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COURBES ET SURFACES

308. Définitions. — Une ligne peut étre regardée
comme engendrée par le mouvement d’un point qui se dé-
place en vertu d'une certaine loi. Si le mouvement du point
a lieu dans un plan, la courbe engendrée est plane.

Une courbe gauche est une courbe qui n’est pas plane.

La tangente est la limite des positions d'une sécante qui
tourne autourd’un de ses points d’intersection avee la courbe,
de maniére que le second point se rapproche indéfiniment du
premier.

306. Théoréme. — Si l'on projette une courbe quelconque
plane ou gauche sur un plan, la projection de la tangente est tan-
gente @ la projection de la courbe. (Fig. 238).

ab est la courbe ; nous menons par tous ses points des proje-
tantes paralléles aA,
4B..., et nous tragons le Fig,238 %
lieu des intersections de /
ces droites avec le plan ;
P. Ce lieu est la courbe
AB, projection de ab...

Nous menons la sé-
cante ab, sa projection
est AB, et nous faisons RN, /
tourner le plan 6AaB au- / 5 /’/
tour de Ae, de maniére a
rapprocher le point 4 du point a; la trace du plan seraoujours

Poryr. — T. 1L i
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1a projection de la sécante et le point B se rapprochera du
point A.

Dans la position limite, la droite ab devenant la tan-
gente ac, la droite AB sera devenue la tangente AC sa1s
cesser d’étre la projection de la premiére.

Remarque. — Le théoreme serait vrai encore si la
projection, au lieu d’6ire faite par des droites paralléles, était
faite par des droites qui concourent en un point fixe; la dé-
monstration se ferait d’une maniere tout a fait analogue.

Les projetantes aA, bB..., etc., paralléles entre elles, et
rencontrant la courbe ab forment une surface qu'on nomme
un cylindre.

Les projetantes qui concourent en un point fixe forment
une surface qu'on appelle un cone.

Nous pouvons étendre cette maniére de considérer le
cylindre et le cone 4 toutes les surfaces et nous dirons:

307. Ddéfinition. — Une surface est le lieu des positions
dune ligne qui change de situation, et méme de forme, en veriu
d’une certaine lot. 5

Ainsi, la sphére peut étre engendrée par un cercle qui
tourne autour d’un de ses diamétres; le cylindre est engendré
par une droite qui reste paralléle a une direction constante
et rencontre une courbe donnée quon nomme la directrice.
Le cone est engendré par une droite assujettie a passer par
un point fixe et a rencontrer une directrice donnée.

308. Divers modes de génération d'une méme surface. — Cou-
pons un cylindre par des plans paralléles, nous savons que
Jes sections obtenues sont des courbes égales. Nous imagi-
nons alors qu'une de ces courbes se déplace, son plan restant
parallele a lui-méme, trois de ses points décrivant des droites
paralleles, cette courbe engendrera encore le cylindre, et
comme la direction du plan n’est pas déterminée, le cylindre

pourra étre engendré d'une infinité de maniéres différentes; .

et l'on péurra mener par un point de la surface une infinite
de courbes qui seront des génératrices; ia courbe géneratrice
change de situation mais non de forme. Coupons un cone par
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3
des plans paralléles, les sections seront des courbes sembla-
bles ayant pour centre de similitude le sommet du cone.

Imaginons qu'une de ces courbes se déplace, trois de ses
points décrivant des droites concourantes, et les cordes qui
joignent ces points deux a deux restant paralléles a elles-
mémes, la courbe sera de forme constante, mais de grandeur
variable, et engendrera un cone.

Coupons une sphére par des plans paralléles, nous obtien-
drons des cercles. Déplagons un cercle, de maniére que son
centre décrive une droite fixe perpendiculaire & son plan, le
rayon variant de maniére qu'un des points reste sur une cir-
conférence dont la droite est le diamétre; le cercle mobile
engendrera une sphére. Ces remarques peuvent s'étendre a
toutes les surfaces, et une surface peut en général étre en-
gendrée par un nombre infini de génératrices différentes.
Lorsque la surface admet des droites-pour génératrices, la
surface est une surface réglée ; les autres surfaces se nomment
simplement surfaces courbes.

309. Théoréme. — n un_point d'une surface il existe un
plan qui contient toutes les tangentes i toutes les courbes qu'on peut
mener par ce point sur la surface.

Nous considérons une surface dont M est un point. Nous
menons par M un plan
sécant quelconque S Fig. 239
qui coupe la surface
suivant la courbe D,
nous menons la tan-
gente MA a cette
courbe.

Nous coupons la
surface par un plan
paralléle au plan S,
il détermine une cour-
be D,, nous prenons
le point N de cette
courbe pour lequel la
langente est paralléle

AMA.
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Nous coupons la surface par un autre plan paralléle au
plan S, il détermine une courbe D,, nous prenons le point P
pour lequel la tangente est paralléle a MA.

Les plans SS,8,, etc., étant infiniment rapprochés, les
points MNP, etc., déterminent une courbe, a laquelle on
meéne une tangente MB.

Les deux dr01tes MA et MB déterminent un plan, je dis
que ce plan contient la tangente MC a une courbe quelconque
MEF tracée sur la surface par le point M.

Cette courbe croise la courbe D, au point E, je méne les
cordes MN, ME ; je projette la courbe D, sur le plan S de la
premiére courbe D en employant des projetantes paralleles
a4 MN. Le point E vient en E,, le point N vient en M, et
comme la courbe D, est paralléle au plan S, elle se projette
en vraie grandeur suivant ME,, de plus comme la tangente
en N est paralléle a MA, elle se projettera suivant MA, et
par suite la courbe ME, sera tangente a MA (306.)

Menons la corde ME, : les quatre droites MN, ME, EE,
et ME, sont dans le méme plan, puisque MN et EE, sont pa-
ralléles, et ces quatre droites seront toujours dans le méme
plan, lorsque le plan sécant S, se rapprochera du plan S;
elles y seront encore a la limite quand les deux plans seront
infiniment voisins.

Or la limite de la corde MN est la tangente MB.

La limite de la corde ME est la tangente MC.

La limite de la corde ME, est la tangente MA.

Les trois droites sont donc dans le méme plan, ce qui démontre
le théoreme ™.

309 bis. Définitions. Plan tangent. — Le plan qui
contient les tangentes a toutes les courbes quon peut tracer
sur une surface par un point, se nomme plan tangent; le point
se nomme point de contact du plan tangent.

310. Normale. — La perpendiculaire au plan tangent
en son point de contact se nomme /a normale.

* Démonstration empruntée a la Géométrie de MM. Rouché et
Comberousse.
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311. — Maniéres d*dtre (u jlun tangent par rapport
i la surface. — Ce plan tangent peut avoir un seul point
commun avec la surface, et I'on dit que la surface est convere
autour du point de contact.

Ilpeutla toucher suivant une ligne ; nous trouvons un exem-
ple de cette disposition dans le tore, si I'on pose un tore ou un
anneausurun plan, il touche le plan suivant une eirconférence.

Si I'on considére la partie rentrante d’un tore, ou la gorge
d’une poulie, le plan tangent en un point coupera nécessai-
rement la surface, il sera a la fois tangent et sécant, et la
surface est dite d courbures opposées. Nous verrons plus tard
la raison de cette appellation.

Puisque le plan tangent contient les tangentes a toutes
les courbes qu'on peut tracer sur la surface par le point de
contact, deux de ces droites suffisent pour le déterminer, on
tracera donc deux courbes par le point considéré, et les tan-
gentes donneront le plan tangent. ,

Si la surface est réglée, par chaque point nous pouvons
faire passer une génératrice rectiligne qui peut étre regardée
comme une courbe tracée sur la surface, courbe qui est con-
fondue avec sa tangente; il suffira donc de tracer par le point
une seconde courbe quelconque, cette courbe et la généra-
trice rectiligne détermineront le plan tangent.

Ainsi, dans une surface réglée, le plan tangent en un
point contient la génératrice rectiligne qui passe par ce
point; il peut affecter par rapportala surface deux situations
différentes, il peut toucher la surface en tous les points de la
génératrice rectiligne, il peut toucher la surface en un seul
point et étre en méme temps sécant.

De la la distinction des surfaces réglées en deux classes :
1* Les surfaces réglées pour lesquelles le plan tangent est le
méme en tous les points d'une génératrice et qu'on nomme
SURFACES DEVELOPPABLES, ainsi nommees, parce gu'elles peu-
vent s'étendre sur un plan sans déchirure ni duplicature ; le
cone et le cylindre sont dans cette catégorie ; 20 les surfaces
réglées pour lesquelles le plan tangent est différent en tous
les points d'une génératrice et qu'on appelle SURFACES GAICHES.
Nous allons d’abord démo.itrer directement la propriété du
plantangent pour le cone et le cylindre.
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312. Théoréme. — Dans un cylindre ou dans un edne, 1
plan tangent en un point de la surface est tangent tout le long de la
géncratrice. 'Fig. 240.)

La courbe BD est la directrice du cylindre, BA est une
génératrice sur laquelle nous prenons un point A. Nous tra-
cons sur la surface une courbe AE, nous menons une autre
Fig.240 génératrice A, B, ; les sé-

. /- cantes AA; et BB, sont
dans le méme plan et se
coupent en un point H,
nous faisons tourner le
plan ABB,A, autour de
AB, de maniére a rappro-
; E cher les deux génératri-

e ces, le point A, se rappro-

K chant indéfiniment du
point A, la sécante AA, devient la tangente AK, en méme
temps la sécante BB, devient la tangente BK, et les deux
tangentes sont toujours dans le méme plan; or AK et AB dé-
terminent le plan tangent en A, BK et AB déterminent le

“plan tangent en B ; ces deux plans sont done confondus.

La méme démonstration s’appliquerait identiquement au
cone.

Remarque. — Nous faisons remarquer que le sommet
d’un cdne échappe au théoréme du plan tangent, car les tan-
gentes a toutes les courbes menées par le sommet du cone
sont les génératrices et ne sont pas dans le méme plan, il
existe au sommet du cone une infinité de plans tangents.

Il est clair que le cone et le cylindre sont deux surfaces
développables, comme étant la limite de pyramides et de
prismes inscrits dans ces surfaces, et nous verrons plus tard
que le développement d'un cOne et d'un cylindre se fait
comme celui d’'une pyramide et d'un prisme.

313. Génération d’une surface dévelop-
pable. — Considérons une ligne brisée ABCDE, trois cotés
contigus ne sont pas dans le méme plan, et prolongeons dans
le méme sens tous les cotés de cetteligne (fig- 241) ; nous for-
merons une surface polyédrale composée de faces HBG,GCK...
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qui est développable, car on peut amener la face GCK dans
le plan de la face HBG par une rotation autour de BG en
entrainant dans ce mouvement le reste du polyédre, ensuite
rabattre la face KDL dans le plan des deux premiéres en
entrainant le reste du polyédre..., ete.

Tracons une courbe par les sommets ABCD, cette courbe
sera gauche.

Augmentons le nombre des c6tés du polygone inscrit dans
la courbe, en les
prolongeant tou- . 2r
joursdansleméme
sens, nous forme-
rons une suite de \
surfaces polyédra-

les développables.

Les développe- / P
ments successifs /3 \
de ces surfaces s &
tendent vers une A [ =
certaine  limite \
lorsque le nombre A

de leurs faces
augmente indéfiniment; et d’autre part, les sécantes ABH,
BCG... deviennent des tangentes a la courbe gauche et consti-
tuent une surface réglée limite de la surface polyédrale, et
par suite développable. Nous définirons une surface dévelop-
pable, le lieu des tangentes G une courbe gauche.

La surface que nous avons engendrée ne constitue quune
des nappes de la développable ; en prolongeant les sécantes
en sens contraire, les prolongements BM, CN, DP... consti-
tuent une seconde nappe de la méme surface, et la courbe
gauche est I'intersection de ces deux nappes. On démontre,
et nous le verrons plus tard, que ces deux nappes sont tan-
gentes Lune a I'autre, le long de la courbe ; que la surface pré-
sente un rebroussement tout le long de cette courbe quiprend
le nom d’aréte de rebroussement de la développable.

Dans le cone qui est développable, I'aréte de rebrousse-
ment se réduit & un_point; dans le cylindre, elle est trans-
portée & l'infini,
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314. memarque. — [l est trés important dobserver que
deux tangenles d une courbe gauche ne se rencontrent pas, quelgue
rapprochés que sowent leurs points de contact.

Théoréme. — Nous montrerons plus loin (321) que:
dans une surface développable, lieu des tangentes ¢ une courle
gauche, le plan tangent est le méme en tous les points d'une généra
trice. »

315. Surfaces gauches. — Nous pouvons engendrer
une surface autre que le lieu des tangentes a une courbe
gauche par le déplacement d'une droite.

Trois conditions suffisent pour déterminer le mouvement
d’une droite indépendamment de ses points.

10 Nous pouvons avoir trois courbes directrices A,B,C,
(fig. 242), nous prendrons un point a sur 'une d’elles et nous
construirons deux cones ayant ce point pour sommet etayant

pour directrices les courbes B et C;

fig. 242 ces deux cones se couperont suivant

une ou plusieurs droites qui rencon-

A % /, treront les courbes A,B,C, et seront

/ des génératrices de la surface gauche;

/, i si les courbes données sont des droites

3 fz ~  qui ne sont pas deux a deux dans un

méme plan, les deux cones auxiliaires

\ quon meénera par chacun des points

\\ \ de I'une d’elles seront des plans, dont
I'intersection sera une génératrice.

La surface engendrée dans ce cas se nomwme ['hyperboloide
a wne nappe.

Les tangentes aux courbes directrices aux points a,b,¢ ne
seront pas en général dans un méme plan, le plan tangent est
donc différent aux trois points a,b,¢ sur la méme génératrice,
et la surface est gauche ;

2° On peut donrer une courbe directrice et deux surfaces
directrices.

On construira deux cdnes ayant leur sommet en un méme
point de Iz courbe directrice, et circonscrits aux surfaces; leur
intersection donnera une génératrice;
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3° On peut assujettir la génératrice a rester paralltle i un
plan qu'on nomme plan directeur et & rencontrer deux courbes
directrices données.

Si les deux courbes sont remplacées par deux droites, la
surface engendrée est le paraboloide hyperbolique;

4° On peut donner un plan directeur, une droite directrice,
une courbe ou une surface a laquelle la génératrice doit étre
tangente ; la surface est un conoide.

316. Considérons une surface dont les génératrices sont
des droites telles que EC, BA, FG. (Fig. 243.)

Faisons passer un plan par la droite AB et par un point C
pris sur une génératrice EC. En général, la génératrice EC
ne sera pas dans le plan, une partie CE par exemple sera en
avant du plan, la partie
CD seraenarriére. Nous
représentons CD en ¥

i
|

Fig. 243

B

pointsen prenantle plan
pour plan de la figure.
Les génératrices com-
prises entre ED et AB
perceront le plan en des
points C',C"... et s’incli-
neront de moins en f
moins sur ce plau, a i
cause de la continuité de !
la surface pour arriverd e

ipr i
se confondre avec AB. {D e IA

o omanres P
RN T
P

Les génératrices si-
tuées au dela de AB s’in-
clineront en général en sens contraire et perceront le plan en
des points H"H'..... Le lieu des points G,C',C"H"H"... est une
courbe qui rencontre la droite AB au point K. Donc en ce
point K le plan sécant contient la génératrice et la tangente
KM a la courbe, et est tangent & la surface.

Si I'on fait passer un plan par la méme droite AB et un
autre point de CD, ce plan coupera la surface suivant une
autre courbe qui cro sera AB en un point différent du point K,
et ce second plan sera tangent en ce point.
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Le plan tangent est done différent aux différents points de
la génératrice *.

Nous pouvons, d’aprés ce qui précede, énoncer le théoréme
suivant :

317. Théoréme. — Tout plan mené par une génératrice
d’une surface gauche est un plan tangent; il coupe la surface sui-
vant une courbe, et le point ok cette courbe renconire la génératrice
est le point de contact.

Nous ferons usage de cette propriété dans I’hyperboloide
dans le paraboloide hyperbolique.

SURFACES ENVELOPPES

Nous pouvons considérer la génération des surfaces & un
autre point de vue.

318. Imaginons une surface S qui change de position seu-
lement ou de position et de forme a la fois en vertu d'une
certaine loi. (Fig. 244.)

La surface S et la surface S,, infiniment voisines, se cou-
pent suivant une courbe C; la surface S, et la surface S, se
coupent suivant une courbe Ci..., ete... Le lieu des cour-
bes C,C,C,... est une surface = qui est Ienveloppe des sur-
faces S qu’on appelle ses enveloppées.

Les courbes C,C;... sc nomment des caractéristiques.

319. Théoréme. — Lenveloppe est tangente d chuque en-
veloppée suivant la caractéristique correspondante.

Considérons la surface S, et la caractéristique C (fig. 244),
prenons un point M sur C et menons par ce point un plan
quelconque ; il coupe I'enveloppe = suivant la courbe MN, la
surface S, suivant une courbe MP rencontrant en P la se-
conde caracteérisque C,.

Mais & mesure que la surface S; quia fourni la caractéris-
tique C, avec S, se rapproche de S,. le point P se rapproche

¥ (Cotte démonstration est due & M. Catalan.
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dupoint M, et, & la limite, se trouve sur la courbe MN qui est
le lieu des points P; donc la tangente a la courbe MP sera
la méme que la

tangente a la Fig. 244

courbe MN, et
cette tangente dé- - £
terminera avecla // s
tangente en M a / )
la caractéristique |

C leplantangent |
commun a l’enve-
loppe et a I'enve-
loppée. Nous don-
nerons  comme
exemple d'enveloppe un tore; nous pouvons considérer la
surface comme engendrée par une sphére qui tourne autour
d'une droite, les caractéristiques sont les grands cercles de
la sphére mobile passant par l'axe de rotation; et cette
maniére d'envisager les surfaces nous sera fort utile pour
mener le plan tangent en un point d’une surface enveloppe,
si nous savons mener le plan tangent a l'enveloppée qui
touche la surface en ce point.

320. Surfaces circonserites. — Sil'on méne d'un
point extérieur a une surface une série de droites tangentes
a cette surface, ces tangentes forment un cone qui est dit
circonscrit a la surface. i

Le lieu des points de contact forme une courbe, et le cone
et la surface ont mémes plans tangents en tous les points de
cette courbe. En effet, en chaque point, le plan tangent au
cone est déterminé par la génératrice tangente a la surface,
et la tangente a la courbe tracée a la fois sur le cone et sur
la surface, et ces deux droites déterminent aussi le plan tan-
gent a la surface.

Si I'on méne une série de tangentes paralléles, on formera
un cylindre circonscrit.

En général, deux surfaces sont circonserites 'une a l'autre lors-
qu'ellesont mémes planstangentsle long d'une ligne commune.

Ainsi Venveloppe est circonserite & l'enveloppée.
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321. Application auzx surfaces développables. — Reportons-
nous & la génération de la surface développable indiquée plus
haut (313), et considérons la surface polyédrale dont elle est
la limite. (Fig. 241).

Chaque face de la surface polyédrale est un plan, et les
intersections de ces faces deux a deux sont des droites.

Lorsque les e¢dtés AB, BC... du polygone gauche dimi-
nuent indéfiniment, ces plans se déplacent sur la courbe
gauche d'une maniére continue, et enveloppent la surface dé-
veloppable, les caractéristiques sont alors des droites généra-
trices de la développable. £t chaque plan touche la surface
developpable tout le long de la génératrice.

Nous démontrons donc ainsi la propriété fondamentale
des surfaces développables qui sert de définition a ces sur-
faces et qui avait été déja énoncée plus haut (314).

Observons que chacun de ces plans enveloppés contient
trois points infiniment voisins de la courbe gauche.

Op le nomme, ainsi que nous allons le voir (325), plan oscu-
lateur de la courbe gauche, et nous pouvons énoncer ce théo-
réme:

322. Théoréme. Les plans tangents @ une surface déve-
loppable sont osculateurs de son aréte de rebroussement.

COURBES GAUCHES

323. Définitions. — Une courbe gauche est une courbe
qui n’est pas plane ; c'est la limite d'un polygone tel que trois
cOtés consécutifs ne sont pas dans le méme plan. La tangente
est toujours la limite des positions d'une sécante qui tourne
autour d'un de ses points d'intersection, de maniere que le
second point se rapproche indéfiniment du premier, et nous
avons montré que la projection d'une tangente sur un plan
est tangente a la projection de la courbe (306).

306. Si I’on consideére les tangentes en deux points infini-
ment voisins d'une courbe gauche, ces tangentes ne sont pas
dans un méme plan (314).

AAfJ
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Tout plan mené par une tangente & une courbe gauche est
dit tangent & cette courbe, il y a donc une infinité de plans
tangents.

324. Normales et plan normal. — Le plan mené
perpendiculairement a la tangente par le point de contact
se nomme plan normal, et toutes les droites de ce plan passant
par le point de contact sont des normales.

323. Plan osculateur. — Parmi tous les plans tan-
gents, il y en a un qui se rapproche de la courbe plus que tous
les autres, c'est celui qui passe en méme temps par la tan-
gente et par le point infiniment voisin du point de contact,
et comme la tangente a elle-méme deux points infiniment
voisins communs avee la courbe, le plan contient trois points
infiniment voisins. Ce plan se nomme plan osculateur de la
courbe gauche, c'est la limite des positions d’un plan mobile
passant par la tangente et par un point voisin lorsque ce
point se rapproche indéfiniment du point de contact.

Le pfan osculateur d’'une courbe gauche en un point m est
encore le plan mené par la tangente au point m et parallele
4 la tangente au point » infiniment voisin du point m.

Ces deux définitions du plan osculateur donnent le méme
plan. (Fig. 245.)

Considérons en effet la courbe mm’ et projetons-la sur un
plan perpendicu- A
laire a la tan- Fig. 245
gente mM au
point m,soit MM’
la projection.

D’apréslapre-
miére définition,
le plan oscula-
teur est la limite
du plan qui passe
par la tangente
mM et par le Z_
point m’, ce plan
est perpendiculaire au plan de projection, et sa trace passe
par le point M et par le point M’ projection de m'.
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La limite de cette trace sera la tangente a la projec-
tion MM’ au point M.

Nous menons la tangente m'c’ dont la projection est M'C’,
et nous considérons le plan qui passe par Mm et qui est pa-
ralléle a la tangente m'e/, sa trace sera MQ paraliéle a M'C’.
Or lorsque le point M’ sera venu se confondre avec le point M,
la droite M'C’ sera tangente a la courbeen M; MQ coincidera
avec elle et deviendra aussi la tangente a la courbe en M.
Donc le plan aura méme limite que le plan osculateur fourni
par la premiére définition. !

On pourrait montrer encore quon arriverait au méme
plan en considérant la limite du plan qui passe par un
point m de la courbe et par deux points infiniment voi-
sins.

Le plan osculateur a donc trois points infiniment voisins
communs avec 1a courbe; il faut remarquer comme consé-
quence que le plan osculateur traverse la courbe, car une
ligne continue, pour passer d’un coté a un autre d’'un plan,
doit le traverser en un nombre impair de points. — Dans
certains cas particuliers, le plan osculateur peut avoir quatre
points infiniment voisins communs avec la courbe, et ne la
pas traverser.

328 bis. Cerele et rayon de courbure. — Par
les trois points infiniment voisins situés dans le plan oscula-
teur nous pouvons faire passer une circonférence; cette cir-
conférence est le cercle de courbure, son centre et son rayon
sont le centre et le rayon de courbure de la courbe.

Celle des normales qui est située dans le plan osculateur
se nomme normale principale..

L’angle que forment les plans osculateurs en deux points
infiniment voisins d'une courbe gauche est I'angle de torsion ;
c’est de cet angle que dépend la seconde courbure de la
courbe.

326. Projections d’une courbe gauche. — On
appelle les courbes gauches courbes ¢ double courbure. Les
intersections de surfaces que nous apprendrons a construire
un peu plus loin sont en général des courbes & double cour-
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~ bure, et leurs projections peuvent présenter des formes par-
 ticuliéres qu'il est important de connaitre.

1° Théoréme. — Lorsqu'on projette une courbe gauche
sur un plan perpendiculaire a ['un de ses plans osculateurs, la pro-
jection présente en général , un point d'inflezion. (Fig. 246).
Nous considérons la courbe amb, le plan osculateur au
point m est le plan O; nous supposons que ce plan traverse
la courbe; l'arc am est derriére le plan, l’arc mb est en
avant.

Nous prenons le plan P perpendiculaire au plan O ; CD est
J'intersection des deux plans, et est en méme temps la pro-
jection sur le plan P de la tangente cm contenue dans le
plan O.

La projection de la courbe est tangente a la projection de
la tangente, et comme la courbe est située de part et d’autre
du plan, la courne traverse la tangente au point M, projec-
tion du point m, il y a une inflexion en ce point.

Fig. 246 A
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2° Théoréme. — Lorsqu’on projetie une courbe gauche

surun plan perpendiculaire a l'une de ses tangentes, la projection
présente en général un point de rebroussement. (Fig. 246). Nous
projetons la courbe sur le plan R perpendiculaire a la tan-
gente me; DM, est l'intersection du plan R avec le plan
osculateur O.

Laprojection de la courbe sera tangente a DM, au point M,,
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trace de la tangente ; car le plan osculateur contient un point

de la courbe infiniment voisin du point m, point qui se pro-

jette sur la droite DM, et cette droite a ainsi deux points
infiniment voisins communs avec la projection de la courbe.
De plus, la courbe est située tout entiére du méme coté
par rapport au point M,, car toutes les projetantes de tous
les points seront au-dessus de la tangente me, et enfin la
courbe est de part et d'autre de la droite DM, .Elle doit done
présenter une forme telle que A,M;B, qui est un rebrousse-
ment du premier ordre.
Dans le cas ot le plan osculateur ne traverse pas la courbe,
il a avec la courbe un contact plus intime, il a
Fig.247  quatre points infiniment voisins communs avec

= la courbe; alors la projection sur le plan P reste

. du méme coté de la droite MC, il n'y a plus
, inflexion.

‘ /; e La projection sur le plan R présente la

// forme de la figure 247. qui est celle d’un rebrous-

{/ sement de second ordre. Nous donnerons plus tard

dans les intersections des surfaces des exem-
ples de ces différentes formes.

Nous signalerons encore parmi les points singuliers que
peut présenter une courbe, le point mul-
Fig. 249 tiple. (Fig. 248.)

¥ Deux ares de courbe
B / ' peuvent se croiser en
/ < unpoint A, de maniére
//’ g A avoir en ce point deux
/ £ tangentes différentes
- AK et AH. Le point est
un point multiple de pre-
= miére espéce.
Les deux arcs de
courbe peuvent se trou-
ver places comme CADet FAE tangents a une méme droite AB.
(Fig. 249). Le point est un point multiple de seconde espéce.

My |

Fig. 248

Remarqgue. — Nous devons faire observer ici que si
nous considérons le cylindre qui projette la courbe amo sur
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le plan R (Fig. 246), les sections de ce cylindre par des plans
parallélesauplan R présenterontune forme analoguea A;M,B,,
c’est-a-dire une forme avec rebroussement, le cylindre aura
donc un rebroussement tout le long de la génératrice em, et
nous pouvens énoncer ce théoréme :

327. Théoréme. — Quand une génératrice dun cylindre
est tangente a la directrice, le cylindre présente un rebroussement
tout le long de la génératrice, et le plan osculateur de lacourbe mené
par cette tangente est tangent au cylindre.

La méme remarque s’appliquerait au cas d’une projection
conique, la courbe donnée étant la directrice d'un cone dont
on considérerait la section par un plan perpendiculaire a la
génératrice tangente ; le plan tangent au cone le long de cette
génératrice est le plan osculateur de la courbe, et le cdne
présente un rebroussement tout le long de la droite.

On voit par tout ce qui précéde combien il peut étre inté-
ressant et utile de savoir construire le plan osculateur en un
point d’'une courbe gauche.

328. Construction du plan osculateur. --- Nous
avons la courbe gauche abe, a'b'¢. (Fig. 250). Nous nous pro-
posons de construire le plan osculateur au point 4,4

Nous menons la tangente &'¢/, be en ce point, puis les tan-
gentes en des points voisins situés de part et d’autre, par
exemple d'd’, ad et c'f’, cf...

Nous prenons un point arbitraire S',S, et nous menons
par ce point des paralléles a toutes ces tangentes S'F’, SF —
S'E, SE — S'D/, SD..... Ces droites forment un eéne dont la
trace est le lieu des points D,E,F, traces des génératrices.)

Nous menons a ce cone le plan tangent au point EE'; il
est déterminé par la tangente EH a la courbe DEF et par la
génératrice ES, E'S'. Ce plan contient la génératrice ES, E'S’
et la génératrice infiniment voisine.

Done, si nous menons par le point e, trace de la tan-
gente eb, ¢'b/, une paralléle Pex 2 EH, cette paralléle et la
taugente détermineront un plan paralléle au plan tangentau
cone, c'est-i-dire passant par eb, ¢4’ et paralléle 4 la tan-
gente infiniment voisine, c’est-a-dire le plan osculateur

PoLyr. — T. IL 2
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cherché, sa trace horizontale est Pex, et il sera trés facile
d’obtenir sa trace verticale.

Cette construction peut se simplifier. Nous avons dit que
les plans tangents & une surface développable sont les
plans osculateurs de son aréte de rebroussement, et nous
savons que le plan tangent en un point d'une surface déve-
loppable est tangent tout le long de la génératrice qui passe
par ce point.

{ Nous prenons les traces des tangentes a'd’, ad — b'e', be —
| ¢'f’, ¢f. Ces points sont situés sur une courbe, telle que ef qui
| est la trace horizontale de la développable dont la courbe
donnée est I'aréte de rebroussement. Nous dessinons la tan-
gente Pea a cette courbe au point e situé surla génératrice be,
‘gente Pex & cette courbe au point e trace de la génératrice
: be, B¢, cette tangente et la génératrice déterminent le plan
tangent au point e, ce plan est tangent tout le long de be, b'e’;

et Cest le plan osculateur au point b, .




REPRESENTATION DES SU  ..uuS

Nous pouvons représenter une surface en projetant des
génératrices en nombre suffisant pour la peindre aux yeux.
Une surface est définie géométriquement quand on peut,
a l'aide des données, résoudre le probléme suivant: Ztant
donnée L'une des projections d'un point de la surface, trouver Pautre

projection.
329. Contour apparent. — Si l'on considére un
corps.quelconque
etunobservateur

placé en uan point
0, on peut ima-
giner les rayons
visuels menés du
point O tangen-
tiellement au
Ccorps; ces rayons
forment un cone
circonserit , tel
que tous les
| points du corps
sontvus par1'ob-
servateur Oa I'in-
térieur de ce
cone.
‘ La courbe formée en joignant les points de contact de tous
- lesrayens tangents est pour I'observateur O la forme sous
laquelle il voit le corps, puisque tous les points seront vus
intérieurement a cette courbe et aucun extérieurement.

Cette courbe est la courbede contour apparent pour 'obser-

B
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ateur 0; il est clair qu’elle changeraitde position et pourrait
changer de forme pour chaque nouvelle position de I'obser-
vateur.

Coupons par un plan P le cone des rayons tangents, nous
obtiendrons une courbe, qui sera le contour appparent par rap-
port au plan P, et variera de forme avee la position du plan;
il est clair, en effet, que tous les points du corps projetés sur
le plan par des droites allant au point 0, seront a l'intérieur
de cette courbe

Concevons maintenant que I'observateur s’éloigne a l'in-
fini sur une perpendiculaire au plan P. Tous les rayons de-
viendront paralléles entre eux et perpendiculairesauplan P;
le cdne circonserit au corps deviendra un cylindre circons-
crit, et I'intersection de ce cylindre avec le plan P sera le con-
tour apparent par rapport au plan P, et cette courbe jouit
toujours de cette propriété : tous les points du corps solide se pro-
jettent dans son intérieur.

Le contour apparent par rapport au plan est la projection
dela courbe NMP, lieu des points de contact des tangentes
perpendiculaires au plan P.

330. Deuxieme propriété du contour appa-
rent. — Le plan
tangent au solide en
un point M de la cour-
be de contact est dé-
terminé par la tan-
gente Mm au corps, et
par la tangente MA a
la courbe NMP.

Ce plan est donc
perpendiculaire au plan
de projection.

La trace du plan
tangent sur le plan P
sera la projection de
toutes les droites du
plan (79) en particu-
lier de la tangente
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MA; or la projection de la tangente & la courbe NMP est
tangento a la projection nmp de la courbe (176), donc ma tan-
gente a la courbe de contour apparent est la trace du plan
tangent. Toutes les traces des plaus tangents perpendicu-
laires au plan de projection sont tangentes ala courbe de
contour apparent sur ce plan ; on dit alors que la courbe est
Penveloppe des traces des plans tangents perpendlculau‘es au
plan de projection.

331. Troisiéme propriété du contour appa-
rent. (Fig. 252.) — Tracons sur la surface une courbe quel-
conque qui traverse la courbe de contact en un point M.
Soit BMC cette courbe.

La tangente MD a cette courbe au point M sera contenue
dans le plan tangent en ce point ; par suite, le plan tangent
étant perpendiculaire au plan de projection (79), laprojection
de MD sera confondue avec ma, trace du plan; done la pro-
jection de la courbe BMC sera tangente a ma au pointm. D’olt
la propriété : La projection d'une courbe tracée sur la surface et
qui rencontre le confour apparent est tangente aw contour appa-
rent.

Cette régle peut néanmoins ‘présenter une exception, et
la courbe peut rencontrer le contour apparent sous un cer-
lain angle lorsque la tangente MD est perpendiculaire au
plan de projection. Nous avons vu (326) que la courbe pré-
sente un rebroussement.

332. Quatriéme propriété du contourappa-
rent. (Fig. 252.) — Tous les points qui sont situés par rap-
port au plan P, au dela de la courbe NMP, sont vus par I'ob-
servateur placé a I'infini en avant de ce plan. Ainsi I'arc BM
sera vu et sa projection bm tracée en plein. Au contraire, les
points situds entre la courbe NMP et 1¢ plan seront cachés,
P'arc MC sera zaché, et sa projection me tracée en points. D’ou
lapropriété: Une courbe qui rencontre le contour apparent passe
EN GENERAL d'une partie vue G une partie cachée, et inversement
le passage d’une partie vue d une partie cachée se_trouve au pomt (]
la courbe rencontre le contour apparent.

Nous avons dit : « en général », il peut arriver qu'une
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courbe soit telle que £4{, touchant le contour apparent et res-
tant vue.

 333. Remarque. — Le costour apparent, par rapport
a un des plans de projection, n’a aucune relation avec le con-
tour apparent par rapport a l'autre; nous considérons le con-
tour apparent vertical d'un solide, et nous devons construirela
projection horizontale de la ligne dont ce contour vertical
est la projection verticale et qui est la ligne de contact du
cylindre circonscrit perpendiculaire au plan vertical. Cest
en examinant la position des points par rapport & cette ligne
que nous ferons la distinction des parties vues et cachées sur
la projection verticale.

Il ne faut pas, sous peine d'introduire de la confusion
dans la figure, tracerla projection horizontale de cette ligne
de contour apparent comme ligne existante, c'est-a-dire en
plein pour la partie vue, en points pour la partie cachée; il
faut la tracer tout entiére en lignes de construction. ;

Les mémes observatious s’appliquent a la projection ver-
ticale de la courbe de contour apparent horizontal. Cette pro-
jection doit étre tracée afin de permettre la distinction des
parties vues et cachées sur la projection horizontale, mais en
lignes de construction seulement.
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SURFACES CYLINDRIQUES

Un cylindre est défini par sa courbe directrice et par la
direction 4 laquelle les génératrices doivent étre paralléles.

334. Théoréme. — Dans un cylindre, le plan tangent en
- un point est tangent tout le long de la génératrice qui passe par ce
point.

Nous avons donné la démonstration de ce théoréme
§ 312, fig. 240.

335. Probléme. — Construire le plan tangent en un point
de la surface. (Fig. 240.)

On donne le point a sur la surface d’'un cylindre ; on se
propose de construire le plan tangent en ce point.

On méne la génératrice ab qui passe par le point jusqu’a
sa rencontre 4 avec la directrice, on trace au point 4 la tan-
gente a la directrice, cette tangente et la génératrice déter-
minent le plan tangent. (On évite ainsi de tracer une courbe
passant par le point a.)

336. Probléme. — Etant donnée l'une des projections
d'un point de la surface d'un cylindre défini par sa directrice et la
direction des génératrices, trouver U'autre projection. (Fig. 253.)

La directrice donnée est la courbe bedf, b'c'd ", les géné-
ratrices sont paralléles a la droite GG'.

On donne la projection verticale o’ d’'un point du cylindre.

Par ce point nous pouvons imaginer une génératrice dont -
la projection verticale est a'¢’f’ paralléle a G, cette ligne
étant une génératrice rencontre la directrice, et la projec-
tion du point de rencontre peut étre le point ¢" ou le point /",
ce qui nous montre que nous aurons deux solutions.
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Le point dont ¢’ est la projection verticale a sa projection
horizontale au point ¢ (nous savons quel est I'arc de la courbe
sur lequel ce point doit se projeter, et il n'y a pas ambiguité).

‘Nous menons par le point ¢ la paralléle a G, et cette paralléle
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¢k est 1a projection horizontale de la génératrice dont a'e’ est
la projection verticale et sur laquelle se trouve le point a, a'.
La projection du point est le point a. Si nous prenons le point
f pour projection du point ou la génératrice rencontre la
directrice, fk sera la projection horizontale de la génératrice,
et nous obtenons le point a,a’,.

On efit pu donner d’abord la projection horizontale du
point, et 'on edt obtenu la projection verticale en faisant les
constructions en sens inverse.
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337. Contours apparents du cylindre (fig. 253.)
— Pour que la construction soit possible, il faut que la paral-
léle a G’ mené par le point a’ rencontre la projection verticale
de la directrice ; le point @’ doit se trouver compris entre les
tangentes @ la projection verticale de la directrice, paralléles a G'.
Donc ces droites séparent sur le plan vertical la partie qui
peut recevoir les projections des points du cylindre, de celle
sur laquelle aucun point ne peut se projeter; ces tangentes
forment donc le contour apparent vertical du cylindre (329). Ainsi
la génératrice d, dl et la génératrice &'m’, hm forment le con-
tour apparent vertical. En raisonnant de la méme maniére
on verrait que les tangentes np et ¢r paralléles a G forment
le contour apparent horizontal ; leurs projections verticales
sont ¢'r" et n'p.

Nous pouvons retrouver la propriété du contour apparent
relative au plan tangent (330.)

Considérons un point ss' sur la génératrice @7, dl dont la
projection verticale est tangente a la directrice, et cherchons
le point tangent en ce point; ce plan tangent sera le méme
que le plan tangent au point d',d ou la génératrice touche la
directrice ; au point d'd il sera déterminé par la génératrice
et par la tangente a la directrice, tangente dont la projection
verticale est confondue avee 't (335); les deux droites qui
déterminent le plan tangent ontla méme projection verticale,
donc le plan tangent est perpendiculaire au plan vertical.

Nous retrouvons done cette propriété déja démontrée des
contours apparents :

Les plans tangents en des points situés sur le contour apparent
par rapport au plan vertical sont perpendiculaires aw plan ver-
tical (330).

Il en serait de méme pour le contour apparent horizontal.

338. Trace du cylindre. (Fig. 253.) — Nous pou-
vons construire la trace horizontale du cylindre en construi-
sant les traces des différentes génératrices, et en unissant les
points ainsi obtenus par un trait coutinu.

Nous obtenons ainsi une courbe r£/yhm que nous pouvons
prendre pour directrice du cylindre, puisqu’elle a un point
sur chaque génératrice.
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Le plan tangent au cylindre au point a,a’ est le méme que
le plan tangent au point 4./ situé surla méme génératrice,
nous menons Ja tangente au point 4, ceite tangente At et la
génératrice déterminent le plan tangent. Or la tangente At
estune droite du plan tangent située dans le plar horizontal,
donc c’est la trace horizontale du plan tangent.

Si nous avions construit la trace du cylindre sur un plan
quelconque autre que le plan horizontal, en prenant les in-
tersections de toutes les génératrices avec ce plan, nous
serions arrivés aune conclusion analogue, nous pouvons donc
énoncer ce théoréme :

339. Théoréme. — Si lon construit la trace du cylindre
sur un plan, les traces des plans tangents sont tangentes d la trace
du cylindre.

Si nous considérons en particulier les plans tangents sui-
vant les génératrices de contour apparent vertical, par
exemple, suivant d'7, di, la trace horizontale 77 de ce plan est
tangente a la trace au point /, par conséquent, sile cylindre
est détini par sa trace horizontale et la direction de ses gé-
nératrices, son contour apparent horizontal s'obtiendra en
menant & la trace des tangentes paralléles a la projection
horizontale des génératrices ; son contour apparent vertical
s'obtiendra- en menant des tangentes II' et mm’ perpendicu-
laires & la ligne de terre, et en tragant par les points m' et /
des paralléles a la projection verticale des génératrices.

340. Parties vues et cachées. — Projection verti-
cale. (Fig. 253.)

Construisons les projections horizontales des génératrices
de contour apparent vertical. d'/ a pour projection dl, 6'm’ a
pour projection bm ; les points du cylindre dont les projections
horizontales sont comprises entre ces deux génératrices, et
en avant par rapport au plan vertical sont vus sur la projec-
tion verticale.

Il est assez difficile de distinguer la position d'un point
par rapport i ces génératrices. Considérons le point aa’. Ima-
ginons la génératrice qui passe par ce point; sa projection
verticale est a2 et nious avons deux droites projetées verti-
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calement sur a'#’. Les projections horizontales sont ack et a,fk.

. Nous avons déja fait remarguer qu'a la projection verticale '

correspondent deux points, dont les projections horizontales
sont a et a,, situés sur une perpendiculaire au plan vertical
projetée tout entiére au point @’ et horizontalement sui-
vant aa,. Ainsi la perpendiculaire au plan vertical menée
par le point perce le cylindre en un second point situé der-
riére le premier qui est en avant et est vu ; par suite la gé-
nératrice ¢k a sa projection verticale vue. Le point ¢’ est vu
ainsi que l'arc d'¢d’ ; la courbe devient cachée aux points d’
et &' ou elle touche les contours apparents, et 'are d'f'¢'d’ est
caché.

On voit done que les parties vues de la projection verticale
correspondent a I'arc lphm de la trace comprise entre les tan-
gentes perpendiculaires a la ligne de terre en avant de la
corde de contact.

Projection horizontale. — Les projections verticales des
génératrices de contour apparent horizontal sont n'p’ et ¢+,
Tous les points situés au-dessus du plan de ces deux généra-
trices sont wus sur la projection horizontale. Considérons le
point dont la projection horizontale est ,, et menons la gé-
nératrice qui passe par ce point; il y a deux génératrices qui
ont pour projection horizontale a,f; leurs projections verti-
cales sonta'’f’ et v'a’,,et il y a deux points a’ et a’; qui ont pour
projection a,; la génératrice a’f’ est au-dessus de I'autre par
rapport au plan horizontal, donec le point fest vu ainsi que
arc ¢fdn, le point v est caché ainsique I'arc gbven.

La partie vue de la projection horizontale correspond a
Parc 7klp de la trace compris entre les tangentes paralléles a
la projection des génératrices au-dessus de la corde de contact.

341. Exercices : 1° On donne un plan parses traces ;
et dans ce plan un cercle, le centre est donné et le rayon est
connu. Ce cercle est la directrice d'un cylindre, la direction
des génératrices est connue. On connalit la projection verti-
cale d’un point du cylindre ; trouversa projection horizontale
et le plan tangent en ce point.

20 On donne un plan par ses traces et la projection hori-
zontale d'une courbe située dans ce plan. Cette courbe est la
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directrice d’'un cylindre ; la direction des génératrices est
connue. On donne la projection verticale d'un point du cylin-
dre, trouver sa projection horizontale et construire le plan
tangent en ce point.

3° On donne un plan par sa trace horizontale, et I'angle
réel que forment les deux traces dansl’espace, on dessine sur
le plan horizontal une courbe qui est le rabattement autour
de la trace horizontale d’une courbe située dans le plan; dans
'espace cette courbe est la directrice d'un cylindre, on con-
nait la direction des génératrices et la projection verticale
d’un point du cylindre ; trouver l'autre projection et cons-
truire le point tangent en ce point.

342. Probléme. — Mener d un cylindre un pian tangent
par un point extériewr. (Fig. 254.)
7 Nous définissons le cylindre par sa trace sur le plan hori-
zontal abed, ses génératrices sont paralléles a (+,G’, ses con-
tours apparents sont tracés. Ainsi que nous l'avons indiqué

Fig 254
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auparagraphe précédent, ag et ¢k forment le contour apparent
horizontal ; d'e et &'/ forment le contour apparent vertical.

On donne an point #,%, extérieur au cylindre, on veut
mener un plan tangent par ce point.

Le plan tangent cherché contient une génératrice, donc il
est paralléle aux génératrices ; par conséquent une paralléle
aG,G' menée par le point %,k sera contenue dans le plan. Cette
paralléle est &7, kl et sa trace horizontale / sera sur la trace
du plan. Mais la trace du plan tangent est tangente a la trace
du cylindre (329): menons par le point/ une tangente lma, et
nous aurons la trace du plan tangent, la génératrice de contact
passe par le point m et est mn, m'n’. Le plan est donc bien
déterminé par sa trace horizontale et par la droite mn, m'n'.
SiI'on veut la trace verticale, on pourra se servir des traces
verticales des droites kl, k7 oumn, m'n’, ou bien employer
une horizontale 7s, #'s'.

Il y a une seconde solution qui donnerait & pour trace
horizontale du plan tangent.

Remarque. — Nous avons pris la trace du cylindre sur le
plan horizontal ; le lecteur est invité a répéter les mémes
raisonnements en prenant la trace du cylindre sur un plan
quelconque ; il n’y a qu'a remplacer dans ce que nous venons
de dire les mots trace horizontale par trace sur le plan, et 'on
est conduit a la régle générale. :

343. Reégle. — On méne par le point une paralléle aux
génératrices. On prend le point de rencontre de cette paralliie
avec le plan de la trace du cylindre, quel que soit le plan; on
méne par le point une tangente a la trace; cette tangente et
la génératrice qui passe par le point de contact déterminent
le plan tangent.

344. Exercice: 1° On donne un plan par ses traces,
et un point dans ce plan. Ce point est le centre d'un cercle de
rayon connu situé dans le plan, et ce cercle est la directrice
d’un cylindre. La direction des génératrices est donnée.

Menera ce cylindre un plan tangent par un point extérieur.

2° On donne un plan par ses traces, et la projection hori-
zontale d'une courbe située dans ce plan, cette courbe est la
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directrice d’un cylindre, la direction des génératrices est
connue. Mener par un point extérieur un plan tangent au
cylindre.

3° On donne la trace horizontale d’un plan, le rabattement
de la trace verticale autour de la trace horizontale, et le ra-
battement d'une courbe située dans ce plan. Cette courbe
dans Vespace est la directrice d'un cylindre ; la direction des
génératrices est connue. Mener par un point extérieur un
plan tangent au cylindre.

345. Probléme. — Mener d un cylindre un plan tangent
paralléle a une droite donnée. (Fig. 255.)

Le cylindre est défini par sa trace abe sur le plan hori-
zontal, ses génératrices sont paralléles a la droite ad, a'd.
Nous ne figurons pas ses contours apparents.)

On veut mener a ce cylindre un plan tangent paralléle a

il i une droite

Fig. 255 "\ R,R.
. : Le plan
tangent
est paral-
léleaux gé-
nératrices
du cylin-
dre puis-
qu’il en
contient
une, il doit
étre paral-
£2.léle a la
droite R,
R/, donc il
sera paral-
léle a la
fois aux
deux droi-
tes ad, a'd
et R, R.
Nous

e ik
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pouvons construire un plan paralléle a ce plan (102). Nous
prenons le point ff* sur la droite R, R’, et nous menons par
ce point fk, fk' paralléle a ad, a'd. Les traces des deux
droites sur le plan de la directrice du cylindre sont 4 et £,
et hk est la trace P du plan cherché.

Menons & la directrice une tangente 4Q paralléle 4 P; le
plan déterminé par 6Q et par la génératrice 6/, &7 est tan-
gent au cylindre, il est paralléle au plan P puisqu’il contient
deux droites (6Q paralléle & kk et &l, &7 paralléle a kf, K/’
paralléles & ce plan, done il est paralléle a la droite R,R’
située dans le plan P. C’est donc le plan tangent cherché.

La tangente S¢ fournit une autre solution.

Le lecteur est invité & répéter ces raisonnements en sup-
posant que la directrice du cylindre n’est pas placée dans le
plan horizontal, mais dans un plan quelconque, et I'on peut
en déduire la régle générale.

346. Régle. — On construit un plan paralléle au plan
tangent cherché en menant par un point des paralléles a la
direction donnée et aux génératrices du cylindre, on prend la
trace de ce plan sur le plan de la directrice du cylindre,quel
que soit ce plan, et 'on méne & la directrice une tangente
paralléle 4 cette trace. Cette tangente et la génératrice qui
passe par soun point de contact déterminent le plan cherché.

Applications. — Ce probleme a deux applications
importantes : ;

C’est le probléme des contours apparents, puisque les con-
tours apparents s’obtiennent en menant des plans tangents
perpendiculaires aux plans de projection, c’est-a-dire des
plans tangents paralléles a des droites perpendiculaires aux
plans de projection.

C'est aussi le probléme des ombres.

347. Contours apparents. —On donne un plan par
les traces P'«P, dans ce plan un cercle de rayon connu et dont
le centre est au pointa,a’(pris sur I'horizontale ba, #'a’).(69).
Ce cercle est la directrice d'un cylindre dont les génératrices
sont. paralléles 2 vne droiteG,G/,tracer les contours apparents
du cyfindre. (Fig. 256.)

PoLyTs — T, IL 3
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des plans tangents perpendlc
a-dire paralléles a une perpendi
vant la régle (346), nous devons
a la fois aux génératrices du eylin
ce plan étant perpendiculaire au pl
droite G, sera paralléle au plnn
droite G. Nous plagons ce pla
a G'). Nous prenons la trace de c: ce pl
directrice, c’est la droite m'n’, mn
a la directrice des tangentes
faire cette construction nous

Fig. 256
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lignes qui y sont contenues, sur le plan horizontal. Nous
avons rabattu le point a,a’ par I'horizontale ab, a'é (203). La
trace verticale du plan est venue en «P’,, le point a,a’ en A;
nous tracons du point A comme centre le cercle avec le rayon
donné. Nous rabattons la droite mn, m'n’ en Mn, et nous me-
nons au cercle les tangentes Rg, ST paralleles a Mn. (Le
pointn est fixe et le point m',m se rabat en M tel que wm’'=uM.)
Ces tangentes relevées et les génératrices qui passent par
leurs points de contact détermineront les plans de contour
apparent vertical.

Or nous pouvons remarquer que ces tangentes et les ge-
nératrices qu'elles rencontrent auront méme projection ver-
ticale puisque.le plan. qu'elleg*déterminent est perpendicu-
laire au plan vertical (79)%: L%

Considérons la tangghte Rg, le point ¢ est sa trace hori-
zontale, done ¢’ est un*poiit de la projection verticale qui
sera ¢z’ paralléle aux génératrices. :
~ Nous n’avons pas besoin de la projection horizontale, a
moins que nous ne voulions dessiner la projection horizontale
de la génératrice; daus ce cas nous observerons que la trace
verticale de la tangente est au point z’,z, et la tangente a
pour projection horizontale z¢ parallele & mn; le point R se
reléve alors sur cette droite en r, et la projection horizontale
de la génératrice de contact est ry.

Nous reléverons la tangente TS dont la trace horizontale
est éloignée an moyen de la trace verticale T qui se reléve
en ' : v est la projection verticale de la tangente et le con-
tour apparent vertical se compose des deux droites ¢’z et £'v'
(le point de contact S se reléverait comme le point R).

Contour apparent horizontal.

Les plans tangents perpendiculaires au plan horizontal
seront paralléles au plan qui projette horizontalement la
droite G, un de ces plans sera dee’ ; sa trace sur le plan P'aP
de la directrice sera la droite de, d'¢’ que nous rabattons
en dE, nous menons les tangentes F/ et Ik paralléles a dE et
nous relevons ces tangentes dont la projection horizontale
seule est utile en Af et ki paralleles a G.

Ces deux lignes copstituent le contour apparent hori-
zontal, On peut relever facilement les points de contact: par

LR A
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exemple le point I, en tracant la projection verticale de la
tangente qui est k7 parallele a d'¢ et en relevant le point I
sur cette droite en i,#, la génératrice de contour apparent
horizontal aura pour projection verticale ¢7. Nous n’avons
pas construit celle qui correspond au point F.

Exercices. — Construire les contours apparents des cy-
lindresdéfinis danslesexercicesrelatifsau probléme précédent.

348. Ombres.— Les deux plans tangents a un cylindre
paralléles & une droite renferment entre eux toutes les paral-
1les 4 la droite qui rencontrent le cylindre, c’est donc entre
ces plans que seront compris tous les rayons interceptés par
le cylindre, et par suite ils limiteront 'ombre du cylindre.

Les génératrices de contact formeront la séparatrice et les
traces des plans sur un plan quelconque donneront le contour
de lombre portée par le cylindre sur le plan.

349. Cylindre droit & base circulaire (fig. 257.)
— Parmi les cylindres nous devons considérer particuliere-
Fig. 257 ment celui dont la base est un cercle
et dont les génératrices sont per-
pendiculaires au plan du cercle, on
le nomme cylindre droit d base circu-
laire ou cylindre derévolution. En effet,
‘ si nous considérons un rectangle abed
tournant autour d’un de ses cotés ac,
| le point d décrira un cercle dont le
: plan sera perpendiculaire & uc, et la
droite bd sera constamment paralléle
a ac, c'est-3-dire perpendiculaire au
plan du cercle, la surface engendrée
par cette ligne &d sera donc un cylin-

dre droit a base circulaire.
Tous les points de ce cylindre sont a la méme distance

de ae, qu'on appelle laze.

a b

Propriété des plans tangents. — Considérons
le plan tangent suivant une génératrice telle que fg. Il sera
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déterminé par la droite /& tangente au cercle et par la géné-
ratrice, mais fk est perpendiculaire a ¢f et a fg.

Donc le plan tangent est perpendiculaire au plan formé par
laxe et la génératrice de contact.

Si I'on méne dans le plan tangent une droite quelconque /%
quiserapar conséquent tangente aucylindreaupoint f, ladroite
ef sera la perpendiculaire commune & I'axe et & la tangente.

330. Conséquences. — On peut définir un eylindre
de révolution :

1° Par son axe et un point, ou le rayon.

9° Par un plan tangent sur lequel la génératrice de con-
tact est tracée et le rayon; il suffit, en effet, de mener par un
point de la génératrice une perpendiculaire au plan et de
prendre sur cette perpendiculaire une longueur égale au
rayon. On peut alors tracer le cercle qui sera la directrice du
cylindre.

3° Par deux plans tangents et le rayon.

Les.génératrices du cylindre doivent étre 4 la fois paral-
léles aux deux plans et par suite a leur intersection.

Ensuite, I'axe se trouve a égale distance des deux plans,
c'est-d-dire dans leur plan bissecteur. On coupera donc les
deux plans par un plan perpendiculaire a leur intersection ;
ce plan déterminera un angle dans lequel on inscrira un
cercle du rayon donné et qui sera la directrice du cylindre.

Nous engageons vivement les lecteurs a faire les tracés
que nécessitent ces trois questions.

331. Exercices : 1° Construire une droite parallele a
une direction donnée et qui soit & une distance M d'une
droite D et 4 une distance M’ d'une droite D".

90 Construire une droite passant par un point A et qui soit

" a une distance M d’'une droite D, et & une distance M’ d'une
droite D'.

30 Construire une droite paralléle & une direction donnée
et qui soit  une distance M d'un point A et aune distance M’
d'un point B. .

4° Construire un cylindre de révolution connaissant trois

_ génératrices.
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5° Trouver le lieu des points tels que les plans tangents
menés par ces points 4 un cylindre de révolution fassent
entre-eux un angle constant.

6° On donne deux cylindres de révolution dont les axes
sont paralléles, on demande de trouver le lieu des points tels
que les plans tangents menés par chacun d’eux a 'un des
cylindres fassent le méme angle que les plans tangents menés
du méme point a I'autre cylindre.

352. Probléme. — Mener un plan tangent commun d deux
cylindres.

Ce probléme est, en général, impossible. Le plan tangent
cherché est paralléle aux génératrices des deux cylindres, sa
direction est déterminée ; si 'on construit les traces des deux
cylindres sur le méme plan, la trace du plan tangent commun
devra étre tangente commune & ces deux courbes, mais cette
trace doit étre paralléle & celle d'un plan paralléle a la fois
aux deux génératrices, il faudrait donc pouvoir mener a deux
courbes une tangente commune paralléle a une direction
donnée, ce qui est impossible en général.

Le probléme ne peut se résoudre que dans certains cas
particuliers:

1° Les deux cylindres ont une courbe plane commune, on peut
dire : méme directrice plane. (Fig. 258.)

Placons la courbe donnée abe dans le plan horizontal, les
génératrices du premier cylindre sont paralléles a la droite
G,G', les génératrices du second cylindre sont paralléles 4 la
droite K,K'.

Nous construisons d’abord un plan paralléle a la fois aux
génératrices des deux cylindres, et pour cela nous faisons
passer par un point d&,d, pris sur G,G’, une parallele df, d'f
a K,K'. Le plan de ces deux droites a pour trace %f, et c'est
un plan paralléle au plan tangent cherché. Nous menons ala
courbe abc une tangente cP paralléle a 4f, cette tangente est
la trace du plan tangent (339), et le plan mené par ¢P et I'une
des_génératrices el, ¢/, par exemple, contiendra J'autre gé-
nératrice em, ¢'m'. ¢P est la trace horizontale du plan, on
obtiendra aisément sa trace verticale. On voit done que la
solution dépend de la possibilité de mener ala courbe donnée
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une tangente paralléle & une direction donnée. Le probléme
peut encore n'avoir aucune solution, mais cette impossibilité
ne dépend plus que de conditions particuliéres.

Fig. 258
\\
\ / i
‘% / 5
B LAY A i
N

=% = i
— @ S

é‘\\ | ',.«’-‘ \

90 Les deuz eylindres ont leurs génératrices paralléles.

On prendra les traces des deux cylindres sur le méme
plan, et 'on ménera une tangente commune a ces deux
courbes. Cette tangente et la génératrice passant par I'un
des points de contact déterminera le plan tangent.

1l est clair que le probléme peut étre rendu impossible
par la situation et la forme particuliére des deux courbes;

3° Nous verrons plus loin que deux cylindres circonserits
une méme sphére ou & une méme surface du second degré,
ont deux plans tangents communs.

353. Probléme. — Mener a deux cylindres deux plans
tangents paralléles.

Nous avons un cylindre dont la directrice est abc et les
génératrices paralléles & G,G'. Un second cylindre a pour
directrice def, et ses génératrices sont paralléles & K,K'.
Fig. 259). Chacun des plans tangents cherchés sera tangent
4 un cylindre et paralléle aux génératrices de 'autre, il sera

done paralléle a la fois aux génératrices des deux cylin-
dres.

|
b
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Nous pouvons construire un plan paralléle & ces plans
tangents ; nous conduisons par un point 4,%" de I’espace une
paralléle & chacune des génératrices. Ces paralléles A7 ,hl —
Km',hm forment un plan dont la trace horizontale est /m. *

Menons aux bases des cylindres des tangentes paralléles
4 /m (339). La tangente Pa sera la trace horizontale d’un
plan tangent au premier cylindre paralléle au plan Alm; de
méme la tangente Qe. Les tangentes Rd et Sf seront les
traces de plans tangents au second cylindre paralléles au
plan Alm. \

Nous aurons done pour les deux cylindres autant de
groupes de plans tangents paralléles que nous aurons pu
mener de tangentes aux deux bases parallélesa /m ; ici quatre
groupes: PetR, P et S, QetR, QetS.

Observation. — Si les cylindres donnés n’avaient pas leurs
bases sur le méme plan, il faudrait prendre les traces du
plan kim paraliéle aux génératrices sur les plans des bases
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des deux cylindres, et mener & chaque base dans son plan des
tangentes paralléles & la trace correspondante. Chacune de ces
tangentes avec la génératrice du point de contact détermine
un des plans tangents cherchés.

Cette construction des plans tangents paralléles & deux
cylindres regoit une application dans le probléme suivant.

354. Probléme. — Mener une normale commune & deuz
cylindres.

Une normale & un cylindre est une perpendiculaire au
plan tangent en un point de la génératrice de contact ; si les
deux cylindres ont une normale commune, les plans tangents
aux extrémités de cette normale seront paralléles, et la nor-
male commune étant perpendiculaire aux deux plans tangents,
et rencontrant les génératrices de contact sera la perpendi-
culaire commune aux génératrices de contact de deux plans
tangents paralléles.

Ainsi dans le cas de la figure précédente, nous avions

quatre groupes de deux plans tangents paralléles, et par
suite quatre normales communes.

355. Exercices: 1° On donne un cylindre perpendicu-
laire au plan horizontal, dont la base est un cercle dans le
plan horizontal ; et un cylindre perpendiculaire au plan ver-
tical dont la base est un cercle dans le plan vertical, leur
mener une normale commune ;

2° On donne un cylindre oblique dont la base est une
courbe dans le plan vertical, et un cylindre qui a pour base
une courbe située dans le plan horizontal, et dont les géné-
ratrices sont des droites de front, leur mener une normale
commune. (Voir 220, 221.)

386. Probléme. — Mener ¢ un cylindre un plan tangeni
paralléle & un plan.

Le probléme n’est possible que dansle cas ol le plan donné
est paralléle aux génératrices du cylindre. On prend la trace
du plan et la trace du cylindre sur le méme plan; on méne &
la courbé de base du cylindre une tan gente paralléle a la
trace da plan, cette tangente et la génératrice qui passe par
%on point de contact déterminent le plan tangent demandé.
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336 bis. — Mener & un cylindre un plan tangent passant par
une drotte.

Le plan demandé doit étre paralléle aux génératrices du
cylindre, ot comme i) doit passerpar la droiteil est déterminé,
et, en général, il ne sera pas tangent au cylindre. — Le
probléme est impossible excepté si la droite donnée est pa-
ralléle aux génératrices du cylindre. — Dans ce cas on prend
la trace de la droite sur le plan de la directrice, et on méne
par cette trace une tangente & la directrice ; cette tangente
ot la droite détermineront le plan tangent.

336 bis. — Dans les paragraphes 336, 337, 340 nous pou-
vons observer que la ligne de terre ne joue aucun role, et,
lorsque nous avons construit la trace du cylindre sur un plan
horizontal caractérisé par la ligne LT. lieu des projections
verticales de tous les points du plan (338), nous avons bien
précisé que la conclusion & laquelle nous sommes arrivés
serait la méme si nous construisions la tra<e du cylindre sur

un plan quelconque.

342, 345 bis. — Dans les problémes suivants 342, 343, il
ost facile de répéter exactement les mémes raisonnements
ot les mémes tracés en prenant la directrice du cylindre dans
un plan quelconque ; seules les traces des plans tangents ne
seraient plus figurées, et ces plans seraient déterminés par
deux droites.

Nous allons montrer un exemple des constructions sans
ligne de terre en I'appliquant & la détermination des contours
apparents d’'un cylindre (347).

Probléme 347 bis. — Un plan est donné par deux
droites ab, a'b’ et ac, a'c. Dans ce plan se trouve un cercle
dont le centre est au point a, @’ et donton connait le rayon. Ce,
cercle est la directrice d'un cylindre dont les génératrices
sont paralleles a la droite G, G'. — Construire les contours appa-
rents du cylindre (Fig. 256 bis). Nous tracons dans le plan une

horizontale dont les projections sont be, #'¢'; et nousyabattons

le plan syr le plan horizontal qui contient cette droite : Le
point a, @’ se rabat en A; nous figurons les rabattements Ab
|
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et A ¢ des droites données et nous déerivons le cercle qui a
son centre au point A et dont le rayon est donné.

Contour apparent vertical. — Nous devons mener au cylindre
des plans tangents perpendiculaires au plan vertical, c’est-a-
dire, paralléles a une droite perpendiculaire au plan vertical ;
ces plans seront paralléles aux plans qui projettent les géné-

ratrices sur le plan vertical.

~ Un deces plans est représents par une droite ¢/, paral-
lele a @&, lieu des projections de tous ses points ; I'intersection
de ce plan avecle plan de la directrice est la droite dont les
projections sont ¢’f" et ef, et nous devons mener 4 la directrice
une tangente paralléle a cette droite ; nous la rabattons dans
le plan en EF (en menant simplement ¢E et /F perpendicu-
laires 4 I’axe de rotation). Nous tragons les tangentes au cer-
cle GK et HM paralléles 4 EF. Si nous relevons ces tangentes,
leurs projections verticales formerontle contour apparent
vertical du cylindre.

La droite Gk rencontrant I'axe de rotation au point dont
les projections sont %, & aura pour projection kg paralléle a
¢f et kg’ paralléle & ¢'f'; k'g’l sera une des lignes qui forment
le contour apparent vertical; le point de contact a pour
projection g ¢'.

La seconde tangente HM ne peut se relever de la méme
maniére, on reléve le point M de la droite Ac en m,m’ sur ae,
a¢, et on trace m'n’ paralléle 4 G/ — (on efit pu remarquerici
que les deux droites k7 et m'n’ sont symétriques par rapport
ac).

Nous engageons les éléves a fairela construction du
contour apparent horizontal.

Etudier avec la méme disposition de figure les problémes
des paragraphes 352 et 353. .

Exercice sur le probiéme 347. — On donne un
Plan qu'on rabat sur un plan horizontal ou sur un plan de
front; on trace le rabattement d’une courbe située dans ce
plan, et on demande de mener a la projection verticale ou &
a projection horizontale de la courbe des tangentes paral-

€les a des directions données, sans tracer les projections dela
courbe.
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Déiinition. — Le cone est la surface engendrée par une
droite assujettie & rencontrer une courbe directrice donnée et

4 passer par un point fixe.

337. Théoréme. — Le plan tangent en un point de la sur-
face est tangent tout le long de la génératrice qui passe par le poinl.
La démonstration de ce théoréme a été donnée § 312

fig. 241.

358. Probléme. — Mener un plan tangent d un cone en un

point de la surface.
Il résulte du théoréme précédent que I'on doit faire la

construction suivante :

389. mégle. — Tracer la génératrice qui passe par le
point donné jusqu'a sa rencontre avec la directrice ; mener
en ce point la tangente a la directrice; cette tangente et la

génératrice déterminent le plan tan gent.

360. Probléme. — Etant donnée l'une des projections d'un
point de la surface d'un cone défin par sa directrice et son _sommet;
trouver U'autre projection et mener le plan tangent au puint amsi
déterminé. (Fig. 260.)

La directrice est la courbe abede, a'b'¢'d’e ; le sommet est

au point S, ¥'.

On donne la projection verticale f* d'un point F du cdne.
Imaginons la génératrice qui passe par ce point ; sa projec-
tion verticale f'S' croise la directrice au point a’ et au point &
projections verticales de points dont les projectionsl horizon-
tales sont a et h. (On sait quels sont les arcs de courbe qui se

p— wm » gmr
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rrespondent). Donc il y a deux génératrices projetées en
2 et Sk dont les projections verticales sont confondues sui-
ant S'a’¥, et le point F peut avoir pour projection horizon-
le le point 7 ou le point £, sur I'une ou I'autre de cesdroites.

Plan tangent. — Appliquons la régle précédente : Nous
enons la tangente & la directrice ap’ ap au point a,a ouelle :
st rencontrée par la génératrice, cette tangente et la géné- s
rtrice déterminent le plan tangent. ! '

Fig. 260

La trace de la tangente est le point p, la trace de la géné-
ratrice est le point ¢; pg est la trace horizontale du plan
-tz_mgent qui croise la ligne de terre au point «, la trace ver-
ticale est «V’ qui passe par le point ', trace verticale de la
tangente.
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361. Contours apparents. — Pour que les con-
structions que nous venons d'indiquer soient possibles, il fauf
que la droite S'f’ puisse étre la projection d’une génératrice
et quelle rencontre la directrice; elle doit étre comprise dans
Pangle formé par les deux tangentes & la projection de la
directrice menées parle point §'. Ces deux tangentes séparent
done sur le plan vertical la partie ot se projette le cone de
celle sur laquelle on ne peut trouver la projection d’aucun
point; elles constituent le contour apparent vertical (329).

Si I'on avait donné le point par sa projection horizontale,
ont efit obtenu la projection verticale par des constructions
entiérement identiques, et 'on verrait que les deux tangentes
a la projection horizontale de la directrice menées par le
point S constituent le contour apparent horizontal.

Les génératrices de contour apparent vertical projetées
en S'0’ et S'd ont pour projections horizontales Sb et Sd; les
génératrices de contour apparent horizontal projetées en Se
et Se ont pour projections verticales S'¢’ et S'e'.

Nous allons retrouver sur ces génératrices la seconde
propriété des contours apparents (330) : prenons un point ¢, ¢
sur la génératrice ', Sb, et cherchons le plan tangent en
ce point.

Ce plan tangent est le méme que le plan tangent au
point 4,, et en ce point il est déterminé par la génératrice
S't/, Sb et par la tangente dont la projection verticale est S'0'.
Les deux droites qui déterminent le plan tangent ont done
méme projection verticale, et, par suite, le plan tangent est
perpendiculaire au plan vertical.

On ferait aisément la méme vérification pour les autres
génératrices.

Remarque. — Un cone peut ne pas avoir de contour
apparent sur 'un des plans de projection ; il peut arriver, en
effet, que le sommet se projette a I'intérieur de la directrice,
on ne pourra pas mener de tangente & la projection de la
directrice ; alors tout point-dw plan de projection peut étre
la projection d’un point ducbnedont les génératrices seraient
indéfiniment prolongées, et le coné recouvre tout le plan de
projection.




SURFACES CONIQUES. 4%

362. Traces du cdne. — Nous construisons la trac'e
orizontale du cbne en prenant les traces horizontales des diffé-
entes génératrices et en joignant tous les points obtenus par
n trait continu, nous obtenonsainsi la courbe gmink. Le plan
angent au point ¢, trace de la génératrice ¢/aS, ¢'f'aS’ est
éterminé par la génératrice et la tangente gp ala courbe (335);
r ce plan est le méme que le plan tangent au point ad’, et
omme la droite gp est dans le plan horizontal, ¢’est la trace
orizontale du plan tangent. Ainsi: La trace du plan tangent
uivant une génératrice est tangente a la trace du cone.

Les plans de contour apparent vertical ont leurs traces
orizontales k% et (I perpendiculaires a la ligne de terre et
angentes a la trace ; par conséquent: pour figurer le 'contnur
pparent horizontal d’'un cone défini par- sa trace horizontale
t son sommet, on méne par la projection horizontale du
ommet deux tangentes a la trace; pour figurer le contour
ipparent vertical, on méne deux tangentes perpendiculaires
L1a ligne de terre, et I'on joint & la projection verticale du
ommet les points ou ces perpendiculaires rencontrent la
igne de terre.

363. Parties vues et cachées. — Projection hori-
zontale. (Fig. 260.)

Cherchons si la génératrice dont la projection horizontale
st Sag est vue; pour cela nous coupons le cone par le plan
vertical dont Sag est la trace horizontale. Ce plan détermine
ans le cone la génératrice S'a’ et la génératrice Sz, Sz’ si-
tuée au-dessous de la premiére, donc Sag est vue. Par suite
"are eabhe passant par le point vu a et compris entre les con-
tlours apparents est vu. L’arc mgkn qui contient le point ¢ vu
6t compris entre les contours apparents est vu. Les arcs ede
et mzln sont cachés.

Quand on connait la trace du cone, la partie vue corres-
pond & I'arc de la trace compris entre les points de contact
des génératrices de contour apparent horizontal, et situé au-
dessus de Ia corde de contact.

Projection verticale. — Examinons encore la généra-
trice projetée en S'a’q’. Le plan perpendiculaire au plan ver-
tical dont 'y’ est la trace détermine dans le cone deux
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génératrices projetées en Sag et Skf,, cette derniére est en
avant de l'autre par rapport au plan vertical ; donc la projec:
tion S'a’q- est cachée.

Par suite le point & est caché ainsi que l'arc b'a’e'd’ com-
pris entre les contours apparents.

L’arc vu est I'arc b'A'c'd.

Quand on connait la trace du cbne, la partie vue de la
projection verticale correspond & l'arc de la trace compris
entre les points de contact de tangentes perpendiculaires a
la ligne de terre, en avant de la corde de contact par rapport
au plan vertical ™.

364. Exercices. — 1° La base d'un cone est un cercle
situé dans un plan donné par ses traceson donne le centre et le
rayon. On connait le sommet, on donne une projection d'un
point de la surface; trouver I'autre projection et construire
le plan tangent au point ainsi déterminé.

90 Méme probléme. La base du cone est une courbe située
dans un plan et dont on connait la projection horizontale.

3° Méme probléme. La base du cone est une courbe située
dans un plan et connue par son rabattement sur le plan ho-

rizontal.

363. Probléme. — Mener d un cone un plan tangent pas-
sant par un point extérieur. (Fig. 261.)

Nous supposerons que le cone est défini par une directrice
plane, si la directrice &tait une courbe gauche, il faudrait
commencer par construire la trace du cone sur un plan afin
d’avoir une directrice plane.

Nous supposerons d’abord que le cone est défini par sa
trace horizontale abe et par son sommet S,S'. Le point donné
est le point d,d'. Nous ne figurons pas les contours apparents,
la construction méme nous avertira sile point est réellement
a I'extérieur du cone.

Le plan tangent doit passer par le sommet et par le point
d,d, done il contient la droite Sd, §'d': par suite sa trace sur
le plan de la base du cdne (ici le plan horizontal) passe par la
trace de cette droite qui est le point /.

Mais fa trace du plan tangent est tangente a la trace du
cone (362). nous menons par le point f une tangente fax ala
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trace, cette tangente et la droite Sdf, S'd’f déterminent le plan
taugent.’La génératrice de contact est Sa, S'a’. fa est la trace
horizontale du plan tangent. Il est facile d'obtenir la trace
verticale, soit en prenant la trace verticale d'une desdroites,
soit en menant par le sommet ou par tout autre point d'une

Fig. 261

des droites une horizontale du plan. Nous avons mené ici
Yhorizontale Sk, S'F qui passe par le sommet, et la trace ver-
ticale du plan est Ka.

Il y a une seconde solution fournie par la tangente fim.

366. Reégle. — Nous pouvons déduire du raisonnement
précédent la régle générale pour construire un plan tangent
passant par un point extérieur.

On joint le point an sommet du cdne, on prend la trace de
la droite ainsi déterminée sur le plan de la base du cdne,
quel que soit ce plan; on méne par cette trace une tangente a
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la base; cette tangente et la droite mende par le sommet du
cdne déterminent le plan tangent.

Remarque. — Si la droite qui joint le sommet au point
donné est dans l'intérieur. du cone, c'est-a-dire si le point
est intérieur au cone, la trace de la droite se trouvera a l'in-
térieur de la trace du cone, on ne pourra mener par ce point
de tangente a la trace, on sera done averti de la position du

point par Pimpossibilité de la solution.

367. Exemple. — Nous allons appliquer cette régle
4 des donndes plus générales. (Fig. 262.)

La base du cone est une courbe contenue dans le plan P'«P
ot donnée par sa projection horizontale abe; le sommet
est S,8'.

Le point extérieur est d,d.

Nous menons la droite Sd, S'¢'; elle rencontre le plan P
au point £,f' que nous avons construit en prenant pour plan

Fig. 262
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auxiliaire le plan Segy’ qui projette horizontalement la droite.
Nous menons par le point £,/ une tangente a la directrice, la
projection horizontale est fb tangente a la projection hori-
zontale de la courbe ; cette tangente est dans le plan, donc
sa trace est au point 4 et sa projection verticale est f#. Le
plan tangent est déterminé par Sd, S'd’ et par f4, f'A.-

Le point de contact a pour projections 4 et #, et la géné-
ratrice de contact est Sb, S'¥.
" On peut construire les traces du plan tangent: sa trace
horizontale passe par les traces & et m de la tangente et de
la génératrice 86, %, c'est donc Qu; on peut obtenir la trace
verticale en prenant les traces verticales des droites, ou
bien en se servant de I'horizontale Sp, Sp'; la trace verticale
est Q'z. Ily a une seconde solution fournie par latangente f¢;
pour cette tangente nous avons relevé directement le point
le contact au moyen de I'horizontale i, ¢'Z, la projection
verticale de la tangente est ¥/'¢’; la génératrice de contact

est Se, §'¢’; nous n’avons pas figuré les traces du plan tan-
gent.

368. Exercices. — Mener le plan tangent i un cdne
par un point extérieur :

10 Le cbne a pour base un cercle situé dans un plan donné
ot dont on donne le centre et le rayon.

2¢ Le cone a pour base une courbe située dans un plan
lonné et connue par son rabattement.

3° Mener par un point donné une droite tangente a deux
0nes donnés.

Applications. — Ce probléme a pour applications :

Le contour apparent d'un cone vud'un point donné, c’est-
i=dire la perspective d'un cone oules ombres d’un cdne éclairé
par des rayons émanant d’un point lumineux.

369. Probléme. — Mener d un céne un plan tangent pa-
ralléle @ une drote donnée. (Fig. 263.)

Nous supposerons que la directrice du c8ne est une course
plane; si la directrice était gauche on devrait commencer par
construire la trace du céne sur un plan.

e e o
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Nous ferons les raisonnements en prenantla base du cone
dans le plan horizontal. La base du cbne est la courbe abe, le
sommet est en S,8'. On veut mener un plan tangent paralléle
~ala droiteRR". :

Le plan tangent passe par Je sommet du cdne, il doit étre
paralléle aR,R, doncil contient une paralléle 3 R,R’ menée
par le sommet ; soit S'd, Sd cette paralléle.

Fig. 263

"‘.'_'_“‘_"'T'--‘-'-_-'_&

La trace du plan sur le plan de la directrice doit passer |
par la trace d de la droite Sd, S'd’, mais la trace du plan est
tangente  la trace du cone (362), c'est donc la droite dba.

" Le plan tangent est déterminé par 1la droite Sd, S'd’ et
par dba ; la génératrice de contact est Sh, S'¥, et il est facile
d'obtenir la trace verticale du plan dont dba est la trace ho-
rizontale ; on pourrait se servir des traces verticales des
droites contenues dans le plan, nous avons employé une hori-
zontale Sf, Sf' pour déterminer la trace verticale f'.La tan-
gente da nous fournirait une seconde solution.
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370. Régle. — On méne par le sommet une paralléle 4 la
droite, on prend la trace de cette paralléle surle plan de la
directrice du cdne, quel que soit ce plan, et 'on méne par cette
trace une tangente ala directrice ; la paralléle ala droite et
cette tangente déterminent le plan tangent.

Remarque. — 11 est bon de remarquer que les construc-
tions sont identiques & celles du probléme précédent, la pa-
ralléle a la direction donnée remplace la droite qui joint le
sommet du céne au point donné.

Ainsi si nous supposons dans I'exemple du probléme pré-
cédent (fig. 262) que la droite S'd’, Sd soit la paralléle 4 une
direction donnée, la méme figure nous donne les plans tan-
gents paralléles 4 la direction 8'd’, Sd. -

371. Exercices.— l°, 2°,3°Menerle plan tangent paral-
léle a une direction donnée, le cone étant défini comme nous
'avons indiqué dans les exercices du probléme précédent.

4° Mener une droite paralléle & une direction donnée et
tangente & deux cones.

372. Applications. 1° Contours apparents.

Ce probléme est celui des contours apparents; en effet,
les contours apparents d’'un cdne s'obtiennent en menant des
plans tangents perpendiculaires aux plans de projection, c’est-
a-dire des plans tangents paralléles a des droites perpendi-
culaires aux plans de projection.

Contour apparent vertical. La base du cdne donné est une
courbe située dans le plan P'zP et connue par son rahatte-
ment ABCF sur le plan horizontal, le sommet est en S,S".

Nous rabattons la trace verticale du plan au moyen du
point ¢,tqui se rabat en T. (T = «f’) (202.)

Nous allons appliquer la régle (370) :

Nous menons par le sommet une perpendiculaire au plan
vertical, sa projection verticale est tout entiére au point S’
sa projection horizontale est Se ; nous cherchons le -point de
rencontre de cette perpendiculaire avec le plan PaP, Pour
cela nous employons le plan horizontal qui passe par S,S% il
détermine dans le plan I'horizontale S'd’, ds qui rencontre Se
an point s, projection horizontale du point cherché dont la
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projection verticale est S. Nous d
une tangente & la directrice, et
point §',s autour de la trace hor
abaissons la perpendiculaire s sur
lele sA = S's et nous reportons &r
ment du point. Nous menons par
& la directrice. U
Relevons ces tangentes, le’uté”
meront le contour apparent ver
déterminent des plans tangantl ]
vertical. Leurs traces vertlcales
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aux rayons qui rencontreront le cdne et seront arrétées par
lui seront comprises entre les deux plans tangents, et celles
qui seront contenues dans un des plans toucheront le cone
en un point de la génératrice de contact. Ces génératrices de
contact constituent la séparatrice, et les traces des plans tan-

Ay

gents sur un plan quelconque limiteront 'ombre portée par
le cone sur le plan.

La base du cdne est abefd dans le plan horizontal. Le
sommet est S,S’, nous éclairons le cdne par des rayons paral-
léles 4 R,R’. Nous menons les plans tangents parallélesaR,R’ :
les génératrices de contact sont Sb, S'% et Sd, S'd. Nous les
avons représentées en tenant compte des parties vues et ca-
chées. :

Les traces hd et kb forment le contour de I'ombre portée
sur le plan horizontal *. .
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374, Coéne droit & base circulafire on céne
de révolution. (Fig. 266.)

Considérons un cercle O et élevons par le centre une per-
pendiculaire au plan du cercle ; prenons un point S sur cette
perpeadiculaire et assujetissons une droite 4 passer par le
point S et a rencontrer le cercle. Cette droite engendrera un
cone qui est le cone droit a base circulaire, appelé aussi edne de
révolution parce que le mouvement de la droite peut étre con-
sidéré comme un mouvement de rotation autour de l'axe SO.

FPropriétés. — Sil'on considére un triangle telque SOA,
il est évident que tous les triangles analogues qu’on pourra
former avec I'axe, une génératrice et le rayon du cercle de
base seront égaux, et par suite les angles en S sont égaux
ainsi que les angles en A. Nous trouvons done les deux pro-
priétés : 7

1o La génératrice fait avec l'aze un angle constant ;

2 La génératrice fait avec le plan du cercle de base un angle
constant, égal au complément de Pan-
gle qu'elle fait avec Taze. Fig. 266

Le cercle estune section droite
du cdne, et toutes les sections
droites du cdne de révolution ob-
tenues par des plans perpendicu-
laires a I'axe sont des cercles.

Nouspouvons encore énoncer:

3° Le rayon d'un cercle de section

roite et la distance du plan de la
E(ti()ﬂ au sommet sont dans un rap-
ort constant,

Menons le plan tangent sui-
rvant la génératrice SA, il est dé-
fterminé par la génératrice et la
ftangente AB 4 la base au point A. Or la tangente AB est
iperpendiculaire & AO, par suite elle est perpendiculaire &
.AS; AB-étant la trace du plan tangent sur le plan de section
sdroite, SA est la ligne de plus grande pente du plan tangent
d’ot :

& Le plan tangent fait avec le plan de section droite et avee
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i Laxe, ‘des ‘angles constants égaur a ceur que fait la génératrice ¢
. contact.
Le plan tangent passe par la droite AB qui est perpend
culaire 2 AO et AS.
5° Le plan tangent est perpendiculaire au plan déterminé par

génératrice de contact et laze.

373. Un cdne de révolution est défini

1o Par l'axe, le sommet et I'angle de la génératrice av
l'axe;

90 Par V'axe, lo sommet et un point ;

‘3¢ Par un plan tangent, le sommet, la génératrice de c
tact et I'angle de la génératrice avec l'axe;

4o Par deux plans tangents et les deux génératrices
contact.

(On mene, en effet, un plan perpendiculaire & chaque P!
tangent par la génératrice de contact, l'intersection de
deux plans perpendiculaires est l'axe, et I'on peut détermi
I'angle de la génératrice.)

80 Par un cercle de section droite, le sommet, I'angle

sommet, ou I'angle de la génératrice avec le plan de sect
droite;
60 Par trois génératrices. (On prendra sur les trois droi
des longueurs égales & partir du sommet, on déterminer
centre du cercle passant par les trois points, ce cercle s
une section droite et laligne qui joint le centre au som:
est I'axe);

70 Par deux plans tangents et un plan contenant I'axe.

(L’axe est dans le plan bissecteur de l'angle des d
plans, on peut donc le déterminer, ensuite on méne parl’
un plan perpendiculaire a I'un des plans tangents; l'inter
tion des deux plans donnela génératrice. Les autres mani
de définir le cone de révolution se raménent facilement a
de celles que nous venons d’énoncer.)

376. Remarque importante. — L'angle formé
les génératrices de contour apparent d'un cone de révolu
est égal a l'angle du cone que dans le cas ou l'axe du
est paralléle au plan de projection, alors les deux générat)
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situées dans un méme plan avec I'axe sont dans u
front et forment le rectiligne du diédre des deux pl
gents.

b do
n$- tang i
N

377. Applications. — Le cdne de révolution sert a
construire un plan faisant avec un autre plan un angle donné.

On donne une droite ab, a'h', mener par cette droite un plan
faisant avec le plan horizontal un angle donné. (Fig. 261.)

Nous prenons sur la droite un point 4,5’ pour sommet d’'un

||| cbne de révolution 4 axe vertical ; 'axe est &g, lo point &

sera le centre de la base.

Nous menons par le point #,6 une droite faisant avec le
plan horizontal I'angle demandsé, nous tragons cette droite 4'¢/,

| be paralléle au plan vertical, et sa projection verticale ¥¢’
| fait l'angle

donné avec la g /
ligne de terre ; i i

le cdne engen- 3
dré par cette /

2t I)
droite tour- / : //
nant autour de . it / \\
laxe a pour SR

base le cercle e Ve iy :
déerit du point , s
b comme cen- SRR T
tre avec be
comme rayon.
Tous les plans
- tangents a ce
. tone font avec
le plan hori-
zontal I'angle
demandé (374).
Menons par
la trace hori-

‘Zontale de la droite une tangente ad 4 la base, le plan tangent
& cone dont ad est la trace est le plan cherché, car il passe

I&f;r le sommet &,8, parle point a,a’ et par suite il contient la
roite,
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Il est facile de figurer la trace verticale du plan; nous
avons mené ’horizontale &/, &'f" passant par le sommet.

378. ¢ application. — Probléme. — Mener par
une droite AB un plan faisant avee une droite donnée AC un angle
donné,

Il est nécessaire que les deux droites se rencontrent en un
point A.

Le plan cherché est tangent & un cne de révolution ayant
la droite CD pour axe, le point A pour sommet, et dont les
génératrices font avec CD I'angle donné.

On prend un plan perpendiculaire a CD pour plan de base
du céne et 'on méne a ce cdne un plan tangent par la droite
AB. On effectue ensuite la construction que nous avons expli-
quée en détail pour le plan tangent parallele 4 une droite.

379. Exercices.— 1° On donne I'axe d’'un cone de ré-
volution par ses deux projections et le sommet du cone, on
connait I'angle de la génératrice avec l'axe ; étant donnée
'une des projections d'un point de la surface; trouver I'autre
projection et le plan tangent au point ainsi déterminé;

2°-On donne I'axe d'un cdne de révolution par ses
deux projections et le sommet du cdne, on connait I'angle de
la génératrice avec 1'axe, construire les contours appa-
rents ;

3° Le cone de révolution étant défini comme dans les deux
exercices précédents, lui mener un plan tangent par un point
extérieur ;

4° Mener par une droite donnée un plan faisant un angle
donné avec un plan donné par ses traces;

5° Mener a un cdne de révolution un plan tangent passant
par un point extérieur, lorsque le sommet du cdne est en
dehors des limites de 1'épure.

6° Mener a un cdne de révolution un plan tangent paral-
léle 4 une droite, lorsque le sommet du edne est en dehors
des limites de I'épure.

380. Probléme. — Mener & un cone un plan tangent pa-
ralléle a un plan.



SURFACES CONIQUES. 8¢

Ce probléme est en général impossible ; le plan tangent
doit passer-par le sommet du cone et dtre paralléle & un plan,
il est déterminé et il n’y a plus qu’a vérifier si le plan ainsi
construit est ou n’est pas tangent au cone.

Dans le-cas du cdne de révolution, le probléme est pos-
sible si le plan donné fait avec le plan de base ou de section
droite du cdne un angle égal a celui des génératrices.

381. Probléme. — Mener i deux cines un plan tangent
eommun. :

Imaginons qu'on prenne les traces des deux ednes sur le
méme plan, la trace du plan tangent commun devra étre tan-
gente 4 ces deux courbes (362) ; d’autre part, le plan tangent
commun passe par les deux sommets et contient la droite
qui les joint ; prenons le point de rencontre de cette droite
avec le.plan des deux bases, la trace du plan tangent doit
aussi passer par ce point.

Done, pour que le probléme soit vossible, il faut pouvoir
mener par la trace de la droite des sommets une tangente
commune aux deux courbes de base.

En général, le probléme est impossible, et n’a de solution
que dans certains cas particuliers.

4° Les deuz cones ont méme sommet.

On doit encore prendre pour bases des deux cones leurs
traces sur un méme plan, et toute tangente commune & ces
bases déterminera avec le sommet un plan tangent commun
aux deux cdnes.

La possibilité de résoudre le probléme dépend donc uni-
quement de la forme et de la disposition des courbes de base.
— Nous verrons un peu plus loin (417) comment on peut
mener un plan tangent commun & deux cdnes de révolution
qll;inont méme sommet, sans prendre les bases sur un méme
Plan; 3 '

2 Les deux cdnes ont une méme directrice plane.

Le plan tangent passe par les deux sommets, on prendra
e point de rencontre de la droite des sommets avec le plan
(}9 la directrice, et I'on fera passer par ce point une tangente
8 la directrice. ' :

Le probléme dépend donc de la position de la trace de la
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droite des sommets par rapport a la courbe de base commune ;

3° Les deux cones sont homothétiques. (Fig. 268.)

Deux cdnes homothétiques ont leurs génératrices paral-
léles deux a deux.

Les sommets sont S,S' et T,T, les bases sur un méme
plan que nous prenons pour plan horizontal sont homothé-
tiques ; soient abe, def, ces deux bases.

Prenons deux génératrices paralléles, Se,S'¢’ et T5,T'¢,

ces deux droites sont dans un méme plan avec la ligne des
sommets et ont par conséquent leurs traces en ligne droite,
ainsi les trois points %,b,e sont en ligne droite, et le rap-

hb
port y -h—g, ce rapport est constant; en sorte que le point A

est le centre de similitude des deux bases, et 'on peut mener
par ce point une tangente commune a ces deux bases.

Ainsi, les deux tangentes Aad, hef, déterminent avec la
droite des sommets deux plans tangents aux deux cones; il
serait facile d’obtenir les traces verticales.
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382. Théorédme. — Nous pouvons remarquer que le
cone T,T peut étre regardé comme étant le cone S,S’ trans-
porté parallélement & lui-méme, en effet, pour transporter
un cdne parallélement a lui-méme, son sommet devant se
trouver en un point donné, on fera passer par le point des
paralléles aux génératrices du coéne, et on prendra leurs
iraces sur le plan de base; on construira done un céne ho-
mothétique du céne proposé, et nous pouvons énoncer ce
théoréme :

Quand on transporte un cone parallélement @ lui-méme, la base
lu cone primitif et la base du céne {ransporté prises sur un méme
vlan sont deuz courbes homothétiques qui ont pour centre d’homo-
hétie la trace de la droite des sommets.

4. Les deux cOnes sont circonscrits a une méme sphére ou en
jénéral d une méme surface du second degré, et la droite des som-
mels ne rencontre pas la surface.

Nous reviendrons plus tard (410) sur ce dernier cas.

383. Probléme. — Mener & deux cones deuz plans tan-
jents paralléles. (Fig. 269.)

Le cone S, a pour base la courbe akb

Le cone T,T" a pour base le cercle o.

Imaginons les plans tangents paralléles obtenus, si nous
ransportons les deux cdnes au méme sommet, ces plans pa-
alléles coincideront et seront plans tangents communs aux
leux cdnes ayant méme sommet. Nous allons done employer
a construction inverse. Transporter le coéne T,T" au som-
net 8,8 du second c6ne, meneraux deux cdnes qui ont méme
ommet des plans tangents communs (381) et ramener ensuite
& cone T et le plan tangent 4 sa position primitive. La base
lu cdne transporté est un cercle, nous trouverons le centre w
0 prenant la trace ¢ de la droite des sommets; et tragant co
l0us ménerons ensuite Sw paralléle 4 TO (382). Nous figurons
nsuite la tangente ed, et wf paralléle au rayon od, wf est le
rayon.

Nous menons aux deux bases la tangente commune Phk,
race d'un plan tangent commun aux deux cdnes qui ont le
ommet 8,8'; ensuite nous faisons revenir le cone T 4 sa po-
ition premiére en entrainant le plan tangent dont la trace
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sera m paralléle a Phk, les points de contact m et k doivent
étre en ligne droite avec le point ¢. Les génératrices de con-
tact sont Tm,T'm’ qui, avec pm, détermine le premier plan

5

Fig.269 R

tangent, et Sh,S'4’ qui, avec Pk, détermine le second ; il se
rait facile de construire les traces verticales. Il y aurait ici
une seconde solution, les traces des plans tangentsseraient Ra
et Vz.

384. Probléme. — Mener une normale commune ¢ deux
ednes.

Le raisonnement est identiquement le méme que celui
que nous avons fait pour la normale commune a deux cylin-
dres (334). La normale commune estla perpendiculaire com-
mune aux génératrices de contact de deux plans tangents
. paralleéles.
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385. Probléme. — Mener des plans tangents paralléles i
un cone et d un cylindre,

Le plan qui sera tangent au cdne sera paralléle aux géné-
ratriees du cylindre. 11 est done déterminé, nous pouvons le
construire, et il restera & mener au cylindreun plan tangent
paralléle 4 ce plan (356).

Ce probléme est encore celui de i normale commune ¢ un
cne et & un cylindre.

Nous allons faire une application de cette construction
dans le probléme suivant.

386. Probléme. — Construired un cyh'ndre un plan tan-
gent faisant un angle donné avee le plan horizontal. (Fig. 270.)

Le cylindre a pour base la courbe abe, ses génératrices
sont paralléles a G,G’,

Fiyg. 270

‘Le plan tangent cherché est paralléle 4 un plan tangent,
aun cone de révolution dont les génératrices font avec le
Plan horizoutal I'angle donné (374).

Prenons un point arbitraire S,S’ comme sommet d’un edne
de révolution, figurons une génératrice de front S'd,Sd fai

Pourr, — T, IL §
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sant avec le plan horizontal l'angle o donné; le cone aura
pour base un cercle de rayon Sd.

Nous pouvons construire un plan tangent a ce cone paral-
Jéle aux génératrices du cylindre (369), en faisant passer par
S,S’ une paralléle S'7',Sf i G,@, et en conduisant par le
point f des tangentes fh et fk & la base.

Menons 2 la base du cylindre une tangente Pa paralléle
a fh, cette tangente et la génératrice al,a’7 qui passe par son
point de contact déterminent un plan tangent au cylindre

. parallele au plan tangent au cone, et par suite faisant avec
le plan horizontal l'angle demandé. La tangente fk donnerait
une seconde solution.

Dans le cas de notre figure, on peut tracer deux tangentes
paralléles & chacune des directions, le probléme a quatre so-.
lutions. .

Remarque. — Pour que le probléme soit possible, il

/
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faut que la droite S'/,Sf tombe en dehors du céne, et par
conséquent que cette droite paralléle aux génératrices du
cylindre fasse avec le plan horizontal un angle plus petit que
I'angle donné. :

Le cas limite est celui ot la génératrice fait avec le plan
horizontal un angle égal 4 I'angle demandé. (Fig. 273). La
paralléle & G,G" menée par le sommet S,S’ sera une généra-
trice du cdne S£,S'f’, et 'on pourra tracer la tangente R/ 4 la
base; par suite il y aura deux tangentes seulement, Qu ot Pk,
paralléles a Rf; le probléme aura au plus deux solutions, et
la génératrice de contact telle que ah,a’k’ étant paralléle &
la génératrice S£,S'/" du cone sera une ligne de plus grande
pente du plan tangent.

387. Probléme. — On peut demander que le plan tan-
gent fasse avec un plan donné un angle égal i un angle donné.

On construira alors un cdne de révolution dont I'axe est
perpendiculaire au plan, et auquel on ménera le plan tangent
paralléle aux génératrices du cylindre. (Fig. 276). Le cylindre
a pour base la courbe abe, ses génératrices sont paralléles
a G,G. Le plan est P’aP.

Nous plagons le sommet du céne dans le plan horizontal
en S,8', nous tragons la perpendiculaire au plan Sd,S'¢ ; son
pied dans le plan est d,d’ (obtenu au moyen du plan ¢S'f qui
projette la ligne sur le plan vertical).

Nous cherchons la vraie grandeur de Sd,S'd, en rabattant
le plan vertical Sd, cette longueur est Sd’; ; la base du cone
dans le plan P'aP est un cercle dont le rayon est le coté de
langle droit d’un triangle rectangle dont Sd'; est un des
cdtés et dont 1'angle en S est Jo complément de I’angle de-
mandé. Ce triangle rectangle est construit en d'Shyd h st
le rayon. =

Nous rabattons le centre d,d’ en D et nous décrivons le
cercle, Ensuite nous faisons passer par le sommet du cone
une paralléle S, S/ aux génératrices du cylindre, cette ligne
coupe le pian de base du céne au point 4,/ (obtenu au moyen
du plan m'S'’f qui projette verticalement la droite), et nous
rabattons ce point en L.

Parle point L nous menons des tangentes a la base du
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sant avec le plan horizontal I'angle « donné; le cdne aura
pour base un cercle de rayon Sd.

Nous pouvons construire un plan tangent 4 ce cone paral-
Jéle aux génératrices du cylindre (369), en faisant passer par
S,S' une paralléle S'f,Sf a G,G, ot en conduisant par le
point f des tangentes fh et fk a la base. i

Menons 4 la base du cylindre une tangente Pa paralléle
A fh, cette tangente et la génératrice al,a’l qui passe par son
point de contact déterminent un plan tangent au cylindre

- paralléle au plan tangent au cone, et par suite faisant avec
le plan horizontal I'angle demand$. La tangente fk donnerait
une seconde solution.

Dans le cas de notre figure, on peut tracer deux tangentes

paralléles & chacune des directions, le probléme a quatre so-.

Jutions. .
Remarque. — Pour que le probléme soit possible, il
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faut que la droite S'f',Sf tombe en dehors du cone, et par
conséquent que cette droite paralléle aux génératrices du
cylindre fasse avee le plan horizontal un angle plus petit que
I'angle donnd. :

Le cas limite est celui ot la génératrice fait avee lo plan
horizontal un angle égal 4 I'angle demands. (Fig. 275). La
paralléle & G,G* menée par le sommet S,S’ sera une généra-
trice du cone S£,S'f", et I'on pourra tracer la tangente R/ 4 la
base; par suite il y aura deux tangentes seulement, Qu ot P,
paralléles 4 Rf; le probléme aura au plus deux solutions, et
la génératrice de contact telle que ah,a’s’ étant paralléle &
la génératrice S£,S'f" du cone sera une ligne de plus grande
pente du plan tangent.

387. Probléme. — On peut demander que le plan tan-
gent fasse avec un plan donné un angle égal ¢ un angle donné.

On construira alors un cdne de révolution dont I'axe est
perpendiculaire au plan, et auquel on ménera le plan tangent
paralléle aux génératrices du cylindre. (Fig. 216). Le cylindre
a pour base la courbe abe, ses génératrices sont paralléles
a G,G. Le plan est P'aP.

Nous plagons le sommet du céne dans le plan horizontal
en 8,S', nous tragons la perpendiculaire au plan Sd,8'? ; son
pied dans le plan est d,d’ (obtenu au moyen du plan ¢S'f qui
projette la ligne sur le plan vertical).

Nous cherchons la vraie grandeurde Sd,S'¢’, en rabattant
le plan vertical Sd, cette longueur est S, ; la base du cone
dans le plan P'aP est un cercle dont le rayon est le coté de
langle droit d’un triangle rectangle dont Sd'; est un des
cotés et dont I'angle en S est Je complément de I'angle de-
mandé. Ce triangle rectangle est construit en &' Sh,d' b est
le rayon. %

Nous rabattons le centre d,d en D et nous décrivons le
cercle, Ensuite nous faisons passer par le sommet du cone
une paralléle S'7, S! aux génératrices du cylindre, cette ligne
coupe le plan de base du cbne au point ,/ (obtenu au moyen
du plan m'S'f qui projette verticalement la droite), et nous
rabattons ce point en L.

Parle point L nous menons des tangentes a la base du
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cone ; soit Lin, une de ces tangentes, trace sur le plan debase
d’un plan pdralléle au plan cherché ; la trace horizontale de
ce plan tangent au cone est nS, et nous conduisons la tan-
gente Qa a la base du cylindre paralléle & nS. s
Cette tangente est la trace d’un plan satisfaisant 4 la con=-

dition demandde, la génératrice de contact est ar,a'y’. Nous
avons une autre tangente paralléle ¢V.

La seconde tangente menée & la base du cne par le
point L fournira deux autres solutions.

La condition de possibilité est encore la méme que dans le
cas précédent. La génératrice du cylindre doit faire avec le
plan un angle plus grand que I'angle demandé. e

388. Probléme. — Mener d un cone un plan tangent fas-
sant avec un plan un angle donné.
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Le plan tangent cherché est paralléle a un plan tangent
4 un cdne de révolution dont les génératrices font avec le
plan donné I'angle donné (374). On prendra le sommet du
cdne proposé pour sommet du cone de révolution, et 'on
ménera un plan tangent commun aux deux cdnes (381). 11
faudra donc, si le cone donné n’est pas de révolution, prendre
la trace du cdne auxiliaire sur le méme plan de base, ou bien
si le cone donné est aussi de révolution, on emploiera la mé-
thode que nous indiquerons plus loin (417).

Nous engageons le lecteur a faire I’épure en prenant un
cone oblique ayant sa base dans le plan horizontal, le plan
devant faire un angle donné avec le plan horizontal.

389. Applications et exercices: 1° Mener un
lan tangent commun & un edne et & un cylindre ayant méme
lirectrice courbe;

2° On donne le centre d'un cercle tangent a la ligne de
erre situé dans un plan passant par cette ligne, ce cercle est
a base d’un cdne dont le sommet est un point donnd ; d’autre
art, on considére un cylindre de révolution de méme rayon
ue le cercle donné paralléle 4 la ligne de terre; mener une
lormale commune aux deux surfaces;

3° On donne deux cercles, 'un dans le plan horizontal,
autre dans le plan vertical, on les prend comme bases de
leux cones droits dont la hauteur est égale au diamétre de
ase ; on demande de leur mener une tangente commune
assant par un point donné ou paralléle & une droite donnée ;

4° On donne dans le plan horizontal une droite de lon-
ueur déterminée, projection d’un cercle vertical qui est la
ase d'un cone dont le sommet est en un point arbitraire.
lener 4 ce cOne une tangente rencontrantune droite donnde
t passant par un point donné ;

5° On donne un cylindre dont la directrice est une courbe
ituée dans un plan P et connue par son rabattement; on a
 direction des génératrices. On demande:

Prendre un point de la surface du cylindre et construire
n second cylindre de révolution tangent au premier en ce
oint, on donne le rayon du eylindre et la direction de la
rojection horizontale de ses génératrices ;
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6o On donne un cylindre par sa base dans le plan .nori-
zoutal et la direction de ses génératrices. On prend un point
de sa surface, construire un céne de révolution dont on con-
nait 'angle au sommet, tangent au ¢ylindre au point donné
et ayant son sommet en un point du plan horizontal ;

70 On donne un plan par ses traces, ce plan contient une
courbe dont on me connait que la projection horizontale ;
mener par un point du plan vertical des tangentes a la pro-
jection verticale de cette courbe sans construire cette pro-
jection;

8° On considére un cylindre de révolution, on donne son
rayon, la direction des génératrices, on le limitera & deux
plans de section droite choisis de maniére qu'il s’appuie sur
le plan horizontal en un point donné, et qu’il touche le plan
vertical en un point. Tracer ses projections;

90 Construire une sphére tangente 4 la fois & un cdne et a
un cylindre, et telle que les points de contact soient situés
aux extrémités d'un méme diameétre.

(Voir notre Recueil d'épures. — Epure7.)

10° On donne deux droites par leurs projections, cons-
truire les projections d’un cylindre de révolution qui touche
les deux droites en des points donnés, la droite qui joint les
points de contact étant une corde diamétrale, c'est-a-dire
rencontrant 1'axe du cylindre ;

14° On donne un cdne de révolution dont 'axe est ver-
tical et 1a base dans le plan horizontal, un second cbne de
révolution dont I'axe est perpendiculaire au plan vertical, le
sommet est situé dans le plan vertical et le cone est en avant
du plan vertical.

Construire les projections d’un cylindre de révolution de
rayon donné, paralléle 4 une droite donnée et tangent a ces
deux cones ;

12° On donne deux droites qui se rencontrent, mener pa:
I'une d'elles un plan faisant un angle donné avec 'autre ;

13° Voir I'épure 5 et I'épure 6 de notre Recueil d’'épures.

390. Remarque. — Il est important de remarquer la
sitifation des génératrices d’'ombre propre d'un cdne et d'un cylind~e
qui ont une base commune.
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Prenons pour exemple un cylindre droit & base circulaire
vertical surmonté d'un cdne de révolution. (Fig. 265 bis.)
Nous éclairons I'ensemble des deux corps par des rayons pa-
ralléles au plan vertical dont la direction est R,R’.

Nous menons 4 la base du cylindre des tangentes paral-
2les & R, et les deux génératrices d’ombre propre du cylindre
sont celles qui, projetées horizontalement en & et f ont pour
projection verticale commune 67 (343).

Nous faisons passer par le sommet du cdne une paralléle
i R,R, et par sa trace m,m’ sur le plan de base nous menons
i la base deux tangentes qui déterminent les génératrices pro-
jetées horizontalementen Se et Sk et verticalementen S'c’ (369).

Il est clair que les points ¢ et 2 ne peuvent coincider avec
es points b et f (cette coincidence n’aurait lieu que dans le

cas ot les rayons RR’ seraient paralléles au plan de base), et
dés lors les génératrices d'ombre du cylindre et les généra-
trices d’ombre du cdne ne se rencontrent pas.

Mais si nous construisons les ombres portées sur un plan,
par exemple sur le plan horizontal.

L'ombre portée par le cylindre se composera des traces
des deux plans tangents 4B et /F et de I'ombre du cercle su-
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périeur qui sera évidemment un cercle égal tangent & ces
deux traces aux points F et B ; I'ombre portée par le cone se
composera des traces des deux plans tangents qui seront des
droites SH et SC paralléles & mh et me qui sont des horizon-
tales de ces plans et tangentes & I'ombre du cercle de base du
cbne. L'ombre portée sera donc continue, I'arcde cercle BC,
ombre de be, étant tangent & la fois aux ombres des généra-
trices des deux surfaces.

Exercices: 14 Etant donné un cone ou un cylindre,
trouver les points de la surface pour lesquels un plan quel-
conque donné est normal 4 la surface.

130 On donne un cone par sa base et son sommet, on coupe
le cone par un plan; la section est prise pour directrice d'un
second cdne dont on donne le sommet; mener & ce second
cdne un plan tangent par un point extérieur.
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SUPPLEMENT

RELATIF AUX PLANS TANGENTS AUX CONES

Probléme 360. — Dans le probléme 360 nous remar-
uons que le plan tangent est détermind par la tangente
p, ap’ et par la génératrice Sa, S'a’, done si I'on ne tient pas
ompte de la ligne de terre tracée sur cette figure, la cons-
ruction du plan tangent est compléte.

La détermination des contours apparents, et des parties
ues et cachées n’utilisent point la ligne de terre.

Problémes 365, 369. — Les raisonnements s'appli-
uent exactement aux cas ou la base du cdne est une
ourbe plane quelconque comme nous I'indiquons par les
noncés des régles & suivre pour faire la construction ; la ligne
e terre représente dans les figures 261, 263 le lieu des pro-
ections des points du plan qui renferme la directrice du
One; le plan tangent est déterminé sans qu'il soit nécessaire-
e figurer ses traces.

Nous donnons ici 'exemple d’une construction des con-
ours apparents.

Probléme 378 bis. — Deux droites ab, a'd’ et ac, d'c
éfinissent un plan; dans ce plan se trouve une courbe; on a
abattu le plan sur le plan horizontal qui contient I’horizon-
ale be, b'c’. Les deux droites sont rabattues en Ab et Ac, la
ourbe est rabattue en M. (Fig. 264 bis.)

Cette courbe est la directrice d'un cdne dont le sommet
st 8,8', figurer les contours apparents.

Contour apparemt vertical. — Nous devons mener au cdne
n plan tangent perpendiculaire au plan vertical, c'est-a-dire,
aralléle 4 une droite perpendiculaire au plan vertical. Nous
onduisons par le sommet du cdne une paralléle a la droite,
a projection verticale de cette paralléle est le point S, sa
projection horizontale est Se paralléle aux projetantes ;
10us cherchons le point ot cette paralléle perce le plan, c’est-
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i-dire le point du plan dont la projection verticale est S'.
Nous trouvons ce point en tragant 'horizontale dont la pro-
jection verticale est S'd et dont la projection horizontale est
de paralléle a be.

Le pointe, ¢ (') est le point cherché que nous rabattons
dans le plan en E; nous conduisons les deux tangentes EFy,
EKL dont les projections verticales S'¢’ et 87" obtenues
comme nous I'avons déja montré (347 bis) figurent le contour
apparent vertical du cone. Nous avons placé sur la tangente
eg, €¢’ le point f,f et la génératrice du contour apparent ver-
tical a pour projection horizontale Sf.

386 bis. Probléme. — Mener a un ¢dne unplan tangent
passant par une droite.

Le probléme est impossible, en général; car le plan est
déterminé par la droite et par le sommet du cone, et il reste
a vérifier si ce plan est ou n’est pas tangent au cone.

Le probléme est possible seulement dans le cas on la droite
passe elle-méme par le sommet.

NOTA. — Les exemples et les indications que nous venons
de donner suffisent pour montrer comment on modifiera les
tracés dans le cas ol la ligne de terre n'est pas figurée, et
nous engageons les éléves a s'exercer a résoudre les autres
problémes relatifs aux plans tangents aux cones avec cette
disposition de figures.







SPHERE
PLANS TANGENTS

La sphére est la surface engendrée par une demi-circon-
ence tournant autour de son diamétre.

391. Théoréme. — Le plan tangent a la sphére est per-
diculaire a Uextrémité du rayon passant par le point de contact.
On peut faire passer par le point deux grands cercles,
ns chacun de ces grands cercles le rayon est perpendicu-
re & la tangente, donc le rayon est perpendiculaire aux
ux tangentes, et par suite au plan tangent.

392. Contours apparents. — Si nous menons par
centre de la sphére un plan '
front, ceplan détermine dans o L
sphére un grand cercle qui
projette en vraie grandeur
r le plan vertical; tous les
yons menés aux différents
ints de ce grand cercle sont
s droites de front, par suite
 plans tangents a la sphére
nt perpendiculaires au plan
rtical, donc ce grand cercle de
ont est le contour apparent ver-
al de la sphére (330), sa pro-
ction horizontale est la droite
) front ab. (Ou doit tracer
njours cette ligne, mais en
enes de construction.)
Pour les mémes raisons /e contour apparent horizontal est le
and cercle horizontal projeté verticalement suivant @4, et
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horizontalement en vraie grandeur suivant aéed. (La ligne ¢'d’
doit toujours étre figurée, mais seulement en traits de cons-
truction.)

393. Parties vues et cachées. — Les points situés
en avant du cercle de contour apparent vertical, c’est-a-dire
les points dont la projection horizontale est située sur adb sont
vus sur la projection verticale.

Les points situés au dessus du cercle de contour apparent
horizontal a'%', sont vus sur la projection horizontale.

394. Probléme. — Etant donnée lune des projections
d'un point d'une sphére trouver lautre projection. (Fig. 278.)

Le centre de la sphére est au point o,0’, ses contours appa-
rents sont deux grands cercles. :

A LS

0"

X
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On donne la projection horizontale a d’'un point de la
hére. Menons par le point a un plan de front bac; ce plan
termine dans la sphére un petit cercle dont le diamétre
t be et quise projette en vraie grandeur sur le plan vertical.

Le centre de ce petit cercle est projeté verticalement au
ntre de la sphére; en effet, le centre d'un cercle section
ane d’une sphére, se trouve sur la perpendiculaire abaissée
_centre de la sphére sur le plan sécant. Cette perpendicu-
re est ici projetée entiérement sur la projection verticale
centre de la sphere.

La projection verticale du petit cercle est é'a’cd’y, et la
ojection verticale du point a se trouve en a’ ou @'y.

Nous pouvons raisonner d'une autre maniere:

Imaginons le point horizontal qui passe par le point
erché, il détermine dans la sphere un petit cercle qui se
ojette en vraie grandeur sur le plan horizontal et dont le
ntre est confondu avec le point o.

Ce cercle passe par le point a, sa- projection hori-
ntale est donc le cercle dae, son diamétre est de, et si nous
portons ce diamétre horizontal en d'e’ ou d',€y, nous déter-
nons les plans horizontaux qui contiennent le point cher-
8, et par suite nous trouvons les projections verticales
aetd,.

395. Probléme. — Construire le plan tangent en un point
la surface.

Considérons le point a,2’ trouvé comme nous venons de
xpliquer. (Fig. 278.) :

Le plan tangent en ce point est perpendiculaire au
yon oa, o'a’. Nous devons construire un plan perpendicu-
re a cette droite au point a,a’.

Suivant la construction connue (146), nous menons une
rizontale du plan, sa projection horizontale est af perpen-
culaire oa et la projection verticale est a'f" sa trace ver-
ale est [ et nous figurons l» trace verticale P’f’ perpendi-
laire 2 o'd’.

Nous menons la ligne de front a’4 perpendiculaire a o'a,

 projection horizontale est ak, et par sa trace horizontale k

ous faisons passer la trace horizontale P4 du plan.

Vel
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Ces deux traces doivent se couper au méme point de la
ligne de terre.

Le plan tangent est déterminé par les deux droites af,a’f’
et ah,a’k’; on peut se passer dela ligne de terre, et on n’a pas
besoin de figurer les traces du plan.

396. Théoréme. — La courbe de contact d'un cdne cir-
conscrit d une sphére est une courbe plane dont le plan est perpen-
diculaire d la droite qui joint le sommet au centre. (Fig. 279.)

Considérons un cercle dont le centre est au pointO, tra-
¢ons par un point extérieur deux tangentes SA, SB, et tra-
cons la corde de contact AB qui rencontre la droite SO au
point C. AB est perpendiculaire sur SO.

Faisons tourner le cercle et la tangente autour de SO ; le
cercle engendre la sphére, les points A et B engendrent le

méme cercle, dontle plan passe
> par le point C et est perpendi-

Fig. 219 culaire a SO.
/ Les droites SA et SB en-

gendrentun cone de révolution
qui a pour basele cercle AB.

Ce cone est circonscrit & la
sphére, il a mémes plans tan-
gents que la sphére en tous les
points du cercle AB.

En effet, prenons un point
D, menons la droite SD qui est
une des positions de SA et qui
est tangente au cercle généra-
teur de la sphere; le plan tan-
gent a la sphére est déterminé
par SD et par la tangente DE au cercle AB. Or, SD est la
génératrice du cone, DE la tangente 4 1a base, par conséquent
le plan tangent 4 la sphére est la méme que le plan tangent
au cone, ;

Ainsi dans un céne de révolution, on peut inscrire une infi-
nité de sphéres qui ont leurs centres sur I'axe. Le rayon d'une
de ces sphéres est égal a la distance du centre & une géné-
ratrice.

1
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397. Probléme. — Construire 4 une sphére un plan
‘nyent passant par un point extérieur. (Fig 280.)

Le théoréme précédent montre que le probléme est indé-
rminé ; tous les plans tangents passant par le point donné
nt des plans tangents 4 un cone de révolution circonscrit
la sphére. On dit que le cone est Venveloppe de ces plans
ingents,

Nous nous proposons de déterminer la courbe de contact du
ne circonscrit & la sphére 0,0 et ayant son sommet au
int S,S'.

Nous tragons la droite So, S0/, le plan de la courbe de
ntact est perpendiculaire & cette droite: nous faisons un
angement de plan vertical, en prenant pour plan vertical
plan qui projette horizontalement So, et le plan dela courbe
ra perpendiculaire au plan vertical (90).

La ligne de terre est L,T,, le point 0,0" viento',0’, le
int 8,5'vienten §,,S',, la projection horizontale dela sphére
ste la méme, la projection verticale est le cerel> dont le
nire est o/, et qui est décrit avec le rayon de la spuére.

Le point 8,8, est dans le plan du cercle de contour appa-
nt vertical de la sphére, nous pouvons done mener i ce
rcle les deux tangentes S',«, et S\, ; les points &, et &,
partiennent a la courbe de contact et comme le plan de
ite courbe est perpendiculaire au plan vertical la projec-
n verticale du cercle est a’,#,.

La projection horizontale est une ellipse dont le centre

b au point ¢, projection de ¢’,; le grand axe est égal au-

métre du cercle et est dirigé suivant une horizontale du
n, donc le grand axe est df = a',%', ;le petit axe est égal
diamétre du cercle projeté suivant l'angle du plan avec le
n horizontal. (Voir dans la premiére partie la projection
n cercle situé dans un plan, n° 211). Le petit axe est ab et
llipse est déterminée.

Nous pouvons construire les points ot elle touche le con-
ir apparent horizontal de la sphére. Le contour apparent
projette verticalement suivantle diamétre horizontal o’ k'y.
 boints cherchés sont ceux qui se projettent verticalemeng
k, et leurs projections horizontales sont % et 4.

Le point #,6 est au-dessus du contour apparent horizontar

Pouyr, — T. 1L 6
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done I'arc kbh est vu, et par suite I'arc hdafh est caché (393).

1 serait facile de construire par points la projection ver-
ticale de cette ellipse dans le systeme primitif, car les cotes
de tous les points sont déterminées sur la projection verti-

\
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cale L, T, ; mais en opérant de cette maniére on n'aurait pas

les axes de la projection verticale.
Il est préférable de construire directement la courbe par

ges ixes, en faisant un changement de plan horizontal.
Le plan horizontal nouveau est celui qui projette vertica-

Jement la droite S0/, la ligne de terre est LyT,.
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Le point S,S’ vient en S',8,. le centre en os0,.

La courbe de contact est perpendiculaire & ce nouveau
ian hofizontal, et elle est projetée suivant many, le centre
St ps. Les axes de la projection verticale sont donc
p'v" = ngmy, = fd et w'm'.

Le contour apparent vertical se projette sur le plan hori-
ontal L,T, suivant la droite de front 0292, et nous obtenons
s points » et ¢’ ou la courbe touche le contour apparent
ertical.

Le point m'm, est en avant du contour vertical, il est vu
nsi que l'arc ¢'m’r’, 'autre arc est caché.

398. Applications. — Ce probléme est le probléme des
ntours apparents d’une sphére vue par un observateur placé
distance finie. Le contour apparent ou la perspective par
pport a un plan serait I'intersection du céne circonscrit a
sphére par le plan.

Cest encore le probléme des ombres de la sphére éclairée
r un point lumineux, la courbe de contact est évidemment
séparatrice, et 'ombre portée par la sphére sur un plan est
ntersection du plan avec le cdne circonserit.

399. Théoréme. — La courbe de contact d'un cylindre
conscrit G une sphére est une courbe plane.
Le plan de la courbe passe par le centre de la sphére et est
rpendiculaire aux gé-
ratrices du cylindre; 2,
courbe est donc un /7
and cercle de la sphére. =T
Nous considéerons un
rele O et une droite OC.
Nous menons au cer-

//
 une tangente AB pa- '-"\ /\ °

Fig. 281

lléle a OC.

Nous faisons tourner YA
cercle et la droite AB X
tour de OC.

Le cercle engendre une sphére; le point A engendre évi-
mment un grand cercle AKH de cette sphére, et ladroite AB
 cylindre de révolution dout I'axe est OC

of -
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En tous les points du cercle AH le plan tangent au cylindre
est le méme que le plan tangent a la sphére.

Soit le point K, le plan tangent a la spheére contient la
droite KL qui, dans la rotation, reste toujours tangente au
cercle générateur de la sphére, et la tangente KM au cercle
AKH qui est la base du cylindre. Ces deux droites détermi-
nent ainsi le plan tangent au cylindre.

%00. Probléme. — Mener 4 une sphére un plan tangent
paralléle d une droite donnée. (Fig. 282.)

La spheére est 0,0', la droite est R,R.

Le probléeme est indéterminé, tous les plans tangents ala
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sphére paralléles & la droite enveloppent un eylindre circons-
crit 4 la sphére, et nous allons construire la courbe de con-
tact de ce cylindre.

Le plan du cercle de contact est perpendiculaire a la
droite R,R’ et passe par le centre.

Nous menons par le centre o,0’ un plan perpendiculaire
i R,R’ au moyen de laligne de front oa, o'@’, et de 'horizon-
tale 0’8/, 0b. Le plan est P'aP (146).

La projection horizontale du cercle situé dans ce plan est
ane ellipse dont le centre est en o, son grand axe est dirigé
suivant I'horizontale dof, et il est égal au diamétre ; donc
c’est df. (211.)

Son petit axe est égal au diamétre du cercle projeté sui-
vant I'angle du plan avec le plan horizontal ; construisons
cet angle et pour cela tragons le plan vertical koke perpendi-
culaire a «P et rabattons-le.

Le point e est fixe, le point o se rabat en o', la ligne de
plus grande pente du plan est rabattue en #,0',e, nous pre-
nons o k', = o /', = of, et nous projetons les points &, et /',
en k et &, nous avons les extrémités du petit axe.

D’ailleurs le point &', est au-dessus du point £, et sa pro-
jection horizontale est vue ainsi que I'arc dkf.

Nous construisons de la méme maniere I'ellipse, projection
verticale de lacourbe.

Son grand axe est p'¢/, ligne de front; nous rabattons
en n,y05/ 1a ligne de plus grande pente du plan par rapport au
plan vertical; nous prenons n,0, = o0ym, = 0'p/, et le petit
axe est n'm’. Le point nyn’ est en avant du point ms,m’ par
rapport au plan vertical, ce point est vu ainsi que 'arc p'n'q.

Autre construction. (Fig. 283.) — On peut disposer les con-
structions d’une autre maniere. Nous tragons par le centre de
la spheére la droite oa, o'a’ paralléle & R,R’. Faisons un chan-
gement de plan vertical, en prenant pour plan vertical un plan
paralléle a la droite et passant par le centre de la sphére ; la
ligne de terre est L, T, paralléle a R.

Le centre vient en 0,0';, la nouvelle projection verticale
de la droite est o4a;. Le plan perpendiculaire a la droite est
perpendiculaire au plan vertical, et le cercle de contact est

f
i
|
i

o ——
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projeté verticalement en ¥,c,. Liellipse projecti'on horizon-
tale de ce cercle a pour grand axe d/f et pour petit axe bc..

Il est facile de comprendre que le point b doit étre vu, ainsi
que l'arc dbf.

Cette construction est exactement la méme que cell'e de
la figure précédente, le rabattement du plan vertical ke étant
équivalent au changement de plan LuT; (197). -

On peut méme éviter de tracer de nouveau le contour
apparent de la sphere.

Nous voulons construire la projection verticale du cercle
de contact ; nous faisons un changement de plan horizontal
en prenant pour plan le plan qui projette verticalement la
droite o'd, oa ; la ligne de terre est L,Ts;. En méme temps,
nous avangons le plan vertical jusqu'a le faire passer par le
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ntre de la sphére, c’est-a-dire que nous diminuons les éloi-
ements de I'éloignement du centre. Il en résulte que le
int o’ es’ en méme temps la projection horizontale nou-
lle o, du centre, et le contour apparent horizontal reste
nfondu avec le cercle déja tracé ; le point a,a’ de la droite
ent en a; (son éloignement par rapport au centre est aa, et
ause de la situation du nouveau plan horizontal il doit &tre
mpté de @’ en a,); la droite est a505; le plan perpendiculaire
t kehs, et nous obtenons les axes de I'ellipse en m'/ perpen-
culaire a L,T, et K. On voit que les construetions ainsi
nduites dispensent de tracer de nouvelles circonférences.

La projection horizontale du contour apparent vertical
t LsTs, le point %, est en avant de cette droite, et par suite
point 2’ est vu ainsi que I'arc m'A'7.

401. Ombres. — Ce probléme est celui de 'ombre d’une
hére éclairée par des rayons paralléles & R,R’; la courbe

contact est la séparatrice, car il est évident que tous les
yons interceptés par la sphére sont contenus dans le
lindre circonserit.

L’ombre portée par la sphére surun plan est I'intersection
ec ce plan du cylindre circonscrit.

402. Ombre propre d'une sphére et d'un cylindre ou d’un edne
conserit. — Il faut remarquer que, si I'on considére une

hére & laquelle on a circonserit un cone ou un cylindre, en-

lairant le systéme des deux corps par des rayons parallé-
, la courbe d’ombre sur la sphére n’est pas tangente aux
nératrices d’'ombre de la surface circonscrite.

Ainsi nous avons une sphére O O'(Fig. 284.) Nous circons-
ivons & cette sphére un cdne de révolution 4 axe vertical
nt le sommet est S’ et nous éclairons les deux corps par
s rayons paralléles au plan vertical, et dont la projection
rticale est R'.

Nous menons par le sommet du cone la paralléle '¢’, oc &
R’ et par sa trace ¢ sur le plan de base du cone nous tragons
s tangentes a la base. Les deux génératrices d’ombrs sont
ojetées en oc,od et ont pour projection verticale S'e’,

La courbe d’ombre de la sphére est située dans un plan
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perpendiculaire & R’ (396) et passant par le centre, plan dont
la trace verticale est f0'¢’ qui est la projection verticale de la
courbe, et cette projection passe par le point ¢ ol le plan
tangent est commun au cbne et a la sphére, mais fait néces-
sairement un angle avec la projection des génératrices.

B __-__-ar AP

H

La projection horizontale du cercle d'ombre est V'ellipse
dont kh est le grand axe et dont le petitaxe est fin; elle passe
bien par les points d et e mais ne peut &tre tangente a la pro-
jection des génératrices qui partent du centre de Vellipse.

La méme remarque s'applique a un cylindre circonscrit.
(Fig. 285.)

Les génératrices d’ombre sont alors projetées verticale-
ment suivant o'a’, la courbe d’ombre de la sphere est projetée
suivant ¢o’ perpendiculaire & R’ (399) et la tangente a cette
courbe au point projeté verticalement en o fait avec la gé-

nératrice du cylindre un angle égal a l'angle que faitle rayon -

avec cette génératrice.
Si les rayons étaient divergents, les mémes faits serepro-

R
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iraient. et il en sera toujours ainsi, toutes les fois qu’'on
ra deux surfaces simplement tangentes I'une & l'autre le
1g d'une ligne commune.

On verra plus tard que les courbes d’ombre ne se
ccordent que dans le cas ol les surfaces ont un contact
1s intime le long de la ligne commune, et sont oscu-
rices.

Sil'on examine les ombres portées sur le plan horizontal
r le cone et la sphére :

2. 284), 'ombre de la
hére est comme nous
vons dit (401) l'om-
> de la séparatrice,
st done la projection
ique du cercle f'm'.
tte projectionest une
ipse. Le diamétre ho-
ontal du cercle se
jette suivant KH, le

métre f'm’ se pro- I
te suivant FM et
lipse dont les deux
3 sont KH et FM
I'ombre portée par
phére.
L’ombre du cone se
npose des ombres des
IX génératrices dont les projections sont oe, od et S'e,
ces ombres sont les traces des deux plans tangents au
e suivant ces génératrices (362). Or, ces plans tangents
cone sont tangents a la sphére aux points e,e ot d,e, ils
t aussi tangents au cylindre d’ombre, puisque ce cylindre
circonserit 4 la sphére suivant le cercle fm', (396) et
rs traces sont tangentes a la trace du cylindre d’om-
(339), C’est-a-dire, a I'ellipse, aux points E et D, ombres
 points e,e’ et d,e’.
Ainsi il faut bien observer que les ombres propres ne se
cordent pas, et que les ombres portdes se raccordent. On
ait la méme observation pour le cylindre.
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403. Probléme. Mener dune sphére un plan tangent pa-
ralléle ¢ un plan (Fig. 286.) :

La sphére a son centre en OO, le plan donné est P'aP.
Le plan tangent cherché sera perpendiculaire au rayon du
point de contact (391). Nous pouvons tracer le rayon ob, o't/
perpendiculaire au plan donné.

Construisons l'intersection de ce rayon avec la sphére:

nous employons le plan qui projette ce rayon sur le plan ho-
rizontal, et nous le rabattons sur le plan horizontal qui passe
par le centre.

Le point a, o’ pris arbitrairement vienten @',, tel que a, @',
soit égal a la cote relative du point par rapport au centre;
le rabattement da rayon esto &s.

Le grand cercle de la sphére contenu dans le plan auxi-
liaire se rabat suivant le cexcle de contour apparent horizon-
tal.
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La droite perce la sphére aux deux points rabattus en v,
"1, nous relevons &'y en 6,4 : Voila le point de contact du
| tangent.

Nous menons par ce point le plan perpendiculaire an
o (146), I'horizontale est be, &'¢’ et le plan est QpEQ; I
it d’, relevé donnerait une autre solution.

104. Probléme. — Mener par une droite un plan tangent
e sphére.

° Sil'on veut mener par une droite AB un plan tangent
1e surface S, on peut prendre sur la droite deux points
traires A et B, et construire deux cones ayant leurs som-
S en ces points et circonscrits a la surface (320). (Fig. 287.)
courbe de contact

sone A sera telle /
GEHF, la courbe Fig. 287
ontact du cone B /

telle que CEDF.
deux courbes se
eront générale-
t en deux points
et, en chacun de
oints, le plan tan-
est commun aux
. cones eta la sur-

, il passera donc
a droite des som-
 AB.

)ans les surfaces
besetdans lessur-
s réglées dévelop-
es, la droite AB ne
pas rencontrer la
ace et nous verrons au contraire que, dans les surfa-
ées gauches, le probléme n’est possible que si la droi
ontre la surface.

° On peut prendre sur la droite un seul point, A par
nple, et construire le cone eirconserit a la surface et ayant
' sommet le point A , on peut ensuite mener & ce cone un
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plan tangent par la droite puisque la droite passe par le som-
met du cone; on prend alors un plan de base pour le ¢one, on
détermine la trace de la droite sur ce plan et on méne par
cotte trace des tangentes a la base (365.)

Cette solution est facile quand la courbe de contact du
cbne circonserit est plane, ce qui a lieu dans la sphere (396)
et ainsi que nous le verrons plus tard dans toutes les surfaces
du second degré.

30 On peut circonscrire a la surface un cylindre paralléle
4 la droite (Fig. 288), soit MHLE la courbe de contact, et

construire un plan

tangent au cylindre

par la droite, ce qui

est possible parce

que la droite est

paralléle aux géné-
ratrices.

Dans les cas ol

.~ cette courbe de con-

tact est plane, et qui

T sont les mémes que

ceux Qque nous ve-

- nons d’énoncer, on

prend le point de

i rencontre C de la

droite avec le plan de la courbe, on méne les tangentes CL

et CM 2 la courbe; chacune de ces tangentes détermine avec

la droite un plan tangent au cylindre et a la surface; les

points M et L sont les points de contact.

Nous allons appliquer successivement ces 3 constructions

a la sphére.

403. 1° Méthode des deux cones. (Fig. 289.)

Le centre de la sphére est 0,0, la droite est ab, a'd.

Nous prenons pour sommet dun cone, le point ¢'c de la
droite qui se trouve dans le plan horizontal qui passe par le
centre de la sphére. — Si nous conduisons par le peint cla
droite ed tangente au cercle de contour apparent de la sphére,
d sera un point de la courbe de contact, et, comme le plan de




te courbe est perpendiculaire a I’horizontale co (391), il
a vertical; la polaire du point C sera la projection horizon-
> du cercle de contact.

Nous prenons pour sommet du second cdne le point f,/
la droite situé dans le plan de front passant par le centre.

PLANS TANGENTS A LA SPHERE. 89 !

S

nv

plan de la courbe de contact, perpendiculaire & /'’ sera
pendiculaire au plan vertical, nous obtiendrons un point
la courbe en menant la tangente f&'; 'K perpendiculaire
o' est la projection verticale du cercle de contact. (391)
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Pour construire Vintersection de ces deux cercles, nous
allons chercher les points ot I'un d’eux est rencontré par la
ligne d’intersection des deux plans, projetée suivant Kl et
smvant dm. Nous rabattons le plan vertical dm sur le plan
horizontal qui passe par le centre de la sphére; nous rabat-
tons la droite K'#’,dm; le point 4,/ est un point fixe, le point
m,m' se rabat en m, (m,m étant égal ala cote relative au point
m,m’ au-dessous du centre); le cercle se rabat suivant la cir-
conférence ayant pour diamétre la polaire du point c.

Le cercle et I droite_se rencontrent aux points rabattus
en n, et p; qui se relévent en n,n’ et p,p’ sur la droite et sont
les points de contact cherchés.

Chacun de ces points détermine avee la droite un des
plans tangents demandés.

Construisons les traces du plan tangent au point p,p’; il
est perpendiculaire au rayon op, o'p’. (391.)

Par la trace horizontale @, nous menons Pax trace hori-
zoutale du plan perpendiculaire & op, nous tragons ensuite «P”
perpendiculaire a o’p".

406. Conséquence. — Plan tangent commun @ deux
clnes circonscrits @ une méme sphére.

Les deux plans tangents que nous venons de construire
sont tangents aux deux cones.

La construction que nous venons de faire détermine donc
des plans tangents communs a deux cdnes circonscrits 4 une
méme sphére; et la condition de possibilité est que la droite
des sommets ne rencontre pas la sphére.

- En effet, le plan de la courbe de contactd'un cone circons-
crit a une sphére est le plan polaire du sommet, l'intersec-
tion des deux plans polaires des sommets donne la polaire ré-
ciprogue de la droite des sommets, et elle est dans la sphére
sila ligne des sommets est extérieure ; alors les deux cour-
bes de contact ‘se croisent et fournissent les points de con-
tact des plans tangents cherchés.

Nous généraliserons plus loin cette construction en I'ap-
pliquant aux surfaces du second degré.

407. 2¢ Construction. — Par un seul cone. (Fig. 290.)
Le centre de la sphére est 0,0, la droite est ab, a't'.
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Nous plagons le so mmetdu cone sur le plan de front qui

se par le centre, au point a,a.

Nous avons expliqué dans le cas précédent que le cercle
contact

our pro-

tion ver-

le o d

pendicu-

e 4 a'o
point ¢

donné

- la tan-

ite a'c’).

Le plan
cercle

ncontre

Iroite au ~

ot fif

us rabat-

s ce plan

“le plan

ront pas-

t parle

tre; le

cle sera-
suivant

irconfé-

ce décri-
sur d'¢

1me dia-

re, le

ut £'/f se rabat en f, (f'7, = fm) et nous menons du point f;
deux tangentes au cercle fi4, et f,k,; les points hy et ks

t les rabattements des points de contact cherchés.

Nous avons relevé le point &, en &,k (hn =h,k), ce point

’rmine avec la droite un plan tangent.

La ligne de terre n’a aucune utilité dans cette figure.

408. 3™ Construction, — Par le cylindre circonserit, (Fig.291,) .
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Le centre esto,0’; la droite est ab, a'b'.

Le plan de la courbe de contact du cylindre circonscrit
paralléle & la droite passe parle centre et est perpendiculaire
a cette droite (399.)

Ce plan est P'«P obtenu & l'aide de I'horizontale od, o'd
perpendiculaire a ab (146).

Pour construire le point de rencontre de la droite et du
plan nous employons le plan qui projette horizontalement la
droite ; il rencontre «P au point ¢,¢’, et I'horizontale au point
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la droite €', ec croise la droite ab, a'#’ au point cherche

(130).

Nous devons mener par ce point une tangente au cercla

ontact; nous rabattons le plan du cercle sur le plan hori-
tal qui passe par le centre, autour de I’horizontale do, d'o’

). Le cercle se rabat sur le cercle de contour apparent, le

it /,f vienten F et nous menonsles deux tangentes FH et
- H et M sont les rabattements des deux points de con-
des plans tangents cherchds; nous relevons le point H
s abaissons Hr perpendiculaire sur do, nous tragons
==r Hparalléle & ¢f,") en 4, 4.

Nous ne figurons pas les traces du plan tangent.

Je méme pour le point M.

09. Probléme. — Mener un plan tangent commun
1z sphéres. Prenons deux cercles a et 4, dans le plan du
sau. (Fig. 292.)

Nous menons a ces cercles une tangente commune fde
ontrant la li- o NI

du centre au Ll A
t £ et nous i
ns tournerla
e autour de

(ous engen-

s ainsi deux

res et un e
circonserit Y g

s deux sphéres (396), et tout plan tangent 4 ce cone sera

ent aux deux sphéres.

ous aurions pu mener aussi la tangente commune inté-

e nlm et engendrer un second cone.

us les plans tangents aux deux sphéres enveloppent

deux cones circonscrits, ayant pour sommets les cen-

de similitude directe et inverse des deux sphéres.

lan tangent commun G deuz sphéres par un point extérieur, —

e-probléme que nous nous proposons dans le numéro

den¢ est done indéterming; il faut demander que le plan

0t aux deux sphéres passe par un point extérieur, or
Poryr, — T. IL 7

[ St
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soit parallele a une droite donnée. Nous ferons dans les ap~
plications un exemple de cette construction. Il est clair quil
suffit de mener au cone circonscrit aux deux spheres un
plan tangent soit passant par le point, soit paralléle & la
_ droite; on peut prendre pour plan de base du cbne, le plan
d'un des cercles de contact avec 'une des sphéres.

4i0. Probléme. — Mener un plan tangent commun a
trois spheres.

Nous placerons les centres des trois sphéres dans un des
plans de projection.

Cette disposition n’est pas indispensable; elle-rend plus
faciles les raisonnements qui vont smivre.

Nous placons les 3 centres a,b,c dans le plan horizontal,
(Fig. 293.) Nous construisons d’abord un cone circonserit aux
deux sphéres a et 6; son sommet est sur la ligne des centres
en f dans le plan horizontal, et tous les plans tangents a ce
cone sont tangents aux deux sphéres (396.)

Nous construisons un cone circonscrit aux deux spheres
a etc; son sommet est sur la ligne des centres en k dans le
plan horizontal, et tous les plans tangents a ce cone sont
tangents aux deux sphéres. (396).

Le plan tangent communa ces deux cones est tangent aux
3 sphéres, sa irace horizontale est la droite f%. Nous allons
construire ses points de contact avec les 3 sphéres.

La courbe de contact du cone f et de la spheére a, est le
cercle projeté horizontalement suivant dn, la courbe de con-
tact du cone k et de la sphére a est le cercle projeté horizon-
talement suivant gi; les points dintersection de ces deux

cercles sont projetés au point I dout la cote est facile & obte-

nir par le rabattement du cercle ig; la cote est I/

La génératrice du contact du cone f avec le plan tan-
gent est la ligne If, la courbe de contact du cone f avec la
sphére b est le cercle projeté horizontalement suivant ep, 1e
point de croisement m est la projection du point de contact
cherché; sa cote est mm' obtenue par le rabattement du
cercle e p.

La génératrice de contact du cdne k avec le plan tangent
est la ligne &/, la courbe de contact du cone et de la spheére ¢
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st le cercle projeté horizontalement suivant qh, r est la pro-
ction du point de contact; sa cote s’obtiendrait comme celles
8 autres points.

Observons qu‘a chaque point /, m, » correspondent deux
ints symétriques par rapport au plan horizontal; il y a
uc deux plans tangents communs symétriques par rapport
1 plan horizontal, ayant pour trace commune k.

1l faut montrer que, si I'on considére le cdne circonserit
térieurement aux sphéres b et ¢, ce cone conduira an plan
ngent déja déterminé.

Joignons les deux points de contact m et r, rm est tan-
nte aux deux sphéres, c'est donc une génératrice du cone
conserit, et elle rencontre la ligne des centres en un point
mmet du cone qui est nécessairement dans le plan horizon-
l; d’autre part cette droite est dans le plan tangent déja
tenu, et doit rencontrer le plan horizontal en un point de
trace fk du plan ; donc le sommet s du céne circonserit aux
ux spheres 6 et ¢ est sur la droite fk et le plan tangent est
méme que celui que nous venons de construire.

Nous démontrons donc en passant queles centres de simi-
ude directe de trois cercles situés dans le méme plan et
is deux & deux sont en ligne droite.

Le plan tangent est déterminé par la trace fk. et trois
ints, nous pouvons construire 'angle qu'il fait avec le plan
rizontal, — nous figurons la ligne de plus grande pente du
\n passant par le point m, et dont la projection est m\ per-
ndiculaire & f& (72); nous rabattons le plan vertical qui
tient cette ligne de plus grande pente, le point m vient

M et I'angle Mam est angle cherché.

Nous eussions pu considérer d’abord le céne circonscrit
érieurement aux deux sphéres a et 5, et qui a son sommet
z, le cone circonserit intérieurement aux deux sphéres a
¢ et qui a son sommet en o et nous eussions obtenu un plan
1gent dont la trace est zo; la détermination de ses points
contact est identique a celle que nous avons faite, et nous
rifierons en répétant le raisonnement déja fait que le
nmet s du cone circonscrit extérieurement aux deux
héres & et ¢ se trouve sur la droite oz.

Si nous considérons le sommet z du céne circonserit inté-
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rieurement aux deux sphéres b et ¢, nous montrerons queé les
3 poirits azk sont en ligne droite, ainsi que les 3 points ozf.

A chacune de ces traces correspondent deux plans tan-
gents symétriques par rapport au plan horizontal. Nous ob-
tiendrons donc : deux plans tan gents extérieurs.

Six plans tangents intérieurs.

Si deux des sphéres se coupent, par exemple b et c,le
point z disparait, ainsi que les deux traces zz et 0z, les plans
tangents se réduisent a quatre. :

Si I'une des sphéres coupe les deux autres, il n'y 2 plus
que deux plans tangents extérieurs. 4

Observons encore que nous démontrons un théoréme de
géométrie plane : 3 cercles étant dans un méme plan, deux
des centres de similitude inverse sont en ligne droite avec un
centre de similitude directe. :

Les centres des 3 sphéres sont placés d’une maniére quelconque
dans lespace. — On construit les centres de similitude directe
des sphéres a et b et des sphéres a et c. Il suffit de tracer les
tangentes communes aux contours apparents des sphéres pour
obtenir ces centres; par la droite qui les joint, on méne un
plan tangent i lasphére a (c’est ce que nous avons réalisé dans
la figure 293; le plan tangenta laspheére a passe par la droite f)
seulement la droite occupant une situation quelconque dans =
V'espace, il faudra employer pour mener le plan tangent l'une
des constructions indiquées 404-409.
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SUPPLEMENT

RELATIF AUX PLANS TANGENTS A LA SPHERE

Probléme 397. — Il est facile de comprendre que la
ne de terre LT n’a d’autre utilitd que de fixer la hauteur
plan horizontal & partir duquel on compte les cotes, ou la
sition du plan de front par rapport auquel on compte les
ignements. Les tracés des projections auxiliaires n’exigent
e la connaissance des cotes ou des éloignements relatifs
s points les uns par rapport aux autres. On efit pu suppri-

T la ligne de terre sans que la figure fit sensiblement mo-
iée.

Probléme 403. — Dans ce probléme, on peut suppri-
rlaligne de terre et définir le plan par 2 droites qui se
ipent:on déterminera la perpendiculaire au plan en tracant
e horizoutale et une ligne de front de ce plan, droites rem-
caut les traces du plan. L’intersection de la perpendicu-
S avec la sphére a é16 obtenue sans se servir de la ligLa de
re; et les points de contact étant déterminds on ménera

" ces points des paralléles aux deux droites qui définissent
plan donné.

Problémes 405-407. —La ligne de terre est absolu-
nt inutile et n’intervient pas dans nos tracés excepté
sque nous figurons les traces du plan, ce qui est inutile, le

n étant parfaitement déterminé des que I'on a chtenu son
nt de contact.

Construction 408. — [Le plan de la courbe de
tact du cylindre ecirconserit paralléle a la droite sera
erminé par une horizontale et une droite de front; le reste
la solution n’exige pas I'emploi de la ligne de terre.
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4i1. Applications. — Contatirs apparents des cones et

indres Je révotution.

On emploie souvent ia sphére comme surface auxiliaire
ur déterminer les cones ef, cylindres de révolution.
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Par exemple (fig. 29%) : On donne les deux projections de
'axe dvin cdne de révolution Sa,S'a/,le sommet 8,’S et I'angle
au dommet du cone (angle double de 'angle générateur ou' de
'angle de la génératrice avec 'axe) : Déterminer les contours
apparents. Les plans tangents au cone sont les mémes que les
plans tangents & une sphére inscrite dans le cone ; par suite,
les plans de contour apparent du cone seront des plans de
contour apparent de la sphére, c’est-a-dire des plans tangents
a la sphére perpendiculaires aux plans de projection, leurs
points de contact se trouveront sur les courbes de contour
apparent de la spheére.

Donc, si nous déterminons une sphére inscrite, nous méne-
rons par les projections du sommet des tangentes aux con-
tours apparents de la spheére (392).

Nous faisons un changement de plan vertical, en prenant
pour plan vertical le plan qui projette horizontalement I’axe;;
la ligne de terre est L, T, ; la nouvelle projection verticale de
'axe est S'1a's. Sur ce plan vertical paralléle a 'axe, I'angle
“du cbne se projettera en vraie grandeur; nous menons §',4',
faisant avec I'axe §',a/, I'angle donné, nous abaissons d’un
point quelconque tel que a4 une perpendiculaire a1ty sur la
génératrice, et nous avons le rayon d'une sphére inscrite dans
le cone et dont le centre est au point a,a’. Nous figurons les
contours apparents de cette sphére, et nous menons des tan-
gentes a ces cercles par les projections du sommet.

%12. Remarque. — Il est bien visible ici que, suivant
la remarque déja faite (376), 'angle ¢Sd n’est pas égal au
double de #',5',a';, et l'on comprend que I'angle au sommet.
peut &tre tel que le rayon de la sphére étant trés grand, la
projection du sommet tombe & l'intérieur de la spheére, et il
n’y a plus de contour apparent.

Cherchons la projection verticale des génératrices de con-
tour apparent horizontal.

Le point dont la projection horizontale est ¢ se trouve sur
le cercle de contour apparent dont la projection est ¢'d’, sa
projection verticale est ¢’; le point projeté en d a pour projec-
tion verticale &' ; les génératrices ont pour projections verti-
cales S'¢’ et §''; il faut bien observer qu'clles ne sont pas




SPHERE EMPLOYEE COMME SURFACE AUXILIAIRE.

nfondues avec la projection verticale de I’
S dans un méme Plan avec l'axe et leurs
ent superposées a celle de 'axe que dans le cas ol I'axe serait
rizontal. De méme les génératrices de contour apparent
rtical ont pour projections horizontales Sf et Sh; les points
t 4 étant situés sur haf, projection horizontale du cercle de
itour apparent vertical ; ¢es projections se superposeraient

 projection de I'axe, seulement dans le cas ol I'axe serait
front,.

99

axe, elles ne sont
prajections ne se-

413. Cylindre de révolution. —La sphére inscrite

't aussi servir 4 déterminer un cylindre de révolution,
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zontales ne sont pas confondues avec la projection horizon-
tale de l’axe.

Ainsi I'axe tant oe, o'c’, les génératrices de contour appa-
rent-vertical dd et b'f ont pour projections horizontales ad
et bf paralléles 4 I'axe eta égale distance de I'axe.

De méme les génératrices de contour apparent horizontal
kh et im ont pour projections verticales k4’ et I'm’ paralléles a
'axe et & la méme distance. :

Les projections horizontales des génératrices de contour
apparent vertical, ne seront confondues avec la projection
de I'axe que si I'axe est horizontal.

A14. Deuxiéeme application. — Nous pouvons
encore nous servir trés avantageusement de la sphére inscrite
pour résoudre ce probleme:

Etant donnée Dune des projections d'un point dun cylindre ou
'dun céne de révolution dont laxe est oblique, trouver lautre pro-
Jjection et mener leplan tangent au point considéreé.

Cylindre. — L’axe du cylindre est ab, a'6”, son rayon
est connu. (Fig. 296.)

On donne la projection horizontale ¢ d’un point C: cons-
truire sa projection verticale.

Placons en un point quelconque b,b e centre de la sphére
inscrite, et décrivons la projection horizontale de cette sphére.

Tracons la projection horizontale cd de la génératrice qui
passe par le point C..et rabattons le plan qui projette hori-
zontalement cette génératrice; ce plan coupe la sphére sui-
vant un petit cercle dont la projection horizontale est dh,
dont le centre est projeté en f et a une cote égale a celle du
centre de la sphére (puisque la perpendiculaire abaissée du

centre sur le plan de section est horizontale); ce cercle se

rabat donc en f7, avec un rayon égal a fd (ff's = U'f).
Rabattons le plan vertical qui projette I'axe; I’axe se rabat
en @ ,,; le rabattement de la génératrice qui passe par le
- point C sera une droite paralléle a o' ¥/, et tangente au petit
cercle rabattu en f*,; nous pouvons mener deux tan?ientes
K., et r,¢,;le point C se trouve sur I'une ou l'autre de ces
deux droites et, par suite, est rabattu soit en ¢,, soit en ¢’y ce
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fait connaitre sa cote et nous permet de placer sa projec-
1 verticale en ¢’ ou en ¢”. s

Fig. 296 st

« plan tangent au cylindre au point e,¢’ est tangent 4 la
re au point ot la génératrice de contact touche la sphére,
-a-dire au point 44 que nous ramenons en k¥ : il est
c perpendiculaire au rayon bk, ¥k, ainsi sa trace hori-
ale passe par la trace m de la génératrice et est mP per-
diculaire a 4k, sa trace verticale passe par la trace verti-
- de la génératrice et est p’P’ perpendiculaire a &%
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Cone. — Le cone est défini par son axe Sa, S, son
sommet S,S’ et son angle au sommet, on donne la projection
gorizontale & d’'un poiut du cone. (Fig. 296 bis.)
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Nous déterminerons une sphére inscrite dans le cone
ainsi que nous I’avons précédemment expliqué en prenant le
" plan vertical L,T,, le rayon est ¢,a,, et nous décrivons la
projection horizontale de la sphere.

Nous rabattons le plan qui projette horizontalement la
génératrice Sh menée par le point, ce plan coupe la sphére
suivant un petit cercle dont le centre est proj etéen feta
la méme cote que le centre de la sphére, son diamétre est
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 aed,; le sommet se rabat en S, le cercle en f et la gé-
itrice du point se rabat suivant une tangente au cercle
¢e par §,; il y a deux solutions §',%,, §',¥,, et le point B
abat en &', ou en &4',, ce qui fait connaitre sa cote et per-
de placer la projection verticale.

.e plan tangent se détermine comme dans le cas du cy-
re.

(15. Probléme. — Construire une section droite d'un
de révolution défini par son axe S'a/, Sa, son sommet S,S' et
ngle au sommet.

. plan de section droite a pour trace horizontale la
te P perpendiculaire a Sa, nous n’avons pas besoin de sa
e verticale. (Fig. 296 ter.)

Nous déterminons d’abord le rayon d’une sphére inscrite
1t son centre en un point de I'axe. (Nous n’avons pas ré-
cette construction et nous avons pris immédiatement le
n de la sphére.)

Nous faisons un changement de plan vertical, en prenant
lan vertical paralléle a I'axe, la ligne de terre est T,L,
lléle & Sa, la nouvelle projection de I'axe est 8'1a’s, nous
ons la sphére et les contours apparents du cdne i’y
T

.a trace verticale nouvelle du plan de section droite est
perpendiculaire a §',a’,, et ce plan coupe le cdne suivant
ercle projeté verticalement en /',&,. La projection hori-
ale est une ellipse dont le centre est au point ¢, dont le
1d axe paralléle a la trace du plan quile contient, ¢’est-
re alaligne P,est pn égal au diamétre &', f’,, dont le petit
est égal a df, projection de d',f';.

1 est facile d’obtenir les points ou cette ellipse touche les
ours apparents du cone.

es génératrices de contour apparent horizontal Sk, Sk
pour projection verticale commune S'#,, le point #, est
' sur le diamétre horizontal o’ #,, projection verticale du
e de contour apparent horizontal, et les points projetés
calement en /, sontles pomts cherchés. leurs projections
zontales sont l et m.

Xous faisous un changement de plan horizontal, la ligne

R

et o e

A AR
3. )00 iy e
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(}e terre est LT, paralléle a S'a’. (Nous avons diminué les
dloignements de la longueur SsS, pour réduire I'étendue de

Fig. 295 ler

la figure. Le point S,8' devait venir en S,, nous l'avons re-
porté en S, et le centre est alorsvenu en a,). L’axe est Sy¢.,
nous tracons les contours apparents. Le plan de section droite
a pour traee sur ce plan horizontal une perpendiculaire ca
P'axe, passant par le point c, tel que Sycs = §',¢s, car cette
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gueur est la vraie gfandeur de la portion de I'axe com-
se entre le sommet et le plan sécant.

Lie cercle de section est projeté en r,g, et sa projection
ticale est I’ellipse »'¢’v’, nous n’avons pas construit ici les
nts sur le contour apparent qu'on obtiendrait comme nous
ons déja indiqué.

416. Exercices : 1° On donne un plan par ses traces,
lans ce plan une droite sur laquelle on prend un point.

La droite est la génératrice de contact avec le plan d’un
e de révolution dont le sommet est au point donné. On
nait 'angle au sommet du cone, construire ses projections.
2 On donne un plan par ses traces, et un point sur la
ce horizontale. Ce point est le sommet d’un cone de révo-
ion, on connait I'angle au sommet, déterminer le cone par
ondition qu’il soit tangent a la fois au plan horizontal et
plan donné.

3° On connait 'axe d'un céne de révolution, le sommet, et
1igle au sommet, on demande de construire les projections
n cylindre de révolution, de rayon donné, tangent a la
 au cone et au plan horizontal, et dont les génératrices
t paralléles a une droite horizontale donnée..

4° On donne deux sphéres de rayon différent, tangentes
plan horizontal, construire les projections d’'un cone de
olution ayant son sommet dans le plan horizontal et tan-
it aux deux sphéres; on connait 'angle au sommet du
€.

5° On donne un coéne de révolution, trouver le lieu des
nts tels que les plans tangents menés de chacun d’eux au
€ se coupent sous un angle donné.

417. Probléme. — Mener un plan tangent commun &
z cones de révolution ayant méme sommet. (Fig. 297).

Je suppose que les axes des deux cones de révolution sont
s le plan horizontal Se, 5f; on a les contours apparents
 deux cones aSé et ¢Sd.

Nous inscrivons une sphére dans chaque céne. Ces sphéres,
1t la position est arbitraire, ont leurs centres en e et £.

{l est commode d’inscrire dans les deux cones des sphéres
les, et nous choisissons les points e et f de maniére a
aplir cette condition. Sinous menons parle point S un plan

el
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tangent & ces deux sphéres, ce plan sera tangent aux cones.
Tous les plans tangents communs aux deux sphéres passent

ar I'un des centres de similitude (409). Considérons le centre
de similitude direct, il est au milieu z de la droite ef, le plan
tangent cherché passe par la droite Sz. Nous n’avons plus qu’a
mener par la droite Sz un plan tangenta I'un des cOnes. Pre-

nons pour plan de base du cone dont I'axe est Se le plan ver-
tical perpendiculaire a I'axe et dont la trace est ab; la droite
Sz rencontre ce plan au point ¢ par lequel nous allons mener
une tangente & la base. Pour faire la construction nous rabat-
tons la base suivant le cercle décrit sur ab comme diamétre
et Dous menons la tangente cd’,; le point rabattu en o', se
rele've en d, la génératrice de contact du plan tangent a p‘our
projection Sd; cherchons la génératrice de contact avec le
second‘ cone. La courbe de contact du premier cone avee
la .sphere e se projette suivant g4 (eg perpendiculaire a Sa) le
point de contact du plan tangent avec la sphére e se projette
au pomt.k. La genératrice de contact du plan tangent avec le
cone z circonscrit aux deux sphéres a pour projection Kz, et
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ourbe de contact du second céne avec la spheére £ est pro-
e suivant la droite »m perpendiculaire 3 Sf (fm perpendi-
ire a Sm) le point de contact a pour projection /, et S/ est
rojection de la génératrice. Observons que sila généra-
> du premier cone projetde sur Sk est au-dessus du plan
zontal, la génératrice S/ du second sera au-dessous. On
trouver kz =%/, les cotes des deux points sont égales.
0t pu prendre le centre de similitude direct des deux
res qui est a I'infini sur ef; la droite analogue a Sz est la
lléle So & ef. On répétera les mémes constructions, qui
leront les génératrices dont les projections sont Sq et Sr,
es deux d’'un méme coté du plan des axes.

Application. — On peut appliquer cette construction
détermination d’un plan faisant avec deux plans donnés
ingles donnés et passant par un point.

e plan sera tangent & deux cones ayant leurs sommets
e point, dont les axes sont perpendiculaires aux deux
5.

ous allons faire 'application a la résolution d’un angle
re dans lequel on donne les trois angles diédres, pro-
€ que nous avons traité dans la premiére partie au
0 du triédre supplémentaire (232).

18. 6° cas de Pangle triddre. — On donne les trois
es. (Fig. 298).
ous prenons une face dans le plan horizontal, une aréte
endiculaire au plan vertical, soit Pa; le plan de la se-
¢ face est P«P’ faisant avec le plan horizontal un des
es donné A.
e plan de la troisiéme face est un plan qui fait avec le
horizontal un angle donné et avec le plan P'«P un
> donné .
ous prenons un point a’a, dans le plan vertical, pour
net commun des deux cdnes dont les axes situés dans le
vertical sont a6’ perpendiculaire 4 P'aP et a'a vertical.
remier cone sera engendré par la droite o’¢’ faisant
a't’ I'angle =; le second par la droite a4’ faisant avec la
 de terre I'angle p.

PoLyr. — T, 11, : 8

N T S i U
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Nous inscrivons une sphere dans chaque cbne et nous
placons leurs centres sur la ligne de terre aux points a et d,
leurs rayons sont ak’, df’ (396).

Le sommet du cdne circonserit extérieurement & ces deux
sphéres est le point mm' de la ligne de terre (409), et la droite
m'a est la trace verticale du plan tangent commun ; Ce plan
est tangent aux trois cones, nous construisons sa trace hori-

[P’

zontale tangente & la base du cone & axe vertical, base qui
est le cercle décrit de a comme centre avec ak’ comme rayon; )
cette trace est donc mn (362). 1

Ainsi le troisiéme plan serait p'mn, SO intersection avec
le plan PaP est la droite pg, pla, et les trois arétes du triédre
seraient gm, g«, gp- :

1l est facile de voir que cé plan ne répond pas & la ques-
tion ; le diédre suivant g« compris dans le triédre est le sup-
plément de .

Si nous prenons le sommet v du cone circonserit inté-
rieur, les traces du plan sont as qui répond 2 la question;
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1 effet, menons le plan wzv' paralléle a ce plan, les trois
rétes sont zw, zy, 2z, et il est facile de vérifier que les trois
édres sont bien les diédres donnds. Le tridre est déter-
iné et nous pouvons obtenir ses faces (226).

On pourrait mener dupoint » une autre tangente au cercle
> base da cone a'a, et on aurait une seconde solution symé-
ique de la premiére.

419. 2° probléme d’application : Mener par un
int a'a un plan faisant avec les plans de projection des angles
nnés. (Fig. 299).

Le plan cherché sera tangent a deux cdnes de révolution
ant leur sommet com-
un au point a,a’, dont Feg. 299
S axes sont perpendi- ;
laires aux deux plans v
- projection et dont les
nératrices font avee
s plans des angles don-
s. Les axes de ces deux : L 4 e
nes sont done dans le LR
an de profil aa’. % i % I

Effectuons un chan- f g e N
ment de plan vertical, { o

prenant pour plan
rtical le plan des axes.

Le point a,a’ vient en
/,, I'un des axes est
,a,'autreesta, b, nous
uronsles génératrices '

contour apparenta’,d i
sant avec la ligne de terre 'angle X du plan avec le plan
rtical et a',e faisant avec le plan horizontal 'angle .

Nous avons donc ramené la figure au cas de la figurc 297

417). Le plan étant construit dans cette position, on fera le
angement de plan.
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420. Autre solution des mémes problémes en employant
ux cones circonscrils @ la méme sphére.
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~ Nous pouvons appliquer les constructions du plan tangent
commun & deux cones circonscrits & la méme sphére au
triedre.

6° cas des angles triodres. — On donne les trois
angles diedres A, i, 7 (Fig. 300.)

Nous disposons de la méme maniére les données de la
question, I'une des faces estle plan horizontal, I'autre face
est le plan P'«P perpendiculaire au plan vertical ; nous vou-

8
&,.
W

A
/

lons construire un plan faisant avec le plan horizontal
T'angle X et avec le plan P'aP I'angle .

Tracons une sphére de rayon arbitraire et ayant son
centre sur la ligne de terre en a,a’. Les cercles de contour

apparent horizontal et vertical sont confondus.

I,
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Nous figurons un cone & axe vertical circonserit, dont les |
inératrices font avec le plan horizontal I'angle }; il suffit i
> tracer. §'c’ tangent a la sphére et faisant avee la ligne de H
rre l'angle X; le sommet du cdne est # dans le plan ver-
cal, sa base est le cercle de rayon o', :

Nous tragons un second axe a/'d’ perpendiculaire au plan : 1
P et passant par le centre, le sommet d'un second cone {
rconserit 4 la méme sphére et faisant avee lo plan I'angle :
nné est au point /” obtenu en menant la tangente /¢’ qui
it avec P'a 'angle . ; le sommet £ est dans le plan vertieal, :
[’V est la trace verticale du plan tangent commun cherché, : !

trace horizontale est gk tangent 4 la base du cone dent "
xe est vertical. Les trois arétes sont ks, k, kp. ]

La seconde tangente fm mende a la base du cone donne {
e seconde solution symétrique. il

Cette construction trés simple montre immédiatement 1a :5;
ndition de possibilité du triédre. ]

Pour que la construction soit possible, il faut pouvoir
ner par le point § une tangente 4 la base du cone ; la posi- :
n limite de ce point g (I'angle ) restant fixe et l'angle p 1
riant), est le point ¢/, alors le sommet du céne est .

Le plan est R'¢'4’ perpendiculaire au plan vertical, le
édre est remplacé par un prisme.

Appelons = I'angle de P'aP avec le plan horizontal. !

L'angle i est égal a l'angle #'s'¥’, et nous avons :

=4 A 4 g = 1800,

Ce qui est la limite minimum pour la somme des diadres H
In triédre. £

En effet, considérons le triddre supplémentaire dont les ol
es sont A =180° — p, B =180°— ), C = 180° — ., '

Les conditions de possibilité de ce triddre sont :

10180 — = < (180 — A) + (180 — p);

20 (180 — =) 4 (180 — X) + (180 — pz) << 360e,

Qu’on peut écrire:

10180 + = > A 4 g

207 X 4 > 180e.

421. 2 application. — Construire un plan faisant avee
plans de projection des angles donnés. (Fig. 301.)

= e <

o) PO, S
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Prenons une sphére auxiliaire ayant son centre sur la
i eint a,a’.
hgngoi:tiizz;sdfn c(‘me’é axe vertical_dont Yaxe est ;’b’, <1at
dont 1a ‘génératrice b'd’ fait avec la ligne de terre l'angle
. du plan avec le plan horizontal, sa IIJas.e est le c.ercle
denne ¢u P décrit du point o
comme centre avec
a'd comme rayen.
Construisons un
second coéne dont
I'axe est ac perpen-
diculaire au plan
vertical, nous tra-
cons sa génératrice
cf’ faisant avec la
ligne de terre I'an-
gle demandé du
plan avec le plan
vertical. La trace
horizontaledu plan
cherché passe par

le point c et est tan-
gente & la base du cone dkm, c¢’est donc cx, la trace verticale

passe par le point &, c’est donc «b’, et comme vérification cette
ligne doit étre tangente au cercle de base du second cone
dans le plan vertical qui a pour rayon o'f’s .

On obtient une seconde solution en menanf.; flu p(?ln.t ¢ la
tangente de l'autre coté de la base.'La position 'hmxte_ du'
point ¢, pour que le probléme soit possible, est le point £ situé
sur le cercle de base du cone; alors la tangente est kR paral-
léle 4 la ligne de terre, et la trace verticale du plan est né-
cessairement &R’ aussi paralléle a la ligne' de terre. Il faut
remarquer que le plan vertical, le plan horl-zontal et le plap
oblique forment un triédre qui, dans ce dgrmer cas, se réduit
a up prisme, et en effet la somme des trois angles diédres est
alors égale a 180°. s :

Enfin la méme construction peut servir a construire un
plan faisant avec deux plans donnés des angles donnés.




SPHERE EMPLOYEE COMME SURFACE AUXILIAIRE. 113

422. Probléme. — Construire l'intersection d'un cone de
olution et d’'une sphére ayant son centre qu sommet du céne
g. 305.) :

Tous les points de la section sont 4 égale distance du
nmet du cone, et par consé-
ont sont sur un cercle dont
plan est perpendiculaire a
xe du cone.

La section est donc un cer-
dont le plan est perpendi- =~
aire a 'axe, et il suffira pour
enir I'intersection, de con-
tre le point de rencontre
ne des génératrices avec la
ére. Il sera commode d’employer une génératrice de
tour apparent quand I'axe du cone sera paralléle & un plan
projection. Si I'on considére les deux nappes du cdne, I'in-
section comprendra deux cercles égaux et paralléles.

423. Application. — Construire intersection de deuz
s de révolution qui ont méme sommet. (Fig. 306.)

Les deux cOnes ayant méme sommet ne peuvent se couper
> suivant des généra :
es, il faut avoir un - Fig. 306 /
nt de chacune de ces /
ites. La méthode con-
e d couper les deux -
es par une sphére /
nt son centre au som- |
'commun; cettesphere i
ermine dans chaque
e deux cercles (422), *
es points de rencontre
ces cercles seront des

nts des génératrices
rchées.

La construction est surtout facile si 'on a amend les axes
deux cones a étre paralléles 2 un plan de projection.
si ASB est le contour apparent d'un coéne dont I'axe SH

T Seycacs
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est horizontal, I'angle ASB est la vraie grandeur de I'angle
au sommet du cone; de méme, CSD est 'angle au sommet
d’un second cone dont I'axe SK est horizontal:- On voit immé-
diatement que ces deux cones ont une partie commune BSC
et se coupent. Nous employons une sphére de rayon arhi-
traire SA ayant son centre au sommet des cones. Les deux cer-
cles d’intersection dont les plans sont perpendiculaires aux
axes sont verticaux etse projettent suivant AB et CD ; ils se
coupent en deux points projetés au point E et symétriques
par rapport au plan des deux axes ; on obtiendra la cote d'un
de ces points en rabattant 1'un des cercles, AB par exemple ;
la cote est EE et les génératrices sont déterminées; leur
projection commune est ES et on a la cote du point E.

Nous n’avons considéré ici qu'une nappe de chacun des
deux cones et nous avons obtenu deux génératrices.

Deux cones de révolution peuvent avoir deux, trois ou
quatre génératrices communes. ‘

1o o X - y<<180° Nous prenons pour plan de projec tion
le plan des deux axes. (Fig. 307).

Considérons deux cones, 'axe du 1°* cone est a, S aet son
contour apparent est
eSf, nousavons prolongé
les génératrices en &S
et fiS. L'axe du second
cone est 5:Sb et le con-
tour apparent est ¢Sd,
nous 1’avons prolongé en
c1Sds.

Tragons une sphére
de rayon arbitraire; elle
détermine dans le pre-
mier cdne les deux cer-
cles projetés ened eteids;
elle détermine dans le
: second cone les deux
cercles projetés en ef et eifi; les quatre points d’intersection
sont projetés en ki et k, et ces points sont évidemment symé-
triques par rapport au seommet S. i1y

Les cotes des quatre points sont égales, et l'intersection

£ig.307
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deux cones se compose de deux génératrices seu- 14!
ient. i

Si nous désignons par « I'angle générateur (% angle au

imet) du premier cone, par § 'angle des deux axes, par y
gle générateur du second cone, nousavonsa 48X y<<180°. it
2 a+4B-+ y= 1800, £
;. 308). Fig.308. [
Les axes sont aiSa |
1Sb.

Les contours appa-
ts sont ¢Sd prolongé
1Sds et eSey prolongé
cSes, on voit que la
me o8 -y =180°.
Les intersections de
deux cOnes avec la
ére sont les cercles
jetées en ecy, cey et
erdy.

Ces cercles se cou- il
t d’abord en quatre
ts projetés sur les deux points ket &y évidemment symé-
ues par rapport au A
met S et qui don- F5.509 ‘ 3

e o S R I e o o
’

\
\
[}
'
i

i e xS

t les deux généra-
es projetées suivant
;3 ils sont ensuite
rents en ¢ et ¢; et les
X cones sont tan-
s suivant la généra-
> ¢18¢ située dans le
. des deux axes.
.es deux cones ont
> trois génératrices
muanes.

a8 4y > 1800,
. 309.)

s axes sont, a;Saet 5;Sh,
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Les contours apparentssont /S e prolon géenfiSeietcSd
prolongé en ¢y Sdi. X aX g +y>180°..

La sphére coupe ces deux cdnes suivant quatre cercles
projetés suivant ed, e1 di et ef, & fi.

Ces quatre cercles se coupent en 8 points projetés deux
deux en k, k, ki, ks. Les points A et y sont dvidemmentsymeé-
triques par rapport au sommet, ainsi que les points & et k1;
par conséquent, nous obtenons en tout quatre génératrices,
deux projetées sur & S Ay et deux projetés sur k S k1.

424. 1 Cas des angles triédres. —La discussion
que nous venons de faire au sujet Au nombre de génératrices
communes a deux cones de révolution ayant méme sommet
s’applique évidemment au premier cas de I'angle triédre (226).
En effet, quand on donne les 3 faces, la 3=¢ dréte est une
droite faisant avec les deux autres des angles donnés, c'est
donc la génératrice commune & deux cones de révolution
ayant méme sommet.

Dans le premier cas on obtient deux triédres symétriques.

Dans le deuxiéme cas on obtient deux triédres symétriques
ot un triédre réduit & un plan, la génératrice commune cSe,
(fig. 308) étant dans le plan des deux axes.

Dans le troisieme cas, nous avons les deux triédres symeé-
triques dont les arétes sont proj otées suivant kSk,, les points
k et &, (fig. 309) étant donnés par les cercles situés tous deux
sur les nappes inférieures ou sur les nappes supérieures des
deux cones. Mais les triédres correspondant a l'aréte hSh/ ne
satisfont pas & la question, on prend un cercle sur la nappe
mférieure, I'angle de la génératrice avec la partie inférieure
de I'axe est le supplément de I'angle donné.

494 bis. Droite faisant avec deux droites
des angles donnés. — La droite est paralléle a la troi-
siome aréte d'un triédre dans Jequel on connait lestrois faces.
On construit ensuite une droite paralléle  cette troisieme aréte
ot rencontrant les deux droites (133-13%).

Nora. — On peut remarquer que dans tous ces problemes la ligne
de terre ne sert qu'a marquer des différences de cotes ou d’éloigne-

ments et qu'on peut la supprimer sans rien changer aux solutiong; | 1

aous recommandons cet exercice aux éleves.




SECTIONS PLANES

'T INTERSECTION DES SPHERES ENTRE ELLES

5. Construire la section plane d’une
sre.— La spheére esto,0’, le plan est P'«P. (Fig. 309 A.)
ous coupons la sphére et le plan par des plans auxiliaires.
us pouvons employer des plans horizontaux, par exemple
n a4’ ; il détermine dans la sphére un cercle qui a pour
stre &'¢’ et qui se projette en vraie grandeuar sur le plan
ontal suivant bdecf, il détermine dans le plan I’horizon-
lont la projection horizontale est adf, et ces deux lignes
isent aux points det f, projections horizontales de deux
s de Lintersection dont les projections verticales sont d'

ngente. — Construisons la tangente a la courbe au
f.f'; cette tangente sera dans le plan sécant, elle fera
» du plan tangent a la sphére au point considéré, donc
ora I'intersection des deux plans.

~plan tangent a la sphére au point £,/” est perpendicu-
au rayon of, of’, menons la ligne de front f'# perpendi-
e & of" dont la projection horizontale est f& et dont le
h est la trace ; la trace horizontale du plan passe par
nt 2 et est perpendiculaire a of; c’est la droite kk. Le
k ot se croisent les traces des deux plans est la trace de
gente, sa projection verticale est %, et comme elle passe
 point £,/’, ses deux projections sont kf, K'f".

ta. — (On doit avoir soin dans les épures de figurer les
ntes en lignes de construction, ce ne sont point des
 réelles comme les surfaces qu’on représente, elles ne
i vues ni cachées, ce sont des lignes accessoires qui
nt plus exact le tracé des courbes).

e e
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ui contient le cercle de contour

horizontal Zo' q
nne les points projetés horizo

Le plan
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’

onstr
H
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2 Nous pouvons employe

nous appliquons cette ¢
rent vertical de la sp

¢'r. Nous obtenons ainsi les points ¢’,{

dans la sphére le cercle de contour apparent et dans le plan

la droite de front p'

at o, r;
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Nous pouvons employer des plans verticaux quelcon-
assant par le centre de la sphére; nous appliquons cette
‘uction au plan vertical sou que nous prenons perpendi-
e a aP.
planvertical détermine dans la sphére un grand cercle,
le faisons tourner autour de la verticale du point o,0’
le rendre paralléle au plan vertical, de maniére a le
er sur le contour apparent de la sphére; il détermine
e plan une droite dont la trace horizontale est au point s
1t nous devons chercher un autre point.
marquons que cette droite située dans le plan rencontre
wu point ou I'axe perce le plan, c'est-i-dire au point o’
1 précédemment par lintersection de la droite de
' avec l'axe; s'w’ est donc la projection de la droite
rsection du plan sécant avec le plan vertical auxi-
S0U.
ns la rotation du plan sou le point ' reste fixe, le
s’ vient en s,¢',, et la droite devient &',e’ qui rencontre
our de la sphére en 7, et «; que nous ramenons par
n en sens inverse sur la droite s'’ en ¢,¢ et o, u.
pourrait construire ainsi un nombre quelconque de
de I'intersection.
wgentes horizontales. — Les points ¢,/ et «',u obtenus
> plan vertical perpendiculaire 4 «P sont les points pour
ls la tangente est horizontale. En effet, pour tous les
de la sphére situés dans ce plan, les rayons sont pro-
ur la trace horizontale, et les plans tangentsa la sphére
S ces points ont leurs traces horizontales perpendicu-
a sou, projection des rayons, et paralléles a «P. Donc
s points de 'intersection situés dans le plan, la trace
ntale du plan tangent et la trace horizontale du plan
sont paralléles ;1a droite d'intersection des deux plans,
-dire la tangente, est horizontale, et sa projection ho-
le est paralléle 4 oP et perpendiculaire & sou.
projection horizontale de I'intersection est une ellipse.
%.-points ¢ et u les tangentes sont paralléles, donc la
tu est un diametre, et comme les tangentes sont per-
ulaires au diamétre, fu est un axe.
s pouvons trouver le second axe, il passe par ie mi-
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lieu v de , lui est perpendiculaire, done il est paralléle
4 oP ; c'est une horizontale zv du plan, et sa projection-verti-
cale est Zz'y’ ; nous coupons par le plan horizontalzzy’ qui
détermine dans la sphére le cercle proj eté horizontalemeul
en ay, les points de rencontre z,% ety,y avec la ligne zv sonf
les extrémités du second axe.

Nous nous sommes contentés de relever les projections
verticales des points obtenus, I'ellipse est tracée par points,
le centre est en ', milieu de ¢w et projection de v, et nous
avons deux diamétres conjugués vy’ et o',

On peut construire les axes de la projection verticale. 1
est évident, en effet, qu'on peut employer comme plans auxis
liaires des plans perpendiculaires au plan vertical, passan
par le centre de la sphére, ces plans couperont la sphére sui-
vant des grands cercles qu'on aménera & &tre horizontaux ef
a se projeter sur le contour apparent de la sphére par rota-
tion autour d'un axe perpendiculaire au plan vertical ét pas-
sant par le centre. Le plan auxiliaire perpendiculaire a aP"
donnera le petit axe de la projection verticale ; Pautre sera
une droite de front, et les constructions sont les mémes qué
celles que nous avons faites pour laprojection horizontale.

Parties vues et cachées. — L’arc m'u'n’ est au-
dessus du contour apparent horizontal, il est vu sur la pro-
jection horizontale.

L'arc gfar est en avant du contour apparent vertical, il
est vu sur la projection verticale.

Autre construetion, — Nous allons construire uni-
quement les axes des ellipses, projections de I'intersection;
et nous ferons cette construction par changements de plans,
au lieu de la faire par rotations. (Fig. 309 B.)

Le centre de la sphére est en 0,0, le plan est P'aP.

Nous prenons un plan auxiliaire vertical LyT: perpendi-
culaire 4 «P ; la nouvelle trace verticale du plan est gP's, le
centre de la sphére est en o,; le cercle d’intersection est
projeté en d,¢'y; de est I'un des axes, lautre passe par
point 7, milieude de etest hg égal au diamétre d',¢', du cercle
d'intevsection. Les points situés sur le contour apparent ho-
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ontal sont projetés verticalement en ¥, et leurs projec-
ns horizontales sont & et /.

Larc ldk est vu.

Pour obtenir la projection verticale, nous prenons un
n horizontal auxiliaire L,T; perpendiculaire & P'a, nous
aisons passer par le centre de la sphére, et nous diminuons

Fig. 309 B

7=

Sloignements de I'éloignement du centre, afin que le nou-
1 contour apparent horizontal se trouve confondu avec le
our vertical ; nous évitons ainsi de tracer un nouveau
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cercle, c'est-a-dire que nous faisons le rabattement sur le
plan de front passant par le centre. Tragons la ligne de front
du plan passant par le point o,0’; cette ligne om, m'n’ ren-
contre LsT; en ', point fixe par lequel passera la nouvelle
trace horizontale ; construisons le point de rencontre du plan
avec la perpendiculaire au plan vertical menée par le centre,
et pour cela employons le plan horizontal o’s’ qui détermine
dans le plan I'horizontale pg et nous donne le point g, dont
la nouvelle projection horizontale est g1, en sorte que la trace
du plan est gin".

ity est la projection horizontale du cercle d'intersection,
et nous obtenons les axes »¢ et zv'y ; les points situés sur
% ie contour apparent
sont projetés en ' et
sont les deux points

u etz

L’arc u'r'z’ est vu.

Fig. 309 ¢

426. Probléme.
— Trouver les
points de ren-
contre d’une
T droite et d’umne

sphére.

La sphére a son cen-
tre.au point o,0". (Fig.
309 C.)

La droite a pour pro-
jection ab, a't'.

Nous considérons le
plan vertical qui pro-
jette la droite et nous
lerabattons surle plan
horizontal. Ce plan

_coupe la sphére sui-

: vant un petit cercle

dont ¢d est la projection horizontale, dont le centre est a la
méme-cote que le centre de la sphére. (La perpendiculaire
abaissée du centre de la sphére sur le plan et qui donoe le cen-
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de la section est horizontale) Le cercle se rabat suivant
ucle ayant pour centre o',, la droite suivant af,, et les
ts de rencontre sont rabattus en ¥, et #,, il suffit de les
ver sur la droite en &,k et 4,4

.es points 4 et k se trouvent en avant du contour apparent
ical, leurs projections verticales sont vues et les parties
et &'6’ de la droite sont vues.

. point ' est au-dessous du contour apparent norizontal,
rojection horizontale est cackée; par suite la partie ck de
roite est cachée.

.e point & est vu ainsi que la partie &b de la droite.
totation. — Cette méme construction peut se faire par ro-
n, on peut faire tourner le plan qui projette la droite
ur d'un axe vertical passant par le centre de la sphére,
aisant tourner en méme temps la droite et le cercle qui y
 contenus pour 'amener a étre paralléle au plan vertical.
Nous laissons au lecteur le soin de faire cette con-
ction.

Exercices : 1° Construire le centre etle rayon d’une
re passant par trois points et tangente a un plan.

On prendra les trois points dans le plan horizontal, et le
 perpendiculaire au plan vertical.)

° Construire le centre et le rayon d'une sphére passant
trois points et tangente a une droite.

On prendra les trois points dans le plan horxzontal et la
te parallele au plan vertical.)

i127. Probléme. — Construire lmtersection de deux
res. (Fig. 310).
)n donne deux spheéres ¢,¢’ et 0,0’, on veut construire leur
rsection.
Nous pouvons obtenir la courbe d'intersection par points
oupant les deux surfaces par des plans horizontaux.
>renons un de ces plans a'', il détermine dans lasphére C
ercle dont le diamétre est a4’ et qui se projette en vraie
deur sur le plan horizontal; il détermine dans la sphére O
ercle dont le diamétre est ¢'d’ et qui se projette en vraie
deur sur le plan horizontal. Les projections se coupent
Poryr, — T. Ik 9
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en deux points fetg qui sont les projections horizontales de
deux points de Iintersection; on obtiendra facilement les
projections verticales de ces points sur le plan horizontal a'd'.
Nous avons pro-
jetéle point fen f'
et nous nous pro-
posons d’obtenir la
tangente ala cour-
be en ce point.
La courbe est
tracée ala fois sur
les deux surfaces,
sa tangente fera
done partie du
plan tangent &
chacune des surfa-
ces et sera leur
intersection.

Le plan tan-
gentala sphére C
au point ff’ est
! ¥ perpendiculaire

g s : au rayon c¢fy T,
nous tracons 'horizontale fh (perpendiculaire & ef), [’ etsa
trace verticale 2’ est un point de la trace verticale du plan
tangent qui est «#? perpendiculaire acdf.

Le plan tangent a la sphére O au point f.f estobtenu &
I'aide de I'horizontale fk,f’k', et sa trace verticale est &'/ per-
pendiculaire a f'o'.

Ces deux traces verticales se croisent au point 7, trace
verticale de la tangente, qui passe par le point f,f" et dont les
projections sont /f, /f’. On pourra construire autant de points
quon voudra de la courbe, cette courbe est un cercle dont
la projection est une ellipse; nous allons déterminer les axes
de la projection horizontale.

Soient oo’ et ¢’ les centres. (Fig. 311.)

‘Nous effectuons un changement de plan vertical, en pre-
nant le plan vertical paralléle ala ligne des centres ; la ligne
de terre est L, T, paralléle a oc.




INTERSECTION DES SPHERES ENTRE ELLES. 125

Les centres se projettent en o, ot ¢\, et la courbe d’inter-

ection, située dans un Plan perpendiculaire 4 la ligne des
entres, a pour projection verticale a',¥/;.

La projection de ce cercle est une ellipse dont le centre

st au point d, projection sur co dy point dy, dont 1e grand
xe est def

erpendi -
1laire a co
, égal au
lamétre
1 cercle;
petitaxe
t ab pro-
ction de
o, (244).

Nous
)Uvons
arquer
. points
cette el-
se tou-
> les con-
'S appa-
1its  des
X sphe-

<z

.

Le con-
I' appa-
t hori-
taldela /

1ére C :/\‘7'/\ v,
projeté i | [ K-LjF

ticale - ‘\\ ; /

nt en “‘,&’J"Z'i‘_ A \

t (392)’ \\"é/ et \\‘\i'g,i |

s deux

its projetés en #/, et dontles projections horizonta]eg sont &
sont les points de contact avee la sphére ¢; on obtient de
1e en /', les points dont les projections horizontales 7 et m

B g W i - e e e e e
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donnent les points de contact avec le contour apparent de la
sphére’d.

On peut trouver les axes de la projection verticale de
Dellipse en faisant un changement de plan horizontal sur un
plan paralléle a la ligne des centres.

Nous nous sommes contentés de relever les points obtenus
sur la projection horizontale. Les points & et & en & et &' sur
la projection verticale cA'% du contour apparent horizontal,
le point p situé surla projection horizontale du contour appa-
rent vertical de la spheére ¢ en p'.

Nous avons fait la distinction des parties vues et cachées.
La projection verticale sur LT, montre clairement que l'are
projeté verticalement &', 7', en et horizontalement en mbl sera
le seul arc vu sur la projection horizontale. Quant a la pro-
jection verticale, cest l'arc dont la projection horizontale
est ghr situé en avant du contour vertical org qui correspond
a l'arc r'k'¢/, seul vu sur la projection verticale.

428. Probléme. — Construire les points communs @ trois
sphéres. (Fig. 312.)

La méthode consiste a construire les cercles d'intersec-
tion des trois sphéres deux a deux; on obtient trois cercles
qui doivent passer par les deux points d'intersection cher-
ches.

Pour faciliter un peu I'exécution de I'épure, nous suppo-
sons qu'on a amené d'abord la ligne des centres de deux des
sphéres a étre paralléle au plan vertical.

Les centres sont a,¢ et 6,5 situés sur une droite de front,
le troisiéme centre este,c’. (Fig. 312.)

La courbe d’intersection des sphéres A et B est un cercle
dont le plan est perpendiculaire au plan vertical et qui est
projeté sur d'¢’. Ce plan coupe la sphére C suivant un cercle
et les points de rencontre de ces deux cercles sont les points
cherchés. Nous rabattons ce plan dem’ sur le plan de fronk
qui passe parle centre dela sphére A. Lecercle de'se rabatsui-
vant la circonférence dont cette droite est le diamétre; le
cercle d'intersection avec la sphére C a son centre en ¢ qui
se rabat en 7 tel que 7, =1'éloignement du eentre ¢ par rap-
port au plan de front ab, le diameétre est !'m’; nous tragons

...s
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» cercle qui rencontre la circonférence d'¢’ aux deux points
i sont les points cherchés rabattusen p, et ¢,. On les reléve
abord en p' et ¢/, puis en p et ¢ au moyen des éloignements
p, et ¢'q, par rapport au plan de front ab. -

Si I'on veut représenterles trois sphéres, il faut construire
s trois courbes d’intersection.

A et B se coupent suivant le cercle dont de¢ est la
ojection verticale, et dont l'ellipse dpkeghf est la pro-
ction horizontale. Les points de cette ellipse sont
ytenus cumme nous I'avons expliqué dans le probléme pré-
dent (427). :

Nous avons construit I'intersection des sphéres B et C en
isant un changement de plan vertical, L,T, étant confondu
ec be. Le cercle d'intersection /15’y a pour projections (pro-
éme précédent) sgtrp et po't’q'.

Nous avons construit 'intersection des sphéres A et C en
isant un changement de plan vertical, LsTs étant confondu
ecac. Le cercle d'intersection #/, 3, a pour projection zyp3ysq
MALE .

Parties vues, projection horizontale. (Fig. 312.)

Nous faisons observer que l'arc du cercle intersection de
et C projeté en 2/, 7,, est au-dessus des contours apparents
rizontaux des trois sphéres, I'arc zyqw est vu.

Le point ¢ est vu, le point p est cacké.

Nous considérons ensuite le cercle, intersection de A et B,
nt la projection verticale est d'e’, I'arc kgek est vu. La troi-
eme ellipse projection de lintersection de C et B est vue
puis le point ¢ jusqu'au point ¢, mais en ce point le cercle
nétre dans la sphere A et est caché

Le contour apparent de la sphére A est supérieur aux
PuX autres, il est vu jusqu'aux points k et w auxquels il pé-
¢tre dans la sphére B et dans la sphére C.

Le contour apparent de la sphere C est au-dessus du con-
ur de la sphere B, il est vu 4 partir du point ¢ ou il sort de
. sphére B jusqu’au moment ot il croise en dessous de la
gure le contour apparent de A qui le recouvre.

Enfin le contour apparent de B n’est vu qu’entre les deux
utres.

Projection verticale. — C’est la sphére C qui est en avant,

|
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ce seront les courbes tracées sur cette sphére qui vont déter-
miner les parties vues.

Le point p’ est vy, le point ¢’ est caché.

Dans Pintersection ¥p'y'q’f’ de G et de A, l'are p'y’ est vu.

Dans lintersection €p'0'?q’ de G et de B, l'arc p'¢ est vu.

Lintersection d'¢' de Bet de A estoue depuis @ jusqu’en p’,
point ou elle entre dans la sphere C.

Le contour apparent de G est caché en o'c'y, le reste est
vU.

Les deux autres contours devront 8tre vus jusqu'au point
d’ et jusqu’au point ¢, tant qu'ils ne sont pas recouverts par
la spheére G.

Exercice. — Nous engageons les éléves chercher a vepré-
senter les projections du solide commun aux trois sphéres.

Nore: Nous ferons observer que dans toutes les figures
309 C 4312 la ligne de terre ne sert qu’a prendre des cotes
ou des éloignements relatifs de points nécessaires a la con-
struction des projections auxiliaires, on pourrait s’en dispen-
ser sans modifier les solutions des problémes auxquels ces
figures se rapportent.
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SECTIONS PLANES

429. — Construire la section d’un cylindre oblique par un
n (Fig. 313.)
Le cylindre a pour base la courbe abe dans le plan hori-
'tal, ses génératrices sont paralléles a bs, 5. Le plan
P«P. '
Les plans auxiliaires que nous allons employer n'ont pas
utre condition a remplir que celle d’étre paralldles aux
1ératrices du cylindre. En réalité, on cherche les points ou
différentes génératrices du cylindre percent le plan sé-
t en faisant passer des plans par ces lignes.
Nous pouvons prendre les plans auxiliaires paralléles entre
. et alors leurs intersections avec le plan sécant seront
lignes paralléles; ou bien prendre des plans auxiliaires
sant par une méme droite paralléle aux génératrices et
pant le plan sécant suivant des lignes passant par le point
a droite fixe perce le plan sécant.
1o Plans auxiliaires paralléles.
Nous prenons des plans qui projettent les génératrices
le plan horizontal; un de ces plans a pour trace horizon-
vdu, il détermine dans le cylindre la génératrice dp, dp’,
lans le plan la .:vite dont la projection verticale est u?';
oint d’intersection cherchd est projeté en p', p.
Un autre plan bsyz détermine dans le cylindre la généra-
e bs, 's’ et dans le plan la ligne dont la projection verti-
- est 2’s’ paralléle a w'v', le point d’intersection est s.¢’...
La méme construction s’appliquera aux génératrices de
tour apparent, soit horizontal, soit vertical.
On efit pu prendre les plans qui projettent les généra-
es sur le plan vertical et obtenir aisément, par l'un ou
tre de ces deux systémes de plans auxiliaires, autant de
its de l'intersection qu’on voudra.
langente. — Cherchons la tangente au point 5,5’ ala courbe
tersection; cette tangente est dans le plan tangent au
ndre en ce point, et comme elle est dans le plan sécant,
est U'intersection des deux plans.

<

T s

e o T e el SR S BB Y

o mare = =i




132 GROMETRIE DESCRIPTIVE.

Le plan tangent au cylindre au point s,s" est tangent tout
le long de la génératrice et sa trace horizontale est la tan-
gente bt 3 la base.

Le point ¢ ot se croisent les traces horizontales des deux
plans est la trace horizontale de la tangente, et comme cette
ligne passe par le point s,s', ses deux projections sont s, 75,

.
=R
s

%

i'\-'" N . e f’

Essayons d’appliqner cette construction au point r,#’ situé
sur la génératrice er, ¢, la trace du plan tangent estcy qui
‘ne rencontre pas oP dans les limites de I'épure, nous n’avons
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la trace horizontale de la tangente, il faut en construire
autre point. .

Nous coupons le plan tangent et le plan sécant par un plan
iliaire, et nous prenons un des plans employés déja pour
°nir la section du cylindre, le plan vertical bzz par exem ple.
. plan projetant la génératrice bs, £'s’ donne dans le plan
nt la droite tracée dont la projection verticale est z'¢’, et
 le plan tangent une ligne paralléle aux génératrices (car
eux plans sont paralléles aux génératrices) dont la trace
e point z. La projection verticale 2y de cette ligne ren-
re la projection verticale 28 au point ¥’ projection verti-
d’un point de la tangente, ¥ est la projection horizontale
oint; yr, y'r est la tangente.

angente horizontale. — Cherchons le point pour lequel la
ente est horizontale. '

our que I'intersection de deux plans, dont aucun n’est
ontal, soit horizontale, il faut et il suffit que leurs traces
ontales soient paralléles. :

lenons 4 la base une tangente d7 paralléle i oP. Le
pp’ construit comme tous les autres points sur la géné-
ce dp, d'p’ de contact du plan tangent est le point pour
1 la tangente est horizontale. Dansle cas actuel on pour-
onstruire a la base une autre tangente paralléle & oP
benir une seconde tangente horizontale.

0. — Trouver le pornt de la courbe dintersection pour lequel
gente est paralléle & une droite donnde. (Fig. 314.)
L base du cylindre est abe, les génératrices sont paral-
A bd, b'd, le plan sécant est P'uP.
yus devons d’abord observer que la tangente sera dans
n séeant ; la direction doit &tre paralléle 4 une ligne de
écant, prenons dans le plan sécant une droite ef ' f.
tangente cherchée est I'intersection d’un plan tangent
e plan sécant; pour que intersection de deux plans
aralléle & une droite, il faut que les deux plans soient
éles acette droite, le plan sécant remplit cette condi-
il faut done mener au cylindre un plan tangent paral-
ef, €f’; le point situé sur la geénératrice ds contact
> point cherché.
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Suivant la régle pour construire le plan tangent, nous
menons par un point d,d’, pris sur une génératrice 4d, b'd’ une
paralléle dh, &'k & ef, ¢f’ (348); le plandont la trace horizon-
tale est bk est paralléle au plan tangent cherché.

Nous tragons ak tangente & la base et paralléle a bk, la

génératrice de contact est am, a'm’; la tangente cherchée a
sa trace au point k, est paralléle a ef, ¢f’ cest donc km, km'
qui croise la génératrice au point m,m’ demandé.

Observons qu’ici nous avons commencé par construire la
tangente, et que c’est elle qui nous a donné le point d’inter-
section de la génératrice avecle plan. Il y aurait une seconde
tangente paralléle a la direction donnée.

430 bis. — Trouver le point le plus d droite et le point le plus d
gauche de la courbe d’intersection. (Fig. 315.) L

Cest-a-dire les points pour lesquels les projections de la_
tangente sont perpendiculaires & la ligne de terre.

Ce probléme est ure application de la construction précé-
dente: la tangente cherchée ayant ses projections perpendi-
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ives & la ligne de terre est dans un plan de profil, elle
 étre dans le plan sécant, par conséquent elle est paralléle

intersection d'un plan de profil avec le plan sécant, nous
nons un plan de profil quelconque ef” qui détermine dans
lan P la droite ef,e’f. Nous construisons le plan tangent
allele 4 cette droite (343); pour cela nous faisons passer
' le point £,f" une paralléle fk, f’# aux génératrices; heest
race d'un plan paralléle au plan tangent, et nous condui-
s deux tangentes a la base al et ck paralléles & ek ; les
gentes cherchées ont pour projections /mm’ et kpp' et les
nts demandés sont les points de rencontre de ces droites
c les génératrices am, a'm’ et ¢p, ¢p'.

430 ter. — Trouver le point de lo courbe d'intersection pour
el la tangente passe par un point extérieur.

Nous ferons observer que le point doit étre contenu dans
lan sécant puisque la tangente est une droite du plan.

At e o o el e el o o
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Pour que l'intersection de deux plans passe par un point,
il faut et il suffit que les deux plans passent par le point. Le
plan sécant remplit cette condition, il faut donc construire
un plan tangent au cylindre par le point considéré (342);
Iintersection des deux plans sera la tangente cherchée.

430 (quater). — Section plane d'un cylindre de révolu-
tion. '

Laméthode que nous venons d’exposer s’applique aux
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cylindres de révolution. Un cylindre de révolution est défini -

par son axe ab,a’d’ et son rayon; un plan P est deéfini par
2 droites qui se coupent cd, ¢'d’ et ce, ¢'¢ (Fig. 313 bis) : Cons-
truire l'intersection du cylindre par le plan.
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Nous tragons une sphére inscrite dansle cylindre et ayant
0 centre en un point quelconque 4,6’ de I’axe ; coupons le
lindre et la sphére par un plan v rtical paralléle aux géné-
trices, par exemple, par le plan vertical qui contient l’axe,
cherchons les projections des génératrices contenues dans
plan. Ce plan détermine dans la sphére un grand cercle,
s le cylindre deux génératrices tangentes a ce cercle;
us rabattons le plan auxiliaire surle plan horizontal passant
" le centre de la sphére; le grand cercle se rabat sur le
cle de contour apparent horizental, 1'axe se rabat ena' b
a=a'a), les deux génératrices suivant 2 paralléles a a',6
gentes au cercle en £, et ¢,. Nous relevons les points de
tacten /,f et g,¢' (f6=ff,) et nous tragons les paralléles a
ce dont les projections verticales sont [t et y'K. D’autre
't le plan auxiliaire coupe le plan P suivant ladroite de,
» qui coupe les génératrices aux points 4’4 ev k,k. Nous
nons an autre plan auxiliaire vertical dont tous les points
¥ projetés sur la droite lmnp, et nous le rabat,9ns sur le
n horizontal qui passe par le centre de la sphére. Ce plan
ermine dans la sphére un petit cercle rabattu suivant le
cle décrit sur im comme diamétre, dans le cylindre deux
ératrices tangentes a ce cercle, 'une est rabattue suivant
', tangente paralléle i «,6. Nous relevons ce point de
tact en¢,¢’ (¢'y = ¢¢',) et la projection verticale de la géné-
rice est ¢'’. D’autre part le plan auxiliaire coupe le plan
uivant une paralléle np,n’p’ i de,d'e’; le point ou la généra-
e perce le plan est 7,

431. Probléme. — Construwre les points de rencontre
e droite et d’un cylindre. (Fig. 321.)

On donne un cylindre, donl la base est abe, dans le plan
izontal, les génératrices sont paralléles aad, a'd’, la droite
née a pour projections fh, /k.

La méthode consiste 4 faire passer par la droite un plan
alléle aux génératrices du cylindre ; ce plan coupe le
ndre suivant des génératrices qu'on obtient en prenant
race du plan sur le plan de base du cylindre, et en menant
les points de rencontre de la trace avec la base des géné-
rices qui coupent la droite aux points demandés.
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Nous prenons sur la droite un point h,k et nous condui- |
sons par ce point une paralléle K'k’, ik aux génératrices, 1o
trace de la droite donnée est le point £, la trace de la paral-
1¢le est le point %, donc /k est la trace du plan auxiliaire.

fk croise la base du cylindre aux points 6 et ¢ qui déter-
minent deux génératrices projetées en bm et c/; et ces deux
droites rencontrent la droite donnée aux points m,m', et L¢
qui sont les points cherchés.

432. Sections plares des cylindres a bran-
ches infinies.— Lasection plane d’un cylindre est toujours
une courbe de méme nature que la courbe de base; il ne peut y
avoir de génératrices paralleles au plan sécant, a moins que
le plan sécant ne coupe le eylindre suivant des droites; la
section plane d’un cylindre ne pourra présenter de points a
Yinfini que dans le cas oy, la directrice du cylindre ayant des
points & I'infini, il y a des génératrices qui s’éloignent a l'in-
fini.

1° Cas. — Prenons pour exemple un cylindre dont la
base est une hyperbole. (Fig. 322).
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Le plan sécant est PaP, et nous construisons un point
e l'intersection ¢,¢’ situde sur la génératrice ac, ¢’ en em-
loyant le plan acd qui projette horizontalement cette géné-
atrice et coupe le plan P suivant dre.

Faisons descendre la trace a en a,ay... et nous obtiendrons
ujours des points d’intersection qui s’éloigne.ront'de plus
) plus du point ¢'c, et, quand la trace sera 3 1'1‘nﬁ'm sur la
ranche d’hyperbole, le point d’intersection sera & linfini.

L'asymptote est Ig tangente en un point situé ¢ infini; elie
Pintersection du Plan sécant avec le Plan tangent suivant
zénératrice situde a I'infini, plan qui a pour trace 'asymp-
> ok, et qu'on nomme plan asymptotique du cylindre, La
ce de 'asymptote est le point m, nous allons en construire
autre point. Ce plan asymptotique est paralléle aux gé-
atrices; menons par le point o un plan auxiliaire vertical
alléle 4 ces droites et dont la trace est oh,

s le plan sécant la paralldle ho, Ko’ 3 df,
PoLyr, — T, 1,

il détermine
df, dapsle plan
19

0 7 e i 1 Sl . .
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asymptotique la paralléle ow,0's" aux génératrices; le point o,
o' est un point de l'intersection des deux plans c’est-a-dire de
I'asymptote qui est mo, m'e".

Si nous considérons les génératrices dont les traces séloi-
gnent de b vers b,, nous aurons un point 4 l'infini, le plan
asymptotique qui donnera 'asymptote correspondante est le
méme que pour le point a I'infini sur la branche a,, a,; ces
deux branches de la section ont la méme asymptote.

Si la trace de la génératrice s’éloigne dans la direction a,
ou b,b,, nous retrouvons encore des points a l'infini dont I'a-
symptote est fournie par lintersection du plan P avec le
plan asymptotique dont la trace est on.

Nous obtiendrons un point de la seconde asymptote en
employant encore la paralléle aux génératrices menée par o.

Le point o, déja construit,ou cette paralléle perce le
plan P, est commun aux deux asymptotes. — La seconde
asymptote est nw, n'v’. ;

Le point w,o’ est le centre de I'hyperbole section plane du
cylindre. :

432 bis. On peut trouver les sommets de I’hyperbole.

S'il s'agit des sommets réels dans l'espace, utiles pour
obtenir la vraie grandeur de la courbe, on remarquera qu'ils
se trouvent sur la bissectrice de I'angle des asymptotes; on
construira donc la bissectrice de l'angle des deux droites
nw, W, et mo, mo' (213) et 'on cherchera les points de ren-
contre de cette droite avec le cylindre (431).

On peut désirer connaitre les sommets de la projection
horizontale ; ces sommets sont projetés sur la droite ws bissec-
trice de I'angle mwn.

ws est la projection d’une droite du plan dont la projection
vorticale est o ;on cherchera les points de rencontre de
cette ligne ws, w's’ avecle cylindre. (431).

On opérera de méme pour les sommets de la projection
verticale.

433. 2¢ cas. — Labase du cylindre est une parabole (Fig.
323.) Nous avons encore des pointsa Iinfini, mais la tangente
2 la base au point situé 4 I'infini est elle-méme & I'infini, ilny
a plus d’asymptote, la section est une parabole.
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Les plans diamétraux du cylindre parabolique sont des
lans paralléles aux génératrices mends par les diamétres de
a parabole; ils cou-
eront le plan sé-
ant suivant des
roites paralleles
uisont les diamé-
res de la section
lane.

Ainsi ab étant
n diamétre, les
énératrices étant
aralléles & af, a'f',
s deux droites dé-
rminent un plan
amétral; la géné-
trice perce le -~
anaupointf,f et . %
droite kf, f, ine '
rsection du plan-
amétral et du
an P est un dia-
otre.

433 bis. — On peut construire le sommet de la section
ns I'espace. C'estle point pour lequel la tangente est per-
ndiculaire & Af, #'f.

Le sommet de la projection horizontale s'obtiendra en
erchant le point pour lequel la projection horizontale de la
ngente est perpendiculaire 4 Af.

Nous aurons donc dans tous les cas & chercher le point de
section pour lequel la tangente est paralléle & une direc-
0 donnée (430). Pour le sommet dans I'espace, on rabattra
Plan sécant et le diamétre 4f, ¥'f", on tracera dans le plan
battu la perpendiculaire qu'on relévera ensuite.

Pourle sommet en projection, on construira la droite du
an dont la projection horizontale est Im, perpendiculaire

hf.
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433 ter. — 2° Section plane d'un cylindre en employant des
plans auxiliaires passant par une méme drotte.

Un cylindre a pour base la courbe abefe, a'd'c’ e’ située
dans un plan B perpendiculaire au plan vertical (fig. 323 bis);
une des génératrices est fm, fm’ ; on coupe ce cylindre par un
plan P défini par les 2 droites ki, KA’ et ih,i'k : Construire la
section.

Nous allons assujettir les plans sécants & passer par une
droite auxiliaire paralléle aux génératrices; nous prenons
une génératrice bg,b'g’. Les intersections de tous les plans
passant par cette ligne avec le plan B de la base passeront par
le point 4,8 auquel la ligne perce le plan, et si nous construi-
sons le point ot la ligne bg,b'y’ percele plan P, les intersec-
tions de tous les plans sécants avec le plan P passeront par
ce point. Or le plan qui projette la droite &g,b’¢’ surle plan
vertical coupele plan P suivant une ligne dont les projections
sont #g'w'v’ et guv; le point g, ¢ est le point cherché. Un des
plans sécants auxiliaires coupera le plan B de la base sui-
vant une ligne passant par le point 4,0’ et le plan P suivant
une autre ligne passant par le point g,g' et ces deux lignes
devront se croiser en un point de lintersection des plans B
et P. Construisons cette intersection : La droite kh, K4’ du
plan P perce le plan B au point &%, la droite du plan P
dont les projections sont v'u'¢’ et vux perce le plan B au point
¥,z ; 'intersection 1 des deux plans a pour projections Az et
Kb,

Cherchons & construire le point ot la génératrice fm, /o
perce le plan P.

Nous considérons le plan qui passe par fm, fm’ etla droite
auxiliaire bg, b'¢’, 1a trace de ce plan sur le plan B a pour pro-
jection horizontale 4f qui croise la projection I au point 7, {
est la projection de l'intersection du plan auxiliaire avec le
plan P et croise fin au point m projection horizontale du point
cherché dont la projection verticale est m'.

Appliquons la construction d la génératrice de contour appa-
rent verticaldont les projections sont ¢’z et ez : bew projection de
I'intersection du plan auxiliaire avec le plan B, wg projection
de l'intersection du plan auxiliaire avec le plan P; 2,z est
le point cherché.
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Génératrices de contour apparent horizontal, 1° génératrice
projetée en do. bdn projection de l'intersection du plan auxi-
liaire avec le plan B,ng projection de I'intersection duv plan
auxiliaire avec le plan P; o projection horizontale du point.
(Les projections verticales n’ont pas été tracées).

2° Génératrice projetée en ag (projection verticale iny-
tile) :

Si nous voulons employer un plan auxiliaire passant par
b9, &g’ nous observerons que lintersection de ce plan avee le
plan B aura pour Projection ab et ne rencontrera pas la
droite I dans 'épure, Changeons de droite auzilinire: prenons
ine autre génératrice dont nous ayons déja construit I'inter-
ection avec P, par exemple, fm, f'm'". afp projection de I'in-
ersection du plan auxiliaire avec le plan B ; pmg projection
le I'intersection du plan auxiliaire avec le plan P; g projec-
ion horizontale du point cherché

En employant cette méthode, eten faisant ainsi varier la
roite auxiliaire on peut obtenir autant de points de linter-
ection qu'on le voudra, en réduisant autant que possible,
étendue de la figure.

Tangente en un point, Soit le point m, m’
intersection du plan tan
 plan P.

Le plan tangent au point m, m’ estdétermind par la généra
'ice fm, f'm’ et latangente a 1a base au point f, f tangente dont
L projection est f¢; il faut obtenir un pointde I'intersection dy
lan tangent avec le plan sécant; nous assimilong le plan tan-
et & un cylindre ayant pour directrice la tangente et dont
s génératrices sont paralléles a celles du cylindre ; nous coy-
ns le plan tangent par un plan auxiliaire déja employs,
lui dont Pintersection avec le plan B se projette suivant
In; bdn croise ft au pointr, et le plan auxiliaire coupe le
an tangent suivant la droite s,

7’s’ paralléle aux généra-
ices; le plan auxiliaire coupe le plan P suivant la droite

ojetée en ng qui croise s ay point s projection horizontale
in point de la tangente, s’ sur s est la projection verticale
L point, la tangente a pour projection sm, s'm’. Nous avons ici
1e vérification : le point ¢, ¢ o la tangente 4 la base ren-
ntre la droite I est un point de lintersection du plan tan-

; la tangente est
gent au cylindre en ce point avee
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gent et du plan P, c'est un point de la tangente, les 3 points
t,¢ — s,s — m,m’ doivent étre en ligne droite.

Tangente horizontale. — Il faut trouver le point pour lequel
la tangente, intersection du plan tangentavecle plan sécant P
est une horizontale du plan P; don cle plan tangent en ce
point sera paralléle aux horizontales du plan P. Construisons
au cylindre un plan tangent paralléle aux horizontales du
plan P; une de ceshorizontales a pour projections y'm'i’ et yma.

Le plan déterminé par les deux lignes y'm'¥’, ymi et mf, m'f’
est paralléle au plan tangent cherché (345), son intersection
avec B se projette suivant fy, nous tragons & la base la tan-
gente o6 paralléle  fy, le plan tangent cherché touche le cy-
Tindre suivant la génératrice ay, ', la tangente demandée a
pour projections 6y paralléle & ymi et 6y perpendiculaire aux
projetantes; le point cherché a pour projections y et y'.

Dans le cas ot le point 6, 8'sera trop éloigné on cherchera
directement le point de rencontre de la génératrice ay, «y’
avec le plan P.

11 y a une seconde solution que nous n’avons pas figurée.

Tangente dont les projections sont perpendiculaires da la direc-
tion de la ligne de terre, — La tangente est dans un plan de
profil et comme elle doit étre dans le plan P elle sera paral-
1éle & lintersection d’un plan de profil quelconque Q' avec le
plan P, donc a la droite 0%, 63; les deux plans, le plan tan-
gent et le plan P qui se couperont suivant la tangente cher-
chde doivent étre paralléles a cette droite; menons au cylin-
dre un plan tangent paralléle 4 63, %' (345). Par chacun des
points 8, & et 3, 3 menons des paralléles &', 3\ et 6/, Oy aux
génératrices, ces deux paralléles déterminent un plan paral-
1ele au plan tangent et coupant le plan B suivant la ligne
dont M estla projection; nous tragonswp tangente a la courbe
et paralléle a \y; les plans tangents suivant la génératrice
no, w'e’ donneront une des tangentes cherchées dont les pro-
jections sont confondues suivant ps, ¢'d’; ¢, o est le point &
gauche de la courbe.

On peut mener une seconde tangente au poin ¢ paralléle
3 )y, et nous avons obtenu directement (sans figurer la cons-
truction) le point y, 3’ sur la génératrice ¢y, U/, point & droite
de la courbe.
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Construire le point pour lequel la tangente est parallle ¢ une
lirection donnée, ou passe par un point extérieur (Voir 430 et
30 ter). Généralisation des constructions précédentes que
0us ne répéterons pas.

Parties vues et cachées. Nous avons représenté les projec-
lons de la partie du cylindre comprise entre les plans B et
> (340), 4

Relations d’homologie. Les courbes B, base du cylindre,
> section plane sont deux figures homologiques, le centre
"homologie est & 'infini dans la direction des génératrices du
ylindre, l'axe d’homologie est la droite I intersection des
lans des 2 courbes. La propriété est projective.

Les droites qui joignent les points homologues doivent se |
ouper sur la droite I ;1es points & etf dela courbe B ont pour
omologues les points g et m situés sur des droites passant
1 centre d’homologie, éfet gm se coupe au pointm, De méme
et / ont pour homologues g et m situés sur des droites pas-
nt au centre d’homologie, af et gm se coupent au point p
r la droite I. De méme & et » (sur la tangente fr) ont pour
omologues g et s (sur la tangente ms). br et gs se coupent en n,
ais aussi fr et ms droites homologues se coupent au point ¢
r la droite I.

La construction que nous venons d’exposer est donc une
plication de la théorie des figures homologiques, et peut
>xpliquer trés simplement i l'aide de cette théorie ; une

ule projection suffit pour obtenirla projection de la section
ane.
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Nous allons d’abord étudier les principes et les regles sur
lesquelles repose le développement du cylindre en considé-
rant un cylindre droit a base circulaire, et nous appliquerons
ensuite ces principes au cas général.

434. Cylindre droit & base circulaire.— Nous
considérons un cylindre de révolution vertical, nous allons
construire lintersection de ce cylindre avec un plan P'aP
donné par ses traces. (Fig. 316.)

Il est évident d’abord que la projection horizontale de
I'intersection sera confondue avec la base du cylindre.

Nous allons employer des plans auxiliaires horizontaux ;
ainsi le plan horizontal d’¢f’ détermine dans le cylindre un
cercle dont la projection horizontale est confondue avec le
cercle de base, et dans le plan une horizontale def. Les deux
points e et /sont les projections horizontales de deux points
de l'intersection et nous les relevons en ¢’ et /".

Tangente. — Construisons la tangente au point /,f". Cette
tangente a une courbe tracée sur la surface du cylindre est
dans le plan tangent au cylindre au point considéré, elle est
dans le plan de la courbe, donc elle est Iintersection des
deux plans.

Le plan tangent au cylindre au point /,/” a pour trace
horizontale fg tangente 4 la base, et le point g ou se croisent
les traces horizontales des deux plans estlatrace horizontale
de la tangente ; cette tangente passe d'ailleurs parle point 7./,
dong ses projections sont gf, ¢'f".

Autre méthode. — Au lieu d’employer des plans horizon-
taux nous pouvons employer des plans passant par les géné-
ratrices du cylindre, c'est-d-dire des plans verticaux; ces
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ans, dont la direction est arbitraire, couperont le cylindre
livant des génératrices, et le plan suivant des droites qui
ncontreront les génératrices aux points chierchés. Prenons
ur exemple le plan de front cboa passant par le centre du
rele. Les génératrices situdes dans ce plan auront néces.
irement leurs traces horizontales aux points a et 4, ce sont
s génératrices de contour apparent vertical; le plan sécant
t coupé suivant la droite de front co'a’, et nous avons les
ints a,a’ et 6,6’ sur le contour apparent vertical.

Le plan de front, dont la trace k& est tangente & la base,
nne le point %/, et en ce point la tangente est précisément
ntersection du plan tangent avec le plan sécant, c’est-
dire la ligne de front &4,

Pour la méme raison, le plan tangent de front dont la
ace est o/ donne le point ¢, pour lequel la tangente est la
ne de front /7',

Considérons le plan vertical dont la trace horizontale
L pomn, passant par I'axe du cylindre et perpendiculaire
P, ce plan détermine dans le plan sécant la droite n'o'm’p,
ssant par le point o, obtenu au moyen de la ligne de
nt c'a’, et qui est le point de rencontre de 'axe du cylindre
ec le plan; les génératrices du cylindre passent par les
ints m et p, et neus trouvons ainsi les points m’ et p'. En
 points les plans tangents ont leurs traces perpendicu-
res a la droite mop, c'est-a-dire paralléles a «P. Donc ces
igentes intersections du plan sécant avec des plans dontles
ces sont paralleles 4 celles du plan séeant, sont horizontales ;
si le point m’ est le point le plus bas, le point p’ est le point
plus haut de la courbe d'intersection. Ces tangentes hori-
itales sont en réalité dans 'espace perpendiculaires 4 la
ne m'p’ qui joint leurs points de contact, cette droite qui

une ligne de plus grande pente du plan, puisque sa pro-
tion horizontale est perpendiculaire & «P, est donc un aze
Iellipse. Nous pouvons donc déterminer autant de points
la courbe qu'il sera utile, et la comprendre entreun grand
ubre de tangentes, qui nous donnent des diamétres conju-
s de Lellipse. La courbe, dans I’espace, est une ellipse
ée dans un plan oblique, son grand axe est Ia ligne de
s grande pente du plan projetée suivant pon, p'o'n’, mais
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nous ne pouvons pas obtenir directement les axes de la pro-
jection verticale. : '

433. Vraie grandeur de lintersection., —
La vraie grandeur de la courbe d’intersection s’obtient en
rabattant le plan sur l'un des plans de projection. (Fig. 316.)
Nous le rabattons sur le plan vertical. Le centre de lellipse
est le point 0,0’ : nous rabattons ce point au moyen dela ligne
de front oc, o'¢’ en O.

Nous rabattons le grand axe pon, p'o'n'z’; le point n,n’ se
rabat en N, le point #’ est fixe, la droite est donc Nz’ et doit
passer par le point O ; les points m,m’ et p,p’ se rabattent sur
cet axe en M et P qui sont les deux sommets. On peut cons-
truire le petit axe, ses projections sont ¢gr et ¢»' qui est le
diamétre conjugué de m'p’; la trace de cette droite est au
point ¢ qui ne change pas dans le rabattement, et la droite
se rabat suivant #O qui doit étre perpendiculaire a MP; les
points ¢’ et ' se raménenten Q et R et sont les deux autres
sommets.

Nous avons construit le point quelconque £,/ au moyen
de T'horizontale fd quia donné le point et qui se rabat sui-
vant ¢'F paralléle & sa trace horizontale rabattue P, ; pour
rabattre la tangente nous rabattons sa trace horizontale genG
et la tangente est GF.

Nous avons rabattu les points # et ¢ en H et I au moyen
des lignes de front qui sont en méme temps les tangentes a
Pellipse.

DEVELOPPEMENT DU CYLINDRE

436. Le développement du cylindre repose sur cing prin-
cipes qu'il est facile d’établir en considérant un prisme inscrit
dans le cylindre et dont le cylindre est la limite. (Fig. 317.)

1° Lq section droite se transforme en une ligne droite, dont la
longueur est égale d la longueur absolue de la courbe. -

Considérons le prisme dont ABCDE est une section droite.
Nous développons la surface surle plan de la face BBCC' par
exemple. Le point D tourne autour de C,C’ et décrit un cercle
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nt le plan est perpendiculaire & I'axe, c'est-a-dire le plan
section droite, le rayon est CD perpendiculaire & C,C’, et
ndant le développement, ce rayon qui reste toujours per-
ndiculaire occupe la position CD, dans le prolongement
BC; BCD;..... est égal 4 BCD..... Done la section droite
développe sur une ligne droite égale en longueur & la
irbe
2° Prenons le point D’ de I'aréte, il décrit un cercle dont
ayon est la perpendiculaire D'C’, et ce pointD’ vient en Iy,
aune distance de ¢ égalea C'D’, =CD,,
puisque les droites primitives sont pa-
ralléles. Done la figure C'D',D,C est un
rectangle et les génératrices sont perpen-
diculaires au développement de la section
droite;
3° Tracons sur le prisme un poly-
/.~ gone KHD' qui devient une courbe tra-
K cée sur le cylindre.
\ Dansle développementle point H ne
B C change pas; le point I vient en Dy,
tel que le trapéze HCDD' ne varie pas
orme, il tourne tout entier autour du coté HC, etil en
ilte que : Les longueurs des généralrices comprises entre Ig
ion droile et une courbe tracée sur la surface ne sont pas alté-
dans le développement ;
i* Dans la rotation du trapéze HCDID' qui ne change pas
orme, 'angle HHD'D restele méme; or HD'devient une tan-
te a la courbe, et I'angle HD'D est Iangle dela tangente
courbe au point D' avec la génératrice; c'est l'angle de
ourbe avec la génératrice. Done les angles que forme avee
énératrices une courbe tracée sur la surface ne sont pas altérés
 le développement ;
° La longueur KHP est constamment égale alalongueur
Y, c'est-a-dire : La longueur absolue d'un are de courbe tracé
la surface se conserve dans le développement.

Fig.317
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137. Nous allons appliquer ces propriétés au dévelop-

ent du cylindre dont nous avons construit la section.
. 316.)
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- La premiére opération 4 faire quand on veut effectuer le
développement d'un cylindre quelconque consiste 3 tracer
une section droite en le coupant par un plan perpendiculaire
4 ses génératrices ; ici la section droite est le cercle de base,
il faut ensuite connaitre la vraie grandeur de cette section
au moyen d'un rabattement si son plan est oblique; ici le
cercle est en vraie grandeur.

On rectifie cette section droite; pour cela on partage la
courbe en arcs assez petits pour qu'on puisse sans erreur
sensible les confondre avec leurs cordes (ces ares ne sont pas
nécessairement égaux entre eux), on porte toutes les lon-
gueurs desarcs au moyen d’ouvertures de compas les unes a
la suite des autres sur une ligne droite; ainsi en partant du
point a que nous avons placé en a,, nous portons des lon-
gueurs égales aux arcs successifs a,p, = ap, p,i; = pi..., ete.
On a soin de placer les sommets du polygone qu'on inscrit
dans la courbe aux points par lesquels passent les gé-
nératrices qu'on devra transformer et sur lesquelles se trou-
vent des points construits des courbes tracées sur le cylindre.

Le développement total est a,a;. La section est ici un
cercle, on pourrait calculer sa longueur pour vérification.
Par les points marqués ainsi sur la section, on trace les gé-
nératrices perpendiculaires 4 la droite, et I'on prend sur ces
droites des longueurs égales aux vraies longueurs des
génératrices comprises entre le plan de section droite et la
courbe quon veut rapporter. Si lelcylindre est oblique, on
obtiendra ces longueurs par rabattements, changements de
plans ou rotations. Dans I'exemple que nous avons pris, les
projections verticales des génératrices donnent leur gran-
deur, et c’est seulement dans le but de rendre la figure plus
claire que nous avons porté la section droite sur la ligne de
terre, au lieu de la porter sur une direction quelconque,
comme on le ferait dans le cas d’'un cylindre oblique.

Nous prenons a,a, égale a la génératrice du point a’, et
nous n’avons ici qu'a mener par les points ap’%'... des paral-
1éles a la ligne de terre. Nous pouvons tracer ainsi par points
la courbe o',p/\4',a'; transformée par développement de la
section faite par le plan P'«P.

Cette opération revient & ouvrir le cylindre suivant la
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nératrice du point a,4’ et & dérouler sa surface sur le plan
ngent le long de cette génératrice.
Tangente i la transformée. — Considérons le point [ trans-

rmé du point £/, et cherchons la tangente a la courbe en
point. (Fig. 316.) :

L'angle de la tangente a la courbe avec la génératrice qui |

sse par le point de contact n’est pas modifié dans le déve-
ppement (433, 4°) ; cherchons I'angle de la tangente fy, /¢’
ec la génératrice, et pour cela rabattons le plan tangent
r le plan horizontal autour de sa trace fg;le point £,/ vient
/s, tel que ffy = /'8, 'angle est [f2g. Cet angle est I'angle
u d'un triangle rectangle quia pour cotés de I'angle droit :
la longueur de la génératrice comprise entre le point et le
in de section droite; 2° la distance comprise entre la trace
la génératrice et la trace de la tangente sur le plan de
tion droite, distance qu'on nomme la sous-tangente.
Nous pouvons construire ce triangle au point £,, nous
tons /.9, = fg, nous avons £,y = ffs, et laligne g,f", est
angente : nous devons faire attention au sens dans lequel
onvient de porter la longueur de la sous-tangente.
Quand on déroule la surface du cylindre sur le plan tan-
1t en a, tous les plans tangents entrainés dans le mouve-
nt se rabattent successivement sur le plan du développe-
nt, les points conservant les uns par rapport aux autres
mémes positions relatives; ainsi le point » de la courbe
ndra entre le point fet le point g5 1l faut donc compter la
gueur fy du méme c6té que le point .
Forme de la transformde.
Considérons la tangente au point P'; cette tangente est
izontale, ¢'est-a-dire perpendiculaire ala génératrice; elle
era encore dans le développement, et le point p’, serale
it le plus haut ; par la méme raison le point m', sera le
s bas.
La tangente 4 la courbe au point 7', fait donc un angle
avec I'horizontale, cet angle augmente ensuite pour
enir nul de nouveau au point m'y; il a done passé par un
imum,
La tangente est une droite du plan sécant, son angle avec
rizontale est I'angle qu'elle fait avec sa projection hori-

1
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zontale, et cet angle atteint son maximum quand la tangente
est une ligne de plus grande pente duplan; ainsi la tangente,
dont la projection horizontale est rs, est celle qui fait avec
I’horizontale 'angle maximum, il en est de méme pour ¢v; et
cet angle est égal & 'angle ‘que fait le plan sécant avec le plan
de section droite. Cet angle est rabattu en rsrs. Au point ',
nous avons construit le triangle ,s,»; égal & rsr, en por-
tant s,», du méme cdté que le point A.

Au point ¢/, nous avons porté ¢y du méme coté que le
poirt &.

Remarquons que le plan tangent au cylindre au point r,»
est perpendiculaire & la droite «P, intersection du plan de
section droite avec le plan sécant, donc ce plan tangent est per-
pendiculaire au plan sécant.

(I est clair que tout ce que nous venons de dire ne sup-
pose en rien que le plan de section droite soit le plan hori-
zontal, et est vrai quelle que soit la situation du plan de
section droite et du plan sécant par rapport aux plans de
projection.)

La courbe est au-dessous de sa tangente au point p'y, elle
est au-dessus au point m'y, il doit exister un point intermé-
diaire auquel elle traverse la tangente, c’est-i-dire un point
d’inflexion ; nous allons montrer que ce point d’'inflexion se
trouve précisément au point »/, pour lequel I'angle de la tan-
gente avec la section droite est maximum, et qui est carac-
térisé par ce fait que le plan tangent est perpendiculaire au plan
sécant.

Considérons encore un prisme inscrit dans le cylin-
dre. (Fig. 318.}

438. La limite d’une face du prisme lorsque le nombre de
ses faces augmente indéfiniment est le plan tangent au cylin-
¢re; ainsi la limite de la face CC'DD’ est un plan tangent;
menons un plan sécant P perpendiculaire a la face; il déter-
mine la section ABCDEF. Développons le cylindre sur la
face CC'DD'.

Le plan CC'DD’ et le plan P sont perpendiculaires entre
eux, leur intersection est la projection sur I'un d'eux de
toutes les droites de I'autre (79); la droite CDK est la projec-
tion sur le plan P des droites DD’ et CC'. Supposons que l'an-
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DDK soit aigu, il sera plus petit que I'angle D'DE, et
s le développement la ligne DE viendra occuper une po-
ontelle que DE, extérieure a I'angle D'DK.

L'angle D'DK étant aigu, 'angle D’'DM ou son égal C'CM
obtus, il est plus grand que C'CB, et dans le développe-
it la droite CB viendra occuper une position telle que CB,
srieure 4 I'angle C'CM.

A la limite, la courbe ABCDE se transformera en B\CDE;,
nt pour tangente CD qui traverse la courbe au point de
tact résultant de la réunion des deux points C et D.

Fig. 318

Ainsi la transformée par développement de la section
e d'un cylindre présente une inflexion aux points ou le
| tangent est perpendiculaire au plan sécant, et I'angle de
angente au point d'inflexion avec la génératrice qui y
e est le complément de I'angle formé par le plan de sec-
droite et le plan sécant. Donc, si I'on veut trouver les
ts de la section plane d'un cylindre pour lesquels la
sformée présentera un point d’inflexion, il faut mener au
ndre un plan tangent perpendiculaire au plan sécant,
-a-dire un plan tangent paralléle 4 une droite perpendi-
ire au plan sécant.

Nous avons établi plus loin (439) cette propriété d’une
idre différente. :
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439. Développement d’un cylindre oblique.
— (Fig. 319).

La base du cylindre est la courbe abcd dans le plan ho-
rizontal, ses génératrices sont paralléles 4 ce, ¢'¢’. On coupe
ce cylindre par un plan oblique P'=P, et I'on demande de cons-
truire le développement de la partie du cylindre comprise en-
tre la base et la section par ce plan.

Pour construire le développement d'un cylindre (437),il
faut d'abord obtenir une section droite de ce cylindre; nous
prendrons un plan de section droite quelconque Q'¢Q et nous
construirons son intersection avec le cylindre, — ensuite il
faut obtenir la vraie grandeur de la section droite par le ra-
battement du plan qui la contient, afin de pouvoir rectifier
cette courbe ; et enfin connaitre les vraies longueurs des por-
tions de génératrices comprises entre la section droite et les
courbes qu'on se propose de tracer sur le développement du
cylindre.

Voici comment on disposera les constructions :

Nous prenons un plan vertical auxiliaire L,T, paralléle
aux génératrices ; nous construisons directement par la mé-
thode indiquée (429) le point de renconlre 4% de la généra-
trice ce, ¢'¢’ avec le plan.

La nouvelle projection verticale de la génératrice sera
¢1h'y, et la droite d'intersection fg, f¢' du plan P avec le plan
projetant la génératrice a pour projection verticale f; ;.

Prenons une autre génératrice ik, /'K, elle se projette en
71k, parallélea ¢4 /'y, I'intersection de son plan projetant avec
le plan P se projette suivant o’y &1 paralléle a £y 4's. Le point
de rencontre de la droite avec le plan P est projeté en i
qu'on reléve en k, k' sur la génératrice. On construira de
méme tous les autres points de la courbe et nous observons que
les génératrices sont projetées en vraie grandeur sur le plan L, T,.

Le plan de section droite Q' B Q devient perpendiculaire
au plan LTy, et sa trace verticale perpendiculaire a la pro-
jection des génératrices est y Q1 ; les points de rencontre e’y
de la génératrice ¢y 4y, Iy de la génératrice ¢y &'y avec la
trace verticale du plan sont des points de la section droite,
quon ramene en e, et en/,/' sur les génératrices correspon
dantes.
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Du reste, les projections verticales sur le plan vertical
‘sont inutiles.
Les vraies longueurs des génératrices sont iy Iy, ¢y e'y.... ete.
Nous rabattons le plan Q¢Q sur le plan horizontal, le point
se rabat en L & une distance de la trace horizontale égale
't et de méme pour tous les autres points.
La vraie grandeur de la section droite est B YLA.
Nous portons sur une droite indéfinie des longueurs éga-
wx longueurs rectifiées de la section droite (436), nous
mencons le développement 3 la génératrice du point E
exemple, nous ouvrons le cylindre suivant cette ligne, et
s I'dtendons sur le plan tangent en E dans le sens
WLYE.(Fig. 319 bis).
Nous élevons en tous ces points des perpendiculaires 4 la
on droite, et nous prenons ces perpendiculaires égaies
vraies longueurs des génératrices correspondantes (436)
jueurs données sur la projection verticale L,T,) com-
’s soit entre la section droite et la base, ce qui donne la
sformée cozalite, soit entre la section droite et la section
e plan P, ce qui donne la transformde huwkzh.
angentes a la Lransformée.
ous nous proposons de construire la tangente a la trans-
ée de la section par le plan P au point .
ous construisons dabord la tangente a la courbe am
kK. (Fig. 319). Cette tangente a pour projection mé.
angle de la tangente avec la génératrice est l'angleaigu
riangle rectangle qui a pour cotés de l'angle droit:1° ]a
eur de la génératrice comprise entre le point £,k et la
n droite; 2° la projection de la tangente sur le plan de
n droite, c'est-a-dire la longueur comprise entre la trace
génératrice et la trace de la tangente sur le plan de
n droite (437). La génératrice perce le plan au point
6 en I, la tangente projetée en mk rencontrera le plan
point de I'intersection de ce plan avec le plan tangent,
ectionprojetée suivant la tan gente n/ & la section droite,
nt de rencontre ¢ de ces deux tangentes est la projection
int demandé; le second cdtd de I'angle droit estla vraie
eur de la droite projetée en .

Ous avons rahattu le plan de section droite, le poixt
Poryr. — T, 11, 14
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vient en L, le point n reste fixe et la tangente se rabat en nL,
le point ¢ situé sur la tangente se rabat en @ et ®L est ia lon-
gueur demandée de la sous-tangente. Nous tragons sur le
développement (Fig. 319 bis) le triangle rectangle ®LK en
observant que d’aprés le sens du développement le point @ est
du méme coté que le point W par rapport au point L, K est
la tangente cherchée.

De méme, si nous portons & partir du point L dans le
méme sens que la sous-tangente une longueur égale a Ln,
nous construirons le triangle rectangle Lini dont I'’hypoténuse
sera la tangente au point ¢.

Chercher lespointsdes courbes transformées pour lesquelles la tan-
gente est perpendiculaire d la génératrice.

Ce sont les points pour lesquels la tangente est paralléle
au plan de section droite.

S'il s"agit de la courbe de base, les tangentes au point1 et 2
(fig. 319), paralléles a Qp sont paralléles au plan de section
droite, et par conséquent les points 1 et 2 du développement
sont les points cherchés. (Fig. 319 bs.)

Pour la section par le plan P, la tangente au point consi-
déré est dans le plan sécant; elle doit étre paralléle au plan
de section droite, elle est paralléle a I'intersection des deux
plans qui est la droite g7, ¢'r'. tg. 319.)

Nous avons done & coxstruire le point de la section par le
plan P pour lequel la tangente est paralléle a ¢, ¢’ (430);
nous conduisons au cylindre le plan tangent paralléle a cette
droite.

Nous avons pris (fig. 319) le point e, sur la généra-
trice ce, c'e/, fait passer par ce point la parallele 's’, esa g7, g7,
et nous avons obtenu en se la trace d'un plan paralléle au
plan tangent; ensuite nous avons mené & la base la tan-
gente tv paralléle 4 cette trace;les points situés sur la géné-
ratrice de contact sont projetés en z et y, etla tangente pro-
jetée en ux est paralléle agr, ¢, Le point  est le point de-
mandé, il est situé dans la transformée sur la génératrice du
point Y. (Fig. 319 b:.)

Nous pourrions mener a la base en un point Z (fig. 319)
une seconde tangente paralléle a es. La génératrice de con-
tact perce les plans P et Q aux points projetés en w et en &
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Ce point est reportéd sur le développement (fig. 319 bis)
0w, surla génératrice du point A.

Points d'inflexion. ‘

Nous avons établi (438) que la transformée de la section
lane d’'un cylindre présente une inflexion au point ou le plan
angent est perpendiculaire au plan sécant.

Pour la courbe de base le plan sécant est le plan hori-
ontal, il y aura donc inflexion sur la transformée aux points
itués sur les génératrices de contour apparent horizontal (337),
est-a-dire aux points a et e correspondants aux points ¢ et E
e la section droite. (Fig. 319). La tangente 4 la transformée
it avec la génératrice le méme angle que la tangente a la
urbe (433), et ici cet angle est celui que forme la généra-
ice avec le plan horizontal, puisque la génératrice se pro-
tte sur la tangente ; il est donné en vraie grandeur sur le'
an LTy et nous pouvons le reporter sur le développement
1X points a et e. Pour la section par le plan P, nous devons
ener au cylindre un plan tangent perpendiculaire a P ;
est-a-dire paralléle & une perpendiculaire & P (345). Nous
ons construit le plan paralléle au plan tangent en tracant
rlepoint 2%, sur la génératricece, une perpendiculaire ¢'4’,eh
plan P, la trace du plan tangent est paralléle 4 ce, Le point
» contact est 0, et la génératrice de ce point perce les plans P

Q aux points projetés en p. et q.

Les tangentes en ces points sont projetées en pr et we, le
intp est reporté sur le développement (319 bis) (la construc-
n de la longueur 2. de la génératrice n’a pas été figurée). 1]
1t construire la trace de la tangente =u sur le plan Q ; sui-
nt la méthode déja employée, nous prolongeons les deux
1gentes pt,00 jusqu'a leur point de rencontre ¢ projec-
n du point cherché; la longueur de la ligne ¢ que nous
tenons par le rabattement du plan Q en ¢, Zest le second
€ de I'angle droit du triangle rectangle dont la tangente
 'hypoténuse et que nous construisons sur le développe-
nt en p2¢,. Il y a une seconde solution non figurée; la gé-
ratrice de contact du plan tangent est ir.

440, Equation de la courbe transformée.
Considérons un cylindre vertical et développons ce cylin
> sur le plan tangent suivant la génératrice du point C.
g. 320).
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Nous avons coupé le cylindre par un plan P'aP et nous
construisons la transformée de la section : c’est la courbe H'
F'.... Nous nous proposons de déterminer 'équation de cette
courbe.

La projection verticale de la section est la droite d'¢’ et si

" Fig.320

i

nous comptons les ordonnées & partir de I’horizontale du point

h pris pour origine, le rapport % entre I'ordonnée et I'abs-
cisse est constant.

Or I'abscisse A'f, est constamment égale au sinus de l'arc
. compté & partir du point ¢; les ordonndes de la transformeée
sont égales aux ordonnées de la courbe, les abscisses de la
transformée sont les arcs dont les sinus sont K'f,.... Nous au-
rons done constamment entre les ordonndes de la transformée
comptées au-dessus de I’horizontale du point H' et les abscis-

y

sin &
Ja courbe. Cest une sinusoide.

ses le rapport — k. y = ksin z est done I'équation de
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441. Des Hélices. — Tracons sur le développement du
cylindre (fig. 320) une droite quelconque AK'L/M, et enroulons
cette droite sur le cylindre : elle donnera une courbe telle que
satangente fera avec les génératrices un angle constant (436).
Cette courbe se nomme une hélice. Cest la seule espéce de
courbes tracée sur le cylindre qui donne une droite pour
transformée par développement. Il est facile de voir qu'entre
deux points marqués sur la surface du cylindre, on ne peut
“racer qu'un arc d’hélice ; et, comme la longueur de la trans-
formée est égale a celle de la courbe, Zarc d’hélice qui joint
deuz points est la ligne la plus courte qu'on puisse tracer sur le cy-
lindre entre ces deuz points.

Puisque I'hélice est développée suivant une droite, son or-
donnée est constamment proportionnelle aux longueurs des
arcs de section droite compris entre le point de départ A et les
ordonnées des autres points, ce qu'on exprime en disant que
lordonnée est proportionnelle a labscisse curviligne.

L'hélice rencontre toutes les génératrices sous un angle

constant et s'éléve indéfiniment sur le cylindre; elle aura

donc, sur chaque génératrice, une suite de points également
distants les uns des autres; la distance entre deux points suc-
cessifs situés sur une méme génératrice se nomme Ze pas.

Imaginons toutes les tangentes a I'hélice, et menons par
un point ' une paralléle S” P’ aux génératrices, et des paral-
léles aux tangentes s'&, ; '74.... Toutes ces paralléles font des
angles égaux avec S'P’ et engendrent un cone de révolution
autour de cette droite.

Le plan tangent au cone suivant la génératrice s&,
contient cette génératrice et la génératrice infiniment voi-
sine, qui est paralléle & la tangente infiniment voisine de la
tangente au point K': ce plan tangent au cdne est donc pa-
ralléle au plan osculateur de Thélice au point & (325).
D'ailleurs, le plan tangent au cone suivant s'k, est perpen-
liculaire au plan donné par la génératrice et I'axe (374), et
ce plan est perpendiculaire au plan tangent au cylindre au
point K', puisque ce dernier est déterminé par la génératrice
etla tangente a I’hélice tracée sur la surface. Nous trouvons
alors cette propriété importante : Tous les plans osculateurs de
"hélice sont normauz au cylindre,
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D’ailleurs, tous ces plans osculateurs, étant paralléles a
tous les plans tangents & un cone de révolution, sont diffé-
rents, et il en résulte que Ihélice est une courbe gauche, et iln’y
a pas de section plane du cylindre qui donne une droite pour
transformee.

A42. Construisons sur le développement d’un cylindre une
transformée d’une section plane, et examinons les points
d’inflexion de cette transformée.

En un point d’inflexion, la courbe traverse sa tangente et
a {rois points infiniment voisins communs avec cette droite,
qui est dite osculatrice de la courbe. Enroulons la courbe et
sa tangente, la tangente donnera une hélice osculatrice de
la courbe, ayant avec elle trois'points infiniment voisins com-
muns, et méme plan osculateur; or la courbe est plane, et
son plan osculateur est le plan de la section, le plan oscula-
teur de I'hélice est normal au cylindre : donc les points d'in-
flexion de la transformée correspondent aux points par lesquels le
plan de la section est normal au cylindre Ce que nous avons établi
précédemment d'une autre maniére.

Exercices. — On donne un plan P, on le rabat et on
trace un cercle, rabattement de la section faite par le plan
P dans un cylindre dont on donne la direction des généra-
trices mn, m'n'.

On coupe ce cylindre par un plan de profil : construire le
développement de la partie du cylindre comprise entre les
plans P et R.
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SECTIONS PLANES DES CONES

CONE DE REVOLUTION

443. Nous considérons un céne de révolution ou cdne droit
a base circulaire, et nous nous proposons de construire la sec-
tion de ce cone par un plan.

Nous admettons que I'on sait que la section plane d'un
cone de révolution est une ellipse, une hyperbole oy une
parabole, nous renvoyons pour cette démonstration aux
Traités de géométrie elémentaire,

Nous placons I'axe du e8ne vertical et le plan perpendicu-
laire au plan vertical, mais les méthodes que nous indique-
rons n’exigeront pas cette situation particuliére et pourront
s'appliquer 4 un céne et 4 un plan placés d'une maniare

quelconque par rapport aux plans de projection,

La méthode générale pour construire I'intersection ¢’y
cdne et d'un plan consiste & faire passer des plans par les
génératrices du cone ; c'est la méme que pour construjre Ia
section plane d’une pyramide, et nous invitons Je lecteur &
8’y reporter (241 3

On cherche donc les points de rencontre avec le plan des
différentes génédratrices du cone. (Fig. 324.)

La génératrice o/, 87 perce le plan au point projeté ver-
ticalement en m’ et horizontalement en m; m,n est un point
de I'intersection.

La génératrice de contour apparent s&’ ok donne le
point a,a’; la génératrice s%, ok donne le point 4,4, On peut
construire autant de points que l'on voudra. On peut em-
Ployer ici une autre méthode et couper par des plans hori-
Zontaux. Ainsi le plan horizontal ny'z coupe le plan sécant
Suivant 'horizontale ', nny et le cOne suivant un cercle dont
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tte sur le plan horizontal
e zv; les points de ren-

160
le diamétre est vz’ et qui se proje
en vraie grandeur suivant le cercl
contre n et n, du cercle et de
tersection, et leur projection ver

la droite appartiennent & l'in-
ticale est le point #'.

Nous pouvons répéter cette construction, et il est évident
que les plans horizontaux extrémes sont ceux qui passent
par les points @' et &' par lesquels les horizontales a'a et 44
du plan sont tangentes aux cercles de section.

Tangente en un point. — Construisons la tangente a la
courbe au point n,n’. La tangente a la courbe fait partie du
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plan tangent au cone n, ', elle est dans le plan de la courbe,
donc nous l'obtiendrons en tragant l'intersection des deux
plans. La trace horizontale du plan tangent au cone est tan-
gente a la base au point p; c'est la droite 7q, et le point ¢ est
la trace de la tangente, le point n, »’ étant un antre point de
cette droite, la tangente est ¢n, an’; sa projection verticale
est confondue avec «P’ trace du plan sécant.

444. Axes de la courbe, — Si nous cherchons a
construire la tangente au point a, o', nous voyons que le plan
tangent au cone est le plan de contour apparent vertical s'Hh,
et par suite la tangente est1’ horizontale a, a.

De méme au point &, &' la tangente est 1’ horizontale ¥, b,
Ces deux tangentes sont perpendiculaires 4 la ligne qui joint
leurs points de contact; cette ligne est un aze, les points a,a
et &', b sout les sommets dans I'espace.

Le second axe de la courbe passera donc par le milien de
la droite ab, a'd'; soit ¢, ¢’ le milieu; le second axe situé dans
le plan sécant P’ aP et perpendiculaire 4 a'é’, ab est une ho-
Nizontale ', def, et les autres sommets son? situés sur cette
horizontale. :

Nous coupons le cone par le plan horizontal auxiliaire Yz
qui contient la droite, et détermine le cercle y'z’, dont la
Projection horizontale est yz; les points de rencontre ¢ etf
du cercle et de la droite sont les projections des autres som-
mets. La courbe a quatre sommets réels, cest done une ellipse.

Remarque. — Les projections des sommets de lellipse
dans 'espace sont les sommets de la projection horizontale,
Parce que I'un des axes est horizontal.

445. Vraie grandeur de Ia section. — Nous
rabattons le plan sécant sur I'un des plans de projection, par
€xemple sur le plan vertical. Le centre ¢,¢’ vient se placer
e G, tel que ¢G soit égal a I'dloignement ye (nous avons
écrit cette construction au moyen de la ligne de front ct,
rabattue en CT). :

Cette ligne de front est dailleurs I'axe, et nous y rame-
1ous les points A et B.

Le petit axe est rabattu suivant ¢’DCF, perpendiculaire
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a AB, et nous obtenons le point D en prenant I'éloigne-
ment ¢’'D égal a yd; de méme ¢'F = yf.

Nous avons rabattu les points M, My, N,N; 2 l'aide de
leurs éloignements.

Nous obtenons donc facilement la vraie grandeur de la
courbe.

Nous pouvons encore construire la tangente au point N,
en rabattant la tangente construite gn. Le point ¢ est sur la
trace du plan et se rabat sur «P,, en Q, la tangente est
donc QN.

446. Nature de la courbe d’intersection. —
Nous nous sommes basés sur ce que la courbe trouvée a
quatre sommets réels pour conclure que la courbe est une
ellipse.

Mais il est facile de reconnaitre directement la nature de
la courbe d'intersection.

Rappelons-nous la méthode générale ; les points de la
courbe d'intersection s'obtiennent en prenant les points de
rencontre du plan avec les diverses génératrices du cone.

Pour que la section soit une courbe autre que I'ellipse,
pour qu'elle ait des points & I'infini, il faut qu'il y ait des
points de rencontre des génératrices avec le plan s’éloignant
a l'infini ; c’est-d-dire il faut qu'il y ait des génératrices pa-
ralléles au plan.

Nous allons chercher & reconnaitre si ces génératrices
existent.

Ces génératrices passent par le sommet, donc si nous con-
duisons par le sommet un plan paralléle au plan sécant, elles
y seront entiérement contenues.

HYPERBOLE

447. Hyperbole. — Le cne a son sommet au point
S,¥’, sa base est le cercle ab; le plan sécant est P'«P. (Fig. 325.)

Menons par le sommet un plan paralléle au plan sécant,
il suffit de tracer par le point S’ une paralléle & P', et le plan
dont les traces sont S'é/m est le plan cherché.
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Les génératrices contenues dans le plan ont leurs traces
sur la trace du plan, elles ont leurs traces sur la trace du
cone ; donc, si latrace du plan coupe la trace du cdne, comme
cela a lieu ici aux points / et m, nous avonsdeux génératrices
dans le plan S'glm, par suite deux génératrices paralldles
au plan P'«P, et I'intersection présente des branches infinies,
Nous pouvons préciser immédiatement la condition néces-

Fig. 323
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saire pour que cette disposition se réalise ; il faut que la trace
§'¢ du plan paralléle soit & lintérieur du cone, par suiteil |
faut que cette ligne fasse avec la ligne de terre un angle plus |
grand que la génératrice S'%'; or l'angle de Sfavec LT est |
I'angle du plan S'¢lm ou du plan P'«P avec le plan horizontal.
Il faut donc que le plan donné fasse avec le plan horizontal un
angle plus grand que les génératrices du cone.

448. Asymptotes. — L’asymptote est une tangente au
point situé & linfini. Nous appliquons la construction de la
tangenle au point situé a I'infini, en prenant l'intersection du
plan sécant avec le plan tangent au point situé a Iinfini,
¢’est-a-dire avec le plan tangent le long de la génératrice
qui donne le point, génératrice paralléle au plan.

Le plan tangentsuivantlagénératrice SI,S'8a pour trace/n
etle pointn est la trace horizontale de I'intersection des deux
plans, c’est-a-dire de 'asymptote; or le plan tangent passe
par la droite SI,S'8; le plan sécant est paralléle 4 cetle droite,
doncleurintersection ou I'asymptote lui est paralléle; sa pro-
jection horizontale est ne, sa projection verticale est confon-
due avec la trace P'«. Si le plan n’était pas perpendiculaire
au plan vertical, la projection horizontale s'obtiendrait de la
méme maniére et la projection verticale de 'asymptote serait
paralléle a la projection verticale de la génératrice. Nous
obtiendrons la seconde asymptote, en menant le plan tan-
gent le long de la génératrice Sm, SB; sa trace est mp, le
point p est la trace de 'asymptote, qui est paralléle a Sm,S.
La projection horizontale de I'asymptote est pc. Le pointe est
la projection du centre de I’hyberbole.

Il est facile de voir que la droite ab estla projection de
I'axe, les sommets sont les points #, k et h, A’; car, en ces
points, les plans tangents sont perpendiculaires au plan ver-
tical et leurs intersections avecle plan sécant sont des droites
horizontales perpendiculaires au plan vertical et projetées |
suivant &, k et &, h; le point ol se croisent les asymptotes
doit &tre au milieu de kh.

Nous construirons d’ailleurs des points de la courbe en
employant 1'une des méthodes indiquées dans le cas de I'el-
lipse. Nous remarquons ici que les points ¢ et , o la tracé |
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du plan croise la trace du cdne, sont des points d'intersec-
tion et la courbe est située sur les deux nappes ; la branche
projetéeen ghr est placée sur la nappe inférieure : nous trou-
vons l'autre branche projetée en kv sur la nappe supérieure.

Nous avons limité cette seconde nappe & un plan horizontal
placé au-dessus du sommet & la méme distance que le plan
de projection au-dessous, afin d'obtenir un cercle de méme
rayon qui se projette en recouvrant le cercle de base; ce
plan horizontal supérieur détermine dans le plan P I'hori-
zontale ¢,tv qui fournit les deux points ¢ et v.

449. Vraie grandeur. — Nous obtiendrons encore la
vraie grandeur de la courbe en rabattant le plan sécant sur
'un des plans de projection. :

Nous avons effectué le rabattement sur le plan vertical,

Le centre est venu en C, & une distance Ce', égale 4 son
éloignement, l'axe est une ligne de front projetée sur ab et
rabattue en KH ; c'est sur cette ligne que se placent les deux
sommets K et H.

Nous rabattons les traces horizontales des asymptotes sur
le rabattement «P, de la trace horizontale du plan, en pre-
nant «N = an, et «P = ap, et en tracant NC et PC.

450. Ponctuation. — Nous avous représentd ce qui
reste du cone aprés qu'on a enlevé tout ce qui est au-dessus du
plan sécant; il est facile de comprendre que les deux projec-
tions de la courbe sont vues. ‘

PARABOLE

431. Nous menons par le sommet du cdne un plan paral-
léle au plan séeant afin de voir §'il existe des génératrices
du cone paralléles au plan. (Fig. 326.)

Il arrive que ce plan paralléle a pour traces S'¢'b et est
confondu avec le plan tangent au cone.

La génératrice de contact S'#, Sb, est paralléle au plan
sécant, il y aura des points 4 I'infini, mais dans une direction
unique,
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Cherchons l'asymptote; nous rappelons que I'asymptote
est la tangente au point situé a I'infini, c'est-a-dire 'intersee-
tion du plan sécant avec le plan tangent suivant la généra-
trice paralléle a ce plan, c’est doncl'intersection du plan P'«P
avec le plan S'9'¥ ; ces deux plans sont paralléles et 'asymp-
tote est rejetée a I'infini. La courbe est une parabole.

Ry 7 Fig. 3%

Nous pouvons encore préciser la condition que doit rem-
plir le plan sécant.

Le plan S'%'d, plan tangent au cdne de révolution, fait avec
le plan horizontal le méme angle que les génératrices. Le

plan sécant doit faire avec le plan horizontal le méme angle que les
généralrices.

Comme dans les cas précédents, la ligne projetée en ab est
un axe, le sommet est le point ¢, ¢’; 'autre est a Iinfini.
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451 bis. Corollaire. — /1, ligne projetee en ab, aze de la

section plane d’un céne de révolution, est lg projection de l'aze
du cone sur le plan sécant.

452. Théoréme. — [, project on de la section plane d’'un

edne sur un plan perpendiculair g laze est une section conique qui a
pour foyer la projection du sommet, ’
Une section conique quelconque peut dtre définie comme

le lieu des points, tels que le rapport de leurs distances a un
point fixe

et 3 une Fig. 327

droite fixe P
soit cons- —a ’/
tant. '

Consi -
dérons un
cone de ré-
volution !
dont I'axe z !
est S, S "‘-\--—-»-._- o e A
dans le ‘
plan verti-
cal, la base
est abe
dans le P
plan hori-

Zontal, coupons par un plan PaP, perpendiculaire au plan
vertical, et construisons le point d'intersection m,m’ de la
génératrice Sb, S8’ avec le plan. (Fig. 327.)

Nous imaginons le plan horizontal qui passe par le som-
met, et nous tracons I'horizontale 79”5 nous allons chercher -

Q

le rapport s Prolongeons la verticale mm’ Jjusqu'au plan
my

horizontal S'¢’, quelle rencontre en n', et examinons
triangle de I'espace projeté sur Sw'm’; appelonsa I'angle pro-
Jeté en S'mn’ qui est égal a I'angle constant des génératrices
avec l'axe, nous avons Sm (qui est la vraie grandeur du
odté S'n') — ' X tga.

Poryr. — T, 1. 12
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Examinons le triangle m'n’q’, nous avons dans ce triangle
w'm’ =n'q' X tgb, en désignant par § Pangle n'm'q, angle
constant que fait le plan donné auec le plan horizontal; d’ail-
leurs n'¢’=my. Nous déduisons done : Sm=mrXtgxX tg8

Sm
P =it tga X tgp = constante. C. Q. F. D.

Ainsi, dans les trois cas que nous avons successivement
examinés, la projection horizontale du sommet ou le centre de la
base du cdne est le foyer de la projection horizontale de la courbe.

SECTION PLANE D°UN CONE OBLIQUE

453, — On donne un cone oblique par sa trace dans le
plan horizontal et par son sommet s, s’ ; on se propose de
construire la section de ce cone par le plan P'aP. (Fig. 328).

On cherche les points de rencontre des différentes généra-
trices du cone avec le planen faisant passer des plans par ces
droites. On peut employer les plans qui les projettent, soit
sur le plan vertical, soit sur le plan horizontal.

En principe, il faut prendre des plans passant par une
méme droite. On construit alors le pointde rencontre de cette
droite avec le plan sécant etles intersections de tous les plans
. auxiliaires avec le plan sécant passent par ce point.

Nous choisissons des plans verticaux qui passent par le
sommet, et qui renferment la verticale s, s’ de ce point, ver-
ticale qui perce le plan au point «' obtenu & l'aide de I'hori-
zontale 8, po’.

Une génératrice telle quesb, s’ est contenue dans le plan
vertical dont la trace horizontale estsbe qui coupe le plan P
suivant la ligne projetée en e’w’ nous obtenons le point f,f sur
s'b’, sb.

Si nous appliquons cette construction & toutes les géné-
ratrices, nous aurons tous les points de I'intersection.

Dans le cas de la génératrice sc; s'’ qui forme le con-
tour apparent horizontal, les traces horizontales des plans

‘ne se rencontrent pas dans 'épure; on prend le point de res
contre ¢’ ¢ des traces verticales et V'intersection projetéeen
¢'w’ donne sur se, s'c’ le point h,h.

S'il arrivait que, par suite de la disposition de la trace du

»
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plan P, les plans verticaux fussent incommodes, on prendrait
des plans perpendiculaires au plan vertical, et on commen-
cerait par chercher le point de rencontre de la perpendicu-
laire au plan vertical menée par le sommet avec le plan sé-
cant, :

Tangentes. La tangente en un point est contenue dans le
plan de la courbe, et fait partie en méme temps du plan tan-
genta la surface, elle est donc I'intersection du plan tangent
et du plan sécant.,

Pour le point £, /' 1e plan tangent toutle long dela géné-
Tatrice qui passe par ce point (339) a pour trace i, tangente
ala base, et le point i oil se croisent les traces horizontales
des d'eux plans est latrace dela tangente ; cette ligne est ¢f, 7/".

Sinous voulons appliquer cette construction au point
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kK- situé sur la génératrice sd, s'd’, la trace du plan tangent
gtant dl né rencontre pasla trace du plan sécant.

Nous coupons les deux plans par un plan auxiliaire, qui
est un de ceux que nous avons déja employés pour construire
I'intersection : par exemple, le plan g'gsc; il détermine dans
le plan P la ligne droite déja construite projetée en g'o’ et
dans le plan tangent une ligne qui a sa trace au point /, qui
passe par le sommet et qui est proj >tée en s'7'; s'l' croise g'o’
au point m’, projection verticale d’'un point de la tangente
mk,m'k'.

Ponctuation. Nous avons indiqué (363) la maniere de re-
connaitre les parties vues et cachées d'un cone.

Tangentes horizontales. Pour que lintersection de deux
plans soit une horizontale, aucun deux n'étant horizontal,
il faut et il suffit que leurs traces horizontales soient paral-
léles.

Menons done & la base des tangentes paralléles & oP, les
points situés sur les génératrices des points de contact seront
les points demandés ; par exemple la tangente an donne la
génératrice sa, a’, sur laquelle se trouve le point v,v" eons=
truit comime les autres points et pour lequel la tangente vu,
v'u’ est horizontale. On pourrait mener une seconde tangente
gr paralléle a «P et obtenir un second point.

AB4. Tangente paralléle @ une direction donnée. On peut se
proposer de trouver le point pour lequel la tangente est pa-
ralléle 4 une direction donnée; la tangente étantdans le plan
sécant, la direction doit étre paralléle au plan sécant, et on
peut prendre une droite du plan.

Pour que l'intersection de deux plans soit paralléle a une
droite, il faut que les deux plans soient paralléles a cette
droite ; le plan sécant remplit cette condition; il faut cons-
truire un plan tangent paralléle a la direction donnée (369).
Nous allons appliquer cette coustruction a la recherche du
point le plus & droite et du pointle plus & gauche de la courbe

’intersection,c’est-a-dire des points pour lesquels les projec-
tions 'de la tangente sont confondues sur une perpendicu-
laire & la ligne de terre. (Fig. 329.)

La tangente est alors dans un plan de profil, elle est dans
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le plan sécant, donc paralléle & Dintersection d’un plan de
profil quelconque avec le plan sécant.

Le plan de profil QQ’ donne dans le plan sécant la ligne ab,
@'¥, il faut mener au cdne un plan tangent paralléle & cette
droite. .

La paralléle a ab, a'¥, mende par le sommet est une
droite de profil dont nous devons prendre la trace horizon-
tale (59.) ‘

- Nous rabattons le plan Q sur le plan horizontal, et ls

Fig.329
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groite ab,a’?’ se rabat en 45,’; nous rabattons de méme le plan
nz‘?roﬁl qui passe par le sommet, le point 8,8 vient en s,’;
€ menons la paralléle s',¢ 4 ab’, ot le po;
oy p ; 1 et le point ¢ est la trace
; I:a, trace du plan tangent est ed qui touche le céne suivant
; » 0% ce plan tangent coupe le Plan P suivant une droite
© profil dont la trace est £ ot dont les projections sont R



172 @EOMETRIE DESCRIPTIVE.

fe point k,&" auquel cette droite croise la génératrice, est le
point cherché.

On peut mener un second plan tangent dont la trace
est ce qui donne les points m, m' sur la génératrice se, s'¢'.

Tangente passant par un point. Le point donné est néces-
sairement dans le plan sécant; on conduira par ce point un
plan tangent au cone; et il est évident qu'au point d’intersec-
tion situé sur la génératrice de contact, la tangente passera
par le point donné.

435. Branches infinies. — (Fig. 330). La marche
suivie pour trouver les points de la courbe d'intersection

.P,
38,
F NS Fig. 330

monf';re que I'on obtiendra des points & l'infini, si 'on a des
génératrices du cone paralléles au plan sécant.
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Pour le reconnaitre, on méne par le sommet du cone
un plan paralléle au plan sécant ; nous avons obtenu ce plan
aumoyen del’horizontale sd, s'd’ (102) et les traces sont QQ ¢
si ce plan paralléle coupe le cdne, ce qu'on reconnaitra i ce
que la trace du plan rencontre la trace du cone, il y aura des
génératrices contenues dans le plan Q et paralléles au plan P.

Nous trouvons deux génératrices sa, s'a’ et sb, s'0’ dans le
plan Q, et ce sont celles qui rencontreront le plan Pa I'infini.
Lasymptote est la tangente en un point situé d Uinfini. Nous
allons donc prendre l'intersection du plan sécant avec le
plan tangent le long de la génératrice qui donne le point a
l'infini.

Le plan tangent suivant sa, s'a’a pour trace a#, et le point %
est la trace de 'asymptote; cette ligne, intersection d'un plan
contenant la droite sa,s’a’ et d'un plan paralléle d cette droite,
lui est paralléle, elle estdonc déterminée etses projectionssont
ho, paralléle a sa et &0’ paralléle a s'a’. De méme la seconde
asymptote est fo, f¢’ paralléle & sb, s'¢'. On doit vérifier que
ces deux lignes s S
se coupent en
unpointo,o’. La
section est de
forme hyperbo-
ligue et sera,
une hyperbole
si la courbe de
basedu coneest
une courbe du
second degré.

436. Il peut
arriver que le
plan Q'8Q, pa-
rallele au plan
sécant P'aP
touche le cone,
ce qu on recon-
naita ce que la
trace du plan est tangente & la trace du cone. (Flg 331.
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Alors on trouve la génératrice sa, s'a’ paralléle au plan, il y a
encore des points a I'infini. Mais le plan tangent au cone sui-
vaut la génératrice sa,s'a’ n'est autre que le plan Q'8Q, paral-
lele au plan P, etl’asymptoteintersectiondeces deux plansest
rejetée a l'infini; la section est de forme parabolique et sera
une parabole si labase du cone estune courbe du second degré ;
dans ce cas, la génératrice sa, s'a’ est parallélea I'axe de la
parabole.

Remarque.— La forme de la courbe, base du cone est indif-
férente. Le cone ayant pour base une courbe du second degré
peut toujours étre coupé par un plan suivant une quelconque
des trois coniques. Les génératrices passant par le sommet
a distance finie ne peuvent s’éloigner a I'infini, et ne peuvent
couper le plan sécant & l'infini que si elles lui sont paral-
leles.

487. Sommets. La courbe étant une hyperbole, on cherche
les asymptotes, et la bissectrice de leur angle est 1'axe, on
construit ensuite, en employantla méthode que nous indi-
quons plus loin (458) les points de rencontre de cette bissec-
trice avec le cone ; ou bien, on peut répéter les constructions
connues en cherchant les points pour lesquels la tangente a la
section est perpendiculaire a Ja bissectrice (434). (Voir aussi
441 bis).

Les sommets, ainsi obtenus sont les sommets réels dans
I'espace, utiles pour connaitre la vraie grandeur de la courbe.

Les sommets de la projection horizontale s’obtiendront en
tragant dans le plan une droite dont la projection ho-
rizontale soit perpendiculaire a la bissectrice de I'angle formé -
par les projections horizontales des asymptotes, et en cons-
truisant les points pour lesquels la tangente est paralléle a
cette droite (454).

De méme pour la projection verticale.

Dans le cas de la section parabolique, les diamétres de la
parabole sont paralléles a la génératrice qui est parallele au
plan, on cherchera encore les points de la courbe pour les-
quels la tangente est perpendiculaire a ces diamétres. (Voir
442 bis.) Nous engageons les lecteurs a faire ces constructions
qui sont des exercices tres utiles.
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487 bis. Section plane d’un cdne. — Plans auz:-
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Construire la section du cone par le plan.

Nous allons couper le cdne par des plans auxiliaires conte-
- pant des génératrices. Ces plans passeront par le sommet et
nous les ferons passer par une droite menée par ce point et
qui peut étre une génératrice Sp, S’p'.

Nous cherchons le point ol cette génératrice perce le
plan sécant P; nous avons fait la construction en employant
comme plan auxiliaire le plan qui projette horizontalement
la droite; ce plan coupe le plan P suivant la droite yz, 'z qui
détermine sur Sp, S’ le point ¢, ¢'.

Les intersections des plans mends par cette droite avec le
plan B’ passeront par le point p,p’; les intersections de ces
mémes plans avec le plan P passeront par le point g, q'. Les
droites suivant lesquelles un méme plan coupe B’ et P se croi-
seront en un point de la droite I, intersection des deux plans

B’ et P, intersection que nous construisons d’abord, et qui se |

projette en gf.
Nous nous proposons, par exemple, de chercher le point
ol la génératrice de contour apparent horizontal dont la pro-

jection est Sd perce le plan P. Nous imaginons le plan |

passant par cette génératrice et la droite Sp, Sp'; ce plan

coupe le plan B’ suivant la droite projetée en pdr, et le plan |

P suivant la droite projetée en rtq; cette derniére croise Sd
au point¢, projection horizontale du point cherché (la pro-
jection verticale n'est pas figurée).

Méme construction pour la seconde géncratrice de con-
tour apparent projetée en Sb; les lignes correspondantes sont
pbu et uvg , le point cherché est projeté en . :

Méme construction non figurée pour une génératrice quel-

conque.
Géndratrice de contour apparent vertical Se, S'e’.
L'intersection du plan mené par Se, S'¢' et Sp, Sp’ avec

B’ ne coupera pas la droite I dans I'épure (pc ne coupe pasl |

dans I’épure). Nous changeons la droite auxiliaire ; nous pre:
nons, par exemple, la génératrice projetée sur Sb et sur la-

quelle nous avons obtenu un point d'intersection projetéen v. |

La trace du plan auxiliaire sur B’ est proj etée suivant cbz,
la trace du plan auxiliaire sur P est projetée suivant zvw, le
point w, w’ est le point cherché. -
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Ces constructions sont absolument identiques a celles que
nous avons déja faites pour les cylindres (430-2°). -

La construction de la tangente en un point se fera encore
de la méme maniére.

Ces constructions peuvent encore s’expliquer comme des
applications des propriétés des figures homologiques; le
sommet du cdne est alors le centre d’homologie.

Branches infinies. — Nous appliquons la méthode générale :

Nous cherchons 8'il y a sur le cone des génératrices pa-
ralléles au plan P; pour cela, nous menons par le sommet
du cone un plan paralléle au plan P et nous prenons son in-
tersection avec B'.

Nous déterminons le plan paralléle en conduisant par S,8'
une paralléle Sz, S7' 4 eg, ¢’g’; cette paralléle coupe B'au point
?, 7; par le point i, nous menons ilm paralléle a gf. La ligne
ilm, projection de I'intersection du plan paralléle a P avec B/,
croise la courbe aux points dont les projections sont /, / et
m, m' : les génératrices SI, S'7 et Sm, S'm’ sont paralléles au
plan P.

Nous conduisons les plans tangents suivant ces généra-
trices ; leurs traces sur le plan de la base B’ sont les tangen- -
tesprojetées en lo et en mn; les points n, #’ et 0, o sont les.
traces des asymptotes sur le plan B’; les projections des
asymptotes sont nw, n'’ paralléle & Sm, S'm’ et 0w, 0'w’ paral-
IBle a 8¢, 82,

487 ter. Section plane d’un cdne de révolu-
tion.

On définit un cdne de révolution par son axe, son sommet
et son angle générateur; on définitun plan par deux droites :
construire I'intersection du cone avec le plan.

Nous construirons, comme nous I'avons expliqué (411), le
Tayon d’une sphéreayant son centre en un point pris sur I'axe,
afin de figurer les contours apparents du cone.

Nous emploierons des plans auxiliaires verticaux passant
par le sommet du cdne, c'est-a-dire par la verticale du som-
met (453).

Un de ces plans verticaux coupe la sphére suivant un
Petit cercle, et le cone suivant deux génératrices tangentes
dce petit cercle. On rabattra ce plan sur un plan horizontal
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pour tracer les rabattements du cercle et des génératrices
qu'on relévera ensuite. C'est la construction que nous avons
expliquée pour le cylindre de révolution, nous n’y reviendrons
pas (430 quater).

Nous nous proposons d’obtenir les axes de la section.

487 quater. Mhéoréme. — La projection de l'axze du
cdne sur le plan séeant est un axe de la section.

Construisons la projection de I'axe du cdne surle plan P;
pour cela, nous menons par un point quelconque de I'axe une
perpendiculaire au plan P; le plan déterminé par I'axe et la
perpendiculaire coupe le plan P suivant la projection cher-
chée : droite D.

Déterminons les points ol cette droite D coupe le cone
(458); ce sont deux points de l'intersection du céne et du
plan, et ces points sont des sommets. En effet : en chacun de
ces points le plan tangent au cdne est perpendiculaire au
plan méridien qui est le plan projetant1'axe surle plan P;le
plan sécant est aussi perpendiculaire a ce plan méridien ; la
tangente, & la section, est donc perpendiculaire & ce plan.

Ainsi les tangentes a la courbe, aux points ou la droite D
coupe le cone, sont paralléles entre elles et perpendiculaires
"a la droite D ; cette droite est donc un axe de la section.

Le second axe s'obtiendra en menant dans le plan P une
perpendiculaire a la droite D, par le milieu de cette droite;
les points de rencontre de cette perpendiculaire avec le
cOne sont les autres sommets.

487 quinto. Branches infinies. — On ménera par le
sommet du cdne plan paralléle au plan P; on cherchera
I'intersection de ce plan avec la sphére, et on ménera par le
sommet des tangentes a cette intersection. Si le plan paral-
Iele coupe la spheére, les tangentes seront les génératrices pa-
ralléles au plan P, il y aura branches infinies. Si le plan est
tangent a la sphere, et par suite au cone, la courbe sera pa-
rabolique.

Remarque. La droite D étant dans un méme plan avec
I'axe coupera toujours le cdne en deux points réels; la droite
est don¢ I'axe réel de la section hyperbolique (cette remarque
sera utile plus loin).
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Nous engageons les éléves a effectuer toutes ces construc-
tions.

458. Probléme. — Construire les points de rencontre
d'une droite et d'un céne. (F ig. 332.)

Le cone a son sommet au point S,8', et sa base est ab dans
le plan horizontal.

La droite a pour projections ed, ¢'d".

La méthode consiste 4 faire passer un plan par la droite
et par le sommet du coOne, ce plan coupe le cone suivant des
génératrices, dont les traces sont au point de rencontre de
lattace du plan et de la trace du cone, et ces génératrices
croisent la droite aux points cherchés. i

Nous menons par le sommet une paralléle Stf, Sf & la
droite, cette paralléle a sa trace au point f£.

lig. 296

S

-

I La droite donnée a sa trace au point ¢, et cf est la trace
du plan qui rencontre la trace du cone en a et 6. (246),

Nous menons les génératrices dont les projections sont ¢S
o &S qui déterminent sur la droite les points cherchés I,
et m,m',
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459. Nous allons d’abord exposer les principes sur lesquels |
est basée la construction du développement d'un cone, et nous |
allons les déduire du développement d’une pyramide. Nous ‘
considérons la pyramide SABCD (fig. 333) que nous propo= j
sons de développer sur le plan de la face SBC. La face SCD |
tournera autour de SC, le point D décrivant un cercle dans ‘
un plan perpendiculaire & SC, en sorte que dans toutes ses
positions ce triangle restera égal a lui-méme; lorsque le
plan SCD sera confondu avee le plan BSC, on fera tourner la

face SDE autour de SD
Fig.353 pour la ramener dans le
S plan des deux autres. Le
polygone BCDE, aura
donc la méme longueur que
le polygone BCDE; si la
pyramide est inscrite dans
un cdne, et qu'on augmente
indéfiniment le nombre de
ses faces, les polygones su¢
cessifs développés auront
méme longueur que les po-
lygones tracés sur la py-
ramide, et les limites do
ces quantités toujours égales sont égales. Nous énoncerons
donc cette propriété :

1° La longueur d'un arc de courbe tracée sur le cne serd
conservée dans le développement.

De I’égalité constante entre les triangles de I'espace et les
triangles ramends sur un plan résultent encore les autres
propriétés :
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2° Les longueurs des portions de génératrices comprises
entre le sommet et une courbe tracée sur le cone sont con-
servées dans le développement.

3° Les angles que forment les ¢dtés du polygone qui de-
viennent des tangentes a la courbe avec les génératrices se
conservent dans le développement.

| 460. Théoréme. — La transformée de la section plune
dun cdne présente un point d'inflexion au point ou le plan sécant
est perpendiculaire au plan tangent, & moins que le plan sécant we
soit en méme temps perpendiculaire @ la génératrice de contact.
(Fig. 334.)

Considérons encore une pyramide inscrite dans le cone,
la limite de la face SBC lorsque l'aréte SC se rapproche
de SB est le plan tangent au cone suivant SB. '

Nous concevons un plan sécant P, qui reste constamment
perpendiculaire a la face SBC, et qui devient & la limite per-
pendiculaire au plan tangent suivant SB, c'est-a-dire normal
au cone ; il coupe la pyramide suivant un polygone ABCDE
qui sera a la limite la section plane du cone.

Le plan est oblique par rapport 4 SB.

La ligne BC, intersection de deux plans perpendiculaires,
&t la projection sur P des deux droites SB et SC. Supposons
e Fangle SCK soit aigu, il en est nécessairement de méme

eSBK 4 la limite, et I'angle SCK est plus petit que I'an-
gle SCD.
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Done, dans le développement, 1’élément CD viendra occuper
une position CD,, extérieure a I'angle SCK, et il en sera de
méme a la limite.

L'angle SBH est obtus et plus grand que SBA ; donc, dans
le développement, la droite BA viendra occuper une posi-
tion BA,, intérieure & l'angle SBH, et il en sera de méme &
la limite. On voit donc que, au moment ot BC sera devenu
la tangente au polygone de section, la transformée de la
courbe de section aura un point infiniment voisin du point de
contact au-dessous de la tangente, et un autre point infini-
ment voisin de I'autre cdté au-dessus, la tangente & la trans-
formée traverse la courbe, il y a point d'inflezion.

Reprenons la pyramide, et supposons que le plan sécant
soit perpendiculaire au plan de la face SCD, et en méme temps
a la génératrice SC. L’angle SCH est droit ainsi que SCB.
GB est la projection de SB sur le plan P ; I'angle SBC est
nécessairement aigu et son supplément SBK qui est obtus est
plus grand que SBA.

Quand on fait le développement, le point B vient d’abord

s

se placer sur le prolongement de CD, par exemple en By, et
la ligne AB vient dans Vintérieur de 'angle SB,H au-dessus
de BC. Lorsque l'aréte SD est venue se confondre avec SQ.
Pangle SDL est droit ainsi que l'angle SDE, et le méme ral-
sonnement montre que E viendra en E, sur le prolongement
de CD, tandis que EF se placera en E,F; dans lintérieur de
tangle SE,L au-dessus de la tangente CD.

1l est donc visible qu'aprés le développement la trans-
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formée sera tout entiére dans le voisinage du point de con-
tact, d'un méme coOté par rapport a la tangente; en méme
temps, cette transformée aura avecsa tangente quatre points
infiniment voisins confondus, et le point qui en résulte est un
point méplat.

461. Développement d’un cdéne de révolu-
tion. k

Nous allons appliquer ces principes au développement
d'un cone de révolution sur lequel nous avons obtenu une sec-
tion elliptique. (Fig. 336.)

Nous avons pris un plan sécant P'«P perpendiculaire au
plan vertical et faisant avec le plan horizontal un angle plus
petit que I'angle des génératrices du cone (463).

La section projetée verticalement suivant ¢'d” se projette
horizontalement suivant une ellipse dont ed est le grand axe,
nous avons obtenu les points zikley, et la tangente eg au
point e au moyen du plan.tangent dont la trace est fy.

Nousavons construitlés points pour lesquelslatransformée
présente une infléxion; paints caractérisés par ce fait que les
plans tangents au cgne sont perpendiculaires au plan séeant,
en menant par le sommet du cone une perpendiculaire s, sp
au plan P et en faisant passer par cette droite des plans tan-
gents au cone ; les traces de ces plans sont pgz et pro, les
génératrices du contact projetées en sq et s» ont pour projec-
tion verticale commune s'¢’; les points qui donneront des
points d'inflexion sont projetés en ¢ et u, leur projection ver-
ticale est u’. Les tangentes an ces points ont pour projec-
tion vu et tz qui doivent passer par le point 0,0’ oul la perpen-
diculaire sp’,sp perce le plan.

Nous allons développer le cdne sur le plan tangent sui-
Yant la génératrice sa, s'a’, en I'ouvrant suivant la généra-
{rice 5’0, sb choisie uniquement par raison de symétrie.

Les longueurs des génératrices ne changent pas dans le
Uéveloppement, toutes les longueurs comprises entre le
umet et la base qui est la section droite sont égaies entre
elles, et par conséquent, cette base se développera suivant un
%rcle dont le rayon est égal a s'a’, et que nous tragons.
{Fig. 337.)

PoLyr. — T, I 13



180 GEOMETRIE DESGRIPTLVE.

On peut calculer I'angle du secteur qui correspond & l'are
utile: en nommant R le rayon de la circonférence de base
R, le rayon du développement, la longueur de I'arc = 2rR,
et nous pouvons, en appelant 'angle du secteur, écrire :

8L A 2zR R
3600 2«Ri Ry

Cet angle w pourra étre utile pour vérifier le résultat,
mais il est nécessaire de porter sur I'are, & partir d’'un point
fixe, des longueurs absolues égales aux longueurs mesurées
sur la base, afin de placer successivement les génératrices.

Partons d’un point B, et portons des grandeurs égales aux
vraies grandeurs des arcs bn, nf, fw, wr, ra....., on partagera
ces arcs en parties assez petites pour que la corde puisse étre
prise pour l'arc sans erreur sensible, et on reportera ces par-
ties sur le développement. 3

Le secteur sur lequel se déroulera la surface du cone
est B,S,B;, quon pourra vérifier au moyen de l'angle w ; et
on tracera toutes les génératrices des points qu'on a déter-
minés. Sur les génératrices, on prendra a partir du sommet,
des longuears égales aux vraies longueurs comprises entre le
sommet et les points de la courbe, et on les obtiendra d’abord
en faisant tourner toutes les génératrices autour de l'axe
pour les amener & coincider avec la génératrice de front s'a’,sa.
(Fig. 336). Dans ce mouvement de rotation, tous les points se
déplaceront sur des cercles horizontaux projetés verticale-
ment suivant les horizontales k71, e'e,, y'y'1, wu',, et dont la
projection horizontale est inutile, et les grandeurs cherchées
sont s'¢’, s'w'y, 8y, '€y, sls ets'd’ qu'on porte sur les généra-
trices correspondantes sur le développement, de maniére a
obtenir la courbe transformée D, LEYUCTZIKD;.

462. Tangente. — Construisons la tangente 4 la
transformée au point E (nous avons construit la tangente a
la courbe au point e,¢’). Cette tangente fait partie dans 'es-
pace d’un triangle projeté suivant egf (fig. 336), rectangle
en F, dans lequel nous connaissons fg qui est en vraie gi.n-
deur, la vraie grandeur de ef, qui est ¢'.a’, égale a la généra-
trice diminuée de s''y, et nous pouvons construire ce triangle
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rectangle sur le déveioppement afin d’obtenir I'angle aigu
que fait la tangente avec la génératrice. Nous avons (fig. 337)
EF en vraie grandeur, nous élevons une perpendiculaire FG
égale A fy, et I'hypoténuse est la tangente au point E; nous
devons faire observer qu'il faut mener la perpendiculaire dans
le sens convenable; en développant le cone tous les plans
tangents se rabattent successivement sur le plan du déve-
loppement, de maniére a ce que les points conservent les uns
par rapport aux autres les mémes positions relatives; le
point g restera placé au dela du point / par rapport au point a.

Nous avons vu que la transformée offrira des points d'in-
flexion aux points T et U; nous pouvons construire la tan-
gente au point U par la méme méthode que nous venons
d’employer (UR = «',a’, RV = m).

Aux points ¢’ et d’ la tangente est perpendiculaire a la
génératrice, il en sera de méme au point C et aux points D,
et D;. Ce qui donne A la courbe transformée la forme que
nous avons dessinée. Nous voyons dés maintenant que la per-
pendiculaire s’p', sp au plan P menée par le sommet du cone
peut tomber dans l'intérieur du cone, et dés lors, il est impos-
sible de mener des plans tangents par cette droite, et la
transformée peut ne pas présenter de points d’inflexion. Nous
ferons tout a I'heure la discussion des cas dans lesquels on
trouve une inflexion.

463. Section hyperbolique. (Fig. 338.)

Le plan est P'«P faisant avec le plan horizontal un angle
plus grand que les génératrices du cone. La section est une
hyperbole (467); les sommets sont ¢,c et d',d. Nous menons
un plan paralléle au plan P pars,s', il détermine deux géné-
ratrices paralléles au plan P projetées en Si et Sk; les plans
tangents suivant ces génératrices coupent le plan P suivant
les asymptotes paralléles aux génératrices et projetées en o
et mo. D'ailleurs, les points cet f ot la trace du plan rencon-
tre la base du cone appartiennent 3 la courbe; nous avons
limité le cdne & un plan horizontal a, &, ; la courbe a pour
Projection horizontale ecf et gdh.

Nods représentons la partie du céone situde au-dessous du

Plan sécant et comprise entre le plan a’,#, et le plan hori-
Zonfal,
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Premiére forme de la transformée (fig. 839). — Développons
le cone sur le plan tangent le long de la génératrice s/, sa,
en l'ouvrant & cause de la symétrie par la génératrice
opposée s'0', sh. Le rayon du cercle qui serala transformée de
la base est égal a s'a’, et, en prenant de petits arcs successifs,
nous voyons que la nappe inférieure du cone se développe sur
le secteur B{AB,.

Si nous développons du méme coup la nappe supérieure,
les génératrices se prolongent, I'angle du secteur est donc le
méme que celui que nous avons oblenu, et la nappe supé-
rieure recouvre dans le développement le secteur B:A,B;le
rayon du cercle transformé de la base supérieure est sa's.

La courbe située sur la nappe inférieure aura pour trans-
formée ECF, obtenue en prenant sur les différentes généra-
trices, des longueurs égales aux vraies grandeurs comprises
entre le sommet et la courbe. (Nous n’avons pas indiqué ces
constructions, identiques 2 celles que nous avons dessinées
dans le cas de la sectiou elliptique).

La courbe située sur la nappe supérieure va se décomposer
en deux parties, car la génératrice s't',, prolongement de s'¥',
sur laquelle se trouve le sommet &', est celle suivant laquelle on
ouvre le cone, nous aurons deux arcs séparés D,TH et D,VG.

On pourrait construire les tangentes en différents points
de ces courbes, nous ne répétons pas ces constructions déja
faites (482). Nous observons seulement qu'an point C la tan-
gente doit étre perpendiculaire & la génératrice comme au
point ¢,¢’ ; de méme aux points D,,D; la tangente est perpen-
diculaire & SD; et SD,.

Cherchons les points d'inflexion pour lesquels le plan tan-
gent est perpendiculaire au plan sécant (480), en tragant par
Je sommet une perpendiculaire sp'g’, spg (fig. 338) au plan
sécant, et en conduisant par cette droite des plans tangents
au cdne; ensuite nous prendrons les points situds sur les gé-
nératrices de contact projetées en sz etsr : soient v et tleurs
projections, nous les reportons sur le développement, ils se
trouvent sur les branches séparées de la courbe en Vet T.
(Nous n’avons pas figuré les constructions pour ne pas caarger
la figure, comme aussi nous n'avons pas tracé les tangentes
aux points d'inflexion; nous renvoyons au cas de Dellipse.)
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464. Asymptotes. — Nous figurons d’abord les géné-
rafrices paralléles aux asymptotes en prenant les ares Al
et AK égaux a as et ak et tragant SI et SK; c’est sur ces
droites que se trouvent les points 4 I'infini. Or, quand nous
développons le cone, nous devons supposer que chaque plan
tangent se rabat dans le plan du développement avee toutes
les lignes qu'il contient, les lignes conservant les unes par
rapport aux autres la méme position relative ; les asymptotes
sont donc paralléles 4 SI et SK et 4 la méme distance de ces -
droites que dans I'espace, distance qui est donnée en vraie
grandeur en im et Ik,

Autrement, on peut dire que l'asymptote est la tan-
gente au point situé a I'infini sur la génératrice SI, et si
nous considérons le triangle rectangle efg de la figure 337
(cas de lellipse), dont I'hypoténuse est la tangente, fg
est le coté analogue 4 im, le sommet e s’éloignant 8 I'infini,
hypoténuse devient paralléle au coté ef, cest-i-dire & la
génératrice. ; ;

Donc, nous prendrons sur une perpendiculaire IM 4 SI une
longueur égale & im, et M sera un point de l'asymptote Mw
paralléle a SI; nous obtiendrons de méme la seconde asymp-
fote L» paralléle 4 SK, et ces deux asymptotes se croisent, 4
tause de la symétrie de la figure, en un point o situé sur SA.
Mais ce point w n’est pas la transformée du point 0,0, centre
de I'hyperbole ; il résulte des rabattements successifs et indé-
pendants des deux plans tangents qui contiennent les deux
asymptotes, et la distance Mw n'est pas égale a la vraie gran-
deur de om.

Les génératrices qui donnent les points a I'infini sur les
secondes branches sont les mémes, et les asymptotes, restant
a la méme distance de ces génératrices, ne sont autres que
celles que nous avons déja tracées.

Finalement la courbe a la forme dessinde surla figure 339,
&t nous avons tenu compte dans la représentation du déve-
loppement de la convention quenous avons faite relativement
4 la représentation du cone.

Nous remarquons que cette courbe est bien située de part
et d'autre des asymptotes comme cela doit étre.
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465. 2¢ forme de la transformée.

Les deux points d’inflexion se trouvent ici sur les bran-
ches isolées, mais il est évident que si nous avions développé
le cone sur le plan tangent suivant la génératrice s'4', sb, les
inflexions n’auraient pas changé de position surla courbe.
La courbe situéesurla nappe inférieure, ouverte alors suivant
la génératrice s'a’,sa, se serait décomposée en deux parties
sans inflexion ; la courbe située sur la nappe supérieure au-
rait fait une seule courbe continue avec deux inflexions. De
]a une seconde forme que nous allons étudier en disposant
une figure spéciale pour plus de clarté.

Nous avons pris (fig. 340) le plan P'aP, nous avons cons-
truit la courbe et ses asymptotes. Le cone a été limité 4 un
plan horizontal supérieur, tel que la base soit plus grande
que la base inférieure, simplement pour augmenter un peu
I'étendue de la branche men. Nous avons construit les points
qui donneront des points d’inflexion sur la transformée en
menant s'p'q’, spg, perpendiculaire au plan P, et nous obtenons
les points projetés en ¢ et v situés sur la courbe inférieure.

Remarquons que nous pouvons considérer 1'hyperbole
comme la directrice du cone; alors nous menons par le
point p',p, ot la perpendiculaire perce le plan, les tangentes
a I'hyperbole ; leurs projections sont pv et pt.

Nous avons déja indique cette construction & propos de la
section elliptique (463). Or si nous examinons la position du
point p’ par rapport au centre o' de I'hyperbole situé au mi-
lieu de l'intervalle ¢’d des sommets, ce point tombe au-des-
sous du centre, et nous ne pourrons mener des tangentes a
I'hyperbole que sur la courbe kdp située dansl'angle inférieur
des asymptotes ; nous avions vu ce fait en construisant les
points vet¢, mais on peut, sans construire les points, se rendre
compte de la partie sur laquelle seront les inflexions.

Développons sur le plan tangent le long de la généra-
trice s'a’, sa, en ouvrant par la génératrice, opposée s'0', sb.

Nous obtenons, en opérant comme plus haut, le sec-
teur B,AB, pour la nappe inférieure, et le secteur B;A, B,
pour la nappe supérieure. (Fig. 341).

La courbe inférieure se développe suivant la courbe con-
tinue LVDTK, ayant en D la tangente perpendiculaire a la
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génératrice SA ; et ayant des points d’inflexion en V et T sur
les génératrices SR et SX.

Les asymptotes, construites comme nous I'avons exposé
dans le cas précédent, sont Ge et Ho et EH (égald ek), est
plus grand que EK (égal & ek); la courbe n’est plus comprise
dans I'angle des asymptotes, elle les coupe pour prendre la
forme que nous avons dessinée.

La courbe supérieure donne deux branches séparées, nor-
males aux génératrices aux points C, et C, situdes au-des-
sous des asymptotes qu’elles ne traversent pas et ne présen-
tant pas d’inflexions.

Nous observons encore que les branches infinies sont bien
situées de part et d’autre des asymptotes.

Nous avons tenu compte encore dans lareprésentation du
développement de la convention que nous avions établie sur
la représentation du cone.

466. 3¢ forme de la transformée : Inflezion a
Vinfini. (Fig. 342.)

Nous prenons le plan PP’ paralléle 4 'axe et perpendicu-
laire au plan vertical, c¢’est done un plan de profi.

L’hyperbole est projetée suivant &'’ et £'7 sur le plan ver-
tical et suivant /gnm sur le plan horizontal.

Les traces des asymptotes sontles pointse et £, et ces asymp-
totes dans I'espace sont paralléles aux génératrices sc et sd.

La perpendiculaire au plan P menée par le sommet est
horizontale, et il en résulte que les plans tangents menés par
cette droite ont leurs traces paralléles a la ligne de terre et
touchent le cone, suivant les génératrices sc et sd qui don-
nent les points & I'infini. Les deux points d’inflexion sont a
linfini. On peut encore observer que la perpendiculaire s’
rencontre le plan précisément au milien de Ak, c’est-a-dire
au centre de I'hyperbole, et que les tangentes qu'on peut
tracer par ce point a 'hyperbole sontles asymptotes.

Nous développons sur le plan tangent le long de la géné-
ratrice s'a’, sa en ouvrant le cone par la génératrice oppo-
sés s'b', sb; le secteur recouvert par la nappe inférieure
est B,AB; (fig. 343). Le secteur recouvert par la nappe supé-
rieure est BsAB;.
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Nous tragons les génératrices SC et SD et lex asymptotes
qui leur sont paralléles Eo et Fo.

La branche inférieure ne peut traverser les asymptotes
sans quoiil y aurait inflexion, elle est;dans I'angle EwF; cest
MHL construit comme précédemment.

Les deux branches séparées K,N et K,Q se placent comme
nous I'avons figuré, en sorte que les deux branches qui ont
la méme asymptote sont du méme coté de cette asymptote,
c'est la forme correspondante au point d'inflexion situé a
I'infini (503).

- 467. Z° forme de la transformée: Aucune in-
flezion.

Le plan est PaP". (Fig. 344.)

Les sommets de la secticn sont ¢,c et d,d'.

Les génératrices paralléles au plan sont se et sf.

Les asymptotes sont o et go.

Nous limitons le céne au plan horizontal &',k qui donne
un cercle projeté en b kL

Nous observons que la perpendiculaire s’ menée au plan P
par le sommet tombe & l'intérieur du cone, par conséquent
la transformée n’aura pas de points d’'inflexion.

Nous développons le cone sur le plan tangent le long de
la génératrice s'a’, et nous construisons comme dans les cas
précddents le secteur sur lequel se développe le cone. La
nappe inférieure recouvre le secteur B,AB, et la courbe
est ICM ; les asymptotes sont Ho et Gu. (Fig. 343).

La nappe supérieure se développe sur le secteur B;A B
(figuré seulement en partie sur le dessin), et la courbe, dé-
composée en deux branches D,L et D;K, a les mémes asymp-
totes que la premiére, et est située par rapport a ces droites
de cotés différents.

468. 3¢ forme de la transformée s Point mé-
plat.

Si le plan PoP’ était perpendiculaire & s'a’, le sommet ¢’
serait le pied de la perpendiculaire sp’ (fig. 344), il n’y aurait
pas d’inflexion, seulement la transformée aurait au point G
un point méplat; et sa forme ne différe pas sensiblement de
celle que nous avons dessinée. (Fig. 345.)
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Remarque commune. — [ e formes que nous
venons d'étudier sont des formes types, quant 4 la position
de la courbe par rap- I
port a ses asympto- Fig.1546
tesetala disposition
des points d’'in- il f
flexion; mais les ot ; h
branches de courbe ! 3
n'ont pas nécessaire-  / A & \
ment la forme que i : -

bk / hote W
nous avons trouvée, | / AT \
et il faut les con- i [ BT A4 |
struire dans chaque | f ]
tas particulier, |
peut arriver, par
exemple, que les
deux asymptotes se
Superposent dans le
développement, de
maniére a former :
une seule droite, et la branche correspondante présente néces-
sairement deux points d'inflexion ; la transformée est’repré-
sentée par la figure 346 qui différe de la troisiéme forme par
les dispositions particuliéres, mais qui est identique quantala
situation de la courbe par rapport aux asymptotes.

:
i
i e

469, Transformée de la section parabo-
ligue,

Nous n’avons pas fait de dessin spécial pour la trans-
formée de la section parabolique qui ne présente aucune
Particularité nouvelle,

DISCUSSION

470. Nous allons examiner dans quels cas la transformée
lela section plane d’un cone de révolution présente des points
Pinflexion,

1* Angle aigu au sommet, = Nous supposons d’abord que
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I'angle au sommet du coéne est aigu, nous désignons cet
angle par 2«. (Fig. 347.)

Le plan de la figure est un plan passant par I'axe, et nous
considérons des plans sécants perpendiculaires au plan ver-
tical. Désignons par g 'angle du plan sécant P, avec l'axe.

Si nous avons « 4 > 90°, la perpendiculaire Sp, tombera
3 lintérieur du cone, et il n'y aura pas d’inflexion.

Si nous avons « 4 §=290°(plan P;), la perpendiculaire Sps
coincidera avec la génératrice, et il y aura un point mé.
plat.

tomberaen
dehors du
coneetily
aura deux
inflexions.

Faisons
varier le
plandepuis
la position
P, ouil est
paralléle a

ou la sec-
tion est pa-
rabolique ,

présenter & partir de la position Ps.

Les sections par les plans P,P;Ps sont des hyperboles; la B
perpendiculaire tombera toujours en dehors du cbne, nous |

Si nous avons « 4 p << 90° (plan P;), la perpendiculaire Spy

la généra- ,
trice SA et

en passant
par PP,Ps
P;; nous
aurons des
sectionsel- =
liptiques |
qui pour- |
rontne pas
donner d’inflexions sur la transformée, mais qui pourront en [
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aurons toujours a - g << 90°, et il Y aura toujours inflexion,
la transformée passant par les trois formes : forme 1 corres-
pondante au plan Py, forme 3 correspondante au plan P pa-
ralléle a I'axe, forme 2 correspondante au plan Pj (en sup-
posant toujours le cone développé surle plan tangent suivant
la méme génératrice SB). Lasection parabolique P; donnera
des points d'inflexion ; a + B est alors dgal 4 2u, et nous sup-
posons 2z << 900,

La condition pour qu'il ¥ ait inflexion peut done s’dcrire -
@ 4 B << 90°.

L’hyperbole et la parabole donneront toujours des
inflexions sur la transformée,

Lellipse pourra en donner, ou n’en pas présenter et
fournir un point méplat.

20 Angle droit au sommet (fig. 348).

20 — 900,

Si nous partons de la section parabolique Py, elle présen-
tera sur la transformée le point méplat.

Fig. 348
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Dans les sections elliptiques P, P, la perpendiculaire tombe
en dedans du céne, il n'y a pas d'inflexions et 'on aa 4 2> 90°.

Les sections hyperboliques PyP,P, ont nécessairement
des inflexions, a -} g est plus petit que 90°, et la transformée
présentera les trois formes 4, 3, 2, comme dans le cas précé-
dent.

La condition est donc encore :

« + p < 90°.

L'ellipse et la parabole ne donneront pas d'inflexions sur
la transformée, I’hyperbole en donnera toujours.

30 Angle au sommet obtus (fig. 349).

Les plans, tels que PP,Ps, sont tels que « 4 > 90°.

La perpendiculaire Sp, Sp, Sps tombe & lintérieur, il n’y
a pas inflexion ; les inflexions se rencontrent a partir du

Fig.349 |\

plan P, perpendiculaire & SB, et on en trouvera sur les
transformées des sections fournies par les plans PyPyPs pour
lesquels a 4 g << 90°.

Or les plans, tels que P, donnent des ellipses.

Le plan P, donne la parabole.

=
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Lesplans de P, a P, tels que Py, donnent des hyperboles.
Toutes ces courbes ne” donneront pas d’inflexions sur la
 transformée, et les sections hyperboliques donneront la qua-
triéme forme.
La section P, donnerala cinquiéme forme, sans inflexions,
avec le point méplat ; les autres sections hyperboliques don-
- beront aux transformées la forme 1 ou 2 ou3.
La condition est done encore :
2 4B << 90°.
Les sections elliptiques et paraboliques ne fournissent pas
d'inflexions sur la transformde. :
La section hyperbolique peut en présenter ou ne pas en
offrir, et on rencontre sur ses transformées les cinq formes
types que nous avons étudides précédemment.

471. Hélices coniques.
Nous considérons un céne s's. (Fig. 350 et 351.)
Nous le développons sur le plan tangent le long de la gé-
nératricese, s'¢’, en'ouvrant par lagénératrice opposée sd, s'd";
le cdne recouvre le secteur D, CD,.
Tragons sur le développement une droite AM et enroulons
cette droite surle cone, nous Prenons une génératrice SEF,
 Bous mesurons l'arc af égal a AE (en longueur absolue);
f0us mesurons ensuite surla génératrice a’s’ une longueur a'e,
égale 4 FE, et nous menons la paralléle ¢/, ¢’ 3 1a ligne de
 terre;; le point ¢',e obtenu ainsi est le point situé sur la géné-
Tatrice s'7, sf, 4 une distance du point £, égale 4 FE (c'est la
tonstruction inverse de celle que nous avons faite pour obte-
Bir les longueurs des génératrices dans le tracé de la trans-
| formée).
Nous pouvons obtenir ainsi autant de points que nous le
- Youdrons de la courbe qui aura pour transformde la ligne
ite. :

Nous avons une génératrice SH Perpendiculaire 4 AM ;
- @ril est évident quel’an gle SAM étant aigu les génératrices,
4 partir du point A, feront des angles de plus en plus grands
- a%ec la droite. Au point K, correspondant 4 cette génératrice,
; tangeate 4 la courbe est perpendiculaire & la génératrice,

e S

€ est horizontale
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Ainsi le point &,k est le point le plus haut. Cette courbe,
qui a pour transformée une droite, est une Aélice conigue ; elle
differe de I'hélice
cylindrique,” d'a-
bord en ce qu'elle
ne monte pasindé-
finiment sur le
cone, comme sur
le cylindre; elle a
un point maxi-
mum et descend
ensuite sur la nap-
pe du cone, jus-
gu’a l'infini, dans
une direction don-
née par la généra-
trice SP qui est
parallele a 1la
droite sur le dé-
veloppement, en
sorte que sp, s’
est l'asymptote
commune des
deux branches de I'hélice ; ensuite cette hélice fait avec les

génératrices des angles variables de zéro & 90°. Pour que
cette courbe s’étende ainsi a I'infini, il faut supposer, comme

= 1
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dans le cylindre, que le cone est une surface indéfinie enroulde
sur elle-méme, Mais elle présente encore cette propriété d’étre
le plus court chemin entre deux points de la surface du
cone.

Et les courbes de cette nature sont les seules courbes tra-
cées sur le cone qui se transforment en une droite par le
- développement du cone.

L’hélice conique joint encore & la propriété démontrée
pour I'hélice cylindrique d’avoir tous ses plans osculateurs
normaux au cdne.

Considérons un céne (fig. 352) que nous supposons déve-
loppé sur un de ses plans tangents que nous prenons pour
plan de la figure. SG est la génératrice’de contact ; nous
tragons dans le Fig. 352
plan du dévelop-
pementunedroite
A que nous enrou-
lons ensuite sur
le cdne suivant
une hélice coni-
que H.

Nous imagi-
nons une généra-
trice SGy, voisine
de SG, et rencon-
trant I'hélice au
pointm, ; la droite
occupe zlorslapo-
sition A,. Le plan
osculateurdel’hé-
lice au point m, est le plan tangent 4 la surface développable,
lieu des tangentes a I’hélice (322), et ce plan tangent sera
déterminé par la génératrice A, et par la tangente 2 une autre
courbe tracée par ce point sur la surface.

Prenons sur la droite A le point n, tel que mn soit égal a
la longueur de I'arc d’hélice mm,, c’est le point # qui viendra
en my pendant 'enroulement de la droite, et qui décrira pour
cela une courbe tracée sur la surface développable ; la tan
gente m,t & cette courbe détermine le plan tangent avec la
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droite As. Or la courbe décrite par le point n est une courbe
normale a la droite A et a la droite Ay, car, on peut supposer
que dans le mouvement infiniment petit de la droite pour
passer de la position A 4 la position A,, le point n décrit un
arc de cercle ayant m pour centre (cette courbe est en réalité
une développante de I'hélice); la tangente m,t est done per-
pendiculaire a Aj.

D’autre part, la longueur sm, est égale a sn, car sn est la
position de la génératrice dans le plan du développement, et
la longueur des génératrices ne change pas (479), par consé-
quent la courbe mm, peut étre regardée comme tracée sur
une sphére de centre s; la tangente a cette courbe au pointm,
est perpendiculaire au rayon sm.

Cette tangente est donc perpendiculaire & la génératrice Gy
et a la tangente en m; a la courbe H tracée sur le cone, done
elle est normale au cone, et le plan osculateur de Uhélice qui
contient cette droite est normal au cone.

11 en résulte d’abord que I'kélice conigque est une courbe gau-
che ; car tous ses plans osculateurs normaux au cone ne peu-
vent se’confondre, ce qui arriverait si la courbe était plane.

Nous pouvons déduire de cette propriété de I'hélice .la
condition pour que la transformée d’une section plane d’un
cone présente un pomt d'inflexion.

Supposons qu'une transformée présente un point d'in-
flexion; en ce point, elle a trois points infiniment voisins
communs avec sa tangente. Enroulons la courbe et la tan-
gente sur le cone : la tangente donnera une hélice ayant tou-
jours trois points communs avec la courbe, et par conséquent
méme plan osculateur. Or la courbe est plane, le plan oscu-
lateur de I'hélice sera donc confondu avec le plan de la courbe
qui est alors normal au cone.

Les points d'inflexion de la transformée correspondent donc
auz points de la section par lesquels le plan tangent au cone est
perpendiculaire au plan sécant, proposition que nous avons déja
établie par d’autres considérations (480).
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DEVELOPPEMENT

D'UN CONE OBLIQUE

472. Nous considérons un cdne oblique qui a pour base
une courbe située dans le plan horizontal. Nous coupons ce
cone par un plan que ous prenons perpendiculaire ay plan
vertical, afin d’obtenir Plus facilement Ia section, nous nous

Le cone a son sommet ay point S8, sa base est la courbe
acdbk. (Fig. 353,)

Le plan sécant est P'aP (§ 473-413).

Nous conduisons d’abord par le sommet un plan paral-
léle S'6Q. Ce pPlan détermine dans le c8ne deux génératrices
dont les projections sont Se et Sd. La section est une hyper-
bole; nous menons les plans tangents le long de ces généra-
trices; ces plans ont pour traces ec et df tangentes & Ia base,
les asymptotes paralléles aux génératrices ont pour projec-
tions e/ et fy (473).

Nous construisons un point de la courbe situé sur Ia géné.
ratrice Sk, S'¥, nous obtenons le point 7,l. La tangente en ce
point, intersection du plan sécant avec le plan tangent dont la
trace est km, a pour projection m/. D’ailleurs, les pointsa et &
appartiennent a la courbe.

Nous avons construit en outre les points sur les contours
&pparents horizontaux en &', et y,y/, afin de déterminer la
distinction des parties vues et cachées, et le point v, qui
appartient au contour apparent vertical. La projection hori-
Zontale de la courbe est azvlyb (473).

Nous voulons développer le cone sur le plan tangent le
long de la génératrice Sp, 8%/, qui est la génératrice de con-
tour apparentvertical,

Nous inscrivons dans la base du cdne un polygone dont
Dous supposons les cotds assez petits pour qu'on puisse les
confondre sans erreur sensible avec les arcs, et dont nous
plagons des sommets aux points qui sont les traces de géné-
Tatrices utiles, ou qu'il est nécessaire de construire particu-

érement. Ce polygone n’a pas besoin d'avair ses cotds égaux
Poryr — T, 1L 1%
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Ainsi nous plagons des sommets aux points e,d pour
obtenir les génératrices paralléles aux asymptotes, aux
poinks a et 4, aux points ¢ et » pour les génératrices de con-
tour apparent horizontal qui sont trés importantes, comme
nous le verrons, au point %, puisqu’on veut construire le point /,
au point z, pour obtenir le point v sur la génératrice de con-
tour apparent vertical.

La transformée de la section plane offrira des inflexions
aux points ou le plan tangent est perpendiculaire au plan sé-
cant (nous n’avons pas construit ces points pour ne pas
charger la figure, mais il y en aurait évidemment deux); on
placera des sommets du polygone aux traces des génératrices
sur lesquels ces points sont placés (480).

La transformée de la base offrira des inflexions aux points
ou le plan tangent est perpendiculaire au plan de la base,
c’est-a-dire au plan horizontal, par conséquent aux points z
et y situés sur les génératrices de contour apparent hori-
zontal, c’est pour cela que ces génératrices sont si utiles a
construire. Nous imaginons la pyramide dont ce polygone est
la base et nous la développons.

Prenons pg pour un des cbdtés de la base ; construisons le
triangle Spg. Il faut d’abord connaitre les longueurs des gé-
nératrices Sp, S’ et Sg, S'¢’; nous amenons ces droites &
étre paralléles au plan vertical en les faisant tourner autour
de la verticale du point s,s'; leurs projections horizontales se
confondent suivant Spigi, parallele a LT, et leurs projections
verticales qui donnent leur vraie grandeur sont Sps et S'¢'t.

Nous tragons SP (fig. 354) égale S'p’, ; du point S comme
centre avec S'¢/, comme rayon, nous décrivons un arc; de P
comme centre avec pg comme rayon, nous décrivons un autre
arc qui croise le premier au point Q. La vraie grandeur de la
face est PSQ. Nous répétons la méme construction de proche
en proche pour obtenir la génératrice SD paralléle auplan P;
puis le point B, le point R qui est le point d'inflexion de la
transformée de la base, le point K sur lequel nous avons
construit le point L et le point Z,. En admettant que le cone
soit ouvert suivant la génératrice Sz, S'z’, nous développons
l'autre partie du cone de 'autre coté de SP, et nous obtenons
successivement les points C, A, T point d'inflexion et Z,.
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Cette construction est 1a seule qui soit réellement pra-
tique, et 8'il est vrai que chacun des triangles PSQ, QSD.....
. ait un angle en S trés petit, les ares décrits de S comme
centre avec SP, SQ... comme rayons sont coupés en général
par les petits arcs PQ, QD, sous des angles presque droits et
les sommets sont bien déterminds.

Figurons la transformée de 1a section.

Le point I est sur 1a génératrice Sk, S’k ; il faut con-
naitre la distance de ce point au sommet. Or en amenant la
génératrice 4 étre parallle au plan vertical en Sk, S'%, pour
avoir sa vraie grandeur, nous avons amené en méme temps
le point ¢,/ en 7, sur I'horizontale qui passe par sa projection
verticale (la projection horizontale est inutile), et S'7; est la
longueur cherchée que nous portons en SL sur la généra-
trice SK. '

On construira de la méme maniére autant de points de la
courbe qu'on le jugera utile.

En particulier, le point v,0" situé sur la génératrice Sz,
8'z" donnera les deux points V3 et Vy; on marquera les points
d'inflexion, et la courbe est partagée ici en deux ares V,LB
etV A.

Cherchons la tan gente au point L.

La tangente projetée en im fait partie d’'un triangle projeté
en lkm dont nous allons obtenir les trois c6tés en rabattant le
Plan de ce triangle, cest-a-dire le plan tangent, autour de la
trace horizontale km ; nous faisons les constructiors -rdi-
naires du rabattement ; le point /I’ vient en L, et leg jrois
cbtés du triangle sont L, £, L,m et km

Nous reconstruisons ce triangle en vraie grandeur sur le
développement ; KL est déja tracé, et nous déerivons des arcs
de cercle des points L et K, comme centres, pour obtenir le
point M; ML est Ia tangente, car, d’aprés la construction,
I'angle de la tangente avec la génératrice est le méme sur la
transformée que sur la figure dans I'espace.

Notons en passant que KM, transformée de la tangente &
la base, estla tangente 2 Ia transformé > de la base, ¢'est-3-
dire 4 la courbe ZKBP... Cela nous montre de quel ¢dté nous
devons construire le triangle et placer le point M. Nous
avons déja dit que nous devions Supposer que dans le déve-



198 GEOMETRIE DESCRIPTIVE.

loppement du cone tous les plans tangents venaient successi-
vement se rabattre sur le plan du développement, les points
conservant les uns par rapport aux autres les mémes posi-
tions relatives; le point M doit donc venir se placer du méme
coté que le point B par rapport au point K, ce que fixe le sens
de la tangente KM.

Construisons les asymptotes elles restent a la méme dis-
tance des génératrices qui leur sont paralléles, et nous pou~
vons déterminer la distance des deux droites Sc et ¢k en
rabattant le plan tangent qui les contient et dont la trace
est ce.

Nous opérons ce rabattement suivantla marche ordinaire,
et le sommet S,S se rabat en Si; la génératrice est Sic et
I'asymptote est la paralléle ek ; nous obtenons donc la dis-
tance demandée. Mais afin de fixer le sens, nous étendons &
'asymptote la construction de la tangente ; I'angle Syce est
l'angle de la génératrice avec la tangente a la base, nous
faisons au point C sur le développement un angle égal, en
placant le point E du méme cdté que.le point A par rapport
a C; nous avons d’abord la tangente CE 4 la transformée de
la base. Nous prenons ensuite CE = ce et nous menons par E
une paralléle a SC, nous obtenons enfin asymptote EH.

La seconde asymptote FG est construite exactement de la
méme maniére, ce qui justifie bien la forme que nous avons
tratée pour les deux branches de courbe qui constituent la
transformée de la section.
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SECTIONS PLANES

ET DEVELOPPEMENTS DES CONES ET CYLINDRES

1° On donne un plan par ses traces; dans ce plan, on a
une courbe connue par son rabattement sur l'un des plans de
projection. Cette courbe, dans 'espace, estla directrice d'un
cylindre, dont les génératrices sont paralléles & une direc-
tion donnée. On coupe le cylindre par un plan ; développer la
partie du cylindre comprise entre les deux plans.

2° On donne une sphére par ses deux projections, et un
point extérieur. On considére un cdne ayant le point pour
sommet et circonscrit 4 la sphere. Développer la partie du
cdne comprise entre le sommet et I'un des plans de projec-
tion, on bien entre le sommet et un plan sécant. Faire varier
la position du sommet, de maniére & obtenir une ellipse, une
byperbole ou une parabole.

3° On donne un tétraédre régulier SABC, la face ABC est
horizontale.

On considére un cylindre de révolution autour de SA, le
rayon est égal 4 la moitié du cbté du tétraédre. On construira
les intersections de ce cylindre avec les différentes faces du
tétraédre et on représentera ce qui reste du tétraédre sup-
posé plein et solide aprés avoir enlevé la partie comprise
dans le cylindre.

On développera la partie du cylindre comprise dans le
tétraédre,

4° Méme tétraédre, — Le cylindre est de révolution autour
de la perpendiculaire & deux arétes opposées AB et SC. Son
rayon est donné; mémes problémes.

8° On donne une droite qui est 1'axe d’un cylindre de révo-
lution dont le rayon est connu.

Représenter la partie du cylindre comprise entre deux
plans; la développer.

Eclairer le cylindre par des rayons paralléles & une direc-
tion donnée et construire son ombre sur les deux plans sup-
Posés opaques.

6° On donne la projection horizontale SABC d’un tétraddre
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régulier, la face ABC est horizontale. On considére un cone
de révolution autour de SA, ayant son sommet au point 8, et
un angle au sommet égal 4 60°. Représenter ce qui reste du
tétraédre supposé plein et solide aprés avoir enlevé la partie
comprise dans le cone.

Développer la"partie du céne comprise dans le tétraédre.

7o On donne un cylindre de révolution dont I'axe est ver-
tical. On place sur la base supérieure un prisme hexagonal
régulier de hauteur donnée. Le rayon de I'hexagone de base
est plus grand que le rayon du cylindre.

Construire 'ombre portée par le prisme sur le cylindre,
et les ombres portées par les deux solides sur les plans de
projection, en éclairant I'ensemble par des rayons dont les
projections font avec la ligne de terre des angles de 45°.

8° On donne un cone de révolution & axe vertical. On place
sur le sommet un prisme droit dont la base est un hexagone
régulier.

Construire les ombres portées par le prisme sur le cone et
les ombres portées par les deux solides sur les plans de: pro-
jection, en éclairant ces deux solides par des rayons dont les
projections font avec la ligne de terre des angles de 45°.

9 On donne une droite par ses deux projections; cette
droite est I’axe d’un cylindre de révolution. On trace un rec-
tangle, sur lequel on figure une courbe, et qui représente le
développement du cylindre.

Construire les projections de la courbe en I’enroulant sur
le cylindre. Tracer une tangente a la courbe sur le dévelop-
pement, et figurer les projections de la tangente 4 la courbe
enroulée. Points remarquables de la courbe développée.

10" On donne une droite par ses deux projections; cette
droite est I'axe d’'un cone de révolution dont on doone le
sommet.

On trace un secteur sur lequel on figure une courbe, et
qui représente le développement du cone.

Construire les projections de la courbe en I'enroulant sur
le cdne. — Tangentes.— Points remarquables.— Asymptotes.
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SECTIONS CIRCULAIRES

DU CYLINDRE ET DU CONE ELLIPTIQUES

473. Cylindre. — Nousconsidérons d’abord un cylindre
ayant pour base une ellipse abed, nous plagons le grand axe
perpendiculaire au plan vertical, et nous prenons les géné-
ratrices paralléles au plan vertical. (Fig. 355.)

Nous pouvons toujours réaliser cette disposition ; en effet,
étant donné un cylindre elliptique, que nous coupons par wa
plan de section droite, nous obtenons une ellipse; parle grand
axe nous menons un R "
plan qui détermi- b
nera dans le cylin-
dre une seconde el-
lipse dont un des
axes seral’axe de la
premiére, et si nous
plagons cette secon-
de ellipse dans le o
plan horizontal, son Z
axe perpendiculaire
au plan vertical, les
deux plans tangents
aux extrémités de
cet axe seront paral-
ltles au plan ver-
tical.

L'axede ce cylin-
dre est w'o’,wo; parle
point o,'0 imaginons une suite de plans perpendiculaires an
Plan vertical, ilsdon nerontdesellipses ayant pour axe ccmun
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P’axe projeté en o’ et égal 4 ab, les autres axes seront en gran-
deur »'¢, p'q'.....; le plan K0o'?, tel que k7 = ab, coupera le
cylindre suivant une ellipse dont les deux axes sont égaux,
c'est-a-dire suivant un cercle. Si nous figurons la section
-droite #'s’, en désignant par a le demi-axe perpendiculaire au
plan vertical et égal & wa ou o'7, par b le demi-axe o', I'an-
gle du plan sécant qui donnera les sections circulaires, avec

) : ! b
'axe sera fixé par la relation : sin drs <

Il y a évidemment une seconde solution anti-paralléle
-symétrique de la premiére par rapport a l'axe.

474. Probléme. — Couper un cylindre de révolution sui-
vant une ellipse semblable a une ellipse donnée. (Fig. 356.)

On donne le cylindre de révolution vertical qui a pour

base le cercle o et I'ellipse

£ig.356" ik i g !

e Nous voulons détermi-

ner un plan que nous pren-

==  drons perpendiculaire au

1 plan vertical et qui coupe le

7 %:  cylindre suivant une ellipse
Z semblable & mnpg.
c 9’ Les sections par des
plans perpendiculaires au
o’ plan vertical sont des ellip-

ses ayant toutes pour petit
axe le diameétre du cercle ;
b Iellipse cherchée aura ce
T méme petit axe. Détermi-
nons son grand axe; pour
cela, joignons le point n au
2 ] point p, prenons wr égal au
rayon du cercle, conduisons
rs paralléle a sp, os est le

grand axe demandé.
Il ne reste plus qu’a me-
ner par un pointo’ quelcon-
que prls surl’axe du cylmdre une oblique /'d’, telle que o' ' = ws

oy & g i o

P
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le plan PaP’ ainsi déterminé coupera le cylindre suivant 1’el-
lipse demandée.

475. Probléme. — Trouver un plan de projection sur
lequel une ellipse donnée se projette suivant un cercle, (Fig. 351.)
On donne une ellipse que nous supposons placée dans un
plan perpendiculaire au plan
vertical a'#; sa projection ho- Fig. 357 i
rizontale est abed, nous sup- :
posons ainsi que I'un des axes
est perpendiculaire au plan
vertical. Ces axes sont done
en grandeur a’d’ et ¢d,

- Imaginons une sphére
&yant son centre au centre
de I'ellipse et dont le rayon
s0it égal au demi petit axe, et
un cylindre circonscrit 4 cette
sphére paralléle au plan ver-

tical et passant par les points # et 4'. Les contours apparents
du cylindre sont les tangentes g'f" ot &g’ au contour apparent
de fa sphére ; et la section de ce cylindre par le plan a'é’ per-
pendiculaire au plan vertical, n’est autre que Pellipse propo-
sée; done, si nous Prenons un second plan horizontal L,Ty
Perpendiculaire aux génératrices du cylindre, la section du
¢ylindre sera un cercle égal au grand cercle do la sphére, son
centre étant en o, avee un éloignement égal A celui gy
point o, et toutes leg courbes tracées sur lo cylindre et en
Particulier I'ellipse donnée e Projetteront sur ce cercle,

Le plan horizontal L,T, est donc le plan de projection de-
mandé.

476. Cone elliptique. — Considérons un cdne ellip-
tique dont 1a base est Iellipse abed ; le sommet est projeté
®0 5,5 au centre de la base (fig- 358). Nous avons placé le
grand axe de I'ellipse paralléle au plan vertical.

Nous décrivons un cercle du point o’ ¢ mme centre et tan-
8¢nt aux deux génératrices #a’ ot %; nous considérons une
Sphére ayant pour rayon o'f” = o'¢’; et nous cherchons com-
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ment cette sphére coupe le cdne. Nous effectuons un change-
ment de plan vertical LiTy en prenant un nouveau plan ver-
tical perpendlculaxre au premier; les contours apparents du
cdne sur ce plan sont ¢'¢’y et §'d’y; nous décrivons le cercle de
contour ap-
parent de
la sphére
ayant pour
centre le
point o',
qui rencon-
tre les con-
tours appa-
rents du
cone aux
points ,,9’,
K,k ; nous
joignons
v ’lk' et /"ugn
Al etnous con-
gsidérons |
ces droites comme les traces de deux plans perpendiculaires |
au plan vertical L, T,.

Ces deux plans se coupent suivant une droite perpendicu- |
laire au plan vertical LT, projetée en ¢,f%, qui est la pro- |
jection verticale nouvelle de la corde €'f".

Considérons ' k,, il coupe la sphére suivant un cercle dont
cette ligne est le diamétre, et le cdne suivant une conique qui | '
a pour axe /K, qui passe par les deux points projetés en ¢
et / et au méme point ¢, et qui lui sont communs avec le cer- |
cle, et qui a en ces pomts méme tangente que le cercle, parce
que le plan tangent au cone et 4 la sphére aux points pI‘Ojetél
en ¢’ et f” sont les mémes; la conique est donc nécessairement
eonfondue avec le cercle. :

Le plan PaP” et tous les plans paralléles, le plan QBQ' et

tous les plans paralléles couperont le cdne donné suivant des
cercles.
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—

CYLINDRE OBLIQUE

4717. 1° Considérons un cylindre oblique ayant pour bage-
une conique a centre abedefy dans le plan horizontal, et cher-
chons quel est dans ce cylindre le lieu des milieux des cordes-
Paralléles 4 une direction donnde m'n', mn. (Fig. 359.)

Nous allons construire des cordes paralléles 3 la direction.

Pour cela, nous coupons le cylindre par des plans paral-
léles 4 la fois aux génératrices et a la direction mn, m'n’,

Nous obtenons un de ces plans en conduisant par le
pointm,m’ une paralléle aux génératrices ; nk est la trace ho-
rizontale, que nous désignons par P, d'un plan auxiliaire,

Soit P, la trace d'un de ces plans;; il coupe le cylindre
suivant deux génératrices el, g7 — 9% ¢'t' ; nous pouvons
tracer entre ces deux génératrices une suite de droites pa-
ralléle & mn, m'n’; soit P4, p'q I'une d’elles, nous prenons son
hilieu o,0’; il est évident que tous les milieux seront sur la
Paralléle or, o' aux génératrices du cylindre, et cette paral-
léle située dans le plan Py a sa trace horizontale en », milieu
de eg. Si nous répétons la méme construction pour un autre
Plan Py, nous trouverons une trace »,, milieu de c1g1, et tous.
¢S points r,ry... formeront le diamatre conjugué de la direc-
tion P.

Lasurface, lieu des milieux des cordes paralléles d mn, m'n’,
&st donc formée par toutes leg droites paralléles & ~o', ro ot
Passant par les points 77... en ligne droite. Cete surface est
un plan. Ainsi, la surface diamétrale conjuguée d’une direc-
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tion donnée dans un cylindre qui a pour base une conique
centre est un plan dont la trace sur le plan de base du cylindre
passe par le centre de cetle base.

Déplagons le plan auxiliaire PiP;...; il arrivera & une
position P, pour laquelle il est tangent au cylindre; les deux
génératrices suivant lesquelles il coupe le cylindre se confon-
dent dans la génératrice de contact qui est, a la limite, le

& ,, o 'z;r
Fig.359 A

by

|

.,,_-_1.!&____-___.

|
s

el

lieu des milieux des cordes paralléles & mn, m'n’ situées dans
ce plan P, et qui fait partie du plan diamétral.

La méme chose arrivera au plan P, tangent au cylindre a
Pautre extrémité, et dailleurs les points de contact 4 et d
sont sur le diamétre rr,...

Le plan diamétral conjuqué dune direction donnée contient
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les génératrices de contact des plans tangents paralléles @ cette
direction,

Si les cordes pour lesquelles on veut chercher le plan
diamétral sont verticales, les plans tangents paralléles 3 ces
cordes sont les plans de contour apparent horizontal, et le
plan diamétral con jugué des cordes verticales contient les ge-
nératrices de contour apparent horizontal av, o'y’ et ez, ex.

Si les cordes sont perpendiculaires au plan vertical, les plans
tangents sont perpendiculaires au plan vertical, ce sont les
plans de contour apparent vertical, et le plan diamétral con-
jugué contient les génératrices de contour apparent vertical by, by
et fz, [z,

Tous les plans diamétraux Passent par le centre de la co-
nique, base du cylindre, sont paralléles aux génératrices et
contiennent par suite la paralléle aux génératrices mende
par le centre de la conique. Cette paralléle est l'aze dy eylindre,
€t tout plan mené par cette droite coupe le cylindre suivant
deux génératrices équidistantes.

478. 2° Prenons pour base dy cylindre une parabole aded 2
mn, m'n’ est la direction donnée, (Fig. 360.)

Nous construisons de méme Je plan P paralléle i la droite
et aux génératrices.

Nous coupons par un plan Py paralléle a P; il détermine
les deux génératrices af, d'f" et cg, c'g’, entre lesquelles noug
Pouvons tracer des cordes telles que k&, K’/ Le lien des mi-
lieux de ces cordes sera une droite telle que /, p dont la
frace est au point p milieu de ac. '

Nous répéterons la construction pour un autre plan, et le
lieu des points P est lo diamétre &p de la parabole. La surface
tiamétrale conjuguée dela direction est encore un plan pa-
rallele aux diamétres de la parabole et aux génératrices du
Oflindre. Si nous déplacons le plan de maniére 4 I'amener
tangent ay cylindre en Py, le plan diamétral contiendra Ia
Bénératrice de contact.
. Siles cordes données sont verticales, le plan diamétral con-
1Ugué passe par la génératrice de contour apparent herizontal,
Qi est la génératrice de contact d’un plan tangent vertical.

Si les cordes données sont Pperpendiculaires au plan vertical, le

Poryr, — T, . 15
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plan diamétral conjugué passe par la génératrice de contour
apparent vertical. :

/‘-\.

N,

.'.'.'\:3,;. e
/

~

Tous les plans diamétraux sont paralléles, et I'axe est alors

rejeté a I'infinis

_ 479. Remarque. — Nous devons faire observer qu'un
cylindre hyperbolique peut ne pas avoirde contour apparent,
si Ton ne peut mener & 'hyperbole des tangentes paralléles
ala projection des génératrices. On peut voir aisément, en
construisant, comme nous l'avons fait, la trace du plan dia-
métral conjugué des cordes verticales, que cette trace est le
diamétre conjugué de la projection horizontale des généra-

trices.

Un cylindre parabolique n'aura pas de contour apparent,
sur le plan horizontal, par exemple. Si la projection horizon




DES PLANS DIAMETRAUX DANS LES CONES ET CYLINDRES. 213

tale des génératrices est paralléle 4 I'axe de la parabole. Dans
ce cas, les cordes verticales ne couperont le cylindre qu’en un

seul point. Le plan diamétral conjugué de ces cordes est &
'infini.

480. Céne oblique. — Nous n’avons plus ici & nous
inquiéter de la nature de la base ; tout cone oblique & base,
section conique, peut toujours étre coupé par un plan suivant
une des trois coniques (nous admettrons cette proposition ;
qu'il est trop facile de démontrer par I'analyse pour que nous
essayions d’en donner wne démonstration géométrique) ;
nous pouvons donc choisir pour plan de base un plan qui donne
une section elliptique abed. (Fig. 361.)

Nous cherchons 4 construire le lien des milieux des cordes
paralléles & mn, m'n’. Nous allons couper le cone par des plans
passant par le sommet et paralléles & mn, m'n'. Les traces de
ces plans auxiliaires passent par la trace horizontale 4 de la
paralléle & mn, m'n’ menée par le sommet du cone,

1% cas. — La paralléle est extérieure au cdne, soit P I'un
de ces plans, il détermine dansle cdne deux génératrices gs, g’
et cs, ¢'s’, entre lesquelles nous pouvons tracer des cordes
telles que 47, &7 ; les milieux de ces cordes seront sur la
droite s'o’, so dont la trace est au point p sur 4P.

Remarquons que nous avons quatre droites s'%’, s'g’, s’ s'¢’,
telles que les paralléles 4 I'une d’elles $'k’ sont partagées en
parties égales par les trois autres » ces quatre droites forment
un faiscean harmonique, et lo point p est le conjugué harmo-
nique de 4 par rapport aux points e et g. Le lieu des points,
tels que p, est donc la polaire du point 4 par rapport a la
conique, et la surface diamétrale passant par cette droite et le
sommet est un plan,

Les positions limites du plan P sont Py et P, tangents au
cdne suivant les génératrices as, a's’ ot es, €'s', et ces droites
font évidemment partie du plan diamétral, qui est déterminé
par les génératrices de contact des plans tangents paralléles
& la droite donnde.

8t les cordes données sont verticales, la verticale menée par
le sommet étant extérieure ay cone qui a ainsi deux généra-
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trices de contour apparent horizontal; le plan diamétral con-
jugué est déterminé par les génératrices de contour apparent
korizontal.

Si les cordes données sont perpendiculaires au plan vertical,
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la perpendiculaire au plan vertical étant extérieure au cone
et le cone ayant par suite un contour apparent vertical, le
plan diamétral conjugué sera déterminé par les génératrices de
contour apparent vertical.

481. 2¢ cas. — La paralléle d la divection menée par le som-
met du cone est intérieure. (Fig. 362.)

On ne peut plus mener de plans tangents paralléles a la
droite. Ainsi la paralléle est sk, s'A et tous les plans passant
par cette droite auront des traces telles que P rayonnant
autour du point 4.

I‘,qus coupons le cdne par le plan P qui détermine les deux
génératrices bs, 's et es, e's’, et pour mener entre les deux
droites une corde paralléle & mn, m'n’, il faut prolonger I'une
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d'elles bs, ¢'s', par exemple, au dela du sommet. Nous tragons
une corde gk, ¢’k etla droite si, 5’7" est évidemment le lieu des
milieux des cordes paralléles menées dans le plan P,

La trace de cette droite est au point /,

Or les quatre droites s7, s'e, sk, s'b, sont telles qu'une
paralléle 4 I'une d’elles s'4’ est partagée en deux parties égales

\

Fig. 362
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\
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par les trois autres ; elles forment un faisceau harmonique et
le point 7 est conjugué harmonique de 4 par rapport aux
points 4 et e.

Le lieu des points 7 est done Z polaire du point k par rap-
port & la conique ; c’est la droite Ip qu'il est facile de cons-
truire directement, et la surface diamétrale déterminée par
cette droite et le sommet est un plan. Ce plan est extérieur au
cdne. Cela aura lieu pour les cordes verticales, si le sommet
Se projette dans I'intérieur dela base du cdne, cas dans lequel
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le cone n'a pas de contour apparent horizontal. On a besoin,
dans certaines applications que nous verrons plus loin, de
construire le plan diamétral, et on opére exactement comme
nous venons de l'indiquer.

De méme par les cordes perpendiculaires au plan vertical
lorsque le cone n'a pasde contour apparent vertical.

481 bis. ConcLUsION. — Le plan diamétral conjugué d'une
direction donnée dans un cone du second degré a pour trace
sur le plan de la base la polaire du point oll la paralléle a la
direction donnée menée par le sommet perce le plan de la
base.

Ainsi : la base du cone est -dans un plan horizontal, la
trace horizontale du plan diamétral conjugué des cordes ver-
ticales est la polaire de la projection horizontale du sommet.

La base du cdne est dans un plan vertical, la trace verti-
cale du plan diamétral conjugué des cordes verticales est le
diamétre conjugué des verticales, car le point dont on doit
prendre la polaire est 4 linfini dans la direction des verti-
cales. :

La base du cone est dans un plan oblique, on veut obtenir
le plan diamétral conjugué des cordes verticales; on doit
mener par le sommet du cone une verticale dont on cherche
I'intersection avec le plan de la base, la polaire de ce point
est la trace du plan diamétral qui est déterminé par cette
droite etle sommet.

(Conclusions analogues pour les cordes perpendiculaires
au plan vertical.)
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482. Nous avons rencontré & propos de la transformée de
la section hyperbolique d'un céne, un cas dans lequel le point
d'inflexion de la transformée esta I'infini (486). Nous pensons
qu'il est utile de justifier complétement la forme que nous
avons tracée dans ce cas, et nous allons examiner la forme
que présentent les branches infinies des courbes lorsqu'il ya
un point singulier a I'infini.

Nous avons dit (326) que les points singuliers étaient: 1° le
point d'inflexion caractérisé par ce fait que la tangente tra-
verse la courbe, ayant en commun avec elle trois points infi-
niment voisins, placés sur la droite de part et d’autre du point
de contact ;

2 Le point de rebroussement de premiére espéce, la
courbe traverse la tangente, mais les points voisins sont si-
tués sur la droite du méme coté du point de contact ;

3° Le point de rebroussement de seconde espéce, la courbe
se compose de deux branches situdes du méme coté de la tan-
gente et les points infiniment voisins sont placés du méme
coté du point de contact. Pour étudier la forme des courbes
qui ont un point singulier & I'infini, nous allons considérer
un cone, dont la base admet un point singulier, et il est &yi-
dent que toutes les sections planes du cone admettront ce
point singulier & leur rencontre avee la génératrice qui le

- tontient. En prenant ensuite un plan sécant paralléle 3 la
génératrice, nous verrons ce que devient ce point qui se
transportera ainsi 4 l'infini.

Nous examinerons le cas o I3 courbe est hyperbolique,
et celui o elle est parabolique.

Courbes hyperboliques, — j° Cas général. Nous
allons d’abord nous rendre compte des positions des branches
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de 1a courbe hyperbolique par rapport a I'asymptote dans le
cas général. (Fig. 363.)

bac est la courbe de base du cone, le sommet est SS', nous
prenons pour plus de facilité le plan sécant P’«P perpendicu-
laire au plan vertical; la génératrice paralléle au plan
est S'a, Sa. Nous tragons le plan tangent ad et la projection
horizontale de 'asymptote est df, paralléle a aS (475).

Considérons maintenant une autre génévatrice Sé, S'0,
elle perce le plan sécant au point &,/%'. Nous te figurons que
la projection horizontale.

Abaissons du point b la perpendiculaire by a la ligne de

b

Fiy.363

’

/ = /'
7

terre jusqu'd sa rencontre avec la trace du plan tq.ng,ent, et
joignons le pointg au point S.La droite ¢S rencontre 'asymp-
tote en & ; je dis que le point A se trouve sur la méme perpen-

diculaire a la ligne de terre que le point £.
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Les deux droites Sget Sé ont méme projection verticale S'%,
et sont dans le Plan qui projette verticalement S'8’; elles ren-
contrent le plan P'«P sur Iintersection des deux plans qui
est la perpendiculaire ¥k au plan vertical ; d'autre part, la
droite Sy est dans le plan tangent da, puisqu’elle a deux points
dans le plan ; — donc elle ne peut percer le plan P qu’en un
point de l'intersection du plan tangent avec le plan sécant,
¢est-d-dire en un point de 'asymptote ; le point £ doit done
se trouver 4 la fois sur I'asymptote et sur la droite k.

Or a cause de la position de la courbe par rapport 4 la
tangente, le point & est au-dessus du point g, le point % est
au-dessus du point 4, labranche correspondante est au-dessug
de I'asymptote et va & I'intini dans le sens dh, lorsque la gé-
nératrice $5,S'4’ se rapproche de Sa,S'a’

Prenons la génératrice Se,S'¢” de lautre coté de Sa, et fai-
sons les mémes constructions; le point 4,/ est un point de la
courbe, et la droite Sn rencontre I'asymptote au point f, situd
sur la méme perpendiculaire 4 la ligne de terre ; mais comme Ia
seconde branche de la courbe est sur la seconde nappe du
cone, la droite Se, d’abord au-dessus de Sn, puisque la courbe
est toute entiére du méme coté de sa tangente, passe au-des-
Sous dans le prolongement; le point / est au-dessous de
Yasymptote, et la seconde branche Mi est au-dessous de
lasymptote, allant 4 I'infini dans le sens df.

Ainsi, dans le cas général ‘ 3
d'une courbe hyperboligue, les F’!} 3‘31‘
branches présentent la forme 1 i

(fig. 363 4:s), les deux courbes /
¢ 2 :

tant situées de part et d’autre

de 'asymptote. S

483. 2° Point dinflezion (fig. 364). — La base du cone est
lacourbe Yay1, présentant une inflexion au point a; le plan P'aP
&t paralléle & la génératrice S, Sa. Nous construisons
®mme précédemment 'asymptote hdf'; nous considérons la
gnératrice S, S, qui perce le plan sécant en kX ; et nous
Teconnaissons, en répétant les mémes raisonnements, et en
10us servant de la droite Sg, que le point 4 est au-dessus de
l'asymptote (nous avons placé les mémes lettres aux points
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correspondants de cette figure et de la précédente afin qu'on

puisse relire le raisonnement). La branche correspondante
est la branche M.

Neus prenons ensuite la génératrice Se, S'c¢’ qui donne le

e e e e e i e 0 e

N

point!',/. Mais .omme la courbe y; a changé de situation par
rapport a la tangente da, cette fois le point n est au-dessus

8 l du point ¢, et par contre, le
F%J“é - point fest au-dessous du point .
orme

~ Labranche est donc M; au-des-
_/ \ sus de 'asymptote.

Le point d‘inflexion & I'infini
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sur une courbe hyperbolique présente done bien la forme 2
(fig. 364 4is) que nous avons dessinée pour la transformée de

la section plane hyperbolique quand le point d’inflexion est &
I'infini (486). '

484. 3° Rebroussement de premiére espéce. (Fig. 364et 364 ter).

La base du céne est la courbe yays présentant un rebrous-
sement de premiére espéce au pointa ; le plan sécant est P'xP
paralléle & S'a’, Sa.

Nous répétons les mémes raisonnements et les mémes
tracés, en considérant la génératrice Sb, S'4" qui donne le
point % au-dessus de I'asymptote et la
branche de courbe M, et en prenant en- ﬁg..%‘l.x-"

suite la génératrice Sp qui a méme pro- Forme 3
Jection verticale que S5, en sorte que la
droite Sp est au-dessous de Sg; le point

correspondant de la courbe est g et la
branche est situde en M, de I'autre coté ’\

de M; par rapport a lasymptote, mais

allant & Tinfini dans le méme sens; Les deux branches sont
sur la nappe inférieure du céne ; nous avons rencontré cette

disposition dans I'hdlice conique (491), la courbe présente la
forme 3. (Fig. 364 ter.)

485. 4° Rebroussement de seconde espece. (Fig. 364 et 364
quater.)

La base du céne est YaYs, présentant au point a un rebrous-
sement de seconde espéce ; le plan P'aP est paralléle 4 8/, Sa.
Les génératrices considérées sont St et St, telles que leg
Points b et ¢ soient sur la méme perpendi- o
culaire 4 la ligne de terre. Les points obte- Fﬁ :ww
0us sont % et v, tous deux au-dessus du _/
point % et les branches sont M et M, du
méme c5té de I'asymptote ot allant alinfini ——4
dans le méme sens, ce qui donne & la courbe la forme 4,
(Fig. 364 quater.)

On voit clairement sur les formes 3 et 4 que le point de

Tebroussement se transporte 4 I'infini, 1a disposition des bran-
thes de courbe présentant le méme caractére,
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486. Courbes paraboligques. — 1° Cas géneral

(Fig. 363 et 365 bis.)

La base du cone est la courbe abed.
La génératrice de contour apparent vertical est Sb, 8’7,

e e ety
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et nous avons choisi le plan sécant P'«P paralléle a cette gé-
nératrice, en sorte que nous obtiendrons une courbe parahos
lique, puisqu'il y a une génératrice, et le plan tangent sui-

vant cette droite paralléles au plan sécant.
Nous considérons deux génératrices Sd, Se, de part et

d’autre du point é, ayant méme pro-

Fig. 365 b5 i . -
gﬁ.fff] . jection verticale S'd'; elles percent
—_— le plan sécant aux points f et g, et
S~ nous construisons deux branches af

_—/

et ¢g, qui vont se rejoindre a I'in-
fini, en un point situé sur la droite
86 comprise entre ces deux bran-
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ches, les deux courbes M et M; vont & I'infini dans le méme
sens en tournant leur concavité vers la droite, Ce qui donne
la forme 1. (Fig. 368 6is.)

487.2° Point d'inflexion. (Fig. 3635 et 365 ter.)

La base du cone estla courbe abg présentant une inflexion
au point 4, trace de la génératrice. Sb, S'# est paralléle au
plan P; le plan tangent étant perpendiculaire au plan ver-
tical. Nous considérons les génératrices Se et Sk, situdes de
cotés différents par rapport au plan tangent paralléle au
plan P et qui donnent les points fet k situés de part et d’autre
du sommet ; le point /
est au-dessus de S, et Fig. 365 tr
la génératrice Sk, pla- o i _
cée danssa partie infé- 5
rieure au-dessous de S6 \ /—_
la traverse en S, en
sorte que % est au-dessus. Les deux branches M et M; vont
couper la droite S& a I'infini, toutes deux au-dessus de Sé,
mais aux deux extrémités de la droite; leurs concavités sont
dans le méme sens, la courbe présente la forme 2. (Fig. 465 ter.)

488. 3° Point de rebroussement de premicre espece. (Kig. 365
et 365 quater.)

La base du cone est cbk, présentant en 4 un rebroussement
de premiére espéce ; Ia tangente en & est perpendiculaire 3 la
ligne de terre, le plan sécant PP paralléle a S, Sb.

Nous considérons deux génératrices Sd, Sk, qui donnent
les points g et % situéds de part et d'autre du sommet, parce
que les génératrices sont

placdes de cotés différents Fig. 365 uater

par rapport au plan P pa- Forme 3

ralléle au plan sécant. Ces B e
points sont en outre placés, =S

P'un au-dessus, I'autre au- o e

dessous de Sb, et les bran-

ches My et M, ent un point & 'infini sur la droite Sb, aux
extrémités de cette droite, et tournent leur convexité vers la
droite ; la forme est donc la forme 3, la direction des points &
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I'nfini étant entre les deux branches de courbes. (Fig. 365
quarer.)

489. 4° Point de rebroussement de seconde espéce. (Fig. 363
et 362 quinto.)

La base du cdne est aebmp présentant en & un rebrousse-
ment de seconde espéce; le
reste de lafigure disposé comme
précédemment. Nous prenons

—\ deux génératrices Se et Sm, elles

—\ sont du méme cdté par rapport
au plan tangent, et elles don-
nent les points/et n situés du méme coté de la droite Sb; les
deux branches sont alors M et M; qui ont un point & l'in-
fins sur la droite S vers la méme extrémité et qui tournent
par suite leur concavité vers la droite. (Fig. 363 quinto.)

La courbe affecte la forme 4.

Fig. 365 quinter
Forme &
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INTERSECTION DES CYLINDRES

PREMIER CAS. — ARRACHEMENT

490. Nous considérons deux cylindres ayant leurs bases
dans le plan horizontal; nous nous proposons de construire
leur intersection. (Fig. 366.)

Nous allons couper ces surfaces par des plans paralléles a
la fois aux génératrices des deux cylindres.

Construisons d’abord un plan paralléle aux plans sécants ;
pour cela, par un point 0,0’ de I'espace, nous menons des pa-
ralléles o', oa et o, of aux génératrices, les traces de ces
droites donnent la trace horizontale P d’un plan paralléle
aux plans cherchés ; les deux bases étant dans le plan hori-
zontal, la trace horizontale du plan nous suffit.

Employons un de ces plans auxiliaires dontla trace est P,
paralléle & P; il détermine dans chaque cylindre deux géné-
ratrices ayant leurs traces aux points p et d sur le cylindre A,
aux points ¢ et » sur le cylindre B. Ces quatre génératrices se
coupent en quatre points, 2, 9, 11, 17, et nous pouvons
construire les projections verticales de ces points, en pre-
nant les points de rencontre des projections verticales des
mémes génératrices, ou en projetant simplement les points
sur la projection verticale d’une des génératrices ; c’est ainsi
que nous avons obtenu la projection verticale du point 17,

Nous pouvons répéter cette construction autant de fois
que nous le voudrons.

Le cylindre A a pour contour apparent horizontal les deux
génératrices dont les traces sont p et & ; le plan P, qu passe
par la trace p, et qui coupe le cylindre B suivant les généra-
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trices ¢ et », donne sur le contour apparent les points 9
et 11.

En ces points la courbe est tangente d la génératrice de contour
apparent (330). ;

Le plan P, qui passe par la trace &, contient la seconde
génératrice de contour apparent du cylindre A, et coupe
Tautre cylindre suivant les génératrices g et v, qui détermi-
nent sur la droite & les points 4 et 15 ; en ces pointsla courbe
est tangente d la génératrice de contour apparent horizontal du
cylindre A (330).

Le cylindre B a pour contour apparent horizontal les gé-
nératrices dont les traces sont ¢ et s.

Le plan auxiliaire Py, passant par ¢, coupe le cylindre A
suivant les génératrices n et k, qui déterminent sur i les
points 7 et 3; le plan auxiliaire Ps, passant par s, coupe le
cylindre A suivant les génératrices ¢ et , qui déterminent
sur s les points 12 et 16.

Auzx points 1, 5, 12, 16, la courbe est tangente au conteur appa-
rent horizontal du cylindre B.

Le cylindre A a pour contour apparent vertical les géné-
ratrices dont les traces sont 8 et 0; le plan auxiliaire Ps
passant par 8, coupe le cylindre B suivant les généra-
trices A et ., qui donnent sur &'le point 8 et le point 21, dont
nous avons construit seulement la projection verticale; le
plan P, passant par 6 donne les points 18 et 19 sur les géné-
ratrices = et p du cylindre B. Auz points 21, 8, 18, 19, la pro-
jection verticale de la courbe touche le contour apparent du
eylyndre A.

Le cylindre B a pour contour apparent vertical les géné-
ratrices dont les traces sonty et e.

Si nous conduisons un plan auxiliaire passant par ¥, ce’

plan ne coupera pas le cylindre A, il n'y aura aucun point
d'intersection sur la génératrice y'; le plan auxiliaire P,
passant par e, donne au contraire sur cette génératrice les
points 20 et 23 construits seulement sur la projection verti-
cale, et en ces points la courbe est tangente @ la génératrice €.

Nous avons ainsi obtenu tous les points sur les contours
apparents des deux cylindres.
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491. Plans limites. — Ep déplacant les plans auxi-
liaires, nous arrivons 4 une position P, pourlaquelle la trace
est tangente 4 la base du cylindre B au point a, et coupe la
base de I'autre cylindre aux points 4 et g. Ce plan P, qui est
paralléle aux génératrices du cylindre B, dont la trace est
tangente 2 la base, est réellement tangent au cylindre, et un
plan infiniment voisin de celui-1a, dont la trace serait au-
dessous de P, ne couperait plus B.

Ce plan est un plan limite.

Nous en trouvons un autre en Py, tangent au cylindre A
suivant la génératrice m, coupant le cylindre B suivant les
génératrices / et u,

Marquons les points 1 et 10 contenus dans le plan P,, et
dont nous avons construit les projections verticales, cher-
chons la tangente a la courbe au point 1. Cette tangente,
étant tangente aux deux cylindres, est contenue dansle plan
tangent 4 chacun des deux cylindres au point 1 ; elle est leur
intersection.

Or le plan tangent au cylindre B, le long de la généra-
trice a (qui donne le point 1) est le plan P,, le plan tangent
au cylindre A est le plan tangent suivant la génératrice b ot
dont la trace serait tangente & la base au point 4 ; ces deux
plans, paralléles tous deux aux geénératrices du cylindre A,
et dont les traces se rencontrent au point 4, se coupent réel-
lement suivant la génératrice b, qui est la tangente 3 la
courbe,

En répétant les mémes raisonnements, on verra que la
génératrice ¢ est tangente 4 la courbe au point 10. Dans le
plan limite P,, les génératrices / et u sont tangentes a la
courbe aux points 6 et 14.

Les projections d’une tangente a une courbe sont tan-
gentes aux projections de la courbe (306), il en résulte que la
propriété existe pour les deux projections, et nous pouvons
énoncer le théoréme - Dans un plan sécant limite, les génératrices
du cylindre coupé par le plan sont tangentes d la courbe,

492, LConstruction de Pépure. — Quand on a
déterminé la direction des Plans auxiliaires, on cherche
dabord les Plans limites, puis on trace leg plans qui donnent
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les points sur les contours apparents horizontaux et verti-
caux, et en général, ces plans, qui sont nécessaires, suffisent
pour obtenir d’une maniére convenable la courbe d’intersec-
tion ; on voit, en effet, que §'il y a des points sur tous les
contours, on trace 10 plans qui donnent 36 points d’intersec-
tion avec 12 tangentes.

Dans le cas seulement ou quelques-uns de ces plans ne don-
nent pas de points ; ou bien encore, s’il arrive qu'ilssont trés
rapprochés dans certaines parties, et laissent des intervalles
vides dans lesquels la courbe ne serait pas assez déterminée,
on ajoutera un ou deuz plans auxiliaires intermédiaires. On
doit toujours figurer sur les deux projections les génératrices
limites.

On doit toujours construire directement les points sur les
contours apparents verticaux, et ne pas se contenter de les
ramener de la projection horizontale par des projetantes.

493. Tangente en un point. — On peut désirer
connaitre la tangente en un point quelconque de la courbe.

Prenons pour exemple le point 17 obtenu dans le plan Ps,
intersection des génératrices d et r.

La courbe est tracée a la fois sur les deux cylindres, sa
tangente est tangente 4 la fois aux deux surfaces, elle est
contenue dans les plans tangents 4 chacune d'elles, elle est
donc 'intersection de ces plans tangents. Or le plan tangent
4 un cylindre en un point est tangent tout le long de la gé-
nératrice qui passe par ce point, et sa trace est tangente ala
base, au point méme o cette base est rencontrée par la gé-
nératrice (333, 338); les deux plans tangents, suivant les
génératrices 17r et 17d, ont pour traces horizontales ry et dy,
. tangentes aux bases.

Le point y, ou les deux traces se croisent, est la trace
horizontale de la tangente, il se projette en y' sur la ligne de
terre, la tangente a pour projections y17 et y'17.

I1 peut arriver que le point de croisement des traces ho-
rizontales soit en dehors des limites de I'épure ; ainsi, sup-
posons que nous ne puissions nous servir du point y.

Nous allons chercher unpointde la tangente, intersection
des deux plans tangents, en coupant ces deux plans par un
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troisiéme. Ce plan sera un des plans auxiliaires qui servent &
construire I'intersection des deux cylindres, par exemple le
plan Ps.

Le plan Pg est paralléle aux génératrices du cylindre A,
il coupera le plan tangent dy, qui contient une génératrice
suivant une droite paralléle aux génératrices, et dontla trace
est au point w, ' ; cette droite est ww, w'e'. Le plan Py, pa-
ralléle aux génératrices du cylindre B, coupera le plan ry
tangent & ce cylindre, suivant une paralléle aux génératrices, :
dont la trace est au point z,2" et qui est zv, 7', Le point de

croisement v,e’ est un point de la tangente qu'il faut joindre
au point 17,17". ;

494. Tangentes particuliéres. Tangentes ho-
rizontales. — Il est impossible, en général, de construire
a 'intersection de deux cylindres des tangentes horizontales.
En effet, une tangente horizontale sera donnde par l'inter-
section de deux plans tangents, dont les traces horizontales
sont paralleles; il faut, en outre, que les génératrices de
contact se rencontrent, elles doivent donc étre situdes dans
un méme plan auxiliaire; il fautdonc trouver parmi les plans P
une trace telle que les tangentes aux bases aux points oi
cette ligne les rencontre, soient paralléles.

On ne peut, dans les cas ordinaires, obtenir cette trace que
par tdtonnement, et le probléme a une solution géométrique,
seulement dans le cas ol les deux bases sont homothétiques.

Prenons pour exemple deux cylindres a bases circulaires
(fig. 367). Nous construisons d’ahord le plan paralléle aux
génératrices des deux cylindres, en menant par un point o,0’
des paralléles & ces génératrices, o's, os et o'ty ot; P estla
trace du plan.

Les deux cercles ont leurs centres de similitude en a et b;
nous conduisons par le point # une trace P, parallele 4 P;
le plan dont la trace est P, détermine dans les deux cylindres
les génératrices d,e,f,g, qui se toupent en quatre points. Or
aux points d et f, les tangentes aux courbes de base sont pa-
rallgles, par conséquent, au point' de rencontre p',p des
deux génératrices, la tangente .est horizontale, et sa projes-
tion horizantale est paralléle 4 Ia tangente au point d.
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De méme, la tangente est horizontale au point ¢', point de
rencontre des génératrices e et g, pour lesquelles les tan-
gentes aux bases sont paralléles (nous n’avons construit que
la projection verticale), et sa projection horizontale serait
paralléle a la tangente au point e.

367

Conduisons par le point 4 une trace P, paralléled P; cette
trace rencontre les deux bases aux points 4,7, &/, et les tan-
gentesen 4 et /sont paralléles, ainsi que les tangentesen tetk; |
les quatre génératrices ainsi déterminées donnent quatre
points ; au point m,m’, intersection des génératrices 4 et /,la
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tangente est horizontale, et sa projection horizontale est
paralléle a la tangente en 4 ; au point #', intersection des gé-
nératrices &' et 7 (nous n'avons pas construit Ia projection
horizontale), la tangente est horizontale. Nous trouvons done,
dans le cas actuel, quatre points pour lesquels la tangente
est horizontale,

I1 peut arriver que 'une des traces conduite par un des
centres de similitude ne coupe pasles deux cylindres, etalors
deux des points disparaitraient, il n’y aurait que deux tan-
gentes horizontales,

Il est évident qu'il doit Y en avoir au moins deux.

498. Ordre de jonctiondes points. —Nous allons
maintenant examiner dang quel ordre il convient de joindre
les points que nous venons d'obtenir. Nous prenons pour
point de départ le point 1 obteny dans le plan limite P, par
Iintersection des génératrices a et b; nous parcourons le
cylindre A dans le sens bdhm, le cylindre B dans le sens acgl,
le sens est d’ailleurs arbitraire,

~ Les génératrices d et ¢ donnent Io point 2.
— fete — 3.
— hetg — 4,
point sur le contour apparent de A (nous avong passé des
points intermédiaires).

Les génératrices % et i donnent le point 3 sur le contour
de B.

Les génératrices m et ¢ donnent le point 6.

La partie du cylindre B, située au dela du point /, est en
dehors de intersection, done, si nous voulons parcourir la
tourbe d'un mouvement continu, nous devons revenir de /
Vers a, et ensuite par s, v jusqu'au point u, tandis que nous
continuons sur A, dans le méme sens, de m en ¢, 2 q.

Nous obtenons bien ainsi de nouveaux points de l'inter-
Section :

7 et n donnent le point 7.

det — 8 (point sur le contour apparent ver-
tical de A).

pete — 9 (contour apparent horizontal de A).

geta — 10.
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Nous ne pouvons nous déplacer dans le méme sens sur le
cylindre A, puisque la partie entre ¢ et b ne donne pas de
points d'intersection ; nous remontons de g en p, n et m, et
nous obtenons de nouveaux points.

p et » donnent le point 41 (contour apparent horizontal

de A).
tets — 12 (contour apparent horizontal
de B).
Setw e 13. '
metu — 14.

Nous rebroussons sur le cylindre B, en continuant sur le
cylindre A de m par 4 en b.

k et v donnent le point 13 (contour apparent horizontal

de A).
zets — 16 (contour apparent horizontal
de B).
detr - 17.
beta — 1, point de départ.

Les points étant ainsi numérotés, on les joint dars I'ordre
des numéros. (Nous avons passé un certain nombre de points
intermédiaires inutiles pour montrer la marche de la courbe.)

On met les mémes numé‘ros aux points de la projection
verticale, et I'on joint dans le méme ordre (nous avons inter-
calé sur notre projection verticale des numéros qui ne sont
pas rangés dans l'ordre naturel et qui correspondent aux
points de la projection verticale situés sur les contours appa-
rents, dont la projection horizontale n'a pas été figurée pour
rendre I'épure plus claire).

Il est indispensable de suivre cette marche pour joindre
les points, on s’exposerait sans cela a de graves erreurs.

496. Nous avons done pu suivre la courbe toute entiére
d’'un seul mouvement, sans arrét. L’intersection présente une
seule courbe continue ; on dit alors qu’il y a ARRACHEMENT ; et
larrachement est caractérisé par ce fait, que les plans auxi-
liaires limites ne sont pas tangents au méme cylicdre ; ily a
alors, sur chaque surface, des génératrices qui ne rencontrent
pas l'autre.

Au contraire, il peut arriver que les plans limites soient
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angents au méme eylindre, toutes leg génératrices de ce
cylindre rencontrent 'autre, et nous verrons un peu plus loin,
que dans ce cas, on obtient pour intersection deux courbes
séparées et distinctes, on dit alors qu’il y a PENETRATION,

497. Parties vues et cachées. — Noug supposons.
d'abord que les deux cylindres forment un corps solide.
Projection horizontale, — T, partie vue du cylindre A est
la partie située au-dessus des génératrices de contour appa-
rent horizontal p et 4 ; elle correspond & I'arc pmh, et si le
cylindre A existait seul, toute la partie de la courbe qui se
| trouve sur ces génératrices serait vue, mais il est clair que
le cylindre B existant en méme temps peut se placer au-dessus
de A et cacher les courbes. De méme, les parties vues dy
cylindre B correspondent a I'are ilus,
Il est évident que si un point d’intersection se trouve 3 la
fois sur les parties vues des deux cylindres, il serq v ; mais
8i I'une des deux génératrices qui donnent le point est ca-
chée, le point sera caché.

Suivons la courbe ; le point 4 donné par les génératrices a
et b, cachées toutes deux, est caché; 'arc qui passe par ce
point est cacké, au moins Jusquau premier point de contact
avec un contour apparent (332), ainsi{, 2,3, 4 est caché. Le
point 4 est sur le contour apparent de A, et correspond au
point ¢ pris sur B, mais Parc 4,5 est donnd par T'arc gi caché
sur B, et est caché. A partir du point 5, I’are 5, 6, 7 corres-
pond & ¢l et & kman, il est vu; mais 4 partir du point 7, Jes gé-
nératrices qui donnent la courbe, vues sur A, correspondent
sur B aux génératrices cachées gear, et la courbe est cachée
Jusqu'au point 12,

Le point 13 correspond aux génératrices 3 et ¥, Yues touteg
deux, et I'are 12, 13, 14, 15, fourni par dnmkk et par pou est
vu, A partir du point 15, la courbe est fournie par I'arc 4zs
caché sur A, etelle reste cachée jusqu’au point 1.

La génératrice de contour apparent p du cylindre A entre
dans le cylindre B ay point 9, point caché, done, cette généra-
trice passe sous le cylindre B, et est cachée & partir du point
0l se croisent les Projections horizontales : elle en Isoit au
Point 11, point cachd ; elle reste donc cachée 3 partir de 44
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jusqr’au point ol elle n’est plus recouverte par la projection
horizontale de B.

La génératrice de contour apparent horizontal 4 de A
entre dans B au point 4 caché, elle cesse d'étre vue au point ou
elle croise le contour de B ; elle sort au point 15, vy, elle
passe donc au-dessus du cylindre B et devient vue. La géné-
ratrice de contour apparent i du cylindre B entre au point 5,
vu, elle est vue jusqu'a ce point, elle sort au point 7, vy, elle
est vue 4 partir du point 7.

La génératrice de contour apparent s du cylindre B entre
au point 16, caché, elle devient cachée a partir du point ot
elle eroise le contour apparent de A ; elle sort au point 12 qui
est vu, elle passe au-dessus de A et est vue & partir de ce
point.

Projection verticale.

La partie du cylindre A, vue sur la projection verticale,

correspond & l'arc &¢b9 ; la partie du cylindre B, vue sur la}}

projection verticale, correspond a l'arc eay.
Le point 1 donné par les génératrices vuesa et & est vy,
ainsi que l'arc 19, 17, 1, 23.

Le point 18 est donné par la génératrice = cachée, le |

point 6 est donné par m et [ cackées, I'arc 18, 6, 7, 8 est caché;
de 8 & 20, la courbe est fournie par I'arc ¢ du cylindre A, et
par I'arc caché de du cylindre B, I'arc est caché. Mais 20, 10, 21
correspond & 8¢ vu sur A, et & ecary. vu sur B, I'arc est vu.

Enfin, 21, 1%, 19, correspond a &m0 de A, qui est caché, et

la courbe est cachée.

La génératrice ¢, de contour apparent vertical de A, entre
dans le cylindre B au point 8, cacké, elle passe alors sous le
cylindre & partir du point ot se croisent les deux contours

apparents, et y devient cachée, elle sort au point 21, vy, placé |

au-dessus du cylindre, et devient vue.

La génératrice ¢ entre au point 18 cacké, et est cachée de-
puis le croisement avec le contour apparent de B, elle sortau
point 19, vu, et devient vue.

La génératrice v de B ne coupe pas le cylindre A, et elle
est évidemment située derriére ce cylindre, elle est cachée |

dans la partie ou elle est recouverte par la projection verti-
cale de A, La géndratrice ¢ de B entre dans A au point 23,
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