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COURBES ET SURFACES 
, 

305. Defnitions. — Une ligne peut &tre regardee 
comme engendree par le mouvement d'un point qui se d€- 
place en vertu d'une certaine loi. Si le mouvement du point 
a lieu dans un plan, la courbe engendree est plane. 

Une courbe gauche est une courbe qui n'est pas plane. 
La tangente est la limite des positions d'une secante qui 

tourne autour d'un de ses points d'intersection avec la courbe, 
de manisre que le second point se rapproche indefiniment du 
premier. | - 

306. 'Kh€coreme. — $: [on projette une courbe qielconque 

"plane ou gauche sur un plan, la projection de la tangente est tan- 

“ genteă la projection de la courbe. (Fig. 238). 
ab est la courbe ; nous menons par tous ses points des proje- 

tantes  paralleles aA, 
5B..., et nous tracons le 

lieu des intersections de 
ces droites avec le plan 
P. Ce lieu est la courbe 
AB, projeciion de ab... 

Nous menons la s&- 
cante ab, sa projection 
est AB, et nous faisons 

tourner le plan GAaB au- 
tour de Aa, de manicreă 
rapprocher le point & du point a; la trace du plan sera;foujours 

Poyr, — T. Il, 1 
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2 GEOMÂTRIE DESCRI2TIVE. 

ya projection de la sâcante et le. puint B se rapprochera du 

point A. 
Dans la position limite, la droite ab devenant la tan- 

gente ac, la droite AB sera devenue la tangente AC sans 

cesser d'âtre la projection de la premiere. 

Remarque. — Le thtoreme serait vrai encore si la 

projection, au lieu d'âtre faite par des droites paraliles, etait 

faite par des droites qui concourent en un point fixe; la de- 

monstration se ferait d'une maniere tout ă fait analogue. 

Les projetantes aA, bB..., etc., parallăles entre elles, et 

rencontrant la courbe ab forment une surface qu'on nomme 

un cylindre. 

Les projetantes qui concourent en un point fixe formeni 

une surface qu'on appelle un câne.. 

Nous pouvons €tendre cette manitre de considerer le 

eylindre et le câne â toutes les surfaces et nous dirons: 

307. Dâfinition. — Une surface est le lieu les positions 

d'une ligne qui change de situation, et mâme de forme, en vevlu 

d'une certaine loi. ” 

Ainsi, la sphâre peut &tre engendree par un cerele qui 

tourne autour d'un de ses diamatres; le eylindre est engendre 

par .une droite qui reste parallăle ă une direction constante 

et rencontre une courbe donne qwon nomme la directrice. 

Le câne est engendr6 par une droite assujettie ă passer par 

un point fixe et ă rencontrer une directrice donne. 

308. Divers modes de gencration d'une meme surface. — Cou- 

pons un cjlindre par des plans parallăles, nous savons que 

Jes sections obtenues sont des courbes egales. Nous imagi- 

naons alors qwune de ces courbes se d&place, son plan vestant 

paralele ă lui-meme, trois de ses points decrivant des droites 

paralleles, cette courbe engendrera encore le cylindre, et 

comme la direction du plan n'est pas determinee, le eylindre 

pourra &tre engendre d'une infinite de manisres differentes ; . 

et Pon purra mener par un point de la surface une “infinite 

de courbes qui seront des generatrices; ta courbe generatrice 

change de situation mais non de forme. Goupons un câne par 
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COURBES ET SURFACES. 3 

des plans paralleles, les sections seront des courbes sembla- 
bles ayant pour centre de similitude le sommet du câne. 

Imaginons qu'une de ces courbes se deplace, trois de ses 
points decrivant des droites concourantes, et les cordes qui 
joignent ces points deux ă deux restant parallâles â elles- 
mâmes, la courbe sera de forme constante, mais de grandeur 
variable, et engendrera un câne. 

Coupons une sphere par des plans paralleles, nous obtien- 
drons des cereles. Deplacons un cercle, de maniăre que son 
centre decrive une droite fixe perpendiculaire ă son plan, le 
rayon variant de maniere qu'un des points reste sur une cir- 
conference dont la droite est le diametre; le cerele mobile 
engendrera une sph&re. Ces remarques peuvent s'âtendre â 
toutes les surfaces, et une surface peut en gencral &tre en- 
genârâe par un nombre infini de genâratrices diflrentes. 
Lorsque la surface admet, des droites:pour generatrices, la 
surface est une surface reglee ; les autres surfaces se nomment 
simplement sur faces courbes. 

309. Fhâor&me. — n un, point d'une surface îl existe un 
plan qui contient toutes les tangentes  toutes les courbes gwon peul 
mener par ce point sur la surface. 

Nous considerons une surface dont M est un point. Nous 
menons par Mun plan 
secant quelconque S Fig. 238 

qui coupe la surface 
suivant la courbe D, 
nous menons la tan- 
gente MA â cette 
courbe. 

Nous coupons la 
surface par un plan 
parallele au plan $, 
il determine une cour- 
be D,, nous prenons 
le point N de cette 
courbe pour lequel la 
taogente est parallele 
AMA, 
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Nous coupons la surface par un autre plan parallele au 
plan S, îl dâtermine une courbe D,, nous prenons le point P 
pour lequel la tangente est parallele ă MA. 

Les plans SS,$,, etc., €tant infiniment rapproches, les 
points MNP, etc., determinent une courbe, ă laquelle on 
mene une tangente MB. 

Les deux droites MA et MB dsterminent un plan, je dis 
que ce plan contient la tangente MC â une covurbe quelconque 
MEF tracee sur la surface par le point M. 

Cette courbe croise la courbe D, au point E, je mene les 
„cordes MN, ME ; je projette la courbe D, sur le plan S de la 
premiâre courbe D en emplojant des projetantes paralleles 
â MN. Le point E vient en E,, le point N vienten M,et 

comme la courbe D, est parallele au plan S, elle se projette 
en vraie grandeur suivant ME, de plus comme la tangente 
en N est parallele â MA, elle sa projettera suivant MA, et 
par suite la courbe ME, sera tangente ă MA (306.) 

Menons la corde ME, : les quatre droites MN, ME, ER, 
et ME, sont dans le mâme plan, puisque MN et EE, sont pa- 
ralieles, et ces quatre droites seront toujours dans le mâme 
plan, lorsque le plan sâcant S, se rapprochera du plan S; 
elles y seront encore ă la limite quand les deux plans aeront 
iufiniment voisins. 

Or la limite de la corde MN est la tangente MB. 
La limite de.la corde ME est la tangente MC. 
La limite de la corde ME, est la tangente MA. 
Les trois droites sont done dans le mâme plan, ce qui demontre 

le theorăme”. 

309 b;s. Definitions. Plan tangent. — Le plan qui 
contient les tangentes ă toutes les courbes qu'on peut tracer 
sur une surface par un point, se nomme plan tangent; le point 
se nomme point de contact du plan tangent. 

310. Normale. — La perpendiculaire au plan tangent 
en son point de contact se nomme Ja normale. 

* Demonstration empruntte a la Gtometrie de MM. Rouchâ et 
Comberousse. |
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341. — Manteres a'8tre lu plun tangent par rapport 

â la surface. — Ce plan tangent peut avoir un seu! point 
commun avec la surface, et l'on dit que la surface est convexe 
autour du point de contact. 

II peut la toucher suivantune ligne; nous trouvonsun exem- 
ple de cette disposition dans le tore, si Pon pose un tore ou un 
anneau sur un plan, il țouche le plan suivant une circonference. 

" Si l'on considere la partie rentrante d'un tore, ou la gorge 
d'une poulie, le plan tangent en un point coupera necessai- 
rement la surface, il sera â la fois tangent et sâcant, et la 
surface est dite dă courbures oppostes. Nous verrons plus tară 
la raison de cette appellation. 

Puisque le plan tangent contient les tangentes â toutes 
les courbes qu'on peut tracer sur la surface par le point de 
contact, deux de ces droites suffisent pour le determiner, on 
tracera done deux courbes par le point considere, et les tan- 
gentes donneront le plan tangent. | 

Si la surface est regl&e, par chaque point nous pouvous 
faire passer une gântratrice rectiligne qui peut âtre regardee 
comme une courbe tracee sur la surface, courbe qui est con- 
fondue avec sa tangente; il suffira done de tracer par le point 
une seconde courbe quelconque, cette courbe et la genera- 
trice rectiligne dâtermineront le plan tangent. 

Ainsi, dans une surface râglce, le plan tangent en un 
point contient la generatrice rectiligaa qui passe par ce 
point; il peut affecter parrapportă la surface deux situations 
difterentes, il peut toucher la surface en tous les points de la 
generatrice rectiligne, il peut toucher la surface en un scul 
point et 6tre en m6me temps secant. 

De lă la distinetion des surfaces reglees en deux classes : 
1* Les surfaces râgles pour lesquelles le plan tangent est le 
meme en tous les points d'une gâneratrice et qu'on nomme 
SURFACES DEVELOPPABLES, âinsi noramees, paree uw'elles peu- 
vent s'6tendre sur un plan sans dechirure ni duplicature ; ie 
câne et le cylindre sont dans cette categorie ; 2% les surfaces 
regl&es pour lesquelles le plan tangent est dificrent en tons 
les points d'une generatriceet qu'on appelle sURFACES GAUCHES. 
Nous allons d'abord demo.trer directement la proprâte du 
plantangent pour le câne et le cylindre.
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319. 'Yheor&me. — Vans un cylindre ou dans un câne, le 
plan tangent en un point de la surface est tangent tout le long de la 
gencratrice. ' Fig. 240.) 

La courbe BD est la directrice du cylindre, BA est une 
gensratrice sur laquelle nous prenons un point A. Nous tra- 
cons sur la surface une courbe AE, nous menons une autre 

Fig.24%0 gengratrice A,B, ; les se- 
cantes AA, et BB, sont 
dans le mâme plan et se 
coupent en un point H, 
nous faisons tourner le 
plan ABB,A, autour de 
AB, de manitre ă rappro- 

I cher les deux generatri- 
Pi ces, le point A, se rappro- 

E chant  indefiniment du 
point A, la secante AA, devient la tangente AK, en m6me 

temps la secante BB, devient la tangente BK, et les deux 

tangentes sont toujours dans le mâme plan; or AK et AB de- 
terminent le plan tangent en A, BK et AB dgterminent le 

    

“plan tangent en B ; ces deux plans sont done confondus. 
La m6me demonstration s'appliquerait identiquement au 

cone. 

Remarque. — Nous faisons remarquer que le sommet 

d'un eâne echappe au theoreme du plan tangent, car les tan- 
gentes ă toutes les courbes menses par le sommet du câne 
sont les generatrices et ne sont pas dans le mâme plan, il 

existe au sommet du câne une infinite de plans tangents. 
II est elair que le câne et le eylindre sont deux surfaces 

developpables, comme 6tant la limite de pyramides et de 
prismes inscrits dans ces surfaces, et nous verrons plus tard 
que le developpement d'un câne et d'un cylindre se fait 
comme celui d'une pyramide et d'un prisme. 

313. Gencration d'une surface develop- 

pahle. — Considerons une ligne brisce ABCDE, trois câtes 
contigus ne sont pas dans le mâme plan, et prolongeons dans 
le mâme sens tous les câtâs de cetteligne (fig. 241); nous for: 
merons uns surface polyădrale composee de faces HBG,GCR,.,.  
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qui est developpable, car on peut amener la face GCK dans 
le plan de la face HBG par une rotation autour de BG en 
entrainant dans ce mouvement le reste du polyedre, ensuite 
rabattre la face KDL dans le plan des deux premieres en 
entraînant le reste du polyedre..., etc. 

'Tracons une courbe par les sommets ABCD, cette courbe 

sera gauche. 
Augmentons le nombre des cât6s du polygone inserit dans 

la courbe, en les 

prolongeant tou- 
jours dansle mâme 
sens, nous forme- 
rons une suite de 
surfaces poly&dra- 
les developpables. 

Les developpe- 
ments  successifs 
de ces surfaces 
tendent vers une 
certaine limite 

Fi. 247     
  

de  leurs faces 
augmente indefiniment; et d'autre part, les secantes ABH, 

BCG... deviennent des tangentes ă la courbe gauche et consti- 
tuent une surface reglee limite de la surface polyedrale, et 
par suite developpable. Wous definirons une surface develop- 
puble, le lieu des tangentes ă une courbe gauche. 

La surface que nous avons engendree ne constitue qu'une 
des nappes de la d&veloppable ; en prolongeant les secantes 
en sens contraire, les prolongements BM, CN, DP... consti- 

tuent une seconde nappe de la mâme surface, et la courbe 
gauche est l'intersection de ces deux nappes. On demontre, 
et nous le verrons plus tard, que ces deux nappes sont tan- 
gentes Pune â V'autre, le long de la courbe; que la surface pre- 
sente un rebroussement tout le long de cette courbe qui prend 
le nom d'arâte de rebroussement de la developpable. 

Dans le câne qui est developpable, Varâte de rebrousse- 

ment se râduit ă un point; dana le cylindre, elle est trans- 
portee ă linfini,
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314. Remarque. — [| est tres amportant d'observer que 
deuz tangenles & une courbe gauche ne se rencontrent pas, guelqgue 
rapproches que soient leurs points de contael. 

Yhâoreme. — Nous montrerons plus loin (321) que: 
dans une surface dâveloppable, leu des tangentes d une zourla 
gauche, le plan tangent est le meme en tous les points d'une genera 
trice. » 

315. Surfaces gauehes. — Nous pouvoans engendrer 
une surface autre que le lieu des tangentes âă une courbe 
gauche par le deplacement d'une droite. 

Trois conditions suffisent pour dâterminer le mouvement 
dune droite independamment de ses points. 

10 Nous pouvons avoir trois courbes directrices A,B,C, 
(fig. 249), nous prendrons un point a sur Lune d'elles et nous 
ruen deux cânes ayant ce point pour sommet etayant 

pour directrices les courbes B et C; 
Fig. 242 ces deux cânes se couperont suivant 

une ou plusieurs droites qui rencon- 
4 f treront les courbes A,B,C, et seront 

/ des generatrices de la surface gauche; 

si les courbes donnees sont des droites 
qui ne sont pas deux â deux dans un 
mâme plan, les deux cânes auxiliaires 
qwon menera par chacun des points 
de Pune d'elles seront des plans, dont 
Vintersection sera une generatrice. 

La surface engendree dans ce cas se nomme /'Ayperboloide 
d une nappe. 

Les tangentes aux courbes directrices aux points a,b,c nv 
seront pas en general dans un mâme plan, le plan tangent est 
done difierent aux trois points a,b,c sur la mâme gâncratrice, 
et la surtace est gauche ; 

2 On peut donrar une courbe directrice et deux surfaces 
directrices. 

On construira deux cânes ayant leur sommet en un mâme 
point de ls courbe directrice, et circonserits aux surfaces; letr 

intersection donnera une generatrice; 
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3” On peut assujettir la gencratrice â rester parallăle âun 
plan qu'on nomme plan directeur et ă rencontrer deux courbes 
directrices donnees. 

Si les deux courbes sont remplacees par deux droites, ia 
surface engendree est le paraboloide hyperboligue; 

4* On peut donner un plan directeur, une droite directrice, 
une courbe ou une surface â laquelle la gâneratrice doit &tre 
tangente ; la, surface est un conoide. 

316. Considerons une surface dont les generatrices sont 
des droites telles que EC, BA, FG. (Fig. 243.) 

Faisons passer un plan par la droite AB et par un point C 
pris sur une gâneratrice EC. En general, la gensratrice EC 
ne sera pas dans le plan, une partie CE par exemple sera en 
avant du plan, la partie | 
CD sera en arriere. Nous 
representons CD en 
pointsen prenantle plau 
pour plan de la figure. 
Les generatrices com- 
prises entre ED et AB 
perceront le plan en des 
points C,C”... et siineli- * 
neront de moins en 
moins sur ce pla, â 
cause de la continuite de 
la surface pour arriveră 
se confondre avec AB. 

Les generatrices si- 
tuces au delă de AB s'in- 
clineront en gencral en sens contraire et perceront le plan en 
des points H”H'..... Le lieu des points C,C,C"H"H'... est une 

courbe qui rencontre la droite AB au point K. Done en ce 
point K le plan secant contient la generatrice et la tangente 
KM â la courbe, et est tangentă la surface. 

Si on fait passer un plan par la mâ&me droite AB et un 
autre point de CD, ce plan coupera la surface suivant une 
autre courbe qui cro sera ABen un point different du point K, 
et ce second plan sera tangent en ce point. 

Fig. 282 
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Le plan tangent est done different aux difierents points de 

la generatrice *. 
Nous pouvons, d'aprăs ce qui precăde, 6noncer le theoreme 

suivant: 

347. Fhâor&me. — 7out plan men par une gentralrice 

d'une surface gauche estun plan tangent; îl coupe la surface sui: 

vant une courbe, et le point oă cette courbe rencontre la gentratrice 

est le point de contact. 

Nous ferons usage de cette propriâis dans I'hyperboloide 

dans le paraboloide hyperbolique. 

SURFACES ENVELOPPES 

Nous pouvons considârer la generation des surfaces ă un 

autre point de vue. 

318. Imaginons une surface S qui change de position seu- 

lement ou de position et de forme ă la fois en vertu dune 

certaine loi. (Fig. 244.) 

La surface S$ et la surface S,, infiniment voisines, se cou- 

pent suivant une courbe C; la surface S, et la surface S. se 

coupent suivant une courbe C...., etc... Le lieu des cour- 

pes 0,0,C,... est une surface 2 qui est lenveloppe des sur- 

faces S qu'on appelle ses enveloppees. 
Les courbes C,C.... se nomment des caracterestagues. 

3149. 'rhâor&me. — L'enveloppe est tangente ă ch:que en- 

veloppee suivant la caracteristique corvespondante. 

Considerons la surface $, et la caracteristique C (fig. 244), 

prenons un point M sur C et menons par ce point un plan 

quelconque ; îl coupe l'enveloppe £ suivant la courbe MN, la 

surface S, suivant une courbe MP rencontrant en P la se- 

_conde caracterisque C,. 
Mais â mesure que la surface Ss quia fourni la caracteris- 

tique C, avec Ş, se rapproche de S,. le point P se rapproche 

4 Cotto dâmionatration ost duo ă M, Catalan, 
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du point M, et, ă la limite, se trouve sur la courbe MN qui est 
le lieu des points P; donc la tangente ă la courbe MP sera 

la m6me que la 
tangente âă la Fig. 4 
courbe MN, et 
cette tangented& 
terminera avecla 
tangente en Mâ 
la caracteristique 
C leplantangent | 
commun ălenve- 
loppe etă l'enve- 
loppee. Nous don- 
nerons comme 
exemple d'enveloppe un tore; nous pouvons considerer la 
surface comme engendree par une sphăre qui tourne autour 
d'une droite, les caracteristiques sont les grands cercles de 
la sphere mobile passant par laxe de rotation; et cette 
maniere d'envisager les surfaces nous sera fort utile pour 
mener le plan tangent en un point d'une surface enveloppe, 
si nous savons mener le plan tangent â lenveloppee qui 
touche la surface en ce point. 

  

320. Surfaces circonserites. — Si l'on mene d'un 
point exterieur ă une surface une serie de droites tangentes 
ă cette surface, ces tangentes forment un câne qui est dit 
circonscrit ă la surface. | 

Le lieu des points de contact forme une courbe, et le câne 
et la surface ont mâmes plans tangents en tous les points de 
cette courbe. En effet, en chaque point, le plan tangent au 
câne est determine par la generatrice tangente ă la surface, 
et la tangente ă la courbe tracâe ă la fois sur le câne et sur 
la surface, et ces deux droites determineat aussi le plan tan- 
gent â la surface. 

Si Lon mâne une serie de tangentes paralleles, on formera 
ui cylindre circonscrit. 

En general, deuz sur faces sont circonscrites Pune  Pautre lors- 
qu'ellesont memes plans tangenta le long d'une ligne commune. 

Ainsi Venveloppa est circonsecrite ă l'enveloppte, 
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321. Application aux surfaces diveloppables. — Reportons- 
nous ă la generation de la surface developpable indiquce plus 
haut (313), et considerons la surface polyedrale dont elle est 
la limite. (Fig. 21). 

Chaque face de la surface polyedrale est un plan, et les 
intersections de ces faces deux ă deux sont des droites. 

Lorsque les cât6s AB, BC... du polygone gauche dimi- 
nuent indefiniment, ces plans se deplacent sur la courbe 
gauche d'une maniere continue, et envelonpent la surface de- 
veloppable, les caractâristiques sont alors des droites gânera- 
trices de la developpable. Ft chague plan touche la surface 
developpable tvut le long de la gentratrice. 

Nous demontrons donc ainsi la propriete fondamentale 
des surfaces developpables qui sert de definition ă ces sur- 
faces et qui avait 6te dejă enoncee plus haut (314). 

Observons que chacun de ces plans enveloppes contient 
trois points infiniment voisins de la courbe gauche. 

Ov le nomme, ainsi que nousallons le voir (325, plan oscu- 
lateur de la, courbe gauche, et nous pouvons €noncer ce theo- 
reme: 

329. Whâoreme. Les plans tangents d une surface deve- 
loppable sont osculateurs de son artte de rebroussement, 

COURBES GAUCIEIES 

323. Definitions. — Une courbe gauche est une courbe 
qui n'est pas plane; c'est la limite d'un polygone tel que trois 
câtes consâcutifs ne sont pas dans le mâme plan. La tangente 

„est toujours la limite des positions d'une secante qui tourne 
autour d'un de ses points d'intersection, de maniăre que le 
second point se rapproche indefiniment du premier, et nous 
avons montre€ que la projection d'une tangente sur un plan 
est tangente ă la projection de la courbe (306). 

„806. Si l'on considăre les tangentes en deux points infini- 
ment voisins d'une courbe gauche, ces tangentes ne sont pas 
dans un mâme plan (314).  
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Tout plan men€ par une tangente ă une courbe gauche est 
dit tangent ă cette courbe, îl 3 a done une infinite de plans 

tangents. 

324. Normales et plan normal. — Le plan men€ 
perpendiculairement ă la tangente par le point de contact 
se nomme plan normal, et toutes les droites de ce plan passant 
par le point de contact sont des norma/es. 

32%. Plan osculateur. — Parmi tous les plans tan- 
gents, il y en a un qui se rapproche de la courbe plus que tous 
les autres, c'est celui qui passe en mâme temps par la tan - 
gente et par le point infiniment voisin du point de contact, . 
et comme la tangente a elle-mâme deux points infiniment, 
voisins communs avec la courbe, le plan contient trois points 
infiniment voisins. Ce plan se nomme plan osculateur de la 
courbe gauche, c'est la limite des positions d'un plan mobile 
passant par la tangente et par un point voisin lorsque ce 
point se rapproche indefiniment du point de contact. 

Le pfan osculateur d'une courbe gauche en un point m est 
encore le plan mene€ par la tangente au point m et parallăle 
â la tangente au point m infiniment voisin du point m. 

Ces deux definitions du plan osculateur donnent le mâme 
plan. (Fig. 245.) 

Considerons en effet la courbe mm' et projetons-la sur un 

plan perpendicu- 
laire ă la tan- 
gente mM au 
point m,soit MM! 
la projection. 

D'apresla pre- 
miăre definition, 
le plan oscula- 
teur est la limite 
du plan qui passe 
par la tangente 
mM et par le 
point m, ce plan 
est perpendiculaire au plan de projection, et sa trace passe 
par le point M et par le point M' projection de m'. 
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La limite de cette trace sera la tangente â la projec- 
tion MM! au point M. | 

Nous menons la tangente m'e dont la projection est M'C/, 
et nous considerons le plan qui passe par Mm et qui est pa- 
rallele â la tangente mc, sa trace sera MQ paraliele  M'C. 
Or lorsque le point M'sera venu se confondre avec le point M, 
la droite M'C' sera tangente ă la courbeen M; MQ coincidera 
avec elle et deviendra aussi la tangente ă la courbe en M. 
Done le plan aura mâme limite que le plan osculateur fourni 
par la premiăre definition. Ă 

On pourrait montrer encore qu'on arriverait au mâme 
plan en considerant la limite du plan qui pase par un 
point m de la courbe et par deux points infiniment voi- 
sins. 

Le plan osculateur a done trois points infiniment voisins 
communs avec la courbe; îl faut remarquer comme cons6- 

quence que le plan osculateur traverse la courbe, car une 
ligne continue, pour passer d'un câte â un autre d'un plan, 
doit le traverser en un nombre impair de points. — Dans 
certains cas particuliers, le plan osculateur peut avoir quatre 
points infiniment voisins communs avec la courbe, et ne la 
pas traverser. 

325 bis. Cerele et rayon de courbure. — Par 

les trois points infiniment voisins situes dans le plan oscula- 
teur nous pouvons faire passer une circonference; cette cir- 
conference est le cercle de courbure, son centre et son rayon 
sont le centre et le rayon de courbure de la courbe. 

Celle des normales qui est situce dans le plan osculateur 
se nomme normale principale. 

L'angle que forment les plans osculateurs en deux points 
infiniment voisins d'une courbe gauche est langle de torsion ; 
cest de cet angle que depend la seconde courbure de la 
courbe. 

326. Projections d'une courbe gauche. — Qn 

appelle -les courbes gauches courbes 4 double courbure. Les 
intersections de surfaces que nous apprendrons â construire 
un peu plus loin sont en general des courbes ă double cour- 
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bure, et leurs projections peuvent presenter des formes par- 
- ticulires qu'il est important de connaitre. 

10 Ehâore&me. — /ovsqu'on projette une courbe gauche 
sur un plan perpendiculaire ă Lun de ses plans osculateurs, la pro- 
jection prâsente en gentral, un point d'inflezion. (Fig. 246). 

Nous considerons la courbe am, le plan osculateur au 

point m est le plan O; nous supposons que ce plan traverse 

la courbe; lare am est derriere le plan, lare mb est en 

avant. 
Nous prenons le plan P perpendiculaire au plan O; CD est 

Vintersection des deux plans, et est en mâme temps la:pro- 

„ jeetion sur le plan P de la tangente cm contenue dans le 

plan O. 
La projection de la courbe est tangente ă la projection de 

la tangente, et comme la courbe est situse de part et d'autre 

du plan, la courne traverse la tangente au point M, projec- 
tion du point 7, îl y a une inflexion en ce point. 

A Fig. 246 

  

  
5 — 

  

  

2 Ehâoreme. — Lorsgwon projetie une courbe gauche 
sur un plan perpendiculaire d Lune de' ses tangentes, la projection 
presente en gentral un point de rebroussement. (Fig. 246). Nous 
projetons lu courbe sur le plan R perpendiculaire ă la tan- 
gente me; DM, est lintersectiou du plan R avec le plan 
oseulateur O. | 

La projection de la courbe sera tangente â DM, au point M,,
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trace de la tangente ; car le plan osculateur contient un point 
de la courbe infiniment voisin du point m, point qui se pro- 
jetie sur la droite DM, et cette droite a ainsi deux points 
infiniment voisins communs avec la projection de la courbe. 

De plus, la courbe est situce tout entire du mâme câte 
par rapport au point M,, car toutes les projetantes de tous 
les points seront au-dessus de la -tangente me, et enfin la 
courbe est de part et d'autre de la dioite DM,.Elle doit done 
presenter une forme telle que A,M,B, qui est un rebrousse- 
ment du premier ordre. 

Dans le cas ou le plan osculateur ne traverse pas la courbe, 
il a avec la courbe un contact plus intime, il a 

Fig. 247 quatre points infiniment voisins communs avec 
E la courbe; alors la projection sur le plan P reste 

du mâme câte de la droite MC, il n'y a plus 
+ inflexion. 

La projection sur le plan R prâsente la 
forme de la figure 247, qui est celle d'un rebrous- 
sement de second ordre. Nous donnerons plus tard 
dans les intersections des surfaces des exem- 
ples de ces differentes formes. 

Nous signalerons encore parmi les points singuliers que 
peut presenter une courbe, le point mul- 

Fig. 249 tiple. (Fig. 248.) 

Deux arcs de courbe 
peuvent se croiser en 

unpoint A, de maniere 
ă avoiren ce point deux 
tangentes  diflerentes 
AR et AH. Le point est 
un point multiple de pre- 
miere espece. 

Les deux arcs de 
courbe peuvent se trou- 

ver: places comme CADer Al tangents â une meme droite AB, 
(Fig. 249). Le point est un point multiple de seconde esptce, 
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Ktemarque. — Nous devons faire observer ici que si 

nous considerons le ceylindre qui projette la courbe ame sur  
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le plan R (Fig. 246), les sections de ce cylindre par des plans 
paralletesau plan R.presenterontune forme analogueâ A,M,B,, 

„ cest-â-dire une forme avec rebroussement, le cylindre aura 
donc un rebroussement tout le long de la generatrice cm, et 
nous pouvons 6noncer ce theoreme: 

327. 'Fhâoreme. — Quand une gântratrice dun cylindre 
est tungente la directrice, le cylindre presente un rebroussement 
tout le long de la gencratrice, et le plan osculateur de la courbe men€ 
par cette tangente est tangent au cylindre. 

La mâ&me remarque s'appliquerait au cas d'une projection 
conique, la courbe donnee etant la directrice d'un câne dont 
on considererait la section par un plan perpendiculaire â la 
generatrice tangente ; leplan tangent au câne le long de cette 
generatrice est le plan osculateur de la courbe, et le câne 
prâsente un rebroussement tout le long de la droite. 

On voit par tout ce qui prec&de combien il peut tre inte- 
ressant et utile de savoir construire le plan osculateur en un 
point d'une courbe gauche. 

328. Construction du plan osculateur. --- Nous 

avons la courbe gauche abc, db. (Fig. 250). Nous nous pro- 
posons de construire le plan osculateur au point 5,b. 

Nous menons la tangente ke, be en ce point, puis les tan- 
gentes en des points voisins situ6s de part et d'autre, par 
exemple ad, adet cf, cf... 

Nous prenons un point arbitraire S',S, et nous menons 
par ce point des paralleles â toutes ces tangentes SF”, SF — 
S'E, SE — S'D, SD..... Ces droites forment un câne dont la 
trace est le lieu des points D,E,F, traces des generatrices.) 

Nous menons ă ce câne le plan tangent au point EF'; il 
est dâtermine par la tangente EH ă la courbe DEF et par la 
gensratrice ES, E'S'. Ce plan contient la gâneratrice ES, ES” 
et la generatrice infiniment voisine. 

Done, si nous menons par le poin: e, trace de Ja tan- 
gente ed, eW, une parallele Pea ă EH, cette parallăle et la 
taugente determineront un plan parallele au plan tangentau 
câne, cest-â-dire passant par eb, e et parallele ă la tan- 
gente infiniment voisine, c'est-ă-dire le plan osculateur 

PoLyr, — T. 1L . 2 
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cherchă, sa trace horizontale est Pea, et il sera trăs facile 

d'obtenir sa trace verticale. 
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Cette construction peut se simplifier. Nous avons dit que 

les plans tangents â une surface developpable sont les 

plans osculateurs de son arâte de rebroussement, et nous 

savons que le plan tangent en un point d'une surface deve- 

loppable est tangent tout le long de la gâneratrice qui passe 

par ce point. 

Nous prenons les traces des tangentes ad, ad — b'e', be — 

cp, ef. Ces points sont situes sur une courbe, telle que ef qui 

est la trace horizontale de la d&veloppable dont la courbe 

donne est Parâte de rebroussement. Nous dessinons la tan- 

gente Pea ă cette courbe au point e situ6 surla gensratrice be, 

-gente Peu ă cette courbe au point e trace de la gânsratrice 

be, We, cette tangente et la generatrice determinent le plan 

tangent au point e, ce plan est tangent tout le long de be, be; 

et c'est le plan osculateur au point 5, %.  
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! 
REPRESENTATION DES SU un 

Nous pouvons representer une surface en projetânt des 
generatrices en nombre suffisant pour la peindre aux yeux. 

Une surface est definie gcometriquement quand on peut, 
â Laide des donnees, resoudre le probleme suivant: Frant 
donnee Lune des projections d'un point de la surface, trouver Pautre 
projection. 

325. Contour apparent. — Si l'on considere un 
corpșquelconque 
etunobservateur 
place en ua point 
O, on peut ima- 
giner les rayons 
visuels menes du 
point O tangen- 
tiellement au 
corps; ces rayons 
forment un câne 
circonserit , tel 

| que tous les 
| points du corps 

sont vus par l'ob- 
servateur Qă lin-: 
terieur de ce 
câne, 

La courbe formee en joignant les points de contact de tous 
les rayons tangents est pour Pobservateur O la forme sous 
laquelle il voit le corps, puisque tous les points seront vus 
interieurement ă cette courbe et aucun exterieurement. 

Cette courbe est la courbe de contou” apparent pour obser» 
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ateur O; îl est clair qu'elle changerait de position et pourrait 

changer de îorme pour chaque nouvelle position de lobser- 

vateur. 

Coupons par un plan P le câne des rayons tangents, nous 

obtiendrons une courbe, qui sera le contour appparent par rap- 

port au plan P, et variera de forme avec la position du plan; 

il est clair, en effet, que tous les points du corps projetes sur 

le plan par des droites allant au point 6, seront ă Vinterieur 

- de cette courbe 

Concevons maintenaut que lobservateur s'eloigne ă lin- 

fini sur une perpendiculare au plan P. Tous les rayons de- 

viendront paralleles entre eux et perpendiculaires au plan P; 

le câne circonserit au corps deviendra un cylindre circons- 

crit, et Pintersection de ce cylindre avec le plan P sera le con- 

tour apparent par rapport au plan P, et cette courbe jouit 

toujours de cette propriste : tous les points du corps solide se pro- 

jettent dans son interieur. 

Le contour apparent par rapport au plan est la projection 

de la courbe NMP, lieu des points de contact des tangentes 

“perpendiculaires au plan P. 

330. Deuxi&me propri€t6 du contour appa- 

rent. — Le plan 
tangent au solide en 
un point M dela cour- 
be de contact est de€- 
termine par la tan- 

" gente Mm au corps, et 
par la tangente MA ă 
la courbe NMP. 

Ce plan est donc 
perpendiculaire au plan 

de projection. 
La trace du plan 

tangent sur le plan P 
sera la projection de 
toutes les droites du 
plan (79) en particu- 

lier de la tangente 
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MA; or la projection de la tangente â la courbe NMP est 

tangente â la projection nmp de la courbe (176), donc ma tan- 
gente â la courbe de contour apparent est la trace du plan 

tangent. Toutes les traces des plaus tangents perpendicu- 

laires au plan de projection sont tangentes ăla courbe de 
contour apparent sur ce plan ; on dit alors que la courbe est 
Penveloppe des traces des plans tangents perpendiculaires au 
plan de projection. 

331. 'Proisieme propri€t6 du contour appa- 

rent. (Fig. 232.) — Tracons sur la surface une courbe quel- 

conque qui traverse la courbe de contact en un point M. 
Soit BMC cette courbe. | 

La tangente MD â cette courbe au point M sera contenue 
dans le plan tangent en ce point ; par suite, le plan tangent 
&tant perpendiculaire au plan de projection (19), la projection 
de MD sera confondue avec ma, trace du plan; done la pro- 
jection de la courbe BMC sera tangente ă ma au point m. D'ou 
la-propriste : La projection d'une courbe trace sur la surface el 
gui rencontre le contour apparent est tangente au contour apba- 

rent, 

Cette râgle peut neanmoins "presenter une exception, et 
la courbe peut rencontrer le contour apparent sous un cer- 

iain angle lorsque Ja tangente MD est perpendiculaire au 
plan de projection. Nous avons vu (326) que la courbe pre- 
sente un rebroussement. 

332. Quatri&me propri6te€ du contourappa- 

rent. (Fig. 252.) — Tous les points qui sont situes par rap- 
port au plan P, au delă de la courbe NMP, sont vus par l'ob- 
servateur place ă Vinfini en avant de ce plan. Ainsi lare BM 
sera vu et sa projection bm tracte en plein. Au contraire, les 
points situss entre la courbe NMP et l€ plan seront caches, 
Pare MO sera zach€, et sa projection mc tracâe en points. D'ou 
la propriât&: Une courbe qui rencontre le contour apparent passe 
EN GENERAL une partie vue d une partie cache, et înversement 
le passage d'une partie vue d une partie cache se trouve au point că 
la courbe rencontre le contour apparent. 

Nous avons dit: «en general», îl peut arriver quune
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“courbe soit telle que &/4, touchant le contour apparent et res- 
tant vue. | 

883. Remarque. — Le contour apparent, par rapport 
ă un des plans de projection, n'a aucune relation avec le con- 
tour apparent par rapport â l'autre; nous considerons le con- 
tour apparent vertical d'un solide, et nous devons construire la 
projection horizontale de la ligne dont ce contour vertical 
est la projection verticale et qui est la ligne de contact du 
eylindre circonscrit perpendiculaire au plan vertical. C'est 
en examinant la position des points par rapport ă cette ligne 
que nous ferons la distinction des parties vues et cachâes sur 
la projection verticale. 

1] ne faut pas, sous peine d'introduire de la confusion 
dans la figure, tracerla projection horizontale de cette ligne 
de contour apparent comme ligne existante, c'est-â-dire en 
plein pour la partie vue, en points pour la partie cache; îl 
faut la tracer tout entiere en lignes de cunstructton. | 

Les mâmes observations s'appliquent ă la projection ver- 
ticale de la courbe de contour apparent horizontal. Cette pro- 
jection doit âtre tracee afin de permettre la distinction des 
parties vues et cachees sur la projection horizontale, mais en 
tianes de construction seulemeut, 
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SURFACES CYLINDRIQUES 

Un cylindre est defini par sa courbe directrice et par la 
direction ă laquelle les gensratrices doivent &tre parallăles. 

334. 'Yh6or&me. — Dans un cylindre, le plan tangent en 
- un point est tangent tout le long de la gentratrice qui passe par ce 
point. 

Nous avons donn€ la demonstration de ce ihtorâme 

$ 342, fig. 240. 

335. Probleme. — Construire le plan tangent en un point 
de la surface. (Fig. 240.) 

On donne le point a sur la surface d'un cylindre ; on se 
propose de construire le plan tangent en ce point. 

On mene la gencratrice ab qui passe par le point jusqu'ă 
sa rencontre b avec la directrice, on trace au point 5 la tan- 
gente ă la directrice, cette tangente et la generatrice deter- 
minent le plan tangent. (On evite ainsi de tracer une courbe 
passant par le point a.) 

336. Probl&me. — Ftan! donne Lune des projections 
d'un point de la surface d'un cylindre defini par sa directrice et la 
direction des gentratrices, trouver L'auire projeciian. (Fig. 253.) 

La directrice donnee est la courbe dcdf, bedf', les gân6- 
ratrices sont paralleles ă la droite GG. 

On donne la projection verticale a' d'un point du cylindre. 
Par ce point nous pouvons imaginer une generatrice dont ' 

la projection verticale est a'c'f' parallăle â G', cette ligne 
&tant une generatrice rencontre la directrice, et la projec- 
tion du point de rencontre peut 8tre le point c ou le point f! 
ce qui nous montre que nous aurons deux solutions. 
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Le point dont est la projection verticale a sa projeetion 

horizontale au point c (nous savons quei est lare de la courbe 

sur lequel ce point doit se projeter, et il n'y a pas amoiguite). 

Nuus menons par le point e la paralele â G, et cette parallele 

Pig. 953 
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ch est la projection horizontale de la gensratrice dont ac est 

la projection verticale et sur laqualle se trouve le point a, a. 

La projection du point est le point a. Si nous prenons le point 

f pour projection du point oi la generatrice rencontre la 

directrice, fk sera la projection horizontale de la generatrice, 

et nous obtenons le point a,a',. 
On eât pu donner d'abord la projection horizontale du 

point, et l'on eât obtenu la projection verticale en faisant les 

“constructions en sens inverse. 
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337. Contours apparents du eylindre (fig. 253.) 

— Pour que la construction soit possible, il faut que la paral- 
lele ă G mene par le point a rencontre la projection verticale - 
de la directrice ; le point d doit se trouver compris entre les 
tangentes ă la projection verticale de la directrice, pavalleles ă G'. 
Done ces droites s&parent sur le plan vertical la, partie qui 
peut recevoir les projections des points du cylindre, de celle 
sur laquelle aucun point ne peut se projeter; ces tangentes 
forment donc le contour apparent vertical du cylinăre (329). Ainsi 
la gencratrice 27, diet la gâneratrice B'm', bm forment le con- 
tour apparent vertical. En raisonnant de la mâme manisre 
on verrait que les tangentes np et gr parallăles ă G forment 
le contour apparent horizontal ; leurs projections verticales 
sont g7' et np. 

Nous pouvons retrouver la proprietă du contour apparent 
relative au plan tangent (330.) 

Considerons un point ss sur la generatrice d!, d] dont la 
projection verticale est tangente â la directrice, et cherehons 
le point tangent en ce point; ce plan tangent sera le mâme 
que le plan tangent au point d,d ou la generatrice. touche la 
directrice ; au point d'd il sera dâtermine par la generatrice 

et par la tangente ă la directrice, tangente dont la projection 
verticale est confondue avec d'! (335); les deux droites qui 
dsterminent le plan tangent ont la mâme projection verticale, 
done le plan tangent est perpendiculaire au plan vertical. 

Nous retrouvons done cette propri6te dejă demontree des 
contours apparents: 

Les plans tangents en des points situds sur le contour apparent 
par rapport au plan vertical sont perpendiculaires au plan ver- 

tical (330). 
Il en serait de mâme pour le contour apparent horizontal. 

338. Yrace du cylindre. (Fig. 253.) — Nous pou- 
vons construire la trace horizontale du cylindre en construi- 
sant les traces des differentes gensratrices, et en unissant les 
points ainsi obtenus par un trait continu. 

Nous obtenons ainsi une courbe rzlphm que nous pouvons 
prendre pour directrice du cylindre, puisqu'elle a un point 
sur chaque generatrice.
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Le plan tangent au cylindre au point a,a est le mâme que 

le plan tangent au point h. situ6 surla mâme generatrice, 

nous menons la tangente au point F, ceite tangente Ai et la 

generatrice d&terminent le plan tangent. Or la tangente ft 

est une droite du plan tangent situce dans le plar horizontal, 

done c'est la trace horizontale du plan tangent. 

Si nous avions construit la trace du cylindre sur un plan 

quelconque autre que le plan horizontal, en prenant les in- 

tersections de toutes les generatrices avec ce plan, nous 

serions arrives une conclusion analogue, nous pouvons done 

&noncer ce theoreme : 

339. Ihâoreme. — Si Fon construit la trace du cylindre 

sur un plan, les traces des plans tangenis sont tangentes d la trace 

du cylindre. 
Si nous considerons en particulier les plans tangents sui- 

vant les gânsratrices de contour apparent vertical, par 

exemple, suivant d?, d], la trace horizontale 7] de ce plan est 

tangente ă la trace au point Î, par consequent, si le eylindre 

est dâtini par sa trace horizontale et la direction de ses ge- 

nâratrices, son contour apparent horizontal s'obtiendra en 

menant & la trace des tangentes paralleles ă la projection 
horizontale des generatrices ; son contour apparent vertical 

s'obtiendra- en menant des tangentes 17 et mm! perpendicu- 

laires ă la ligne de tevre, et en tragant par les points m et? 
des paralleles ă la projection verticale des generatrices. 

340. Parties vues et cachâes. — Projection verti- 

cale. (Fig. 233.) 
Construisons les projections horizontales des genratrices 

de contour apparent vertical. d? a pour projection di, 5'm' a 

pour projection bm ; les points du eylindre dont les projections 
horizontales sont comprises entre ces deux generatrices, et 
en avant par rapport au plan vertical sont vus sur la projec- 

tion verticale. 
Il est assez difficile de distinguer la position d'un point 

par rapport ă ces gencratrices. Considerons le point aa. Ima- 

ginons la gensratrice qui passe par ce point; sa projection 

verticale est a et rious avons deux droites projetees verti-  
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calement sur a'4'. Les projestions horizontales sont ack et a,fk. 
Nous avons dâjă fait remarguer qu'ă la projection verticale 
correspondent deux points, dont les projections horizontales 
sont a et a,, situes sur une perpendiculaire au plan vertical 
projetee tout enti&re au point a' et horizontalement sui- 
vant aa,. Ainsi la perpendiculaire au plan vertical mence 
par le point perce le cylindre en un second point situ6 der- 
ri&re le premier qui est en avant et est vu; par suite la ge- 
neratrice ch a sa projection verticale vue. Le point c est vu 
ainsi que lare de ; la courbe devient tackee aux points d 

"et b' ou elle touche les contours apparents, et lare dfqb est 
„cache. 

  

On voit done que les parties vues de la projection verticale 
correspondent â larc lphm de la trace comprise entre les tan- 
gentes perpendiculaires ă la ligne de terre en avant de la 
corde de contact. 

Projection horizontale. — Les projections verticales des 
generatrices de contour apparent horizontal sont np etg” 
Tous les points situ€s au-dessus du plan de ces deux, gânsra- 
trices sont vus sur la projection horizontale. Considârons le 
point dont la projection horizontale est a,, et menons la g€- 
neratrice qui passe par ce point; il y a deux gânsratrices qui 
ont pour projection horizontale a,f; leurs projections verti- 
cales sonta'f' et va',,et il y a deux points a' eta, qui ont pour 
projection a,; la gensratrice a'/' est au-dessus de l'autre par 
rapport au plan horizontal, donc le point fest vu ainsi que 
Pare gfdn, le point v est cache ainsi que l'arc gbven. 

La partie vue de la projection horizontale correspond ă 
Pare rklp de la trace compris entre les tangentes parallâles â 
la projection des generatrices au-dessus de la corde de contact. 

341. Exereices : 1* On donne un plan par ses traces ; 

et dans ce plan un cercle, le centre est donne et le rayon est 

connu, Ce cerele est la directrice d'un eylindre, la direction: 
des generatrices est connue. On connait la projecţion verti- 
cale d'un point du eylindre ; trouversa projection horizontale 
et le plan tangent en ce point. 

20 On donne un plan par ses traces et la projection hori- 
zontale d'une courbe situce dans ce plan. Cette courbe est la 
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directrice d'un ceylindre ; la direction des generatrices est 
connue. On donne ia projection verticale d'un point du eylin- 
dre, trouver sa projection horizontale et construire le plan 
tangent en ce point. 

32 On donne un plan par sa trace horizontale, et l'angle 
reel que forment les deux traces dansl'espace, on dessine sur 

le plan horizontal une courbe qui est le rabattement autour 
de la trace horizontale d'une courbe situee dans le plan; dans 
espace cette courbe est la directrice d'un eylindre, on con- 
naît la direction des generatrices et la projection verticale 

d'un point du eylindre; trouver lautre projection et cons- 
truire le point tangent en ce point. 

349. Probleme. — Mener d un cylindre un pian tangent 
par un point exierieur. (Fig. 254.) 

Nous definissons le eylindre par sa trace sur le pian hori- 

zontal abed, ses generatrices sont parallâles ă (r,G', ses con- 
tours apparents sont tracâs. Ainsi que nous l'avons indigu€ 

„Fig 24 
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au paragraphbe precedent, ag et ch forment le contour apparent 
horizontal ; d'et et 6'/' forment le contour apparent vertical. 

On donne un point /,k. exterieur au cylindre, on veut . 
mener un plan tangent par ce point. 

Le plan tangent cherche contient une gensratrice, doncil 
est parallele aux generatrices ; par consequent une parallăle 
a G,G' menece par le point &,k'sera contenue dans le plan. Cette 
parallele est 47, ki et sa trace horizontale ] sera sur la trace 

du plan. Mais la trace du plan tangent est tangente â la trace 
du eylindre (329): menons par le point une tangente Im, et 
nous aurons la trace du plan tangent, la gânratrice de contact 
passe par le point m et est mn, mw. Le plan est donc bien 
determine par sa trace horizontale et par la droite mn, mn'. 
Si Pon veut la trace verticale, on pourra se servir des traces 

verticales des droites 4/, &/ ou mn, mn, ou bien employer 

une horizontale rs, rs. 

Il y a une seconde solution qui donnerait Ip pour trace 
horizontale du plan tangent. 

Remargque. — Nous avons pris la trace du cylindre sur le 
plan horizontal ; le lecteur est invite â repeter les memes 
raisonnements en prenant la trace du eylindre sur un plan 
quelconque ; il n'y a qu'ă remplacer dans ce que nous venons 
de dire les mots trace horizontale par trace sur le plan, et lon 
est conduită la regle generale. 

343. Regle. — On mene par le point une parallâle aux 
generatrices. On prend le point de rencontre de cette paralliie 
avec le plan de la trace du cylindre, quel que soit le plan; on 
mâne par le point une tangente â la trace; cette tangente et 
la generatrice qui passe par le point de contact dâterminent 
le plan tangent. 

344. Exer-cice : 1* On donne un plan par ses traces, 
et un point dans ce plan. Ce point est le centre d'un cerele de 
rayon connu situe dans le plan, et ce cercle est la directrice 
d'un cylindre. La direction des generatrices est donne. 

Menerâă ce cylindre un plan tangent par un point exterieur. 
2 On donne un plan par ses traces, et la projection hori- 

zontale d'une courbe situce dans ce plan, cette courbe est la 

pi E au - - , e ”
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directrice d'un cylindre, la direction des generatrices est 
connue. Mener par un point exterieur un plan tangent au 
eylindre. 

3* On donne la trace horizontale d'un plan, le rabattement 
de ia trace verticale autour de la trace horizântale, et le ra- 

battement d'une courbe situce dans ce plan. Cette courbe 
dans espace est la directrice d'un cylindre ; la direction des 
generatrices est connue. Mener par un point exterieur un 
plan tangent au cylinăre. 

345. Probleme. — Mener d un cylndre un plan tangent 
parallele ă une droite donne. (Fig. 255.) 

Le cylindre est defini par sa trace ade sur le plan hori- 
zontal, ses generatrices sont paralleles â la droite ad, a7. 
Nous ne figurons pas ses contours apparents.) 

On veut mener â ce cylindre un plan tangent parailăle â 
| une droite 

Fig. 2355 N R,R. 
„ / Le plan 

tangent 
est. paral- 
leleaux g& 
neratrices 
du cylin- 
dre puis- 
qu'il en 
contient 
une, il doit 

tre paral- 
P..lele ă la 

droite R, 
R/, doncil 
sera paral- 
lele a la 
fois aux 
deux droi- 
tes ad, ad 

etR,R. 
Nous 
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-_ponvons construire un plan parallâle ă ce plan (102). Nous 
-prenons le point /f' sur la droite R, BR”, et nous menons par 

ce point /k, f&' parallele â ad, ad. Les traces des deux 
droites sur le plan de la directrice du cylindre sont 4 et &, 
et hk est la trace P du plan cherehe. 

Menons ă la directrice une tangente bQ parallâlei P; le 

plan determine par ţQ et par la genratrice Și, ? est tan- 
gent au cylindre, il est parallele au plan P puisquiil contient 
deux droites (6Q parallăle â kA et 5, E paralleleă &f, &/') 
paralleles â ce plan, donc il est parallele ă la aroite RR! 
situce dans le plan P. C'est done le plan tangent cherche. 

La tangente Sc fournit une autre solution. 
Le lecteur est invite ă repeter ces raisonnements en sup- 

posant que la directrice du cylindre n'est pas placee dans le 
plan horizontal, mais dans un plan quelconque, et !on peut 
en deduire la răgle generale. 

346. Regle. — On construit un plan parallele au plan 
tangent cherche en menant par uh point des paralleles â la 
direction donnee et aux generatrices du cylindre, on prend la 
trace de ce plan sur le plan de la directrice du cylindre,quel 
que soit ce plan, et Pon mâne ă la directrice une tangente 
parallele â cette trace. Cette tangente et la gencratrice qui 
passe par son point de contact determinent le plan cherche. 

Applications. — Ce probleme a deux applications 
importantes : , 

C'est le probleme des contours apparents, puisque les con- 
tours apparents s'obtiennent en menant des plans tangents 
perpendiculaires aux plans de projection, c'est-ă-dire des 
plans tangents paralleles ă des droites perpendiculaires aux 
plans de projection. 

C'est aussi le problâme des ombres, 

347. Contours apparents. — On donne un plan par 
les traces P'«P, dans ce plan un cerele de rayon connu et donţ 
le centre est au pointa,o'(pris sur Phorizontale ba, %'a').(69). 
Ce cercle est la directrice d'un cylindre dont les gencratrices 
sont. paralleles & une droiteG,G',tracer les contours apparents 
du cylindre. (Fig. 256.) 

Potvre = T. il. 3
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Contour apparent vertical. — Nous devobs menerau ţii 
des plans tangents perpendiculaires au plan venica, ci 
â-dire parallăles ă une perpendiculairă au plan venea ii 
vant la regle (346), nous devons construire un plan park 

ă la fois aux generatrices du eylindre etă la perpendieult 

ce plan €tant perpendicula:re au plan vertical et paralăki! 

droite G, sera parallăle au plan projetant vericaleneai 

droite G. Nous plagons ce plan en min (mr est puli 

ă G'). Nous prenons la trace de ce plan sur le pn Pebt 

directrice, c'est la droite m'n', mn (103), et nous eronat: 

ă ia directrice des tangentes parallăles ă cette tnt. h 

faire cette construction nous rabattons le plan PrPtlt 

Fig. 256 _ 
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lignes qui y sont contenues, sur le plan horizontal. Nous 

avons rabattu le point a,a par Vhorizontale ab, dă' (203). La 

trace verticale du plan est venue en aP',, le point ad en A; 

nous tragons du point A comme centre le cercle avec le rajon 

donne. Nous rabattons la droite mn, m'n' en Mn, et nous me- 

nons au cerele les tangentes Rg, ST paralleles â Mn. (Le 

point.n est fixe et le point m',m se sabat en M tel que am =uM.). 

Ces tangentes relevtes et les genratrices qui passent par 

Jeurs points de contact dstermineront les plans de contour 

__apparent vertical. 
Or nous pouvons remarquer que ces tangentes et les ge- 

n&ratrices qw'elles rencontrent auront meme projection ver- 

ticale puisque.le plân. gv'ellefideterminent est perpendicu- 

laire au plan vertical (79. . ră 
Consideroas la tangeate Ry, le point g est sa trace hori- 

zontale, done g' est un%poiiit de la projection verticale qui 

sera g'z' parallăle aux gcâtratrices. , 
„Nous n'avons pas besoin de la projection horizontale, â 
moins que nous ne voulions dessiner la projection horizontale 

de la generatrice; daus ce cas nous observerons que la trace 
verticale de la tangente est au point z,z, et la tangente a 
pour projection horizontale zg parallăle ă mn; le point R se 
relâve alors sur cette droite en r, et la projection horizontale 

de la generatrice de contact est ry. 
Nous relăverons la tangente TS dont la trace horizontale 

est eloignce au moyen de la trace verticale T qui se relăve 
en t: vv' est la projection verticale de la tangente et le con- 
tour apparent vertical se compose des deux droites gz et 
(le point de contact S se relăverait comme le point R). 

Contour appavent horizontal. 

Les plans tangents perpendiculaires au plan horizontal 

seront paralleles au plan qui projette horizontalement la 

droite G, un de ces plans sera dee' ; sa trace sur le plan P'«P 

de la directrice sera la droite de, de que nous rabattons 

en dE, nous menons les tangentes Fh et Ik paralleles a 4E et 

nous relevons ces tangentes dont la projection horizontale 

seule est utile en hf et ki paralleles-ă G. | 

Ces deux lignes constituent le contour apparent hori- 
zontal, On peut relever facilement les points de coptact: par 
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exemple le point Î, en tracant la projection verticale de la 

tangente qui est k&'7 parallele A de et en relevant le point | 

sur cette droite en î,i, la generatrice de contour apparent 

horizontal aura pour projection verticale 7. Nous n'avons 

pas. construit celle qui correspond au point FE. 

Exercices. — Construire les contours apparents des cy- 

lindresdefinis danslesexercicesrelatifs au probleme precedent. 

348. Ombres.— Les deux planstangentsă un cylindre 

parallâles â une droite renferment entre eux toutes les paral- 

5les â la droite qui rencontrent le eylindre, c'est done entre 

ces plans que seront compris tous les rayons interceptes par 

le eylindre, et par suite ils limiteront Pombre du ceylindre. 

Les generatrices de contact formeront la sâparatrice et les 

traces des plans sur un plan quelconque donneront le contour 

de Y'ombre portee par le cylindre sur le plan. 

349. Cylindre droit ă base circulaire (fig. 251 .) 

— Parmi les eylindres nous devons considerer particuliere- 

Big. 231 ment celui dont la base est un cercle 

2 „et dont les gencratrices sont per- 

a pendiculaires au plan du cerele, on 

i le nomme cylindre droit ă base circu- 

latre ou cylindre de revolution. En eftet, 

| si nous considerons un rectangle abed 

tournant autour d'un de ses câts ac, 

| le point d d&crira un cerele dont le 

plan sera perpendiculaire ă ac, et la 

droite bd sera constamment parallele 

a ac, c'est-ă-dire perpendiculaire au 

plan du cercle, la surface engendree 

par cette ligne bd sera donc un cylin- 

dre droit ă base circulaire. 

fous les points de ce cylindre sont ă la meme distance 

de ac, qu'on appelle faze. 

  

  

Propri6t6 des plans tangenta. — Considârons 

le plan tangent suivant une gensratrice telle que fg. Il sera 
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dâtermin€ par la droite fk tangente au cerele et par la genc- 

ratrice, mais fh est perpendiculaire â cfetă fe. 

Donc'le plan tangent est perpendiculaire au plan forme par 

Paze et la generatrice de contacl. 

Si Pon mene dans le plan tangent une droite quelconque /& 

qui sera parconsequent tangente aucylindreau point f, la droite 

ef sera la perpendiculaire commune ă axe et ă la tangente. 

330. Conscquences. — On peut d&finir un cylindre 

de revolution : 
1* Par son axe et un point, ou le rayon. 

„2 Par un plan tangent sur lequel la generatrice de con- 

tact est tracee et le rayon ; il suffit, en effet, de mener par un 

point de la generatrice une perpendiculaire au plan et de 

prendre sur cette perpendiculaire une longueur egale au 

rayon. On peut alors tracer le cercle qui sera la direetrice du 

eylindre. | 
3* Par deux plans tangents et le rayon. 

Les generatrices du cylindre doivent tre â la fois paral- 

leles aux deux plans et par suite ă leur intersection. 

Ensuite, laxe se trouve ă &gale distance des deux plans, 

cest-ă-dire dans leur plan bissecteur. On coupera donc les 

deux plans par un plan perpendiculaire ă leur intersection ; 

ce plan determinera un angle dans lequel on inscrira un 

cercle du rayon donne et qui sera la directrice du cylindre. 

Nous engageons vivement les lecteurs ă faire les traces 

que necessitent ces trois questions. 

351. Exereices s 1* Construire une droite parallele â 

une direction donne et qui soit â une distance M d'une 

droite D etă une distance M' d'une droite D'. 

2 Construire une droitepassant par un point A et qui soit 

_ă une distance M d'une droite D, et ă une distance M' d'une 

droite D. 
3 Construire une droite parallăle ă une direction donne 

et qui soit ă une distance M d'un point A et ă une distance M' 

d'un point B. , 

4* Construire un eylindre de revolution connaissant trois 

„ generatrices. 
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5* 'Trouver le lieu des points tels que les plans tangents 
menes 'par ces points ă un cylindre de revolution fassent 
entre-eux un angle constant. 

6% On donne deux cylindres de revolution dont les axes 
sont parallăles, on demande de trouver le lieu des points tels 
que les plans tangents menâs par chacun d'eux â Lun des 
cylindres fassent le mâme angle que les plans tangents menes 
du m6me point ă Vautre cylindre. 

352. Probleme. — Mener un plan tangent commun ă deuz 
cylindres. 

Ce probleme est, en general, impossible. Le plan tangent 
cherche est paraliele aux gensratrices des deux eylindres, sa 
direction est determinee ; si Pon construit les traces des deux 

cylindres sur le m6me plan, la trace du plan tangent commun 
devra tre tangente commune ă ces deux courbes, mais cette 
trace doit &tre parallăle ă celle d'un plan parallăle ă la fois 
aux deux generatrices, il faudrait done pouvoir meneră deux 

courbes une tangente commune parallele â une direction 
donne, ce qui est impossible en general. 

Le problăme ne peut se resoudre que dans certains cas 
particuliers: 

A* Les deuz cylindres ont une courbe plane commune, on peut 
dire : mâme directrice plane. (Fig. 238.) 

Plagons la courbe donne abc dans le plan horizontal, les 
generatrices du premier cylindre sont paraliăles ă la droite 
G,G, les gensratrices du second cylindre sont parallâles â la 
droite K,K. 

Nous construisons d'abord un plan parallele ă la fois aux 
gencratrices des deux cylindres, et pour cela nous faisons 
passer par un point d,d, pris sur G,G', une paraliele df, df 
ă K,K'. Le plan de ces deux droites a pour trace Pf, et c'est 
un plan parallele au plan tangent cherche. Nous menons â la 
courbe abc une tangente cP parallăle ă 4f, cette tangente est 
la trace du plan tangent (339), et le plan men€ par cP et Pune 
des_generatrices el, ef, par exemple, contiendra Yautre g€- 
neratrice cm, cm. cP est la trace horizontale du plan, on 
obtiendra ais&ment sa trace verticale. On voit done que la 
solution depend de la possibilite de menerâla courbe donnse | 
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une tangente parallăle ă une direction donne. Le probleme 

peut encore n'avoir aucune solution, mais cette impossibilite 

ne depend plus que de conditions particulieres. 

Fig. 258 

  

20 Les deuz cylindres ont ieuvs gentratrices paralliles. 

On prendra les traces des deux cylindres sur le mâme 

plan, et Pon mânera une tangente commune ă ces deux 

courbes, Cette tangente et la generatrice passant par lun 

des points de contact dâterminera le plan tangent. 

Il est clair que le probl&me peut 6tre rendu impossible 

par la situation et la forme particuli&re des deux courbes; 

32 Nous verrons plus loin que deux cylindres circonscrits 

une mâme sphăre ouă une mâ&me surface du second degre, 
ont deux plans tangents communs. 

353. Probleme. — Mener ă deuz cylindres deuz plans 
tangents paralleles. 

Nous avons un cylindre dont la directrice est abc et les 
gencratrices parallâles ă G,G'. Un second cylindre a pour 
directrice def, et ses generatrices sont parallăles ă K,K'. 
Fig. 239). Chacun des plans tangents cherches sera tangent 
A un cylindre et parallâle aux gensratrices de l'autre, il sera 
donc parallâle ă la fois aux generatrices des deux cylin- 
dres. 
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Nous pouvons construire un plan paralele ă ces plans 

tangents ; nous conduisons par un point d, de Vespace une 

parallăle ă chacune des gencratrices. Ces paralleles h'P,hl— 

/mihm forment un plan dont la trace horizontale est la. 

  
Menons aux bases des eylindres des tangentes parallâles 

ă im (339). La tangente Pa sera la trace horizontale d'un 

plan tangent au premier cylindre paralele au plan him; de 

mâme la, tangente Qc. Les tangentes Rd et Sf seront les 

traces de plans tangents au second eylindre parallâles au 
plan him. - 

Nous aurons done pour les deux ceylindres autant de 

groupes de plans tangents paralleles que nous aurons pu 

mener de tangentes aux deux bases parallălesă m ; ici quatre 
groupes: Pet R, Pet S, QetR, QetS. 

Observation. — Si les cylindres donnâs n'avaient pas leurs 
bases sur le mâme plan, il faudrait prendre les traces du 
plan him paralile aux gensratrices sur les plans des bases 
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des deux cylindres, et mener ă chaque base dans son plan des 
tangentes paralleles ă la trace correspondante. Chacune de ces 
tangentes avec la generatrice du point de contact dâtermine 
un des plans tangents cherehes. 

Cette construction des plans tangents parallăles ă deux 
eylinăres regoit une application dans le problăme suivant. 

354. Probleme. — Mener une normale commune d deuz 
cylindres. 

Une normale ă un cylindre est une perpendiculaire au 
plan tangent en un point de la gencratrice de contact; si les 
deux eylindres ont une normale commune, les plans tangents 
aux extremites de cette normale seront parallăles, et la nor- 
male commune 6tantperpendiculaire aux deux plans tangents, 
et rencontrant les gengratrices de contact sera la perpendi- 
culaire commune aux gensratrices de contact de deux plans 
tangents paralleles. | 

Ainsi dans le cas de la figure prâcedente, nous avions 
quatre groupes de deux plans tangents paralleles, et par 
suite quatre normales communes. 

355. Exercices: 1* On donne un cylindre perpendicu- 
laire au plan horizontal, dont la base est un cerele dans le 
plan horizontal; et un cylindre perpendiculaire au plan ver- 
tical dont la base est un cercle dans le plan vertical, leur 
mener une normale commune ; 

2 On donne un cylindre oblique dont la base est une 
courbe dans le plan vertical, et un cylindre qui a pour base 
une courbe situce dans le plan horizontal, et dont les gen€- 
ratrices sont des droites de front, leur mener une normale 
commune. (Voir 220, 221.) 

356. Probleme. — Mener d un cylindre un plan tangeni 
paralltle ă un plan. 

Le probleme n'est, possible que dansle cas oi le plan donne 
est parallâle aux generatrices du eylindre. On prend la trace 
du plan et la trace du cylindre sur le mâme plan ; on meneă 
la courbe de base du cylindre une tan gente parallele-ă la 
trace da plan, cette tangente et la gensratrice qui. passe par 
son point de contact determinent le plan tangent demande.
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336 bis. — Mener ă un cylindre un plan tangent passant par 

une droile. 

Le plan demande doit &tre parallâle aux gensratrices du 

eylindre, et comme! doit passer par la droiteil est dâtermine, 

et, en general, îl ne sera pas tangent au cylindre. — Le 

problăme est impossible except si la droite donne est pa- 

rallle aux generatrices du cylindre. — Dans ce cas on prend 

la trace de la droite sur le plan de la directrice, et on mâne 

par cette trace une tangente ă la, directrice ; cette tangente 

et la droite dâtermineront le plan tangent. 

336 bis, — Dans les paragraphes 336, 337, 340 nous pou- 

vons observer que la ligne de terre ne joue aucun râle, et, 

lorsque nous avons construit la trace du eylindre sur un plan 

horizontal caractâris€ par la ligne LT. lieu des projections 

verticales de tous les points du plan . (338), nous avons bien 

precise que la conclusion â laguelle nous sommes arrives 

serait la m&me si nous construisions Ja tra=e du cylindre sur 

un plan quelconque. 

349, 345 bis. — Dans les problemes suivants 342, 345, il 

est facile de r&peter exactement les mâmes raisonnements 

et les mâmes traces en prenant la directrice du cylindre dans 

un plan quelconque ; seules les traces des plans tangents ne 

seraient plus figures, et ces plans seraient determin6s par 

deux droites. 

Nous allons montrer un exemple des constructions sans 

ligne de terre en Tappliquant ă la dâtermination des contours 

apparents d'un eylinăre (341). 

problăme 347 bis. — Un plan est donn€ par deux 

droites ad, ab et ac, ac. Dans ce plan se trouve un cerele 

dont le centre est au point a, a et donton connai 

cerele est la direetrice Wun eylindre dont les gâneratrices 

sont parallles la droite G, G.— Construire les contours appa- 

pents du cylindre (Fig. 256 bss). Nous tragons dans le plan une 

horizontale dont les projections sont bc, Ve; et nouszabattons! 

le plan sur le plan horizontal qui contient cette droite: Le 

point a, a' se rabat en A; nous figurons les rabattements AB| 

t le rayon. Ce.   
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et A c des droites donnees et nous decrivons le cercle qui a 
son centre au point A et dont le rayon est donne. 

Contour apparent vertical. — Nous devons mener au cylindre 
des plans tangents perpendiculaires au plan vertical, c'est-ă- 
dire, paralleles ă une droite perpendiculaire au plan vertical; 
ces plans seront parallăles aux plans qui projettent les gânâ- 
ratrices sur le plan vertical. 
"Un deces plans est reprâsente par une droite e/, paral- 

ldle ă G', lieu des projections de tous ses points ; Lintersection 
de ce plan avec le plan de la directrice est Ja droite dont les 
projections sont e/ et ef, et nous devons meneră la directrice 
une tangente parallele â cette droite ; nous la rabattons dans 
le plan en EF (en menant simplement eE£ et FE perpendicu- 
laires ă axe de rotation). Nous tragons les tangentes au cer- 
cle GK et HM paralieles â BF. Si nous relevons ces tangentes, 
leurs projections verticales formeront le contour apparent 
vertical du eylindre. 

La droite Gk rencontrant Paxe de rotation au point dont 
les projections sont &, / aura pour projection kg parallăle â 
afet kg' parallele ă ef”; &'9'7 sera une des lignes qui forment 
le contour apparent vertical; le point de contact a pour 
projection g g. 

La seconde tangente HM ne peut se relever de la mâme 
manitre, on releve le point M de la droite Ac en m,m' sur ac, 
dc, et on trace m'n' parallăle â G — (on eât pu remarqueriei 
que les deux droites 4 et m'w' sont symetriques par rapport 
âa), 

Nous engageons les 6lăves ă fairela construction du 
contour apparent horizontal. 

Etudier avec la mâme disposition de figure les problâmes 
des paragraphes 332 et 353. 

Exercice sur le probleme 347. — On donne un 
Plan qwon rabat sur un plan horizontal ou sur un plan de 
front; on trace le rabattement dune courbe situce dans ce 
plan, et on demande de mener a Ia projection verticale vu 
la projection horizontale de la courbe des tangentes paral- 
ses des directions donntes, sans tracer les projections dela 
courbe. 
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DGiinition. — Le câne est la surface engenâree par une 

droite assujettie â rencontrer une courbe directrice donnee et 

ă passer par un point fixe. 

337. Ehâor&me. — Le plan tangent en un point de la sur- 

face est tangent tout le long de la gencratrice qui passe par le puinl. 

La demonstration de ce thâorâme a 6t6 donnee $ 312, 

fig. 241. 

358. Probleme. — Mener un plan tangent d un câne en un 

point de la surface. 

[| resulte du thtorâme precedent que Pon doit faire la 

construction suivante: 

359. megle. — Tracer la gencratrice qui passe par le 

point donn€ jusquă sa rencontre avec la directrice ; mener 

en ce point la tangente ă la directrice; cette tangente et la 

generatrice dâterminent le plan tangent. 

360. Probleme. — Ftant donne l'une des projections d'un 

point «de la surface d'un câne defini par sa directrice et son. sommel,; 

trouver Pautre projection et mener le plan tangent au point. ainsi 

dâterminc. (Fig. 260.) i 

La directrice est la courbe abede, db'e'de' ; le sommet est 

au point S, S. 
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  On donne la projectiun verticale f' d'un point F du câne. 

Imaginons la gâneratrice qui passe par ce point: sa projec: 

tion verticale f'S' croise la directrice au point a et au point k 

projections verticales de points dont les proj ections horizon- 

tales sont a et h. (On sait quels sont les ares de courbe qui se 
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respondent). Done il y a deux gensratrices projetees en | 

a et Sh dont les projections verticales sont confondues sui- i 

ant S'a'W', et le point F peut avoir pour projection horizon- ! 

le le point fou le point f, sur lune ou l'autre de ces droites, | | 

Plan tangent. — Appliquons la râgle precedente: Nous | | 

enons la tangente â la directrice ap' ap au point a,a' odelle | 

st rencontrâe par la gensratrice, cette tangente et la gene- | 

atrice dâterminent le plan tangent. | 

ae 
a 
i
a
i
 

it
 

    
  

   
La trace de la tangente est le point p, la trace de la gene- 

ratrice est le point g; pg est la trace horizontale du plan 
taagent qui croise la ligne de terre au point «, la trace ver- 
ticale est aV' qui passe par le point r', trace verticale de la î 
tangente. i 
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361. Contours apparents. — Pour que les con- 

structions que nous venons d'indiquer soient possibles, il faut 

que la droite S'/' puisse &tre la projection d'une generatrice 

et qw'elle rencontre la directrice; elle doit &tre comprise dans 

Pangle forme par les deux tangentes ă la projection de la 

directrice menees par le point S'. Ces deux tangentes separent 

done sur le plan vertical la partie ou se projette le câne de 

celle sur laquelle on ne peut trouver la projection d'aucun 

point; elles constituent le contour apparent vertical (329). 

Si Pon avait donne le point par sa projection horizontale, 

ont eât obtenu la projeetion verticale par des constructions 

entidrement identiques, et Von verrait que les deux tangentes 

ă Ja projection horizontale de la directrice mendes par le 

point S constituent le contour appareni horizontal. 

Les gen6ratrices de contour apparent vertical projetees 

en S'9' et S'd ont pour projections horizontales Sb et Sd; les 

generatrices de. contour apparent horizontal projetees en Sc 

et Se ont pour projections verticales Sc et Se. 

Nous allons retrouver sur ces gâneratrices la seconde 

propriâte des contours apparents (330): prenons un point £,t 

sur la genâratrice SH, Sb, et cherchons le plan tangent en 

ce point. 
Ce plan tangent est le m6me que le plan tangent au 

point b,%, et en ce pointil est determine par la gensratrice 

S'/, Sb et par la tangente dont la projection verticale est SP. 

Les deux droites qui dâterminent le plan tangent ont done 

meme projection verticale, et, par suite, le plan tangent est 

perpendiculaire au plan vertical. 

On ferait aisement la m6me verification pour les autres 

generatrices. 

Remarque. — Un câne peut ne pas avoir de contour 

apparent sur Pun des plans de projection ; il peut arriver, en 

eftet, que le sommet se projette ă Linterieur de la directrice, 

on ne pourra pas mener de tangente ă la projection dela 
directrice ; alors tout point du plan de projection peut &tre 

la projection d'un point du câne dont les gencratrices seraient 

indefiniment prolongees, et le cână recouvre tout le plan de 

projection. 
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362. Yraces du câne. — Nous construisons la trace 
orizontale du câne en prenant les traces horizontales des diffe- 
entes gencratrices et en joignant tous les points obtenus par 
n trait continu, nous obtenonsainsi la courbe gmlnk. Le plan 

angent au point g, trace de la generatrice g/aS, gf'aS' est 
Etermins par la generatrice et la tangente gpâă la courbe (335); 
r ce plan est le mâme que le plan tangent au pointad, et 
omme la droite gp est dans le plan horizontal, c'est la trace 

orizontale du plan tangent. Ainsi: La trace du plan tangent 
uivant une genralrice est tangente ă la trace du câne. 

Les plans de contour apparent vertical ont leurs traces 
orizontales kk et î/ perpendiculaires ă la ligne de terre et 
angentes ă la trace ; par consequent;: pour figurer le contour 
pparent horizontal d'un câne defini par. sa trace horizontale 

t son sommet, on mene par la projection horizontale du 
ommet deux tangentes ă la trace; pour figurer le contour 
pparent vertical, on mâne deux tangentes perpendiculaires 
a ligne de terre, et on joint ă la projection verticale du 
ommet les points ou ces perpendiculaires rencontrent la 
igne de terre. 

363. Parties vues et cachâes. — Projection hori- 
zonale. (Fig. 260.) 

Cherchons si la generatrice dont la projection horizontale 
st Sag est vue; pour cela nous coupons le câne par le plan 
vertical dont Sag est la trace horizontale. Ce plan determine 
lans le câne la gensratrice Sa et la gencratrice Sz, S' si- 
luce au-dessous de ia premisre, done Sag est vue. Par suite 
Pare eabhe passant par le point vu a et compris entre les con- 
tours apparents est vu. L'arc mgfn qui contient le point q vu 
e compris entre les contours apparents est vu. Les ares ede 
et mzln sont caches. 

Quand on connaît la trace du câne, la partie vue corres- 
pond ă Vare de la trace compris entre les points de contact 
des gencratrices de contour apparent; horizontal, et situ au- 
dessus de la corde de contact. 

Projection verticale. — Examinons encore la gântra- 
trice projetee en S'ag'. Le plan perpendiculaire au plan ver- 
tical dont Sag est la trace determine dans le câne deux 
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generatrices projetees en Sag et SAf,, cette dernire est en 

avant de Pautre par rappori au plan vertical; done la projee 

tion S'a'g” est cachte. 

Par suite le point d est cache ainsi que lare b'aed com- 

pris entre les contours apparents. 

Larc vu est Pare bhcd. 

Quand on connait la trace du câne, la partie vue de la 

projection verticale correspond ă lare de la trace compris 

entre les points de contact de tangentes perpendiculaires ă 

la ligne de terre, en avant de la corde de contact par rapport 

au plan vertical”. 

364. Exercices. — 10 La base d'un câne est un cercle 

situ€ dans un plan donne par ses traceson donne le centre et le 

rayon. On connait le sommet, on donne une projection d'un 

point de la surface; trouver Pautre projection et construire 

le plan tangent au point ainsi determins. 

2 Mâme problăme. La base du câne est une courbe situce 

dans un plan et dont on connaât la projection horizontale. 

32 M&me problăme. La base du câne est une courbe situte 

dans un plan et connue par son rabattement sur le plan ho- 

rizontal. 

363. Probl&me. — Mener d un câne un plan tangent pas- 

sant par un point exterieur. (Fig. 261.) 

Nous supposerons que le câne est defini par une directrice 

plane, si la directrice &tait une courbe gauche, il faudrait |. 

commencer par construire la trace du câne sur un plan afin 

d'avoir une directrice plane. 

Nous supposerons d'abord que le câne.est defini par sa 

trace horizontale abc et par son sommet S,S. Le point donne 

est le point d,d'. Nous ne figurons pas les contours apparents, 

la construction m&me nous avertira si le point est râellement 

a Pexterieur du câne. 

Le plan tangent doit passer par le sommet et par le point 

d,dt, donc il contient la droite Sd, S'd'; par suite sa trace sur 

Je plan de la base du câne (ici le plan horizontal) passe par la 

trace de cette droite qui est le point /. 

Mais [a trace du plan tangent est tangente ă la trace du 

câns (362). nous menons par le point f une tangente /a« ă la 

  

    

 



SURFACES CONIQUES. 41 

trace, cette tangente et la droite Sd/, S'd'f determinent le plan 
iaugent.'La generatrice de contact est Sa, Sa. fa est la trace 
horizontale du plan tangent. II est facile d'obtenirJa trace 
verticale, soit en prenant la trace verticale d'une des droites, 
soit en menant par le sommet ou par tout autre point d'une 

Fig. 21 

  

  

des droites une horizontale du plan. Nous avons men ici 
Vhorizontale Sk, S'/ qui passe par le sommet, et la trace ver- 
ticale du plan est ka. 

Îl y a une seconde solution fournie par la tangente fin. 

366. negle. — Nous pouvons deduire du raisonnement 
precedent la răgle gânârale pour construire un plan tangent 
passant par un point exterieur,. 

On joint le point au sommet du câne, on prend Ia trace de 
la droite ainsi dâtermince sur le plan de la base du câne, 
que] que soit ce plan; on mâne par cette trace une tangente â 

PoLrr —T.1U + 
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la base; cette tangente et la droite menee par le sommet du 

câne âsterminent le plan tangent. 

Remarque. — Si la droite qui joint le sommet au point 

donns est dans Linterieur. du câne, c'est-ă-dire si le point 

est interieur au câne, la trace de la droite se trouvera ă Lin- 

tărieur de la trace du câne, on ne pourra mener pat ce point 

de tangente ă la trace, on sera done averti de la position du 

point par Pimpossibilite de la solution. 

367. Exemple. — Nous allons appliquer cette râgle 

A des donntes plus gensrales. (Fig. 262.) 

La base du câneest une courbe contenu6 dans le plan P'«P 

et donnce par sa projection horizontale ae; le sommet 

est 5,5. 
Le point exterieur est dd. 

Nous menons la droite Sd, S'd ; elle rencontre le plan P 

au point f,f” que nous avons construit en prenant pour plan 

Fig. 262 
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auxiliaire le plan Segg” qui projette horizontalement la droite. 
Nous menons par le point /,f une tangente ă la directrice, la 
projection horizontale est fă tangente ă la projection hori-. 
zontale de la courbe ; cette tangente est dans le plan, done 
sa trace est au point k et sa projection verticale est f/'. Le 
plan tangent est dâtermint par Sa, S'd' et par /4, PH. 

Le point de contact a pour projections d et 7, etla g6n& 
ratrice de contact est Sb, SH. 
” On peut construire les traces du plan tangent: sa trace 
horizontale passe par les traces A et m de la tangente et de 
la gensratrice S6, SP, c'est done Qa; on peut obtenirla trace 
verticale en prenant les traces verticales des droites, ou 
bien en se servant de 'horizontale Sp, S'p'; la trace verticale 
est Qa. ILy a une seconde solution fournie par la tangente fe; 
pour cette tangente nous avons relevă directement le point 
de contact au moyen de lhorizontale el, 7, la projection 
verticale de la tangente est 4/e'; la generatrice de contact 
est Sc, S'c; nous n'avons pas figurs les traces du plan tan- 
cent. 

368. Exercices. — Mener le plan tangent ă un câne 
par un point exterieur: 

10 Le câne a pour base un cercle situ6 dans un plan donnâ 
t dont on donne le centre et le rayon. 

20 Le câne a pour base une courbe situde dans un plan 
lonne et connue par son rabattement, | 

30 Mener par un point donne une droite tangente â deux 
Ones donnes. 

Applications. — Ce probleme a pour applications : 
Le contour apparent d'un câne vu d'un point donne, c'est- 

i-dire la perspective d'un câne ou les ombres d'un câne &elairs 
par des rayons emanant d'un point lumineuz. 

369. Probieme. — Mener d un câne un plan tangent pa- 
ailele ă une droite donnce. (Fig. 263.) 

Nous supposerons que la directrice du câne est une courăe 
plane ; si ta directrice etait gauche on devrait commencer par 
construire la trace du câne sur un plan, 
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Nous ferons les raisonnements en prenant la base du câne 

dans le plan horizontal. La base du câne est la courbe ae, le 

sommet est en S,S. On veut mener un plan tangent parallele 

ă la droite RR. 

Le plan tangent passe par le sommet du câne, îl doit âtre 

parallăle 4 RR, doncil contient une parallăle ă R,R' men6e 

par le sommet ; soit Sd, Sd cette paralltle. 

EEE CE Ia | Fig. 263: 
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La trace du plan sur le plan de la directrice doit passer 

par la trace d de la droite Sd, Sd, mais la trace du plan est 

tangente ă la trace du căne (362), c'est donc la droite dba. * 

Le plan tangent est dstermin6 par la droite Sd, S'd ei 

par dba ; la gensratrice de contact est Sb, SP, et il est facile 

d'obtenir la trace verticale du plan dont db est la trace ho- 

pizontale ; on pourrait se servir des traces verticales des 

droites contenues dans le plan, nous avons employe une hori" 

zontale Sf, S'/ pour dâterminer la trace verticale f'a. La tan” 

gente da nous fournirait une seconde solution. 

UN] 
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370. Regle. — On mâne par le sommet une parallele ă la 
droite, on prend la trace de cette parallăle sur le plan de la 
directrice du câne, quel que soit ce plan, et l'on mâne par cette 
trace une tangente â la directrice ; la paraliăle ăla droite et 
cette tangente determinent le plan tangent. 

Remarque. — Il est bon de remarquer que les construc- 
tions sont identiques ă celles du probleme precedent, la pa- 
rallle ă la direction donnee remplace la droite qui joint le 
sommet du câne au point donne. 

Ainsi si nous supposons dans exemple du probleme pr& 
cedent (fig. 262) que la droite S'd', Sd soit la parallele â une 
direction donne, la mâme figure nous donne les plans tan- 
gents parallăles ă la direction S'7, Sd. 

3714. Exercices.— te, 2%, 3*Menerle plan tangent paral- 
l&le ă une direction donnce, le câne ctant defini comme nous 
Yavons indique dans les exercices du problâme precedent. 

4 Mener une droite parallele â une direction donnțe et 
tangente ă deux cânes. 

3792. Applications. 1* Contours apparenta. 

Ce probleme est celui des contours apparents; en eftet, 
les coniours apparents d'un câne s'obiiennent en menant des 
plans tangents perpendiculaires aux plans de projection, c'est- 
ă-dire des plans tangents parallăles ă des droites perpendi- 
culaires aux plans de projection. 

Contour apparent vertical. La base du câne donne est une 
courbe situee dans le plan P'«P et connue par son rabatte- 
ment ABCF sur le plan horizontal, le sommet est en S,S. 

Nous rabattons la trace verticale du plan au moyen du: 
point &,tqui se rabat en T. («T — a4) (202.) 

Nous allons appliquer la răgle (310) : 
Nous menons par le sommet une perpendiculaire au plan 

vertical, sa projection verticale est tout entiâre au point S”, 
sa projection horizontale est Ss; nous cherchons le -point de 
rencontre de cetie perpendiculaire avec le plan P'aP, Pour 
cela nous employons le plan horizontal qui passe par S,S il 
dătermine dans le plan Lhorizontale S'Z, ds qui rencontre Se 
au point s, projection horizontale du point cherche dont la 
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projection verticale est S. Nous devons mener pr ap 
une tangente â la directrice, et pour cela nous mbullu 
point S',s autour de la trace horizontale Pe du pla (; 
abaissons la perpendiculaire s5 sur Pa, nous menons a pe 
leie să = S's et nous reportons î) en $,); Ș, este mi 
ment du point. Nous menons par S, des tangent 44 
ă la directrice. 

Relevons ces tangentes, leurs projections verticale 
meroni le contour apparent vertical du câre, pisi 
d6terminent des plans tangents perpendiculaires aa p 
vertical. Leurs traces verticales sont rabattuesen ll“! 

se relevent en m' (am' = «M), et en r (aR =), le piu 
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aux rayons qui rencontreront le câne et seront arrâtees par 

lui seront comprises entre les deux plans tangents, et celles 

qui seront contenues dans un des plans toucheront le câne 

en un point de la generatrice de contact. Ces g&neratrices de 

contact constituent Ja separatrice, et les traces des plans tau- 

  
  

  
gents sur un plan quelconque limiteront l'ombre portee par 
le câne sur le plan. 

La base du câne est abefd dans le plan horizontal. Le 
sommet est S,S', nous €clairons le câne par des rayons paral- 
lăles ă R,R', Nous menons les plans tangents parallăles âR,R! : 
les gen&ratrices de contact sont S5, SP et Sd, 5. Nous les 
avons reprâsenttes en tenant compte des parties vues et ca- 
châes. 

Les traces hd et kb forment le contour de l'ombre portâe 
sur le plan horizontal”. -
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374. Câne droit ă base circulaire cu câne 
de râvolution. (Fig. 266.) 

Considerons un cercle O et 6levons par le centre une per- 
pendiculaire au plan du cercle ; prenons un point S sur cette 
perpeadiculaire et assujetissons une droite passer par le 
point S et â rencontrer le cercle. Cette ăroite engendrera un 
câne qui est le câne droit ă base circulare, appel& aussi câne de 
revolution parce que le mouvement de la droite peut &tre con- 
sider€ comme un mouvement de rotation autour de l'axe S0. 
ț 

| Proprit6s. — Si Pon considăre untriangletelque SOA, 
il est €vident que tous les triangles analogues qu'on pourra 

- former avec axe, une generatrice et le rayon du cercle de 
base seront €gaux, et par suite les angles en S sont 6gaux 
ainsi que les angles en A. Nous trouvons done les deux pro- 
priâtes : | 

10 Za gentratrice fait avec Taze un angle constant ; 
20 La generatrice fait avec le plan du cercle de base un angle 

constant, €gal au complement de Pan- 
gle qw'elle fait avec laze. Fig 266 
„Le cercleestunesection droite 

du câne, et toutes les sections 
droites du câne de r&volution ob- 
tenues par des plans perpendicu- 
laires  l'axe sont des cereles. 

Nous pouvons encore 6noncer: 
30 Le rayon d'un cercle de section 

io et la distance du plan de la 

  

ction au sommet sont dans un rap- 
ort constant. 

Menons le plan tangent sui- 
vant la generatrice SA, il est d&- 
termine par la generatrice et la 
jiangente AB â la base au point A. Or la tangente AB est 
[perpendiculaire ă AO, par suite elle est perpendiculaire â 
LAS; AB-âtant la trace du plai tangent sur le plan de section 
hdroite, SA est la ligne de plus grande pente du plan tangent 
pd'od: 

4 Le plan tangent fait avec le plan de section droite et avec 
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: Vaze; ides'angles constants Egauz ă ceuz que fait la gântratrice « 

“ contaei, | 

L& plan tangent passe pa! la droite AB qui est perpend 

culaire ă AO et AS. 
5* Le plan tangent est perpendiculaire au plan dâtermin€ par 

generatrice de contact et Laze. 

375. Un e6ne de râvolution est defini: 

12 Par Vaxe, le sommet et langle de la generatrice av 

laxe; 

2 Par Vaxe, lo sommet et un point ; 

„3* Par un plan tangent, le sommet, la generatrice de co 

4act et Vangle de la gâneratrice avec axe; 

A+ Par deux plans tangents et les deux generatrices 

| contact. 

E (On mâne, en effet, un plan perpendiculaire â chaque p! 

tangent par la generatrice de contact, Lintersection de 

deux plans perpendiculaires est Vaxe, et Pon peut determii 

Vangle de la generatrice.) 

50 Par un cerele de section droite, le sommet, V'angle 

sommet, ou Langle de la generatrice avec le plan de sect 

droite; | 
„60 Par trois generatrices. (On prenâra sur lestrois droi 

ci, des longueurs &gales ă partir du sommet, on determiner: 

lu sii centre du cerele passant par les trois points, ce cercle s 

une section droite et la ligne qui Joint le centre au som! 

est l'axe); 

7 Par deux plans tangents et un plan contenant l'axe. 

(L'axe est dans le plan bissecteur de Pangle des d 

plans, on peut done le a&terminer, ensuite on mâne par! 

un plan perpendiculaire ă Pun des plans tangents; linter 

tion des deux plans donnela gencratrice. Les autres manie 

de dsfinir le câne de r&volution se ramânent facilement ă 

de celles que nous venons d'Enoncer.) 
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376. Remarque importante. — L'angle forme 

les g&neratrices de contour apparent d'un câne de r&volu 

n'est &gal ă l'angle du câne que dans le cas od laxe du 

est parallăle au plan de projection, alors les deux generat  
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„situces dans un mâme plan avec Paxe sont dansu plai dă 
„front et forment le rectiligne du diădre des deux pl 

gents. 

377. Applications. — Le câne de r&volution sert ă 
construire un plan faisaut avec un autre plan un angle donn. 

On donne une droite ab, a'b', mener par cette droite un plan 
faisant avec le plan horizontal un angle donne. (Fig. 267.) 

Nous prenons sur la droite un point 8,3 pour sommet d'un 
| ' câne de r&volution ă axe vertical ; Laxe est %B,5, le point 8 
||, sera le centre de Ia base. 

Nous menons par le point 4,d une droite faisant avec le 
!|' plan horizontal langle demand, nous tragons cette droite bo, 

„de parallâle au plan vertical, et sa projection verticale be' 
fait Vangle 

||: donn6 avec la _ 

ligne de terre; Fig. 267 

"le câne engen- 
dre par cette 
droite tour- 

nant autour de 

laxe a pour 
base le cercle 
d&crit du point 
b comme cen- 
re avec be 
comme rayon, 
Tous les plans 

  

“ 

cne font avec 
le plan hori= 

demande (374). 
Menons par 

la trace hori- | 
Zontale de la droite une tangente adă la base, le plan tangent 
au câne dont ad est la trace est le plan chesche, car il passe nr le sommet 4,8, par le point a,a' et par suite il contient la 
'droite, 
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II est facile de figurer la trace verticale du plan; nous 
avons mene Phorizontale bf, 8'f' passant par le sommet, 

378. Re application. — Probleme. — Mener par 

une droite AB un plan faisant avec une droite donnte AC un angle 
donn€. 

Il est n&cessaire que les deux droites se rencontrent en un 
point A. 

Le plan cherche est tangent â un câne de revolution ayant 
la droite CD pour axe, le point A pour sommet, et dont les 
generatrices font avec CD Vangle donne. 

On prend un plan perpendiculaire â CD pour plan de base 
du câne et l'on mâne 4 ce câne un plan tangent par la droite 
AB. On effectue ensuite la construction que nous avons expli- 
que en detail pour le plan tangent parallăle ă une droite. 

379. Exerecices. — 1 On donne axe d'un câne de r6- 
volution par ses deux projections et le sommet du câne, or 
connait l'angle de la gâneratrice avec laxe ; etant donnee 
Pune des projections d'un point de la surface, trouver Pautre 
projection et le plan tangent au point ainsi determine; 

2-On donne Laxe d'un câne de revolution par ses 
deux projections et le sommet du câne, on connait P'angle de 
la generatrice avec laxe, construire les contours appa- 
rents ; 

3% Le câne de revolution 6tant defini comme dans les deux 
exercices precedents, lui mener un plan tangent par un point 
exterieur ; 

Ao Mener par' une droite donne un plan faisant un angle 
donn6 avec un plan donne par ses traces; 

5* Meneră un câne de revolution un plan tangent passant 
par un point exterieur, lorsque le sommet du câne est en 
dehors des limites de lepure. 

6 Mener â un câne de r&volution un plan tangent paral- 
l&le â une droite, lorsque le sommet du câne est en dehors 
des limites de V'epure. 

380. Probl&me. — Mener â un câne un plan tangent pa- 

rallele ă un plan.
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Ce probleme est en gensral impossible ; le plan tangent 
doit passer'par le sommet du câne et âtre parallăle ă un plan, 
il est determins et il n'y a plus qu'ă verifier si le plan ainsi 
construit est ou n'est pas tangent au câne. 

Dans le:cas du câne de revolution, le problăme est pos- 
sible si le plan donne fait; avec le plan de base ou de section 
droite du câne un angle gal ă celui des gânsratricea. 

381. Problâme. — Jener î deuz cânes un plan tangent 
commun, 

” 
Imaginons qu'on prenne les traces des deux csnes sur le 

m6me plan, la trace du plan tangent commun devra âtre tan- 
gente ă ces deux courbes (362); d'autre part, le plan tangent 
commun passe par les deux sommets et contient la droite 
qui les joint ; prenons le point de rencontre de cette droite 
avec le.plan des deux bases, la trace du plan tangent doit 
aussi passer par ce point. 

Done, pour que le problâme soit possible, îl faut pouvoir 
mener par la trace de la droite des sommets une tangente 
commute aux deux courbes de base. 

En gâneral, le probl&me est impossible, et n'a de solution 
que dans certains cas particuliers. 

40 Les deuz cânes ontmeme sommet. 
On doit encore prendre pour bases des deux cânes leurs 

traces sur un mâme plan, et toute tangente commune â ces 
bases dâterminera avec le sommet un plan tangent commun 
aux deux cânes. 

La possibilit& de resoudre le problăme depend donc uni- 
» Quement de la forme et de la disposition des courbes de base. 

— Nous verrons un peu plus loin (417) comment on peut 
mener un plan tangent commun ă deux cânes de r&volution 
qui ont mâme sommet, sans prendre les bases sur un mâme 
plan ; 

2 Les deuz cânes ont une mâne direcirice plane. 
Le plan tangent passe par les deux sommets, on prendra 

le point de rencontre de la droite des sommets avec le plan 
de la directrice, et on fera passer par ce point une tangente * . 

ă la directrice. 
Le problâme dspend done de la position de la trace de la
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droite des sommets par rapportă la courbe de base commune; 
3 Les deuz cOnes sont homothetigues. (Fig. 268.) 
Deux cânes homothâtiques ont leurs generatrices paral- 

lsles deuxâ deux. 
Les sommets sont S,S' et T,T', les bases sur un mâme 

plan que nous prenons pour plan horizontal sont homothe- 
tiques ; soient abc, def, ces deux bases, 

Prenons deux generatrices paralleles, Se,S'e' et T5,T'%, 

  

  

ces deux droites sont dans un m6me plan avec la ligne des 
sommets et ont par consequent leurs traces en ligne droite, 
ainsi les trois points /,8,e sont en ligne droite, et le rap- 

port ui = E, ce rapport est constant; en sorte que le point A 

est le centre de similitude des deux bases, et l'on peut mener 
par ce point une tangente commune â ces deux bases. 

Ainsi, les deux tangentes Aad, hef, d&terminent avec la 
droite des sommets deux plans tangents aux deux cânes; il 
serait facile d'obtenir les traces verticales,
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382. 'Yh&orâme. — Nous pouvons remarquer que le 

câne T,T' peut &tre regard& comme &tant le câne S,S trans- 
port€ parallâlement â lui-m6me, en effet, pour transporter 
un câne parallâlement ă lui-mâme, son sommeț devant se 
trouver en un point donne, on fera passer par le point des 
paralleles aux generatrices du câne, et on prendra leurs 
traces sur le plan de base; on construira done un câne ho- 
mothâtique du câne propos6, et nous pouvons €noncer ce 
ihcoreme : 

Quand on transporte un câne parallilement ă lui-mâme, la base 
lu cne primitif et la base du câne transpori€ prises sur un meme 
lan sont deuz courbes homothătiques qui ont pour centre d'homo- 
hetie la trace de la droite des sommets. 

4. Les deuz cnes sont circonscrils une mâme sphere ou en 
pentral d une meme surface du second degre, et la droite des som- 
nels ne rencontre pas la surface. 

Nous reviendrons plus tard (410) sur ce dernier cas. 

383. Probl&me. — Mener d deuz cânes deuz plans tan- 
Jenis paralleles. (Fig. 269.) 

Le câne S,S' a pour base la courbe ah 
Le câne T,T' a pour base le cerele o. 
Imaginons les plans tangents parallsles obtenus, si nous 

ransportons les deux cânes au mâme sommet, ces plans pa- 
allâles coincideront et seront plans tangents communs aux 
leux cânes ayant m6me sommet. Nous allons done employer 
a construction inverse. Transporter le câne T,T' au som- 
net S,S' du second câne, meneraux deux cânes qui ont mâme 
sommet des plans tangents communs (381) et ramener ensuite 
e câne T et le plan tangentă sa position primitive. La base 
lu câne transportă est un cerele, nous trouverons le centre w 
n prenant la trace c de la droite des sommets; et tragant co 
20us mânerons ensuite Sw parallleă TO (382). Nous figurons 
nsuite la tangente ed, et; wf parallăle au rayon od, wf est le 
rayon. 

Nous menons aux deux bases la tangente commune PAk, 
trace d'un plan tangent commun aux deux cânes qui ont le 
sommet S,S'; ensuite nous faisons revenir le câne Tâ sa po- 
ition premiere en entraînant le plan tangent dont ia trace
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sera mg parallâle â PAk, les points de contact m et & doivent 
&tre en ligne droite avec le point c. Les generatrices de: con- 
tact sont Tm,T'm' qui, avec fm, dâtermine le premier plan 

” 3! 

Pa. 269 
Ş 
* 

A 
[ii 

  
tangent, et Sh,S'/' qui, avec Ph, dâtermine le second ; il se 

rait; facile de construire les traces verticales. II y aurait ici 

une seconde solution, les traces des plans tangentsseraient Ra 

et Vz. 

384. Probl&me. — Mener une normale commune d deuz 

e0nes. 

Le raisonnement est identiquement le mâme que celui 

que nous avons fait pour la normale commune ă deux cylin- 

dres (334). La normale commune est la perpendiculaire com- 

mune aux generatrices de contact de deux plans tangents 

parallâles.
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38%. Probl&me. — Mener des plans tangents paralleles ă un câne et d un cylindre, 
Le plan qui sera tangent au câne sera parallăle aux gân€- ratrices du cylindre. Il est done determin, nous pouvons le construire, et il restera ă mener au cylindreun plan tangent paralele ă ce plan (356). 
Ce problame est encore celui de la normale commune d un cne ei ă un cylindre. 
Nous allons faire une application de cette construction dans le probl&me suivant. 

386. Probleme. — Construireă un cylindre un plan tan- gent faisant un angle donne avec le plan horizontal. (Fig. 210.) Le cylinâre a pour base la courbe abc, ses genratrices sont paralleles â G,G, 

Fig. 270 
ti, Sa

g 

  

  

Le plan tangent cherche est parallăle ă un plan tangent, 
ă un câne de rvolution dont les gânsratrices font avec le 
plan horizoatal Vangle donne (374). 

Prenons un point arbitraire S,S' comme sommet d'un câne de râvolution, figurons une gencratrice de front S'd,Sd fai 
Pourr, — T, Li, 5
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sant avec le plan horizontal Pangle « donn6; le câne aura 

pour base un cerele de rayon Sd. 

Nous pouvons construire un plan tangent ă ce câne paral- 

Jele aux generatrices du cylindre (369), en faisant passer par 

S,S' une parallăle Sf;S/ 4 G,G, et en conduisant par le 

point f des tangentes fh et [k ă la base. | 

Menons ă la base du cylindre une tangente Pa parallăle 

ă fh, cette tangente et Ja generatrice ala? qui passe par son 

point de contact dâterminent un plan tangent au cylindre 

- parallăle au plan tangent au câne, et par suite faisant avec 

le plan horizontal Pangle demande. La tangente fk donnerait 

une seconde solution. 

Dans le cas de notre figure, on peut tracer deux tangentes 

paralieles ă chacune des directions, le probleme a quatre so-. 

lutions. . 

Remarque. — Pour que le problâme soit possible, il 
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faut que la droite S'/,S/ tombe en dehors du câne, et par 
consâquent que cette droite parallâle aux gensratrices du 
cYlindre fasse avec le plan horizontal un angle plus petit que 
langle donne. 

Le cas limite est celui oi la gânsratrice fait avec le plan 
horizontal un angle €gal ă l'angle demande. (Fig. 215). La 
parallele ă G,G' mence par le sommet S,S' sera une gensra- 
trice du câne S/,S'/,, et l'on pourra tracer latangente Rfâ la 
base; par suite il y aura deux tangentes seulement, Qu et Pă, 
parallăles ă Rf; le probl&me aura au plus deux solutions, et 
la gensratrice de contact telle que ah,a'h' stant parallâle â 
la gen6ratrice S/,S'P du câne sera une ligne de plus grande 
pente du plan tangent. 

387. Probleme. — On peut demander que le plan tan- 
gent [asse avec un plan donne un angle €gal d un angle donne. 

On construira alors un câne de r&volution dont Vaxe est 
perpendiculaire au plan, et auquel on mânera le plan tangent 
paralele aux gencratrices du eylindre. (Fig. 216). Le cylindre 
a pour base la courbe afc, ses gensratrices sont parallâles 
ă G,G. Le plan est P'aP. 

Nous placons le sommet du câne dans le plan horizontal 
en S,S', nous tragons la perpendiculaire au plan Sd,5'd ; son 
pied dans le plan est d,d (obtenu au moyen du plan eS'/ qui 
projette la ligne sur le plan vertical). 

Nous cherchons la vraie grandeurde Sd,S'd, en rabattant 
le plan vertical Sd, cette longueur est Sd,, ; la base du câne 
dans le plan P'aP est un cerele dont le rayon est le câte de 
langle droit d'un triangle rectangle dont Sd, est un des 
câtes et dont Pangle en S est le complement de Pangle de- 
mande. Ce triangle rectangle est construit en d,Sd,h est le rayon. 

_ 
Nous rabattons le centre d,d en D et nous dcrivons le cercle, Ensuite nous faisons passer par le sommet du câne une parallele SP, S: aux gencratrices du eylindre, cette ligne coupe le pian de base du câne au point 4,/ (obtenu au moyen. du plan m/S'/ qui projette verticalement la droite), et nous rabattons ce poinţ en L. 
Par le point L nous menons des tangentes ă la base du
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sant avec le plan horizontal Vangle « donns; le câne aura 

pour base un cercle de rayon Sd. 

Nous pouvons construire un plan tangent ă ce câne paral- 

lâle aux generatrices du cylindre (369), en faisant passer par 

S,S' une parallăle S',S/ â G,G, et en conduisant par le 

point f des tangentes fh et fk ă la base. | 

Menons ă la base du eylindre une tangente Pa parallele 

ă fh, cette tangente et la gensratrice al,a't qui passe par son 

point de contact d&terminent un plan tangent au cylindre 

-părallăle au plan tangent au câne, et par suite faisant avec 

Je plan horizontal langle demandâ. La tangente fk donnerait 

une seconde solution. 

Dans le cas de notre figure, on peut tracer deux tangentes 

parallăles ă chacune des directions, le probleme a quatre so-. 

lutions. . 

Remarque. — Pour que le problâme soit possible, il 
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faut que la droite S'/,S/ tombe en dehors du câne, et par 
consâquent que cette droite parallăle aux generatrices du 
eylindre fasse avec le plan horizontal un angle plus petit que 
Vangle donn€. 

Le cas limite est celui oi la gâncratrice fait avec le plan 
horizontal un angle €gal ă l'angle demande. (Fig. 215). La 
parallele ă G,G' mense par le sommet S,S' sera une genera- 
trice du câne S/,S'f, et Von pourra tracer latangente R/â la 
base; par suite îl y aura deux tangentes seulement, Qu et PA, 
paraliâles ă Rf; le problâme aura au plus deux solutions, et 
la gen6ratrice de contact telle que aha stant parallele â 
la generatrice S/,S'/' du câne sera une ligne de plus grande 
pente du plan tangent. 

387. Probleme. — On peut demander que le plan tan- 
gent fasse avec un plan donnt un angle egal d un angle donne. 

On construira alors un câne de r&volution dont axe est 
perpendiculaire au plan, et auquel on mânera le plan tangent 
paraliăle aux gen6ratrices du cylinăre. (Fig. 276). Le cylindre 
a pour base la courbe abc, ses genratrices sonţ parallâles 
ă G,G. Le plan est P'aP. 

Nous plagons le sommet du câne dans le plan horizontal 
en S,S', nous tracons la perpendiculaire au plan Sd,S'7 ; son 
pied dans le plan est d,d' (obtenu au moyen du plan eS'/ qui 
projetie la ligne sur le plan vertical). 

Nous cherchons la vraie grandeurde Sd,S'd, en rabattant 
le plan vertical Sd, cette longueur est Sd, ; la base du câne 
dans le plan P'aP est un cercle dont le rayon est le câte de 
langle droit d'un triangle rectangle dont Sd, est un des 
câtes et dont Pangle en S est le complement de Pangle de- 
mande. Ce triangle rectangle est construit en dShdh est le rayon. 

_ 
Nous rabattons le centre d, en D et nous dscrivons le cercle, Ensuite nous faisons passer par le sommet du câne une parallăle S'Z, S? aux generatrices du cylindre, cette ligne 

coupe le plan de base du câne au point 4,/ (obtenu au moyen du plan m/S'/ qui projette verticalement la droite), et nous rabattons ce poinţ en L. 
Par le point L nous menons des tangentes ă la base du
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câne ; soit Ln, une de ces tangentes, trace sur le plan debase 

d'un plan pârallâle au plan cherche ; la trace horizontale de 

ce plan tangent au câne est n$, et nous conduisons la tan- 

gente Qa ă la base du oylindre parallăle ă n$S. . 

Cette tangente est la trace d'un plan satisfaisant â la con- 

  

  
dition demandse, la gencratrice de contact est ar,a'r'. Nous 

avons une autre tangente parallele cV. 

La seconde tangente mende ă la base du câne par le 

point L fournira deux autres solutions. 

La condition de possibilite est encore la m6me que dans le 

cas pr&câdent. La gencratrice du cylindre doit faire avec le 

plan un angle plus grand que l'angle demande. a 

„888. Probleme. — Mene d un câne un plan tangent fat- 

sant avec un plan un angle donne.  
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Le plan tangent cherche est parallâle ă un plan tangent 
ă un câne de revolution dont les gensratriees font avec le 
plan donn6 langle donne (374). On prendra le sommet du 
câne propos6 pour sommet du câne de r&volution, et l'on 
menera un plan tangent commun aux deux cânes (381). N 
faudra done, si le câne donne n'est pas de revolution, prendre 
la trace du câne auxiliaire sur le mâme plan de base, ou bien 
si le cone donne est aussi de r&volution, on emploiera la mâ- 
thode que nous indiquerons plus loin (417). 

Nous engageons le lecteur ă faire P'epure en prenant un 
câne oblique ayant sa base dans le plan horizontal, le plan 
levant faire un angle donne avecle plan horizontal. 

389. Applications et exercices: 10 Mener un 
lan tangent commun ă un câne et ă un ceylindre ayant mâme 
lirectrice courbe; 

2* On donne le centre d'un cercle tangentă la ligne de 
erre situ6 dans un plan passant par cette ligne, ce cerele est 
a base d'un câne dont le sommet est un point donne ; d'autre 
art, on considăre un cylindre de revolution de mâme rayon 
jue le cercle donne parallăle â la ligne de terre; mener une 
ormale commune aux deux surfaces; 

3* On donne deux cereles, lun dans le plan horizontal, 
autre dans le plan vertical, on les prend comme bases de 
eux cânes droits dont la hauteur est egale au diamâtre de 
ase ; on demande de leur mener une tangente commune 
assant par un point donne ou parallăle ă une droite donne; 

4% On donne dans le plan horizontal une droite de lon- 
ueur determince, projection dun cercle vertical qui est la 
ase d'un câne dont le sommet est en un point arbitraire. 
dener â ce câne une tangente rencontrant une droite donnce 
t passant par un point donns; 

5 On donne un ceylinâre dontla directrice est une courbe 
tute dans un plan P et connue par son rabattement ;on a 
 direction des gâneratrices. On demande: 

Prendre un point de la surface du cylindre et construire 
n second cylindre de r&volution tangent au premier en ce 
vint, on donne le rayon du cylinăre et la direction de la 
rojection horizontale de ses gânsratrices;
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60 On donne un cylinâre par sa base dans le plan „DOri- 

zontal et la direction de ses gensratrices. On prend un point 

de sa surface, construire un câne de râvolation dont on eon- 

nait Vangle au sommet, tangent au cylindre au point donne 

et ayant son sommet en un point du plan horizontal ; 

e On donne un plan par ses traces, ce plan contient une 

courbe dont 'on ne connait que la projection horizontale ; 

mener par un point du plan vertical des tangentes â la pro- 

jection verticale de cette courbe sans construire cette pro- 

jection;: 

8 On considăre un cylindre de revolution, on donne son 

rayon, la direction des gensratrices, on Je limitera â deux 

plans de section droite choisis de maniere qu'il s'appuie sur 

le plan horizontal en un point donne, et qu'il touche le plan 

vertical en un point. Tracer ses projections; 

9 Construire une sphâre tangente ă la fois ă un câne et ă 

un cylindre, et telle que les points de contact soient situes 

aux extremites d'un m6me diametre. 

(Voir notre Recueil d'epures. — Epure 1.) 

10 On donne deux droites par leurs projections, cons- 

truire les projections d'un cylindre de r&volution qui touche 

les deux droites en des points donnes, la droite qui joint les 

points de contact €tant une corde diamstrale, c'est-ă-dire 

rencontrant Vaxe du eylinăre ; 

412 On donne un câne de r&volution dont Vaxe est ver- 

tical et Ja base dans le plan horizontal, un second cone de 

r&volution dont Paxe est perpendiculaire au plan vertical, le 

sommet est situt dans le plan vertical et le câne est en avant 

du plan vertical. 
Construire les projections un cylinâre de r&volution de 

rayon donne, parallăle ă une droite donne et tangent ă ces 

deux cânes; 
12 On donne deux droites qui se rencontrent, mener pa! 

Pune d'elles un plan faisant un angle done avec Vautre ; 

130 Voir P&pure 5 et l'âpure 6 de notre Recueil d'Epures. 

390. Remarque. — II est important de remarquer la 

sihlation des gânratrices d'ombre propre d'un câne et d'un cylind”e 

qui ont une base commune.  
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Prenons pour exemple un cylindre droit ă base circulaire 
vertical surmonte d'un câne de revolution. (Fig. 265 dis.) 
Nous €clairons l'ensemble des deux corps par des rayons pa- 
rallâles au plan vertical dont la direction est R,R?. 

Nous menons ăla base du cylindre des tangentes paral- 
ales ă R, et les deux genâratrices d'ombre propre du eylindre 
sont celles qui, projetees horizontalement en b et font pour 
projection verticale commune 47 (345). 

Nous faisons passer par le sommet du câne une parallăle 
A R,R', et par sa trace m,m' sur le plan de base nous menons 
A la base deux tangentes qui dâterminent les genratrices pro- 
jetâes horizontalement en Se et SA et verticalementen Se (369). 

II est clair que les points cet k ne peuvent coincider avec 
es points & et f (cette coincidence n'aurait lieu que dans le 

SON Fig, 265 e     
  

cas ou les rayons RR! seraient parallăles au plan de base), et 
des lors les gensratrices d'ombre du eylindre et les gen6ra- 
trices d'ombre du câne ne se rencontrent pas, 

Mais si nous construisons les ombres portâes sur un plan, 
par exemple sur le plan horizontal. 

L'ombre portee par le cylindre se composera des traces 
des deux plans tangents 4B et fF et de l'ombre du cerele su-



n GROMETRIE DESCRIPTIVE. 

perieur qui sera 6videmment un cercle gal tangent ă ces 

deux traces aux points F et B ; l'ombre portte par le câne se 

composera, des traces des deux plans tangents qui seront des 

droites SH et SC parallâles ă mă et me qui sont des horizon- 

tales de ces plans et tangentes ă l'ombre du cerele de base du 

câne. L'ombre portee sera done continue, lare de cerele BC, 

ombre de dc, 6tant tangentă la fois aux ombres des genera- 

trices des deux surfaces. 

Exercices: 14 Etant donne un câne ou un ceylinăre, 
tronver les points de la surface pour lesquels un plan quel- 

- conque donne est normal ă la surface. | 

450 On donne un câne par sa base et son sommet, on coupe 

le câne par un plan; la section est prise pour directrice d'un 

second câne dont on donne le sommet; meneră ce second 

câne un plan tangent par un point exterieur. 
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SUPPLEMENT 

RELATIP AUX PLANS TANGENTS AUX CONRS 

Probleme 360. — Dans le problâme 360 nous remar- 
uons que le plan tangent est determin par la tangente 
p, dp' et par la generatrice Sa, Sa, done si l'on ne tienţ pas 
ompte de la ligne de terre tracte sur cette figure, la cons- 
ruction du plan tangent est complăte. 

La dstermination des contours apparents, et des parties 
ues et cachees mutilisent point la ligne de terre. 

Problemes 365, 369. — Les raisonnements s'appli- 
uent exactement aux cas ou la base du câne est une 
ourbe plane quelconque comme nous Pindiquons par les 
noncâs des râgles ă suivre pour faire la construction ; la ligne 
e terre represente dans les figures 261, 263 le lieu des pro- 
ections des points du plan qui renferme la directrice da 
One; le plan tangent est dâterminâ sans qu'il soit nâcessaire- 
e figurer ses traces. 

Nous donnons ici exemple d'une construction des con= 
ours apparenta. 

Probli&me 379 bi. — Deux droites ad, d et ac, de 
efnissent un plan; dans ce plan se trouve une courbe; on a 
abattu le plan sur le plan horizontal qui contient Fhorizon- 
ale dc, Wc“. Les deux droites sont rabattues en A5 et Ac, la 
ourbe est rabattue en M. (Fig. 264 dis.) 

Cette courbe est la directrice d'un câne dont le sommet 
st S,S”, figurer les contours apparents. 

Contour apparent vertical. — Nous devons mener au câne 
n plan tangent perpendiculaire au plan vertical, c'est-â-dire, 
arallele ă une droite perpendiculaire au plan vertical. Nous 
onduisons par le sommet du câne une parallâle ă la droite, 
a projection verticale de cette parallăle est le point S, sa 
projection horizontale est Se parallăle aux projetantes ; 
nous cherchons le point od cette parallăle perce le plan, c'est-
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ă-dire le point du plan dont la projection verticale est S'. 
Nous trouvons ce point en tragant l'horizontale dont la pro.- 
jection verticale est S'd' et dont la projection horizontale est 
de paralele â dc. 

Le pointe, e (S) est le point cherche que nous rabattons 
dans le plan en E; nous conduisons les deux tangentes EFg, 

EKL dont les projections verticales Sg” et 8! obtenues 
comme nous l'ayons dejă montre (347 d;s) figurent le contour 
apparent vertical du câne. Nous avons place sur la tangente 
eg, eg' le point f,f et la generatrice du contour apparent ver- 
tical a pour projection horizontale Sf. 

386 bis. Probleme. — Mener ă un câne unplan tangent 
passant par une droite. 

Le problăme est impossible, en general; car le plan est 
determine par la droite et par le sommet du câne, et il reste 
ă verifier si ce plan est ou n'est pas tangent au câne. 

Le problâme est possible seulement dans le cas oi la droite 
passe elle-mâme par le sommet. 

NOTA. — Les exemples et les indications que nous venons 
de donner suffisent pour montrer comment on modifiera les 
traces dans le cas oi la ligne de terre n'est pas figuree, et 
nous engageons les 6lăves ă s'exercer ă resoudre les autres 
problemes relatifs aux plans tangents aux cânes avec cette 
disposition de figures.   
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SPHERE 

PLANS TANGENTS 

La sphâre est la surface engendree par une demi-circon- 
ence tournant autour de son diametre. 

391. Yheoreme. — Ze plan tangent d la sphtre est per- 
diculaire d Leztremite du rayon pussant par le point de contact. 
On peut faire passer par le point deux grands cereles, 

ns chacun de ces grands cereles le rayon est perpendicu- 
re ă la tangente, donc le rayon est perpendiculaire aux. 
ux tangentes, et par suite au plan tangent. 

392. Contours apparents. — Si nous menons par 
centre de la sphere un plan . 
front, ceplan dâtermine dans Fig. 21 
sphere un grand cercle qui 
projette en vraie grandeur 

r le plan vertical; tous les 
yons menes aux differents 
ints de ce grand cerdle sont 
s droites de front, par suite 
; plans tangents ă la sphere ZT Fr 
nt perpendiculaires au plan ie 
rtical, donc ce grand cercle de 
ont est le contour apparent ver- 
al de la sphere (330), sa pro- 
ction horizontale est la droite 
front ad. (Ou doit tracer | 

mjours cette ligne, mais en Ss 
gnes de construction.) 
Pour les mâmes raisons /e contour apparent horizontal est le 

'and cercle horizontal projete verticalement suivant db, et 
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horizontalement en vraie grandeur suivant acd. (La ligne “2 
doit toujours âtre figurce, mais seulement en traits de oons- 
truction.) 

393. Parties vues et cachâes. — Les points situds 
en avant du cercle de contour apparent vertical, c'est-â-dire 
les points dont la projeetion horizontale est situce sur adb sont 
vus sur la projection verticale. 

Les points situ6s au dessus du cercle de contour apparent 
horizontal a'%, sont vus sur la projeetion horizontale. 

394. Probl&me. — Ftant donnde Pune des projections 
d'un point d'une sphere trouver C'autre projection. (Fig. 218.) 

Le centre de la sphăre est au point 0,0”, ses contours appa- 
rents sont deux granâs cereles. | 

po
i 

s
a
.
.
.
 

    

. 
, 
, 

: 
T 
1 
? 
a 

1 
a 
. 
! 
i 
4 
. 
1 

, 
, 

on
e 

a
a
o
a
ş
    



PLANS TANGENTS A LA SPHERE. 15 

On donne la projection horizontale a d'un point de. la 
h&re. Menons par le point a un plan de front bac; ce plan 
termine dans la sphere un petit cercle dont le diametre 
t bc et qui se projette en vraie grandeur sur le plan vertical. 
Le centre de ce petit cercle est projete verticalement au 

ntre de la sphăre; en effet, le centre d'un cerele section 
ne d'une sphere, se trouve sur la perpendiculaire abaissce 
„centre de la sphere sur le plan secant. Cette perpendicu- 
re est ici projetee enticrement sur la projection verticale 
„centre de la sphere. 
La projection verticale du petit cerele est ddca,, et la 

ojection verticale du point a se trouve en a oua”. 
Nous pouvons raisonner d'une autre manitre: 
Imaginons le point horizontal qui passe par le point 

erche, il determine dans la sphere un petit cerele. qui se 
ojette en vraie grandeur sur le plan horizontal et dont le 
ntre est confondu avec le point o. 
Ce cerele passe par le point a, sa projection hori- 

ntale est done le cercle dae, son diametre est de, et si nous 

portons ce diametre horizontal en d'e' ou de, nous dâter- 
nons les plans horizontaux qui contiennent le point cher- 
6, et par suite nous trouvonş les projections verticales 
aeta,. 

395. Probl&me. — Construire le plan tangent en un point 
da surface. 
Considerons le point a,2' trouve comme nous venons de 
xpliguer. (Fig. 218.) 
Le plan tangent en ce point est perpendiculaire au 

jon oa, va'. Nous devons construire un plan perpendicu- 
re ă cette droite au point aa. 
Suivant la construction connue (146), nous menons une 

rizontale du plan, sa projection horizontale est af perpen- 
culaire oa et la projection verticale est a'f' sa trace ver- 
ale est fst nous figurons 1» trace verticale P/ perpendi- 
laire ă od, 
Nous menons la ligne de front a! dj perpendiculaire â o'a, 

.projection horizontale est ab, et par sa trace horizontale h 

us faisons passer la trace horizontale P/ du plan.
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Ces deux traces doivent se couper au mâme point de la 
ligne de terre. 

Le plan tangent est determine par les deux droites af," 
et ah,ah'; on peut se passer dela ligne de terre, et on n'a pas 
besoin de figurer les traces du plan. 

396. 'Yheoreme. — Za courbe de contact d'un câne cir- 
conscrit d une sphâre est une courbe plane dont le plan est perpen- 
diculaire ă ia droite qui joint le sommet au centre. (Fig. 219.) 

Considerons un cercle dont le centre est au pointO, tra- 

gons par un point exterieur deux tangentes SA, SB, et tra- 
cons la corde de contact AB qui rencontre la droite SO au 
point C. AB est perpendiculaire sur SO. 

Faisons tourner le cercle et la tangente autour de SO ; le 
cercle engendre la sphere, les points A et B engendrent le 

S 

Fig. 219 

mâme cercle, dont le plan passe 
par le point C et est perpendi- 
culaire â S0. 

Les droites SA et SB en- 
gendrent un câne de revolution 
qui a pour basele cercle AB. 

Ce câne est circonscrit ă la 
sphere, il a m6mes plans tan- 
gents que la sphere en tous les 
points du cercle AB. 

En effet, prenons un point 
D, menons la droite SD qui est 
une des positions de SA et qui 
est tangente au cerele genera- 
teur de la sphăre; le plan tan- 

gent ă la sphere est determine 
par SD et par la tangente DE au cercle AB. Or, SD est la 
g&neratrice du câne, DE la tangenteâ la base, par consăquent 
le plan tangentă la sphere est la m6me que le plan tangent 
au câne, 

Ainsi dans un câne de revolution, on peut inscrire une inf 
nite de spheres qui ont leurs centres sur axe. Le rayon d'une 
de ces spheres est egal î ă la distance du centre â une gene- 
ratrice, 
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397. Probleme. — Construire â une sphtre un pian 
ngent passani par un point exterieur, (Fig 280.) 

Le theor&me precedent montre que le probleme est ind&- 
rmin€ ; tous les plans tangents passant par le point donne 
nt des plans tangents â un câne de revolution circonscrit 
la sphăre. On dit que le câne est Venveloppe de ces plans 
ngenis. 
Nous nous proposons de determiner la courbe de contact du 

ne circonserit ă la sphere 0,0 et ayant son sommet au 
int 8,S. 

Nous tragons la droite So, So, le plan de la courbe de 
ntact est perpendiculaire ă cette droite; nous faisons un 
angement de plan vertical, en prenant pour plan vertical 
plan qui projette horizontalement So, etle plan de la courbe 
ra perpendiculaire au plan vertical (90), 
La ligne de terre est L/T, le point 0,0 vient 0',0',, le 

int S,S'vienten S,,S”,, la projection horizontale dela sphere 
ste la mâme, la projection verticale est le cercl> dont le 
ntre est o, et qui est decrit avec le rayon de la spnere. 
Le point S,S, est dans le plan du cerele de contour appa- 

nt vertical de la sphâre, nous pouvons done meneră ce 
rele les deux tangentes S'a', et Sb, ; les pointsa” et, 
partiennent â la courbe de contact et comme le pian de 
(te courbe est perpendiculaire au plan vertical la projec- 
n verticale du cercle est d,b,. 
La projection horizontale est une ellipse dont le centre 
au point c, projection de e,; le grand axe est egal au: 

mâtre du cerele et est dirig€ suivant une horizontale du 
n, donc le grand axe est df= ab, ; le petit axe est egal 
dianiâtre du cerele projete suivant langle du plan avec le 
n horizontal. (Voir dans la premiere partie la projection 
n cerele situ dans un plan, no 241). Le petit axe est a et 
lipse est determine. 
Nous pouvons construire les points oi elle touche le con- 

Ir apparent horizontal de la sphâre. Le contour appareni 
projette verticalement suivant le diamâtre horizontal 9k' 
points cherches sont ceux qui se projettent verticalemens 

k, et leurs projections horizontales sont & et A, 
Le point b,b est au-dessus du contour apparent horizontat 

Poyr, — T, II, 6 
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done Pare kbk est vu, et par suite lare hdafh est cache (393). 

[| serait facile de construire par points la projection ver- 

ţicale de cette ellipse dans le systeme primitif, car les cotes 

de tous les points sont dâterminees sur la projection verti- 

i + 

Pig. 280 

  

  
cale L,T, ; mais en opârant de cette maniăre on n'aurait pas 

les axes de la projection verticale. 

Il est prâferable de construire directement la courbe par 

ses :xes, en faisant un changement de plan horizontal. 

Le plan horizontal nouveau est celui qui projette vertica- 

Jement la droite S'o, la ligne de terre est LiT,.  
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Le point S,S' vient en S,S,, le centre en 0.0, 
La courbe de contact est perpendiculaire â ce nouveau 

ian horizontal, et elle est projette suivant Mana, le centre 
st pa. Les axes de la projection verticale sont done 
D'w = nam, = fdetn'mi. 

Le contour apparent vertical se projette sur le plan hori- 
ntal LT, suivant la droite de front 92Q2, et nous obtenons 
s points 7 et g' ou la courbe touche le contour apparent 
ertical. 

Le point i'm: est en avant du contour vertical, il est vu 
nsi que larc g'm'r', Pautre arc est cache. 

398. Applications. — Ce problâme est le probl&me des 
ntours apparents d'une sphăre vue par un observateur place 
distance finie. Le contour apparent ou la perspective par 
pport â un plan serait l'intersection du câne circonserit â 
sphere par le plan. 
C'est encore le probl&me des ombres de la sphâre cclairee 

er un point lumineux, la courbe de contact est €videmment 
separatrice, et l'ombre portee par la sphăre sur un plan est 
ntersection du plan avec le câne circonseriţ, 

399. Fhâoreme. — /a courbe de contact d'un cylinrlve 
conscvil ă une sphere est une courbe plane. 
Le plan de la courbe passe par le centre de la sphere etest 

rpendiculaire aux g6- 
ratrices du cylindre; 2, Fig. 281 
courbe est donc un /7 a 

and cercle de la sphăre. PP 
  

Nous consid&rons un 7 A 
rele O et une droite OC. f f 
Nous menons au cer- [ Mi 

> une tangente AB pa- A / | 

l 

  

ele ă OC. ii 
Nous faisons tourner ij 
cercle et la droite AB. N Ni Z 
tour de OC. id 
Le cerele engendre une sphere; le point A engendre €vi- 
mment un grand cercle AKH de cette sphăre, et la droite AB 
eylindre de revolution dont laxe est OC 
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En tous les points du cerele AHle plan tangent au cylindre 

est le mâme que le plan tangent ă la sphere. 

Soit le point K, le plan tangent ă la sphere contient la 

droite KL qui, dans la rotation, reste toujours tangente au 

cercle generateur de la sphăre, et la tangente KM au cercle 

AKH qui est la base du eylindre. Ces deux droites determi- 

nent ainsi le plan tangent au cylindre. 

100. Probleme. — Mener d une sphere un plan tangent 

parallăle ă une droite donnee. (Fig. 282.) 

La sphere est 0,0, la droite est RR. 

Le probleme est ind&termine, tous les plans tangents ă la 

Fig. 282 
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sphere parallăles ă la droite enveloppent un eylindre circons- 
crit ă la sphere, et nous allons construire la courbe de con- 
tact de ce eylindre. 

Le plan du cerele de contact est perpendiculaire â la 
droite R,R!/ et passe par le centre. 

Nous menons par le centre o,0' un plan perpendiculaire 
ă R,R/ au moyen de la ligne de front oa, oa, et de vhorizon- 

tale o'5, ob. Le plan est P'«P (146). 
La projection horizontale du cerele situ€ dans ce plan est 

une ellipse dont le centre est en o, son grand axe est dirige 
suivant Vhorizontale dof, et il est egal au diametre; done 
vest df. (211.) 

Son petit axe est egal au diamâtre du cerele projete sui- 
vant l'angle du plan avec le plan horizontal; construisons 
set angle et pour cela tragons le plan vertical kohe perpendi- 
culaire ă «P et rabattons-le. 

Le point e est fixe, le point o se rabat en o,, la ligne de 
plus grande pente du plan est rabattue en 4,o',e, nous pre- 
nons 0,k, =o0,h, = of, et nous projetons les points 4, et//, 
en k et h, nous avons les extremites du petit axe. 

D'ailleurs le point &, est au-dessus du point k1, et sa pro- 
jection horizontale est vue ainsi que lare dăf. 

Nous construisons de la mâme maniere Lellipse, projection 
verticale de la courbe. 

Son grand axe est pg, ligne de front; nous rabattons 

en nsoal la ligne de plus grande pente du plan par rapport au 
plan vertical; nous prenons 140; = Om, = 0p, et le petit 

axe est n'm/. Le point nr" est en avant du point ms,m' par 
at rapport au plan vertical, ce point est vu ainsi que lare p'n'g'. 

Autre construction. (Fig. 283.) — On peut disposer les con- 
structions d'une autre maniere. Nous tragons par le centre de 

la sphere la droite og, o'a' parallele.ă R,R'. Faisons un chan- 

gement de plan vertical, en prenant pour plan vertical un plan 
parallele ă la droite et passant par le centre de la sphere ; la 
ligne de terre est L,T, paralleleâ R. 

Le centre vient en 0,0, la nouvelle projection verticale 
de la droite est oa',. Le plan perpendiculaire ă la droite est: 
perpendiculaire au plan vertical, et le cercle de contact est 
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projete verticalemeot en We. L'ellipse projection horizon- 

tale de ce cercle a pour grand axe d/et pour petit axe bc. 

[| est facile de comprendre que le point 6 doit &tre vu, ainsi 

que lare dbf. 

Cette construction est exactement la mâme que celle de 

la figure precedente, le rabattement du plan vertical ke etant 

&quivalent au changement de plan LT: (197). - 

  . pp 
. 

"4 

On peut mâme &viter de tracer de nouveau le contour 
apparent de la sphere. 

Nous voulons construire la projection verticale du cerele 

de contact ; nous faisons un changement de plan horizontal 
en prenant pour plan le plan qui projette verticalement la 
droite o'a', oa ; la ligne de terre est L,T>. En mâme temps, 
rious avangons le plan vertical jusqu'ă le faire passer par le  
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ntre de la sphăre, c'est-â-dire que nous diminuons les 6loi- 
ements de leloignement du centre. Il en resulte que le 
int o' esf. en meme temps la projection horizontafe nou- 
le os du centre, et le contour apparent horizontal reste 
nfondu avec le cerele dâjă trace ; le point aa de la droite 
ent en a2 (son 6loignement par rapport au centre est aa, et 
'ause de ia situation du nouveau plan horizontal il doit &tre 
mpte de d ena,); la droite est az02; le plan perpendiculaire 
t Raha, et nous obtenons les axes de l'ellipse en m? perpen- 
culaire â L,T, et &/. On voit que les construetions ainsi 
nduites dispensent de tracer de nouvelles circonf&rences. 
La projection horizontale du contour apparent vertical 

t LaT3, le point 4, est en avant de cette droite, et par suite 
point 4' est vu ainsi que Varc m'kh7?. 

401. Ombres. — Ce problâme est celui de Pombre d'une 
h&re eclairce par des rayons parallâles â R,R!; la courbe 
contact est Ja separatrice, car il est evident que tous les 

yons interceptes par la sphăre sont contenus dans le 
lipâre circonscrit. 
L'ombre portee par la sphăre sur un plan est Pintersection 

ec ce plan du cylindre circonscrit. 

409. Ombre propre d'une sphere et d'un cylindre ou d'un c6ne 
conscrit. — Il faut remarquer que, si l'on considere une 
hâre ă laquelle on a circonscrit un câne ou un cylindre, en: 
lairant le systăme des deux corps par des rayons paralle- 
, la courbe d'ombre sur la sphere n'est pas tangente aux 
neratrices d'ombre de la surface circonserite. 
Ainsi nous avons une sphere O 0' (Fig. 284.) Nous circons- 

ivons ă cette sphere un câne de revolution ă axe vertical 
nt le sommet est S' et nous €clairons les deux corps par 
s rayons parallăles au plan vertical, et dont la projection 
rticale est R'. 

Nous menons par le sommet du câne la parallăle se, oc â 
R' et par sa trace c surle plan de base du câne nous tragons 
 tangentes â la base. Les deux generatrices d'ombre sont 
ojetees en oc,od et ont pour projection verticale Se. 
La courbe d'ombre de la sphere est situce dans uu plan 
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perpendiculaire ă R' (396) et passant par le centre, plan dont 

la trace verticale est f'oe' qui est la projection verticale de la 

courbe, et cette projection passe par Je point d oi le plan 

tangent, est, commun au câne et ă la sphere, mais fait neces- 

sairement un angle avec la projection des gensratrices. 
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La proje.tion horizontale du cercle d'ombre est Vellipse 

dont kk est le grand axe et dont le petit axe est fm; elle passe 

bien par les points d et e mais ne peut &tre tangente ă la pro- 

jection des generatrices qui partent du centre de Vellipse. 

La m&me remarque s'applique ă un cylindre circonserit, 

(Fig. 285.) 

Les-generatrices d'ombre sont alors projettes verticale- 

ment suivant o'a', la courbe d'ombre de la sphăre est projetee 

suivant co perpendiculaire ă R! (399) et la tangente ă cette 

courbe au point  projete verticalement en o fait avec la g6- 

n6ratrice du cylindre un angle €gal ă Vangle que fait le rayon - 

avec cette generatrice. 

Si les rayons 6taient divergents, les m6mes faits se repra-  
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iraient, et il en sera, toujours ainsi, toutes les fois qu'on 
ra deux surfaces simplement tangentes Pune ă Vautre le 
g d'une ligne commune. 
On verra plus tard que les courbes d'ombre ne se 

ccordent que dans le cas ou les surfaces ont un contact 
1s intime le long de la ligne commune, et sont oscu- 
rices, 
Si Pon examine les ombres portâes sur le plan horizontal 

r le câne et la sphere , 
7. 284), l'ombre de la 
here est comme nous 
vons dit (401) l'om- 
e de la separatrice, 
st donela projection 
ique du cercle f'm'. 
tte projectionestune 
ipse. Le diamătre ho- 
ontal du cerele se 
)jette suivant KH, le 

7 
  mâtre f'm' se pro- -z 

te suivant FM et 
lipse dont les deux 
5 sont KH et FM 
l'ombre portâe par 

phere. 
L'ombre du câne se 
pose des ombres des 
IX generatrices dont les projections sont ce, od et Se, 
ces ombres sont les traces des deux plans tangents au 
le suivant ces gânsratrices (362). Or, ces plans tangents 
câne sont tangents ă la sphâre aux points e,e et de, ils 
t aussi tangents au cylindre d'ombre, puisque ce cylindre 
cireonscrit â la sphăre suivant le cerele fm, (396) et 
rs traces sont tangentes â la trace du cylindre d'om- 
(839), cest-ă-dire, ă Vellipse, aux points E et D, ombres 
points e,e et de. 
Ainsi il faut bien observer que les ombres propres ne se 
cordent pas, et que les ombres port&es se raccordenţ. On 
ait la mâme observation pour le cylindre. 
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1403. Probleme. Mener une sphire un plan tangent pa- 

rallile ă un plan (Fig. 286.) 

La sphere a son centre en 00, le plan donne est PP. 

Le plan tangent cherch6 sera perpendiculaire au rayon du 

point de contact (394). Nous pouvons tracer le rayon ob, ob 

perpendiculaire au plan donne. | 

Construisons lintersection de ce rayon avec la sphăre : 

     z
a
 

    SI
 

nous employons le plan qui projette-ce rayon sur le plan ho- 

rizontal, et nous le rabattons sur le plan horizontal qui passe 

par le centre. 

Le point a, d pris arbitrairement vient en d,, telquea, o; 

soit €gal ă Ja cote relative du point par rapport au centre; 

le rabattement du rayon esto bu. 

Le grand cercle de la sphăre contenu dans le plan auxi- 

liaire se rabat suivant le cereale de contour apparent horizon- 

tal,  
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La droite perce la sph&re aux deux points rabattus en Li 
'» nous relevons 5, en 6,b: Voilă le point de contact du 
tangent. 

Nous menons par ce point le plan perpendiculaire an 
m (146), l'horizontale est fe, Ve et le plan est Q4Q; | 
t d releve donnerait une autre solution. 

104. Probleme. — Mener par une droste un plan tangent 
e sphtre, | 
* Si Pon veut mener par une droite AB un plan tangent 
e surface S, on peut prendre sur la droite deux points 
traires A et B, et construire deux cânes ayant leurs som- 
5 en ces points et circonseritsă la surface (320). (Fig. 287.) 
courbe de contact 
câne A sera telle 
GEHF, la courbe Fig. 287 
ontact du câne B 
elle que CEDEF. 
deux courbes se 
eront  generale- 
t en deux points 
et, en chacun de 
oints, le plan tan- 
est commun aux 
cones etă la sur- 
„îl passera done 
a droite des som- 
AB. 
ans les surfaces 
besetdans lessur- - 
5 reglees develop- 
es, la droite AB ne 

pas rencontrer la 
ace et nous verrons au contraire que, dans les surfa- 
es gauches, le problâme n'est possible que si la druii 
ontre la surface. 
% On peut prendre sur la droite un seul point, A par 
nple, et construire le câne circonscriţă la surface et ajanat 
» sommet le point A , on peut ensuite mener ă ce câne un 
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plan tangent par la droite puisque la droite passe par le som- 

met du câne; on prend alors un plan de base pour le cOne, on 

d&termine la trace de la droite sur ce plan et on mene par 

cette trace des tangentes ă la base (365.) 

Cette solution est facile quand la courbe de contact du 

câne circonserit est plane, ce qui a lieu dans la sphăre (396) 

et ainsi que nous le verrons plus tard dans toutes les surfaces 

du second degr€. | 

32 On peut circonscrire ă la surface un eylindre parallăle 

4 la droite (Fig. 288), soit MHLE la courbe de contact, et 
construire un plan 
tangent au eylindre 
par la droite, ce qui 
est possible parce 
que la droite est 
parallăle aux gent- 
ratrices. 

Dans les cas oi 
cette courbe de con- 
tact est plane, et qui 
sont les mâmes que 
ceux que nous ve- 

. nons d'Enoncer, on 

pr prend le point de 

” rencontre C de la 

droite avec le plan de la courbe, on mâne les tangentes CL 

et CM ă la courbe; chacune de ces tangentes determine avec 

la droite un plan tangent au ceylinâre et ă la surface; les 

points M et L sont les points de contact. 

Nous allons appliquer successivement ces 3 construetions 

ă la sphere. 

  

403. 1* Methode des deuz cânes. (Fig. 289.) 

Le centre de la sphăre est o,o', la droite est ad, ay. 

Nous prenons pour sommet d'un câne, le point ce de la 

droite qui se trouve dans le plan horizontal qui passe par le 

centre de la sphâre. — Si nous conduisons par le point e la 

droite cd tangente au cercle de contour apparent de la sphere, 

d sera un point de la courbe de contact, et, comme le plan de  
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te courbe est perpendiculaire ă Phorizontale co (391), îl 
a vertical; la polaire du point C sera la projection horizon- 
> du cercle de contact. 

Nous prenons pour sommet du second câne le point f,f 
la droite situe dans le plan de front passant par le centre. 

  
plan de la courbe de contact, perpendiculaire ă /o' sera 
pendiculaire au plan vertical, nous obtiendrons un point 
la courbe en menant la tangente /4'; W'Y perpenâiculaire 
o' est la projection verticale du cerele de contact. (391)      
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Pour construire Pintersection de ces deux cercles, nous 

allons chercher les points oi lun d'eux est rencontre par la 

ligne d'intersection des deux plans, projetee suivant kh et 

suivant dm. Nous rabattons le plan vertical dm sur le plan 

horizontal qui passe par le centre de la sphăre; nous rabat- 

tons la droite K'4,dm; le point 4,7 est un point fixe, le point 

m„m' se rabat en m, (m,m &tant egal ala cote relative au point 

m,m' au-dessous du centre) ; le cerele se rabat suivant la cir- 

conference ayant pour diametre la polaire du point c. 

Le cerele et. roite, se rencontrent aux points rabattus 

en n. et p,; qui se relăvent en n,r' et p,p' sur la droite et sont 

les points de contact cherches. 

Chacun de ces points dâtermine avec la droite un des 

plans tangents demandes. 

Construisons les traces du plan tangent au point pp ; il 

est perpendiculaire au rayon op, op. (391.) 

Par la trace horizontale a, ncus menons Pau trace hori- 

zontale du plan perpendiculaire ă op, nous tragons ensuite aP' 

perpendiculaire ă op. 

406. Consequence. — Plan tangent commun d deuz 
cânes circonseriis â une mâme sphăre. | 

Les deux plans tangents que nous.venons de construire 
sont tangents aux deux cOnes. 

La, construction que nous venons de faire determine done 
des plans tangents communs ă deux cânes circonscrits â une 
mâme sphâre; et la condition de possibilite est que la droite 
des sommets ne rencontre pas la sphăre, 

- En effet, le plan de la courbe de contact d'un câne circons- 
crit ă une sphere est le plan polaire du sommet, lintersec- 
tion des deux plans polaires des sommets donne la polare r€- 
ciproque de la droite des sommets, et elle est dans la sphâre 
si la ligne des sommets est exterieure ; alors les deux cour- 

bes de contact 'se croisent et fournisseni les points de con- 
tact des plans tangents cherches. 

Nous gentraliserons plus loin cette construction en l'ap- 
pliquant aux surfaces du second degre. 

407. 22 Construction. — Par un seul câne. (Fig. 290.) 
Le centre de la sphere est o,o', la droite est ad, ad.  
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Nous placons le so mmetdu câne sur le plan de front qui 
se par le centre, au point a,d. 
Nous avons expliqus dans le cas precedent que le cerele 
contact 

our pro- 
tion ver- 
le cd 
pendicu- 
e â ao 
point e 
donn6 

la tan- 

te ac), 

Le plan 
cerele 

neontre 

iroite au Z 
nt ff. 

us rabat- 
s ce plan 
le plan 
rontpas- 
t par le 
tre; le 

cle se ra- 
suivant 
irconfe- 
ce decri- 
sur de 

me dia- 
re, le 

  

  
at f'fse rabat en f; (£7, = fm) et nous menons du point f, 
deux tangentes au cerele fiu et f,k,; les points h, et ki 

t les rabattements des points de contact cherches. 
Nous avons releve le point 4, en 4! (in =h,%), ce point 
ermine avec la droite un plan tangent. 
La ligne de terre n'a aucune utilit€ dans cette figure. 

408, 3=* Construction. — Par le cylindre circonserat, (Fig. 294.) .   
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Le centre esto,o'; la droiteest ad, ab. . 

Le plan de la courbe de contact du cylindre circonscrit 

parallâle ă la droite passe par le centre et est perpendiculaire 

ă cette droite (399.) 
Ce plan est P'«P obtenuă laide de Vhorizontale od, od 

perpendiculaire ă ab (146). 

     

    

. 1 , t 

Pour construire le point de rencontre de la droite et du 

plan nous employons le plan qui projette horizontalement la; 

droite ; îl rencontre «P au point ee, et Vhorizontale au point  
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la droite ec, ec croise la droite ad, db au point cherche 
(130). 

Nous devons mener par ce point une tangente au cercla 
ontact; nous rabattons le plan du cerele sur le plan hori- 
tal qui passe par le centre, autour de Phorizontale do, d'o' 
). Le cerele se rabat sur le cerele de eontour apparent, le 
t AF vienten F et nous menons les deux tangentesFH et 
„Het M sont les rabattements des deux points de con- 
des plans tangents cherchâs; nous relevons le point H 
Is abaissons H» perpendiculaire sur do, nous tragons 
== r H paralele ă cf) en 4. 
Vous ne figurons pas les traces du plan tangent, 
Je mâme pour le point M. 

09. Probleme. — Jener un plan tangent commun 
uz sphires. Prenons deux cercles a et d, dans le plan du 
au. (Fig. 292.) 
jous menons ă ces cercles une tangente commune fde 
ontrant la li- —Ș 
du centre au Pg a: 
t 7 et nous Pai 
ns tournerla 
e autour de 

lous engen- 
s ainisi deux 
res et un 3 T 

cireonserit Ă i 
3 deux spheres (396), et tout plan tangentă ce câne sera 
ent aux deux spheres. 
ous aurions pu mener aussi la tangente commune int€- 
e nim et engendrer un second câne. 
us les plans tangents aux deux sphâres enveloppent 
deux cânes circonserits, ayant pour sommets les cen- 

de similitude directe et inverse des deux spheres. 
lan tangent commun ă deux sphâres par un point exicrieur, — 
e- probleme que nous nous proposons dans le numâro 
den cest done indetermină; il faut demander que le plan 
nt aux deux sphâres passe par un point exterieur, or: 

Pour. — T, IL 3 
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soit paralidle ă une droite donnte. Nous ferons dans les ap- 

plications un exemple de cette construction. Il est clair qo'il 

sufft de mener au câne circonscrit aux deux sphârez un 

plan tangent soit passant par le point, soit parallăle ă la 

_droite; on pent prendre pour plan de base du câne, le plan 

d'un des cereles de contact avec Lune des spheres. 

440. Probleme. — Mener un plan tangent commun â 

trois snheres. 

Nous placerons les centres des trois spheres dans un des 

plans de projection. 

Cette disposition n'est pas indispensable; elle. rend plus 

faciles les raisonnements qui vont suivre. 

Nous plaqons les 3 centres a,b,c dans le plan horizontal, 

(Fig. 293.) Nous construisons d'abord un câne circonscrit aux 

deux sphâres a et b; son sommet est sur la ligne des centres 

en f dans le plan horizontal, et tous les plans tangents ă ce 

câne sont tangents aux deux spheres (396.) 

Nous construisons un câne circonserit aux deux spheres 

a etc; son sommet est sur la ligne des centres en k& dans le 

plan. porizontal, et tous les plans tangents 4 ce câne sont 

tan gents aux deux spheres. (396). 

Le plan tangent commun.ă ces deux cânes est tangent aux 

3 spheres, sa trace horizontale est la droite f&. Nous allons 

construire: ses points de contact avec les 3 sphăres. 

La, courbe de contact du câne f ei de la sphere a, est le 

cercle projete horizontalement suivant dn, la courbe de con- 

tact du câne k et de la sphere a est le cercle projete horizon- 

talsment suivant gi; les points d'intersection de ces deux 

cercles sont projetes au point / dont la cote est facile ă obte- 

pir par le rabattement du cerele îg; la cote est I/. 

La generatrice du contact du câne f avec le pian tan- 

gent est la ligne f, la courbe de contact du câne f avec la 

sphăro b est le cercle projete horizontalement suivant ep, le 

point de eroisement m est' la projection du point de contact 

cherehs; sa cote est mm' obtenue par le rabattement du 

cercle e p. 

La generatrice de contact du câne k avec le plan tangent 

est la ligne &i, la courbe de contact du câne et de la sphere t  
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st le cercle projet horizontalement suivant gh, r est la pro- 
etion du point de contact; sa cote s'obtiendrait comme celles 
8 autres points. 
Observons qu'ă chaque point î, m, r correspondent deux 

ints symâtriques par rapport au plan horizontal; il ya 
ac deux plans tangents communs symetriques par rapport 
! plan horizontal, ayant pour trace commune fk. 

II faut montrer que, si l'on considâre le câne circonserit 
terieurement aux sphâres b et e, ce câne conduira au plan 
ngent dejă dâtermins. 
Joignons les deux points de contact m et 7, rm est tan- 

nte aux deux sphâres, c'est done une generatrice du câne 
rconscrit, et elle rencontre la ligne des centres en un point 
mmet du câne qui est necessairement dans le plan horizon- 
|; d'autre part cette droite est dans le plan tangent dejă 
tenu, et doit rencontrer le plan horizontal en un point de 
trace fk du plan ; done le sommet s du câne circonserit aux 
ux spheres d etc est sur la droite fk erle plan tangent est 
m6me que celui que nous venons de construire, 
Nous demontrons done en passant que les centres de simi- 

ude directe de trois cercles situes dans le mâme plan et 
is deux ă deux sont en ligne droite. 
Le plan tangent est d&termine par la trace fk, et trois 

ints, nous pouvons construire langle qu'il fait avec le plan 
rizontal, — nous figurons la ligne de plus grande pente du 
n passânt par le point m, et dont la projection est mă per- 
ndiculaire â fk (12); nous rabattons le plan vertical qui 
ntient cette ligne de plus grande pente, le point m vient 
M et langle Mim est langle cherche. 
Nous eussions pu considârer d'abord le câne circonserit 
6rieurement aux deux spheres aet d, et qui a son sommet 
z, le câne circonserit interieurement aux deux spheres a 
cet qui a son sommet en o et nous eussions obtenu un plan 
gent dont la trace est zo; la dâtermination de ses points 
contact est identique ă celle que nous avons faite, et nous 
rifierons en r&pâtant le raisonnement dâjă fait que le 
mmet s du câne circonscrit exterieurement aux deux! 
hăres d ete se trouve sur la droite oz. 
Si nous considârons le sommet z du câne circonserit inte» 
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pieurement aux deux sphâres b et e, nous montrerons que les 

3 poits azk sont en ligne droite, ainsi que les 3 points ozf. 

A chacune de ces traces correspondent deux plans tan- 

gents symetriques par rapport au plan horizontal. Nous 0b- 

tiendrons done : deux plans tangents exterieurs. 

Six plans tangents interieurs. 

Si deux des spheres se coupent, par exemple 8 etc, le 

point z disparaft, ainsi que les deux traces zz et oz, les plans 

tangents se reduiseni ă quatre. 

Si Pune des sphăres coupe les deux autres, îl n'y a plus 

que deux plans tangents exterieurs. 
, 

Observons encore que nous d&montrons un thâorăme de 

g6ometnie plane : 3 cercles âtant dans un m6me plan, deux 

des centres de similitude inverse sont en ligne droite avec un 

centre de similitude directe, 

Les centres des 3 sphres sont places d'une maniere guelcongue 

dans Pespace. — On construit les centres de similitude directe 

des sphâres a et b et des sphâres a et c. II suftit de tracer les 

tangentes communes aux contours apparents des sphăres pour 

obtenir ces centres; par la droite qui Jes joint, on mâne un 

plan tangent âlasphăre a (c'est ce que nous avons râalise dans 

la figure 293; le plan tangentă la sphăre a passe par la droite fk) 

seulement la droite oceupant une situation quelconque dans 

Vespace, il faudra employer pour mener le plan tangent Lune 

des coustructions indiquces 404-409, 
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SUPPLEMENT 

RELATIF AUX PLANS TANGENTS A LA SPHERE 

Probleme 397. — [| est facile de comprenâre que la 
ne de terre LT n'a d'autre utilit€ que de fixer la hauteur 
plan horizontal â partir duquel on compte les cotes, ou la 

sition du plan de front par rapport auquel on compte les 
ignements. Les traces des projections auxiliaires n'exigent 
e la connaissance des cotes ou des 6loiznements relatifs 
s points les uns par rapport aux autres. On eât pu suppri: 
r la ligne de terre sans que la figure fât sensiblement mo- 
ice. 

Probleme 403. — Dans ce problâme, on peut suppri- 
r la ligne de terre et definir le plan par 2 droites qui se 
pent: on determinera la perpendiculaire au plan en tracant 
e horizoutale et une ligne de front de ce plan, droites rem- 
Caut les traces du plan. L/intersection de la perpendicu- 
+3 avec la sphăre a 6i6 obtenue sans se servir de la ligr.a de 
re; et les points de contact €tant dstermines on mânera 
" ces points des parallâles aux deux droites qui definissent 
plan donne, 

Problemes 405-407. — La ligne de terre est absolu- 
nt inutile et n'intervient pas dans nos tracts excepts 
sque nous figurons les traces du plan, ce qui est inutile, le 
n 6tant parfaitement dâtermină dâs que l'on a abtenu son 
nt de contact. 

Construction 408. — Le plan de la courbe de 
tact du eylindre cireonserit parallele â la droite sera 
ermine par une horizontale et une droite de front ; le reste 
la solution n'exige pas Pemploi de la ligne de terre. 
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SPHERE 

EMPLOYEE COMME SURFACE AUXILIAIRE 

41|. Applications. — Contours apparents des cânes ei 
indres Je vrevolution. 

On emploie souvent ia sphere comme surface auxiliaire 
ur determiner les cânes et. cylindres de revolution. 
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Par exemple (fig. 294) : On donne les deux projections de 

Paxe din câne de r&volution Sa,S'a, le sommet S,'S et langle 

aui-sommet du câne (angle double de angle generateur ou de 

Vangle de la generatrice avec l'axe): Dâterminer les contours 

appavents. Les plans tangents au câne sont les mâmes que les 

plans tangents ă une sphere inscrite dans le câne ; par suite, 

les plans de contour apparent du câne seront des plans de 

contour apparent de la sphere, c'est-ă-dire des plans tangents 

â la sphâre perpendiculaires aux plans de projection, leurs 

points de contact se trouveront sur les courbes de contour 

apparent de la sphere. 
Donc, si nous determinons une sphăre inscrite, nous mâne- 

rons par les projections du sommet des tangentes aux con- 
tours apparents de la sphere (392). 

Nous faisons un changement de plan vertical, en prenant 
pour plan vertical le plan qui projette horizontalement axe; 
la ligne de tevre est LT, ; la nouvelle projection verticale de 
Paxe est Sau. Sur ce plan vertical parallele ă axe, Langle 
„du câne se projettera en vraie grandeur; nous menons S,5', 
faisant avec Paxe Sa, langle donne, nous abaissons d'un 
point quelconque tel que a une perpendiculaire au sur la 
genratrice, et nous avons le rayon d'une sphere inscrite dans 
le câne et dont le centre est au point a,a'. Nous figuroas les 
contours apparents de cette sphere, et nous menons des tan- 
gentes â ces cereles par les projections du sommet. 

449. Remarque. — Il est bien visible ici que, suivant 

la remarque dâjă faite (316), langle cSd n'est pas €gal au 

double de Sa, et Lon comprend que Vangle au sommet, 

peut &tre tel que le rayon de la sphere stant trâs grand, la 

projection du sommet tombe ă Lintsrieur de la sphăre, et il 

n'y a plus de contour apparent. 

Cherchons la projection verticale des gânsratrices de con- 

tour apparent horizontal. 

Le point dont la projection horizontale est e se trouve sur 

le cerele de contour apparent dont la projection est cd”, sa 

projection verticale est d; le point projete en da pour projec- 

tion verticale d; les generatrices ont pour projections verti- 

cales Sc et SI; il faut bien observer quelles ne sont pas  
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nfondues avec la projection verticale de P 3 dans un mâme plan avec axe et leurs ent superpostes ă celle de laxe que dans le câs oi. axe serait rizontal. De mâme les generatrices de contour apparent tical ont pour projections horizontales Sf et SA; les points t A €tant situâs sur haf, projection horizontale du cercle de tour apparent vertical ; ces projections se superposeraient . projection de l'axe, seulement dans le cas oi laxe serait front, 

99 

axe, elles ne sont 
prajections ne se- 

413. Cylinăre de râvolution. — La sphere inscrite 
It aussi servir â dâterminer un cylindre de revolution, 
nnaissanţ 
xe et le 
on. (Fig. 

On trace 

contours 

arents d'u- 
sphere in- 
te dont on 

e le cen- 

nun point 
lconquede 
e, et l'on 

e ă ces 

cles des 
xentes pa- 

leles â 
e, 
Les plans 
ents per- 
liculaires 
lan verti- 

ont paral- 
s entre 

les gen€- “ 
ices de contact sont diametralement oppostes et sont 
5 un m6me plan avec axe, mais leurs projections hori- 

  

  
  

    
 



100 GEOMETRIE DESCRIPTIVE. 

zontales ne sont pas confondues avec la, projection horizon- 

tale de Vaxe. 

Ainsi Paxe &tant oc, oc, les generatrices de contour appa- 

rent-vertical dd et 8'/' ont pour projections horizontales ad 

et 5f parallăles ă Paxe etă egale distance de axe. 

De mâme les gentratrices de contour apparent horizontal 

kh et m ont pour projections verticales K'/ et /m' parallâles ă 

Paxe et ă la mâme distance. 

Les projeetions horizontales des generatrices de contour 

apparent vertical, ne seront confondues avec la projection . 

de axe que si l'axe est horizontal. 

AAA. Denxieme application. — Nous pouvons 

encore nous servir tr&s avantageusement de la sphere inscrite 

pour resoudre ce probleme: 
Etant donnce Pune des projections d'un point d'un cylindre ou 

"d'un câne de revolution dont ae est oblique, trouver Lautre pro- 

jection et mener le plan tangent au point considere. 

Cylindre. — Vaxe du cylindre est ab, a'b”, son rayon 

est connu. (Fig. 296.) 

On donne la projection horizontale e dun point C; cons- 

truire sa projection verticale. 

Placons en un point queleonque 5,V le centre de la sphere 

inserite, et decrivons la projection horizontale de cette sphere. 

'Trăgons la projeetion horizontale cd de la generatrice qui 

passe par le point C.et rabattons le plan qui projette hori- 

zontalement cette generatrice; ce plan coupe la sphere sui- 

vant un petit cerele dont la projection horizontale est db, 

dont le centre est projet en f et a une cote egale ă celle du 

centre de la sphăre (puisque la perpendiculaire abaiss6e du 

centre sur le plan de section est horizontale); ce cercle se 

rabat donc en f!, avec un rayon €gal ă fă (ff. = 68). 

Rabattons le plan vertical qui projette axe; Paxe se rabat 

en d,b,; le rabattement de la generatrice qui passe par le 

- point O sera une droite parallăle ă a,b, et tangente au petit 

cercle rabattu en f,; nous pouvons mener deux tan gentes 

Buc, et rc, le point C se trouve sur Pune ou lautre de ces 

deux droites et, par suite, est rabattu soit en e”, soit en C'3 ce  
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fait connaiître sa cote et nous permet de placer sa projec- 
n verticale en c' ou en e. | 
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e plan tangent au cylindre av point ec! est tangent ă la 
re au point oi ]a gensratrice de contact touche la sph&re, 
(-â-dire au point 4, que nous ramenons en 4; il est 
> perpendiculaire au rayon k, YA, ainsi sa trace hori- 
ale passe par la trace m de la gencratrice et est mP per- 
diculaire  &k, sa trace verticale passe par la trace verti- 
de la gâneratrice et est p'P” perpendiculaire ă Wp. 
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Câne. — Le câne est defini par son axe Sa, Sa, son 

sommet S,S et son angle au sommet, on donne la projectivun 

oorizontale 5 dun point du câne. (Fig. 296 bzs.) 

Fig. 29% bis 

  

  
Nous dâterminerons une sphâre inscrite dans le câne 

ainsi que nous l'avons prâcâdemment expliqus en prenant le 

"plan vertical L/T,, le rayon est e,a,, et nous decrivons la 

projection horizontale de la sphăre. 

Nous rabattons le plan qui projette horizontalement la 

gensratrice Sb mene par le point, ce plan coupe la sphere 

suivant un petit cerele dont le centre est projete en feta 

la mâme cote que le centre de la sphere, son diametre est  
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ă ed; le sommet se rabat en S,, le cercle en f, et la g&- 
trice du point se rabat suivant une tangente au cerele 

ce par S$,; îl ya deux solutions SH, S,5,, et le point B 
abat en bd, ou en d,, ce qui fait connaitre sa cote et per- 
de placer la projection verticale. 
„e plan tangent se dâtermine comme dans le cas du cy- 
re. 

15. Probleme. — Construire une section droie d'un 

de revolution defini par son aze S'a', Sa, son sommet S,S' et 
ngle au sommet, 
„e plan de section droite a pour trace horizontale la 
te P perpendiculaire ă Sa, nous n'avons pas besoin de sa 
e verticale. (Fig. 296 ter.) 
vous determinons d'abord le rayon d'une sphere inscrite 
t son centre en un point de axe. (Nous n'avons pas r6- 
cette construction et nous avons pris immediatement le 
n de la sphere.) 
Nous faisons un changement de plan vertical, en prenant 
lan vertical parallele ă l'axe, la ligne de terre est T,L, 
ilele ă Sa, la nouvelle projection de l'axe est Sa", nous 
ons la sphere et les contours apparents du câne Suc 
, ae 

'a trace verticale nouvelle du plan de section droite est 
perpendiculaire ă S'a',, et ce plan coupe le câne suivant 
erele projete verticalement en f,d,. La projection hori- 
ale est une ellipse dont le centre est au point e, dont le 
d axe parallele â la trace du plan qui le contient, c'est- 
re â la ligne P,est pn egal au diametre d,f',, dont le petit 
est egal ă df, projection de d/'.. 
] est facile d'obtenir les points ou cette ellipse touche les 
ours apparents du câne. 
es generatrices de contour apparent horizontal Sk, Sh 
pour projection verticale commune S'/',, le point //, est 
sur le diametre horizontal 4,/,, projection verticale du 

e de contour apparent horizontal, et les points projetes 
calement en /, sont les points cherches. leurs projections 
zontales sont 7 et m. 
ous faisous un changement de plan horizontal, la ligne       
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gueur est la vraie grandeur de ia portion de Laxe cora- 
se entre le sommet et le plan secant. 
le cercle de section est projete en r,g, et sa projection 
ticale est l'ellipse 7'/g'w, nous n'avons pas construit ici les 
nts sur le contour apparent qu'on obtiendrait comme vous 
ons dejă indique. . 

416. Exercices : 1* On donne un plan par ses traces, 
lans ce plan une droite sur laguelle on prend un point. 
La droite est la generatrice de contact avec le plan d'un 
e de r&volution dont le sommet est au point donne. On 
maft langle au sommet du câne, construire ses projections. 
2% On donne un plan par ses traces, et un point sur la 
ce horizontale. Ce point est le sommet d'un câne de revo- 
ion, on connait langle au sommet, determiner le cne par 
ondition qu'il soit tangent ă la fois au plan horizontal et 
plan donne. 
3 On connait axe d'un câne de revolution, le sommei, et 
gle au sommet, on demande de construire les projeetions 

n cylindre de râvolution, de rayon donnă, tangent ă la 
au câne et au plan horizontal, et dont les genâratrices 

tparalleles ă une droite horizontale donnee.. 
4 On donne deux spheres de rayon different, tangentes 
plan horizontal, construire les projections d'un câne de 
olution ayant son sommet dans le plan horizontal et tan- 
t aux deux spheres; on connaît l'angle au sommet du 
e. 

3* On donne un câne de revolution, trouver le lieu des 

nts tels que les plans tangents men6s de chacun d'eux au 
e se coupent sous un angle donne. 

417. Probleme. — Mener un plan tangent commun â 
z cânes de râvolution ayant mere sommet. (Fig. 291). 
Je suppose que les axes des deux cânes de r&volution sont 
5 le plan horizontal Se, Sf; on a les contours apparents 
deux cânes aSb et cSd. | 
Nous inscrivons une sphâre dans chaque câne. Ces spheres, 
t la position est arbitraire, ont leurs centres en e et f. 
[| est commode d'inscrire dans les deux cnes des sphâres 
les, et nous choisissons les points e et f de manitre ă 
nplir cette condition. Si nous menons parle point S un plan 
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tangent ă ces deux spheres, ce plan sera tangent aux cânes. 

Tous les plans tangents communs aux deux sphăres passent 

ar Pun des centres de similitude (409). Consid&rons le centre 

de similituda direct, il est au milieu z de la droite ef, le plan 

tangent chereh6 passe par la droite Sz. Nous n'avons plus qwă 

mener par la droite Szun plan tangentă lun des cânes. Pre- 

  
nons pour plan de base du câne dont l'axe est Se le plan ver. 
tical perpendiculaire ă axe et dont la trace est ab; la droite 
Sz rencontre ce plan au point c par lequel nous allons mener 
une tangente â la base. Pour faire la construction nous rabat- 
tons la base suivant le cerele dscrit, sur ab comme diametre 
et nous menons la tangente cd, ; le point rabattu en d, se 
releve en d, la generatrice de contact du plan tangent a pour 
projection Sd; cherchons la gensratrice de contact avec le 
second câne. La courbe de contact du premier câne avec 
la sphere e se projette suivant gh (eg perpendiculaire ă Sa) le 
point de contact du plan tangent avec la sphere e se projette 
au point &. La generatrice de contact du plan tangent avec le 
cone z circonserit aux deux spheres a pour projection Kz, ei 
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ourbe de contact du second câne avec la sphere £ est pro- 
e suivant la droite rm perpendiculaire Sf (fm perpendi- 
ire ă Sm) le point de contact a pour projection , et Si est 
rojeciion de la generatrice. Observons que si la genera- 
> du premier câne projetee sur Sk est au-dessus du plan 
zontal, la generatrice S7 du second sera au-dessous. On 
trouver kz — Al, les cotes des deux points sont egales, 
At pu prendre le centre de similitude direct des deux 
res qui est ălinfini sur ef; la droite analogue ă Sz est la 
ilăle So ă ef. On r&petera les mâmes. constructions, qui 
eront les gen€ratrices dont les projections sont Sg et Sr, 
es deux d'un mâmecte du plan des axes. 

Application. — On peut appliquer cette construction 
determination d'un plan faisant avec deux plans donn€s 
ngles donnes et passant par un point. 
e plan sera tangent â deux cânes ayant leurs sommets 
e point, dont les axes sont perpendiculaires aux deux 
5. 
lous allons faire Yapplication ă la resolution d'un angle 
re dans lequei on donne les trois angles dicdres, pro- 
e que nous avons traite dans la premitre partie au 
n du trisdre supplâmentaire (232). 

18. 6: cas de Pangle tri&dre. — On donne les trois 
es. (Fig. 298), 
ous prenons une face dans le plan horizontal, une arte 
endiculaire au plan vertical, soit Pe; le plan de la se- 
e face est, PaP” faisant avec le plan horizontal un des 
'es donn€ 3, 
e plan de la troisiâme face est un plan qui fait avec le 
horizontal un angle donne pu et avec le plan P'uP un 
3 donne x. 
ous prenons un poini da, dans le plan vertical, pour 
net commun des deux cânes dont les axes situes dans le 
vertical sont a'%' perpendiculaire â P'aP et da vertical. 
remier câne sera engendre par la droite ae faisant 
ab Vangle x; le second par la droite a/' faisant avec la 
de terre l'angle ui. 

Potrr. = T. ui, | , 8 
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Nous înserivons une sphere dan ehaque câne ei nous 

plagons leurs centres sur la ligne de terre aux points a et d, 

leurs rayons sont ah, df' (396). 

Le sommet du câne circonscrit exterieurement ă ces deux 

sphăres est le point mm! de la ligne de terre (409), et la droite 

m'a' est la trace verticale du plan tangent commun ; ce plan 

est tangent aux trois cânes, nous construisons sa trace hori- 

/P" 

    

zontale tangente ă la base du câne ă axe vertical, base qui 

est le cerele decrit de a comme centre avec ah' comme rayon,; 

cette trace est done mn (362)- 

Ainsi le troisiăme plan serâit p'mn, Son intersection avec 

Je plan P'aP est la droite pg; pa, et les trois arâtes du tridre 

seraient gm, ge, dp» 

[| est facile de voir que ce plan ne repond pas ă la ques- 

ţion ; le diâdre suivant ga compris dans le triedre est le sup 

plement dea. 
Si nous prenons le sommet 77! du câne circonserit intâ- 

rieur, les traces du plan sont drs qui r&pond ă la question; 

.
.
 

A  
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1 effet, menons le plan vzw parallele ă ce plan, les trois 
'6tes sont za, zy, zz, et il est facile de verifier que les trois 
dres sont bien les diâdres donnâs. Le trisdre est dâter- 
in€ et nous pouvons obtenir ses faces (226). 

On pourrait mener du point une autre tangente au cercle 
> base da câne a'a, et on aurait une seconde solution syme- 
ique de la premiere. 

419. 2* probleme d'application : Mener par un 
int a'a un plan faisant avec les plans de projection des angles 
nn6s. (Fig. 299). 
Le plan cherche sera tangent ă deux cânes de r&volulion 

ant leur sommet; com- | 
un au point a,a, dont Fig. 2399 | 
5 axes sont perpendi- > 
laires aux deux plans Poti 
projection et dont les ” 
neratrices font avec 4 
s plans des angles don- 
s. Les axes de ces deux - FL IIIC i 
nes sont done dans le EN AN 
an de profil aa. S “ 
Effectuons un chan- | A 

ment de plan vertical, 
prenant pour plan 

rtical le plan des axes. 
Le point a,a'vient en 

1, lun des axes est 
„a, Lautreesta',8, nous 

urons les generatrices 
contour apparenta',d 
sant avec la ligne de terre langle > du plan avec le plan 
rtical et ac faisant avec le plan horizontal l'angle p. 
Nous avons done ramene la figure au cas de Ia figure 291 

417). Le plan €tant construit dans cette position, on fera le 
angement de plan. 

a 

  

, 

420. Autre solution des mâmes problimes en employant 
uz cânes circonsevi!s d la meme spheve, 
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Nous-pouvons appliquer les constructions du plan tangent 

commun d deux cânes cireonscrits â la m6me sphere au 

triddre. 

&* cas des angles tri&dres. — On donne les trois 

angles di&dres ), 4» 7- (Fig. 300.) 

Nous disposons de la m&me maniere les donnees de ia 

question, Lune des faces est le plan horizontal, lautre face 

est le plan P'«P perpendiculaire au plan vertical ; nous Vou- 

  

    P 
Jons construire un plan faisant avee le plan horizontal 

Pangle 1 et avec le plan PP Vangle u. 

Tragons une sphere de rayon arbitraire et ayant son 

centre sur la ligne de terre en aa. Les cercles de contour 

apparent horizonial et vertical sont confondus, 
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Nous figurons un câne â axe vertical circonscrit, dont les 
nâratrices font avec le plan horizontal Vangle >; il sufât 
 tracer. bc' tangentă la sphere et faisant avec la ligne de 
rre langle 3; le sommet du câne est 4 dans le plan ver- 
cal, sa base est le cercle de rayon ae. 
Nous tragons un second axe ad perpendiculaire au plan 

aP et passant par le centre, le sommet d'un second câne 
rconscrit ă la mâme sphâre et faisant avec le plan l'angle 
nn6 est au point /' obtenu en menant la tangente f'g' qui 
it avec P'a langle p,; le sommet f est dans le plan vertical, 
fb est la trace verticale du plan tangent commun cherchs, 
trace horizontale est fk tangent â la base du câne dont 
xe est vertical. Les trois arâtes sont ka, ki, kB. 
La seconde tangente fm mende ă la base du câne donne 

e seconde solution symetrigue. 
Cette construction tr&s simple montre immediatement la 

ndition de possibilite du tricdre. 
Pour que la construction soit possible, il faut pouvoir 

>ner par le point f une tangente ă la base du câne ; la posi- 
n limite de ce point ș (langleA restant fixe ei Vangle u 
riant), est le point c, alors le sommet du câne est w'. 
Le plan est R'c4' perpendiculaire au plan vertical, le 

&dre est remplace par un prisme. 
Appelons z langle de P'aP avec le plan horizontal. 
L'anglo u est gal â langle As, et nous avons: 

mAh p=— 180%, 
Ce qui est la limite minimum pour la somme des diădres 
n triedre. | 
En effet, considerons le triâdre supplementaire dont les 
es sont A = 180 — u, B =— 180%— 1, 0C=— 1800 — x. 
Les conditions de possibilită de ce triădre sont : 
4* 180 — n < (180 — 3) + (180 — p); 
2 (180 — 7) + (180 —)) + (180 — p) < 360, 
Qu'on peut 6crire: - 
118% +a >h-+ku; 
20 m FA u >> 180%. 

421. 2* application. — Construire un plan faisant avee 
plans de prajection des angles donnes. (Fig. 301.)   

4
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Prenons une sphâre auxiliaire ayant son centre sur la 

j sint aa. 

ere de tone Un câne ă axe vertical dont Paxe est at, ei 

dont lă “gâneratrice bd fait, avec la ligne de terre langle 

, du plan avec le plan horizontal, sa base est le cerele 

donne P deerit du point d 
comme centre avec 

ad conime rayen. 

Construisons un 
second câne dont 
Paxe est ac perpen- 

diculaire au plan 
vertical, nous tra- 

7" Gonssa generatrice 

cf' faisant avec la 
ligne de terre Van- 
gle demandă: du 
plan avec le plan 

vertical. La trace 

horizontale du plan 

cherche passe par 
le point cet esttan- 

gente ă la base du câne din, c'est donc cu, la trace verticale 

passe par le point , c'est done «d, et comme verification cette 

igne doit âtre tangente au cercle de base du second câne 

dans le plan vertical qui a pour rajon af. | 

On obtient une seconde solution en menant du point c la 

tangente de Pautre câte de la base. La position limite du 

point e, pour que le problâme soit possible, est le point k situe 

sur le cercle de base du câne; alors la tangente est FR paral- 

lăle ă la ligne de terre, et la trace verticale du plan est n6- 

cessairement WR! aussi parallele ă la ligne de terre. Il faut 

remaxquer que le plan vertical, le plan horizontal et le plan 

oblique forment un triădre qui, dans ce dernier cas, se reduit 

ă un prisme, et en effet la somme des trois angles di&dres est 

alors egale ă 180. ÎN | 

FEnfin la mâme construction peut servir a construire un 

plan faisant avec deux plans donnâs des angles donnes. 
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4292. Probleme. — Construire lintersection d'un cOne de 
olution et d'une sphere ayant son centre au sommet du câne 
g. 305.) 
Tous les points de la section sont 4 egale distance du 
nmet du câne, et par cons€- 
nt sont sur un cerele dont 
plan est perpendiculaire ă „mea 
ce du câne. 
La section est done un cer- ; 
dont le plan est perpendi-  ":---- 
aireă Laxe, etil sufâra pour 

enir Lintersection, de con- 
tre le point de rencontre 
ne des gencratrices avec la 
6re. II sera commode d'empioyer une generatrice de 
tour apparent quand laxe du câne sera parallăle ă un plan 
projection. Si Pon considere les deux nappes du cne, lin- 
section comprendra, deux cereles Egaux et paralleles. 

Piz. as     

   

  

423. Application. — Construire Pintersection de deuz 
3 de evolution qui ont mâme sommet. (Fig. 306.) 
Les deux cânes ayant meme sommet ne peuvent se couper 
> suivant des genera, | 
es, il faut avoir un „Fa. 306 / 
nt de chacune de ces / 
ites. L.a methode con- 
e ă couper les deux 
es par une sphere 
nt son centre au som- ; 
;commun;cettespheru i 

ermine dans chaque 
e deux cereles (422), 
es points de rencontre 
ces cercles seront des 
nts des gencratrices 
rehees. 
La construction est surtout facile si l'on a amenă les axes 
deux cânes â 6tre parallâles 4 un plan de projection. 
si ASB est le contour apparent d'un câne dont /axe SH 
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est horizontal, Pangle ASB est la vraie grandeur de langle 

au sommet du câne; de mâme, CSD est langle au sommet 

dun second câne dont Paxe SK est horizontal:- On voit imme- 

diatement que ces deux cânes ont une partie commune BSC 

et, se coupent. Nous employons une sphăre de rayon arbi- 

traire SA ayant son centre au sommet des cânes. Les deux cer- 

cles d'intersection dont les plans sont perpendiculaires aux 

axes sont verticaux etse projettent suivant AB et CD ; ils se 

coupent en deux points projetes au point E et symetriques 

par rapport au plan des deux axes ; on obtiendra la cote d'un 

de ces points en rabattant lun des cereles, AB par exemple; 

la cote est EE et les generatrices sont dâterminees; leur 

projection commune est ES et on a la cote du point E. 

Nous n'avons considere ici qu'une nappe de chacun des 

deux cânes et; nous avons obtenu deux generatrices. 

Deux cânes de r&volution peuvent avoir deux, trois ou 

quatre generatrices communes. ” 

Ac a X p-+- y<480* Nous prenons pour plan de projec tion 

le plan des deux axes. (Fig. 307). 

Consid&rons deux cânes, baxe du 4* câne est a. S aet son 
contour apparent est 
eSf,nousavons prolonge 
les generatrices en eS 
et fiS. L'axe du second 
câne est d4S5 et le con- 
tour apparent est cSd, 
nous l'avons prolongs en 
esa. 

Tragons une sphăre 
de rayon arbitraire; elle 

determine dans le pre- 
mier câne les deux cer- 
cles projetes encdetesd; 

elle determine dans le 

, second câne les deux 

cercles projetes en ef et eifi; les quatre points d'intersecţion 

sont projetes en hu et k, et ces points sont evidemment syme- 

triques par rapport au sommet S. Să 
Les cotes des quatre points sont &gales, et lintersection 

£i.307 
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deux cânes se compose de deux gâneratrices seu- 
ent, 

Si nous designons par « langle gencrateur E angle au 

met) du premier câne, par f l'angle des deux axes, par y 
gle generateur du second câne, nousavonsa + BX y180-. 
2 ek p=— 180. LL 
7. 308), Fi408 
Les axes sont aSa 
„Sd. 
Les contours appa:- 
ts sont cSd prolongă 
Ss et eSe prolonge 
cSes, on voit que la 
me & fi hp == 180. 

Les intersections de 
deux cânes avec la _ 
ere sont les cereles I Sa 
jetees en ea, ca et N 
ed. În 

Ces cercles se cou- 
t dabord en quatre 
ts projetes sur les deux points ket A+ cvidemment syme- 
ues par rapport au , 
met $ et qui don- A3.309 
i les deux gensra- - 
s projetees suivant 
:; ils sont ensuite 

rents en c et e. et les 
x cânes sont tan- 
is suivant la gencra- 
3 cuSc situce dans le 
. des deux axes. 
„es deux cânes ont 
» trois generatrices 
munes, 

ea B+ y> 1800. 

res axes sont, aSaet 6iS5. 
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Les contours apparentssont fS e prolongâ en fi Se ete Sd 

prolonge en a Sâ. XaX B+ > 180. 

La sphăre coupe ces deux cânes suivant quatre cereles 

projetes suivant cd, cs di et ef, a fi. 

Ces quatre cercles se coupent en 8 points projetes deuxă 

deux en k&,h, ki, hi. Les points h et hi sont &videmmentsyme- 

triques par rapport au sommet, ainsi que les points hu et fi; 

par consâquent, nous obtenons en tout quatre generatrices, 

deux projet&es sur b S hu et deux projetes sur & S ju. 

494. 1 Casdes angles triedres. — La discussion 

que nous venons de faire au sujet du nombre de generatrices 

communes â deux cânes de r&volution ayant meme sommet 

s'applique €videmment au premier cas de langle tri&dre (226). 

En effet, quand on donne les 3 faces, la 3ne arâte est une 

droite faisant avec les deux autres des angles donnes, c'est 

done la generatrice commune â deux cânes de r&volution 

ayant m6me sommet. | 

Dans le premier cas on obtient deux tri&dres symătriques, 

Dans le deuxiăme cas on obtient deux triădres symâtriques 

et un tri&dre râduit ă un plan, la generatrice commune cSe, 

(fig. 308) tant dans le plan des deux axes. 

Dans le troisiăme cas, nous avons les deux triădres syme- 

triques dont les arâtes sont projetees suivant ASA, les points 

F et k, (fig. 309) 6tant donn6s par les cereles situ6s tous deux 

sur les nappes infărieures ou sur les nappes superieures des 

deux cânes. Mais les tri&dres correspondant ă Parâte HSh; ne 

satisfont pas ă la question, on prend un cerele sur la nappe 

inferieure, Vângle de la generatrice avec la partie inferieure 

de Paxe est le suppl&ment de langle donne. 

494 bis. Droite faisant avec deux droites 

des angles donnes. — La droite est parallăle ă la troi- 

si&me arâte d'un triddre dans Jequel on connait les trois faces. 

On construit ensuite une droite parallâleă cette troisisme ar&te 

et rencontrant les deux droites (133-134). 

Nora. — On peut remarquer que dans tous ces probl&mes la ligne 

de terre ne sert qu'ă marquer des difierences de cotes ou d'6loigne- 

menis et qu'on peut la supprimer sans rien changer aux solutions, . : 

agus recommandons cet exercice aux 6lăves.  
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5. Construire la section plane d'une 

re. — La sphere esto,o', le plan est PP. (Fig. 309 A.) 
us coupons la sphere et le plan par des plans auxiliaires. 
us pouvons employer des plans horizontaux, par exemple 
n a'b'e' ; il determine dans la sphere un cerele qui a pour 
tre dc et qui se projette en vraie grandeur sur le plan 
ontal suivant bdcf, il determine dans le plan /horizon- 
lont la projection horizontale est adf, et ces deux lignes 
isent aux points det f, projections horizontales de deux 
s de lintersection dont les projections verticales sont d! 
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ngente. — Construisons la tangente â la courbe au 
FF; cette tangente sera dans le plan secant, elle fera 

> du plan tangent ă la sphere au point considâre, done 
ra lintersection des deux plans. 
„plan tangent â la sphere au point f,f' est perpendicu- 
au râyon of, 0f', menons la ligne de front f'/ perpendi- 
'e ă 0f' dont la projection horizontale est fi et dont le 
A est la trace ; la trace horizontale du plan passe par 

nt h et est perpendiculaire ă of, c'est la droite &h. Le 
k ou se croisent les traces des deux plans est la trace de 
gente, sa projection verticale est 4, et comme elle passe 
point f,f”, ses deux projections sont &/, &f. 
ta, — (On doit avoir soin dans les epures de figurer les 
ntes en lignes de construction, ce ne sont point des 
 reelles comme les surfaces qu'on reprâsente, elles ne 
ni vues ni cachees, ce sont des lignes accessoires qui 
nt plus exact Je trace des courbes). 
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ui contient le cerele de coatour Zon' q Le plan horizontal 

apparent do &s horizontalement en met, : ts projet 

ections verticales sont 
nne les poin 

m! et,n', points situes sur 
j 

le contour apparent horizon 
dont les pro 

. 
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tal 
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or determine 
, 

our appa- 
alement des plans de front, 

8 
uction au plan de cont 

le plan de front p 
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Fig. 309 A 

here 

2 Nous pouvons employe 

nous appliquons cette c 

rent vertical de la sp  
   

les points 94 : 
ent et dans le plan 
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Nous pouvons employer des plans verticaux queleon- 
assant par le centre de la sphăre; nous appliquons cette 
uction au plan vertical sou que nous prenons perpendi- 
e âaP. 
plan vertical determine dans la sphre un grand cercle, 
le faisons tourner autour de la verticale du point o,0' 
le rendre parallele au plan vertical, de manitre ă le 
er sur le contour apparent de la sphere; il dstermine 
e plan une droite dont la trace horizontale est au point s 
it nous devons chercher un autre point, 
marquons que cette droite situce dans le plan rencontre 
lu point ou laxe perce le plan, c'est-ă-dire au point w 
1 precâdemment par intersection de la droite de 
Wg avec laxe; su' est donc la projection de la droite 
section du plan sâcant avec le plan vertical auxi- 
0u. 

ns la rotation du plan sou le point w' reste fixe, le 
s” vient en ss, et la droite devient s,a' qui rencontre 
our de la sphere en ţ, etw, que nous ramenons par 
n en sens inverse sur la droite sw en st et/,u. 
pourrait construire ainsi un nombre quelconque de 

de Lintersection. 
gentes horizontales. — Les points 4, et w,u obtenus 
plan vertical perpendiculaire  aP sont les points pour 

s la tangente est horizontale. En effet, pour tous les 
de la sphere situâs dans ce plan, les rayons sont pro- 
ur la trace horizontale, et les plans tangentsă la sphere 
3 ces points ont leurs traces horizontales perpendicu- 
ă sou, projection des rayons, et paralleles â aP. Done 
5 points de l'intersection situes dans le plan, la trace 
ntale du plan tangent et la trace horizontale du plan 
sont paralleles ; la droite d'intersection des deux plans, 
dive la tangente, est horizontale, et sa projection ho= 
ile est parallăle â «P et perpendiculaire ă sou. 
projection horizontale de lintersection est une ellipse. 
«points t et u les tangentes sont parallâles, done la 
tu est un diamâtre, et comme les tangentes sont per- 
ulaires au diamâtre, tu est un axe. 
is pouvons trouver le second axe, il passe par ie mi- 
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lieu v de tu, lui est perpendiculaire, done il est paralele 

A aP ; c'est une horizontale zv du plan, et sa projectioRverti- 

cale est Zz'9/; nous coupons par le plan horizontak“zz'y' qui 

d&termine dans la sphăre le cerele proj ete horizontalemeni 

en zy, les points de rencontre z,7 et y,y/ avec la ligne zv soni 

les extremites du second axe. 

Nous nous sommes contentes de relever les projections 

verticales des points obtenus, Lellipse est tracee par points, 

Je centre est en v, milieu detv et projection de v, et nous 

avons deux diamâtres conjuguts zvy et vu. 

On peut construire les axes de la projection verticale. II 

est &vident, en effet, qu'on peut employer comme plans auxi: 

liaires des plans perpendiculaires au plan vertical, passani 

par le centre de la sphăre, ces plans couperont la sphăre sui- 

vant des grands cereles qu'on amânera ă &tre horizontaux e! 

â se projeter sur le contour apparent de la sphere par rota- 

tion autour d'un axe perpendiculaire au plan vertical st pas- 

sant par le centre. Le plan auxiliaire perpendiculaire ă aP' 

donnera le petit axe de la projection verticale ; Vautre sera 

une droite de front, et les constructions sont les memes que 

celles que nous avons faites pourla projection horizontale. 

Parties vues et cachees. — Larc mun est au- 

dessus du contour apparent horizontal, il est vu sur la pro- 

jection horizontale. 

L'are gfar est en avant du contour apparent vertical, il 

est vu sur la projection verticale. 

Autre construction. — Nous allons construire uni: 

quement les axes des ellipses, projections de Vintersection, 

et nous ferons cette construction par changements de plans, 

au lieu de la faire par rotations. (Fig: 309 B.) 

Le centre de la sphere est en 0,0, le plan est P'aP. 

Nous prenons un plan auxiliaire vertical-LaT+ perpendi- 

culaire 4 «P ; la nouvelle trace verticale du plan est fP',, le 

centre de la sphâre est en o,; le cerele d'intersection est 

projete en dc; de est Pun des axes, Pautre passe par le 

point f, milieu de de etest Ag gal au diamâtre duc, du cercle 

d'intersection, Les points situes sur le contour apparent ho-  



INTERSECTION DES SPHERES ENTRE ELVES. ia 

ontal sont projetes verticalement en 4, ef; leurs projec- 
ns horizontales sont k et , 
L'arc dk est vu, 
Pour obtenir la projection verticale, nous prenons un 
n horizontal auxiliaire LT. verpendiculaire ă P'a, nous i 
aisons passer par le centre de la sphâre, et nous diminuons 

Fig. 309 B 

  

me
i 

a 
i7AR

 A
re

a 
sa

ta
 

7 
a 
AR
 
S
R
 
e 

Au
to

 
at
a 

    

  

  

  
Sloignements de l'6loignement du centre, afin que le nou- 
a contour apparent horizontal se trouve confondu avec le 
our vertical ; nous &vitons ainsi de tracer un nouveau      
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cercle, c'est-ă-dire que nous faisons le rabattement sur le 

plan de front passant par le centre. Tragons la ligne de front 

du plan passant par le point 0,o'; cette ligne om, m'm! ren- 

contre LaT, en n', point fixe par lequel passera la nouvelle 

trace horizontale ; construisons le point de rencontre du plan 

avec la perpendiculaire au plan vertical mence par le centre, 

et pour cela employons le plan horizontal o'p' qui determine 

dans le plan Vhorizontale pg et nous donne le point g, dont 

la nouvelle projection horizontale est gi, en sorte que la trace 

du plan est gi. 
mat, est la projection horizontale du cerele d'intersection, 

et nous obtenons les axes / et zwy/; les points situes sur 
d ie contour apparent 

sont projetes en n et 
sont les deux points 
wetz. 

L'arc ra est vu, 

    

   

    

Fig. 309 c 

426. Probleme. 
— Trouver les 

points de ren- 

contre d'une 

T droite et d'une 

sphere. 

La sphere a son cen- 
tre au point 0,0. (Fig. 

g 309 C.) 
La droite apour pro 

jection ab, ab. 

Nous considerons le 
plan vertical qui pro- 
jette la droite et nous 
le rabattons surle plan 
horizontal. Ce plan 

„coupe la sphâre sui- 
, vant un petit cercle 

dont ed est la projection horizontale, dont le centre est â la 

mâme-ente que le centre de: la sphere. (La perpendiculaire 

abaissce du centre de la sphăre sur le plan et qui donne le cen- 
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de la section est horizontale). Le cercle se rabat suivant 
cle ayant pour centre o, la droite suivant af“, et les 
ts de rencontre sont rabattus en 4, et //,, il sufât de les 
ver sur la droite en k,k et ph. 
„es points A et k se trouvent en avant du contour apparent 
ical, leurs projections verticales sont vues et les parties 
et 'W' de la droite sont vues. 
e point / est au-dessous du contour apparent horizontal, 
rojection horizontale est cachee; par suite la partie ch de 
roite est cachee. 

„e point k est vu ainsi que la partie kb de la droite. 
totation. — Cette mâme construction peut se faire par ro- 
n, on peut faire tourner le plan qui projette la droite 
ur d'un axe vertical passant par le centre de la sphăre,; 
aisant tourner en mâme temps la droite et le cerele qui y 
,contenus pour l'amener â âtre parallele au plan vertical. 
Nous laissons au lecteur le soin de faire cette con- 
ction, 

Exereices : 1* Construire le centre etle rayon d'une 
re passant par trois points et tangente ă un plan. 
On prendra les trois points dans le plan horizontal, et le 
 perpendiculaire au plan vertical.) 
» Construire le centre et le rayon d'une sphâre passant 
trois points et tangente ă une droite. 
On prendra les trois points dans le plan horizontal et la 
te parallele au plan vertical.) 

197. Probleme. — Construire Lantersection de deuz 
res. (Fig. 310). 

)n donne deux sphăres c,c' et 0,0, on veut construire leur 
"section. | 
Nous pouvons obtenir la courbe d'intersection par points 
ocupant les deux surfaces par des plans horizontaux. 
Prenons un de ces plans 4%, il determine dans la sphere C 
erele dont le diametre est a'' et qui se projette en vraie 
deur surle plan horizontal; il determine dans la sphâre O 
ercle dont le diamâtre est ed' et qui se projette en vraie 
deur sur le plan horizontal. Les projections se coupent 

Poyr, — T. 1 9 
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en deux points fetg qui sont les projections horizontales de 

deux points de Lintersection; on obtiendra facilement les 

projections verticales de ces points surle plan horizontal ad. 

Nous avons pro 

jetele point fen f' 

et nous nous pro- 

posons d'obtenir la 

tangente ăla cour 

be en ce point. 

La courbe est 

tracee â la fois sur 

les deux surfaces, 

sa tangente fera 

done partie du 

plan tangent â 

chacune des surfa- 

ces et sera leur 

intersection. 

Le plan tan- 

gent ă la sphere C 

au point ff! est 

A 5 perpendiculaire 

d în au rayon cf, cf, 

nous tracons Yhorizontale fh (perpendiculaire ă cf), fh et sa 

trace verticale W est un point de la trace verticale du plan 

tangent qui est ah? perpendiculaire acf. 

Le plan tangent â la sphăre O au point F,f' estobtenu ă 

Vaide de Phorizontale fk,f'k', et sa trace verticale est k' per- 

pendiculaire ă fo. 

Ces deux traces verticales se croisent au point /, trace 

verticale de la tangente, qui passe par le point f,f! et dont les 

projections sont f, f'. On pourra construire autant de points 

qu'on voudra de la courbe, cette courbe est un cercle dont 

la projection est une ellipse; nous alons determiner les axes 

de la projection horizontale. 

Soient oo et e les centres. (Fig. 311.) 

“Nous effectuons un changement de plan vertical, en pre- 

nant le plan vertical parallăle ăla ligne des centres ; la ligne 

de terre est L,T, parallăle â oc. 

Zig.âl0 
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Les centres se projettent en o, et €,, et la courbe d'inter- ection, situce dans un plan perpendiculaire â la ligne des entres, a pour projection verticale a. 
La projection de ce cercle est une ellipse dont le centre stau point d, projection sur co du point d, dontie grand xe est def 

erpendi - 
alaire ă co 
; egal au 
iamâtre 
i cercle ; 

petit axe 
t ad pro- 
tion de 
d, (244). 
Nous 

uvons 
arquer 
points 
cette el- 
se tou- 
les con- 
Is appa- 
ts des 
IX spht- , 

Ze 
. 

>= 

Le con 
r appa- 
ti hori- „7 
tal dela 7 
6re C Po 
projetă i; | 

: vl 
ticale - d 
nten Ni-/ 

(399), OZ 
25 deux 

its projetes en /,, et dontles projeetions horizontales sont 4 
sont les points de contact avec la sphere c; on obtient de 
ue en ț, les points dont les projections horizontales 7 et m 
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donnent les points de contact avec le contour apparent de la 

sphăre'). 
On peut trouver les axes de la projection verticale de 

Pellipse en faisant un changement de plan horizontal sur un 

plan parallâle ă la ligne des centres. 

Nous nous sommes contentes de relever les points obtenus 

sur la projection horizontale. Les points k& et k en k et k sur 

la projection verticale ch du contour apparent horizontal, 

le point p situ€ sur la projection horizontale du contour appa- 

rent vertical de la sphere e en p. 

Nous avons fait la distinction des parties vues et cachees. 

La, projection verticale sur LT, montre clairement que lare 

projete verticalement b,/ en et horizontalement en mb sera 

le seul arc vu sur la projection horizontale. Quant â la pro- 

jection verticale, c'est are dont la projection horizontale 

est ghr situ en avant du contour vertical org qui correspond 

a Pare r'A'g', seul vu sur la projection verticale. 

498. Probl&me. — Construire les points communs d trois 

sphăres. (Fig. 312.) 

La mâţhode consiste ă construire les cereles d'intersec- 

tion des trois sphăres deux ă deux; on obtient, trois cercles 

qui doivent passer par les deux points d'intersection cher- 

ches. 
Pour faciliter un peu Pexecution de l'€pure, nous suppo- 

sons qu'on a amen6 d'abord la ligne des centres de deux des 

sphâres ă &tre parallăle au plan vertical. | 

Les centres sont a, et b,5'situes sur une droite de front, 

le troisi&me centre este,c'. (Fig. 312.) 

La, courbe d'intersection des sphăres A et B est un cerele 

dont le plan est perpendieulaire au plan vertical et qui est 

projete sur d'e. Ce plan coupe la sphăre C suivant un cercle 

et les points de rencontre de ces deux cereles sont les points 

cherchss. Nous rabattons ce plan dem sur le plan de front 

qui passe parle centre dela sphere A. Le cerele de' se rabat sui- 

vant la circonference dont cette droite est le diamâtre; le 

cerole d'intersection avec la sphăre Ca son centre en 7 qui 

se rabat en îi tel que di, —Veloignement du centre c par rap- 

port au plar de front a5, le diametre est /m'; nous tragons 
1 

ge 
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> cercle qui rencontre la circonference de aux deux points 
i sont les points cherchâs rabattusen p, et g,. On les relâve 
abord en p' et g', puis en p et g au moyen des 6loignements 
p, et q'9, par rapport au plan de front ad. - 

Si Pon veut representer les trois sphâres, il faut construire 
s trois courbes d'intersection. 
A et B se coupent suivant le cerele dont de est la 

'ojection verticale, et dont lellipse dpkeghf est la pro- 
ction horizontale. Les points de cette ellipse sont 
tenus cumme nous lavons explique dans le problâme pre- 
dent (427). | 
Nous avons construit Lintersection des sphâres B et C en 

isant un changement de plan vertical, L,T, 6tant confondu 
ec dc. Le cercle d'intersection rss" a pour projeetions (pro- 
&me precedent) sgp et pdrg. 
Nous avons construit lintersection des spheres A et C en 

isant un changement de plan vertical, LsT, &tant confondu 
ecac, Le cerele d'interseetion 2,3, a pour projection zyp5yfg 

Ypăpd. | 
Parties vues, projection horizontale. (Fig. 342.) 
Nous faisons observer que l'are du cerele intersection de 

et Cprojete en z,z,, est au-dessus des contours apparents 
rizontaux des trois spheres, Varc zyq7 est vu. 
Le point g est vu, le point p est cache. 
Nous consid&rons ensuite le cercle, intersection de A et B, 

nt la projection verticale est de, Parc hgek est vu. La troi- 
ame ellipse projection de lintersection de C et B est vue 
puis le point £ jusquw'au point ș, mais en ce point le cercle 
netre dans la sphere A et est cache | 

Le contour apparent de la sphâre A est superieur aux 
eux autres, il est vu jusqu'aux points k et w auxquels il pe- 
âtre dans la sphere B et dans la sphăre C. 

Le contour apparent de la sphere C est au-dessus du con- 
ur de la sphăre B, il est vuă partir du point t oi il sort de 
sphâre B jusqu'au moment oi il croise en dessous de la 
gure le contour apparent de A qui le recouvre. 

Enfin le contour apparent de B n'est vu qw'entre les deux 
utres, 

Projection verticale. — C'est la sphâre C qui est en avant, 

| 
| 
i 
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ce seront les courbes trac&es sur cette sphăre qui vont dâter- 

miner les parties vues. 

Le point p' est vu, le point q' est cache. 

Dans Vintersection 3p'Ygp' de C et de A, lare py est vu. 

Dans Pintersection spOtg de Get de B, l'arc p'Y est vu, 

Lzintersection de' de Bet de A est vue depuis d jusqu'en p', 

point o elle entre dans la sphere C. 

Le contour apparent de G est cache en Be, le reste est 

vu. 
Les deux autres contours devront âtre vus jusqu'au point 

d' et jusqwau point e, tant qu'ils ne sont pas recouverts par 

la sphere G. | 

xereice. — Nous engageons les 6lâves d chercher ă veprt- 

senter les projections du solide commun auz trois sphăres. 

Noe: Nous ferons observer que dans toutes les figures 

309 Că 312 la ligne de terre ne seri qw'ă prendre des cotes 

ou des tloignements relatifs de points necessaires ă la con- 

struetion des projections auxiliaires, on pourrait s'en dispen-. 

ser sans modifier les solutions des problămes auxquels ces 

figures se rapportent. 

„i
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SECTIONS PLANES 

429. — Construire la section d'un cylindre oblique par un 
n (Fig. 313.) 
Le cylindre a pour base la courbe asc dans le plan hori- 

> tal, ses gencratrices sont paralleles â ds, ds. Le plan 
P'eP. 

Les pians auxiliaires que nous allons employer n'ont pas 
utre condition ă remplir que celle d'âtre parallâles aux 
6ratrices du cylindre. En râalit&, on cherche les points ou 
difierentes gâneratrices du eylindre percent le plan s6- 
t en faisant passer des plans par ces lignes. 
Nous pouvons prendre les plans auxiliaires paralleles entre 
„ et alors leurs intersections avec le plan secant seront 
lignes parallâles; ou bien prendre des plans auxiliaires 
sant par une mâme droite parallâle aux gâneratrices et 
pant le plan secant suivant des lignes passant par le point 
a droite fixe perce le plan sâcant. 
lo Plans auxiliaires paralleles. 
Nous prenons des plans qui projetfent les gensratrices 
le plan horizontal; un de ces plans a pour trace horizon- 
vdu, îl determine dans le cylindre la gencratrice dp, dp, 

lans le plan la „;vite dont la projection verticale est ww; 
oint d'intersection cherch est projete en p', p. 
Un autre plan bsyz determine dans le eylindre la gen6ra- 
e ds, b's' et dans le plan la ligne dont la projection verti- 
"est a's' parallele â ww, le point d'intersection est ss... 
La m6me construction s'appliquera aux gencratrices de 
tour apparent, soit horizontal, soit vertical. 
On eât pu prendre les plans qui projettent les genra- 
es sur le plan vertical et obtenir ais&ment, par lun ou 
tre de ces deux systâmes de plans auxiliaires, autant de 
its de intersection qu'on voudra. 
'angente., — Cherchons la tangente au point s,s' ăla courbe 
tersection; cette tangente est dans le plan tangent au 
ndre en ce point, et comme elle est dans le plan secânt, 
est Lintersection des deux plans. 

4 
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„Le plan tangent au cylindre au point s;s' est tangent tout 

Je long de la generatrice et sa trace horizontale est la tan- 

gente bt ă la base. 
Le point t oi se eroisent les traces horizontales des deux 

plans est la trace horizontale de la tangente, et comme cette .: 

ligne passe par le point s,s, ses deux projections sont îs; fs, 

      
  

  
Essayons d'appliqner cette construction au point rr” situ 

sur la gengratrice cr, er”, la trace du plan tangent est cg qui 
: 

„ne rencontre pas aP dans les limites de V'epure, nous n'Avons 
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la trace horizontale de la tangente, il faut en construire autre point. | 
Nous coupons le plan tangent et le plan secant par un plan iliaire, et nous prenons un des plans employes dâjă pour >nir la section du cylindre, le plan vertical bzz par exem ple. 
se plan projetant la gâneratrice bs, C's donne dans le plan nt la droite tracâe dont la projection verticale est 25, et le plan tangent une ligne parallăle aux gâneratrices (ear 
eux plans sont parallâles aux generatrices) dont la trace e point z. La projection verticale Zy de cette ligne ren- 
re la projection verticale 23 au point z! projection verti- d'un point de la tangente, g est la projection horizontale oint; yr, jr! est la tangente. 
angente horizontale. — Cherchons le point pour lequel la ente est horizontale. : 
our que l'intersection de deux plans, dont aucun n'est ontal, soit horizontale, il faut etil sufât que leurs traces ontales soient paralleles. | 
lenons ă la base une tangente di parallele â «P. Le pp' construit comme tous les autres points sur la gen6- ce dp, dp de contact du plan tangent est le point pour I la tangente est horizontale. Dans le cas actuel on pour- onstruire ă la base une autre tangente parallele  «P ienir une seconde tangente horizontale. 

0, — Trouver le point de la courbe d'intersection pour leguel gente est parallele d une droite donne. (Fig. 314.) 
base du cylindre est asc, les gen6ratrices sont parale A dd, &d, le plan sâcant est PP. 

us devons d'abord observer que la tangente sera dans n secant ; la direction doit &tre parallâle ă une ligne de cant, prenons dans le plan s€cant une droite ef, ef. tangente cherchee est Pintersection d'un plan tangent e plan sâcant; pour que Pintersection de deux plans 
arallele ă une droite, il faut que les deux plans soient 
les ă cette droite, le plan s&cant remplit cette condi- 
il faut done mener au cylindre un plan tangent paral- ef, ef; le point situ€ sur la generatrice ds contact 
> point cherche€. 
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Suivant la r&gle pour construire le plan tangent, nous 

menons par un point d,d, pris sur une gâneratrice bd, bd' une 

parallâle d, dh ă ef, ef' (345); le plan dont la trace horizon- 

tale est bh est parallăle au plan tangent cherche. 

Nous tragons ak tangente â la base et paralleleâ bi, la 

  

generatrice de contact est am, a'm'; la tangente cherchee a 

sa trace au point k, est parallăle ă ef, ef! c'est donc km, km 

qui croise la generatrice au point mn! demande. 

Observons qu'ici nous avons commence par construire la 

tangente, et que c'est elle qui nous a donne le point dinter- 

section de la gâneratrice avee le plan. ÎI ş aurait une seconde 

tangente parallăle ă la divection donnte. 

430 bis. — Trouver le point le plus d droite et le point le plus d 

gauche de la courbe d'interseclion. (Fig. 315.) 

Cest-ă-dire les points pour lesquels les projections de la 

tangente sont perpendiculaires 4 la ligne de terre. 

Ce probleme est une application de la construction prece- 

dente: la tangente cherchee ayant ses projections perpendi-  
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res ă la ligne de terre est dans un plan de profil, elle 
, 6tre dans le plan secant, par consequent elle est parallele 

<P! 

  

intersection d'un plan de profl avec le plan sâcant, nous 
nons un plan de profil queleonque e/' qui determine dans 
lan P la droite ef,e/'. Nous construisons le plan tangent 
allgle â cette droite (345); pour cela nous faisons passer 
le point f,f' une parallăle fh, f'k aux gâneratrices; he est 
race d'un plan parallele au plan tangent, et nous condui- 
s deux tangentes ă la base a7 et ck parallăles ă eh; les 
gentes cherchees ont pour projections /mm' et kpp' et les 
nis demands sont les points de rencontre de ces droites 
e les gâncratrices am, a'm' et cp, %p'. 

430 ter. — Trouver le point de la courbe d'intersection pour 
el la tangente passe pan un point exterieur, 
Nous ferons observer que le point doit &tre contenu dans 
lan secant puisque la tangente est une droite du plan. 
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Pour que Lintersection de deux plans passe par un point, 

i] faut etil suffit que les deux plaus passent par le point. Le 

plan secant remplit; cette condition, il faut done construire 

un plan tangent au cylindre par le point considere (342); 

lintersection des deux plans sera la tangente cherchee. 

430 (quater). — Section plane dun cylindre de râvolu- 

tion, 
La methode que nous venons d'exposer sapplique aux 
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cylindres de revoiution. Un cylinăre de râvolution est defini 

„par son axe ab,ab' et son rayon; un plan P est defini par: 

2 droites qui se coupent cd, cd et ce, ce (Fig. 3145 bis) : Cons- 

truire Vintersection du cylindre par le plan.
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Nous tracons une sphăre inscrite dansle eylindre et ayant 
n centre en un point quelcongus 5,% de axe ; coupons le 
lindre et la sphâre par un plan v rtical parallele aux gend- 
trices, par exemple, par le plan vertical qui contient laxe, 
cherchons les projections des gencratrices contenues dans 
plan. Ce plan dâtermine dans la sphere un grand cercle, 
ns le cylindre deux gencratrices tangentes â ce cercle; 
us rabattons le plan auxiliaire surle plan horizontal passant 
"le centre de la sphăre; le grand cerele se rabat sur le 
ele de contour apparent horizental, axe se rabat en a,b 
a= aa), les deux gânsratrices suivant 2 paralleles ă a',6 
gentes au cercle en /, et g',. Nous relevons les points de 
tact en ff et9,g (fp=f'P,)et nous tragons les paralleles ă 
ce dont les projections verticales sont fh et yk. D'autre 
+ le plan auxiliaire coupe le plan P suivant îa droite de, 
» qui coupe les generatrices aux points /r,h ev /,k. Nous 
nons un autre plan auxiliaire vertical dont tous les poinis 
4 projetes sur la droite Imnp, et nous le rabatusns sur le 
n horizontal qui passe par le centre de ia sphere. Ce plan 
ermine dans la sphere un petit cercle rabattu suivant le 
cle decrit sur Im comme diametre, dans le eylindre deux 
i6ratrices tangentes ă ce cercle, Pune est rabattue suivant 
 tangente parallăle ă a,6. Nous relevons ce point de 
tact en 9,9 (9 = qq') et la projection verticale de la gen€- 
rice est g'r. D'autre part le plan auxiliaire coupe le plan 
uivant une parallele np,n'p' ă de,de'; le point ou la gensra- 
e perce le plan est 7r. 

431. Probleme. — Construire les points de rencontre 
e droite et d'un cylindre. (Fig. 321.) 
On donne un cylindre, donl la base est abc, dans le plan 
izontal, les generatrices sont paralleles â ad, ad, la droite 
n6e a pour projections fh, Ph. 
La mâthode consiste â faire passer par la droite un plan 
alele aux gencratrices du cylindre; ce plan coupe le 
nâre suivant des gensratrices qu'on obtient en prenant 
race du plan sur le plan de base du cylindre, et en menant 
les points de rencontre de la trace avec la base des gen6- 
ices qui coupent la droite aux points demandâs. 
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Nous prenons sur la droite un point Ah et nous condui- 

sohs par ce point une parallăle 44, hk aux generatrices, la 

trace de la droite donnse est le point f, la trace de la paral- 

lâle est le point 4, donc fk est la trace du plan auxiliaire, 

  

  

fk croise la base du cylindre aux points 6 et c qui dâter- 

minent deux generatrices projetees en bm et cl; et ces deux 

droites rencontrent la droite donne aux points mm, et bt 

qui sont les points cherches. 

439. Sections planes des eylindres a bran- 

ches infinies.— La section plane d'un cylindre est toujours 

une courbe de mâme nature que la courbe de base; il ne peuty 

avoir de generatrices parallăles au plan scant, ă moins que 

le plan sâcant ne coupe le eylindre suivant des droites; la 

section plane d'un ejlindre ne pourra presenter de points ă 

Vinfini que dans le cas oi, la directrice du cylindre ayant des 

points ă Linfini, îl y a des generatrices qui s'eloignent ă Vin” 

fini, 
1 Cas. — Prenons pour exemple un ejlindre dont la 

base est une hyperbole. (Fig. 322).  
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Le plan sâcant est P'+P, et nous construisons un point. 
e Lintersection c,c' situte sur la generatrice ac, a'e' en em= 
loyant le plan acd qui projette horizontalement cette gen€- 
atrice et coupe le plan P suivant dc. | 

Faisons descendre la trace a en As... et nous obtiendrons 
ujours des points d'intersection qui s'6loigneront de plus 
n plus du point ce, et, quand la trace sera ă Linfini sur la 
anche d'hyperbole, le point d'intersection sera â Linfini, 

o? 

  
L'asymptote est la fangente en un point situt & Tinfini ; elle Lintersection du plan s€cant avec le plan tangent suivant z6n€ratrice situde i Tinfini, plan qui a pour trace lasymp- 3 ok, et qu'on nomme plan asymptotigue du cylindre. La e de Vasymptote est le point m, nous allons en construire autre point. Ce plan asymptotique est parallâle aux ge- atrices; menons par le point o un plan auxiliaire vertical allâle â ces droites et dont la trace est oh, il determine s le plan secant la parallâle ho, po 4 df,df, dapa le plan Pow. = TU, 
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asymptotique la parallele ow,0'o' aux generatrices; le point o, 

o? est un point de Vintersection des deux plans c'est-ă-dire de 

Pasymptote qui est mw, mu. 

Si nous considerons les gân6ratrices dont les traces s'eloi- 

gnent de b vers 8, nous aurons un point ă Linfini, le plan 

asymptotique qui donnera Pasymptote correspondante est le 

mâme que pour le point ă linfini sur la branehe a, a; ces 

deux branches de la section ont la mâme asymptote. 

Si la trace dela genâratrice s'6loigne dans la direction a; 

ou 5,5, nous retrouvons encore des points â Vinfini dont l'a- 

symptote est fuurnie par Vintersection du plan P avec le 

plan asymptotique dont la trace est on. 

Nous obtiendrons un point de la seconde asymptote en 

employant encore la parallele aux gensratrices menee par o. 

Le point ww d6jă construit,ou cette parallâle perce le 

plan P, est commun aux deux asymptotes. — La seconde 

asymptote est nw, n'w'. | 

Le point w,w' est le centre de Yhyperbole section plane du 

eylindre. - 

439 bis. On peut trouver les sommets de Yhyperbole. 

S'il s'agit des sommets reels dans l'espace, utiles pour 

obtenir la, vraie grandeur de la courbe, on remarquera qu'ils 

se trouvent sur la bissectrice de langle des asymptotes; on 

construira, done la bissectrice de Vangle des deux droites 

nv, no, et mw, m'o' (213) et l'on cherchera les points de ren- 

contre de cette droite avec le eylindre (431). 

On peut desirer connaftre les sommets de la projection 

horizontale ; ces sommets sont projetes sur la droite us bissec- 

trice de Pangle mun. 
ws est la projection d'une droite du plan dont la projection 

varticale est so” ;on cherchera les points de rencontre de 

cette ligne vs, w's areele eylindre. (431). 

On operera de mâme pour les sommets de la projeetion 

verticale. 

433. Qe ceas. — La base du cylindre est une parabole (Fig. 

323.) Nous avons encore des pointsă Linfini, mais la tangente 

la base au point situe ă linfini est elle-meme ă Linfini, ilny 

a plus d'asymptote, la section est une parabole, 
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Les plans diametraux du cylindre parabolique sont des 
lans paralleles aux gâneratrices menâs par les diamâtres de 
a parabole; ils cou- 

eront le plan se- 
ant suivant des 
roites parallăles 
ui sont les diame- 
res de la section 
lane. 

Ainsi ad €tant 
n diametre, les 
eneratrices 6tant 
aralleles â af, af, 

s deux droites de- 
rminent un plan 
ametral; la gânc- 
trice perce le 
an aupointf,f' et .. 
droite Pf, pf, in * 
rsection du plan: 
ametral et du 
an Pest un dia- 
tre, 

  

  
433 bis. — On peut construire le sommet de la section 

ns l'espace. C'est le point pour lequel la tangente est per- 
ndiculaire â Hf, hf. 
Le sommet de la projection horizontale s'obtiendra en 

erchant le point pour lequel la projection horizontale de la 
agente est perpendiculaire ă Af. 
Nous aurons done dans tous les casâ chercher le point de 
section pour lequel la tangente est parallăle â une direc- 
n donne (430). Pour le sommet dans espace, on rabattra 
plan secant et le diamâtre A[,kF, on tracera dans le plan 
battu la perpendiculaire qu'on relevera ensuite. 
Pour le sommet en projection, on construira la droite du 

an dont la projection horizontale est Im, perpendiculaire af - 
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433 ter, — 2 Section plane d'un cylindve en employant des 

plans auziliaires passant par une meme droate. 

Un cylindre a pour base la courbe abcfe, abefe situce 

dans un plan B perpendiculaire au plan vertical (fig. 323 bis); 

une des generatrices est fm, fm' ; on coupe ce eylindrepar un 

plan P defini par les 2 droites kh,kh et îh,ih': Construire la 

section. 
Nous allons assujettir les plans sâcants ă passer par une 

droite auxiliaire parallâle aux gâneratrices; nous prenons 

une gensratrice dg,b'g'. Les intersections de tous les plans 

passant par cette ligne avec le plan B de la base passeront par 

le point 6,% auquel la ligne perce le plan, et si nous construi- 

sons le point ou la ligne 89,9! perce le plan P, les intersec- 

tions de tous les plans secants avec le plan P passeront par 

ce point. Or le plan qui projette la droite bg,b'g' sur le plan 

vertical coupele plan P suivant une ligne dont les projections 

sont 'g'uw' et guv; le point g, g est le point cherche. Un des 

plans secants auxiliaires coupera le plan B de la base sui- 

vant une ligne passant par le point 5,b et le plan P suivant 

une autre ligne passant par le point g,g' et ces deux lignes 

devront se croiser en un point de Lintersection des plans B 

et P. Construisons cette intersection : La droite &h, kk du 

plan P perce le plan B au point &,k, la, droite du plan P 

dont les projections sont vu'b' et vuz perce le plan B au point 

VW, ; Vintersection 1 des deux plans a pour projections kz et 

kb. 
Cherchons ă construire le point oă la generatrice fan, fm 

perce le plan P. 
Nous consid&rons le plan qui passe par /m, fm etla droite 

auxiliaire bg, b'g', la trace de ce plan sur le plan B a pour pro 

jection horizontale bf qui croise la projection 1 au point î, 49 

est la projection de lintersection du plan auxiliaire avec le 

plan P et croise fin au point m projection horizontale du point 

cherche' dont la projection verticale est m'. 

Appliquons la construction d la gâneratrice de contour appa- 

rent vertical dont les projections sont cz etez : bew projection de 

Vintersection du plan auxiliaire avec le plaa B, wg projection 

de Pintersection du plan auxiliaire avec le plan P; z,z est 

le point cherche.
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(encratrices de contour apparent horizontal, 4% g&ntratrice projetee en do. bdn projection de Pintersection du plan auxi- liaire avec le plan B,ng projection de Iinterseetion do plan auxiliaire avec le plan P; o projection horizontale du point. (Les projections verticales n'ont pas te tracses). 2 Gensratrice projetee en aq (projection verticale inu- tile) : 
Si nous voulons employer 'un plan auziliaire pâssant par Eg, &'g' nous observerons que Lintersection de ce plan avec le plan B aura pour projection ad et ne rencontrera pas la iroite 1 dans l'epure, Changeons de droite auziliaire: prenons ne autre generatrice dont nous ayons dâjă construit Pinter. ection avec P, par exemple, /m, fm'. afp projection de l'in- ersection du plan auxiliaire avec le plan B ; pmg projection le lintersection du plan auxiliaire avec le plan P; g projec- ion horizontale du point cherche 
En employant cette methode, eten faisant ainsi varier la roite auxiliaire on peut obtenir autant de points de linter- ection qu'on le voudra, en Treduisant autant que possible, 6tendue de la figure. 
Tangente en un point. Soit le point m, m'; la tangente est intersection du plan tangent au cylindre en ce point avec plan P. 
Le plan tangent au point m, m! est dâtermin€ par la gencra ice fm, f'm'et la tangente â la base au point f,f tangente dont projection est /4;il faut obtenir un point de Lintersection du lan tangent avec le plan secant; nous assimilons le plan tan- nt ă un cylindre ayant pour directrice la tangente et dont s generatrices sont parallâlesă celles du cylindre ; nous cou- ns. le plan tangent par un plan auxiliaire dejă employe, lui dont l'intersection avec le plan B se projette suivant n ; bdn croise f/ au point, et le plan auxiliaire coupe le an tangent suivant la droite rs, ps parallele aux gânera- ices; le plan auxiliaire coupe le plan P suivant la droite ojetee en ng qui croise 7s au point s projection horizontale un point de la tangente,s sur ps est la projection verticale point, la tangente a pour projection sm, sm'. Nous avons ici e verification : le point £, £ ou la tangente â la base ren- ntre la droite I est un point de lintersection du plan tan- 
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gent et du plan P, c'est un point de la tangente, les 3 points 

tt — s,s — mm doivent âtre en ligne droite. 

Tangente horizontale. — II faut trouver le point pour lequel 

Ja tangente, intersection du plan tangent avec le plan secant P 

est une horizontale du plan P; don cle plan tangent en ce 

point sera parallăle aux horizontales du plan P. Construisons 

au cylindre un plan tangent parallăle aux horizontales du 

plan P; une de ceshorizontales a pour projections ym” et ynu. 

Le plan determine par les deux lignes ym”, ymi et mf, m/f 

est parallăle au plan tangent cherch (345), son intersection 

avec B se projette suivant fy, nous tragons ă la base la tan- 

gente o& parallăle â fy, le plan tangent cherche touche le cy- 

lindre suivant la gencratrice ay, ay, la tangente demandee a 

pour projections 6y paraliăle â ym: et 6 perpendiculare aux 

projetantes; le point cherche a pour projections y et y. 

Dans le cas oă le point 6, sera trop 6loign€ on cherchera 

directement le point de rencontre de la gensratrice ay, ay 

avec le plan P. 
II y a une seconde solution que nous p'avons pas figuree. 

Tangente dont les projections sont perpendiculaires ă la direc- 

tion de la ligne de terre. — La tangente est dans un plan de 

profil et comme elle doit &tre dans le plan P elle sera paral- 

lăle ă Lintersection d'un plan de profil queleonque Q' avec le 

plan P, done ă la droite 05, 6%; les deux plans, le plan tan- 

gent et le plan P qui se couperont suivant la tangente cher- 

che doivent &tre parallâles ă cette droite; menons au eylin- 

dre un plan tangent parallăle ă 8, 9% (345). Par chacun des 

points 6, % et 5, 3 menons des parallăles 3, 3) et Op, 6u aux 

generatrices, ces deux paralleles determinent un plan paral- 

lăle au plan tangent et coupant le plan B suivant la ligne 

dont dy. est la projection; nous tragons xp tangente ă la courbe 

et paralele a du; les plans tangents suivant la generatrice 

o, m'a' donneront une des tangentes cherehees dont les pro- 

jections sont confondues suivant ps, p'o'; o, o estle point â 

gauche de la courbe. 
On peut mener une seconde tangente au poin € parallăle 

ă dp, et nous avons obtenu directement (sans figurer la cons- 

truetion) le point x, x sur la generatrice îx, 6'y, point ă droite 

de la courbe.
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Construire le point pour lequel la tangente est parallile ă une 

irection donnde, ou passe par un point exitrieur (Voir 430 et 
30 ter). Generalisation des constructions precedent6s que ous ne repeterons pas, 

Parties vues et cachtes. Nous avons represente les projec- 
ions de la partie du cylindre comprise entre les plans B et > (340), . 

Relations d'homologie. Les courbes B, base du cylindre, 
section plane sont deux figures homologiques, le centre "homologie est ă l'infini dans la direction des generatrices du 

ylindre, laxe d'homologie est la droite I intersection des 
lans des 2 courbes. La propriste est projective. 

Les droites qui joignent les points homologues doivent se . uper sur la droite 1; les points det f de la courbe Bont pour 
omologues les points g et m situes sur des droites passant 
a centre d'homologie, 6fet gm se coupe au pointm. De mâme 
et / ont pour homologues g et m situâs sur des droites pas- 
nt au centre d'homologie, afet gm se coupent au point p 
r la droite 1. De meme det r (sur la tangente fi) ont pour 
>mologues g et s (sur la tangente ms). dr et gs se coupent en n, 
ais aussi f» et ms droites homologues se coupent au point i 
r la droite 1. 
La construction que nous venons d'exposer est done une 

plication de la thtorie des figures homologiques, et peui 
>xpliquer tres simplement ă Laide de cette theorie ; une 
ule projection sufât pour obtenirla projection de la section 
ane. 

 



DEVELOPPEMENT DU CYLINDRE 

Nous allons d'abord &tudier les principes et les răgles sur 

lesquelles repose le developpement du cylindre en conside- 

rant un cylindre droit ă base circulaire, et nous appliquerons 

ensuite ces principes au cas general. | 

434. Cylindre droit ă base circulaire. — Nous 

consid&rons un cylindre de revolution vertical, nous allons 

construire lintersection de ce eylindre avec un plan P'«P 

donne par ses traces. (Fig. 316.) 
IL est evident d'abord que la projection horizontale de 

Vintersection sera confondue avec la base du eylindre. 

Nous allons employer des plans auxiliaires horizontaux ; 

ainsi le plan horizontal d'e/' determine dans le eylindre un 

cerele dont la projection horizontale est confondue avec le 

cercle de base, et dans le plan une horizontale def. Les deux 

points e et / sont les projections horizontales de deux points 

de lintersection et nous les relevons en e et f. 

Tangente. — Construisons la tangente au point ff. Cette 

tangente ă une courbe tracee sur la surface du eylindre est 

dans le plan tangent au eylindre au point considere, elle est 

dans le plan de la courbe, done elle est Lintersection des 

deux plans. 
Le plan tangent au cylindre au point /,f' a pour trace 

horizontale fg tangente ă la base, et le point g ou se croisent 

les traces horizontales des deux plans estla trace horizontale 

de la tangente ; cette tangente passe d'ailleurs par le point f.f, 

done ses projections sont gf, gf. 
Autre methode. — Au lieu d'employer des plans horizon- 

taux nous pouvons employer des plans passant par les gen6- 

ratrices du cylindre, c'est-ă-dire des plans verticaux ; ces
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lans, dont la direction est arbitraire, couperont le cylindre 
livant des generatrices, et le plan suivant des droites qui 
>ncontreront les generatrices aux points clierches. Prenons 
ur exemple le plan de front cboa passant par le centre du 
rele. Les gâneratrices situdes dans ce plan auront neces 
irement leurs traces horizontales aux points a et4, ce sont 
s gencratrices de contour apparent vertical; le plan secant 
t coupe suivant la droite de front e//o'a', et nous avons les 
ints a,a' et 6,5 sur le contour apparent vertical. 
Le plan de front, dont la trace 4 est tangente ă la base, 

nne le point /, et en ce point la tangente est precisement 
ntersection du plan tangent avec le plan secant, c'est- 
dire la ligne de front 4. 
Pour la mâme raison, le plan tangent de front dont la 

ace est îl donne le point î, pour lequel Ja tangente est la 
ne de front /7. 
Considrons le plan vertical dont la trace horizontale 

tpomn, passant par l'axe du cylindre et perpendiculaire 
P, ce plan dâtermine dans le plan secant la droite m'o'm'p, 
ssant par le point o, obtenu au moyen de la ligne de 
nt ca”, et qui est le point de rencontre de axe du cylindre 
ec le plan; les gâneratrices du eylindre passent par les 
ints m et p, et neus trouvons ainsi les points m! et p. En 
> points les plans tangents ont leurs traces perpendicu- 
res ă la droite mop, c'est-â-dire paralleles â «P. Done ces 
gentes intersections du plan secant avec des plans dont les 
ces sont paralleles ă celles du plan sâcant, sont horizontales ; 
si le point m est le point le plus bas, le point p est le point 
plus haut de la courbe d'intersection. Ces tangentes hori- 
tales sont en realit& dans l'espace perpendiculaires ă la 
ne m'p' qui joint leurs points de contact, cette droite qui 
une ligne de plus grande pente du plan, puisque sa pro- 
tion horizontale est perpendiculaire «P, est donc un aze 
ellipse. Nous pouvons donc determiner autant de points 
la courbe quiil sera utile, et la comprendre entreun grand 
bre de tangentes, qui nous donnent des diamâtres conju- 
s de lellipse. La courbe, dans Pespace, est une ellipse 
i6e dans un plan oblique, son grand axe est la ligne de 
s grande pente du plan projetee suivant pon, p'o'n', mais 

   



144% GEOMETRIE DESCRIPTIVE, 

nous ne pouvons pas obtenir directement les axes de la pro- 

jection verticale. 

433. Wraie grandeur de Vintersection. — 

La vraie grandeur de la courbe d'intersection s'obtient en 

rabattant le plan sur Pun des plans de projection. (Fig. 316.) 

Nous le rabattons sur le plan vertical. Le centre de Lellipse 

est le point 0,0': nous rabattons ce point au moyen dela ligne 

de front oc, oc en O. 

Nous rabattons le grand axe pon, ponz; le point n,n' se 

rabat en N, le point z' est fixe, la droite est done Nz et doit 

passer par le point O; les points m,m' et p,p' se rabattent sur 

cet axe en M et P qui sont les deux sommets. On peut cons- 

truire le petit axe, ses projections sont gr et g'>' qui est le 

diametre conjugu6 de mp'; la trace de cette droite est au 

point / qui ne change pas dans le rabattement, et la droite 

se rabat suivant FO qui doit &tre perpendiculaire â MP ; les 

points g' et 7 se ramânenten Qet R et sont les deux autres 

sommets. 

Nous avons construit le point quelconque f,f au moyen 

de Phorizontale fd qui a donne le point et qui se rabat sui- 

vant dF parallele ă sa trace horizontale rabattue P, ; pour 

rabattre la tangente nous rabattons sa trace horizontale g en G& 

et la tangente est GF. 

Nous avons rabattu les points / et i en H et au moyen 

des lignes de front qui sont en m6me temps les tangentes ă 

Vellipse. 

DEVELOPPEMENYT DU CYLINDRE 

436. Le developpement du cylindre repose sur cinq prin- 

cipes qu'il est facile d'&tablir en considerant un prisme inscrit 

dans le cylindre et dont le cylindre est la limite. (Fig. 317.) 

10 La section droite se transforme en une ligne droite, dont la 

longueur est gale d la longueur absolue de la courbe. - 

Consid&rons le prisme dont ABCDE est une section droite. 

Nous d&veloppons la surface surle plan de la face B'BOC par 

exemple. Le point D tourne autour de 0.0 et dâcrit un cercle
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at le plan est perpendiculaire â l'axe, c'est-â-dire le plan section droite, le rayon est CD perpendiculaire ă C,C, et adant le developpement, ce rayon qui reste toujours per- ndiculaire oceupe la position CD, dans le prolongement BC; BCD...... est gal â BCD..... Done la section droite developpe sur une ligne droite €gale en longueur ă la rbe ; 
2* Prenons le point D de larâte, il d&crit un cerele donţ rayon est la perpendiculaire D'C', et ce point D' vient en D', 

â une distance de C” egaleă CD, =CD,, 
puisque les droites primitives sont pa- 
ralleles. Donc Ia figure CD'D,C est un 
rectangle et les gentratrices sont perpen- 
diculaires au developpement de la section 
droite; 

3* Tracons sur le prisme un poly- 
gone KHD' qui devient une courbe tra- 
cce sur le cylindre. 

Dans le developpementle pointH ne 
change pas; le point I vient en D,, 
tel que le trapăze HCDD ne varie pas forme, il tourne tout entier autour du câte HC, etil en ulte que : Les longueurs des genevatrices comprises entre la ion droite et une courbe tracde sur la surface ne sont pas alte- dans le developpement ; 

i* Dans la rotation du trapeze HCDD' qui ne change pas orme, !angle HD'D reste le m&me; or HD 'devient une tan- te ă la courbe, et langle HD'D est langle de la tangente courbe au point IY avecla gântratrice; c'est langle de ourbe avec la generatrice. Done les angles que forme avec Encratrices une courbe tracte sur la surface ne sont pas alteres de developpement ; 
* La longueur KHP' est constamment &gale â la longueur 
Y, C'est-â-dire : Za longueur absolue d'un are de courbe trace la surface se conserve dans le developpement. 

Fig. 317 

  
137. Nous allons appliquer ces propriâtes au develop- 
ent du cylindre dont nous avons construit la section. 
. 316,)
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- La premiere operation ă faire quand on veut effectuer le 
develvppement d'un eylindre quelconque consiste 4 tracer 
une section droite en le coupant par un plan perpendiculaire 
ă ses generatrices ; ici la section droite est le cercle de base, 

il faut ensuite connaitre la vraie grandeur de cette section 
au moyen dun rabattement si son plan est oblique; ici le 
cerele est en vraie grandeur. 

On rectifie cette section droite; pour cela on partage la 
courbe en arcs assez petits pour qu'on puisse sans erreur 
sensible les confondre avec leurs cordes (ces arcs ne sont pas 
necessairement egaux entre eux), on porte toutes les lon- 
gueurs des arcs au mojyen d'ouvertures de compas les unesă 
la suite des autres sur une ligne droite ; ainsi en partant du 
point a que nous avons place en a,, nous portons des lon- 
gueurs egales aux ares successifs a,p, = ap, pi = pi..., ete. 
On a soin de placer les sommets du polygone qu'on inscrit 
dans la courbe aux points par lesquels passent les ge- 
neratrices qu'on devra transformer et sur lesquelles se trou- 
vent des points construits des courbes tracees sur le cylindre. 

Le developpement total est aaa. La section est ici un 
cercle, on pourrait calculer sa longueur pour verification. 
Par les points marquss ainsi sur la section, on trace les g6- 
neratrices perpendiculaires ă la droite, et Pon prend sur ces 
droites des longueurs €gales aux vraies longueurs des 
generatrices comprises entre le plan de section droite et la 
courbe qwon veut rapporter. Si lezeylindre est oblique, on 
obtiendra ces longueurs par rabattements, changements de 
plans ou rotations. Dans lexemple que nous avons pris, les 
projections vorticales des generatrices donnent leur gran: 
deur, et c'est seulement dans le but de rendre la figure plus 
claire que nous avons porte la section droite sur la ligne de 
terre, au lieu de la porter sur une direction quelcongue, 

comme on le ferait dans le cas d'un cylindre oblique. 
Nous prenons aa, egale la gensratrice du point a, et 

nous n'avons ici qu'ă mener par les points a'p'4... des paral- 
lalesă ia ligne de terre. Nous pouvons tracer ainsi par points 
la courbe a',p+8,a', transformâe par developpement de la 
section faite par le plan P'aP. 

Cette operation revient â ouvrir le eylindre suivant la  
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n6ratrice du point a,a' et ă d&rouler sa surface sur le plan 
ngent le long de cette gâneratrice,. 
Tangente ă da transformee. — Consid&rons le point trans: 

rme du point f,f', et cherchons la tangente â la courbe en 
point. (Fig. 316.) ” 
L'angle de la tangente ă la courbe avec la generatrice qui 

sse par le point de contact n'est pas modifiă dans le deve- 
ppement (433, 4%); cherchons Vangle de la tangente /ş, f'9 
ec la generatrice, et pour cela rabattons le plan tangent 
r le plan horizontal autour de sa trace 9; le point f,f' vient 
fa, tel que ffa = f$, langle est ff.g. Cet angle est l'angle 
ru d'un triangle rectangle qui a pour câtes de Vangle droit: 
la longueur de la gencratrice comprise entre le point et le 
n de section droite; 2 la distance comprise entre la trace 
la gensratrice et la trace de la tangente sur le plan de 

tion droite, distance qu'on nomme la sous-tangente. 
Nous pouvons construire ce triangle au point f,, nous 
tons 4,9, = /g, nous avons ff, = ffa, et la ligne g,f", est 
langente: nous devons faire attention au sens dans lequel . 
onvient de porter la longueur de la sous-tangente. 
Quand on d&roule la surface du cylindre sur le plan tan- 
t en a, tous les plans tangents entraînâs dans le mouve- 
nt se rabattent successivement sur le plan du developpe- 
nt, les points conservant les uns par rapport aux autres 
m6mes positions relatives; ainsi le point 7 de la courbe 

ndra entre le point fet le point 9; îl faut done compter la 
gueur fg du mâme câte que le point r. 
Forme de la transformee. 
Considsrons la tangente au point p'; cette tangente est 
izontale, c'est-ă-dire perpendiculare âla generatrice; elle 
era encore dans le developpement, et le point p', sera le 
nt le plus haut ; par la m6me raison le point m', sera le 
3 bas. 
La tangente â la courbe au point p, fait donc un angle 
avec Lhorizontale, cet angle augmente ensuite pour 

enir nul de nouveau au point m; îl a donc passe par un 
imum,. 

La tangente est une droite du plan s&cant, son angle avec 
rizontale est l'angle qu'elle fait avec sa projection hori- 

—
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zontale, et cet angle atteint son maximum quand la tangente 

est une ligne de plus grande pente duplan; ainsi la tangente, 

dont la projection horizontale est rs, est celle qui fait avec 

Phorizontale langle maximum, il en est de m6me pour qv; et 
cet angle est egal â langle“que fait le plan secant avec le plan 

de section droite. Cet angle est rabattu en rsra. Au point r, 

nous avons construit le triangle sir, egal ă sr, en por- 

tant sp, du m6me câte que le point F. 
Au point g”, nous avons port6 gi du mâme câte que le 

poict 4. 
Remarquons que le plan tangent au cylindre au point rr” 

est perpendiculaire â la droite «P, intersection du plan de 

section droite avec le plan secant, done ce plan tangent est per- 

peadiculaire au plan secant. 
(Il est clair que tout ce que nous venons de dire ne sup- 

pose en rien que le plan de section droite soit le plan hori- 

zontal, et est vrai quelle que soit la situation du plan de 
section droite et du plan sâcant par rapport aux plans de 
projection.) 

La courbe est au-dessous de sa tangente au point p'“, elle 
est au-dessus au point m/,, îl doit exister un point intermâ- 
diaire auquel elle traverse la tangente, c'est-ă-dire un point 

 d'inflexion; nous allons montrer que ce point d'inflexion se 

trouve precisâment au point 7", pour lequel Vangle de la tan- 

gente avec la section droite est maximum, et qui est carac- 

târise par ce fait gue le plan tangent est perpendiculaire au plan 

sâcant, 

Considârons encore un prisme inserit dans le cylin- 

dre. (Fig. 318.) 
438. La limite d'une face du prisme lorsque le nombre de 

ses faces augmente indefiniment est le plan tangent au eylin- 
cre ; ainsi la limite de la face CCDDY est un plan tangent; 
menons un plan secant P perpendiculaire â la face; il dster- 
mine la section ABCDEF. Developpons le cylindre sur la 

face CO'DD'. 
Le plan CC'DD' et le plan P sont perpendiculaires entre 

eux, leur intersection est la projection sur Pun d'eux de 
toutes les droites de autre (19); la droite CDK est la projec- 
tion sur le plan P des droites DD” et CC. Supposons que l'an-  
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D'DK. soit aigu, il sera plus petit que Pangle DDE, et 
is le developpement la ligne DE viendra occuper une po- 
on telle que DE, exterieure â l'angle D'DK. 
L'angle 'D'DK &tant aigu, langle D'DM ou son €gal COM 
obtus, il est plus grand que C'CB, et dans le developpe- 
nt la droite CB viendra oceuper une position telle que CB, 
rieure ă langle CCM. 
A la limite, la courbe ABCDE se transformera en B.CDE,, 
nt pour tangente CD qui traverse la courbe au point de 
tact resultant de la r&union des deux points O et D. 

Fig. 318     
  

Ainsi la transformee par developpement de la section 
e d'un eylindre presente une inflexion aux points ou le 
tangent est perpendiculaire au plan sâcant, et langie de 

angente au point d'inflexion avec la gâncratrice qui y 
e est le complement de l'angle forme par le plan de sec- 
droite et le plan secant. Donc, si l'on veut trouver les 
ts de la section plane d'un cylindre pour lesquels la 
sformee prâsentera un point d'inflexion, il faut mener au 
ndre un plan tangent perpendiculaire au plan secant, 
-â-dire un plan tangent paralele ă une droite perpendi- 
ire au plan sâcant. 
Nous avons 6tabli plus loin (439) cette propriet6 d'une 
idre difterente.
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439. Developpement d'un cylindre oblique. 

— (Fig. 319). 
La base du cylindre est la courbe abcd dans le plan ho- 

rizontal, ses generatrices sont paralleles â ce, ce. On coupe 
ce cylindre par un plan oblique P'aP, et l'on demande de cons- 
truire le developpement de la partie du cylindre comprise en- 
tre la base et la section par ce plan. 

Pour construire le developpement d'un cylindre (437), il 
faut d'abord obtenir une section droite de ce cylindre; nous 
prendrons un plan de section droite quelconque Q'2Q et nous 
construirons son intersection avec le cylindre, — ensuite il 
faut obtenir la vraie grandeur de la section droite par le ra- 
batiement du plan qui la contient, afin de pouvoir rectifier |. 
cette courbe ; et enfin connaitre les vraies longueurs des por- 
tions de generatrices comprises entre la section droite et les 
courbes qu'on se propose de tracer sur le developpement du 
cylindre. 

Voiei comment on disposera les construetions : 
Nous prenons un plan vertical auxiliaire L,T, parallele 

aux generatrices ; nous construisons directement par la me- 
thode indiquce (429) le poinţ de renconire 4 de la genera- 
trice ce, c'e' avec le plan. 

La nouvelle projection verticale de la gensratrice sera 
ch, et la droite d'intersection /g, fş' du plan P avec le plan 
projetant la generatrice a pour projection verticale f+ hi. 

Prenons une autre generatrice îi, “&, elle se projette en 
ink, paralieleă c,h',.Pintersection de son plan projetant avec 
le plan P se projette suivant o“ k+ parallele ă fi A. Le point 
de rencontre de la droite avec le plan P est projet en ku 
qu'on rel&ve en F, l& sur la generatrice. On construira de 

m6me tous les autres points dela courbe et nous observons que 
les generatrices sont projel6es en vraie grandeur sur le plan L,T,. 

Le plan de section droite Q' $ Q devient perpendiculaire 
au plan LuTu, et sa trace verticale perpendiculaire â la pro- 
jection des generatrices est 1 Q" ; les points de rencontre e 
de la genâratrice c hu, de la gensratrice 7, 4, avec la 
trace verticale du plan sont des points de la section droite, 
qu'on ramâne en ese! et en di sur les generatrices correspon 
dantes,  
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Du reste, les projections verticales sur le plan vertical 
“sont inutiles. 
Les vraies longueurs des gentvatrices sont 2 b, cs en... ete. 
Nous rabattons le plan Q£Q sur le plan horizontal, le point e rabat en Lâ une distance de la trace horizontale 6gale 
"1 et de mâme pour tous les autres points. 
La, vraie grandeur de la section droite est EY La. 
Nous portons sur une droite indăfinie des longueurs &ga- aux longueurs rectifies de la section droite (436), nous mencons le developpement ă la gâncratrice du point E 
exemple, nous ouvrons le cylindre suivant cette ligne, et 
> Vâtendons sur le plan tangent en E dans le sens WLYE.(Fig. 349 dis). 
vous €levons en tous ces points des perpendiculaires ă la 
ion droite, et nous prenons ces perpendiculaires &gaies vraies longueurs des gâncratrices correspondantes (436) 
ueurs donnees sur la projection verticale L,T,) com- 
's soit entre la section droite et la base, ce qui donne la 
sformee câza)ute, soit entre la section droite et la section 
e plan P, ce qui donne la transforme huwbheh, 
angentes d la transformee, 
lous nous proposons de construire la tangente ă la trans- 
ce de la section par le plan P au point &. 
ous construisons d'abord la tangente ă la courbe au 
kk. (Fig. 319). Cette tangente a pour projection mă. angle de la tangente avec la gâncratrice est langle aigu riangle rectangle qui a pour câtes de langle droit: 4* la eur de la generatrice comprise entre le point 4,4 et la n droite; 2 la projection de la tangente sur le plan de n droite, c'est-â-dire la longueur comprise entre la trace generatrice et la trace de la tangente sur le plan de n droite (431). La genratrice perce le plan au point 6 en Î, la tangente projetee en mk rencontrera, le plan point de L'intersection de ce plan avec le plan tangent, ection projette suivant la tan gente nl ă la section droite, nt de rencontre ș de ces deux tangentes est la projection int demande; le second câte de langle droit est la vraie eur de !a droite projetee en îș. 
ous avons rabattu le plan de section droite, le point 4 
Por. —T. ul, 

ii
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vient en L, le point n reste fixe ei la tangente se rabat en nL, 

le point ș situ€ sur la tangente se rabat en O et PL est ia lon- 

gueur demandee de la sous-tangente. Nous tragons sur le 

d&veloppement (Fig. 319 bis) le triangle rectangle PLK en 

observant que d'aprăs le sens du developpement le point O est 

du mâme câte que le point Y par rapport au point L, K est 

la tangente cherchee. 
De mâme, si nous portons ă partir du point L dans le 

mâme sens que la sous-tangente une longueur egale â Lin, 

nous construirons le triangle rectangle Lai dont Yhypotenuse 

sera la tangente au point î. 

Chercher les points des courbes transformees pour lesquelles la tan- 

gente est perpendiculaire ă la generairice. 

Ce sont les points pour lesquels la tangente est parallele 

au plan de section droite. 

Ş"i] s'agit de la courbe de base, les tan gentes au point 1 et 2 

(fig. 319), paralăles â Q6 sont parallăles au plan de section 

droite, et par consequent les points i et 2 du d&veloppement 

sont les points cherches. (Fig. 319 ds.) 

Pour la section par le plan P, la tangente au point consi- 

dere est dans le plan secant; elle doit âtre parallele au plan 

de section droite, elle est parallăle a Vintersection des deux 

plans qui est la droite gr, gr. “mg. 319.) 

Nous avons doncă cozstruire le point de la section par le 

plan P pour lequel la tangente est parallăle ă gr, q'* (430); 

nous conduisons au eylindre le plan tangent parallele ă cette 

droiie. - 

Nous avons pris (fig. 319) le point ee sur la genera» 

trice ce, c'e', fait passer par ce point la parallăle e's, esă gr, 97, 

et nous avons obtenu en se la trace d'un plan parallăle au 

plan tangent; ensuite nous avons ment ă la base la tan- 

gente tv parallăle ă cette trace ; les poinis situes sur la gene€- 

ratrice de contact sont projetes en z et y, et la tangente pro- 

jetee en uz est parallăle â gr, gr. Le point est le point de- 

mande, il est situe dans Ia transformee sur la generatrice du 

point Y. (Fig. 319 b:s.) 

Nous pourrions mener ă la base en un point Z (fig. 319) 

une seconde tangente parallâle ă es. La gâneratrice de cone | 

tact perce les plans P ei Q aux points projetâs en w ei en Ă 

| 
| 
| 

i 
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Ce point est report€ sur le developpement (fig. 349 dis) 
n, surla generatrice du point A, 

Points d'inflezion. 
Nous avons €tabli (438) que la transformâe de la section 

lane d'un cylindre presente une inflexion au point ou le plan 
angent est perpendiculaire au plan secant, 

Pour la courbe de base le plan secant est le plan hori- 
ontal, il y aura done inflexion sur la transformee aux points 
itues sur les gencratrices de contour apparent horizontal (337), 
est-ă-dire aux points aete correspondants aux points yet E 
e la section droite. (Fig. 319). La tangente ă la transforme 
it avec la genratrice le mâme angle que la tangente ă la 
urbe (433), et ici cet angle est celui que forme la gânera- 
ice avec le plan horizontal, puisque la gencratrice se pro- 
tte sur la tangente ; il est donn€ en vraie grandeur sur le: 
an LuT, et nous pouvons le reporter sur le developpement 
x points a etc. Pour la section par le plan P, nous devons 
ener au cylindre un plan tan gent perpendiculaire â P; 
est-ă-dire paralele â une perpendiculaire ă P (345). Nous 
'ons construit le plan parallăle au plan tangent en tracant 
rle point Ah”, sur la gencratricece, une perpendiculaire «eh 
plan P, la trace du plan tangent est parallele ă ce. Le point 
» contact est 6, et la gengratrice de ce point perce les plans P 
Q auz points projetes en p ete. 
Les tangentes en ces points sont projetees en ur et us, le 

intp. est reporte sur le d&veloppement (819 bis) (la construc- 
n de la longueur Zu de la generatrice n'a pas ete figuree).]] 
1t construire la trace de la tangente zu sur le plan Q ; sui- 
nt la methode dejă employee, nous prolongeons les deux 
gentes ur,aw jusquă leur point de rencontre £ projec- 
n du point cherche; la longueur de la ligne ta que nous 
lenons par le rabattement du plan Q en ,Xest le second 
E de langle droit du triangle rectangle dont la tangente 
 Yhypotenuse et que nous construisons sur le developpe- 
nt en uăț,. Il y a une seconde soluţion non figuree; la ge- 
ratrice de contact du plan tangent est îm. 
440. Equation de la courbe transformâe, 
Considerons un cylindre vertical et developpons ce cylin 
sur le plan tangent suivant la generatrice du point C,: 

g. 320). 
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Nous avons coupe le cylindre par un plan P'«P et nous 

construisons la transformee de la section : c'est la courbe H' 

F”.... Nous nous proposons de determiner Pequation de cette 

courbe. 

La projection verticale de la section est la droite de' et si 

 Pug. 320 

    

  

| 
ş 

nous comptons les ordonnâesă partir de Phorizontale du point 

+ pris pour origine, le rappori E entre Pordonnte et, Pabs- 
1 . 

cisse est constant. 
Or Pabscisse hf, est constamment &gale au sinus de lare 

z. compte ă partir du point c; les ordonntes de la transformee 

sont egales aux ordonnees de la courbe, les abscisses de la 

transforme sont les ares dont les sinus sont hf... Nous au- 

vons done constamment entre les ordonnes de la transformse 

comptees au-dessus de Phorizontale du point H” et les abscis- 

ses le rapport Yo =k y = k sin z est done Vequation de 
sin 2 

Ja courbe. C'est une sinusoide.
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A41, Des H6lices. — Tracons sur le developpement du 
cylindre (fig. 320) une droite quelconque AK'I/M,, et enroulons 
cette droite sur le ceylindre: elle donnera une courbe telle que 
sa tangente fera avec les generatrices un angle constant (436). 
Cette courbe se nomme une helice. C'est la seule espăce de 
courbes tracâe sur le cylindre qui donne une droite pour 
transformee par developpement. II est facile de voir qu'entre. - 
deux points marquâs sur la surface du cylindre, on ne peut 
“racer qu'un arc d'helice ; et, comme la longueur de la trans- 
formee est egale â celle de la courbe, Zarc d'hâlice qui joint 
deuz poinis est la ligne la plus courte qu'on puisse tracer sur le cy- 
linde entre ces deuz points. 

Puisque l'helice est dâveloppee suivant une droite, son or- 
donnee est constamment proportionnelle aux longueurs des 
arcs de section droite compris entre le point de depart A et les 
ordonnces des autres points, ce qwon exprime en disant que 
Pordonnee est proportionnelle ă Fabscisse curviligne. 

L'helice rencontre toutes les generatrices sous un angle 
constant et s'slâve indefiniment sur le cylindre; elle aura | 
done, sur chaque generatrice, une suite de points €galement 
distants les uns des autres; la distance entre deux points suc- 
cessifs situes sur une m6me gâncratrice se nomme le pas. 

Imaginons toutes les tangentes â helice, et menons par 
un point S une parallâle S” P' aux gencratrices, et des paral- 
leles aux tangentes sf; s7,.... Poutes ces parallăles font des 
angles egaux avec S'P' et engendrent un câne de r&volution 
autour de cette droite. 

Le plan tangent au câne suivant la gâneratrice sp, 
contient cette generatrice et la generatrice infiniment voi- 
sine, qui est paralele ă la tangente infiniment voisine de la 
tangente au point K': ce plan tangent au câne est done pa- 
allele au plan osculateur de Phâlice au point 4 (323), 
Dailleurs, le plan tangent au câne suivant sk, est perpen- 
liculaire au plan donne par la gentratrice et axe (374), et 
e plan est perpendiculaire au plan tangent au cylindre au 
point K', puisque ce dernier est dâtermin€ par la gân6ratrice 
etla tangente â Vhelice tracâe sur la surface. Nous trouvons 
alors cette propriete importante ; Tous les plans osculateurs de 
Phelice sont normauz au cylindre, 
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Waileurs, tous ces plans osculateurs, &tant paralleles ă 

tous les plans tangents ă un câne de râvolution, sont diffe- 

rents, et îl en râsulte gue Phelice est une courbe gauche, et, il n'y 

a pas de section plane du eylindre qui donne une droite poui 

transformee. | 

448. Construisons sur le dâveloppement d'un eylindre une 

transforme d'une section plane, et examinons les points 

d'inflexion de cette transformee. 

Eu un point d'inflexion, la courbe traverse sa tangente et 

a trois points infiniment voisins communs avec cette droite, 

qui est dite osculatrice de la courbe. Enroulons la courbe et 

sa tangente, la tangente donnera une helice osculatrice de 

la courbe, ayant avec elle troispoints infiniment voisins com- 

imuns, et mâme plan osculateur; or la courbe est plane, et 

son plan osculateur est le plan de la section, le plan oscula- 

teur de Lhâlice est normal au cylindre : done les poințs d'n- 

flezion de la transformee correspondent auz poinis par lesquels le 

plan dela section est normal au cylindre Ce que nous avons etabli 

precedemment d'une autre maniere. 

Exercices. — On donne un plan P, on le rabat et on 

trace un cercle, rabattement de la section faite par le plan 

P dans un cylindre dont on donne la direction des genera- 

trices mn, mn, 

On coupe ce eylindre par un plan de profil : construire le 

dâveloppement de la' partie du cylindre comprise entre les 

plans Pet R. 
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  SECTIONS PLANES DES CONES 
CONE DE REVOLUTION 

443. Nous vonsiderons un câne de revolution ou câne droit ă base circulaire, et nous nous proposons de construire la see- tion de ce câne par un plan. 
Nous admettons que on saiţ que la section plane d'un câne de râvolution est une ellipse, une hyperbole ou une parabole, nous Tenvoyons pour cette dâmonstration aux Traites de gtomâtrie 6lementaire. 
Nous plagons l'axe du câne vertical et le plan perpendicu- laire au plan vertical, mais les mâthodes que nous indique- rons n'exigeront pas cette situation particulisre et pourronţ sappliquer â un câne etâ un plan places d'une maniăre quelconque par rapport aux plans de projection. > La mâthode generale pour construire Vintersection d'un câne et d'un plan consiste â faire passer des plans par les gen6ratrices du câne ; c'est la mâme que pour construire la section plane d'une pyramide, et nous invitons le lecteur â s'y reporter (241.) 
On cherche done les points de rencontre avec le plan des difierentes gensratrices du câne. (Fig. 324.) 
La genâratrice ol,S7 perce le plan au point projetă ver- ticalement en m” et horizontalement en m; mm! est un point de Vintersection. 
La gânsratrice de contour apparent sf' ok donne le point a,a; la generatrice s, ok donne le point 5,%. On peut construire autant de points que l'on voudra. On peut em- ployer ici une autre mâthode et couper par des plans hori- zontaus. Ainsi le plan horizontal m'w'z' coupe le plan sâcant suivant !horizontale n', nn et le cone suivant un cercle dont



  

GEOMETRIE DESCRIPTIVE. 

le diamâtre est v'z' et qui se projette sur le plan horizontal 

en vraie grandeur suivant le cerecle zv ; les points de ren- 

contre n et n, du cercle et de la droite appartiennent ă Lin- 

tersection, et ieur projection verticale est le point 7. 
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Nous pouvons repeter cette construction, et il est &vident 

que les plans horizontaux extrâmes sont ceux qui passent 

par les points d et par lesquels les horizontales a'a et 45 

du plan sont tangentes aux cercles de section. 

Tangente en un point. — Construisons la tangente ă la 

courbe au point n,n'. La tangente ă la courbe fait partie du
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plan tangent au câne n, n', elle est dans le plan de la courbe, 
donc nous lobtiendrons en tragant lintersection des deux 
plans. La trace horizontale du plan tangent au cone est tan- 
gente â la base au point p; c'est la droite pq, et le pointg est 
la trace de la tangente, le point n, n' âtant un autre point de 
cette droite, la tangente est gn, am; sa projection verticale 
est confondue avec «P' trace du plan secant. 

44%. Axes de Ia courbe. — Si nous cherchons â construire la tangente au point a, a', nous voyons que le plan tangent au câne est le plan de contour apparent vertical sh, et par suite la tangente est !' horizontale a, a. 
De mâme au point 5, & la tangente est !' horizontale d, d, 

Ces deux tangentes sont perpendiculaires â la ligne qui joint leurs points de contact; cette ligne est un aze, les points d,a et b, d sont les sommets dans V'espace, 
Le second axe de la courbe passera donc par le 'milieu de la droite a5, a''; soit €, c' le milieu; le second axe situ dans le plan scant P'aP et perpendiculaire ă a, ab est une ho- rizontale c', def, et les autres sommets son! situ6s sur cette horizontale. 

” 
Nous coupons le câne par le plan horizontal auxiliaire cyp qui contient la droite, et determine le cerele Y7, dont la projection horizontale est 42; les points de rencontre d et f du cerele et de la droite sont les projections des autres som- mets. La courbe a quatre sommets râels, c'est donc une ellipse. Remargue. — Les projections des sommets de l'ellipse dans l'espace sont les sommets de la projection horizontale, parce que lun des axes est horizontal. 

445. WVraie grandeur de la section. — Nous rabattons le plan sâcant sur lun des plans de projection, par exemple sur le plan vertical. Le centre c,c vient se placer en G, tel que cC soit Ggal â l'6loignement je (nous arons ecriţ cette construction au moyen de la ligne de front ci, rabattue en CT), 
Cette ligne de front, est d'ailleurs laxe, et nous y rame- noas les points A et B. 
Le petit axe est rabattu suivant «DCF, perpendiculaire
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ă AB, et nous obtenons le point D en prenant l'6loigne: 
ment c'D gală yd; de mâme cF = yf. 

Nous avons rabattu les points M, M,, N,N, ă laide de 
leurs €loignements. 

Nous obtenons donc facilement la vraie grandeur de la 
courbe. 

Nous nouvons encore construire la tangente au point N, 
en rabattant la tangente construite gn. Le point g est sur la 
trace du plan et se rabat sur «P,, en Q, la tangente est 
done QN. 

446. Nature de la courbe d'intersection. — 

Nous nous sommes bases sur ce que la courbe trouvte a 
quatre sommets reels pour conclure que la courbe est une 
ellipse. 

Mais il est facile de reconnaitre directement la nature de 
la courbe d'intersection. 

Rappelons-nous la methode generale ; les points de la 
courbe d'intersection s'obtiennent en prenant les points de 
rencontre du plan avec les diverses generatrices du câne. 

Pour que la section soit une courbe autre que Lellipse, 
pour qu'elle ait des pointsă Linfini, il faut qu'il y ait des 
points de rencontre des generatrices avec le plan s'eloignant 
ă Linfini ; c'est-ă-dire il faut qu'il y ait des generatrices pa- 
ralleles au plan. 

Nous allons chercher ă reconnaitre si ces gâneratrices 
existent, 

Ces generatrices passent par le sommet, donc si nous con- 
duisons par le sommet un plan parallele au plan secant, elles 
3 seront enticrement contenues. 

HYPERBOLE 

447. Hiyperbole. — Le câne a son sommet au point 
S,S', sa base est le cerele a4; le plan sâcant est P'aP. (Fig. 325.) 

Menons par le sommet un plan paralele au plan secant, 
il suffit de tracer par le point S' une parallâle ă P'a, et le plan 
dont les traces sont S'pim est le plan cherche.
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Les gencratrices contenues dans le plan ont leurs traces 
sur la trace du plan, elles ont leurs traces sur la trace du 
câne ; done, si la trace du plan coupe la trace du câne, comme 
cela a lieu ici aux points 7 et m, nous avonsdeux gen€ratrices 
dans le plan Sln, par suite deux g&neratrices parallăles 
au plan P'«P, et lintersection presente des branches infinies, 
Nous pouvons preciser immediatement la condition neces- 

Fig. 323 
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saire pour que cette disposition se râalise ; il faut rue la trace 

S'p du plan paraliăle soit ă Linterieur du câne, par suite il 

faut que cette ligne fasse avec la ligne de terre un angle plus 

grand que la generatrice SW; or langle de Sf avec LT est 
Vangle du plan Sim ou du plan P'«P avec le plan horizontal. 

II faut donc que le plan donn€ fasse avec le plan horizontal un 

angle plus grand que les generatvices du cne. 

448. Asymptotes. — L'asymptote est une tangente au 

point situ ă Vinfini. Nous appliquons la construction de la 

tangente au point situ6â L'infini, en prenant lintersection du 

plan secant avec le plan tangent au point situs ă linfini, 

c'est-â-dire avec le plan tangent le long de la generatrice 
qui donne le point, generatrice parallăle au plan. 

Le plan tangent suivantla generatrice SI, S'ga pour trace | 

etle pointn est la trace horizontale de lintersection des deux : 

plans, c'est-â-dire de Pasymptote; orle plan tangent passe | 

par la droite SI, S%; le plan sâcant est parallăle âcetite droite, 

doneleur intersection ou lasymptote lui est parallăle; sa pro- 

jection horizontale est ne, sa projection verticale est confon- 

due avec la trace Pra. Si le plan n'tait pas perpendiculaire 

au plan vertical, la projection horizontale s'obtiendrait de la 

m&me manitre et la projection verticale de Pasymptote serait 

parallele â la projection verticale de la gensratrice. Nous 

obtiendrons la seconde asymptote, en menant le plan tan- 

gent le long de la generatrice Sm, Sf; sa trace est mp, le 

point p est la trace de l'asymptote, qui est paralele ă Sm, Sf. 

La projection horizontale de Vasymptote est pc. Le point est | 

la projection du centre de hyberbole. 
Il est facile de voir que la droite ad est la projection ds! 

Paxe, les sommets sont les points k&, k et, b'; car, en ces. 

points, les plans tangents sont perpendiculaires au plan ver- 

tical et leurs intersections avecle plan secant soni des droites : 

horizontales perpendiculaires au plan vertical et projetees 
suivant k, k eth',h; le point oă se eroisent les asymptotes 

doit 6tre au milieu de kb. 
Nous construirons d'ailleurs des points de la courbe en 

employant une des mâthodes indiqutes dans le cas de Il 

lipse. Nous remarquons ici que les points g et r, o la trace 
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du plan croise la trace du câne, sont des points d'intersec- 
tion et la courbe est situte sur les deux nappes; la branche 
projetâeen ghr est place sur la nappe inferieure : nous trou- 
vons l'autre branche projetee en tv sur la nappe superieure. 

Nous avons limite cette seconde nappe ă un plan horizontal 
place au-dessus du sommet â la mâme distance que le plan 
de projection au-dessous, afin d'obtenir un cerele de mâme 
rayon qui se projette en recouvrant le cercle de base; ce 
plan horizontal superieur dstermine dans le plan P lhori- 
zontale £,tv qui fournit les deux points t etv. 

449. WVraie grandeur. — Nous obtiendrons encore la 
vraie grandeur de la courbe en rabattant le plan secant sur 
Vun des plans de projection. | 

Nous avons effectue le rabattement sur le plan vertical. 
Le centre est venu en C,ă une distance Cc, egale ă son 

€loignement, Paxe est une ligne de front projetee sur ad et 
rabattue en KH ; c'est sur cette ligne que se placent les deux 
sommets K et H. 

Nous rabattons les traces horizontales des asymptotes sur 
le rabattement «P, de la trace horizontale du plan, en pre- 
nant aN = an, et aP — ap, eten tracant NC et PC. 

450. Ponctuation. — Nous avons reprâsentă ce qui 
reste du câne apres qu'on a enleve tout ce qui est au-dessus du 
plan secant ; il est facile de comprendre que les deux projec- 
tions de la courbe sont vues. 

PALKTARBOLR 

451, Nous menons par le sommet du câne un plan paral- 
l6le au plan sâcant afin de voir s'il existe des gâncratrices 
du câne parallăles au plan. (Fig. 326.) 

Il arrive que ce plan paraliăle a pour traces S'4'5 et est 
contondu avec le plan tangent au câne. 

La gensratrice de contact S'W, S5, est parallăle au plan 
scant, il y aura des points ă Linfini, mais dans une direction 
unique,
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Cherchons l/'asymptote; nous rappelons que L'asymptote 
est la tangente au point situe ă l'infini, c'est-â-dire Pintersee- 
tion du plan secant avec le plan tangent suivant la genera- 
trice parallele ă ce plan, c'est donc l'intersection du plan P'«P 
avec le plan S'%'P ; ces deux plans sont parallăles et P'asymp- 
tote est rejetee ă linfini. La courbe est une parabole. 

Fig. 3% 

  

  
Nous pouvons encore preciser la condition que doit rem- 

plir le plan secant. 
Le plan SP, plan tangent au câne de r&volution, fait avec 

le plan horizontai le mâme angle que les genratrices. Le 
plan stcant doit faire avec le plan horizontal le mâme angle gue les 
generairices. 

Comme dans les cas precedenis, la ligne projette en abest 
un axe, le sommet est le point e, ; Pautre est ă linfini.      
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SECTIONS PLANES DU CONE, 167 AS1 dis. Coroltaire. —/a ligne projetee en ab, axe de la section plane d'un câne de revolution, est la projection de laze du câne sur le plan secant. 

452. 'TYhâor&me. — Za project on de la section plane d'un câne sur un plan perpendicula'r d Vaze est une section conique qui a pour foyer la projection du somnmet, : Une section conique (uelconque peut âtre definie comme le lieu des points, tels que le rapport de leurs distances ă un point fixe 
et â une Fig. 327 
droite fixe . 
soit cons- so 
tant. N 

Consi - 
derons un 
câne de r€- 
volution 
dont Paxe 7 
est S, s 
dans le 
plan verti- 
cal, la base 
est abc 
dans le PI 
plan hori- 
zontal, coupons par un plan P'aP, perpendiculaire au plan vertical, et construisons le point d'intersection m,m' de la generatrice S5, S'W avec le plan. (Fig. 327.) 

Nous imaginons le plan horizontal qui passe par le som- met, et nous tragons V'horizontale 9:47; nous allons chercher: 
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le rapport E, Prolongeons la verticale mm' jusqu'au plan mw 
horizontal Sg, quelle rencontre en m, et examinons i triangle de Pespace projete sur Sm'm'; appelonsa l'angle pro- jetă en Srm'n' qui est &gal ă langle constant des gensratrices âvec laxe, nous avons Sn (qui est la vraie grandeur du câte S'n) — mim X îga. 

Pore. — 7, 
i2
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Examinons le triangle m'n'g', nous avons dans ce triangle 

mm! = n'q' X î98, en dâsignant par f Vangle nmyg', angle 

constant que fait le plan donne auec le plan horizontal; d'ail- 

leurs n'g'= mr. Nous deduisons done : Sn=mX1g2X 198 

Sm 
ou = tga X tgp = constante. C.Q.F.D. 

Ainsi, dans les trois cas que nous avons successivement 

examin6s, la projection horizontale du sommet ou le centre de la 

base du câne est le foyer de la projection horizontale de la courbe, 

SECTION PLANE D'UN CONE OBLIQUE 

433. — On donne un câne oblique par sa trace dans le 

plan horizontal et par son sommet s, s' ; on se propose de 

construire la section de ce câne par le plan P'aP. (Fig. 328). 

On cherche les points de rencontre des difisrentes genera- 

trices du câne avec le plan en faisant passer des plans par ces 

âroites. On peut employer les plans qui les projettent, soit 

sur le plan vertical, soit sur le plan horizontal. 

En principe, îl faut prendre des plans passant par une 

mâme droite. On construit alors le pointde rencontre de cetiie 

droite avec le plan s&eant etles intersections de tous les plans 

__auxiliaires avec le plan sâcant passent par ce point. 

Nous choisissons des plans verticaux qui passent par le 

sommet, et qui renferment la verticale s, s' de ce point, ver- 

ticale qui perce le plan au point w' obtenu ă laide de Yhori- 

zontale sf, Bo. 
Une generatrice telle que sd, s'b' est contenue dans le plan 

vertical dont la trace horizontale est sbe qui coupe le plan P 

suivantla ligne projetee en ew' nous obtenons le point ff sur 

sb', sb. 

Si nous appliquons cette construction ă toutes les gen& 

ratrices, nous aurons tous les points de Vintersection. | 

Dans le cas de la genratrice sc; sie” qui forme le con- 

tour apparent horizontal, les traces horizontales des plans 

ne se rencontrent pas dans pure ; on prend le point de rez: 

contre g', g des traces verticales et lintersection projetee en 

g'o' donne sur sc, s'e' le point bb. 

S'il arrivait que, par suite de la disposition de la trace du 
a
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plan P, les plans verticaux fussent incommodes, on prendrait 
des plans perpendiculaires au plan vertical, et on commen- 
cerait par chercher le point de rencontre de la perpendicu- 
laire au plan vertical men€e par le sommet avec le plan s6- 
cant. 

Tangentes. La tangente en un point est contenue dans le 
plan de la courbe, et fait partie en mâme temps du plan tan- 
gentă la surface, elle est donc lintersection du plan tangent 
et du plan secant, 

  

  
Pour le point f, p le plan tangent tout le long de la gen6- ratrice qui passe par ce point (359) a pour trace &;, tangente ăla base, et le point oă se croisent les traces horizontales des deux plans est la trace de la tangente ; cette ligne estsf,2/. 
Si nous voulons appliquer cette construction au point
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kk. situe sur la generatrice sd, s'd', la trace du plan tangent 

&tant di n& rencontre pas la trace du plan secant. 

Nous coupons les deux plans par un plan auxiliaire, qui 

est un de ceux que nous avons dejă employ6s pour construire 

Tintersection : par exemple, le plan ggsc; il determine dans 

le plan P la ligne droite dejă construite projetee en gu' ei 

dans le plan tangent une ligne qui a sa trace au point î, qui 

passe par le sommet et qui est proj :tee en st; si croise go 

au point m, projection verticale d'un point de la tangente 

mă&,mk. 

Ponctuation. Nous avons indique (363) la maniăre de re 

connaitre les parties vues et cachees d'un câne. 

Tangentes horizontales. Pour que Vintersection de deux 

plans soit une horizontale, aucun d'eux n'âtant horizontal, 

il faut etil sufâit que leurs traces horizontales soient paral- 

leles. 
Menons donc ă la base des tangentes parallăles ă aP, les 

points situes sur les generatrices des points de contact seront 

les points demandes ; par exemple la tangente an donne la 

generatrice sa, sa, sur laquelle se trouve le point v,v' cons- 

truit corăime les autres points et pour lequel la tangente vu, 

vu est horizontale. On pourrait mener une seconde tangente 

gr parallăle ă «P et obtenir un second point. 

434. Tangente parallile ă une direction donnte. On peut se 

proposer de trouver le point pour lequel la tangente est pa- 

rallâle ă une direction donnce; la tangente &tant dans le plan 

s&cant, la direction doit &tre paraliele au plan secant, et on 

peut prendre une droite du plan. 

Pour que lintersection de deux plans soit paraliâle ă une 

droite, il faut que les deux plans soient paralleles â cette 

droite ; le plan secant remplit cette condition; îl faut cons- 

truire un plan tangent paralăle ă la direction donnee (369). 

Nous allons appliquer cette construction â la recherche du 

point le plus ă droite et du point le plus ă gauche de la courbe 

dintersection,c'est-ă-dire des points pour lesquels les projec- 

tions 'de la tangente sont confondues sur une perpendicu- 

laire ă la ligne de terre. (Fig. 329.) 

La tangente est alors dans un plan de profil, elle est dans  
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le plan secant, done parallăle ă Pintersection d'un plan de 
profil quelconque avec le plan secant. 

Le plan de profil QQ' donne dans le plan stcant la ligne as, 
av, il faut mener au câne un plan tangent parallele â cette 
droite. 

La parallele â as, a, mense par le sommet est une 
droite de profil dont nous devons prendre la trace horizon- 
tale (59.) | 

- Nous rabattons le plan Q sur le plan horizontal, et 13 

  
droite abab se rabat en âd;; nous rabattons de mâme le plan de prof Qui passe parle sommet, le point s,s vient en sp: e menons la paraliăle "că ab, et le noi 
hora p 4 1 et le point c est la trace 

1 La trace du plan tangent est cd qui touche le câne suivant 36, sd'; ce plan tangent coupe le plan P suivant une droite e profil dont la trace est ft dont les projections sonţ fhh';
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fe point h,k auquel cette droite croise la gâneratrice, est le 

point cherche. 

On peut mener un second plan tangent dont la trace 

est ce qui donne les points m, m! sur la generatrice se, se. 

Tangente passant par un point. Le point donne est neces- 

sairement dans le plan s&cant; on conduira par ce point uo 

plan tangent au câne; etil est &vident qu'au point d'intersec- 

tion situ€ sur la gân6ratrice de contact, la tangente passera 

par le point donne. 

133. Branches infinies. — (Fig. 330). La marche 

suivie pour trouver les points de la courbe d'intersection 

  
montre que on obtiendra des points ă Linfini, si Von a des 
generatrices du câne parallăles au plan secant.  
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Pour le reconnaitre, on mâne par le sommet du câne 
un plan parallele au plan secant ; nous avons obtenu ce plan 
au moyen de l'horizontale sd, s'd' (102) et les traces sont Q£Q: 
si ce plan paraliâle coupe le câne, ce qu'on reconnattra â ce 
que la trace du plan rencontre la trace du câne, il y aura des 
generatrices contenues dans le plan Qet parallăles au plan P. 

Nous trouvons deux generatrices sa, sa! et sd, sW' dans le 
plan Q, et ce sont celles qui rencontreront le plan Pă L'infini. 
Lasymptote est la tangente en un point situ d Linfini. Nous 
allons done prendre Lintersection du plan secant avec le 
plan tangent le long de la generatrice qui donne le point ă 
Vinfini, 

Le plan tangent suivant sa, s'a'a pour trace aj, et le point 4 
est la trace de lasymptote; cette ligne, intersection d'un plan 
contenant la droite sa,s'a' et d'un plan parallăle â cette droite, 
lui est parallle, elle est doncdeterminee etses projectionssont 
ho, paralele â sa et /'o' parallele ă s'a”. De mâme la seconde 
asymptote est fo, fo' paraliăle ă să, să. On doit verifier que 
ces deux lignes . :, 

se coupent en , 

unpointo,0.La  ş; e NP 

section est de fi 
forme hyperbo- 
bque et sera, 

une hyperbole 
si la courbe de 
baseducâneest 
une courbe du 
second degre.   

456. Il peut 
arriver que le 

„plan Q'pQ, pa- 
raliele au plan 

„a
e 

me
 

a 
me 

nt 
en 

a 
a
a
a
 

m
m
m
 

e 
in
a 

am
 
r
m
 

m
m
m
 

i 

  

S 
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s
 ? , Ș 

secant P'a P 4 Să 7 , 

touche ie câne, / 
ce qu On recon- he fe 

naitţă ce que la 
trace du plan est tangente ă la trace du câne. (Fig. 331.
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Alors on trouve la generatrice sa, s'a' parallăle au plan, il y a 
encore des pointsă linfini. Mais le plan tangent au câne sui- 
vant la generatrice sa,sa n'est autre que le plan Q'PQ, paral- 
lele au plan P, etl'asymptoteintersection de ces deux plansest 

rejetee â Pinfini; la section est de forme paraboligue et sera 
une parabole si la base du câne estune courbe du second degre; 
dans ce cas, la generatrice sa, s'a' est parallăleă laxe de la 
parabole. 

Remargque. — La, forme de la courbe, base du câne est indif- 
ferente. Le câne ayant pour base une courbe du second degre 
peut toujours âtre coupe par un plan suivant une quelconque 
des trois coniques. Les genâratrices passant par le sommet 
â distance finie ne peuvent s'eloigneră Vinfini, et ne peuvent 
couper le plan secant â linfini que si elles lui sont paral- 
lâles. 

457. Sommets. La courbe €tant une hyperbole, on cherche 
les asymptotes, et la bissectrice de leur angle est l'axe, on 
construit ensuite, en employantla mâthode que nous indi- 
quons plus loin (458) les points de rencontre de cette bissec- 
trice avec le câne ; ou bien, on peut repeter les constructions 
connues en cherchant les points pour lesquels la tangente â la 
section est perpendiculaire ă Ja bissectrice (454). (Voir aussi 
44 bis). 

Les sommets, ainsi obtenus sont les. sommets reels dans 

“Vespace, utiles pour connaitre la vraie grandeur de la courbe. 
Les sommets de la projection horizontale s'obtiendront en 

tracant dans le plan une droite dont la projection ho- 
rizontale soit perpendiculaire ă la bissectrice de langle forme . 
par les projections horizontales des asymptotes, et en cons- 
truisant les points pour lesquels la tangente est parallăle ă 
cette droite (454). 

De m6me pour la projecţion verticale. 
Dans le cas de la section parabolique, les diameâtres de la 

parabole sont parallăles â la g&ncratrice qui est parallăle au 
plan, on cherchera encore les points de la courbe pour les- 
quels la tangente est'perpendiculaire ă ces diamâtres. (Voir 
442 bis.) Nous engageons les lecteurs ă faire ces construclions 
qui sont des exercices trăs utiles,
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liaires passant par une droite. 

457 bis. Sect 
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Construire la section du câne par le plan. 

Nous allons couper le câne par des plans auxiliaires conte- 

- nant des generatrices. Ces plans passeront par le sommet et 

nous les ferons passer par une droite mense par ce point et 

qui peut &tre une generatrice Sp, Sp'. 

Nous cherehons le point oi cette gensratrice perce le 

plan secant P; nous avons fait la construction en employant, 

comme plan auxiliaire le plan qui projette horizontalement 

la droite; ce plan coupe le plan P suivant la droite gz, yz' qui 

dâtermine sur Sp, Sp' le point g, g. 

Les intersecțions des plans menâs par cette droite avec le 

plan B' passeront par le point pp'; les intersections de ces 

mâ&mes plans avec le plan P passeront par le point g, g. Les 

droites suivant lesquelles un mâme plan coupe B' et P se croi- 

seront en un point de la droite I, intersection des deux plans 

B' et P, intersection que nous construisons dW'abord, et qui se 

projette en gf. 
Nous nous proposons, par exemple, de chercher le point 

oi la generatrice de contour apparent horizontal dont la pro- 

jection est Sd perce le plan P. Nous imaginons le plan 

passant par cette generatrice et la droite Sp, Sp'; ce plan . 

coupe le plan B' suivant la droite projetee en pir, et le plan 

P suivant la droite projetee en r/q; cette derniăre croise Sd | 

au point, projection horizontale du point cherche (la pro- : 

jection verticale n'est pas figure). 

Mâme construction pour la seconde gântratrice de con- | 

tour apparent projetee en Sb; les lignes correspondantes sont ! 

pbu et uvg , le point cherche est projete en o. 

Mâme construction non figuree pour une generatrice quel- : 

conque. 
Gensratrice de contour apparent vertical Sc, Ye. 

L'intersection du plan men6 par Sc, Se et Sp, Sp' avec | 

B' ne coupera pas la droite I dans l'epure (pc ne coupe pas Il: 

dans P'&pure). Nous changeons la, droite auzxiliaire; nous pre- | 

mons, par exemple, la gensratrice projetee sur Sb et sur lar 

quelle nous avons obtenu un point d'intersection projete en v. 

La trace du plan auxiliaire sur B' est projetee suivant cbr, . 

Ja trace du plan auxiliaire sur P est projete suivant zuw, le 

point to, w' est le point cherche. -  
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Ces construetions sont absolument identiques ă celles que 
nous avons dejă faites pour les eylindres (130-2%).- 

La construction de la tangente en un point se fera encore 
de la mâme maniăre, 

Ces constructions peuvent encore s'expliquer comme deş 
applications des proprictes des figures homologiques; le 
sommet du câne est alors le centre d'homologie. 

Branches înfinies. — Nous appliquons la mâ&thode generale: 
Nous cherchons s'il y a sur le câne des generatrices pa- 

raligles au plan P; pour cela, nous menons par le sommet 
du câne un plan parallâle au plan P et nous prenons son in- 
tersection avec B'. 

Nous dâterminons le plan parallăle en conduisant par S,Y 
une parallele S;, Sâ eg, eg'; cette parallăle coupe B'au point 
î, î; par le point i, nous menons i/m parallăle ă gf. La ligne 
ilm, projection de lintersection du plan paralele ă P avec B', 
croise la courbe aux points dont les projections sont /, / et 
m, m" : les generatrices SI, Si et Sm, S'm' sont parallâles aw 
plan P. 

Nous conduisons les plans tangents suivant ces gânâra- 
trices; leurs traces sur le plan de la base B' sont les tangen- . 
tes projetees en lo et en mn; les points n, wet o, o sont les. 
traces des asymptotes sur le plan B'; les projections des 
asyraptotes sont nw, n'w” parallâle â Sm, S'm! et ov, o'w' paral- 
le â Si, Sr. 

457 ter. Section plane d'un câne de r&volu- 
tion. . 

On definit un câne de revolution par son axe, son sommet 
et son angle genârateur; on definit un plan par deux droites : 
construire lintersection du câne avec le plan. 

Nous construirons, comme nous lavons explique (411), le 
rayon d'une sphâreayant son centre en un point pris sur Vaxe, 
afin de figurer les contours apparents du câne. 

Nous emploierons des plans auzxiliaires verticaux passant 
par le sommet du câne, c'est-â-dire par la verticale du som= 
met (453). 

Un de ces plans verticaux coupe la sphâre suivant un 
petit cercle, et le câne suivant deux genzratrices tangentes 
â ce petit cerele, On rabattra ce plan sur un plan horizontal
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pour tracer les rabattements du cercle et des gântratrices 
qv'on rel&vera ensuite. C'est la construction que nous avons 
expliquce pour le cylindre de revolution, nous n'y reviendrons 
pas (430 guater). 

Nous nous proposons d'obtenir les axes de la section. 

437 gualer. 'EWheoreme. — Za projection de Vaze du 
câne sur le plan secant est un axe de la section. 

Construisons la projection de Paxe du câne sur'le plan P; 
pour cela, nous menons par un point quelconque de l'axe une 
perpendiculaire au plan P; le plan determine par l'axe et la 
perpendiculaire coupe le plan P suivant la projection cher- 
chee : droite D. 

Determinons les points ou cette droite D coupe le câne 
(458); ce sont deux points de lintersection du câne et du 
plan, et ces points sont des sommets. En effet : en chacun de 
ces points le plan tangent au câne est perpendiculaire au 
plan meridien qui est le plan projetant l'axe surle plan P; le 
plan secant est aussi perpendiculaire ă ce plan meridien ; la 
tangente, ă la section, est done perpendiculaire ă ce plan. 

| Ainsi les tangentes ă la courbe, aux points od la droite D 
coupe le câne, sont paralleles entre elles et perpendiculaires 

'ă la droite D; cette droite est done un axe de la section. 

Le second axe s'obtiendra en menant dans le plan P une 
perpendiculaire ă la droite D, par le milieu de cette droite; 
les points de rencontre de cette perpendiculaire avec le 
câne sont les autres sommets. 

437 guinto. Branches infânies. — On mânera par le 
sommet du câne plan parallăle au plan P; on cherchera 
lintersection de ce plan avec la sphăre, et on mânera par le 
sommet des tangentes â cette intersection. Si le plan paral- 
Ile coupe la sphere, les tangentes seront les gensratrices pa- 
rall6les au plan P, il y aura branches infinies. Si le plan est 
tangent ă la sphere, et par suite au câne, la courbe sera pa- 
rabolique. 

Remarque. La droite D €tant dans un mâme plan avec 
laxe coupera toujours le câne en deuz points rsels; la droite 
est donc Paxe rsel de la section hyperbolique (cette remarque 
sera utile plus loin).
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Nous engageons les Elâves ă effectuer toutes ces construc- 
tions. 

458. Probleme. — Construire les points de rencontre 
dune droite et d'un cne. (Fig. 332.) 

Le câne a son sommet au point $,S', et sa base est ab dans 
le plan horizontal. 

La droite a pour projections cd, “d. 
La mâthode consiste â faire passer un plan par la droite 

et par le sommet du câne, ce plan coupe le câne suivant des 
generatrices, dont les traces sont au point de rencontre de 
lattace du plan et de la trace du câne, et ces generatrices - 
croisent la droite aux points cherches. ” 

Nous menons par le sommet une parallâle Sf, Sf ă la 
droite, cette parallăle a sa trace au point f. 

a 
Pu
i 

  

La droite donnte a sa trace au point c, et cf est la trace 
du plan qui rencontre la trace du câne en a et d, (246), 

Nous menons les gencratrices dont les projections sont aS 
et 5S qui determinent sur la droite les points cherchâs 1,I 
et mm.
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4239. Nous allons d'aboră exposer les principes sur lesquels 

est basce la construction du developpement d'un câne, et nous 

allons les deduire du developpement d'une pyramide. Nous 

considerons la pyramide SABCD (fig. 333) que nous propo- | 

sons de d&velopper sur le plan de la face SBC. La face SCD . 

tournera autour de SC, le point D d&crivant un cercle dans | 

un plan perpendiculaire â SC, en sorte que dans toutes ses . 

positions ce triangle restera €gal â lui-mâme; lorsque le . 

plan SCD sera confondu avec le plan BSC, on fera tourner la 

face SDE autour de SD 

Fig. 353 pour la ramener dans le 

S plan des deux autres. Le 

| polygone BCD.E. aura 

donc la mâme longueur que 

le polygone BCDE; si la 

pyramide est inscrite dans 

un câne, et qu'on augmente 

indefiniment le nombre de 

ses faces, les polygones suc 

cessifs developpes auront 

. mâme longueur que les po- 

c a lygones traces sur la py- 

ramide, et les limites de 

ces quantitts toujours €gales sont &gales. Nous enoncerons 

done cette propriste : 
1* La longueur d'un are de courbe tracde sur le câne seră 

conservâe dans le developpement. 
De 'âgalite constante entre les triangles de l'espace et les 

iriangles ramenes sur un plan râsultent encore les autrtă 

propriâtes : 

  - 
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2 Les longueurs des portions de generatrices comprises 
entre le sommet et une courbe tracee sur le câne sont con= 
servees dans le developpement. 

3 Les angles que forment les câtes du polygone qui de- 
viennent des tangentes ă la courbe avec les genâratrices se 
conservent dans le developpement. 

460. 'TYh6oreme. — La transformee de la section plune 
dun câne presente un point d'inflezion au point oă le plan stcant 
est perpendiculaire au plan tangent,  moans que le plan stcant me 
soit en meme temps perpendiculaire d la generatrice de contact. 
(Fig. 334.) 

Considerons encore une pyramide inscrite dans le câne, 
la limite de la face SBC lorsque Jarâte SC se rapproche 
de SB est le plan tangent au câne suivant SB. | 

Nous concevons un plan secant P, qui reste constamment 
perpendiculaire ă la face SBC, et qui devient la limite per- 
pendiculaire au plan tangent suivant SB, c'est-â-dire normal 
au cone ; il coupe la pyramide suivant un polygone ABCDE 
qui sera â la limite la section plane du câne. 

Le plan est oblique par rapport ă SB. 

  

  

La ligne BC, intersection de deux plans perpendiculaires, 
est la projection sur P des deux droites SB et SC. Supposons 
due langle SCK soit aigu, il en est n6cessairement de mâme 
de SBK î la limite, et langle SCK est plus petit que Tan- 
gle SCD.
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Done, dansle developpement, "element CD viendra occuper 

une position CD,, exterieure ă Pangle SCK, etil en sera de 

mâme ă la limite, 

L'angle SBH est obtus et plus grand que SBA ; donc, dans 

le d&veloppement, la droite BA viendra occuper une posi- 

tion BA, interieure ă langle SBH, et i en sera de mâmeă 

la limite. On voit done que, au moment oi BC sera devenu 

la tangente au polygone de section, la transformee de la 

courbe de section aura un point infiniment voisin du point de 

contact au-dessous de la tangente, et un autre point infini- 

ment voisin de l'autre câte au-dessus, la tangente ă la trans- 

formee traverse la courbe, 27 y a point d'nflezion. 

Reprenons la pyramide, et supposons que le plan secant 

soit perpendiculaire au plan de la face SCD, et en mâme temps 

a la gensratrice SC. L'angle SCH est droit ainsi que SCB. 

CB est la projection de SB sur le plan P ; Vangle SBC est 

n&cessairement aigu et son supplement SBK qui est obtus est 

plus grand que SBA. 
Quand on fait le dâveloppement, le point B vient d'abord 

S 

     
  

se placer sur le prolongement de CD, par exemple en B,, et 

la ligne AB vient dans Vinterieur de Vangle SB.„H au-dessus 

de BC. Lorsque larâte SD est venue se confonăre avec SC, 

Pangle SDL est droit ainsi que Vangle SDE, et le mâme rai- 

sonnement montre que E viendra en E, sur le prolongement 

de CD, tandis que EF se placera en RF, dans Vinterieur de 

i angle SE,L au-dessus de la tangente CD. 

Îl est done visible qu'aprâs le developpement la trans-
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formee sera tout enticre dans le voisinage du point de con- 
tact, d'un mâme câte par rapport ă la tangente; en m&me 
temps, cette transformee aura avec sa tangente quatre points 
infiniment voisins confondus, et le point qui en râsulte est un 
point meplat. 

461. Developpement d'un câne de râvolu- 
tion. , 

Nous allons appliquer ces principes au dâveloppement 
d'un câne de revolution sur lequel nous avons obtenu une sec- 
tion elliptique. (Fig. 336.) 

Nous avons pris un plan sâcant P'=P pevpendiculaire au 
plan vertical et faisant avec le plan horizontal un angle plus 
petit que langle des gensratrices du câne (463). 

La section projetee verticalement suivant cd se projette 
horizontalement suivant une ellipse dont ed est le grand axe, 
nous avons obtenu les points zi4ley, et la tangente eg au 
point e au moyen du plan. tangent dont la trace est fg. 

Nous avons construit l6g points pour lesquels latransformee 
prâsente une inflexion, points caracteris6s par ce fait que les 
plans tangents au câne sont perpendiculaires au plan sâcant, 
en menant par le sommet du câne une perpendiculaire sp', sp 
au plan P et en faisant passer par cette droite des plans tan- 
gents au,cone ; les traces de ces plans sont pgz et pro, les 
generatrices du contact projettes en sg et sr ont pour projec- 
tion verticale commune s'g'; les points qui donneront des 
points d'inflexion sont projetes en t et u, leur projection ver- . 
ticale est w'. Les tangentes an ces points ont pour projee- 
tion vu et tz qui doivent passer par le point 0,0 ai la perpen- 
diculaire s'p',sp perce le plan. 

Nous allons dâvelopper le câne sur le plan tangent sui- 
vant la generatrice sa, s'a, en louvrant suivant la genâra- 
irice sb, sb choisie uniquement par raison de symâtrie. 

Les longueurs des gencratrices ne changent pas dans le 
lSreloppement, toutes les longueurs comprises entre le 
iommet et la base qui est la section droite sont €gaies entre 
elles, et par consequent, cette base se d&veloppera suivant un 
erele dont le rayon est Egal ă sa, et que nous tracons. 
(Fig. 337.) 

Por. —T. IL 13 

= a
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On peut calculer Vangle du secteur qui correspond ă lare 

utile: en nommant R le rayon de la circonference de base 

R, le rayon du developpement, la longueur de larc = 27R, 

et nous pouvons, en appelant e Vangle du secteur, 6crire : 

wo 2rR __ R 

360 O Ra RI 
Cet angle w pourra &tre utile pour vrifier le resultat, 

mais il est necessaire de porter sur lare, ă partir d'un point 

fixe, des longueurs absolues egales aux longueurs mesurses 

sur la base, afin de placer successivement les generatrices. 

Partons d'un point B, et portons des grandeurs âgales aux 

vraies grandeurs des ares bn, nf, fi, wr, ra...+., on partagera 

ces ares en parties assez petites pour que la corde puisse âtre 

prise pour l'arc sans erreur sensible, et on reportera ces par- 

ties sur le developpement. . 
Le secteur sur lequel se deroulera la surface du cne 

est B,S,B,, qwon pourra verifier au mojen de langle w; et 

on tracera toutes les gensratrices des points qu'on a deter- 
mines. Sur les generatrices, on prendra ă partir du sommet, 

des longueurs 6gales aux vraies longueurs comprises entre le 

sommet et les points de la courbe, et on les obtiendra d'abord 

en faisant tourner toutes les generatrices autour de l'axe 
pour les amener ă coincider avec la generatrice de front s'a',sa. 
(Fig. 336). Dans ce mouvement de rotation, tous les points se 
deplaceront sur des cereles horizontaux projetes verticale- 
ment suivant les horizontales kA, ee, yu, uu',, et dont la 
projection horizontale est inutile, et les grandeurs cherehees 
sont se, su, s*y,, se, SP, ets'd' qu'on porte sur les genera- 
trices correspondantes sur le developpement, de mani6re ă 

obtenir la courbe transforme D,LEYUCTZIKD;. 

462. Yangente. — Construisons la tangente 4 la 
transformee au point E (nous avons construit la tangente ă 
la courbe au point e,e). Cette tangente fait partie dans L'es- 
pace d'un triangle projete suivant egf (fig. 336), rectangle 
en F, dans lequel nous connaissons fg qui est en vraie gtan- 
deur, la vraie grandeur de ef, qui est e,a', 6gale ă la genera- 
trice diminuse de s'e, et nous pouvons construire ce triangle



  

DEVELOPPEMENT DU CONE. 181 

rectangle sur le d&veloppement afin d'obtenir l'angle aigu 
que fait la tangente avec la gen6ratrice. Nous avons (fig. 337) 
EF en vraie grandeur, nous 6levons une perpendiculaire FG 
egale ă f, et l'hypotenuse est la tangente au point E; nous 
devons faire observer qu'il faut mener la perpendiculaire dans 
le sens convenable; en developpant le câne tous les plans 
tangents se rabattent successivement sur le plan du deve- 
loppement, de maniere ă ce que les points conservent les uns 
par rapport aux autres les mâmes positions relatives; le 
point g restera place au delă du point f par rapport au point a. 

Nous avons vu que la transformee offrira des points d'in- 
flexion aux points T et U; nous pouvons construire la tan- 
gente au point U par la mâme meâthode que nous venons 
d'employer (UR = ua, RV =). 

Aux points c' et d' la tangente est perpendiculaire ă la 
gen6ratrice, il en sera de mâme au point C et aux points D, 
et Da. Ce qui donne âă la courbe transformee la forme que 
nous avons dessince, Nous voyons d&s maintenant que la per- 
pendiculaire s'p', sp au plan P menee par le sommet du câne 
peut tomber dans L'interieur du câne, et dâs lors, il est impos- 
sible de mener des plans tangenis par cette droite, et la 
transformee peut ne pas presenter de points d'inflexion. Nous 
ferons tout ă Lheure la discussion des cas dans lesquels on 
trouve une inflexion. 

463. Section hyperbolique. (Fig. 338.) 

Le plan est P'aP faisant avec le plan horizontal un angie 
plus grand que les gân&ratrices du câne. La section est une 
hyperbole (467) ; les sommets sont c,c et d,d. Nous menons 
un plan parallele au plan P par s,s', il determine deux genâ- 
ratrices parallâles au plan P projetees en Si et Sk; les plans 
tangents suivant ces generatrices coupent le plan P suivant 
les asymptotes parallăles aux gencratrices et projetees en 7o 
et mo. D'ailleurs, les points cet f oă la trace du plan rencon- 
tre la base du câne appartiennent ă la courbe; nous avons 
limite le câne ă un plan horizontal a,b, la courbe a pour 
projection horizontale ec/ et gdă. 

Noâs representons la partie du câne situte au-dessous du 
Plan secant et comprise entre le plan a, b, et le plan hori- 
zontal,
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Premizre forme de Ia trans/ormte (fig. 339). — Developpons 

Je câne sur le plan tangent le long de la gensratrice s'a', sa, 

en Vouvrant ă cause de la symetrie par la genratrice 

opposee s'b', sb. Le rayon du cerele qui sera la transformee de 

Ja base est egal ă sa”, et, en prenant de petits ares successifs, 

nous voyons que la nappe inferieure du câne se developpe sur 

le secteur B.AB;. 

Si nous d&veloppons du mBme coup la nappe superieure, 

les generatrices se prolongent, langle du secteur est done le 

m&me que celui que nous avons oblenu, et la nappe supe- 

rieure recouvre dans le d&veloppement le secteur B:A,B, ; le 

rayon du cercle transforme de la base superieure est sa'i. 

La courbe situce sur la nappe înferieure aura pour trans- 

formâe ECE, obtenue en prenant sur les difierentes genera- 

trices, des longueurs €gales aux vraies grandeurs comprises 

entre le sommet et la courbe. (Nous n'avons pas indiqu€ ces 

constructions, identiques ă celles que nous avons dessinces 

dans le cas de la section elliptique). 

La courbe situse sur la nappe superieure va se decomposer 

en deux parties, car la generatrice s',, prolongement des, 

sur laquelle se trouve le sommet d”, est celle suivant laquelle on 

ouvre le câne, nous aurons deux arcs separes DiTH et D,VG. 

On pourrait construire les tangentes en differents points 

de ces courbes, nous. ne repâtons pas ces constructions dsjă 

faites (482). Nous observons seulement qu'au point C la tan- 

gente doit 8tre perpendiculaire ă la gen6ratrice comme au 

point c,c; de mâme aux points D,„Da la tangente est perpen- 

diculaire ă SD, et SI;. 

Cherchons les points d'inflexion pour Jesquels le plan tan- 

gent est perpendiculaire au plan sâcant (430), en tracant par 

le sommet une perpendiculaire sp'g”, spg (fig. 338) au plan 

gecant, et en conduisant par cette droite des plans tangents 

au câne; ensuite nous prendrons les points situes sur les ge- 

n&ratrices de contact projetees en sz etsr : soient v et t leurs 

projections, nous les reportons sur le developpement, ils se 

trouvent sur les branches separces de la courbe en VetT. 

(Nous n'avons pas figure les constructions pour ne pas coarger 

la figure, comme aussi nous: p'avons pas trace les tangentes 

aux points d'inflexion; nous renvoyons au cas de l'ellipse.)
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464. Asymptotes. — Nous figurons d'abord les gens- 
ratrices paralleles aux asymptotes en prenant les arcs AI 
et AK 6gaux â az et ak et tragant SI et SK; c'est sur ces 
droites que se trouvent les points ă linfini. Or, quand nous 
developpons le câne, nous devons supposer que chaque plan 
tangent se rabat dans le plan du developpement avec toutes 
les lignes qu'il contient, les lignes conservant les unes par 
rapport aux autres la mâme position relative ; les asymptotes 
sont done paralleles â SI et SK etâ la m6me distance de ces: 
droites que dans l'espace, distance qui est donnce en vraie 
grandeur en îm et A. 

Autrement, on peut dire que l'asymptote est la tan- 
gente au point situ€ â Iinfini sur la gensratrice SI, et si 
nous considerons le triangle rectangle efy de la figure 337 
(cas de lellipse), dont I'hypotenuse est la tangente, /ş 
est le cât6 analogue â im, le sommet e s'eloiguant 3 Vinfini, 
Ihypotenuse devient parallâle au cât6 ef, c'est-ă-dire â la 
generatrice. | 

Donc, nous prendrons sur une perpendiculare IM â SI une 
longueur 6gale ă im, et M sera un point de lasymptote Mu 
parallele ă SI; nous obtiendrons de mâme la seconde asymp- 
tote Lw parallâle ă SK, et ces deux asymptotes se croisent, ă 
zause de la symetrie de Ia figure, en un point w situc sur SA. 
Mais ce point w n'est pas la transformee du point 0,0”, centre 
de I'hyperbole ; il râsulte des rabattements successifs et inde- 
pendants des deux plans tangents qui contiennent les deux 
asymptotes, et la distance Mo n'est pas egale ă la vraie gran- 
deur de om. 

Les gencratrices qui donnent les points ă Linfini sur les 
secondes branches sont les mâmes, et les asymptotes, restant 
â la mâme distance de ces genâratrices, ne sont autres que 
celles que nous avons dâjă tracses. 

Finalement la courbe a la forme dessine surla figure 339, 
e nous avons tenu compte dans la reprâsentation du dâve- 
loppement de la convention que nous avons faite relativement 
ă la representation du câne. 

Nous remarquons que cette courbe est bien situte de part 
e d'autre des asymptotes comme cela doit &tre.
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465. 2* forme de la transforme. 

Les deux points d'inflexion se trouvent ici sur les bran- 

ches isoles, mais il est evident que si nous avions d&veloppe 

le câne sur le plan tangent suivant la generatrice sb', sb, les 

inflexions n'auraient pas change de position sur la courbe. 

La, courbe situtesurla nappe inferieure, ouverte alors suivant 

la gântratrice s'a',sa, se serait dâcomposse en deux parties 

sans inflexion ; la courbe situte sur la nappe superieure au- 

rait fait une seule courbe continue avec deux inflexions. De 

la une seconde forme que nous allons €tudier en disposant 

une figure speciale pour plus de clarte. 

Nous avons pris (fig. 340) le plan P'«P, nous avons cons- 

truit la courbe et ses asymptotes. Le câne a €te limite â un 

plan horizontal superieur, tel que la base soit plus grande 

que la base inferieure, simplement povr augmenter un peu 

Vâtendue de la branche men. Nous avons construit les pointe 

qui donneront des points d'inflexion sur la transformee en 

menant s'p'g', spg, perpendiculaire au plan P, et nousobtenons 

les points projetâs en £ et» situes sur la courbe inferieure. 

Remarquons que nous pouvons considârer I'hyperbole 

comme la directrice du câne; alors nous menons par le 

point p',p, oă la perpendiculaire perce le plan, les tangentes 

ă 'hyperbole ; leurs projections sont pv et pt. 

Nous avons dâjă indique cette construction ă propos de la 

section elliptique (463). Or si nous examinons la position du 

point p” par rapport au centre o' de l'hyperbole situ€ au mi- 

lieu de lintervalle cd des sommets, ce point tombe au-des- 

sous du centre, et nous ne pourrons mener des tangentes ă 

Yhyperbole que sur la courbe kdpsituce dans l'angle inferieur 

des asymptotes; nous avions vu ce fait en construisant les 

points vett, mais on peut, sans construire les points, se rendre 

coapte de la partie sur laquelle seront les inflexions. 

D&veloppons sur le plan tangent le long de la genera: 

trice s'a', sa, en ouvrant par la generatrice, oppose sb', sd. 

Nous obtenons, en optrant comme plus haut, le sec- 

teur B,AB, pour la nappe inferieure, et le secteur BsA,B, 

pour la nappe superieure. (Fig. 341). 
La courbe inf&rieure se developpe suivant la courbe con- 

tinue LVDTK, ayant en D la tangente perpendiculaire ă la  
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generatrice SA ; et ayant des points d'inflexion en V et T sur 
les gensratrices SR et SX. 

Les asymptotes, construites comme nous lavons expose 
dans le cas precâdent, sont Gw et Hw et EH (gală ea), est 
plus grand que EK (egală ek); la courbe n'est plus comprise 
dans langle des asymptotes, elle les coupe pour prendre la 
forme que nous avons dessine. 

La courbe superieure donne deux branches separees, nor- 
males aux gensratrices aux points C, et Ca, situces au-des- 
sous des asymptotes qw'elles ne iraversent pas et ne presen- 
tant pas d'inflexions. 

Nous observons encore que les branches infinies sont bien 
situces de part et d'autre des asymptotes. 

Nous avons tenu compte encore dans la representation du 
developpement de la convention que nous avions etablie sur 
la representation du câne. 

466. 8e forme de la transformâe : /nflezion d 
Pinfini. (Fig. 342.) 

Nous prenons le plan PP” parallăleă axe et perpendicu- 
laire au plan vertical, c'est done un plan de profi. 

L'hyperbole est projetee suivant ln" et 4? sur le plan ver- 
tical et suivant Ignm sur le plan horizontal. 

Les traces des asymptotes sont les pointse et f, et ces asymp- 
totes dans l'espace sont parallâles aux generatrices sc et sd. 

La perpendiculaire au plan P mente par le sommet est 
horizontale, et il en resulte que les plans tangents menes par 
cette droite ont leurs traces parallăles ă la ligne de terre et 
touchent le câne, suivant les gensratrices sc et sd qui don- 
nent les points ă infini. Les deux points d'inflexion sont ă 
Vinfini. On peut encore observer que la perpendiculaire sp' 
rencontre le plan precis&ment au milieu de Hk, c'est-ă-dire 
au centre de l'hyperbole, et que les tangentes qu'on peut 
tracer par ce point ă !'hyperbole sont les asymptotes. 

Nous developpons sur le plan tangent le long de la gen&- 
ratrice s'a', sa en ouvrant le câne par la generatrice oppo- 
s& sb, sb; le secteur recouvert par la nappe inferieure 
est B,AB, (fig. 343). Le secteur recouvert par la nappe sup6- 

-rieure est Bs44B,.
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Nous tragons les genâratrices SC et SD et les asymptotes 
qui leur sont parallâles Ev et Fo. 

La branche inferieure ne peut traverser les asymptotes 

sans quoi il y aurait inflexion, elle est;dans l'angle EoF; c'est 

MHL construit comme precedemment. 

Les deux branches seâparces K,N et K,Q se placent comme 

nous l'avons figure, en sorte que les deux branches qui ont 

la mâme asymptote sont du mâme câtâ:de cette asymptote, 

c'est la forme correspondante au point d'inflexion situe â 

Linfini (503). 

"467. 4* forme de la transforme? Aucune în-- 

flezion. 
Le plan est PaP'. (Fig. 344.) 
Les sommets de la section sont e,c'et dd. 
Les genratrices paralleles au plan sont se et sf, 
Les asymptotes sont bv et gu. 

Nous limitons le câne au plan horizontal %,% qui donne 

un cercle projete en d,kl. 
Nous observons que la perpendiculaire sip' men€e au plan P 

par le sommet tombe ă Linterieur du câne, par consequent 

la transformâe n'aura pas de points d'inflexion. 

Nous developpons le câne sur le plan tangent le long de 

la generatrice s'a', et nous construisons comme dans les cas 

precedents le secteur sur lequel se developpe le câne. La 

nappe inferieure recouvre le secteur B,ABa= et la courbe 

est ICM ; les asymptotes sont Hu et Gu. (Fig. 345). 

La nappe supericure se developpe sur le secteur B.A,B, 

(figure seulement en partie sur le dessin), et la courbe, de- 

composee en deux branches DL et D+K, a les mâmes asymp- 

totes que la premitre, et est situce par rapport â ces droites 

de câtes differenis. 

468. 3 forme de la transfo»mâe : Point me- 

plat. 
Si le plan PaP” âtait perpendiculaire ă sa, le sommet € 

serait le pied de la perpendiculaire sp” (fig. 344), îl n'y aurait 
pas d'inflexion, seulement la transformee aurait au point C 

un point meplat; et sa forme ne differe pas sensiblement de 
celle que nous avons dessince. (Fig. 345.) 
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DEVELOPPEMENT DU CONE, - 187 
Remarque commune. — Les formes que nous venons d'&tudier sont des formes types, quant â la position de la courbe par rap- SI port ă ses asympto- Pi 346 tesetâ la disposition | 

des points d'in- sii 
flexion; mais les „ 
branches de courbe / 
n'ontpas nâcessaire. / N 
ment la forme que j jo 
nous avons trouvee, ! / N / j et il faut les con. j | 
struire dans chaque i | 
cas particulier, [| 
peut arriver, par 
exemple, que les 
deux asymptotes se 
superposent dans le 
developpement, de 
manitre ă former 
une seule droite, et la branche correspondante prâsente nsces- sairement deux points d'inflexion ; la transformee est repr6- sentee par la figure 346 qui difiâre de la troisiăme forme par les dispositions particulires, mais qui est identique quantâla situation de la courbe par rapport aux asymptotes. 

, 
m T == 

N f 

  

469. Yransformâe de la section parabo= 
lique. 

Nous n'avons pas fait de dessin special pour la trans- formâe de la section parabolique qui ne prâsente aucune particularite nouvelle. 

DISCUSSION 

470. Nous allons examiner dans quels cas la transforme le la section plane d'un câne de revolution presente des points “inflexion. 
1* Angle aigu au sommet. — Nous supposons d'abord que
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Vangle au sommet du câne est aigu, nous designons cet 

angle par 2. (Fig. 347.) 
Le plan de la figure est un plan passant par l'axe, et nous 

consid&rons des plans stcants perpendiculaires au plan ver- 

tical. Designons par f Vangle du plan secant P, avec l'axe. 

Si nous avons « +- 6 >> 90, la perpendiculaire Sp: tombera 

A Pinterieur du câne, etil n'y aura pas d'inflexion. 

Si nous avons a -4- p=— 90*(plan P2), la perpendiculaire Sps 

coincidera avec la gâneratrice, et il y aura un point mâ- 

plat. 
Si nous avons a +- 8 90 (plan P;), la perpendiculaire Sp 

tomberaen 
dehors du 
câne etil y 
aura deux 
inflexions. 

Faisons 
varier le 
plan depuis 
la position 
P, oil est 
parallele ă 

trice SA et 
ou la sec- 
tion est pa- 
rebolique , 

P;; nous 

aurons des 
sections el- 

liptiques 
qui pour- 
ront ne pas   

donner d'infiexions sur la transformee, mais qui pourront en 

presenter ă partir de la position Pa. 
Les sections par les plans P,PsPs sont des hyperboles; la 

perpenăiculaire tombera toujours en dehors du câne, nous 

     
la genera- 

en passant i 
par PPP: :Ș 
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aurons toujours « +- p < 905, etil Y aura toujours inflexion, la transformee passant par les trois formes : forme 1 corres- pondante au plan P,, forme 3 correspondante au plan P, pa- rallele ă l'axe, forme 2 correspondante au plan P, (en sup- posant toujours le câne developpe surle plan tangent suivant la m6me gendratrice SB). La section parabolique P, donnera des points d'inflexion ; a + f est alors cgalâ 2%, et nous sup- posons 2 < 905, 

La condition pour qu'il Y ait inflexion peut done s'âcrire ' a+p<90%, 
I'hyperbole et la parabole  donneront toujours des inflexions sur la transformde, 
L'ellipse pourra en donner, ou n'en pas presenter et fournir un point meplat. 
2% Angle droit au sommet (fig. 348). 
2 — 900, 

Si nous partons de la section parabolique P,, elle presen- tera sur la transforme le point meplat. 

Pg. 348 
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Dans les sections elliptiques P,P, la perpendiculaire tombe 

en dedans du câne, il n'y apas d'inflexions et Von aa + 6>>90. 

Les sections hyperboliques PsP+P, ont necessairement 

des inflexions, a + est plus petit que 90, etla transformee 

presentera les trois formes 4, 3, 2, comme dans le cas prec6- 

dent,. 
La condition est done encore : 

a B<90, 
L'ellipse et la parabole ne donneront pas d'inflexions sur 

la transformee, 'hyperbole en donnera toujours. 

30 Angle au sommet obtus (fig. 349). 

Les plans, tels que PP.P+, sont tels que « +- 6 > 90. 

La, perpendiculaire Sp, Sp, Sp tombe ă Vintgrieur, îl n'y 

a pas inflexion ; les inflexions se rencontrent â partir du 

Fă | 

  

P ff! j 

Bf, 
/ / 

Aj zj Ye 

plan P, perpendiculaire ă SB, et on en trouvera sur les: 

transformâes des sections fonrnies par les plans P4PsPe pour 

lesquels a + f < 90%. 
Or les plans, tels que P, donnent des ellipses, 
Le plan P, donne la parabole. 

| 

. 
i 

| 
|
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Lesplans de P,ă P,, tels que P;, donnent des hyperboles. Toutes ces courbes ne! donneront pas d'inflexions sur la transformee, et les sections hyperboliques donneront la qua- trieme forme. 
La section P, donnera la cinquieme forme, sans inflexions, avec le point meplat; les autres sections hyperboliques don- neront aux transformâes 1a forme 4 ou 2 ou 3. 
La condition est donc encore: 
ap << 909, 
Les sections elliptiques et paraboliques ne fournissent pas d'inflexions sur la transformee. 
La section hyperbolique peut en presenter ou ne pas en offrir, et on rencontre sur ses transformees les cinq formes types que nous avons âtudices precedemment. 

471. Helices <coniques, 
Nous consid&rons un câne s's. (Fig. 350 et 351.) 
Nous le d&veloppons sur le plan tangent le long de la g& n&ratrice sc, sc, en !ouvrant par la generatrice opposee sd, sar; le cOne recouvre le secteur L), CD. 
Tracons sur le d&veloppement une droite AM et enroulons , cette droite surle câne, nous prenons une gâneratrice SEF, „Dous mesurons lare af gal â AB (en longueur absolue) ; „ DOus mesurons ensuite surla gencratrice a's' une longueur ae, ! gale â FE, et nous menons la parallele e, eâ la ligne de i terre ; le point ee obtenu ainsi est le point situ sur la gân6-  Tatrice sp, sf, ă une distance du point f,f &gale â FE (c'est la 
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construction inverse de celle que nous avons faite pour obte- dir les longueurs des gentratrices dans le tracă de la trans- formee), 
Nous pouvons obtenir ainsi autant de points que nous le Youdrons de la courbe qui aura pour transformâe la ligne roite. 

” 

avec la droite. Au point K, correspondanţă cette g&eneratrice, 4 tangeate â la courbe est perpendiculare ă la gensrătrice, e est horizontale,



192 GEOMETRIE DESCRIPTIVB, 

Ainsi le point kk est le point le plus baut. Cette courbe, 
qui a pour transforme une droite, est une helice conigue ; elle 

  

  

diffore de Vhelice 
eylindrique,” d'a- 
bord en ce qw'elle 
ne monte pas inde- 
finiment sur le 
câne, comme sur 
le cjlindre; elle a 
un point maxi- 
mum et descend 
ensuite surla nap- 
pe du câne, jus- 
quă linfini, dans 
une direction don- 
nee par la genera- 
trice SP qui est 
paralele ă la 
droite sur le de- 
veloppement, en 
sorte que sp, sp' 
est  lasymptote 
commune  deş 

deux branches de l'helice ; ensuite cette helice fait avec les 

  

gâncratrices des angles variables de zero ă ă 900, Pour que 
cette courbe s'âtende ainsi ă Linfini, îl faut supposer, comme 
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dans le cylindre, que le cone est une surface indefinie enroulte sur elle-mâme. Mais elle presente encore cette propriete d'âtre le plus court chemin entre deux points de la surface du câne. 

Et les courbes de cette nature sont les seules courbes tra- câes sur le câne qui se transforment en une droite par le ” developpement du câne. 
L'helice conique joint encore â la propriet6 demontree pour I'hâlice cylindrique d'avoir tous ses plans osculateurs normâux au câne. 
Considerons un câne (fig. 352) que nous supposons deve- lopp€ sur un de ses plans tangents que nous prenons pour plan de la figure. SG est la generatrice' de contact ; nous tracons dans le 3, Pg. 352 plan du d&velop- i 

pement une droite 1 
A que nous enrou- - 4, 
lons ensuite sur 7 
le câne suivant 
une helice coni- 
que H. 

Nous imagi- 
nons une gânera- 
trice SG,, voisine 
de SG, et rencon- 
trant Vhelice au 
pointrn, ; la droite 
occupe alors la po- 
sition A,. Le plan 
osculateurdel'he- 
lice au point m, est le plan tangentă la surface dâveloppable, lieu des tangentes â Lhelice (322), et ce plan tangent sera determine par la gâneratrice A, et parla tangenteă une autre 
courbe trace par ce point sur la surface. 

Prenons sur la droite A le point n, tel que mn soit egală 
la longueur de Pare 4'helice mm, C'est le point n qui viendra en m pendant lenroulement de la droite, et qui decrira pour 
cela une courbe tracce sur la surface developpable ; la tan 
gente m,t ă cette courbe dâtermine le plan tangent avec la 
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droite As. Or la courbe decrite par le point n est une courbe 
normale ă la droite A etă la droite Au, car, on pent supposer 
que dans le mouvement infiniment petit de la droite pour 
passer de la position A ă la position A,, le point n decrit un 
arc de cercle ayant m pour centre (cette courbe est en realite 
une developpante de Lhelice) ; la tangente mt est done per- 
pendiculaire â Ai. 

D'autre part, la longueur sm, est 6gale ă sn, car sn est la 
position de la gâneratrice dans le plan du developpement, et 
la longueur des generatrices ne change pas (479), par cons€- 
quent la courbe nm, peut &tre regardee comme tracee sur 
une sphere de centre s; la tangente a cette courbe au point m, 
est perpendiculaire au rayon sm. 

Cette tangente est done perpendiculaire â la generatrice Gu 
et ă la tangente en mă la courbe H tracee sur le câne, done 

elle est normale au câne, et le plan osculateur de Vhelice gui 
contient cette droite est normal au câne. 

Il en resulte d'abord que /'helice conigue est une courbe gau- 
che ; car tous ses plans osculateurs normaux au câne ne peu- 
vent se'confondre, ce qui arriverait si la courbe €tait plane. 

Nous pouvons deduire de cette propriete de hâlice .]a 
condition pour que la transformee d'une section plane d'un 
cone presente un point d'inflexion. 

Supposons quwune transformee presente. un point d'in- 
flexion; en ce point, elle a trois points infiniment voisins 

communs avec sa tangente. Enroulons la courbe et la tan- 
gente sur le câne: la tangente donnera une helice ayant tou- 
jours trois points communs avec la courbe, et par consequent 
mâme plan osculateur. Or la courbe est plane, le plan oscu- 
lateur de l'hâlice sera done confondu avec le plan de la courbe 
qui est alors normal au câne. 

Les poinis d'inflezion de la transformee correspondent done 
auz points de la section par lesquels le plan tangent au câne est 
perpendiculaive au plan stcant, proposition que nous avons dâjă 
&tablie par d'autres considerations (480).
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DEVELOPPEMENT 

D'UN CONE OBLIQUE 

472. Nous considerons un câne oblique qui a pour base une courbe situce dans le plan horizontal. Nous coupons ce cone par un plan que nous prenons perpendiculaire au plan vertical, afin d'obtenir plus facilement la secţion, nous nous 

Le câne a son sommet au point SS”, sa base est la courbe acdbă. (Fig. 353.) 
Le plan s&cant est P'sP ($ 413-473). 
Nous conduisons d'abord par le sommet un plan paral- lele S':Q. Ce plan dâtermine dans le câne deux generatrices dont les projections sont Se et Sd. La section est une hyper- bole; nous menons les plans tangents le long de ces gen6ra- trices; ces plans ont pour traces ec et dftangentes ă la base, les asymptotes parallăles aux gen6ratrices ont pour projec- tions ea et fy (415), 
Nous construisons un point de la courbe situc sur la gene. ratrice Sk, S', nous obtenons le point 7,1. La tangente en ce point, intersection du plan secant avec le plan tangent dont la trace est Am, a pour projection m?. D'ailleurs, les points a et appartiennent ă la courbe. 
Nous avons construit en outre les points sur les contours âpparents horizontaux en z,z, et yy/, afin de dâterminer la distinction des parties vues et cachees, et le pointv,w qui âppartient au contour apparent vertical. La projection hori- zontale de la courbe est azulyb (413). 
Nous voulons developper le câne sur le plan tangent le long de la generatrice Sp, Sp/, qui est la gândratrice de con- tour apparentvertical. 
Nous inscrivons dans la base du câne un polygone dont nous supposons les câtes assez petits pour qu'on puisse les confondre sans erreur sensible avec les arcs, et dont nous placons des sommets aux points qui sont les traces de gân& ratrices utiles, ou qu'il est n6cessaire de construire particu- rement. Ce polygone n'a pas besoin d'avaiz ses cotâs €gaux Por —T. 1 

lă
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Ainsi nous plagons des sommets aux points c,d pour 
obtenir les generatrices parallâles aux asymptotes „ aux 
points a et d, aux points tet r pour les generatrices de con- 
tour apparent horizontal qui sont tres importantes, comme 
nous le verrons, au point, puisqu'on veut construire le point ], 
au point z, pour obtenirle point sur la generatrice de con- 
tour apparent verțical. 

La transformee de la section plane offrira des inflexions 
aux points ou le plan tangent est perpendiculaire au plan s€- 
cant (nous n'avons pas construit ces points pour ne pas 
charger la figure, mais il y en aurait €videmment deux) ; on 
placera, des sommets du polygone aux traces des generatrices 
sur lesquels ces points sont places (480). 

La transformee de la base offrira des inflexions aux points 
od le plan tangent est perpendiculaire au plan de la base, 
c'est-ă-dire au plan horizontal, par conseguent aux points z 
et y situes sur les generatrices de contour apparent hori- 
zontal, c'est pour cela que ces generatrices sont si utiles 
construire. Nous imaginons la pyramide dont ce polygone est 
Ja base et nous la developpons. 

Prenons pg pour un des câtes de la base; construisons le 
triangle Spg. Il faut d'abord connaitre les longueurs des ge- 
neratrices Sp, Sp' et Sg,.S'g'; nous amenons ces droitesă 
âtre paralleles au plan vertical en les faisant tourner autour 
de la verticale du point s,s ; leurs projections horizontales se 
confondent suivant Spsg:, parallăle â LT, et leurs projections 
vertieales qui donnent leur vraie grandeur sont Sp et Sg 

Nous tragons SP (fig. 354) egale Sp', ; du point S comme 
centre avec S'g, comme rayon, nous decrivons un arc; de P 

comme centre avec pg comme rayon, nous decrivons un autre 
arc qui croise le premier au point Q. La vraie grandeur de la 
face est PSQ. Nous r&petons la m6me construction de proche 
en proche pour obtenir la generatrice SD parallăle au plan P; 
puis le point B, le point R qui est le point d'inflexion de la 
transformee de la base, le point K sur lequel nous avons 

construit le point L et le point Z,. En admettant que le câne 
soit ouvert suivant la generatrice Sz, S'z, nous developpons 
Vautre partie du cone de l'autre câte de SP, et nous obtenons 
successivement les points C, A, T point d'inflexion et Z,.
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„Cette construction est la seule qui soit rcellement pra- tique, et s'il est vrai que chacun des triangles PSQ, QsD..... „ait un angle en S trâs petit, les arcs dâcrits de S comme centre avec SP, SQ... comme rayons sont coupes en gâncral par les petits arcs PQ, QD, sous des angles presque droits et les sommets sont bien determines. 
Figurons la transformee de la section. | Le point 4! est sur la gensratrice S4, Sy ; il faut con- naitre la distance de ce point au sommet. Or en amenant la g6ncratrice ă &tre paralele au plan vertical en S4,, S', pour avoir sa vraie grandeur, nous avons amen€ en mâme temps le point î/'en 7, sur Vhorizontale qui passe par sa projection verticale (la projection horizontale est inutile), et S'7, est la longueur cherchee que nous portons en SL sur la genera: trice SK. 
On construira de la mâme maniere autant de points de la courbe qu'on le jugera utile. 
En particulier, le point v,u' situ6 sur la gensratrice Sz, S'z' donnera les deux points V, et V,; on marquera les points d'inflexion, et la courbe est partagce ici en deux ares V,LB etVA. 
Cherchons la tan gente au point L. 
La tangente projetee en Im fait partie d'un triangle projetă en lkm dont nous allons obtenir les trois câtes en rabattant le plan de ce triangle, c'est-â-dire le plan tangent, autour de la trace horizontale km; nous faisons les constructiors ardi- naires du rabattement ; le point 4, vient en L, et les irois câtes du triangle sont L.k, Lam et km 
Nous reconstruisons ce triangle en vraie grandeur sur le developpement; KL est dejă trace, et nous dscrivons des arcs de cerele des points L et K, comme centres, pour obtenir le point M; ML est la tangente, car, d'apres la construction, langle de la tangente avec la gensratrice est le mâme sur la transforince que sur la figure dans Vespace. 
Notons en passant que KM, transforme de la tangente â la base, est la tangente â la transforme > de la base, c'est-A- dire ă la courbe ZEBP... Cela nous montre de quel câte nous devons construire le triangle et placer le point M. Nous avons dâjă dit que nous devions supposer que dans le deve-
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loppement du câne tous les plans tan gents venaient successi- 

vement se rabattre sur le plan du developpement, les points 

conservant les uns par rapport aux autres les mâmes posi- 

tions relatives; le point M doit done venir se placer du mâme 

câtă que le point B par rapport au point K, ce que fixe le sens 

de la tangente KM. 
Construisons les âsymptotes; elles restent ă la mâme dis- 

tance des generatrices qui leur sont parallăles, et nous pou- 

vons determiner la distance des deux droites Sc et ek en 

rabattant le plan tangent mui les contient et dont la trace 

est ce. 

Nous oprons ce rabattement suivant la marehbe ordinaire, 

et le sommet S,S' se rabat en S:; la generatrice est Sic et 

Yasymptote est la parallăle eh ; nous obtenons donc la dis- 

tance demandte. Mais afin de fixer le sens, nous 6tendonsă 

Yasymptote la, construction de la tangente ; langle Sice est 

Vangle de la gâneratrice avec la tangente ă la base, nous 

faisons au point C sur le developpement un angle €gal, en 

placant le point E du mâme cote que.le point A par rapport 

ă C; nous avons d'abord la tangente CEA la transforme de 

la base. Nous prenons ensuite CE = ce et nous menons par E 

une parallăle ă SC, nous obtenons enfin Vasymptote EH. 

La seconde asymptote FG est construite exactement de la 

m6me maniere, ce qui justifie bien la forme que nous avons 

tratâe pour les deux branches de courbe qui constituent la 

transformâe de la section.
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SECTIONS PLANES 

ET DEVELOPPEMENTS DES CONES ET CYLINDRES 

1* On donne un plan par ses traces; dans ce plan, on a 
une courbe connue par son rabattement sur l'un des plans de 
projection. Cette courbe, dans espace, est la directrice d'un 
cylinâre, dont les gensratrices sont parallâles ă une direc- 
tion donne. On coupe le eylindre par un plan ; developper la 
partie du cylindre comprise entre les deux plans. 

2* On donne une sphere par ses deux projections, et un 
point exterieur. On considere un câne ayant le point pour 
sommet et circonscrit â la sphăre. Developper la partie du 
câne comprise entre le sommet et lun des plans de projee- 
tion, on bien entre le sommet et un plan secant. Faire varier 
la position du sommet, de mani&re â obtenir une ellipse, une 
byperbole ou une parabole. 

3* On donne un tâtrasăre râgulier SABC, la face ABC est 
horizontale, 

On considâre un cylinâre de r&volution autour de SA, le 
rayon est egal â la moitiă du câte du tetraâdre. On construira 
les intersections de ce cylindre avec les diffârentes faces du tetratdre et on reprâsentera ce qui reste du tâtra&dre sup- 
pos€ plein et solide aprâs avoir enleve la partie comprise 
dans le cylindre. 

On d6veloppera la partie du cylindre comprise dans le 
tetrasdre. | 

4* Meme tetratdre, — Le eylindre est de rvolution autour de la perpendiculaire â deux arâtes oppostes AB et SC. Son 
rayon est donne; mâmes probl&mes. 

3 On donne une droite qui est l'axe d'un cylindre de râvo- 
lution dont le rayon est connu. 

Representer la partie du cylindre comprise entre deux 
plans; la developper. 

Eclairer le eylindre par des rayons parallâles ă une direc- 
tion donne et construire son ombre sur les deux plans sup- 
pos€s opaques. 

6* On donne la projection horizontale SA BC d'un tetraddre



;200 QEOMETAIE DESCRIPTIVE. 

râgulier, la face ABC est horizontale. On considere un câne 

de r&volution autour de SA, ayant son sommet au point S, et 

un ângle au sommet €gal ă 60. Representer ce qui reste du 

tetraâdre suppos6 plein et solide aprâs avoir enleve la partie 

comprise dans le câne. 
Dâvelopper la”partie du câne comprise dans le tetracdre, 

'1* On donne un eylindre de r&volution dont l'axe est ver- 

tical. On place sur la base superieure un prisme hexagonal 

regulier de hauteur donne. Le rayon de Vhexagone de base 

est plus grand que le rayon du cylindre. 

Construire l'ombre portte par le prisme sur le cylindre, 

et les ombres porttes par les deux solides sur les plans de 

projection, en cclairant Vensemble par des rayons dont les 

projections font avec la ligne de terre des angles de 450, 

8 On donne un câne de r&volution ă axe vertical. On place 

sur le sommet un prisme droit dont la base est un hexagone 

regulier. 

Construire les ombres portees par le prisme sur le câne et 

les ombres portâes par les deux solides sur les plans de: pro- 

jection, en €clairant ces deux solides par des rayons dont les 

projections font avec la ligne de terre des angles de 450. 

9% On donne une droite par ses deux projections; cette 

droite est Vaxe d'un cylindre de revolution. On trace un rec- 

tangle, sur lequel on figure une courbe, et qui represente le 

developpement du cylindre. 
Construire les projections de la courbe en Penroulant sur 

le cylindre. Tracer une tangente ă la courbe sur le develop- 
pement, et figurer les projections de la tangente ă la courbe 
enroulăe. Points remarquables de la courbe d&veloppee. 

10 On donne une droite par ses deux projections; cette 
droite est laxe d'un câne de r&volution dont on donne le 
sommet. - 

On trace un secteur sur lequel on figure une courbe, et 
qui represente le developpement du câne. 

Construire les projections de la courbe en Penroulant sur 
le câne. — Tangentes.— Points remarquables.— Asymptotes.
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SECTIONS CIRCULAIRES 
DU CYLINDRE ET DU CONE ELLIPTIQUES 

473. Cylinare. — Nousconsiderons d'abord un cylindre ayant pour base une ellipse aţed, nous plagons le grand axe perpendiculaire au plan vertical, et nous prenons les gân6- ratrices parallăles au plan vertical, (Fig. 353.) 
Nous pouvons toujours rtaliser cette disposition ; en effet, &tant donne un eylindre elliptique, que nous cOupons par un plan de section âroite, nous obtenons une ellipse ; parle grand axe nous menons un e 

plan qui dâtermi- _ Păi 
nera, dans le cylin- 

lipse dont un -des 
axes sera l'axe de la 
premicre, et si nous 
plagons cette secon- 
de ellipse dans le 
plan horizontal, son "2 
axe perpendiculaire 
au plan vertical, les 

deux plans tangents 
aux extremites de 
cet axe seront paral- 
leles au plan ver- 
tical, 

L'axe de ce cylin- 
dre est u'0,wo; parle 
point 0,0 imaginons une suite de plâns perpendiculaires au plan rertical, ils don neront des ellipses ayant pour axe ccmmun 
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Yaxe projet en o etegal ă ab, les autres axes seront en gran- 
-deur r's, p'g.....; le plan k'o'P, tel que &? — ab, coupera le 
eylindre suivant une ellipse dont les deux axes sont &gaux, 
cest-â-dire suivant un cercle. Si nous figurons la section 
-droite 7's, en dâsignant par a le demi-axe perpendiculaire au 
plan vertical et egal â wa ou o'F, par b le demi-axe os, lan- 

gle du plan secant qui donnezra les sections circulaires, avec 
. . d 

Vaxe sera fixe par la relation : sin c=z 

Il y a evidemment une seconde solution anti-parallele 
:symâtrique de la premiere par rapport ă Laxe. 

474. Probleme. — Couper un cylindre de revoluton sui- 
vant une ellipse semblable d une ellipse donnce. (Fig. 356.) 

On donne le cylindre de revolution vertical qui a pour 
base le cercle o et Y'ellipse 

șia. 355: i mnpg. , 
zi Nous voulons determi- 

ner un plan que nous pren- 
drons perpendiculaire au 
plan vertical et qui coupe le 
eylindre suivant une ellipse 
semblable ă mnpg. 

Les sections par des 
plans perpendiculaires au 
plan vertical sont des ellip- 
ses ayant toutes pour petit 
axe le diametre du cercle; 
Vellipse cherchee aura ce 
meme petit axe. Determi- 

nons son grand axe; pour 
cela, joignons le point n au 
point p, prenons ur 6gal au 
rayon du cercle, conduisons 
”s parallele â sp, ws est le 
grand axe demande. 

Il ne reste plus qu'ă me- 
ner par un pointo' queleon- 

que prissa sur l'axe du eylindre une oblique fd', telle que 0'f'=us 
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le plan PaP' ainsi dâtermine coupera le eylindre suivant 'el- lipse demandee. 

475. Probleme. — 7rouver un plan de prajection sur leguel une ellipse donne se projette suivant un cercle, (Fig. 357.) On donne une ellipse que nous supposons placee dans un plan perpendiculaire au plan 
vertical a'/'; sa projection ho- 
rizontale est abcd, nous sup- 
posons ainsi que Pun des axes 
est perpendiculaire au plan 
vertical. Ces axes sont done 
en grandeur ab et cd. 

. Imaginons une sphere 
ajant son centre au centre 
de lellipse et dont le rayon 
soit 6gal au demi petit axe, et 
un cylindre circonseriţ â cette 
sphere parallăle au plan ver- 
țical et passant par les points V et d. Les contours apparents du cylindre sont les tangentes a'/ et &g' au contour apparent de (a sphere ; et la section de ce cylindre par le plan a per- pendiculaire au plan vertical, n'est autre que L'ellipse propo- s6e; done, si nous prenons un second plan horizontal LT, perpendiculaire aux generatrices du cylindre, la section du cylindre sera un cerele 6gal au grand cercle de la sphăre, son 

  

point o, et toutes les courbes tracces sur le cylindre et en particulier 'ellipse donne se projetteront sur ce cerele. Le plan horizontal L,T, est done le plan de projection de- mande. 

476. Câne elliptique. — Considârons un câne ellip- tique dont la base est Lellipse aâcd; le sommet est projetâ en s,s au centre de la base (Âg. 358). Nous avons plac le grand axe de lellipse parallăle au plan vertical, Nous decrivons un cercle du point o' emme centre et tan- Bent aux deux gencratrices sa ei si; nous considsrons une spere ayant pour rayon 0f' = ve'; et nous cherchons com.-
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ment cette sphăre coupe le câne. Nous effectuons un change- 
ment de plan vertical L4T+ en prenant un nouveau plan ver- 
tical perpendiculaire au premier; les contours apparents du 
câne sur ce plan sont e, et dy; nous decrivons le cerele de 

contour ap- 

parent de 
la sphere 

poi nt o',, 
qui rencon- 

tre les con- 
  

points 4,9", 

Pk ethga 

- etnous con- 

siderons 

  

ces droites comme les traces de deux plans perpendiculaires ' 
au plan vertical L,T,. 

Ces deux plans se coupent suivant une droite perpendicu- . 

ayant pour 
centre le 

tours appa- 
rents du 
câne auz: 

Koh5 DOUS 
joignons 

laire au plan vertical LuT,, projetee en e,fu, qui est la pro- i 
jection verticale nouvelle de la corde ef. 

Consid&rons V,k',, il coupe la sphâre suivant un cerele dont | 
cette ligne est le diametre, et le câne suivant une conique qui 
a pour axe 7%, qui passe par les deux points projetes en e 
et P et au mâme point e', et qui lui sont communs avec le cer- 
cle, et qui a en ces points m6me tangente que le cercle, parce 
que le plan tangentau câne etă la sphăre aux points projetâs 
en e' et f' sont les m6mes; la conique est donc n&cessairement 
confondue avec le cercle. 

Le plan PaP” et tous les plans parallăles, le plan QBQ/'et 
tous les plans paralleles couperont le câne donne suivant des 
cereles. 

 



DES PLANS DIAMETRAUX 

DANS LES CONES ET CQYLINDRES



DES PLANS DIAMETRAUX 
DANS LES CONES ET CYLINDRES 

—— 

CYLINDRE OBLIQUE 

une conique ă centre abedefg dans le plaa horizontal, et cher- chons quel est dans ce eylindre le lieu des milieux des cordeş. paralleles â une direction donnâe m'r', mn, (Fig. 359.) Nous allons construire des cordes parallăles â la direction. Pour cela, nous coupons le cylindre par des plans paral-. ales ă la fois aux gencratrices et ă la direction mn, m'p', Nous obtenons un de ces plans en conduisant par le point m,m' une paralele aux gencratrices; nk est la trace ho-. rizontale, que nous designons par P, d'un plan auxiliaire. Soit P, la trace d'un de ces plans ; il coupe le eylindre suivant deux gânratrices el, et — gi, g'i; nous pouvons. tracer entre ces deux gen€ratrices une suite de droites pa- rallele â mn, m'n'; soit pd» p'g' Lune d'elles, nous prenons son nilieu 0,0”; il est &vident que tous les milieux seront sur la parallele or, o' aux gângratrices du eylindre, et cette paral- Isle situde dans le plan P, a sa trace horizontale en r, milieu. de cg. Si nous repetons la mâme construction pour un autre plan P+, nous trouverons une trace 7; Milieu de Cig:, et tous ces points r,r.... formeront le diamâtre conjugu€ de la direc- tion P. 
Lasurface, lieu des milieux des cordes parallâles â mn, mn", est done formee par toutes les droites paralleles ă o”, ro et Passant par les points rr... en ligne droite. Cere surface est un plan. Ainsi, la surface diamâtrale conjugute d'une direc-
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tion donnse dans un cylinăre qui a pour base une conique ă 

centre est un plan dont la trace sur le plan de base du cylindre 

passe par le centre de cette base. 

Deplagons le plan auxiliaire P+P+... ; il arrivera ă une 

position P, pour laquelle il est tangent au cylindre; les deux 

gencratrices suivant lesquelles il coupe le cylindre se confon- 

dent dans la genâratrice de contact qui est, ă la limite, le 

  
lieu des milieux des cordes parallăles ă mn, mn” situes dans 

ce plan P, et qui fait partie du plan diametral. 

La meme chose arrivera au plan P, tangent au cylindre ă 

Vautre extremită, et d'ailleurs les points de contact het d 

sont sur le diamâtre rr,... 
Le plan diametral conjugui. d'une direction donnte contient
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les genevatrices .de contact des plans tangents paralleles d cette direction. 

Si les cordes pour lesquelles on veut chercher le plan diametral sont verticales, les plans tangents parallâles ă ces cordes sont les plans de contour apparent horizontal, et le plan diametral con jugu6 des cordes verticales contiznt les ge- neratrices de contour apparent horizontal av, a'w et ez, e. Si les cordes sont perpendiculaires au plan vertical, les plans tangents sont perpendiculaires au plan vertical, ce sont les plans de contour apparent vertical, et le plan diamâtral con- jugue contient Ies gencratrices de contour apparent vertical dy, by et fe, f7. 
Tous les plans diametraux passent par le centre de la co- nique, base au cylindre, sont paralleles aux gencratrices et contiennent par suite la paraliele aux gencratrices mente par le centre de la conique. Cette parallele est laxe du cylindre, ei tout plan men€ par cette droite coupe le cylindre suivant deux gânsratrices €quidistantes. 

478. 2 Prehons pour base du cylinâre une parabole acd ; mn, m'n' est la direction donnde, (Fig. 360.) 
Nous construisons de mâme le plan P parallăle â la droite ei aux generatrices, 
Nous coupons par un plan P, parallâle ă P; il determine les deuz generatrices af, af' et cg, cg', entre lesquelles nous pouvons tracer des cordes telles que 44, kh'. Le lieu des mi- lieux de ces cordes sera une droite telie que 7p, ip dont la trace est au point p milieu de ac. Si Nous r&peterons la construction pour un autre plan, et.le lieu des points P est le diamâtre &p de la parabole. La surface diamâtrale conjugute dela direction est encore un plan pa- rallele aux diamâtres de la parabole et aux gântratrices du eylindre. Si nous d&placons le plan de maniâre â Vamener tangent au cylindre en P,, le plan diametral contiendra la gâncratrice de contact. 

| __Si.les cordes donndes sont verticales, le plan Qiumstral con- “ugu€ passe par la generatrice de contour apparent orizontal, Qui est la gâncratrice de contact d'un plan tangent vertical, Si les cordes donnees sont perpendiculatres au plan vertical, le 
Porvr, — T. ii, 

15
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plan diamâtral conjugue passe par la gântratrice de contour 

apparent vertical. Ă 
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Tous les plans diamâtraux sont paralleles, et 'axe est alors 

rejete ă Vinfini. 

__ 499. Remasrque. — Nous devons faire observer Qwun 

cylindre hyperbolique-peut ne pas avoir de contour apparent, 

si on ne peut meneră Ihyperbole des tangentes paralleles 

a la projection des gencratrices. On peut voir aisement, en 

construisant, comme nous Pavons fait, la trace du plan dia- 

mâtral conjugu€ des cordes verticales, que cette trace est le 

diamătre conjugue de la projection horizontale des genera- 

trices. 
Un eylindre parabolique n'aura pas de contour apparent, 

sur le plan horizontal, par exemple. Si la projection horizon 
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tale des generatrices est parallâle â l'axe de la parabole. Dans ce cas, les cordes verticales ne couperont le eylindre qu'en un 
seul point. Le plan diametral conjugus de ces cordes est ă Linfini. 

480. Câne oblique. — Nous n'avons plus ici ă nous inquiter de la nature de la base ; tout câne oblique ă base, section conique, peut toujours &tre coupe par un plan suivant une des trois coniques (nous admettrons cette proposition ; qu'il est trop facile de d&montrer par L'analyse pour que nous essayions d'en donner une demonstration g6omâtrique) ; nous pouvons done choisir pour plan de base un plan qui donne une section elliptique aed, (Fig. 361.) 
Nous cherchons ă construire le lieu des milieux des cordes paralleles ă mn, m'w'. Nous allons couper le câne par des plans passant par le sommet et parallâles â mn, 1n'n'. Les traces de ces plans auxiliaires passent par la trace horizontale 4 de la parallele â mn, m'' mence par le sommet du câne. 

1* cas. — Za paralltle est extevieure au câne, soit P Pun de ces plans, il determine dansle câne deux genâratrices gs, gs et cs, ds, entre lesquelles nous pouvons tracer des cordes telles que 4, 47; les milieux de ces cordes seronţ sur la droite so, so dont la trace est au point p sur /P. 
Remarquons que nous avons quatre droites sh”, sg, sp! se, telles que les parallâles ă Pune d'elles sh sont partagees en parties €gales par les trois autres ; ces quatre droites forment un faisceau harmonique, et le point p est le conjugus harmo- nique de 4 par rapport aux points e et g. Le lieu des points, tels que p, est done la polaire du point 4 par rapport & la conique, et la surface diametrale passant par cette droite et le somimet est un plan, 
Les positions limites du plan P sont Pet P, tangents au cone suivant les generatrices as, a's' et es, es", et ces droites font &videmment partie du plan diametral, qui est determine par les gen6ratrices de contact des plans tangents parallsles ă la droite donnee. 
Si les cordes donndes sont verticales, la verticale mente par le sommet 6tant exterieure au câne qui a ainsi deux gensra-
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irices de contour apparent horizontal; le plan diametral con- 

jugue est d&termint par les gendratrices de contour apparent 

Aorizontal. 

Si les cordes donntes sont perpendiculaires au plan vertical,        
  

SI, 

la perpendiculaire au plan vertical âtant exterieure au câne 

et le câne ayant par suite un contour apparent vertical, le 

plan diametral conjugut sera dâtermin€ par les gântratrices de 

contour appavent vertical. 

481. 9 cas. — La parallle d la direction mente par le som- 

met du câne est întrieure, (Fig. 362.) 

On ne peut plus mener de plans tangents paralleles ă la 

droite. Ainsi la parallele est să, sh et tous les plans passant 

par cette droite auront des traces telles que P rayonnant 

autour du point &. 
Nous coupons le câne parle plan P qui determine les deux 

generatrices ds, b's et es, e's', et pour mener entre les deux 

droites une corde parallele ă mn, mm, îl faut prolonger l'une
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d'elles 6s, 6's, par exemple, au delă du sommet, Nous tracons une corde gk, gk et la droite si, și” est €videmment le lieu des milieux des cordes parallăles mences dans le plan P, 

La trace de cette droite est au point /, 
Or les quatre droites s7, se, sh, sb, sont telles qu'une parallâle ă lune d'elles s'/' est partagee en deux parties €gales 

Fig. 362 
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par les trois autres ; elles forment un faisceau harmonique et le point 7 est conjugu€ harmonique de 4 par rapport . aux points bete. 
Le lieu des points 7 est done 7a polaire du point h par rap- port ă la conique ; c'est la droite Ip qu'il est facile de cons- truire directement, et la surface diamâtrale determinse par cette droite et le sommet est un plan. Ce plan est exterieur au câne. Cela aura lieu pour les cordes verticales, si le sommet se projette dans Linterieur de la base du cone, cas dans lequel
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le câne n'a pas de contour apparent horizontal. On a besoin, 

dans certaines applications que nous verrons plus loin, de 

construire le plan diametral, et on opăre exactement comme 

nous venons de lindiquer. 

De m&me par les cordes perpendiculaires au plan vertical 

lorsque le câne n'a pas de contour apparent vertical. 

A81 bis. ConcLusION. — Le plan diamâtral conjugut d'une 

direction donnte dans un câne du second degre a pour trace 

sur le plan de la base la polaire du point oi la parallele ă la 

direcțion donne menţe par le sommet perce le plan de la 

base. 
Ainsi : la base du câne est “dans un plan horizontal, la 

trace horizontale du plan diamâtral conjugue des cordes ver- 

ticales est la polaire de la projection horizontale du sommet. 

La base du câne est dans un plan vertical, la trace verti- 

cale du plan diametral conjugu& des cordes verticales est le 

diamâtre conjugu€ des verticales, car le point dont on doit 

prendre la polaire est ă Vinfini dans la direction des verti- 

cales. | 
La base du câne est dans un plan oblique, on veut obtenir 

le plan diamâtral conjugue des cordes verticales; on doit 

mener par le sommet du câne une verticale dont on cherche 

Vintersection avec le plan de la base, la polaire de ce point 

est la trace du plan diametral qui est dâtermine par cette 

droite ete sommet. 

(Conelusions analogues pour les cordes perpendiculaires 

au plan vertical.)
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POINTS SINGULIERS A L'INFINI 

482. Nous avons rencontr 4 propos de la transformee de la section hyperbolique d'un câne, un cas dans lequel le point d'inflexion de la transformee estă Pinfini (486). Nous pensons qu'il est utile de justifier completement la forme que nous avons tracee dans ce cas, et nous allons examiner la forme que presentent les branches infinies des courbes lorsqu'il y a un point singulier â Linfini. 
Nous avons dit (326) que les points singuliers €taient: 1* le point d'inflexion caracterise par ce fait que la tangente tra- verse la courbe, ayant en commun avec elle trois points infi- niment voisins, places sur la droite de part et d'autre du point de contact; 
2 Le point de rebroussement de premiâre espâce, la courbe traverse la tangente, mais les points voisins sont si- tues sur la droite du mâme câtă du point de contact; 3* Le point de rebroussement de seconde espece, la courbe se compose de deux branches situses du mâme câte de la tan- gente et les points infiniment voisins sont places du mâme câte du point de contact. Pour &tudier la forme des courbes qui ont un point singulier ă linfini, nous allons considerer un cone, dont la base amet un point singulier, et il est &vi- dent que toutes les sections planes du câne admettront ce point singulier â leur rencontre avec la gâneratrice qui le "eontient. En prenant ensuite un plan secânt parallâle ă la generatrice, nous Verrons ce que devient ce point qui se transportera ainsi ă l'infini, 
Nous examinerons le cas oi la courbe est hyperbolique, et celui ou elle est parabolique. 

Courbes hyperboliques. — je Cas gentral. Nous allons d'abord. nous rendre compte des positions des branches
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de la courbe hyperbolique par rapport ă l'asymptote dans le 

cas general. (Fig. 363.) 
bac est la courbe de base du câne, le sommet est SS, nous 

prenons pour plus de facilite le plan sâcant P'aP perpendicu- 

laire au plan vertical; la gensratrice parallele au plan 

est S'a, Sa. Nous tragons le plantangent ad et la projection 

horizontale de L'asymptote est d/, parallăle ă aS (475). 

Considerons maintenant une autre generatrice S6, Sp, 

elle perce le plan sâcant au point k,k'. Nous re figurons que 

la projection horizontale. 

Abaissons du: point d la perpendiculaire bg â la ligne de 

79.363 

  

  

  
- terre jusqu'ă sa rencontre avec la trace du plan tangent, et 

joignons le point g au point SLa droite gS rencontre l'asymp- 

tote en. h ; je dis que le point h se trouve sur la mâme perpen- 

diculaire ă la ligne de terre que le point k.
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Les deux droites Sget Sb ont mâne projection verticale 87, et sont dans le plan qui projette verticalement SP; elles ren- contrent le plan P'«P sur Lintersection des deux plans qui est la perpendiculaire %'k au plan vertical ; d'autre part, ia droite Sg est dans le plan tangent da, puisqu'elle a deux points dans le plan; — done elle ne peut percer le plan P qu'en un point de l'intersection du plan tangent avec le plan s&cant, cest-â-dire en un point de lasymptote ; le point 4 doit done se trouver â la fois sur lasymptote et sur la droite 44. 
Or â cause de la position de la courbe par rapport ă la tangente, le point d est au-dessus du point g, le point & est au-dessus du point A, labranche correspondante est au-dessus de Vasymptote et va â Pintini dans le sens d/, lorsque la g6- ntratrice $5,S'9 se rapproche de Sa,S'a' 
Prenons la generatrice Sc,S'e' de Pautre cât6 de Sa, et fai- sons les m6mes constructions; le point î,b' est un point de la courbe, et la droite Sn rencontre lasymptote au point /, situg sur la mâme perpendiculaire ă la ligne de terre ; mais comme la seconde branche de la courbe est sur la seconde nappe du câne, la droite Sc, d'abord au-dessus de Sn, puisque la courbe est toute entisre du mâme câte de sa tangunte, passe au-des- sous dans le prolongement; le point Î est au-dessous de lasymptote, et la seconde branche M: est au-dessous de lasymptote, allant ă linfini dans le sens df. 
Ainsi, dans le cas genâral , PI dune courbe hyperbolique, les Fig. 363 e branches prâsentent la forme 4 forme (îg. 363 bis), les deux courbes d 

tant situdes de part et d'autre 
de asymptote. 

Pai 

483. 2 Point d'inflezion (fig. 364). — La base du câne est la courbe Ya, presentant une inflexion au point a; le plan P'«P et parallsle â la gângratrice Sa, Sa. Nous construisons Come prscedemment lasymptote hdf; nous considerons la gentratrice S2, S'6, qui perce le plan secant en k&,% ; et nous teconnaissons, en repâtant les mâmes raisonnements, et en 20us servant de la droite Sg, que le point & est au-dessus de !aymptote (nous avons placă les mâmes lettres aux points
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correspondants de cette figure et de la precedente afin qu'on 
puisse relire le raisonnement). La branche correspondante 
est la branche M. 

Neus prenons ensuite la generatrice Sc, S'c' qui donne le 

  

    
point (',l. Mais vomme la courbe ni a change de situation par 
rapport â la tangente da, cette fois le point n est au-dessus 

, du point c, et par contre, le 
Fig d6a bi point fest au-dessous du point. 

Poeme £ La branche est done M+ au-des- 

o = sus de Pasymptote. 
Le point diinflezion ă l'infini  
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sur une courbe hyperbolique presente done bien la forme 2 (fig. 364 dis) que nous avons dessin€e pour la transformse de la section plane byperbolique quand le point d'inflexon est â Tinfini (486). 

484. 3* Rebroussement de premiere espăce. (Fig. 364et 364 ler). La base du câne est la courbe YaY2 presentant un rebrous- sement de premiere espâce au point a ; le plan secant est P'aP parallele ă S'a', Sa. 
Nous repstons les mâmes raisonnements et les mâmes traces, en considerant la gensratrice St, S'W qui donne le point 4 au-dessus de lasymptote et la branche de courbe M, et en prenanţ en- Pip. 364% suite la generatrice Sp qui a mâ&me pro- Forme 3 

jection verticale que Sb, en sopte que la 
droite Sp est au-dessous de Sg; le point 
correspondant de la courbe est 9 et la ZZ branche est situce en M, de l'autre câte O de M: par rapport â lasymptote, mais 
allant ă Linfini dans le mâme sens. Les deux branches sont sur la nappe inferieure du câne ; nous avons rencontre cette disposition dans Phelice conique (491), la courbe presente la forme 3. (Fig. 364 ter.) 

  

485. 4 Rebroussement de seconde espece. (Fig. 364 et 364 qualer.) 
La base du câne est YaYa; presentant au point a un rebrous- sement de seconde espăce ; le plan P'aPest parallele â Sa, Sa, Les genratrices considertes sont Să et Sr, telles que les points b et t soient sur la mâ&me perpendi- cuci culaire â la ligne de terre. Les points obte- 2.364 i nus sont 4 et v, tous deux au-dessus du LL point 4 et les branches sont M et M, du meme câte de l'asymptote et allant ă Vinfini. Ea dans le măme sens, ce qui donne â la courbe 'la forme 4 (Fig. 364 guater.) 
On voit clairement sur les formes 3 et 4 que le point de Tebroussement se transporte ă Pinfini, la disposition des bran- Ches de courbe presentant le mâme caractere,
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486. Courbes paraboliqgues. — î* Cas general 

(Fig. 363 et 365 6.) 
La base du câne est la courbe abcd. 

La gensratrice de contour apparent vertical est S6, S, 

      

    
       

   

  ZII 
r 

o 
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et nous avons choisi le plan secant P'«P paralele ă cette g6- 
neratrice, en sorte que nous obtiendrons une courbe parabo= 
lique, puisqu'il y a une generatrice, et le plan tangent sui- 
vant cette droite paralleles au plan secant. 

Nous considerons deux generatrices Sd, Se, de part et 
d'autre du point 5, aşant mâme pro- Zi app di 

fig36a jection verticale S'd'; elles percent Forme 1 

le plan sâcant aux points fet g, et 

aa nous construisons deux branches af 

et cg, qui vont se rejoindre ă lin- 
fini, en un point situe sur la droite 

A i Sb comprise entre ces deux bran- 
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ches, les deux courbes Met M, vontă Linfini dans le m6me sens en tournant leur concavite vers la droite. Ce qui donne la forme 1. (Fig. 365 63.) 

487. 2* Point d'inflezion. (Fig. 363 et 36% ter.) 
La base du cone est la courbe abg presentant une inflexion au point 6, trace de la gencratrice. S5, S'5 est parallele au plan P ; le plan tangent âtant perpendiculaire au plan ver- tical. Nous considârons les gânsratrices Se et Sk, situces de cotes differents par rapport au plan tangent parallele au plan P et qui donnent les points fet h situes de part et d'autre du sommet; le point./ 

est au-dessus de Sb, et Feg. 363 ter 
la gensratrice SA, pla- forme 2 | ce dans sa partie infâ- ” 
rieure au-dessous de S4 D=: TC 
la traverse en S, en 
sorte que A est au-dessus. Les deux branches M et M, vont couper la droite Să ă I'infini, toutes deux au-dessus de S6, mais aux deux extremites de la droite; leurs concavites sonţ dans le mâme sens, la courbe presente la forme 2, (Fig. 363 ter.) 

    

488. 3* Point de rebroussement de premiere espice. (Lig. 363 
et 365 guater.) 

La base du câne est cbk, presentant en & un rebroussement 
de premiere espâce ; la tangente en d est perpendiculaire â la 
ligue de terre, le plan s€cânt P'«P parallele ă SH, 34. 

Nous considârons deux generatrices Sd, Sk, qui donnent 
les points g et A situâs de part et d'autre du sommet, parce que les gâneratrices sont 
placees de câtâs diftcrents Ag. 363 Mat? 
par rapport au plan P pa- Forme 3 
rallele au plan sâcant. Ces 5 ua 
points sont en outre places, 
lun au-dessus, lautre au- o 
dessous de S6, et les bran- 
ches Mi et M, ont un pointă infini sur la droite S5, aux extremites de cette droite, et tournent leur convexite vers la droite ; la forme est done la forme 3, la direction des points ă 
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Innfini &tant entre les deux branches de courbes. (Fig. 365 

guater.) 

489. 4 Point de rebroussement de seconde esptce. (Fig. 363 

et 365: guinto.) 
La base du câne est aebmp presentant en b un rebrousse- 

A ment de seconde espâce; le 
Fig. pi guinter reste de la figure dispos€ comme 

ore 4 precedemment. Nous prenons 
DIR deux generatrices Se et Srm, elles 
= sont du mâme câte par rapport 

——————————— au plan tangent, et elles don- 

nent les points'fet n situâs du mâme câte de la droite S5; les 

deux branches sont alors M et M; qui ont un pointă Iin- 

fin; sur la droite Sb vers la mâme extremite et qui tournent 
par suite leur concavite vers la droite. (Fig. 363 guinto.) 

La courbe affecte la forme 4.
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INTERSECTION DES CYLINDRES 

  

PREMIER CAS. — ARRACHEMENT 

490. Nous considerons deux eYlindres ayant leurs bases dans le plan horizontal; nous nous proposons de construire leur intersection. (Fig. 366.) 
Nous allons couper ces surfaces par des plans parallâles â la fois aux genâratrices des deux cylindres. 
Construisons d'abord un plan parallele aux plans secants ; pour cela, par un point o,o' de l'espace, nous menons des pa- rallăles o'w', oa et o'ţ, os aux generatrices, les traces de ces droites donnent la trace horizontale P d'un plan parallale aux plans cherchâs ; les deux bases &tant dans le plan hori- zontal, la trace horizontale du plan nous suffit, 
Employons un de ces plans auxiliaires dont la trace est Ps parallâle ă P; il dâtermine dans chaque cylindre deux gân€- ratrices ayant leurs traces aux points pet d sur le cylinâre A, aux points c et r sur le cylindre B. Ces quatre generatrices se coupent en quatre points, 2, 9, 41, 47, et nous pouvons construire les projections verticales de ces points, en pre- nant les points de rencontre des projections verticales des m6mes gnâratrices, ou en projetant simplement les points sur la projection verticale d'une des generatrices ; c'est ainsi que nous avons obtenu la projection verticale du point 17, Nous pouvons r&pâter cette construction autant de fois que nous le voudrons. 
Le cylindre A a pour contour apparent horizontal les deux gâncratrices dont les traces sont pet h; le plan P, qui passe par la trace p, et qui coupe le cylindre B suivant les gân6ra-
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trices c et r, donne sur le contour apparent les points 9 

et 11. 
n ces points la courbe est tangente ă la gântratrice de contour 

apparent (330). - 

Le plan Pa, qui passe par la trace 4, contient la seconde 

generatrice de contour apparent du cylindre A, et coupe 

Tautre cylindre suivant les generatrices g et v, qui determi- 

nent sur la droite k les points 4 et 15; en ces points la courbe 

est tangente d la gentrairice de contour appareni horizontal du 

cylindre A (330). 

Le cylindre B a pour contour apparent horizontal les ge- 

neratrices dont les traces sont î et s. 

Le plan auxiliaire Ps, passant par, coupe le cylindre A 

suivant les gencratrices n et &, qui dsterminent sur i les 

points 7 et 5; le plan auxiliaire Ps, passant par s, coupe le 

eylindre A suivant les generatrices t et z, qui determinent 

sur s les points 12 et 16. 

Auz points 1, 5, 12, 46, la courbeest tangenie au contour appd- 

rent horizontal du cylindre B. 

Le cylindre A a pour contour apparent vertical les gene- 

ratrices dont les traces sont 3 et 9; le plan auxiliaire Ps 

passant par 8, coupe le cylindre B suivant les genera- 

trices 3 et p, qui donnent sur le point 8 et le point 24, dont 

nous avons construit seulement la projection verticale ; le 

plan P, passant par 8 donne les points 18 et 19 sur les gen€- 

ratrices z et p du cylindre B. Auz poinis 21, 8, 18, 19, la pro- 

_jection vevticale de la courbe touche le contour apparent du 

cylyndre A, | 
Le cylindre B a pour contour apparent vertical les gen& 

ratrices dont les traces sonty et e. 

Si nous conduisons un plan auxiliaire passant par ce 

plan ne coupera pas le eylindre A, il n'y aura aucun point 

d'intersection sur la generatrice Y ; le plan auxiliaire Ps, 

passant par e, donne au contraire sur cette generatrice les 

points 20 et 23 construits seulement sur la projection verti- 

cale, et en ces points la courbe est tangente ă la genratrice e'. 

Nous avons ainsi obtenu tous les points sur les contours 

apparents des deux eylindres.
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491. Plans limites. — En deplacant les plans auxi- liaires, nous arrivons ă une position P, pour laquelle la trace est tangente ă la base du eylindre B au point a, et coupe la base de 'autre cylindre aux points & et g. Ce plan P, qui est parallăle aux gânsratrices du cylindre B, dont la trace est tangente ă la base, est rcellement tangent au cylindre, et un plan infiniment voisin de celui-lă, dont la trace serait au- dessous de P, ne couperait plus B. 
Ce plan est un plan limite. 
Nous en trouvons un autre en P, tangent au cylindre A suivant la gâneratrice m, coupant le cylindre B suivant les gencratrices et u, 
Marquons les points 4 et 10 contenus dans le plan P,, et dont nous avons construit les projections verticales, cher= chons la tangente â la courbe au point 4. Cette tangente, &tant tangente aux deux eylindres, est contenue dansle plan tangent ă chacun des deux cylindres au point 4 ; elle est leur intersection. 
Or le plan tangent au cylindre B, le long de la genera- trice a (qui donne le point 1) est le plan P,, le plan tangent au cylindre A est le plan tangent suivant la gânâratrice 4 et dont la trace serait tangente â la base au point 5 ; ces deux plans, parallâles tous deux aux gen6ratrices du cylindre A, et dont les traces se rencontrent au point d, se coupent reel- lement suivant la gencratrice b, qui est la tangente â la courbe. 
En repâtant les mâmes raisonnements, on verra que la generatrice g est tangente â la courbe au point 10. Dans le plan limite P,, les gencratrices 1 et u sont tangentes â la courbe aux points 6 et 44. 
Les projections d'une tangente â une courbe sont tan- genies aux projections de la courbe (306), îl en râsulte que la propriâte existe pour les deux projections, et nous pouvons &noncer le th6orâme : Dans un plan secant limite, les gEneratrices du cylindre coupe par le plan sont tangentes & la courbe, 

492. uonstruction de W&pure. — Quand on a determine la direction des plans auxiliaires, on cherche d'abord les plans limites, puis on trace les plans qui donnenţ
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les points sur les contours apparents horizontaux et verti- 
caut, et en general, ces plans, qui sont necessaires, suffisent 
pour obtenir d'une manicre convenable la courbe d'intersec- 
tion ; on voit, en effet, que sil y a des points sur tous les 
contours, on trace 10 plans qui donnent 36 points d'intersec- 
tion avec 12 tangentes. 

Dans le cas seulement o quelques-uns de ces plans ne don- 
nent pas de points; ou bien encore, s'il arrive qu'ils sont trâs 
rapprochâs dans certaines parties, et laissent des intervalles 
vides dans lesquels la courbe ne serait pas assez determinee, 
on ajoutera un ou deuz plans auxiliaires intermediaires. On 
doit toujours figurer sur les deux projections les generatrices 
limites. 

On doit toujours construire directement les points sur les 
contours apparents verticaux, et ne pas se contenter de les 
ramener de la projection horizontale par des projetantes. 

493. Yangente en un point. — On peut desirer 
connaitre la tangente en un point quelconque de la courbe. 

Prenons pour exemple le point 17 obtenu dans le plan P3, 
intersection des generatrices d et r. 

La courbe est tracce ă la fois sur les deux cylindres, sa 
tangente est tangente ă la fois aux deux surfaces, elle est 
contenue dans les plans tangents ă chacune d'elles, elle est 
donc lintersection de ces plans tangents. Or le plan tangent 
ă un eylindre en un point est tangent tout le long de la ge- 
neratrice qui passe par ce point, et sa trace est tangente î la 
base, au point mâme oi cette base est rencontree par la g€- 
neratrice (335, 338); les deux plans tangents, suivant les 
generatrices 47r et 11d, ont pour traces horizontales ry et dy, 

„tangentes aux bases. 
Le point y, ou les deux traces se croisent, est la trace 

horizontale de la tangente, il se projette en y sur la ligne de 

terre, la tangente a pour projections y1'1 et y1T. 
Il peut arriver que le point de croisement des traces ho- 

rizontales soit en dehors des limites de l'epure ; ainsi, sup- 
posons que nous ne puissions nous servir du point y. 

Nous allons chercher un point de la tangente, intersection 
des deux plans tangents, en coupant ces deux plans par un
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troisiăme. Ce plan sera un des plans auxiliaires qui servent ă construire lintersection des deux eylindres, par exemple ie plan P,. 

Le plan Pe est parallăle aux gen6ratrices du cylinăre A, 1 coupera le plan tangent dy, qui contient une gâneratrice suivant une droite parallăle aux g6ncratrices, et dont la trace est au point , w'; cette droite est wo, w'o', Le plan P,, pa- rallele aux genâratrices du cylindre B, coupera le plan ry tangent ă ce cylindre, suivant une parallăle aux generatrices, | dont la trace est au point z,z et qui est zu, zu. Le point de croisement w,w' est un point de la tangente qu'il faut joindre au point 17,17. ” 

494. 'Yangentes particulicres. Yangentes ho- rizontales. — II est impossible, en general, de construire â Lintersection de deux cylindres des tangentes horizontales. En effet, une tangente horizontale sera donne par Vinter- section de deux plans tangents, dont les traces horizontales 
sont parallăles ; il faut, en outre, que les gendratrices de 
contact se rencontrent, elles doivent done âtre situces dans un m6meplan auxiliaire; il faut done trouver parmi les plans P une trace telle que les tangentes aux bases aux points od 
cette ligne les rencontre, soient paralleles. 

On ne peut, dans les cas ordinaires, obtenir cette trace que 
par tâtonnement, et le problâme a une solution gomâtrique, 
seulement dans le cas ou les deux bases sont homothetiques. 

Prenons pour exemple deux cylindres â bases circulaires 
(fig. 367). Nous construisons d'ahord le plan parallâle aux 
generatrices des deux cylindres, en menant par un point d,0' 
des parallles â ces gânratrices, o'ș, os et ot, ot; P est la 
trace du plan. 

Les deux cercles ont leurs centres de similitude en aetă; 
nous conduisons par le point a une trace P, parallâle â P; 
le plan dont la trace est P, determine dans les deux cylindres 
les gensratrices d,e,f,g, qui se toupent en quatre points. Or 
aux poihts det /, les tangentes aux courbes de base sont pa- 
raligles, par consequent, au: point; de rencontre p',p des 
deux gencratrices, la tangente est horizontale, et sa projes- 
tion horizSntale est parallele ă la tangente au point d.
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De m&me, la tangente est horizontale au point g', point de 

rencontre des gentratrices e et g, pour lesquelles les tan- 

gentes aux bases sont paralleles (nous n'avons construit que 

la projection verticale), et sa projection horizontale serait 

parallăle â la tangente au point e. 

367 

  

  
Conduisons par le point 3 une trace P+ parallăleă P ; cette 

trace rencontre les deux bases aux points kb, &l, et les tan- 
gentes en / et /sont parallăles, ainsi que les tangentesen et &; 
les quatre gânsratrices ainsi dâterminces donnent quatre 

points ; au point m,mi, intersection des gâneratrices h et i, la
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tangente est horizontale, et sa projection horizontale est parallele â la tangente en 4 ; au point n", intersection des ge- n6ratrices / et i (nous n'avons pas construit la projection horizontale), la tangente est horizontale. Nous trouvons done, dans le cas actuel, quatre points pour lesquels la tangente est horizontale. 

Il peut arriver que Pune des traces conduite par un des centres de similitude ne coupe pas les deux cylindres, et alors deux des points disparaitraient, il n'y aurait que deux tan- gentes horizontales, 
II est evident qu'il doit Y en avoir au moins deux, 

495. Orare de jonction des points. — Nous allons maintenant examiner dans quel ordre il convient de joindre les points que nous venons d'obtenir. Nous prenons pour point de depart le point 1 obtenu dans le plan limite P, par Pintersection des generatrices a eţ 5; nous parcourons le cylindre A dans le sens bdhm, le cylindre B dans le sens acgl, le sens est d'ailleurs arbitraire. 
"Les generatrices d ete donnent le point 2. 

— fete — 3, 
— hetg — 4, point sur le contour apparent de A (nous avons pass6 des points intermediaires). 

Les gensratrices k& et i donnent le point 5 sur le contour de B. 
Les gencratrices m et ? donnent le point 6. 
La partie du eylindre B, situce au delă du point /, est en dehors de Vintersection, donc, si nous voulons parcourir la courbe d'un mouvement continu, nous devons revenir de 7 vers a, et ensuite pars, jusqu'au point u, tandis que nous continuons sur A, dans le mâme sens, de m en +, p, q. Nous obtenons bien ainsi de nouveaux points de l'inter- section: 

î et n donnent le point. 
det) — 8 (point sur le contour apparent ver- 

tical de A). 
peic — 9 (contour apparent horizontal de A). geta — 10.
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Nous ne pouvons nous d&placer dans le măme sens sur le 

cylindre A, puisque la partie entre get b ne donne pas de 

points d'intersection ; nous remontons de gen p,netm, et 

nous obtenons de nouveaux points. 

p et r donnent le point 11 (contour apparent horizontal 

de A). 

tets — 42 (contour apparent horizontal 

de B). 

5etp — 13. 
metu — 44. 

Nous rebroussons sur le eylindre B, en continuant sur le 

cylindre A dem par bend. 
h et v donnent le point 15 (eontour apparent horizontal 

de A). 

z et s — 16 (contour apparent horizontal 

de B). 

detr — AT. 

beta: — 1, point de depart. 

Les points stant ainsi numerotes, on les joint dans Vordre 

des numeros. (Nous avons pass6 un certain nombre de points 

intermediaires inutiles pour montrer la marche de la courbe.) 

On met les mâmes numeros aux points de la projection 

verticale, et Pon joint dans le m6me ordre (nous avons inter- 

cal€ sur notre projection verticale des numeros qui ne sont 

pas rangâs dans Lordre naturel et qui correspondent aux 

points de la projection verticale situes sur les contours appâ- 

rents, dont la projection horizontale n'a pas te figuree pour 

rendre !'epure plus claire). | 

Il est indispensable de suivre cette marche pour joindre 

les points, on s'exposerait sans cela ă de graves erreurs. 

496. Nous avons done pu suivre la courbe toute enticre 

d'un seul mouvement, sans arrât. L'intersection presente une 

seule courbe continue ; on dit alors qu'il ş a ARRACHEMENT ; et 

Parrachement est caracteris€ par ce fait, que les plans auxi- 

liaires limites ne sont pas tangents au mâme cylindre; il y a 

alors, sur chaque surface, des gentratrices qui ne rencontrent 

pas Pautre. 
Au contraire, îl peut arriver que les plans limites soient
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tangents au mâme cylindre, toutes les generatrices de ce cylindre rencontrent Pautre, et nous verrons un peu plus loin, que dans ce cas, on obtient pour intersection deux courbes s6parces et distinetes, on dit alors qu'il y a PENETRAZION, 

497. Parties vues et cachees. — Nous supposons d'abord que les deux eylindres forment un corps solide. Projection horizontale, — La, partie vue du cylinâre A est la partie situde au-dessus des generatrices de contour appa- rent horizontal p et 4; elle correspond ă arc pm/, et si le "ejlindre A existait seul, toute la partie de la courbe qui se  irouve sur ces genratrices serait Vue, mais il est clair que: „le cylinăre B existant en mâme temps peut se placer au-dessus de A et cacher les courbes. De meme, les parties vues du eylindre B correspondent ă are îlus, 
II est 6vident que si un point d'intersection se trouve ă la. fois sur les parties vues des deux cylindres, îl sera vu 7 mais. si lune des deux gensratrices qui donnent le point est ca- chee, le point sera cache. 
Suivons la courbe ; le point 4 donne par les gen6ratrices a et d, cachees toutes deux, est cache; lare qui passe par ce point est cache, au moins jusqw'au premier point de contact avec un contour apparent (332), ainsi 1, 2,3, 4 est cache. Le. point 4 est sur le contour apparent de A, et correspond au point g pris sur B, mais are 4,3 est donnă par arc gi cach& sur B, et est cache. A partir du point 5, Pare 5, 6,1 corres- pond â îl etâ Aman, il est vu ; mais ă partir du point 7, les g6- neratrices qui donnent la courbe, vues sur Â, correspondent sur B aux genratrices cachees gcar, et la courbe est cache jusqu'au point 42. 
Le point 43 correspond aux gencratrices set u, vues toutes deux, et are 12, 13, 44, 15, fourni par înmkh et par uvu est w, A partir du point 15, la courbe est fournie par Pare Ab cache sur A, etelle reste cache jusqwau point 4, La generatrice de contour apparent p du cylindre A entre dans le cylindre Bau point 9, point cache, donc, cette genera- irice passe sous le eylindre B, et est cachee â partir du point ot se croisent les projections horizontales ; elle en oit au boint 44, point cache; elle reste done cachce ă partir e 44
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jusqy'au point ou elle n'est plus recouverte par la projection 

horizontale de B. 
La, generatrice de contour apparent horizontai 4 de A 

entre dans B au point 4 cache, elle cesse d'âtre vue au point ou 

elle croise le contour de B ; elle sort au point 15, vu, elle 

passe done au-dessus du eylindre B et devient vue. La gen€- 

ratrice de contour apparent i du eylindre B entre au point 5, 

vu, elle est vue jusqu'ă ce point, elle sort au point 7, vu, elle 

est vue â partir du point 7. | 

La generatrice de contour apparent s du cylindre B entre 

au point 46, cache, elle devient cachte â partir du point ou 

elle eroise le contour apparent de A ; elle sort au point 12 qui 

est vu, elle passe au-dessus de A et est vueă partir de ce 

point, 
Prajection verticale. 

La partie du cylindre A, vue sur la projection verticale, 

    

correspond â Pare 3gd; la partie du cylindre B, vue sur la . 

projection verticale, correspond ă lare eay. 

Le point 1 donne par les generatrices vuesa et d est vu, . 
ainsi que Larc 19, 47, 1, 23. 

Le point 18 est donne par la gencratrice m cache, le : 

point 6 est donne par m et 1 cachees, Varc 18, 6, 7, 8 est cache; 

de 8 20, la courbe est fournie par lare âș du cylindre A, et 

par Parc cache he du cylindre B, lare est cache. Mais 20, 10,24 

correspond ă 3g vu sur A, et ă ecary vu sur B, lare est vu. 

Enfin, 21, 4%, 49, correspond ă âm6 de A, qui est cache, et 

la courbe est cachee. 
La gensratrice %, de contour apparent vertical de A, entre | 

dans le cylindre B au point 8, cache, elle passe alors sous le ! 

cylindre â partir du point ou se croisent les deux contours . 

apparents, et y devienat cachee, elle sort au point 21, vu, place 

au-dessus du cylinăre, et devient vue. 
La generatrice % entre au point 18 cache, et est cachte de- 

puis le croisement avec le contour apparent de B, elle sortau | 

point 19, vu, et devient vue. 
La, gencratrice y de B ne coupe pas le eylindre A, et elle 

est &videmment situte derrisre ce eylindre, elle est cachte | 

dans la partie oi elle est recouverte par la projection verti- 

cale de A, La generatrice e de B entre dans A au point %, 
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vu, elle est vue jusqu'ă ce point, elle en sort au point vu, 20, 
elle devient vueă partir de ce point. 

Nous avons suppos€ que les deux cylindres ne formaient 
qu'un seul corps solide , les portions de gencratrices d'un 
ejlindre contenues dans lautre ne sont pas supposâes exister, 
on les mettra sur l'&pure en traits mixtes (—.—.—.—. ) 

On pourrait admettre qu'un descylindres penâtre Pautre ; 
alors, les parties des generatrices de contour apparent du 
cylindre pânâtrant, existant reellement dans V'autre, seront 
cachdes et reprâsentees en pointsronăs ; mais, on ne peut sup- 
poser que les deux cylindres penâtrent â la fois lun dans 
Pautre, et ce serait une faute de tracer en mâme temps en 
points ronds les parties interieures des contours apparents 
des deux cylindres, 

Second exemple de ponctuatioy. (Fig. 368.) 
Nous considârons les deux mâmes cylindres, et nous sup-! 

posons que leur intersection a ât€ construite. (Voir fig. 366 
et $ 490-491.) n 

Nous nous proposons de representer le cylindre A avec 
Lentaille faite par le cylindre B. 

Projection horizontale. — Examinons d'abord ce qui reste 
des contours apparents du cylindre A. La gendratrice pentre 
dans le cylindre B au point 9, et en sort au point 11; la 
partie 9-11 est enlevee. 

La generatrice A entre dans le eylindre B au point 4, en 
sort au point 15 ; la partie 4-15 est enlevce. 

La courbe est vue, si elle est sur une partie vue du cy- 
lindre A. | 

Ainsi le point 44, qui correspond î la gensratrice m est vu, 
avec lare 45, 14, 12, 41. Le point 7 estsur la generatie vue n, 
et larc 9, 7, 6, 5, 4est vu. 

Le point 1 est sur la gânâratrice d, et lare 4,1, 46 devraiţ 
&tre cache, seulement îl est vu, depuis 4 jusqu'au moment oi 
il passe au-dessous de lare 12, 44, 45, parce que la partie du 
cJlindre situce au-dessus de cet arc est enievce. 

Le point 10 est donn€ par la gânsratrice g, et devrait 
&tre carhe avec Parc 9, 14, 12, qui est vu â travers l'entaille 
faite dans le cylindre A par le cjlindre B.
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II reste, pour completer la projection horizontale, ă tracer 
en points les portions 5-7 et 12-46 des gânsratrices de con- 
tour apparent du cylindre B, qui sont dans A, et qui limitent 
lentaille faite dans A ; ces portions de ceontour apparent 
existent rcellement, mais sont cachees. 

Projection verticale, — La generatrice 8 existe jusqu'au 
point 8 etă partir du point 24 ; entre les deux points elle est 
enlevee en m6me temps que le cylindre B. 

La gensratrice W eziste jusqwau point 418 et âă partir du 
point 19; la partie 18-19 est enlevde en mâme temps que le 
eylindre B. 

Le point 10, sur la generatrice g, est vu, ainsi que l'arc 8, 
20, 10, 4. 

Le point 1, sur la gâneratrice d, est vu, ainsi que larc 48, 
23, 1, 49. 

L'arc 8, 6, 18 doit 6tre cache, il est vu en partie ă travers 
L'entaille faite par le cylindre B. 

L'are 24, 44, 19 est cache et reste cache. 
La portion de gâneratrice 23-20 du cylinâre B forme le 

contour apparent cache du trou fait dans le cylindre A, 
elle existe dans cet intervalle et doit &tre representâe en 
points ronds. 

La gensratrice y de B ne rencontre pas le cylindre A, et 
est tout enticre enlevee. 

Kroisieme exemple deponctuation. (Fig. 369). 
Solide commun.. 

Nous nous proposons de reprâsenter le solide commun 
aux deux cylindres. 

Les parties des generatrices de contour apparent d'un des 
eylindres, contenues dans L'autre, forment le contour appa- 
rent du solide commun. 

Projection horizontale : Les lignes 4-15 et 9-41 de A sont 
“dans B. 

Les lignes 5-1 et 12-16de B sont dans A ; ces quatre lignes 
forment d'abord la limite de la projection horizontale, qu'il 
faut completer, en mettant en plein les parties de courbes 
formant contour, 5-4, 15-16, 12-41, 9-1. 

Puisque, dans le solide commun les deux cylindres exis- 
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tent ă la fois, les portions de courbes vues et eachses seront 
les m6mes que dans l'ensemble des deux eylindres, en dehors 
de ces ares qui sont necessairement vus comme formant le 
contour d'un corps solide. 

Projection verticale. — Les lignes 8-21 et 18-19 de A sont 
dans B ; la ligne 20-23 de B est dans A; ces trois lignes for- 

ment d'abord la limite du solide; il faut complster le contour 
exterieur par des lignes pleines, en sorte que lesares 21, 14, 19, 
8-20 et 23-18 sont vus. 

Pour le reste des autres ares, les parties vues et cachees 
sont les mâmes que dans le cas oi l'on represente Pensemble 
des deux cylinâres. (Fig. 366.) 

(Voir notre Recueil d'epures.)
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498. Nous prenons deux cylindres A et B. (Fig. 370.) 
Le cylindre A a sa trace sur le plan horizontal, le 

cylindre B a sa trace sur le plan vertical. 
Nous construisons un plan parallele ă la tois aux genera- 

trices des deux eylindres, en menaat par le point 0,0 des pa- 
rallles aux gencratrices ; mais comme les deux cylindres 
n'ont pas leurs bases sur le m6me plan, nous devons employer 
ă la fois la trace horizontale et la trace verticale des plans 
auxiliaires, 

Les traces horizontales des: paralleles aux generatrices 
mences par le point o,o' sont les points a et d, les traces ver- 
ticales sont b etc, et ces traces determinent le plan PaP 
parallele aux plans auxiliaires. 

Ainsi le plan P,yP', donne dans le eylindre A deux gâne- 
ratrices, dont les traces sont g et s, et dans le eylindre B deux 
generatrices dont les traces verticales sont /' et f, en tracant 
les projections des generatrices g et p', par exemple, on obtient 
le point d'intersection 7. 

Les plans limites sont, d'une part, le plan P,, tangent au 
eylindre B suivant la generatrice f, et d'autre part, le plan P, - 
tangent au cylindre B suivant la gencratrice m. 

Les plans limites sont tangents au mâme eylindre. 
Entre ces plans nous prendrons les plans Ps et P. qui 

donnent les points sur le contour apparent horizontal du 
cylindre A, les plans P, et P, qui donnent les points sur le 
contour apparent vertical de ce cylindre. Nous prendrons 
ensuite les plans P, et P, qui donnent les points sur le con- 
tour appareni horizontal du cylindre B, les plans Pet P, 
dejă employes donneront les points sur le contour apparent 
vertical de B,    
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Les plans limites jouissent encore de la propriete dâjă 
signalce. Zes genratrices du cylindre coupe par un plai limite 
sont tangentes d la courbe, et cette propriât€ serait d&montrte 
exactement dans les mâmes termes que dans le cas que nous 
avons examin€ (491), Supposons tous les points construits, et 
suivons l'ordre des points comme nous l'avons fait. dans 
l'exemple precedent. 

Nous partons du plan auxiliaire P,, la gânsratrice f'deB 
et la generatrice e de A donnent le point 1; la courbe touche 
la generatrice e. Nous marchons sur le cylindre B dans le 
sens fh' et sur lecylindre A dans le sens egil, 

A et g donnent le point 2 sur le contour apparent hori- 
zontal de B. 

k et i donnent le point 3 sur le contour apparent hori: 
zontal de A. 

m' et Î donnent le point 4, dans le plan limite, la courbe 
est tangente ă la droite 7. 

Nous ne pouvons continuer â nous deplacer dans le măme 
sens sur le cylindre A, lare lu €tant en dehors de Pintersec- 
tion, et nous remontons de 7 vers e, en continuant dans le 
meme sens sur B, de manisre ă obtenir de nouveaux points 
d'intersection. 

p et n' donnent le point 5 sur le contour apparent hom- 
zontal de B. 

ietg — 6 sur le contour apparent hori= 
zontal de A. 

9 et p — 1. 

eet f! — 4. 
Nous revenons au point de depart, et nous avons construit 

les intersections de toutes les gencratrices du cylinure B avec 
les gen6ratrices du cylinâre A qui ont leurs traces sur larcel; 
nous avons obtenu une courbe fermee. 

Maintenant, pour obtenir de nouveaux points d'intersec- 
tion, nous partons de nouveau du plan P,, en prenant la ge- 
neratrice /' du eylindre B, et la gânâratrice r du cylindre A. 

Nous marchons sur le cylindre B, dans le m6me sens que 
la premiăre fois, de f' en /! k, et surle eylindre A der en u. 

r et f donnent le point 8, la courbe est tangente ă la 
droite 7. 

Poyz. —T. 1, 47
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s et W donnent le point 9, sur le contour apparent horizontal 

de B. 
t et ' donnent le point 10, sur le contour apparent hori- 

zontal de A. 
u et m' donnent le point 44, la courbe est tangente â la 

droite vu, 
Nous remontons maintenant sur le eylindre A, et conti- 

nuons dans le mâme sens sur le cylindre B; nous obtenons 

de nouveaux points d'intersection : 

v et n' donnent le point 12, sur le contour apparent hori- 

zontal de B. 
t et 2 donnent le point 13, sur le contour apparent hori- 

zontal de A. 
r et f' donnent le point 8. 

Nous revenons au point de depart, apres avoir decrit une 

seconde courbe ferme, et nous avons pris ainsi tous les points 

d'intersection. (Dans notre &pure, nous avonspasse un grand 

nombre de points intermâdiaires, nous n'avons marqu6 que 

les points utiles pour determiner les parties vues et cachees, 

et ils indiquent suffisamment la marche de la courbe). 

Les points de la projection verticale se joignent dans le 

mâme ordre que les points correspondants de la projection 

horizontale. 
Mais nous râpâtons encore qu'il faut construire directe- 

ment les points limites et les points sur les contours appa- 

rents de la projection verticale (nous avons affecteă ces points 

dont nous n'avons pas figure les projections horizontales des 

numâros qui ne suivent pas Pordre regulier). 

Tangente. — Nous n'avons pas construit de tangente 

ă la courbe. 

Une tangente en un point est toujours l'intersection des 

plans tangents suivant les generatrices qui passent par ce 

point. La construction est la m6me que dans le cas prece- 

dent, seulement il faudra obtenir les traces des deux plans 

tangents sur le mâme plan de projection, ce qui se fera ais6- 

ment puisqu'on aura une trace et la gencratrice de cpntact. 

II est prâfârable de couper ces plans tangents par ui plan 

auxiliaire, en lemployant comme nous lavons montte (493), 
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un des plans qui ont servi ă construire les points de Vinter- 
section des deux cylindres. 

498 bi. Points singuliers. — Notre &pure presente 
deux points singuliers sur la projection verticale. 

II est arriv6 que le plan P,P',, qui passe par la genera- 
trice p' de contour apparent vertical du cylindre B, passe en 
mâme temps par yu, generatrice de contour apparent du cy- 
lindre A ; les deux generatrices de contour apparent vertical 
se coupent au point . 

En ce point ' les plans tangents aux deux cylindres sont 
perpendiculaires au plan vertical, la tangente est perpendi- 
culaire au plan vertical, et nous avons vu (326) que dans le 
cas od Lon projette une courbe gauche sur un plan perpen- 
diculaire â lune de ses tangentes, la projeetion presente un 
point de rebroussement, qui est, en general, de premiere espăce. 

La courbe presente done un point de rebroussement au 
point e; nous ne pouvons obtenir la tangente commune aux 
deux ares au point; nous indiquerons plus loin comment 
on peut construire cette tangente dans certains cas particu- 
liers. Le mâme fait s'est encore presente sur notre 6pure, 
avec le plan PP, qui renferme la generatrice z de contour 
apparent vertical du cylindre B, et la generatrice w de con- 
tour apparent vertical du cylindre A ; nous avons un point 
de rebroussement au point Y, 

Parties vues et cachees. — Nous avons reprâ- 
sente sur la figure le eylindre A perc€ par le cylindre B. 

Nous r&psterons encore ici ce que nous avons dâjă divă 
propos de l'exemple precedent (497). 

Projeciion hovizontale. — Examinons d'aboră ce qui reste 
du contour apparent du eylindre A. 

La gensratrice p entre dans le eylinăre B au point 3, en 
sort au point 6; la partie 3-6 est dans le cylindre Bet est 
enlevce, le reste de la generatrice existe et est vu. | 

La generatrice t entre dans B au point 10 eten sort au 
point 13: la partie 10-43 est enlevce, le reste est vu. Le 
cylindre A restant seul, les courbes seront vues, si elles sont 
tracees sur les parties vues de ce cylindre.
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Ainsi, le point 4 &tant vu, tout larc 3,2,14,7, 6 est vu; 

Parc 3, 4, 5, 6, qui correspond ă lare :pl de la base, est ca- 

che ; sauf une partie vueâ travers le trou fait par le cyhndre B. 

Le point 8 est vu, lare 10, 9, 8, 13 est vu, car il correspond ă 

Pare rst de la base; lare 10, 41, 12, 13 est cache, comme r6- 

pondant ă lare uut cache de la base ; une partie de cet arc est 

vue, ă partir du point 10, ă travers le trou fait par le cy- 

lindre B. 
Les portions de generatrices 2-9 et 5-12, de contour appa- 

rent horizontal du cylindre B renfermees dans le eylindre A, 

limitent dans ce eylindre le contour apparent du trou forme 

par le cylindre B, elles sont utiles et doivent âtre represen- 

tees en points ronds. 
Projection verticale. — Nous ne jugeons pas utile de re- 

“pâter tous les dâtails que nous venons de donner par la pro- 

jection horizontale. 

Parc e, 4, 46, A7 est vu; lare e, 1, 41 devrait âtre cache, 

et est vu ă travers le trou.. 

Larc 14, 44, Y est vu, et lare 44, 15, 8,) est cache. 

Les generatrices de contour apparent vertical du eylindre B 

sont utiles et forment le contour apparent cache du trou entre 

les points d, 15 et, 16; elles doivent 6tre tracees en poinis 

ronds,
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POINT DOUBLE BEEL 

499. Liintersection peut presenter un point tel que la 
courbe passe deux fois par ce point ; elle prâsente alors un 
point double reel. 

Ce cas se prâsente lorsqu'il existe un plan limite tangent 
ă la fois aux deux cylindr2s ; il est intermediaire entre Varra- 
chement et la pânstration ; les deux courbes qui constituent . 
une penctration se rejoignent par un point. 

Nous allons montrer qw'en joignant les points dans 
Tordre regulier, on trouve deux ares passant par le mâme 
point. Les deux cylinâr: s ont leurs bases dans le plan ho- 
rizontal, et il se trouve qu'un des plans auxiliaires Pio a sa 
trace horizontale tangente ă la fois aux deux bases (fig. 371), 
(On peut se donner les projections horizontales des gân6- 
ratrices et dâterminer leurs projections verticales par cette 
condition). 

Le second plan limite est P,, et nous construisons la pro- 
jection horizontale de lintersection, en prenanţ seulement 
les points sur les contours apparents horizontaux avec les 
points sur les gencratrices limites, et un ou deux points în- 
termediaires pour bien €tablir la forme de la courbe. 

a et d donnent le point 1, point limite. 
det e — 2, sur le contour horizontal de B. 
fete — 3, 
get — 4, sur le contour horizontal de A. 
keti — 3, c'est le point double. 
metz — 6, sur le contour horizontal de B. 
net o a 7, — de A. 
bet p — 8, point limite. 
A partir de ce point, nous rebroussons sur le cylindre B,
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et nous continuons ă nous deplacer dans le mâme sens sur le 

eylindre A. 
d et g donnent le point 9. | 

reti o --10, sur le eontour horizontal de B. 

gets -- MW, — de A. 

“keti — 12, dejă nomme 5, point double. 

met — 43. , 

netu — 14, sur le contour horizontal de A. 

vete — 15, — de B. 

beta — 4, point de depart. 

megle. — Quand deuz cylindres ont un plan tangent com- 

-mun, Lintersection presente un point double rel, au point oă se 

croisent les gendratrices de contact du plan tangent commun. Îl est 

clair que la m6me disposition se prâsentera sur la projection 

verticale, nous nous sommes contentes de construire sur cette 

projection les points limites et les points sur les contours 

apparents, auxquels nous avons donne des numeros en dehors 

de la serie de la projection horizontale. 

L'epure represente ce qui reste du cylindre B, apres qu'on 

a enleve le cylindre A et la partie commune aux deux cylin- 

"dres. (Voir notre Recueil d'epures.) 

500. 'Yangentes au point double râel. — Les 

deux branches de courbe qui se eroisent au point double reel 

ont, en ce point, deux tangentes difterentes, et ces deux tan- 

gentes €chappent ă la construction ordinaire, puisque les 

deux cylindres ont mâme plan tangent ; ce plan contient les 

deux tangentes, et l'on sait seulement qu'elles auront leurs 

traces sur la trace horizontale du plan. On peut determiner 
ces trâces par une construction approchee, en employant une 
courbe dite courbe d'erreur, et qui n'est autre que le lieu 

geomâtrique des traces des tangentes aux points voisins du 
"point double (Fig. 372). 

Considârons les deux ceylindres A et B, qui ont un plan 

tangent commun dont la trace est P; Lintersection prâsente 

un point double rel au point c,c' situ6 sur les generatrices 
de contact du plan tangent commun. 

Prenons des plans P,P, voisins du plan P. 
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Uns des branches de la courbe d'intersection sera donnâe 

par les generatrices g et h, 

| feti 

| a et b, point double, 
det ă, 
eetl; 
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a et b, point double, 
det, 

eetă, 

sans construire les points d'intersection, construisons les 

traces des tangentes en ces points. 

Les tangentes en g et Ah se coupent au point g, 

— feti — p 

— det k — n, 

— eet] — m. 

Nous joignons les points g;p;n;m par un trait continu, nous 

obtenons une courbe, lieu des traces des tangentes aux di fi€- 

rents points de la branche d'intersection correspondante ; 

notre tangente aura sa trace sur la courbe, et aussi sur la 

trace P du plan tangent commun, donc le point vw est la trace 

de la tangente qui est wc, wc. 

Les tangentes en g et 1 se coupent au point z, 

— pet k — ţ, 

— deti — s 

— eeth — Fr, 

Le lieu des points u,s,r est une courbe qui coupe la 

trace P au point o, trace de la seconde tangente qui est 

oc, o'c', 

En gânsral, quatre points de chaque courbe suffisent, pour 

la dessiner convenablement dans la partie utile, si Pon a soin 

de prendre les plans P, P, trâs rapproches du plan P. 

Nous verrons tout ă Pheure que dans le cas des cylindres 

â base section conique, les points o et w partagent harmonique- 

ment la droite ab, en sorte qu'il suffit de construire un des 

points directement. 

300 bis. Seconde construction. — On peut employer une autre 

espăce de courbe : considârons les secantes obtenues en 

joignant le point double ă differents points de la courbe d'in- 

tersection de plus en plus rapprochâs du point double, la tan- 

gente est une de ces sâcantes, construisons les traces horizon- 

tales de ces secantes et joignons-les par une courbe continue, 

la trace de la tangente cherchee sera sur cette courbe, ă son 

point de rencontre avec la trace du plan tangent commua. 

Ces s&cantes forment un câne qui a son sommet au point . 

“ double et qui a la courbe pour directrice; on peut demontrer 
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que ce câne est du second degrs; sa trace sur le plan des deux 
bases est une conique qui rencontre la trace du plan tangent 
commun en deux points, trace des tangentes. 

Fh6or&me. — ne courbe de degre p& un point multiple 
dordre m; un c6ne ayant sun sommet au point multiple et la 
coube pour directrice est de degre (p — m.) 

En effet, nous coupons le câne par un plan qui passe par 
le point multiple; ce plan coupe la directrice du câne en p 
points, mais m points sont runis au sommet. Ce plan coupe la 
direetrice en (p — m) autres points et le câne suivant (p—m) 
gencratrices; si l'on prend la trace du câne sur un plan quel- 
conque, une droite trace dans ce plan coupera cette courbe 
en (p — m) points, puisque cette droite et le sommet dâter- 
minent un plan contenant (p—m) gensratrices. 

Si la courbe est du 4" degre, le câne ayant pour sommetle - 
point double est du second degră, sa trace sur un plan est 
une conique. 

Les deux cylindres ayant, leurs bases dans le mâme plan, 
nous construisons cette conique; les points ou elle coupera la 
trace de plan tangent commun aux deux cylindres appartien- 
dront aux tangentes cherchâes. 

D'une manitre gensrale, on pourra construire cinq points 
de cette conique en prenant les traces de cinq lignes joignant 
le point double ă des points de la courbe d'intersection; et on 
pourra construire par la regle et le compas, les points de ren- 
contre de la trace du plan tangent avec la conique. 

Il arriverasouvent quela conique trace du câne sera une hy- 
perbole dont on pourra construire les asymptotes et un 
point. Nous faisons passer par le point double un plan paral- 
lale au plan des bases; si ce plan coupe la courbe d'intersec- 
tion, îl y aura des gensratrices du câne auxiliaire parallăles 
au plan des bases, et la section plane du câne sera une hyper- 
bole. Les gencratrices parallăles au plan des bases s'appuient 
en des points de la courbe, on construit les tangentes en ces 
points; ces tangentes et les genâratrices dâterminent les 
plans tangents au câne auxiliaire suivant les generatrices pa- 
ralleles au plan des bases; ces plans coupent le plan des bases 
suivant les asymptotes. On cherche directement le point ou 
une gencratrice du câne perce le plan, on a alors les asymp- 

o.
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totes et un point de la conique trace du câne auxiliaire. On 

peut obtenir par la râgle et le compas les points de rencontre 

de la trace du plan tangent commun avec la trace du câne 

auxiliaire. 
Le plan tangent commun aux deux surfaces coupe le câne 

auxiliaire suivant deux generatrices qui sont les tangentes â 

la courbe. Toutplan parallâle coupera le câne auxiliaire suivant 

une-courbe homothstique, c'est-â-dire suivant une hyperbole 

dont les asymptotes sont parallâles aux tangenies que nous 

cherchons. 
Cette remarque peut servir pour trouver dans quelques 

cas particuliers les tangentes ă la courbe. 

FEwemple : On considăre deux eylindres de revolution qui 

ont un plan tangent commun horizontal ; on peut construire 

les tangentes au point double. 

501. %h€oreme.— Quand un plan coupe deuz surfaces du 

second degră suivant deux courbes homotheligues, toute surface 

du second degre passant par bintersection des deux premicrers est 

coupte par le plan suivant une courbe homothetique des deuz 

.autres, 

Nous coupons deux surfaces S et S, par un plan quelconque 

P; les points poiles sections planes se rencontrent appartien- 

nenţ ă lintersection I des surfaces. Nous faisons passer une 

surface 2 par lacourbe I, le plan P coupe la surface Z suivant 

une courbe ă laquelle appartiennent les points p. 

Or les surfaces S et S. sont; du second degrs; le plan-P les 

coupe suivant deux courbes homothetiques du second degr6 

qui se croisent en deux points ă distance finie et deux pointsă 

Pinfini; la section de la surface E par le plan P contient ces. 

quatre points; elle a donc en commun avec les deux courbes 

homothetiques prâcedentes deux pointsădistance finie etdeux 

points ă linfini; elle est homothstique de chacune de ces 

courbes, 

50187. Corollaire. — Si les deux eylindres qui ont un 

plan tangent commun sont deux cylindres ă base circulaire 
ayant leurs bases dans le m6me plan, le câne auxiliaire aura 

pour base sur ce m6me plan un cercle. |
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Extension. — Les bases 6tant deux coniques, on les 
remplacera par leurs cereles osculateurs aux points de contact 
avec la trace du plan tangent commun. - 

302. Th6oreme. — En un point double râel, les langentes 
d la courbe et les gentratrices qui passent par le point forment un 
faisceau harmonique. 

En eflet, dans un plan auxiliaire voisin du plan tangent 
commun, nous avons quatre generatrices qui forment un pa- 
rallslogramme, et les sommets opposâs de ce parallelogramme 
appartiennent â la m6me courbe. Les diagonales sont des 
stcantes dans les courbes, 

A la limite, ce sont ces diagonales, dont les deux points 
dintersection avec la courbe se rapprochent indefiniment, 
qui deviennent tangentes ă la courbe, et alors les diagonales 
et les gencratrices passent par le point double. 

Or, dans un parallelogramme, les diagonales et les paral- 
leles aux câtes menses par le centre forment un faisceau 
harmonique. A la limite, les deux tangentes et les deux g6- 
€ratrices jouiront de la mâme propriste. 
502 65. Construction des tangentes. — Nous pouvons construire 

les traces des tangentes dans le cas ou les eylindres ont pour 
„ dases deux cereles situes dans le plan horizontal; les centres 
des cereles sont a et b (fig. 313). 

P est la trace du plan tangent commun. 
Nous figurons la trace Q d'un plan auxiliare voisia du 

plan P, et nous construisons en k la trace de la tangente au 
„point qui resulterait de l'intersection des gâneratrices feth. 

Lorsque le plan Q se rapproche indefiniment du plan P, 
i ile point k se deplace, et nous cherchons sa position limite ; il u 

4 

i 

partagera alors la droite cd dans un certain rapport qui sera 
i | Kkh a limite du rapport 7 

j 
kh __sin hfk __ sin dbf 

Af sin fhk — Sinca 
sin dăf 

sin dif AF dof 
sin cah ” sincah ” cab” 

cah 

Dans le triangle &4f 

  

Nous pouvons €crire 
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et, quand le plan Q se rapproche indefiniment du plan P, ces 
angles devenant tres petiis et tendant vers zâro ; nous pou- 
vons 6crire : 

lim Hh — lim do, 
&f cah' 

dbf df cah ch 
or Tăo = GR et Taia = Sa: 

En dâsignant par R et r les rayons des cereles: 

df Lica FE = ji i Z/ > ri . R: 

313 57 4 
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Les angles €tant tr&s petits, nous pouvons remplacer lare 
par la corde, et nous aurons: 

If = ds X2R, 
ch =ct X 27, 

VR 
et comme ds =ct dr == 

- ch Vr  
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tim E — 7VR_ Ve 

RV Va 
que nous pouvons €crire 

Done 

  

VRr. 
Prolongeons le rayon dd d'une quantite = r. 
Decrivons sur 75 une 172 circonference : dm = VRr. 
Nous reportons dm en dm,, et nous menons am, cette 

ligne coupe cd au point o qui partage cd dans le rapport 
donn€. 

Si nous considerons la trace 4, de la tangente en un point 
de lautre branche de courbe, et si nous cherchons la limite 

„du rapport E dans le triangle Aik:h, nous trouverons en- 
i 1 

Vr 
|. core que cette limite est egale â Re nous &crirons VR 

Nous portons sur ac une longueur cm, egale ă dm, egale 
i VRr. 

Nous menons la ligne îm, qui coupe la trace P au point v,. 
trace de la seconde tangente. 

|... Or, nous avons €videmment, en tenant compte des signes 
i des segments 

p rVR.r_ 1 

! Les points o et « sont done conjugues harmoniques par 
rapport aux points d et c, les deux tangentes qui passent par 
le point double et qui ont leurs traces en o etu, les deux gene- 
Tatrices de contact qui ont leurs traces en cet d, forment un 
faisceau harmonique. 
„Si Pon a deux eoniques pour bases des deux cylindres, on 
peut considerer les cereles osculateurs de ces deux coniques 
aux points de contact avec la trace du plan P, et gtendre 

 teite construction aux deux cylindres ă base section conique, 
" Voiră la fin du volume (note 4) le cas du point double au 
sommet d'un câne. 
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503. Nous avons pu observer, dans les diffârentes epures 
d'intersection de cylindres que nous venons de construire, 

que les projections des courbes d'intersection se croisent et 
presentent des nouds, sans que cependant ces branches des: 
courbes se coupent râellement, 

Ces points de croisement sont des points doubles en pro- 
jection, et on peut d'abord trouver une droite sur Jaquelle 
ils sont places, et ensuite les construire. 

Considerons (Fig. 374) deux cylindres ayant leurs bases : x 

sur le plan horizontal. 
Nous nous proposons de trouver la ligne qui passera par 

les points doubles de la projection horizontale. 
Un point double sur la projection horizontale provient de 

ce qu'il existe dans la cvurbe d'intersection deux points quit. 
ont la mâme projection horizontale, c'est-â-dire deux points! 
situes sur la mâme verticale. 

Cette verticale qui rencontre la courbe en deux points esti 
done une corde verticale commune aux deux eylindres. 

Dans le cylindre A, le milieu de cette corde verticale sera 
dans le plan diamâtral conjugu& des cordes verticales de ce|| 
eylindre (497) ; dans le oylindre B, le milieu de cette corde 
sera dans le plan diametral conjugu€ des cordes verticales de 
ce cylindre. Done le milieu de la corde commune sera sur la 
droite d'intersection des deux plans diametraux, et comme la 
corde est verticale, elle se projettera tout entiere en un point 
situe sur la projection horizontale de cette droite. | 

La projection horizontale de tintevsection des plans diametrauz 
conjugues des cordes ver ticales dans les deuz cylindres, est la dignei 

qui passe par les points doubles de la projection horizontale. 
Construisons cette projection horizontale : 

| 
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Le plan diametral conjugu6 des cordes verticales dans le 
eylindre A, est le plan qui passe par les generatrices de con- 
tour apparent horizontal ; sa trace horizontale est ab (497). 

Le plan diametral cofijugu€ des cordes verticales dans le 

  

    

cylindre B, est le plan qui passe par les genratrices de eon= 
tour apparent horizontal; sa trăce horizontale est ed, | 

Nous voulons construire un point de lintersection de ces 
deux plans. Nous les coupons par un des plans auxiliaires P,+ 

—
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qui servirait ă construire Pintersection des deux eylindres 

(la direction de la trace de ces plans a ete obtenue en joignant 

les traces forizontales A et k de deux paralleles aux genera- 

trices menses par un point 0,0”). Le plan P coupe le plan a, 

suivant une parallele aux generatrices (car les deux plans 

sont parallăles aux generatrices) du cylindre A, et la projec- 

tion de cette parallăle est im; ce mâme plan coupe le plan cd 

suivant la gencratrice projetee en dm, qui est la generatrice 

de contour apparent horizontal du cylindre B. Le point m est 

un point de la ligne des points doubles; on pourrait en cons- 

truire un second de la mâme maniăre; nous avons pris le 

point de rencontre f des traces horizontales, qui est la trace 

de la ligne. fm est donc la ligne des points doubles de la pro- 

jection horizontale, et la projection verticale de la droite pro- 

jetee en fm n'a aucune importance, 

Si nous repâtons exactement les m6mes raisonnemezis 

par rapport au plan vertical nous verrons gue la ligne des 

points doubles de la projection verticale est la projection verticale 

de Zintersection des plans diametraux conjugues des cordes perpen- 

diculaires au plan vertical. Ă 

Pour le cylindre A, le plan diametral conjugu€ des cordes 

perpendiculaires'au plan vertical, est ie plan qui passe par 

les generatrices de contour apparent vertical (497). 

La trace horizontale de ce plan est np. 

Pour le cylindre B, la trace horizontale du plan est gr. 

Nous coupons encore les deux plans par un des plans auzi- 

liaires qui servent ă lintersection des eylindres ; nous pre- 

nons par exemple le plan dont la trace est P,; il determine 

dans le plan np une droite parallăle aux generatrices de A et 

dont la projection verticale est îo'; dans le plan gr, îl deter- 

mine la droite projetee en rw”, qui est ici la genâratrice de 

contour apparent vertical, et le point v est un point de la ligne 

des points doubles; on en construia un second de la mâme 

maniăre; nous nous sommes servi dans notre figure de la 

trace horizontale s, point de rencontre des traces horizon- 

tales des deux plans, et sw est la ligne des points doubles de 

la projetion verticale. Les points doubles en projecrion, sil 

en y a, se projettent sur ces lignes; elles ne peuvent traver- 

ser la projection de la courbe qu'en un point double.  
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Novus avons appliqu€ ces constructions sur la figure 370: pour la projection horizontale, sr est la ligne des points doubles ; dans cette figure, les bases ne sont pas sur le mâme plan, on a la trace horizontale 4 d'un (cylindre A) des plans diametraux, et la trace verticale 41 de L'autre (eylindre B). Le plan auxiliaire P,Py a donne les droites wa et ys. Le plan auxiliaire P,P, a donns les droites ve et gr. Nous avons encore appliqu€ la construction pour la pro. jection horizontale dans la figure 314. 

Voir (note 2) le cas oi les eylindres n'ont pas de contour ; apparent. 
Les points doubles €tant projetes sur la ligne des points ; doubles, il faut couper les deux surfaces par le plan qui pro- : jette cette ligne; on obtiendra dans les deux surfaces deux ; courbes, qui devront avoir des points communs situds deux ă deux sur des perpendiculaires au plan de projection. Dans la plupart des cas, les courbes qu'on devra construire   ainsi sont trop compliquces pour qu'il Y ait avantage â faire le trac, et l'on se contente de la ligne sur laquelle se trouvent les points. Nous allons donner un exemple dans lequel on | peut construire un point double en projection. (Fig. 373). | Ona deux eylindres ă base cireulaire, et or veut obtenir "la ligne des points doubles en projection verticale. Les plans diametraux conjugues des cordes perpendicu- laires au plan vertical, ont pour traces horizontales efet gh; | ces deux droites sont paralleles, et par suite, la ligne des points doubles sera horizontule, et mâme ici paralele ă la, lizne de terre. 

Nous en construisons un point, en employant un plan auxi- liaire dont la trace kA est parallele â P. 
Nous obtenons le point Î, et la ligne des points doubles de la projection verticale est imp. Nous coupons les deux cylindres par le plan horizontal dont la trace verticale est îmip' : ce plan dâtermine deux cereles egaux aux bases. Dans le eylindre A, le cercle a pour centre le point pro- jete en s, point de rencontre avec l'm'p' de la parallele aux gencratrices mente par le centre de la base. 
Dans le ceylindre B, îe cercle a pour centre le point pro- iete en 7”, point de rencontre avec îm'p' de la parallâle merse 

Potyr. — T.li 
18    
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aux genbratrices par le centre de la base, Ces deux droites, 

dont les projections sont a'v et 57, âtant dans les plans dia- 

mâtraux conjugubs des cordes perpendiculaires au plan verti- 

cal, rencontreront lintersection de ces deux plans qui se pro- 

jette suivant la ligne des points doubles. 

Les deux cereles ayant leurs centres sur une paralele â la 
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ligne de terre auront une corde commune perpendiculaire au | 

plan vertical, et qui se projettera sur le plan vertical en un ; 

point, qui sera le point double. [| 

Faisons tourner les deux cereles autour de cette ligne, ! 

pour les amener dans le plan de front passant; par les deux .    
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centres; nous pouvons decrire les cereles qui se coupent en 
ta et s; la corde tits rencontre la ligne des points doubles au 
point T, qui est le point double lui-mâme. 

504. Nombre des points doubles en projec- 
tion. — Nous venons de dire que si l'on veut obtenir les 
points doubles eux-mâmes, il faut couper les deux cylindres 
par le plan qui projette la ligne des points doubles, et mar- 
quer les projections des points d'intersection des courbes 
ainsi obtenues. 

Si les cylindres ont pour base des sections coniques, ces 
courbes seront des sections coniques, et pourront se croiser 
au plus en quatre points, qui se trouveront deuxă deux sur 
des perpendiculaires au plan de projection, et donneront au 
plus deuz points doubles. 

Ainsi, dans la figure 316, les deux coniques se coupent en 
quatre points a',b,c',d, qui donnentsurla projection horizon- 
tale deux points doubles A et D. 

   
Les deux coniques peuvent âtre simplement secantes en 

deux points-(fig. 311) a' et 5, donnant un seul point double A. 
Elles peuvent âtre tangentes et sâcantes (fig. 378), les 

deux points a' et d donnent le point double A, le point de 
contact % correspond ă un point de rebroussement. En effet, 
en ce point, chacune des courbes a une tangente verticale, 
donc les plans tangents aux deux cylindres sont verticauz:
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ce sont les plans de contour apparent horizontal, et nous 
avons vu (498 Bis) que la courbe presente alors un point de 
rebroussement. Le point de rebroussement est done un point 
double en projection, et doit se trouver sur la ligne des points 
doubles. 

379 
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Ye 
Les deux courbes peuvent âtre bi-tangentes. (Fig. 379.) 
Les tangentes communes verticales correspondent ă deux 

380 

IL 

1 

Z 

cale et par suite un seul point double en projection, et ce sera 
un point de rebroussement, 

Voir (note 4) la construction des points doubles en projec- 
tion, 

  

points de rebroussement 
qui sont les deux points 
doubles en projection, et 
il est bon, quand on ob- 
tient ainsi deux points de 

_rebroussement sur une 

&pure, de les verifier par 
la ligne des points dou- 
bles. 

Enfin, les deux cour- 
bes peuvent âtre simple- 
ment tangentes, soit ex- 

târieures, soit interieu- 
res (fig. 380); il ny a 
qu'mne tangente verti-    
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Les points doubles reels ne sont pas sur 
les lignes de points doubles. 

En un point double r6el, la perpendiculaire au plan de pro- 
jection ne rencontre la courbe qwen un seul point; il n'y a 
pas deux points sur la droite, comme cela est nâcessaire pour 
donner un point double en projection. 

Il pourrait arriver qu'un point double rcel se trouvât sur 
une ligne de points doubles, mais alors la projection d'une 
autre branche de courbe viendra, passer par le point, 

381 

  
II y a cependant un cas dans lequel le point double râel se 

projette sur la ligne des points doubles en projection, 
Considerons deux eylindres A et B tels que le plan paral-
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lâle aux gentratrices soit un plan vertical, les generatrices 

de contour apparent horizontal se confondent suivant acb 

(fig. 381). 
Le point double reel est le point €, determine par les 

gen6ratrices b et a des deux cjlindres. La courbe d'intersec- 

tion a la forme indiquee sur la figure, et nous engageons les 

&lăves ă la construire. La projection horizontale presente un 

point multiple de seconde esptce, les deux arcs sont tangents â 

la droite a6. La ligne des points doubles en projection horizon-. 

tale passera par le point c. En eflet, les deux tangentes aux 
deux ares de courbe qui se croisent au point e, sont contenues 
dans le plan vertical tangent commun aux deux cylindres; 

une droite verticale placee dans ce plan rencontrera ces deux 

tangentes, et si la droite se rapproche du point double, elle 

rencontrera les deux arcs en deux points infiniment voisins 

du point double, qui ă la limite donne un point double en pro- 

jection horizontale. 
Nous avons construit la ligne des points doubles, en pre- 

nani sa trace horizontale m, point de rencontre des traces 

horizontales db, ea, des plans qui contiennent les gencratrices 

de contour apparent horizontal ; ensuite nous avons coupe les 

deux plans par un plan auxiliaire P,, qui a donne le point kk. 

305. Construction de la tangente en un point 

de rebroussement dans un cas particulier. 

Nous examinons le cas particulier de deux cylindres ă base 

circulaire. Les plans auxiliaires ont leurs traces horizontales 

parallăles ă la droite P, en sorte que les generatrices de con- 

tour apparent vertical c et d se coupent au point f,f, qui est 

un point de rebroussement sur la projection verticale 

- (fig. 383). Nous nous proposons de construire la tangente ă 

la projection verticale de la courbe au point /. 

Lemme. — Si [on fait dans un cylindre ă base circulaire 

une section parallile ă la base, les normales au cylindre en tous les 

points de cette section rencontrent la perpendiculaire au plan du 

cercle, menee par son centre, 

Soit C le cercle (fig. 382), imaginons la normale dm au 

cylindre en un point 6. Cette normale, perpendiculaire au 
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plan tangent au cylindre, est perpendiculaire sur bd tangente 
au cercle, bd est perpendiculaire sur le rayon bo, et par suite 
m rencontre la perpendiculaire au plan 
du cercle, mence par le point o. 

La tangente â la courbe au point f! 382 ! 
est reellement perpendiculaire au plan i 
vertical, la projection presente un re- : 
broussement de premiere espăce, et la ! 
tangente â la projection est la trace 
verticale du plan osculateur (326). Ce 
plan osculateur mene par la tangente 
perpendiculaire au plan vertical, paral- Z d 
lolement ă la tangente en un point 
infiniment voisin, aura pour trace verticale la limite de la 
tangente en un point infiniment voisin du point /'. Cest cette 
tangente que nous allons chercher. 

Nous pouvons construire la tangente en un point quel- 
conque de lintersection des deux cylindres par une mâthode 
diferente de celle que nous avons suivie jusqu'ă present (493). 
La tangente en un point d'un cylindre est perpendiculaire ă 
la normale en ce point; la tangente en un point de intersec- 
tion est perpendiculaire aux normales aux deux cylindres au 
point considere, et par suite au plan de ces deux droites. Donc, 
si nous pouvons obtenir les normales aux deux cylindres, puis 
la trace verticale ou une ligne de front du plan passant par ces 
deux droites, la projection verticale de la tangente sera rec- 
tangulaire sur cette trace verticale ou sur la droite de front. 

Telle est la construction qui s'applique ă tous les points 
de la courbe, et que nous allons appliquer, comme construc- 
tion limite, au point f'; la tangente que nous cherchons doit 
&tre regardee comme la position limite d'une tangente en 
des points qui se rapprocheut de plus en plus du point f* 

Remarquons, d'abord (fig. 383) que la ligne des points 
doubles en projection verticale passe par le point f' (504), et 
qu'elle est parallele ă la ligne de terre; les centres des deux 
cercles, sections des eylindres parle plan horizontal f'4, sont 
projetes en / et m! sur la ligne des points doubles, qui est une 
droite de front; par suite, les perpendiculaires aux deux cer- 

cles projetees en mp et n'!' sont dans le mâme plan de front. 
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Au point f, la normale au eylindre A, perpendiculaire au 
plan tangent qui est le plan de contour apparent vertical /', 
se projette suivant /m' perpendiculaire ă ce plan, et rencontre 
axe în' du cerele f' au point n'. 

La normale au cylindre B se projettera de mâme suivant 
une perpendiculaire ă d'/, et rencontre axe m'p' du cercle f'4' 
au point p'. 

Les deux points m et p, quiil faut regarder comme limites 
des points ou les normales en un point infiniment voisin de f 

Z 
383 No 

  

  

rencontrenat les axes, sont dans le mâme plan de front, et la 
ligne 1/p' est une ligne de front du plan des deux normales. 
(En realite,. le plan des deux normales est de front, il faut 
regarder n'p'. comme la limite d'une ligne de front du plan 
des deux normales en un point infiniment voisin). La projee- 
tion, verticale de la tangente est fr”, rectangulaire sur np', 
et la courbe ă la forme indiqude sur la figure. -. - E 

   



BRANCHES INFINIES : 

DANS L'INTERSECTION DE DEUX CYLINDRES 

506. Gân6ralitâs. — Les courbes qui ont des points â Pinfini peuvent âtre de deux espâces difisrentes ; elles peu- vent avoir des asymptotes rectilignes, et elles sont dites hyperboliques; elles peuvent ne pas admettre d'asymptotes, et elles sont dites paraboliques. 
On appelle Branche dans les courbes hyperboliques la partie de la courbe qui admet la mâme asymptote, une branche peut avoir plusieurs bras. 
Dans les branches paraboliques, les bras se rejoignentă l'in- fini : lorsque les points d'une courbe s'6loignent â Vinfini dans un certain sens, par exemple, vers une extremitt d'une asymptote, la courbe revient de Vinfini de Pautre câte (sauf le cas des points singuliers ă L'infini (482-489), et on doit considârer comme point succedant immediatement ă un point situ€ â+- linfini celui qui est situd ă— Linfini, en sorte qu'on regarde la courbe comme continue. 
Dans une intersection de surfaces râglces, on pourra ren- contrer des points ă linfini, s'il arrive que des gensratrices qui se coupent deviennent peu â peu parallâles; et ce cas ne peut exister dans les cylindres, puisque toutes les gânsra- trices conservent dans chaque cylindre une direction Axe. On pourra rencontrer des points ă Linfini, s'il arrive que | des gânsratrices de une ou de lautre surface s'€loignent ă linfini, c'est-â-dire que les directrices des cylindres soient des courbes ă branches infinies ; c'est le seul cas qu'il ș ait lieu d'examiner pour les cylindres. 

Il faut encore observer que Ion peut rencontrer une 
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courbe d'intersection situce tout entitre ă Iinfini, cela ne 

veut pas dire que Lintersection est ă branches infinies, îl faut 

encore observer si les points ă Vinfini sont une suite regu- 

lire de points ă distance finie. 

3507. 4 ceas. Cylindre elliptique et eyşlindre 

hnyperbolique (fig. 384). 

Pun des cylindres a pour base Lellipse abedef, nous ne 

donnons que la projection verticale des generatrices, les g6- 

n&ratrices de contour apparent sont c/ et fi. Le second 

cylindre a pour base I'hyperbole age, bkd, les gensratrices de 

contour apparent vertical sont g/ et km. 

Admettons que les gencratrices soient telles que les plans 

auxiliaires aient pour traces des droites paralleles ă Q. Les 

plans limites sont Q et Q,, et entre ces plans limites il est 

clair qwaucune gânâratrice du cylindre hyperbolique ne 

s'eloigne ă Pinfini, par suite il n'y aura pas de branches infi- 

nies. 
Admettons au contraire que les plans auxiliaires aient 

leurs traces parallăless ă Lasymptote oA; le plan auxiliaire oA 

sera un plan asymptote du cylindre hyperbolique ; les plans 

limites sont les plans P et P». Les plans P, P,, P,, P, don- 

nent les points ă distance finie 4, 2 (contour apparent du 

eylinăre eliptique), 3, 4 (contour apparent du eylindre hyper- 

bolique); puis nous avons le point d projete en &'; entre P, 

et P, les gensratrices du eylindre hyperbolique s'eloignent 

de plus en plus, et les points passent â Linfini lorsque le plan 

est confondu avec oA. La genbratrice n,n'r du eylinăre ellip- 

tigue rencontre ă Vinfini une generatrice du eylindre hyper- 

bolique. Nous avons un bras allant â Vinfini. Cherchons la 

tangente au point situc ă Linfini, c'est-ă-dire Vasymptote. La 

tangente est Vintersection des plans tangents aux deux cylin- 

dres suivant les gencratrices qui donnent le point â Vinfini, 

Pour le cylinăre hyperbolique, la trace du plan tangent ă la 

base ă linfini est Pasymptote oA ; pour le eylindre elliptique, 

c'est la tangente ă Vellipse au point n; le point n est donc la 

trace de la tangente, et comme le plan oA (plan auxihâire) 

est parallâle aux generatrices du eylinăre elliptique, Linter- 

gection des deux plans, c'est-ă-dire lasymptote, est nn, 
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On pouvait dire aussi que le plan auxiliaire, dont la trace 
est oA, presente par rapport au cylindre hyperbolique le ca- 
ractere d'un plan limite, et par suite la generatrice n,n'7' du 
eylindre coupe est tangente ă la courbe (491). 

38 

  
La courbe €tant ă linfini dans la direction  reviendra 

lans la direction s de autre câtă de lasymptote, nous avons 
e point 6ă l'infini. En continuant ă deplacer les plans auxi- 
iaives, on voit qu'ils coupent la branche ega du cylindre 
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hyperbolique ; le plan P; donne le point 7 (contour apparent 

du eylindre hyperbolique), le plan Ps ne donne aucun point 

remarquable de ce câte ; nous trouvons le point a,a' (point 8), 

point de rencontre des bases, et nous arrivons au plan P, ; 

nous continuons ă nous deplacer dans le mâme sens sur la 
base elliptique. | 

P, donne le point 9 (contour apparent du cylinăre ellip- 

tique). 
P, donne le point 10 (contour apparent du cylindre hyper- 

bolique). ! 
Nous trouvons le point e,e' oi se rencontrent les deux 

bases (point 14), et avec le plan P,, le point 12 va ă Linfini 
dans la direction //, la generatrice tu' est lasymptote. 

La courbe revient vers v', le plan P, donne le point 13 

(point m! sur le contour apparent du eylindre hyperbolique). 

Le plan P+ donne un point 14. 
Le plan P, ne donne aucun point important de ce câte. 
Nous trouvons le point d,d, ou se rencontrent les deux 

„bases, et avec le plan P, nous nous refermons sur le point 1. 
Telle est, dans ce cas, la marche de la courbe, et il est 

evident que nous n'aurions pas trouve les points ă Iinfini, 
mâme les plans auxiliaires &tant paralleles ă un plan asymp- 
tote, si ce plan asymptote ne coupe pas le cylindre ellip- 

tique. 

Regle. — Dans le cas d'un cylindre elliptique et Pun cylindre 
hyperbolique, il y aura des branches infinies si lun des plans 
asymptotes est parallile auz plans auziliaires et coupe le cyhndre 
elhprique. 

Ponctuation. — Nous n'avons pas construit la projection 
horizontale de la courbe afin de ne pas surcharger les deux 
bases et de bien montrer la marche de la courbe. 

La courbe passe au-dessous du plan horizontal, dans lequel | 

se trouvent les deux bases, nous n'avons pas tenu compte du | 
plan horizontal, et nous avons trace la ligne de terre comme ! 

ligne de construction afin d'&viter de cacher toute une partie | 
de la courbe. 

Nous avons suppose que le cylindre elliptique €tait plein 
et solide, et que le cylindre hyperbolique se composait de  
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„deux parties isoles ayant pour bases les deux branches d'hyperbole. Dans cette hypothăse, nous avons represente 
sur la projection verticale le eylindre elliptique, avec les deux 
entailles faites par les deux portions du cylindre hyperbo- 
lique. 

Sur la projection horizontale nous n'avons represente que 
la trace du solide restant. (Voir la figure 384 bis sur la mâme 
planche que la figure 314 î;s.) 

308. 2" ceas. Cylindre elliptique et cylindre 
parabolique (fig. 385). 

Les generatrices sont telles que les plans auxiliaires ont 
leurs traces paralleles â P, qui n'est pas parallele ă laxe AB 
de la parabole ; on pourra mener ă la parabole une tangente 

„parallele ă P, les plans limites sont P et P,, etil n'y aura pas 
de branches infinies. 

Si les plans auxiliaires ont leurs traces paralleles â AB, 
axe de la parabole, les deux plans limites sont QetQ,, tan- 

385 

  
gents tous deux au cylinare elliptique, tous les plans auxi- 
liaires couperont le cylindre parabolique suivant des gen€- 
ratrices ă distance finie, ayant leurs traces sur Parc cAd, et  
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suivant des generatrices situces ă Linfini; nous aurons une 

courbe ferme, ă distance finie, correspondant ă lare câd, et 

un lieu de points tous ă Pinfini. Ce n'est plus une courbe â 

branches infinies. 

Vous pouvez done dire que dans ce cas îl ny a jamais de 

branches înfinies. 
Voir (note 3). 

509. a cas. Deux cylindres ă base hyper- 

bolique. — 1* Les plans auxiliaires ne sont pas paralleles 

â un plan asymptote (fig. 386). 

L'un des cylindres a pour base /hyperbole AA, As A., ses 

gâncratrices sont paralleles ă la droite oa, oa. 

Le second ceylindre a pour base I'hyperbole BB., B+ Bs, 

ses generatrices sont parallăles ă la droite ob, 05. 

Les plans auxiliaires ont leurs traces horizontales paral- 

l&les ă ab. Il est &vident qu'il n'y a pas de plans limites. 

Nous partons d'une position initiale telle que P,, et nous 

considârons les generatrices qui ont leurs traces sur les 

bras A et B; le plan P,, se dâplacant vers P,, nous obtenons 

des points â distance finie, qui s'eloignent de plus en plus et 

qui donnent un point ă Vinfini, lorsque le plan est lui-m6me â 

Vinfini, nous aurons done un premier bras de courbe s'eloi- 

gnantă Lintini. 
Les plans tangents aux deux ceylindres suivant les gene- 

ratrices qui dâterminent le point ă I'infini sont les plans 

asymptotes, dont les traces horizontales sont OAet oB, et se . 

croisent au point 5, trace de leur intersection, c'est-â-dire de 

Vasymptote. 
Le plan asymptote d'un cylinare est parallele aux gene- | 

ratrices, nous pourrons obtenir un second point de Pinter- . 

section des plans asymptotes, en coupant ces deux plans par 

un plan parallăle aux plans auzxiliaires. 

Le plan auxiliaire P+ coupe le plan OA suivant une paral- | 

l6le aux generatrices, dont la trace est en v, et dont la pro- 

jection verticale est vz'; ce mâme plan determine dans le: 

plan «wB une paraliăle aux gensratrices, dont la trace hori- : 

zontale est le point u, et dont la projection verticale est uz: 

le point 2 est un point de l'asymptote, dont la projection 

verticale est 37,
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U e construisons pas la proiection horizontale des 
asymi jes). 

Au lieu de A et B, prenons ensemble les ares A,etB; 
nous aurons des points â linfini, et une asymptote dont la 
trace sera au point y, point de rencontre des traces des plans 
asymptotes OA, et wB ; nous obtenons un second point, en 
coupant les deux plans asymptotes par le plan auxiliaire P,, 
qui determine dans le plan OA, la parallâle PY, et dans le 
plan «B la parallele g,gy aux gencratrices ; ces deux droites 
se coupent au point ţ, et la projection verticale de V'asymp- 
tote est yy. Les ares A et B, donnent des points ă Iinfini, 
Lasymptote a pour trace f, le plan P, coupe les deux plans 
suivânt 1," et m,m'p'; le point p! est un point de lasymptote 
qui est f„fp:. Les ares B; et A, donnent des points ă Vinfini, 
Vasymptote a pour trace a, le plan P+ coupe les deux plans 
suivant /„/s et m,m'. Le point e est un point de Lasymptote 
qui est ae. Si on considerait ensemble les ares B; bt A,, . 
on aurait lasymptote Bf. Aux arcs A, et B, correspond 
'asymptote yyY. 

Les ares B, et A, donnent un bras infini, dont L'asymptote 
est a,a's. 

Les ares B, et As donnent un bras infini dont lasymptote 
est 6,5%. 

Nous avons donc quatre asymptotes. 
Suivons la marche de la courbe. 
Prenons comme position initiale du plan auxiliaire le 

plan P,, et commengons par les deux bras A et B. 
Les generatrices qui ont pour traces d et c donnent le 

point 1. (Nous ne construisons que la projection verticale.) 
„Le plan P3 passe pare, trace de la generatrice de contour 

apparent vertical de B, et donne le point 2 avec la gânsra- 
trice f. 

Le plan P, determine les generatrices g et A, et donne le 
point 3 sur le conțour apparent de A. 

Les plans suivants ne donnent aucun point remarquable, 
nous avons construit le zoint 4 avec le plan Ps, ensuite la 
courbe va âă linfini, les points sur les bases s'loignant 
sur Aet B,, et est asymptote â la ligne a,uz. Nous avons le 
point 5 al'infini, et nous revenons dă l'autre câte de la mâme 

7
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asymptote vers «2; en mâme temps les points sș âuron, 
passent de A, ă A,,et de Bă Bz, nous reprenonsâre , %, 
tels que P,; P> donne le point 6; P, donne le point, %. 4 
contour apparent de A,. 

P, donne le point 8 sur le contour apparent de B,. 
Ensuite, les points sur les bases vont ă Linfini sur les 

bras A3 et B,, et donnent le point 9 ă linfini ; la courbe est 
asymptote ă 3,82 vers 8,, et va revenir de linfini vers 5,, de 
Lautre câte de Vasymptote; en m6me temps les points sur les 
bases passent de A, en A, et de B, en B, etquand nous re- 
trouvons le plan P, la courbe se referme au point 1. 

Nous obtenons done ainsi une premiere courbe isolee avec 
deux branches infinies. 

Prenons ensemble A, et B, partons du plan P,, il deter- 

mine les deux generatrices, dont les îraces sont yet d, et 
donne le point 10; P+ donne le point 41 sur le contour appa- 
rent de B. 

P, donne le point 12 sur le contour apparent de A. 
Nous rencontrons ensuite le point 8,% (13), point de ren- 

contre des deux bases. 
Les points sur les bases. vontă l'infini sur B, et As, nous 

obtenons le point 14 ă Linfini vers Vextremite f, de l'asymp- 
tote fyw. 

Les points sur les bases passent de A, en A,etde B,enB;; 

la courbe revient vers lextremite f' : de P asymptote. 
P, donne le point 45; 
P, donne le point 46 sur le contour apparent de B;; 
P, donne le point 17 sur le contour apparent de A. 
Nous rencontrons ensuite le point pg (18), point de reh- 

contre des deux bases. 
Les points sur les bases vont ă Linfini sur A, et B;, nous 

obtenons le point 19 ă linfini vers lextremite y, de l'asymp- 
tote yy. 

Les points sur les bases passent de A, en A,, de BsenB, 
la courbe revient vers l'extremite y,, et quand nous retrou- 
vons le plan P,, la courbe se referme au point 10. 

Nous avons eucore une seconde courbe isolde ă branches 
infinies. 

Liintersection presente donc un cas de pânctration (498) 

d, 
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Nous avons suppos€ que chaque cylindre tait forme de 
deux parties separes, et nous avons reprâsentă le cylindre A 
entaill par le cylindre B. Chaque cylindre est compos€ de 
deux. nappes isol&es. 

Surla projection horizontale, nous ne conservonsen lignes 
pleines que les ares qui limitent la trace du solide restant. 

509 bis. 20 Zes plans auziliaires sont paralliles d un plan 
asmplote. 

Les bases sont les hyperboles AA,A+A, et BB.B:B.. 
(Fig. 387.) 

Nous ne prenons que les projections verticales des gen6- 
ratrices; FA“ etr'A's sont les gâneratrices de contour apparent 
vertical du cylindre A ; 4B" et aB', sont les generatrices de 
contour apparent vertical du cylindreB. 

Nous supposons que les projections horizontales sont telles, 
que les traces horizontales des plans auxiliaires sont paral- 
lales ă l'asymptote BwBs. 

Si nous considerons ui plan auxiliaire tel que P,, il cou- 
pera les nappes correspondantes â B;Bs et AA, suivant les 
generatrices des points a et 8, qui fourniront le point 1 â dis- 
tance finie. 

Le plan se deplacant vers P,P,, la gâneratrice du cylin- 
dre B passera ă linfini vers B,, nous aurons done un bras de 
courbe allant ă linfini, et P'asymptote sera la gântratrice C, 
dontlaprojectionverticaleeste'sc'e', dueylindre A. (1*cas,507.) 

Si nous prenons ensemble les arcs AA, et B;B,, nous 
aurons encore une asymptote intersection du cylindre A avec 
le plan asymptote P,; ce sera la gensratrice 9,99:qa du 
ejlindre A (507), 

En considârant ensemble les branches Bet A, nous aurons 
des points ă linfini, et une asymptote dont la trace est f, 
intersection des traces horizontales des deux plans asymp- 

” totes. Nous obtenons un autre point de cette asymptote, en 
coupant les deux plans par le plan auxiliaire P, qui donne les 
deux generatrices u,y et v,y'a”; le point a est un point de 
la projection verticale f' de Vasymptote. 

En considerant ensemble les branches A, et B,, nous avons 
des points ă Vinfini ; lasymptote a pour trace a, et nous avons 

Po. — T. II. 19
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construit un point z de sa projection verticale, ă laide du 

plan auxiliaire P. Cette asymptote est done azaa's. 

Nous trouvons encore quatre asymptotes, et il est ais€ de 

voir qu'il n'y en a pas d'autres. 
Suivons la courbe. 

P, donne avec Au et B, le point 1 sur le contour apparent 

de B; 

Le plan marchant vers P+P,, les gensratrices du cylindre B 

vontă Vinfini, nous trouvons le point 23 linfini et l'asymptote 

est la generatrice CC". 
La courbe revient vers lautre extremite C', de lasymptote, 

en mâme temps le point sur la base du cylindre B passe 

de Bz en B.. 
Le plan P, donne les generatrices dont les traces sont e 

et /, et qui fournissent le point 3 ; nous trouvons ensuite le 

point 9.9" (4) ou les deux bases se coupent. 

Le plan P, donne le point 5 sur le contour apparent 

de B; 

Le plan Pe donne le point 6 sur le contour apparent 

de A; 
Puis les points surles bases s'eloignant ă Linfini sur A etB 

donnent des points allant vers le point 71; lasymptote 

esto,u,a!s. 

Les points sur les bases passent sur les bras A, et Bs, 

La courbe revient de lautre câte de Lasymptote xa'+, passe 

au point 8 qui est le point n, de rencontre des bases ; 

Le plan P, donne le point 9, sur le contour apparent de B, 

et le plan Ps donne le point 10 4 Linfini, lasymptote €tant la 

genâratrice 9,g'q du eylindre A. 
Le point sur la base du cylindre B passe de B, en Be, la 

courbe revient par Pextremit g'a de Pasymptote, de lautre 

cote ; 
Le plan P, donne le point 14 sur le contour apparent - 

de A; 

Le plen P, donne le point 12 sur le contour apparent 

de B; 

Les points sur les bases s'6loignant ă Linfini sur B et As, 

la courbe va ă Pinfini vers le point 43, asymptote ă 8,66. 

Les points sur les bases passent de As en A, et de BenB;
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La courbe revient par l'extrâmită 6' de Lasymptote BB 
et auand le plan auxiliaire est P,, nous retrouvons le point A. o 

La courbe est donc pareourue tout entitre d'un mouve- 
ment continu ; î! ya arrachement. : 

Nous avons encore represente le eylindre A entaille par 
le eylindre B, 

510. 4* cas. Cylindre ă base hyperbolique 
et cylindre parabolique. 

Le cylindre hyperbolique a pour base I'byperbole AA.A3As, et le cylindre parabolique a pour base la parabole BB,. 
(Fig. 388.) 

1* Nous ne nous donnons encore que la projection verti- cale des gensratrices, e/ nous Supposons gue les plans P r'ont aucune divection pavticulitre par rapport aux asymptotes, ou ă 
l'axe de la parabole. 

Nous avons un plan limite P,, etil est clair, qu'en depla- cant le plan vers P+P,..., nous aurons des points â linfini, provenant: 1* de lirtersection de A et B; 2 de A et B,; 3 de As etde B; 4de AsetB,; done, quatre bras de courbes iront ă linfini. 
Si nous voulons construire l'asymptote, tangente ă Pin- 

fini, au point qui râsulte de Tintersection des generatrices â Linfini sur A et B, nous voyons que le plan tangent au point situ€ â l'infini sur la branche B est tout entier â linfini; par suite il n'y a pas d'asymptote; il en est de mâme pour les autres branches; et, par suite, nous avons quatre branches paraboliques. Suivons la courbe: 
Le plan P, donne les gâncratrices des points a et d qui se croisent au point 1. 
Nous rencontrons le point € ou se coupent les deux bases, 

c'est le point 2, 
P; donne les gântratrices det e, qui se croisent au point 3 situe sur le contour apparent du cylindre B ; 
P, donne les gâneratrices fetg, qui se croisent au point 4 sur le contour apparent de A ; 
Nous rencontrons le point 4, oi se coupent les deux bases c'est le point5; 
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Ensuite, les plans s'eloignant vers P,, nous avons 

point 6ă Linfini; | ” 

Le point sur la base parabolique 6tant ă linfini sur B re- 

vient sur B,, et nous devons redescendre en mâme temps 

sur. 
P, donne les generatrices k et g, qui secroisent au point 7 

sur le contour apparent de A; 

Easuite, les plans redescendant jusquau plan [, nous 

donnent une courbe qui se referme au point A. 

En suivant la mâme marche sur la branche A,Âs, 0D 

trouve P'autre courbe, partant du point 8, et se refermant en 

ce point, apr&s avoir passe par Linfini au point 19. 

Iintersection presente done une penerration. 

Nous avons represente le cylindre parabolique eutaille 

par le cylindre hyperbolique considere comme compose de 

deux parties separees, 
La figure tracee sur le plan horizontal est la trace sur ce 

plan du solide qui reste. 

2 Les plans auzihaires sont parallles d un plan asymptote. 

Les plans P sont paraliâles ă Pasymptote OAA,. (Fig. 389.) 

Le plan auxiliaire P,,confondu avec le plan asymptote, de- 

termine dans le cylindre parabolique les generatrices a,a'a'a's 

et 5,W.5V,, qui sont des asymptotes de Vintersection. 

Outre les points ă linfini donnes par les generatrices A 

et A,, et formant quatre bras hyperboliques, nous aurons 

deux branches infinies paraboliques provenant de lintersec- 

tion des gensratrices partant de A,, combines avec les gene- 

ratrices partant de B et de B,. 

Suivons la courbe: 

P, est le plan limite; 

Nous prenons la branche A:A et "arc cebBi de la parabole ; 

Le plan P+ determine les gencratrices cetd qui se croi- 

sent au point i; 

Le plan P, dâtermineles generatiices e et f, qui se croisent 

au point 2, sur le contour apparent de B. 

Le plan P, determine les generatrices g et î, qui se croi- 

sent au point 3, sur le contour apparent de A. 

Nous trouvons le point &, ou se croisent les deux bases, 

nous le nommons &;
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Ensuite, la courbe va ă l'infini avec le plan P,, et est 
asymptote de la gencratrice 5,55,, le point 3 est ă Lin- 
fini, 

Les points sur la base passent de A en A+, mais continuent 
dans le mâme sens sur le cylindre parabolique ; la courbe 
dintersection revient de l'autre câts de Lasymptote 
vers; | 

Le plan P, contient les generatrices m et, qui se croisent 
au point 6, sur le contour apparent vertical de A ; 

Le plan P, donne le point 7; 
Nous rencontrons le point g ou se croisent les deux bases, 

c'est le point 8; 
Les plans continuant ă se deplacer vers P, donccut une 

branche infinie parabolique, le point 9 est ă Pinfini. 
Le point de la baseă L'infini sur B, revient sur B ; 
Le plan P, contient les genratrices r et l, qui se croisent 

au point 10, sur le contour apparent de A; 
Nous rencontrons ensuite le point s, oi se eroisent les 

deux bases ; c'est le point 41; etla courbe passe ă l'infini avec 
le plan P,; elle a pour asymptote la genâratrice aa; le 
point 12 estă linfini. 

Le point sur la base A passe de la branche A,ă la branche A, 
et nous continuons sur la parabole dans le sens arce, 

La courbe d'intersection revient de l'autre câte de P'asymp- 
tute, vers a; le plan P, contient les generatrices tetf,et 
donne le point 13 sur le contour apparent de A; 

Le plan P+ nous ramâne au point 1. 
Nous avons ainsi obtenu une seule courbe continue, etlin- 

tersection presente un arrachement, 
Nous avons encore represents le cylindre parabolique 

entaill par le cylindre hyperbolique, suppos6 formă de deux 
cylindres separes. 

30 Les plans auziliaires ont leurs traces parallăles ă Paze de la 
parabole. (Fig. 390.) 

Les plans auxiliaires sont parallăles ă laxe CD de la para- 
bole. 

Il est elair que des plans, tels que P+P,, couperont toujours 
les deux bases. 

A et B donnaroat un bras ă Linfini; A,etB, AsetB,  
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A. ev Bi donneront des brasă linfini, et les courbes seront 
€videmment paraboliques. 

AN     
De plus, nous aurons un lieu de points ă linfini, parce que 

chaque plan coupera le eylindre parabolique suivant une 
gensratrice ă distance finie et suivant une autre ă linfini. 

511. Be ceas. Deux eylindres paraboliques. 

(Fig. 391.) 
On a deux bases paraboliques, qui sont les paraboles AGA, 

et BeB.. 

10 Les traces des plans auxiliaires etant paralleles â une 
direction telle que P ; nous avons deux plans limites P, etP, 
entre lesquels il n'y a aucune generatrice allant ă Linfini, et 
lintersection sera une courbe fermee. 

2 Les plans auxiliaires 6tant paralleles â une direction 
telle que Q, nous avons un plan limite Q ; mais tous les plans, 
tels que Qi Q.... couperont les deux cylindres; nous aurons 
done quatre bras paraboliques, provenant des generatrices â 
Vinfini sur A avec B et B,, et des gensratrices de A avec B 

et B. 
30 Les plans auxiliaires &tant paraliâlesă lun des axes bk, 
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BRANCHES INFINIES. — INTERSROTION DE DEUX CYLINDRES. 279 
nous aurons un plan limite R, et tous les plans, tels que R,, 
donneront des points d'intersection. Nous aurons deux bras 
paraboliques râsultant des points de rencontre des genera- 

  

trices de A, avec les gencratrices de'B et B, et un lieu de 
points tous ă linfini. - 

Nous engageons les 6lâves ă s'exercer ă suivre les courbes 
d'intersection dans ces differents cas, la marche est tout ă 
fait analogue ă celle que nous avons expliquce dans les exem- 
ples prâc&dents. 

 



CAS PARTICULIER 

DE L'INTERSECTION DE DEUX CYLINDRES OU LES BASES 

NE SONT PAS DANS LE MEME PLAN 

512, Nous nous proposons seulement ici de donner un 

uxemple des constructions qu'il convient d'eftectuer. 

On donne la projection horizontale SABC d'un tâtratăre 

regulier (fig. 392) ; la base ABC est dans le plan horizontal. 

On considăre un cylindre qui a pour base le cerele inscrit 

dans la face ASC, et dont les genratrices sont parallăles â 

Varete SB. 
Un second ceylindre est de revolution autour de SC, son 

rayon est 6gal ăla moiti€ du câte du tâtraăre. 
On demande de construire lintersection des deux cy- 

lindres. 
Nous commengons par rabattre la base situce dans la 

face ASC; cette face se rabat suivant AS,C et nous decrivons 

le cerele inscrit dans le triangle. 
Nous prendrons pour le second cylindre un plan de base 

perpendiculaire ă l'arste SC, et il sera commode de prendre 

le plan passant par AB. Nous choisissons pour plan vertical 

le plan qui projette horizontalement SC; LT est la ligne de 

terre, le sommet S aura sa projection verticale en S, tel 

que S'C = CB; S'C est la projection verticale de Larete SC; 

le plan perpendiculaire ă cette arâte et passant par AB a 

pour trace verticale do perpendiculaire sur SC, oo est le 

centre de la base. 
Nous-rabattons le plan o'dA sur le plan horizontal, le 

point o',0-şe rabat en o, et nous dâcrivons le cerele de base 

avec le rayon donne. 
Les plans auziliaires sont parallâles ă larâte SBetâ    
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Varâte SC, donc â la face BSC ; leurs traces sur le plan de la 
base ASC seront parallăles ă SC, et les rabatțements de ces 
traces seront parallâles ă 3,0. 

Le plan de la face SBC coupe le plan odA suivant une 

392 

   

    

Sazo=a S 
PN 

  
droite qui passe par le point Bet par le point 0,0, cette droita projetee en Bo se rabat en Bo, et les traces de tous les plans | auxiliaires sur le plan de base du second cylindre se rabat-  tront suivant des droites paralleles â BO;. 

| Ainsi, on a un plan auziliaire P, qui est un plan limite, eţ | dont les traces sont: PC, trace rabattua sur le plan de base
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du premier cylinâre, BC, trace horizontale, BO, trace ra- 

batiuie sur le plan de la base du second ceylindre. 

Un autre plan P, aura pour traces: P,f rabattue, /9, trace 

horizontale, gz, trace rabattue; il coupe les bases aux 

points kk,l,m. Les projections des gânsratrices du premier , 

eylindre €tant perpendiculaires ă AC, îl est inutile, dans ce 

cas particulier, de relever les points h et k, on n'a qu'ă mener 

les perpendiculaires AC, pour avoir les projections des g6- 

n&ratrices. De mâme, les perpendicula:res a AB, menees 

par m et î, sont les projections des gensratrices du second 

eylindre, et ces quatre droites se coupent en quatre points 

n:p.9,7, qui sont les projections horizontales de quatre points 

de Pintersection. 

Observons d'ailleurs qu'il est trâs facile de relever les 

points A et &; îl suffit de relever la droite fkh, qui a pour 

projection une parallăle â SC mense par le point f, et les 

points viennent en Het K ;il serait tout aussi facile de re- 

lever les points m et 7. Le second plan limite est ici le 

plan PatvPs, et il y a arrachement. 

Dans le cas ou les traces horizontales des plans auxiliaires 

seraient d'un usage incommode pour donner les traces d'un 

m5me plan sur les plans des deux bases, on peut employer 

un autre moyen. 

Considerons lintersection des plans des deux bases; elle 

passe par le point A, point de rencontre des traces, et par le 

point o, c'est la droite Ao. Rabattons-la dans les plans des 

bases, elle se rabattra en Awoş dans la premiere base, et en 

Ao, dans la seconde. 

Un plan auxiliaire quelconque coupera cette intersection 

en un point, qui se rabattra sur les deux rabattements ă la 

mâme distance de la trace A. | 

Ainsi, nous prenons la trace Pl sur le plan de la seconde 

base, elle rencontre Pintersection Ao: au point zi, nous pre- 

nOns Sur. Aoa, Ax, = Azi, et la trace du plan auxiliaire sur 

Jeplan, de la premiere base devra passer par le point z,, c'est 

done ek parallăle ă cs;. 

Nous ne construisons pas complătement lintersection. 

((Voir notre Recueil d'epures.) 

N  



  
|milieu ; le point e est done 
|le milieu de 46. Dans tout 

CYLINDRES 
8E COUPANT SUIVANT DES COURBES PLÂNES 

513. Yhoreme. — Deuz cylindres du second degre gut ont une premitre courbe plane commune se coupent suivant une "teconde courbe plane. (Fig. 393.) 
Nous prenons pour plan de projection le plan de la courbe plane commune, c'est l'ellipse agăf. Soit P 1a trace d'un plan 

auxiliaire parallele ă la fois aux generatrices des deux cylin- dres. (Nous considerons la projection horizontale seulement.) Ce plan dstermine dans le premier eylindre les gântra- trices ac et dd, dansle se- 393 ” 
cond cylindre les gânâra- 

Itrices ad et be qui se cou- 
.penten deux pointscetd, 
appartenantă la seconde 
'courbe d'intersection ; la 
figure cabd est un paralld- 
logramme, et les diago- 
dales se coupent en leur   | 

intre plan auxiliaire, la 
ktorde, telle que cd, qui 
joindra les points de la 
seconde courbe, passera 
|oniours par le milieu de 

a corde; telle que ap: 
Hlonc toute s les cordes 
pencontreront le diamâtre gf conjugu€ de ad. 

Toutes les cordes ef sont videmment parallâles ; car les 
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parallelogrammes qu'on obtiendra dans les plans auxiliaires 
sont semblables. Par consequent, toutes les cordes parali€les 
rencontrant une m6me droite forment un plan qui est celui 
de la seconde courbe. 

Corollaire. — Aux points fet g, extremites du dia- 
mâtre conjugue de ab, les quatre points cadb sont reunis, les 
deux cylindres ont pour plans tangents communs les plans 
auxiliaires P, et P+. Nous pouvons done ajouter ă l'Enonce 
du theorăme : gue les deuz cylindres ont deuz plans tangents com- 
muns paralleles entre euz. Les tangentes aux deux branches de 
courbe aux points fet g sont les limites des diagonales des 
parallelogrammes tels que adbc quand le plan auzxiliaire şe 
rapproche du plan tangent commun (502). Ces diagonales ont 
des directions constantes, ces directions forment bien avec 

les parallles aux câtes un faisceau harmonique. Nous remar- 
quons donc que : Dans le cas de deux courbes planes les tan- 

gentes auz points doubles sont paralltles auz diagonales dun des 
parallelogrammes obtenus en coupant les deuz cylindres par un 
plan auziliaire, Voir : $ 516 A. 

Remarque, — [] peut arriver que Pun des plans tangents 
communs, ou meme les deux, soient rejeies d tinfini. 

Prenons pour premier exemple (fig. 394) deux cylindres 
paraboliques, ayant pour bases deux paraboles egales, dont 
les axes sont paralleles, et qui sont tangentes en leur sommet 
ă une mâme droite. Cette droite est parallele ă la trace des 
plans auxiliaires, et par suite est la trace d'un plan tangent 
commun aux deux cylindres. Nous designons les points par 
leur seule projection horizontale. 

Les generatrices etant parallâles ă ef et 5/, nous avons 
en fle point double reel; prenons un second plan auxiliaire P,; 
les segments ad, c/ sont €gaux entre eux et egauxă be. 

Tragons les gâneratrices ahk, cgi, dgă, nlk, nous obtenons 
quatre points de Lintersection g, P, &, £. 

Les triangles dfe, ahd, cif, sont egaux en projection ; leurs 
plans sont parallâles, et par suite ils sont egaux dans l'es- 
pace; done les points f, A, 1, ont la mâme cote, et le lieu de ces 
polnts est une courbe plane horizontale, c'est donc une sec- 

tion plane parallele â la base de chacun des eylindres parabo-
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liques, et par suite une parabole €gale aux paraboles ds base. 
Le,lieu des 
points g, 4 
est aussi une 
courbe pla- 
ne; car tous 

les parall6- 
logrammes 
ghkl sont 
€gaux, sem- 
blablement 
places, leurs 
diagonalesgk | 
sontparalle-  e£" 
les, et ren- 
contrent la / 

Nous trou- 
vons doc, 
pour l'inter- 
section, deux 
courbes pla- _ 
nes, et le second plan tangent commun parallele ă P est 
rejete ă Linfini. (Epure complăte dans notre recueil.) 

Prenons pour second exemple deux eylindres parabo- 
liques : (fig. 395), Pun a pour base une parabole dans le plan 
vertical, nous placons l'axe dans le plan horizontal, et les 
generatrices sont perpendiculaires au plan vertical ; l'autre 
a sa base dans un plan vertical L,T,, perpendiculaire au pre- 
mier, son axe dans le plan horizontal, ses gânsratrices per- 
pendiculaires au plan de la base; les deux paraboles n'ont 
pas le mâme paramâtre. 

Les gensratrices des sommets Pet g' se coupent en un 
point a, les plans auxiliaires sont horizontaux. Prenons un 
plan auxiliaire H, îl determine dans les deux cylindres les 
gentratrices &, bdet d, cd, qui donnent un point d'intersec- 
tion dont d est la projection horizontale, Or nous savons gue 
daus deux paraboles rapportâes â leurs axes les abscisses 
correspondantes ă une mâme ordonnte sont proportionnelles 
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d _p . . 
aux paramâtres, par constqvent ze =, et le lieu des points d 

est une droite passant para. La courbe d'intersection est 

    

  

a - 

=   
done plane, il y aici une seconde courbe plane ă Linfini, et les 

cylindres ont deux plans horizontaux tangents communs ă 
Vinfini. 

514. 'hor&me. Deuz cylindres qui ont deuz plans tangents 
communs, se coupent suzvant deuz courbes planes (Fig. 396). 

Ce thâoreme est, en realite, la reciproque du theoreme pr- 
cedent. Les bases des deux cylindres sont les coniques abcd, 
efgh ; les plans tangents communssont deux plans auxiliaires 
limites P, et P= dont les tracesparalleles sont tangentesaux 
deux bases. Les gentratrices ar et e» donnent le point.dou- 
ble râelr; les generatrices cs et sg donnent le point double 
râel s; nous tracons la droite rs. 

Considerons un plan auxiliaire P;, il donne dans les deux 
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cylindres les generatrices dal, ânm, hnk, fl qui fournissenţ 
quatre points d'intersection k, 4, m,n. Les deux diago- naies În et mă du parallelogramme imn se coupent en un point o situ€ sur la droite 7s; en effet, si nous menons par le pointp milieu de la corde bd une parallâle aux gâneratri- 
ces, cetle parallăle egalement distante des deux droites pas- sera par le point o et sera dans le plan scar; de mâme la paral- l6le aux gensratrices du cylindre B mense par le milieu g de hf sera dans le plan sger, et passera par le point o: done le 

396 ri 

P, a     
point o est sur la droite rs interseetion des deux plans scar et sger. Dailleurs cette droite rs a sa trace au point £ oi se cou- pent les traces des deux plans. Les diagonales lom et; kom ont leurs traces en uet v sur la trace P, du plan auxiliaire, d'ail- leurs ies parallelogrammes tels que imn obtenus dans les plans auxiliaires successifs sont tous semblables entre eux, car leurs câtes sont paralleles, et le rapport des câtes qui est gal ă celui des cordes db et Af est constant, et egal au rapport des diamâtres des ellipses paralleles ax tracesP; par suite les diagonales de ces parallglogrammes sont paral- 

S
I
I
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ldles, ces diagonales parallăles qui rencontrent une mâme 

droite forment deux plans dans lesquels se trouvent les points 

tels quel et n d'une part, tels que k et m d'autre part. On a 

done deux courbes planes. 

Si nous prolongeons les diagonales jusqu'ă leur point de 

rencontre enu et avec la trace du plan P,, ces pointsu 

et sont les traces des diagonales, les lieux de ces traces 

sont des droites, traces des plans des sections, et comme ces 

plans passent par la droite rst, ces traces doivent passer par 

le point 4; ce sontles droites tu et b. 

Observons que les quatre droites op, ou, 0g, ov, diago- 

nales, et parallăles aux cătes d'un parallslogramme, forment 

un faisceau harmonique ; par suiţe les quatre droites îp, tu, 

tg, tv forment aussi un faisceau harmonique. 

Le point z oi la droite tu trace du plan d'une courbe ren- 

contre la trace du plan tangent commun aux deux eylindres 

est la vrace de la tangenteă une branche de la courbe d'inter- 

section au point double r, et comme ce point est. conjugu€ par 

rapport aux points a et h du point analogue situ sur la droite 

tu, nous retrouvons le ihtoreme d&jă demontre : En un point 

double reel, les tângentesă la courbe et les gentratrices qui passent 

par le point forment un faisceau harmonique. 

315. Yh6orâme. — Deuz cylindres circonscrits â une meme 

sphâre se coupent suivant deuz courbes planes. 

Ceth&orâme peut tre considere comme une consequencedu 

th6orbme precedent; en efiet, les eylindres touchent la sphâre 

suivant des grands cercles qui se coupent en deux points et en 

ces deux points, les deux eylindres ont mâme plan tangent. On 

peut aussi le d&montrer directement. (Fig. 397). 

Nous prenons pour plan de projection le plan men€ par le 

centre de la sphăre parallălement aux gânbratrices des deux 

cylindres; les eylindres auront pour contours apparents les 

tangentes cb, fdet cf, bd, qui se coupent en guatre points. 

Les plans des courbes de contact, sont perpendiculaires au 

plan de projection et se projettent suivant les droites ae ethg 

perpendiculaires aux gânsratrices ; nous tragons les diago- 

nales bof, cod du parallelogramme, elles se coupent au point o 

Consid&rons un plan perpendiculaire au plan de projection



  

  

CYLINDRES sg COUPANT SUIVANT DES COURBES PLANES, 239 et conduit par fof; il coupe chaque cylindre suivant une el- lipse, ces ellipses ont en commun les points det f. etil est &vident, ă cause de la symetrie, que 5f est un axe; elles ont en commun les deux points de la sphâre projetâs en 0, car 

  

ces deux points '0ă se croisent les courbes de conta tiennentă la fois aux deux eylindres, 
joint est le second axe des ellipses. 

Les deux ellipses sont done confondues, et constituent une premiâre courbe d'intersection, la seconde est de mâme projetee en cod. | 
Remargque. Ce thcor&me est vrai pour deux cylindres cir- conscrits ă une mâme surface du second degre, et la demons- tration est identique â celle que nous venons de donner, Voir: $ 516B. 

ct appar= 
et la droite qui les 

Applications. Ces cas 
quente dans la pratique. 

1* Dans les construetions: on em cylindriques qui se croisent, les ax 
contrent et sont dans le mă 
sections droites, si les cy 
seconds axes des ellipses 

sont d'une application trăs fr6- 

ploie souvent des voiites 
es des cylindres se ren- me plan horizontal; les rayons des lindres sont de revolution, ou leg sont 6gaux en sorte que les cylin- dres complets auraient deux plans tangents communs hori. zontaux, et se coupent suivant deux courbes planes, La vodte ainsi constituce se nomme vodie d'aretes. 

Poryr. — T.1L 
20
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516. 2* Dans les ombres. (Fig. 398) 

&neratrices du ceylindre sont horizontales et le cylindre 
Une vofte cylindrique s'ouvre dans un mur vertical MN, 

les g 
le demi-cylinare a pour contour apparent horizontal afet eg; 

"398 

armura 
etenia 

e 
3 
r
e
u
n
e
a
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- qui forme la voite et qui est coupe par le mur MN suivant. le 

demi cercle b'm'd' est supporte par deux murs veriicaux qu'on 
de. Cette 

alelles ă une direction R, 
„et qui: ont pour hauteur ba'= 

interieur de la R, on demande de construire l'ombre dans ! 

vote est eclairee par des rayons par 

voâte. 

nomme pieds-droi!s
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Cette ombre est lintersection du cylindre horizontal, avec le cylindre qui a la m&me directrice, et qui est paral- Ile 4 R,R'. Nous construisons d'abord un plan parallăle ă la fois aux gencratrices des deux cylindres. 
Nous prenons sur :a g6ndratrice af, %i', un point 4, et nous menons par ce point une parallele â R, R'; la gengra- trice a sa trace sur le plan de la directrice au point 4, la paral- l8le a sa trace au point k, k et Wk est la trace surle plan dela directrice d'un des plans auxiliaires. 
Figurons une de ces traces P',, parallâle â x; ce plan P',, determine dans le cylindre horizontal la gentratrice fn În, dans le eylindre d'ombre la generatrice m'n' mn : le point 7,n est un point de P'ombre. (La projection horizontale mn n'est pas figuree.) 
La tangente en ce point nn estl'intersection des plans tan- „ gents aux deux cylindres suivant les gen6ratrices qui passent par ce point. Ces plans tangents ont pour traces, sur le plan de tâte, les tangentes m et 2 ă la directrice ;le point / est la projection verticale d'un point de la tangente qui est alors nt, Lorsque le plan auxiliaire vient en P', tangentă la direc- trice au point e, on obtienţ en c,cun point de la courbe d'in- tersection; menons la tangente en ce point: la courbe est piane et la tangente est Lintersection du plan de la courbe avec le plan tangent dont la trace est P', 

Au lieu de dâterminer la tangente de cette mani€re, nous pouvons observer que le point cc est un point double reel, et construire la tangente par la propriste du faisceau harmoni- que (502). La tangente ă la premitre courbe plane est la irace P'; en menant les generatrices des deux eylindres dui passent par ce point, on a trois droites du faisceau, ce qui per- met d'obtenir la tangente c'y/. Cette construction n'est pas figure sur I'pure, 
Le plan auzxiliaire P”, donne le point zi sur le diametre horizontal ; c'est en ce “point que se termine are d'ellipse, intersection des deux cylindres; Pombre se continue par. Lintersection du cylindre qui a pour directrice Parc o'/ avec „le plan vertical du pied-droiţ eg. 
Nous obtiendrons des points de la mâme mani€re ; le pian vertical eg pouvant 6tre regarde comme un cylindre dont les | 
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generatrices sont parallăles ă eg. Nous obtenons ainsi Parc ce 
courbe p's'u' qui se raccorde avec le premier au point p”, pârce 
que en. ce point le cylindre horizontai est tangent au plan 
vertical eg, et que la tangente sera pour les deux courbes 
Vintersection du plan tangent au cylindre d'ombre avec le 
plan tangent eg. 

A partir du point 6 nous n'avons plus que l'ombre de la 
verticale ba' qui est la verticale uz”, 

516 A. Remarque. —Liintersection des plans des deux 

courbes planes est la droite gf qui joint les deux points doubles 
r&els. Or toutes les diagonales des parallelogrammes successi fs 
telles que ab et cd sont les traces des plans auxiliaires succes- 
sits sur les plans des courbes planes et sont des cordes de ces 

courbes. Donc : lintersection des plans des courbes planes est le 

diametre conjugu€ par rapport d chacune deiles de la trace des 
plans auziliaires sur son plan. 

516 B. Il resulte 6videmment de la d&monstration cette 
propriete : Les plans des courbes planes et les plans des 
courbes de contact des cylindres avec la sphăre ou la surtace 

du second ordreă laquelle ils sont circonserits se coupent sui- 
vant une m6me droite. 

Cette droite est le diamâtre conjugue€ de la direction des 
plans parallâles ă la fois aux generatrices des deux cylindres; 
plans tangents communs aux deux cylindres et ă la surface 
du second ordre qui leur est inscrite. 

   



  EXERCICES & EPURES 
CONTENANT DES EXEMPLEŞ DE SECTIONS PLANES 

ET INTERSECTIONS DE CYLINDRES 

517. 10 Construire 'ombre portee dans un cylindre verticat 
creuz par sa base suptrieure. 

2 On donne un cylindre de revolution horizontal, pos6 
sur le plan horizontal, la projection horizontale des gânera- 
trices fait avec la ligne de terre un angle de 33 a gauche, le 
rajon du cylindre est egală 24 millimâtres. On le limite â 
deux plans de section droite. On pose sur ce premier cylindre 
un second cylindre de revolution inclin, les genratrices 
sont perpendiculaires ă celles du premier cylindre, son rayon 
est gal ă 27 millimâtres, il est limite 4 deux plans de section 
droite, et touche le plan horizontal en un point situ€ â 
80 millimătres en avant de la generatrice de contact du pre- 
mier cylindre avec le plan horizontal. 

On €claire les deux cylindres par des rayons paralleleg 
dont la projection horizontale | 
fait avec la ligne de terre un an- 359 
gle de 450, et la projection ver- 
ticale un angle de 30. 

2* On donne la projeetion ho- 
rizontale (fig. 399) d'un tetratăre 
regulier, la face ABC est ho- 
rizontale. On considăre un cylin- 
dre de revolution autour de SB, 
le rayon est gal â la moiti€ du 
câte du tetracdre. 

Un second cylindre a pour 4 
base le cerele circonscrit au trian gle vertical ASD, ses gân= 
ratrices sont horizontales et parallâles â BC. 
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Representer le eylindre horizoutal entaille par le eylindre 
oblique. 

Prendre le cât€ du tâtraâdre €gal ă 14 centimâtres. 
2 Mâme tetratdre. — Cylindre de râvolution autour de SC, 

ayant pour rayon la moiti& du câte du tetraddre. Second 
eylindre ayant pour base le cerele. circonscrit au triangle 
vertical ASD, gânsratrices paralleles ă larâte SB. 

Representer le solide commun. 
40 Mâme tâtratdre. — Cylindre de revolution autour de SC, 

ayant pour rayon la moiti€ du câte du tetraăăre; eylindre 

ajant pour base le cercle inserit dans la face BSC, et dont les 

genâratrices sont paralleles â SA. — Solide commun. — 
Representer ă â part ce qui reste du tetraedre suppos6 plein 

.. et solide aprâs qu'on a enleve les parties comprises dans les 

deux cylindres. 
30 Meme tâtratdre. — Cylindre de r&volution autour de SC, 

ayant pour rayon la moiti€ du câte du tstraădre. Cylindre 
hyperbolique ayant pour base une hyperbole situce dans la 

face BAC, ayant AB et AC pour asymptotes; le demi-axe, 

transverse, est egală 3 centimâtres. On emploiera les deux. 
nappes du cylindre hyperbolique qu'on considere comme 
forme de deux parties solides separees. 

On representera le cylindre de revolution entaille par les 
deux nappes du oylindre hyperbolique. | 

Representer â pari ce qui reste du tetraădre supposă plein 
et solide aprâs qu'on a enleve les parties comprises dans les 
deux cylindres. 

6* Mâme tetraedre. — Deux cylindres de revolution autour 
de AS et de SC, ayant tous deux pour rayon la moiti€ du câte 
du tetradăre. — Reprâsenter le solide commun. (2 courbes 
planes.) 

1 Mâme tetratdre. — Cylindre ayant pour base le cercle 
inserit dans la face ASB, gânâratrices paralleles ă SC. 
Cylindre de r&volution ayant pour axe la perpendiculaire 
commune ă BC etă SA. Mâme rayon que le cerele de base du 
premier eylindre. — Representer le solide commun. 

8 On donne par ses traces un plan P'P-parallsle ă la ligne 

de terre. (Fig. 400.) 
Un cercle dans le plan vertical tangent en a'â la trace    
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verticale P'. On mâne une droite a'/, a du plan P. Le cercle 
est la directrice d'un 
cylindre dont les g&- 400 £ 
neratricessontparal- i 
leles â ad, ab. On 
donne un plan de pro 
Îl RR', dans ce plan 
un cercle tangent au 
plan P; le cercle est 4 
la directrice d'un se- 
cond cylindre dont 
les generatrices son 
parallăles â la ligne 
de terre. Construire 
l"intersection des Fă 
deux cylindres. 

9» On donne une droite de profil dont la trace horizontale 
est au point a, et la trace verticale au point , et une ellipse 
situce dans un plan perpen- 
diculaire ă la droite a au 
pointa, cette ellipse se pro- 
jette suivant un cercle dont 
le rayon est donn€ et dont 
le centre est en O surle pro- 
longement de la ligne da. 
(Fig. 401.). Z 

L'ellipse est la diree- 
trice d'un cylindre dont les 
generatrices sont parallâles 
ă ab. Un second eylindre 
a pour base un cercle situ 
dans le plan vertical et dont le centre est au point f', ses 
generatrices sont parallălesă cd, dd, . 

„ Construire Pintersection des deux cylindres et representer 
le solide commun. | - 

10 On donne dans un plan horizontal mn (fig. 402) une 
hyperbole et une parabole, l'axe transverse de Vhyperbole 
coincide avec l'axe de la parabole. 

Les gânsratrices du cylindre parabolique sont parallâlea - 
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ă une droite de front îc, We; on donne la projection horizon- 
tale oa des generatrices 

402 du cylindre hyperbolique, 
” on determinera leur pro- 

jeciion verticale par la 
condition que les plans 
auxiliaires aient leurs tra- 

7  ceshorizontales paralleles 
ă Pasymptote dbf. 

On considere comrme 
solides les deux nappes 

„= Separees du cylindre hy- 
E ia Ve „perboliqgue, et on repre- 

sentera le solide commun 
aux deux cylindres. 

“ 41*On donne une sph&- 
re par ses deux projec- 

A tions, et on considere un 
cylindre  circonscrit a 

cette sphare et dont les generatrices sont paralleles ă la 
ligne de terre. On coupe la 
sphere par un plan passant 
par la ligne de terre et le 
centre de la sphăre, et on 
prend le grand cerele comme 
base d'un second ceylindre 
dont les generatrices sont 
paralleles ă a'' ad. Repre- 
senter le cylindre parallăle 
ă la ligne de terre avec. 

“Yentaille faite par le cylin- 
dre oblique. 

12* On considâre un demi-cylindre vertical creux ad, a. 
Ce ceylindre est recouvert par un cylindre plein circulaire 
cde, e'de'. Construire l'ombre portte par ce cylinâre cde, c'd'e 
dans Pinterieur du cylindre creuz. 

Les deux eylindres €tant clairâs par des rayons dont les 
deux projections font avec la ligne de terre des angles 
de 4%, 
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13* On considăre un demi-eylindre vertical creux av, ad, 
dans l'int6-. 40% 

  e/ 
  

          

  

(Voir dans notre Recuer d 
13, 14.) 

rieur se trouve 
un petit cylin- 
dre vertical 
plein cd, cd, 

Eclairerles 
„deux corps par 
des  rayons 
dont les pro- 
jections font: 
aveclaligne de 
terre des an- 
gles de 43 et 
construire les 
ombres. 

06 
  

      

  

€pures, les epures 10, 41, 12, 
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515. Methode gânsrale. — La mâthode gânârale pour construire lintersection de deux cânes consiste ă couper ces deux cânes par des plans auxiliaires passant par la droite des sommets ; ces plans donneront dans les deux cânes des gânsratrices, et les points de rencontre de ces gâneratrices seront des points de lintersection. 
I! faut done prendre un plan de base pour chaque câne, et les traces des plans auxiliaires sur ces plans couperont les bases en des points qui seront les traces des gencratrices, 

1“cas. Les deux cânesont leura bases dans un m6âme plan, 

Nous prenons deux cânes aJant leurs bases dans le plan horizontal. (Fig. 406), 
Le câne SS a pour base la courbe afm. 
Le câne TT' u pour base la courbe (xfe. 
Les plans auxiliaires doivent contenir la droite ST, S'T; done leurs traces horizontales passeront par le point A, trace horizontale de cette droite, 
Ainsi menons une ligne Aha ; le plan, dont cette ligne est la trace, coupe les deux cănes suivant les genratrices dont les projections SA, Sk et Tz, Ty se croisent en quatre points : k et z donnentle point 7, & et y donnent le point », h et z donnent le point 5, 4 et  donnent le point . 
Les projections verticalea de ces points sont faciles ă obtenir, il suffit de les relever sur les projections verticales des generatrices correspondantes. 
Si nous voulons obtenir les points sur les g&neratrices de 

contour apparent horizontal du câne S, Sf et Sn, nous trace- rons les plans auxiliaires dont les “races sont Afet An.
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Les plans, dont les traces sont Ag et Ap, donneront les 

points sur les gencratrices de contour apparent vertical de ce 

câne. 
Nous pourrons tracer de mâme les plans auxiliaires don- 

nant les points situes sur les contours apparents du câne T. 

519. Plans limites. — En figurant les traces de tous 
les plans auxiliaires utiles, nous arrivons dun plan Ais6. tan- 

gent au câne S suivant la genratrice S.S", coupant lecâneT, 

st tel qu'un plan situ un peu au-dessous ne rencontrerait plus 

le câne S. Ce plan est un plan limite, et les gencratrices du câne 

coupe par le plan limite sont tangentes ă la courbe. 

Ainsi les generatrices dont les projections sont Siei T$ se - 
_rencontrent au point 19. La generatrice Tg,T'$' est dans le 

plan tangent au câne T suivant cette genâratrice et dans le 

plan auxiliaire Ai tangent au câne S; elle est lintersection 

des deux plans tangents, et par suite tangente ă la courbe 

d'intersection au point; 149. De mâme To,T'a est tangent ă la 

courbe au point 6. (Voir dans lintersection des eylindres, 491.) 

Nous avons un autre plan limite Aarb, tangent au câneT 

suivant Tb,L'W, et les gensratrices Sa,S'a' et Sr,S'r' du câne 

coupe sont tangentes ă la courbe. 
Quand on doit construire Lintersection de deux cOnes, on 

doit : 4* chercher la trace de la droite des sommets; 2* tracer 
les plans limites ; 3* mener les plans auxiliaires necessaires, 

qui donnent les points sur les contours apparents tant hori- 
Zontaux que verticaux des deux cânes. 

520. Arrachement.. Jonction des points. — 
Lorsque les plans limites ne sont pas tangents au mâme câne, 
lintersection est une seule courbe qu'on peut parcourir d'un 
mouvement continu, et il y a arrachement. On determine 
Pordre de jonction des points de la mâme maniâre que dans 
Lintersection de deux eylindres (493). . 

„Ainsi nous avons marqus les plans qui donneni tous les 
points sur les contours apparents, et nous sommes partis du 
plan limite Aa5; - a 

„Les generatrices. des points a et b donnent le point 4, la 
courbe est tangente â la gânâratrice Sa; 

cet s donnent le point 2; 

  

   



INTERSECTION DE DEUX CONES, 303 

fet a donnent le point 3 sur le contour apparent hori- 
zontal de $; 

g et y donnent le point 4 sur le contour apparent vertical 
de 3; : 

h et z donnent le point 5 sur le contour apparent vertical 
de T; | 

i et a donnent le point 6, point limite. 
Arrives au plan Aza, nous obterions de noaveaux points de 

la courbe en remontant en sens contraire sur la base du câne T, 
et en continuant dans le mâme sens sur la base du câne S$. 

z et k donnent le point 7, contour vertical de T; 

  

yet? — 8; 
zetm — 9; 

vetn — 10, contour horizântal de S 
uetp — W,contour verticalde 8; 
ret d — 12, point limite. — 
Nous reprenons les gencratrices du câne S en sens con- 

traire, en continuant sur la base du câne T. 
= et q donnent le point 43, contour horizontal de T; 
pet p — 14, contour vertical de 3; 
deto — 15, contour vertical de T; 
deta — 416, contour horizontăl des ; 
setm — 17; 

det! — 18; 

vetăk — o; 
feti — 19; point limite. 
Nous continuons le deplacement sur la base du câne S, et 

- remontons sur la base du câne T. 

yet h donnent le point ţ; 
5etg — 20, contour vertical de S; 
set f — 21, contour horizontal de S ; 
dete — 22, contour vertical de T; 
7 ete — 23, contour horizontal de T ; 
beta — A, point de depart. 
Nous avons reporte sur la projection verticale seulement 

les points limites et les points sur les eontours apparenta 

520 bis. Parties vues et cacheaes. — La distinc- 
tion entre les parties vues et cachâes se fait exactement 
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d'apres les mâmes râgles que pour les cylindres (497). Les 
generatrices vues sur la projection horizontale du câne S sont 
celles qui ont leurs traces sur lare fimn. 

Les generatrices vues sur la projection verticale de ce 
m6me câne correspondent ă lare glmp. 

II est facile de faire la mâme distinction pour le câne T. Un 
point de lintersection est vu, s'il est ă Lintersection de deux 
generatrices vues ; il est cache si lune des generatrices qui y 
passent est cachee. 

Nous avons suppos€ dans la figure que les deux corps 
existent ensemble, de maniere ă former un seul solide, et 
c'est dans cette hypothese que nous avons ponctue la courbe. 

Le contour apparent horizontal Sfentre dans le câne T au 
point 22 qui est vu, la generatrice est donc vue jusqu'ă ce 
point, elle en sort au point 3 qui est cache, elle devient cacâce 
ă partir de ce point, jusqu'au moment ou elle n'est plus re- 

couverte par la projection du câne T. 
La gen€ratrice Sn entre dans le câne T au point 16 qui 

est vu, elle est vue jusqu'ă ce point ; elle en sort au point 10 
qui est cache, et elle reste cache parce qu'elle est entitrement 
couverte par la projection du câne T. 

La gencratrice Tr entre dans le câne S au point 13, sort 
au point 23, les deux points sont cac/ss, et la generatrice est 

cachâe dans les parties oii elle est couverte par la projection 
du câne S. 

La seconde generatrice de contour apparent horizontal du 
câne T est vue tout entiâre ; elle ne rencontre pas le câne S 
et elle est projetee au-dessus de la gâneratrice Sf de ce 
câne. 

La distinction des parties vues et cachees sur la projec- 
tion verticale est faite d'aprâs les mâmes răgles. 

Nous faisons encore observer ici, comme nous Vavons fait 
dans les eylindres (497), que nous ne representons pas les 
portions de gengratrices interieures aux deux corps. 

Nota. — Nous engageons vivement les lecteurs â re- 
presenter sur cette mâme figure chacun des corps isolement, 
et ensuițe le solide commun, comme nous l'avons fait dans les 

eylindres (497); il faut calquer au crayon les contours des  



 
 

Page 304   

+08 

 
 

  

JAVARY. Gtom, deseript,   
    

ţ 
2 

 
 

m
g
 

n
 

m
 
m
a
n
 

 
 

m
o
m
e
n
 

ae 

1$ 

  

GH. DELAGRAVE, 15, rue Soulilot, Par irie Libra 

  
 



  

  

INTERSECTION DR DEUX CONES. 305 deux cânes et la courbe d'intersection, et S'exercer ă faire dans chacun de ces cas la ponctuation de la figure. 
521. Pânâtration. — Nous avons trouve arrache- ment, et une seule courbe d'intersection continue ; nous trou- Verons penc!ration et deux courbes separdes si les plans limites sont tangents au mâme câne. 
Nous renvoyons encore aux cylindres (498), pour l'ordre de jonetion des points. 

522. 1angentes. Nous nous proposons de construire la tangente au point dont la projection horizontale v est au point de rencontre des projections Ty et Sk. La tangente est lintersection des plans tangents aux deux cânes au point con- sidere (493). E Le plan tangent au câne 7 suivant la gensratrice dont Ty est la projection a pour trace yp tangente â la base au point y; le plan tangent au câne S suivanţ la generatrice dont SA est la projection a pour base 4p, tangente ă la base au point k. Le point p oi se coupent ces traces est la trace 
vons pas construit sa projection verticale pour ne pas trop char- gerla figure, il sufât de projeter le point p sur la ligne de terre, etdejoindre cette projeetion ăla projection verticale du pointa, Si nous voulons appliquer la construction au point 47donng par les genâratrices dont les projections sont Te et Sm, nous trouvons que les traces ee et mr des plans tangents se coupent en dehors des limites de Iepure, il est alors nâces- saire de construire un point de la tangente, Cest-â-dire un Point de Vintersection des deux plans. 

Nous opsrons d'une mani6re analogue ă celle que nous 

tangent dont la trace est me pâsse par ce meme point, Pinter- section des deu: plans a pour trace horizontale le point =, et passe par le sommet, c'est la droite +S,x'S'. De mâme l'inter-. section du pian auxiliaire avec le plan tangent dont la trace esttze est la droite aT,sT' pâssani par le sommeţ Ţ. 
PoiT. —r.u, 

21
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Ces deux droites se rencontrent au point 99 qui est un 

point de la tangente cherchte, et qu'il sufât de joindre au 

point 47. 
| 

Cette construction revient â assimiler les deux plans tan- 

gents â deux cânes ayant pour sommets les points SS'etTT, 

et ayant pour directrices les traces des plans tangenta. 

593. Kangentes horizontales- 

[| est impossible, en genâral, de trouver les points pour 

lesquels la tangente est horizontale ; il faut, en effet, obtenir 

une trace de plan auxiliaire, telle que les tangentes aux bases 

aux points ou elles sont rencontr&es par cette trace soient 

+     307 

  

parallăles, alors les deux plans tangents ayant leurs traces 

parallăles se couperont suivant une horizontale. 

On ne peut trouver ces points que si les bases des deux 

cânes sont homothâtiques. 

Prenons pour exemple deux cânes, le câne S.S dont la 

base est le cerele a, le câne T.T dont la base est le cercle b, 

(Fig. 407.) 
La trace de la droite des sommets est le point 4, et les 

traces des plans auxiliaires passent par ce point. 
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Construisons les centres de similitude a et f des deux cer- 
cles; conduisons le plan dont la trace est hd, il coupe les 
bases en quatre points &,g,l,m : aux points g et [les tangentes 
sont parallăles, et si nous construisons le point n,r' sur les 
deux generatrices qui passent par ces points, la tangente au 
point n,n' est horizontale et sa projection horizontale est pa- 
rallele aux droites gp et iq. De mâme aux points £ et m, les 
tangentes sont paralleles et les generatrices correspondantes 
donneront un second point pour lequel la tangente est hori- 
zontale. Le plan auxiliaire, dont la trace est 4/, ne coupe pas 
les deux cânes; sil les coupait, nous aurions encore deux 
points pour lesquels la tangente est horizontale. | 

524. Re cas. Les deux cânes n'ont pas leura 
bases dans le mâne plan. 

Les plans des deux bases sont les plans P'aP et Q£Q. 
(Fig. 408.) - 

Les directrices des cânes sont des cercles situcs dans ces 
plans, nous prenons leurs rabattements ; le cercle o, rabattu 
dans le plan Q, le cerele e, rabattu dans le plan P. 

Le cercle o est la directrice d'un câne dont le sommet est 
au point T,T”, le cercle w est la directrice d'un câne dont le 
sommet est au point S,S. 

Nous construisons les intersections de la droite des sam- 
mets avec les plans des deux bases ; nous considârons le plan 
qui projette horizontalement la ligne ST, il coupe Vintersec- 
tion cd, cd des deux plans P et Q au point /,f, il coupe la 
trace aP au point a,d, en sorte que af, af est Lintersection 
du plan auxiliaire vertical ST avec le plan P. Ce meme plan 
coupe la trace horizontale $Q au point 5,5, en sorte que 3f,%f' 
est l'intersection du plan auxiliaire vertical ST avec le plan Q. 
La droite af,a'f croise S'T,ST au point dont les projections 
sont p',p, et qui est le point ou la ligne des sommets perce le 
plan P; la droite 5457 eroise ST,ST au point dont les 
projections sont gg, et qui est le point oi la ligne des sow- 
mets perce le plan Q. 

Les plans auxiliaires, qu'on emploiera pour construire les 
points de Vintersection des deux eânes, auront pour traces 
sur le plan P des droites passant par pp, et pour traces sur 

4
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Ie plan Q des ăroites passant par Q,q' ces droites rencontre- 

rouă d'ailleurs Jintersection ed, cd en un mâme point. 

Rabattons la plan P: le point d.d' vient en d (202), et 
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Pintersection est rab«ttue en cda; le point f,f' vient en fa, et 
le point p,p” vient en pu sur le rapattement af, de af,af'. 

„Nous obtenons de la mâme maniăre le rabattement du 

point g,g' en g, dans le rabattement du plan Q, en rabattant 
dabord le point 4,d en d, puis le point /f' en fu, sur la 
droite cd,, ensuite le point g, sur la droite dfi.     
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Nous tragons une droite quelconque gik,, et nous la con- 
sidârons comme la trace sur le plan Q d'un plan auxiliaire ; 
elle rencontre Lintersection cd, au point 4. Nous prenons 
sur le rabattement cd, une longueur ch = ck,, et nous me- 
nons la droite p,ka ; il est clair que cette ligne est la trace 
sur le plan P du mâme plan auxiliaire qui coupe le plan Q 
suivant g,4,. 

Les points k, et k, se rel&vent au mâme point &,X de 
lintersection cd,cd, et les deux traces du plan auxiliaire 
sont gk,g% et pk,p'k. 

La trace g,k, rencontre la directrice 0: en deux points, 
nous prenons un seul de ces points, le point î,, il se relâve en kb sur la droite gk,gk, et la gândratrice correspondante 
est Th Ty. 

La trace p,k, rencontre w, au point g,, nous relevons ce 
point en g',g sur la droite pk,pk, et nous menons la genera- 
trice dont la projection horizontale est Sg. Les deux genera- 
trices se coupeut en un point m,m', qui est un point de L'inter 
section cherchee. 

Il est facile de comprendre qu'on trouvera ais&ment tous 
les points de lintersection, d'une manisre analogue. 

Si Pon veut obtenir la tangente au point m,m', on dâter- 
mine les deux plans tangents. Le plan tangent au câne T est 
dâtermin6 par la tangente â la directrice rabattue en hus, et 
la generatrice ; le plan tangent au câne S est determine par la tangente â la directrice rabattue en gut, et la generatrice. 

On coupe les plans tangents par un plan auxiliaire, dont 
les traces sont gsv, et puva (co, = ca) ; ce plan coupe les plans 
tangents suivant des droites passant par les points rabattus 
en s et î, et par les sommets; on les construit comme les 
gencratrices des cânes et on prend leur point d'intersection 
qui est un point de la tangente (522). 

POINT DOUBLE REEL 

525. Les deux cânes peuvent avoir un plan tangent com- mun, et leur intersection prâsente un point double reel. 
Ainsi la base du câne S est la courbe afecde, la base du câne T est la courbe fg/kl. (Fig. 409). 
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La trace de la droite des sommets est le point m, et les 

deux ecânes ont un plan tangent commun, dont la trace 

est mhc. 

Les generatricăs de contact Sc, S'e et Ti, T'h' se rencon- 

trent en un point 0,0'; ce point est un point double râel], et la 

eourbe dintersection des deux cânes passe deux fois par ce 

point. 
Pour le reconnaitre, il suffit de joindre dans Yordre r6- 

gulier les points de Lintersection : aetf, Betg, cet h,ket d... 

donnent une premicre branche de la courbe 1,2,3,4; au con- 
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traire a-et Î, bet k, cet h, det g... 'donnent une seconde 

branche 6,7,8,9,10, et ces deux branches passent par le point o. | 
De m6me que dans Pintersection de deux eylindres (499), il 
est impossible de construire les tangentes aux deux branches 
de courbe par les methodes ordinaires. | 
Ă On peut employer les courbes d'erreur, dont nous avons i 
indidu€ la construction ă propos des cylindres (300). 
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326. On peut aussi construire les traces destangentes par 
une autre courbe dâjă employ&e. (500 bis.) 

Considârons la branche de courbe 6,7,8,9,10; menons les 
secantes 09, 0'% — 010, 0'10' — 07, 07 — et prenons leurs 
traces horizontales ; en joignant ces traces par un trait con- 
tinu, nous obtiendrons une courbe, lieu des traces des s6- 

cantes ; la tangente cherchee est une de ces secantes, et sa 

trace doit &tre sur cette courbe, et aussi sur la trace mke du 

plan tangent commun, elle se trouve done au point de croise- 
ment de la courbe avec la droite: une construction analogue 
donnera la tangente ă la seconde branche de courbe. 

Cette methode revient ă considerer un câne ayant son 
sommet au point double, et ayant pour directrice la courbe 
d'intersection, les tangentes cherehees sont les gensratrices 
de ce câne situces dans le plan tangent commun; on prend 
la trace du câne, et ses points de rencontre avec la trace du 

plan tangent sont les traces des tangentes. 
On peut demontrer que ce câne est un câne du second 

degre. (500 dis.) 
Cette methode est inferieure au point de vue graphique ă 

celle que nous avons exposte ă propos des cylindres (500). 

327. 'h6or&me. — Les tangentes au point double, et les 
gentratrices gui passent par ce point, forment un faisceau harmo- 
nique. 

Considerons, en effet (fig. 410), un plan s&cant voisin du 
plan tangent commui, et coupant chacun des cânes suivant 
deux generatrices quise rencontrent aux quatrepointsm,n,p,g. 
Les points n et m appartiennentă la mâme courbe, les points p 
et gâ la seconde branche. Or dans le quadrilatăre mnpg, si 
Pon joint le point de rencontre o des diagonales aux deux 
sommets S et T, les quatre droites oS, oT, on et og forment 
un faisceau harmonique. Quand le plaz secant devient le plan 
tangent commun, les deux points m et n sont confondus, et la 
diagonale nm devient la tangente ă la courbe. 

De mâme, la limite de la diagonale pg est la tangente ă la 
seconde branche. Ce qui demontre 1e ihâorâme. : 

On peut mâme, dans le cas ou les deux bases sont deux 
coniques, construire les traces des tangentes, en suhstituant
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aux bases leurs cercles osculateurs, aux points de contact 
avec la trace du plan tangent. 

Prenons pour bases deux cercles dans le plan horizontal, 
les centres sont en d et f (Ag. 414), les rayons sont ret R. 

Soient o la trace de la droite des sommets, ohg la trace du 

plan tangent commun P. Nous coupons les deux cânes par un 

plan auxiliaire voisin du plan P, dont lă trace est oca, et nous 
construisons en b la trace de la tangente au point resultant de 

Vintersection des generatrices a etc; nous allons chercher la 

position limite du point 8 lorsque le plan P, viendra se con- 

fondre avec le plan P. 
Ce point 8 se trouvera alors sur la droite ohg, et parta- 

gera hg en deux segments dont le rapport sera la limite du 
ri ab 

rapport ş- 

Nous allons chercher cette limite. 

Le triangle abc nous donne: = = e sea „eten remplacant 

__ bca 
— bac nd 

Nous designons par « langle des traces des deux plans, 

par $ langle bmo, par y langle bng. 
- Alors Vangle bca = y — a, langle bac =p+ a. 

ă la limite les sinus par les angles% 
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II] est facile de construire les termes de ce rapport.: 

Remarque. — Si les bases des deux cânes ou cylindres 
sont des cercles, le câne du second ordre qui a le point double 
comme sommet et la courbe comme directrice a pour base un 
cercle ; car la base de ce câne est une conique qui passe n6ces- 
sairement par les points de rencontre des bases des deux cânes 
qui sont deux coniques homothetiques, elle est done homothe- 

tique ă ces deux bases. 
Le lieu des traces des tangentes ă la courbe est aussi un 

cercle. 

POINTS DOUBLES EN PROJECTION 

398. Nous renvoyons le lecteur ă Lintersection de deux 

cylindres (503-504) pour Vexplication des points doubles en 

projection. 

Nous avons demontre (480-481) que dans un câne du second 

degre le lieu des milieux des cordes parallălesă une direction 

donnee est un plan. | 

“Ce plan diametral conjugu€ d'une direction connue, qui 

existe toujours, passe par les gensratrices de contact des 

plans tangents parallâles ă cette direction, lorsque ces plans 

peuvent âtre construits. (note 2; 

Nous resumerons seulement ce que nous avons dit ă 

propos des eylindres. 
La ligne des points doubles en projection horizontale est 

la projection horizontale de Pintersection des plans diame- 

traux conjuguâs des cordes verticales (503). 

La ligne des points doubles en projection verticale est la 

projection verticale de lintersection des plans diametraux 

conjuguts des cordes perpendiculaires au plan vertical. 

1 Considârons deux cânes (Fig. 412): Le câne S a pour 

base la courbe abcd, le câne T a pour base la courbe &/hg. 

Cherchons la ligne des points doubles en projection hori- 

zontale. 
Le plan diametral conjugus des cordes verticales dans le 

câne S passe par les gândratrices de contour apparent hori- 

zontal, sa trace est ab (480). 
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Le plan analogue dans le câne Ta pour trace gf. 
Nous obtiendrons un point de Pintersection des deux plans 

en les coupant par un plan auxiliaire, conduit par la droite 
des sommets, et dont la trace passe par le point m; 
prenons le plan mpg.'Le plan auxiliaire et le plan ab passent 

  

  
par le sommet S, leur intersection est la droite projetee 

„en Sg; le plan auxiliaire et le plan gf passent par le som- 
met T, leur intersection est la droite projetee en Tp; ces pro- 
jections se croisent en un point r, qui est un point de la ligne 
des points doubles. On en obtiendra un second de la mâme 
manicre ; ici, les traces horizontales se rencontrent au pointn, 
et nr est la ligne. 

Cherchons la ligne des points doubles en projection ver- 
ticale :
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Les plans diamâtraux conjugu6s des cordes perpendicu- 

laires au plan vertical passent par les generatrices de contour 

apparent vertical ; leurs traces sont de et kh (480). 

Nous obtiendrons un point de leur intersection en les 

coupant par un plan auziliaire conduit par la droite des 

sommets. 

Soit mzy la trace de ce plan: il determine dans les plans cd 
et k&h les lignes dont les projections verticales sont SyetT'z'; 
et le point de rencontre 7 de ces deux droites est un point de 
la ligne des points doubles en projection verticale ; un second 
plan auxiliaire donnera un autre point; ici, les traces des 
deux plans se coupent au point o, et v'z' est la ligne. 

2 Le câne S a pour base une ellipse abcd et le sommet est 
projete dans Vinterieur de cette ellipse, en sorte que le câne 
n'a pas de contour apparent horizontal; le câne T a pour base 
le cerele O. (Fig. 413.) 

Nous construisons le plan diametral des cordes verticales 
dans le câne S. Nous avons vu (481) que ce plan diametral a 
pour trace la, polaire du point S par rapport â la base. 

Dans la, figure, nous avons rappele la construction qui 
nous a servi ă 6tablir cette proprietă en dâterminant direc- 
tement le plan diamstral; nous avons trace deux cordes 
verticales ce” et dd” situces dans les plans verticaux dont 
les traces sont aSc et bSH; nous avons pris les milieux de ces 
cordes et en les joignant au sommet nous avons figure deux 
droites du plan diametral dont les projections sont Seg' 
et S'/W; les tracesy et hk de ces droites appartiennentă la 
trace du plan diamâtral. En general, il est plus simple de 
construire directement la polaire. 

La trace du plan diametral dans le câne T est ki], et nous 
avons coupe les deux plans par deux plans auxiliaires con- 
duits par la droite des sommets, mkn, mlp ; nous avons aussi 

obtenu la ligne des points doubles gr. 
En repâtant les raisonnements dejă faits (504), nous voyons: 
10 Il ne peut y avoir deux points doubles en projection 

sur un plan. 
2* Ces points doubles peuvent âtre des points de rebrous- 

sement si les gen6ratrices de contour apparent des cânes se 
coupent. 
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3% Le point double râel n'est pas sur la ligne des points 
doubles en projection. 

4 Pour avoir les points doubles eux-mâmes, il faut cou- 
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per les deux surfaces par le plan qui projette la ligne des 
points doubles, et ceite construction n'est possible que dans 
le cas oii les sections faites ainsi dans les deux surfaces sont 
faciles â construire, 

Nous en donnerons encore un exemple. (Fig. 414): 

529. Les deux cânes ont pour bases deux cercles situts 
dans le plan horizontal; les plans diametraux conjuguts des  
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cordes, perpendiculaires au plan vertical ont pour traces bc 
et df paralleles ă la ligne de terre, en sorte que la ligne des 
points doubles est parallele ă la ligne de terre; nous coupons 

„les deux plans par le plan auxiliaire ahc, qui dstermine les 
"droites projetees en Sh' et T'e ; le point &,k est un point de 
lintersection Am,XW'm' des deux plans. k'm' est la ligne des . 
points doubles. : 
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Nous coupons les deux cânes par le plan qui projette ver- 
ticalement Fm,k'm'; les sections sont deux cereles, et les 

centres de ces cereles sont 4',& et mm, sur la ligne d'inter- 
section + en efiet, la droite c'T,cT est dans le plan diame- 
tral Ec, et rencontre nâcessairement Pintersection des deux :    
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plans diametraux, et de m&me d'S',dS est dans le plan dia- 
mstral df, et rencontee leur intersection, 

Les centres des deux cereles sont une paraliăle ă la ligne de terre, leurs points d'intersection sont done sur une per- pendiculaire au plan vertical et se projettent au point double cherch€. 
Nous rabattoos les deux cercles sur le plan hosizontal km; les rayons sont kg! et mp, et le point», qu'on ramâne en v, est le point double, 
Voir (note 4), la construction des points doubles en pro- jection. |



BRANCHES INFINIES 

530. Lintersection de deux cânes peut presenter des 

branches infinies, la nature des bases des deux cânes est in- 

difterente. 
[| n'y a jamais sur un câne, de gencratrices transportees 

ă Vinfini, puisque le sommet est ncessairement ă distance 

finie. 
Quand un câne a pour base une hyperbole, cela veut dire 

seulement qu'il y a deux genâratrices parallâles au plan de 

Ja base, et que les plans tangents suivant ces generatrices ne 

sont pas paralleles au plan de base (455). 

Quand un câne a pour base une parabole, cela veut dire 

geulement que le câne a un plan tangent parallăle au plan de 

la base (456), 
Les points de intersection de deux cânes sont donnes 

par les rencontres des gensratrices des deux cânes; il se 

peut que des generatrices soient parallâles sur les deux 

cânes, et il y aura des points de lintersection ă linfini; ca 

cas ne pouvait se presenter dans les cylindres. 

Nous devons donc examiner si les cânes donnes n'ont pas 

de generatrices parallăles. 
Pour cela, nous transportons les deug cânes au mâme sommet, 

et nous construisons leurs traces sur le mâme plan; si les 

cones ont des gânâratrices parallăles, ces gencratrices se 

confondront, et les bases auront des points communs aux 

traces de ces generatrices communes. 
A chaque point de rencontre des bases transportees cor- 

respondront deux generatrices confondues des cOnes trans- 

portes au mâme sommet, deux generuatrices paralleles des 

cânes primitifs, un point ă linfini sur une courbe. 
Le câne ŞS a pour base L'ellipse adeb; le câne TI a pour  
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base le cerele o (Fig. 413). Nous voulons chercher si les cânes 
ont des generatrices parallâles. Nous transportons le câne T de maniere â amener son sommet au point SS. 

Nous avons vu (382) que dans le transport d'un câne pa- rallelement ă lui-meme, la base primitive et la base transporte sont deuz courbes semblables. ayant pour centre de similitude la 
trace de la droite des sommets. 

Nous rappelons seulement, que, transporter un câne pa= 
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rallălement ă lui-m6me en un point, c'est construire, en c 
point, un câne homothâtique du câne donne, et par suite les 
bases sont semblables. 

La trace de la droite des sommets est le point f; nous me- 
nons fow, nous joignons 'To et nous menons Sw parallele ă To, 
le point w est le centre du cerele de base du nouveau câne; 
nous tracons /9, qui rencontre Su au point gs, og, estle rayon,. 

Pur. — T. 1. 32
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Les deux bases transportees se coupent aux deux points 6 

et d, par suite les deux cânes transportes ont deux genera- 

- trices communes Sb,S5' et Sd,S'd. 

Ramenons le câne T ă sa position premiere, le point d 

vient en d, obtenu en tracant fd; le point d vient d, (i faut 

faire attention ă bien prendre sur les bases les points homo- 

:logues), et les deux generatrices paralleles aux generatrices 

du câne S ont pour projections Td, et Tb,. 

531. Asymptotes. 

Lasymptote ă une courbe est une tangente dont le point 

de contact est ă Pinfini ; nous devons donc construire la tan- 

gente au point situ€ sur les gensratrices parallăles, c'est-ă- 

dire Pintersection des plans tangents aux deux cânes suivant 

les generatrices paralleles. 
Le plan tangent suivant S6,S'5 a pour trace bk, le plan 

tangent suivant la droite projetee en Tb: a pour trace uk; le 

point k est la trace de lasymptote, intersection des deux 

plans tangents, et comme ces deux piaus passent par des 

droites paralleles, leur intersection est parallele ă ces droites. 

La: premisre asymptote a pour projections KH,K'H' paral- 

lele â S6,S%9. 
Si Pon ne pouvait obtenir la trace de Vasymptote, on en 

construirait un point en coupant les deux plans tan gents par 

un plan auxiliaire conduit suivant la droite des sommeis, 

comme nous lavons dâjă indique pour obtenir un point de la 

tangente (522). La seconde asymptote s'obtiendra de la m&me 

mani&re; les deux plans tangents suivant les generatrices 

parallăles dont les projections sont Sd et Td, ont pour 

traces dM et d,M, le point M est la trace de Pasymptote, 

qui est parallăle aux gensratrices, et dont les projections 

sont MN,M'N'. 

539. Courbes paraboliques. 

Consid&rons les deux cânes : S, S', dont la base est lel- 

lipse 64H, et'TT', dont la base est le cercle o. (Fig. 46.) 

Nous transportons le câne T,T' au sommet S,S', et il arrive 

que la base o., construite comme nous Pavons indique, est 

tangente au point d ă Lellipse, base du câne S. 

Les deux eânes de mâme sommet ont alors la gensratrice 
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conmune S6, S', et les deux cânes donnes ont les genera- 
trices paralleles S6, S'5, et Ta, T'a. Nous aurons encore une 
courbe â branche infinie, le point ă linfini &tant donne par 
Lintersection de ces deux gensratrices. Mais les plans tan- 

Ss” 
416 2 

  

  

gents suivant ces deux genâratrices sont parallâles ; car, ils ont leurs traces confondues sur db, lorsque les deux cânes ont mâme sommet, et apr&s le retour âla position primitive, 
les deux traces sont les paralleles db et af. /'asymptote est Vinfini. La courbe est une courbe paraboligue dont la direction asymptotique est celle des deux gensratrices parallâles. 

333. Nombre et nature des branches inf- nies. — Si nous considârons deux cânes ayant pour bases des sections coniques, lorsque nous transportons ces deux cânes au mâme sommet, les sections coniques bases peuvent avoir les unes par rapport aux autres les cinq positions sui- vantes : 

1* Elles peuvent âtre secantes en quatre points, a,b, c,d. (Fig. 417.) Les deux cânes auront quatre gâncratrices paral.
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lăles correspondantes â ces quatre points; maislesplans tan- 

gents suivant ces generatrices sont different, et ne seront 

pas parallăles sur les cânes donn6s; par suite, lintersection 

presentera guatre branches infintes hyper- 
boligues, avec quatre asymplotes. 

2 Les deux 
bases des deux 
cânes transpor- 
tes peuvent tre 
simplement  s6- a 
cantes en deux 
points aetb;ily 
aura seulement 
deux generatri- * 
ces paralleles 
(Fig. 418) et les 

plans tangents suivant ces gensratrices se couperont de ma- 

pisre â donner deux asymptotes; lintersection presentera 

deus branches hyperboliques. 

30 Les bases peuvent âtre seeantes en deux points aet bet 

âtre tangentes en un point c (Fig. 419); aux points a et b 

correspondront deux generatrices parallăles, donnant des 

branches hyperboliques ; au point c correspondent deux gens- 

artrices parallăles, donnant une branche parabolique. 

4» Les bases peuvent âtre simplement tangentes, soit in- 

419 26 421 

7 

418 

    

—— 

terieurement ea a, soit exterieurement en 2 (Fig, 420) ; il y a 
alors une seule branche pavaboligue. 

50 Les bases peuvent âtre bitangentes (Fig. 421); alors  
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âax points c et d correspondent, deux gânâratrices paralleles, donnant, deuz branches paraboliques. 
Voir 533 bis, page 332 

534. Branches de nature diftârente dans 
une meEme intersection. 

Il est tres important d'observer que dans une mâme în: 
tersection de deux cânes, on peut rencontrer ă la fois des 
courbes de nature differente, qu'il y ait arrachement ou penc- 
tration, 

Nous allons montrer ce fait sur des exemples. 

1* Exemple. Pânâtration avec une courbe hyper- 
bolique, et une courbe paraboligue. (Fig. 422.) 

Le câne S, S' a pour base Lellipse abed; le câne T.T a 
pour base le cercle dont le centre est au point O; h est ia trace 
horizontale de la droite des sommets. (Nous ne construirons 
que la projection horizontale de l'intersection. 

Nous transportons le sommet Tau sommet S, et nous ob- 
tenons en O, le centre du nouveau cerele de base, dont nous 
trouvons le rayon par la construction dejă indiquce plus haut 
(530). | | 

Le cerele transporte coupe Vellipse aux points e et d, et la 
touche au point f. Nous aurons deuz branches hyperboliques et 
une branche parabolique (533, 30). 

D'ailleurs, les plans limites sont les plans tangents au câne 
elliptique dont les traces horizontales sont hg et hk, par con- 
sequent il y a pendtration (521). 

Nous ramenons le câne T â sa position primitive et nous 
construisons les asymptotes. Le point c se ramâne en e, ; les 
generatrices parallâles des deux cânes sont Se et Te ; nous 
menons, suivant ces gântratrices, les deux plans tangents 
dont los traces sont cl et c,l: Le point / est la trace de 'asym- 
mptote (531) et cette droite est 4, parallele aux deux-gensra- 
trices Te, et Sc. 

De meme le point d se ramâne en d,, et nous constrvisons 
la seconde asymptote mm,, dont la trace est au point m, et qui 
est parallele.aux deux generatrices Sdet Td,. 

Le point f vient en f,, et la branche parabolique corres- 
pond aux deux gensratrices Sf et Tf, 

—
_
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Nous allons suivre la courbe d'intersection ; nous partons 

du plan limite hnkp. 

'Tn et Sk donnent le point; Tnest la tangente ; nous nous . 

deplagons sur le cerele dans le sensnf,grs.etsurVellipse dans 

„le sens kfag ; 
Les generatrices parallăles Sf et T/,, donnent le point 2â 

Tinfini. Les gâneratrices a et g donnent le point 3, sur le eon- 

tour apparent de S. La courbe estrevenue de liofini du câte 2. 

7 et t donnent le point 4, sur le contour apparent deT; 

s et g donnent le point 5, Ts genâratrice limite. 

Nous remontons sur la base du câne T, de s en n, en con- 

tinuant dans le m&me sens sur la base du câne S. 

y et r donnent le point 6, contour apparent de; 

u et v donnentle point 7, contour apparent de S; 

k et ndonnent le point 4. 

Nous avons parcouru la premiăre des courbes qui consti- 

tue une partie de Lintersection, nous n'avons trouve d'autre 

branche infinie que la branche parabolique. 

Pour obtenir la seconde courbe, nous recommengons au 

plan limite hnkp, €n prenant le point p sur le cercle, eten 

marchant daos le sens pdics5. 

het p donnentle point 8: 

Le cerele et Lellipse se coupent au point 9; la courbe 

passe au-dessous du plan horizontal, (nous tragons ses pro- 

longements en pointili€). 
Nous trouvons ensuite les points det d,, qui donnent le 

point 104 Linfini; la courbe €tant asymptote ă m M. 

La courbe revient de linfini vers Ms, ă lautre extremite, 

et de l'autre câte de l'asymptote. 
Ded en c sur Lellipse nous obtenons des points fort €loi- 

gn6s tels que 11, etenc, auquel correspond le point ce. sur le 

cercle, nous avonsun point 42 linfini, la courbe asymptote 

ă la droite Il, du câte. 
La courbe revient alors ă autre extremite de la mâme 

asymptote, de Vautre cât6; elle passe par le point 3, od se 

eroisent le cerele et Lellipse (point 13); nous arrivons au 

plan limite, et nous reprenons sur le cercle les points cup, 

mais en mâme temps, nous prenons sur lellipse les points 

t, a, f. et nous ne trouvons plus de gensratrices paralleles.    



  

23 
a
a
a
 

a
 

  

DEUX CONES. — BRANCHES INPINIES, 327 

Ainsi £ et z donnent le point 14; 
a et z donnent le point 45, contour apparent de S; 
Et nous nous refermons sur le point 8, ayant ainsi par- 

couru la seconde courbe d'intersection. 

535. Ponctuation.—- Nous avons represente le câne T 
penstre par S; les cones limites au pian horizontal sur lequel 
se trouvent leurs bases, et nous avons prolonge seulement 
les courbes au-dessous de ce plan pour montrer leur forme. 

De l'autre cât6, nous avons laiss6 les cânes indefinis. 
Les regles que nonsavonsindiquses (497 520) pour la d€ter. 

irination des parties vues et cachâes s'appliquent; on doit 
encore comrmtencer par les contours apparents. Seul&ment, 
il faut remarquer que les parties des g&neratrices vues au- 
dessous du sommet sont, cachees au-dessus, ct inversement. 
Ainsi le point 1 est donne par intersection des generatrices 
Tn et Sk, ces deux generatrices sont cachees au-dessous des 
sommets, elles passent â partir des sommets a la partie sup6- 
rieure, sont vues, en sorte que le point 4 est vu. 

La courbe ne rencontre aucun contour apparent jusqu'au 
point 7: Vare'1—6 est donns par Parc vr du câne T, et les gene-. 
ratrices cachees au-dessous du sommet seraient vues au-dessus; 
mais en m6me temps, il est donn€ par are cu du câne S, et les 
gensratrices correspondantes, vues sur la nappe inferieure, 
sont cachees sur les prolongements ; arc 7 — 6 est cache. 

L'arc 6 — 5 —4 est cache, car le point 5 est situ€ sur la 
geutratrice sg cachee sur la nappe superieure. 

L'arc4—3 est cache, il correspond â lare ga de la base du 
cone S, et les gâneratrices correspondantes sont cachăes sur la 
bappe superieure. Au-delă de 3, lare 3 —2 est vu, il correspond 
â Vare af sur l'ellipse, ă Pare gf, sur le cerele, et les gâncra- 
trices des deux cânes qui ont leurs traces sur cesares sont 
cachees au-dessous du sommet et vues sur la nappe superieure. 

L'are 10 — 11 — 42 est enti&rement cache. 

536. 2* Exemple. PEnâtration. Courbe fer 
meâe et Courbe hyperbolique. ! 

Le câne S ă pour base LVellipse addg. Le câne Ta pour base 
ie cercle (Fig. 423). | 

m
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Nous ne representons pas la projection verticale, et nous 
supposons que le point zest la trace de la droite des sommets. 
Les plans limites ont pour traces znab et zogf, et sont tan- 
gents au câne circulaire, Îl y a done penetratzon. Nous trans- 
portons le câne T au sommet $; il suffit de mener SO, paraliăle 
â TO, jusqu'â la rencontre avecZO prolong&. Le cercle est tan- 
gent aux deux traces des plans limites. Cette base transportee 

5 i 423 j 4 

  

coupe l'ellipse en deux points / et &; nous trouverons dans 
Pintersection deux branches hyperboliques. 

Nous ramenons les points h etk en 1 et; m, nous menons les 
tangents aux bases, et nous obtenons en «la trace d'une 

asymplote aaa parallăle aux droites Sk et TI; nous obtenons 
de mâme en f la trace d'une autre asymptote f+£6, parallele 
aux droites SF et Tm. 

Suivons ordre regulier des points (sans construire la 
courbe). 

La premiere des courbes de la penetration sera obtenue 
en prenant les intersections des generatrices qui ont leurs 
traces sur l'arc akphg de lellipse avec toutes les generatrices    
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du câne â base circulaire ; îl n'y a parmi ces gântratrices 
aucune parallele, donc cette premisre courbe n'aura aucun 
point ă linfini, elle sera fermee. 

La seconde courbe sera obtenue en prenant les genera- 
trices du câne ă base elliptique, qui ont leurs traces sur 
Lare bedef, avec toutes les gâncratrices du câne â base circu- 
laire: nous rencontrerons alors les gencratrices paralleles 
Sk, Ti et S/, Tm; c'est done sur cette courbe que nous aurons | 
les deux branches infinies avec les deux asymptotes « et £. 

Nota. — Nous engageons le lecteur ă eflectuer la con- 
struction des courbes, et ă repeter ces exemples en variant 
la forme des intersections ; sil arrivait dans un cas de pen6- 
tration analogue â celui que nous venons d'indiquer que le 
cerele transporte coupât Vellipse en quatre points, on aurait 
sur chacune des courbes gQuj. constituent la penctration des 
branches hyperboliques ;%5) Ia-dexele. transporte âtait simple. 
ment tangent, on aurait .uhe-gănrbe fermee et une courbe 
parabolique; sil &tait bi-tangent;on: aurait deux courbes pa- 
raboliques. ” 

  

  

537. 3" exemple. Arrachement. — [] est clair 
que dans le cas d'un arrachement, la courbe devant &tre par- 
courue d'un mouvement continu, il ne peut y avoir une courbe 
fermee jointe ă une courbe â branches infinies. 

Mais nous pouvons rencontrer toutes les combinaisons de 
branches infinies dont nous avons trouve l'existence possible 
(533). 

L'exemple que nous donnons (fig. 424) presente une branche 
parabolique et deux branches hyperboliques. 

Nous ne figurons que la projection horizontale, 
Le câne S a pour base le cerele O. 
Le câne T a pour base L'ellipse cfd. 
La trace de la droite des sommets est au point d. 
Les plans limites ont pour traces /z4b, tangente au cercle 

en d, et himn, tangente ă Vellipse au point m, il Y a done arra- 
chement. 

Nous transportons les deux cânes au mâme sommet T. 
Nous construisons le centre o, en menant ho, et en pre-
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naut son intersection avec To, parallele ă So; nous traqons 
ensuite le cercle tangent â la droite hb 

Il arrve que ce cerele o, touche Tellipse au poiut p et la 
coupe aux points e et g; nous aurons (533, 3%) une courbe pa- 

rabolique «ti deuz branches hyperboliques. 

Nous ramenons le câne S, la generatrice Te devient Se, ; 
nous tracons les deux plans tangents suivant Te et Se,, leurs 
traces se rencontrent au point «, trace d'une asymptote axa 
parallele â Se, etă Te. 
Nous : ramenons le point ş en g,, la generatrice Tg de- 

vient Sg, ; nous conduisons les deux plans tan gents suivant Tş 
et Sg,, leurs traces se rencontrent au point Ș, trace d'une 

asymptote 8.62 parallele a Tg et Sg,. 
Le point de contact p vient en p., et les generatrices qui 

donnent le point ă linfini sur la branche parabolique sont Tp 
et Spi. Suivons la courbe d'intersection: 

Nous partons du plan limite Pan. 
Les generatrices Sn et Tm donnent le point 1, la courbe 

est tangente ă Sn ; 
Nous marchons sur l'ellipse dans le sens mrcp; 
Sg, et Tr donnent le point 2; 
St et Tu donnent le point 3 ; 
Sv et Te (Tec generatrice de contour apparent) donnent le 

point 4; 
Sa et Tz (Sa generatrice de contour apparent) donnent le 

point 5; 

Sp. et 'Tp, paralleles, donnent le point 6â Vinfini. (Courbe 
parabolique). 

Les generatrices suivantes : 
Sy et Tz donnent un point trăs €loigne dans le mâme sens 

sur la branche de courbe qui revient de l'infini ; 
Les plans auxiliaires entre /y et kb donnent la bran- 

che 6, 7,8; 

Sb et T& donneraient le point 9 (Tk tangente â la courbe); 

Nous sommes au plan limite, nous continuons notre de 
placement sur le cercle dans le mâme sens, et nous rebrous- 
sons sur Lellipse. Le cercle et lellipse se coupent au point 11; 

Sy et 77 se coupent au point 12 (Sy contour apparent de $) 
Să et Te donnent le point 43 (Te contour apparent); 

; 
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SI et Tm, dans le plan limite, donneraient le point 14 
(SI serait tangente â la courbe); 

(Sur Pepure les points m et / sont sensiblement confondus 
avee le point 45, les generatrices ne sont pas tractes). 

Nous continuons le deplacement dans le mâme sens sur 
vellipse et nous rebroussons sur le cercle ; 

Le cerele et L'ellipse se coupent au point 15; 
S9 et Te donnent le point 17; 
S5 et Ta donnent le point 18; 
Se, et Te donnent le point 48 (Bis) 4 linfini, la courbe 

asymptote â la courbe aa,. 
La courbe revient ă l'autre extremite as, et de Vautre câtă 

de Lasymptote. 
Sb et T:, dans le plan limite, donnent le point 19 (Ti tan- 

gente â la courbe) ; 

Nous continuons le deplacement dans le mâme sens sur le 
cercle, et rebroussons chemin sur V'ellipse; 

Sa et TA donnent le point 20 (Sa contour apparent); 
Les generatrices qui ont leurs traces de a en q., sur le 

cercle et de A en g sur l'ellipse donnent une branche d'inter- 
section 21-22. qui a pour asymptote ffa. 

La courbe revient par lautre extremite g, de V'asymptote 
et de l'autre câte de cette droite ; 

Les gâneratrices qui ont leurs traces de 9, en n sur le 
cercle, et de g en m sur Lellipse, donnent un arc de courbe 
qui revient au point 4. 

La courbe est done parcourue d'une manitre continue. 

Ponctuation. 

Nous nous proposons de representer le câne Sentaille par 
le câne T. Nous operons exactement comme dans le cas pre- 
cedent. 

Le contour apparent Sa eziste depvis le point 20 jusqu'au 
point 5; 

Le contour apparent Sy eziste depuis le point 12 jusqu'â un 
point trăs 6loignă, non construit et situs ă lintersection des 
generatrices Tu et Sy. 

La branche de courbe depuis 13, 44, 18-00 est vue. 
La branche 12, 11, 8 devrait âtre cachee, elle est vue â
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travers le tron fait dans le câne S, depuis le point 12 jusqw'ă 
son croisement avec Vautre branche. 

La branche co-22, 1, 2, 3, 4, 5 est vue jusqu'au point 5, et 

devrait 6tre cachee au delă de ce point jusqu'ă linfini, elle 
est vue parce que le contour apparent est enleve. 

La branche 20, 19 est vue jusqu'au point trâs €loigne oi 
elle touche le contour apparent, et 20, 21, 22 qui devrait âtre 

cachee est vue parce que le contour apparent n'existe plus. 
La purtion de generatrice TC de contour apparent du câne T 
existe dans Vinterieur du câne S, et forme fond du trou 
cache depuis le point 13 jusqu'au point 4. (Nous avons sup- 
pos€ les cânes indefinis ; seulement pour aideră la distinetion 
des parties vues et caches nous avons represente les bases 
comme des courbes tracses sur les cânes, en tenant compte 
des parties vues, cachees et enlevees de ces bases). 

533 bis. 6* cas. Quand on transporte les deux cânes de 
maniere ă leur donner m6me sommet, LES BASES PEUVENT ETRE 
OSCULATRICES EN UN POINT; €lles ont alors trois points infini- 
ment voisins confondus et lintersection presente une diree- 
tion asymptotique triple, au lieu de la direction asymptotique 
double qui caracterise la forme parabolique. 

La courbe parabolique a un point d'inflexion ă Pinfini et 
les branches offrent la disposition indiquce (487). 

II est difficile de verifier pratiquement sur une epure que 
les bases sont osculatrices, et cette particularite ne peut s'ob- 
tenir qu'avec des donndes speciales disposees â cet effet. 

Voir plus loin (543 et suivants) d'autres tas particuliers de 
branches infinies. 

Voir aussi notre recueil d'&pures. 
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CAS PARTICULIER 

DE L'INTERSECTION DE DEUX CONES 

  

COURBES PLANE 

538. 'Fhâor&me. — Deuz cOnes du second degre qui ont 
une premiere courbe plane commune se .coupent suivant une seconde 
courbe plane. Ea 

1* cas. — Soit C la conique commune â deux cânes, 
soient S et T les sommets des deux cânes. La figure 425 est 

  
une figure dans espace. Soit A la trace de la droite des 
sommets , par laquelle nous devons faire passer les plans 
auxiliaires necessaires pour construire Pintersection des deux
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cOnes, Menons la trace Afe dun plan secant, ce plan deter- 
mine dans le câne S les deux generatrices Sb et Se, et dans 
le câne T les deux gânsratrices Tb et Te qui crvisent les deux 
premitres aux points det f, qui sont les points de la nouvelle 
courbe d'intersection. 

Tracons la diagonale d/, elle rencontre la ligne des som- 
mets au point A, et si nous considârons le quadrilatăre com- 
plet fedâST, le point A est conjugus harmonique du point A 
par rapport aux points Set T; donc, toutes les diagonales, 
telles que d/, passent par le point fixe A. D'ailleurs, les deux 
diagonales dc et /d se coupent en un point k& conj ugu€ har- 
monique de A par rapport aux points 5 et c; le lieu du point k 
est la polaire lkm du point A par rapport â la conique, et par 
consequent toutes les diagonales, telles que d/, rencontrent 
une droite fixe et passent par un point fixe. Files forment un 
plan, lieu des points d et f. 

La droite lkm est lintersection des deux plans ; les points 1 
et m sont des points doubles reels de intersection des deux 
cones qui ont mâme plan tangent en ces deux points. 

Corollaire. — Nous pouvons deduire de ce theoreme 
cette consequence : 

Les plans des courbes partagent harmohiguement la droite des 
10mmets, 

2* cas. — La demonstration subsiste, si le point A, trace 
z 426 de la droite des 
ia sommets, est ă 
II Pinterieur de la 

ÎN conique (fig. 426.) 
Nous menons en- 
core la trace de, et 

nous obtenons les 
points nouveaux 
d et f, la droite df 
coupe ST au point 
h, conjugue har- 
monique de A par 

e rapport aux deux 
points S et T, e1 la droite be au point K, conjugue barmo- 
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nique de A par rapport aux deux points & et c. Le point 4 est 
fixe, le lreu des points k est la polaire du point A, 

Mais ici on ne peut mener aux deux cânes des plans tan- 
gents communs, parce que la droite des sommets est int6- 
rieure aux deux cânes. La polaire du point A est bien 
lintersectiou des plans des courbes, mais les courbes ne se 
coupent pas, 

Ainsi : deuz c6nes qui se coupent suivant deuz courbes planes 
n'ont pas necessnirenent deuz plans tangents communs. 

Voir 341 is, 

339. Yhâor&me. Deux cânes circonscrita a 
la n€me spheăre, ouâ une m$Sme surface du 
second degre, se coupent suivant deux cour - 
bes planes. 

Nous prenons pour plan de la figure le plan qui passe par le centre de la sphăre et par les sommets des deux ednes. 
(Fig. 427.) 

X* cas. — La courbe de contact du câne S est le cerele projet horizontalement en ab ; la cour be de contact du câne T 

427 „i 

  

T 
est le cercle projete horizontalement en cd, et ces deux cer- 
cles se coupent ici en deux points projetes au point m et qui 
determinent Ja polaire rEciprogue de la droite ST par rapport a 
la sphere (406), et les deux cânes ont mâme plan tangent en 
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ces deux points. Dans le quadrilatere &fgh, circonscrit au 
cercle, les diagonales passent par le point m, et se partagent 
harmoniquement ; les points p et g sont conjugues par rap- 
port aux points S et T. Considerons la section faite dans 
chaque câne par le plan vertical kmg ; il coupe le câne S sui- 
vant une ellipse dont le grand axe est kg (ă cause de la syme- 
trie par rapport au plan horizontal) ; les deux points projetes 
en m appartiennent ă cette ellipse; ce sont les points d'inter- 
section du plan avec les deux generatrices projetees sur Sm; 
la tangente ă lellipse en un de ces points est lintersection 
du plan secant avec le plan tangent au câne. 

Dans le câne T, le plan my determine une ellipse qui a 
m6me axe kg, memes points projetes en m, memes tangentes 
en ces points, puisque les deux cânes ont le mâme plan tan- 
gent. L'ellipse est donc une courbe d'intersection des deux 
cones. Il en est de meme de la section parie plan ink. 

Remarque. —-]l est tres facile d'etendre cette de- 
monstration au cas oi les deux cânes sont circonscrits ă une 
surface quelconque du second degre. 

22 Nous allons considerer d'une manicre gengrale deux 
cânes circonscrits â une mâme surface du second degrs, la 
droite des sommets traversant la surface. (Fig. 428.) 

Les sommets des deux cânes circonscrits ă la surface 
sont S et T, la droite ST traverse la surface aux points aet$; 

nous considerons un plan quelconque passant par ST, coupant 
la surface suivant une courbe du second degre, et les deux 
cânes suivant quatre generatrices tangentes ă cette courbe, 
et donnant par leurs rencontres les points d et c qui appar- 
tiennent ă lintersection des deux cânes. 

Nous savons que les deux tangentes â la courbe aux 
points a et 6 se coupent en un point & situe sur la droite cd. 

Les trois couples (AS, AT), (fa, kb), (hd, hc), sont en invo- 
lution, et les rayons dc et hd etant contondus forment un rayon 

double de Pinvolution definie pax les deux autres couples. 
Par suite, le point fest un point double de Linvolution 

definie par les deux couples ($,T) (a,5). 
Si nous faisons tourner le plan secant passant par ST au- 

tour de cette ligne, pour obtenir d'autres points de Linter- 
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section des deux cânes, les points S,T, a,b restent fixes ; done le point / est fixe, 

  

  zi 
D'autre part, ies tangentes a4 et 4/4 engendr 

tangents ă la surface aux points a et 5, etl 
PoLyr. —T.Ul, 

ent les plaus 
a droite c/d 

23 
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corâe de la courbe d'intersection, rencontre toujours la droite 

d'interseclion de ces deux plans, qui est la polaire conjuguce 
de la droite ST par rapport â la surface. Done la droite c/d 

passe par un point fixe et rencontre une droite fixe ; elle 

engendre un plan qui est le plan d'une des courbes d 'intersec- 

tion. 
Par suite, Vintersection comprend une seconde courbe 

plane, dont le plan est engendre par la droite îm, le point k 

&tant fixe, et ainsi que nous l'avons dâjă fait observer, /es 

plans des deuz courbes partagent harmoniguement la drozte des 

sommels. 

Voir 541 ter. . | 

Nous avons prefere presenter ici cette demonstration sous 

la forme la plus generale, il est facile de la, repster pour la 

sphere*. * 

* Dans le cas particulier d'une sphâre (fig. 428 bis) on prend pour: 

plan de la figure le plan passant par le centre de la sphăre et par la 

dreite des sommets. Les plans des courbes sont alors perpendiculaires 

au plan de la figure et ont pour traces bd et gh. Les courbes de con- 

tact se projettent suivant pg et mn et les quatre plans de ces caurbes 

passent par la droite projetee en f. 
Si Von considăre un câne ajant son sommet en f dans le plan de 

Bbs    
  

la figure et circonscrit â la sphâre, la courbe de contact passera par 

la droite ST et, sera projetâe suivant ac. Ce câne et le cone î auront 

un plan tangent au point 7 : ce câne et A cone 5 auront un plan 

tangent commun au point v,    
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540. Thor&me. — Deuz cânes du second degre qui ont deuz plans tangents communs se coupent suivant deuz courbes planes, 

Les bases des deux cânes sonţ les deux courbes du second ordre dfbg et ehei (fig. 429), les sommets sont aux points S et T, et la trace de la droite des sommets est le point a, tel qu'on peut mener de ce point aux deux bases deux tangentes communes ade, abc. (Figure dans l'espace.) 
Les deux cânes ont done deux plans tarigents communs. Menons un plan auxiliaire, dont la trace est afghi ; ce plan donne dans le câne S les deux gensratrices S/ et Sg, et dans le câne T, les deux generatrices TA et Ti, qui fournis- sent quatre points d'intersection k,dm,n. Nous figurons les diagonales du quadrilattre forme par ces quatre gensratrices, ces diagonales se coupent en o. 
Nous allons d'abord chercher le lieu des points o. Menons Sop ; les quatre droites Sg, Sp, Sf, Sa, forment un faisceau harmonique ; le lieu des points p estla polaire dpr du point a par rapport â la conique; de mâme, les quațre droits Ti, Tg, TA, Ta, forment un faisceau harmonique, et; le lieu des points g est la polaire egr du point a par rapport â la seconde conique; done, le lieu du point o est la droite inter- section du plan forme par S et râd et du plan forme par 7 et rce ; c'est la droite or. . | 
Cherchons les tangentes aux quatre points d'intersection, 

Par suite,-la tangente ă Ia courbe d'intersection des cânes S et au point projet en 7 est lintersection des plans tangents au câne f suivant les generatrices fr et fu et cette interseclion est projetâe sui- vant fbd. 
Si nous considerons une suite de cănes ayant leurs sommets sur la droite projette en f et circonserits ă la sphăre, leurs courbes de con- ! tact passeront toujours par les points a et c; chacun de ces cânes aura avec les cânes S et T deux plans tangenis communs, et les generatrices * de contact sont toujours projetâe: sur fprq et fmun; les droites d'in- tersection de ces deux plans tangeuts aux cânes Ț se projetteront tou- jours sur fbld, parce que ce sont les tangentes ă la courbe d'inlersee: tion des deux cânes S et T, projetee sur bd, et par suite le lieu des droites suivant lesquelles se coupent les deux plans tangents "aux cânes f est un plan. En cousidărant les quatre plans tangents aux cânes f, symâtriques deux a deux, nous obtenons les plans Fold et fgkh pour lieu des droites suivant lesquelles se coupent ces plans. 

PE
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en menant aux deux bases les tangentes gou et hu, qui aon- 

nent le point v, trace de la tangente au point n, fa et iz qui 

donnent le point z, trace de la tangente au point 7, fzy et hy 

donnent y, trace de la tangente au point F, la trace de la qua- 
trieme tangente est trop eloignce. | 

Or on sait que les tangentes en f et g se coupent en un 
point 6 situ€ sur dr, les tangentes en k et :se coupent en un 
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point « situ6 sur er, et les points f et a sont en ligne droite 
avec le point a. 

Imaginons que nous coupons les plans tangents gv et Av 
par un plan auxiliaire passant par la droite des sommets et 
par la droite afa; ce plan dâterminera dans le plan tan- 
gent fgv une droite ayant sa trace au point $ et passant par 
le sommet S, il determinera dans le plan tangent-ahv une 
droite ayant sa trace au point « et passant par T, et linter- 
section de ces deux droites sera un point de la tangente en n, 
intersection des deux plans tangents ; or la droite 6$ est dans 
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le plan forme par dr et S, la aroite aT es: dans le plan forme 
par er et T, ces deux droites se coupent en un point de la 
ligne or, intersection des deux plans ; ainsi toutes les tan- 
gentes ă la courbe, lieu des points în, rencontrent la droite or. 
D'autre part, les traces vet z de ces tangentes sont sur une 
droite passant par le m6me point r; les tangentes sont done 
dans le mâme plan, la courbe est plane, et la trace du plan 
de la courbe est la ligne vz sur laquelle se trouve la trace u 
de la corde în. 

De mâme, la seconde courbe. lieu des points k et m, est 
plane, son plan a pour trace zyr, 

Ainsi: deuz c6nes qui ont deuz plans tangents communs se 
coupent suivant deuz courbes planes, mais deuz cOnes peuvent se 
couper suivant des courbes planes et ne pas avoir deuz plans tan- 
genis communs, e 

54l dis. Remarque. — Dans les deux dispositions des 
figures 425 et 426, le lieu du point X qui est lintersection des 
plans des deux courbes planes, est la polaire du point A par 
rapport ă la courbe lieu des points 5 et e, ou la polaire du 
point A par rapport â la courbe lieu des points d et f. Par 
cons6quent : L'intersection des plans de deuz courbes planes est 
la polaire par rapport ă chacune d'elies de la trace de la droite des 
sommels sur son plan. 

541 ter. — Les plans des courbes planes et les plans des 
courbes de contact des cânes et de la surface inscrite se 
coupent suivant une mâme droite. Cette propricte qui resulte 
des proprietes du quadrilatâre circonserit ă une conique, est 
indiquce sur la figure 427. La droite commune aux 4 plans est 
projetee au point m, projection de deux points de contact avec 
la sphere de deux plans tangents rtels ments par la ligne 
des sommets. 

Sur la figure 428 bis cette droite est projetee au point f. 
Les courbes de contact n'ont pas &te figurces sur la 

figure 428, elles se projetteraient suivant des droites passant 
par le point 4.



CAS PARTICULIERS DE L'INTERSECTION 

DE DEUX CONES 

1* Cânesayant une gânâratrice commune. 

541. de cas. — Considerons deux cânes ayant pour 
bases deux cercles sițues dans le plan horizontal, et qui se 
coupent en deux points a et. Les sommets sont sur une mâme 
droite qui a necessairement sa trace en un des points de 
rencontre des deux cereles, en a, par exemple (fig. 430). Le; 
sommets sont S,S' pour le cercle & et T,I' pour le cerele c. 

Les plans auxiliaires passent par la droite des sommets, ce 
sont des plans dont la trace horizontale passe par le point a. 
Nous construisons seulement la projection horizontale. 

Prenons immediatement le plan dae qui contient la gân6- 
ratrice de contour apparent dT ; il determine dans le câne S 
la generatrice eSqui croise la premiăre au point f. 

Faisons tourner la trace du plan auxiliaire autour du 
point a, nous obtiendrons tous les points de Lintersection. 

La courbe presente des branches infinies. 
En effet, si nous transportons les deux cânes au mâme 

sommet, ils glisseront sur la generatrice commune, qui res- 
tera commune ; donc, les deux bases transporttes auront un 
point commun qui est la trace de cette generatrice, elles en 
auront necessairement un second, au moins. 

Transportons le sommet S au sommet T: le centre de 
similitude de la base primitive et de la base transportee est 
le point a ; done le centre b du cercle viendra sur ab. Nous 
tracons Sb et la -parallele T5, nous donne le centre &, ; le 
rayon est ba. | 

Le cerele decrit du point 6, comme centre avec ba comme 
rayon coupe le cerele c au point m, trace d'une gâneratrice      



  

  

  

CAS PARTICULIERS Dg L'INTERSECTION DE DEUX CONES. 343 

commune aux deux cânes qui ont m6me 'sommet et qui 
est Tm. 

Nous ramenons le câne S ă sa position primitive, le point m 
vient en x; nous menons les plans tangents aux deux cânes 
suivant les generatrices Tm et Sn; leurs traces mo et no se 
coupent au point o, trace de l'asymptote qui est «oa, paral- 
lele â Tm. 

Traons la courbe: La genratrice commune fait partie de 
Lintersection qui est en outre formse par une courbe du troi- 
sieme degre&. , 

Nous avons construit le point f par le plan dae. 
Le plan auziliaire arrive en og, tangent au câne T, sui- 

vant aT; il coupe le câne S suivant gS, le point S appartient 
done ă lintersection, et en ce point, la tangente est €videm- 
ment la gânâratrice gS. (Voir: note 1) 

Le plan vient ensuite en afy: yS stant la generatrice de 
contour apparent : 3$ et ȘT se rencontrent au point A. 

La courbe passe ensuite au point :, point de rencontre des 
deux cercles ; 

On trouve alors le plan anm, qui donne le point & ă lin- 
fini, du câte ox de l'asymptote. 

Le plan arrive en ap, tangent au câne S suivant aST ; la 
courbe qui est au point &. ă linfini de Pautre câtă de Vasymp- 
tote, passe au point Toielle a pour tangente la gâneratrice Tp; 

On trouverait ensuite le point 7 sur la gencratrice Tg de 
contour apparent, point fourni par le plan aq; 

Le plan utile est ensuite vau qui contientla gensratrice »S 
de contour apparent, et qui donne le point z; 

Quand le plan a pour trace waz, il est vertical, et nous ne 
pouvons construire le point correspondant qu'en nous servant 
de la projection verticale que nous avons faite sur un plan 
vertical parallele â la gâncratrice commune: les genâra- 
trices S'w' et T'z se croisent au point Y>Y, point ou la projec- 
tion dela courbe croise la gâncratrice commune (point double 
en projection ; 

Nous revenons ensuite avec le plan dae au point fi 
On pourrait construire, comme dans toute intersection de 

deux cânes, la ligne des points doubles en projection, elle 
sevrait passer par le point y. 

a
 
c
i
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Ponctuation. — Nous supposons que le câne T reste 
seul, et que nous enlevons de ce câne la partie contenus dans 
le câne S$. 

Le zontour apparent dT est dans le câne S, depuis le 
point fjusqu'au point T; /T est enleve€. 

Le contour apparent gT est dans le câne S, depuis le 
point r jusqu'au point T; rT est enleve, 

La courbe est d'abord n€cessairement vue de zen f, car les 
points sont donnes par les genâratrices de sen a et d qui sont 
vues, 

De fenr, elle devrait &tre cachee, elle est vue jusqu'au 

point y, parce que le contour apparent est enlevă, et qu'elle 
forme contour du solide. 

De r en T elle forme contour du solide, et au delă elle est 
vue. 

La gentratrice commune vue n&cessairement de a en T, 
puisqw'elle est sur la partie vue du câne T, passe ensuite sous 
le câne et devient cachee, | 

La generatrice de contour apparent Sy du câne S est dans 
le câne T depuis le point / jusqw'au point $; elle forme le 
fond du trou, elle est utile et cachee. 

La generatrice de contour apparent »S est dans le câne P 
depuis le point S jusqu'au point z; elle forme le fond du trou, 
elle est utile et câchee. 

Enfin, pour complâter le solide que nous limitons au plan 
horizontal de projection, il faut tracer en plein lare ans de 
la base du câne S: la figure dela projection horizontale du 
solide est celle que nous avons dessince. (Fig. 431.) 

Nous engageons le lecieur â dessiner la projection verti- 
cale. 

542. 2" cas, — es deux cânes ont une genratrice commune 
et un plan tangent commun le long de cette gentratrice commune. 
(Fig. 432.) (Projection horizontale.) 

Le câne S, a pour base le cercle a. 
Le câne T, a pour base L'ellipse fed. 
Le cerele et lellipse se touchent au point b, et ST est la 

generatrice commune. 
Les deux cânes ont en commun un plan tangent suivant 
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„ne gâncratrice commune ; ils ont en commun deux genera- 
trices infiniment voisines, qui oonstituent une premisre 
courbe plane ; leur intersection se composera d'une seconde 

132 

  

courbe plane qui est une section plane d'un des cânes et 
peut-âtre une des trois coniques. 

Ici, en transportant le câne S au sommet'T, nous voyons que 
la base qui est le cercle a,b coupe l'ellipse aux points c et d; 
nous ramenons ces points sur le cerele primitifen f et &, nous 
construisons les asymptotes : gă parallele â Sfet im paral- 
lele ă Sk. La courbe est une hyperbole. Nous engageons le 
lecteur ă la construire. 

Exemples. 1* On donne un câne de revoluțion dont 
l'axe est parallele au plan vertical, tangent au plan horizontal. 
Un second câne de râvolution a son axe parallăle au plan 
vertical et touche le plan horizontal suivant la m6me gânâ- 
ratrice que le premier. Construire leur intersection. 

2* On considâre deux cânes ayant pour bases dans le plan 
horizontal deux cercles tangents et une gensratrice com- 
mune. Construire leur intersection. 

Remarque. — On demontre en gtomâtrie analytique 
que deux surfaces du second degre qui ont une gântratrice 
commune se coupent suivant une cubique gauche, qui ren- 
contre la generatrice commune en deux points, pour lesquels 
les deux surfaces sont tangentes.
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Ce theorâme n'est applicable aux deux cânes qură cause 

de lindetermination du plan tangent au sommet d'un câne. 

e cas particulier : Point double Ă Pinfni. 

543. On considăre (fig 433) un câne S' qui a pour base le 

cercle C, et un câne T qui a:pour base l'ellipse Bdgk. La trace 

de la ligne des sommets est le point a. Les deux cânes ont un 

plan tangent commun dont la trace est ati, et les genera- 

trices de contact &S et AT sont parallăles. 
L'intersection prâsente un point double ă linfini. 
Nous allons voir comment sont disposces les branches de 

la courbe. (Projection horizontale seulement.) 
Les tangentes au point double sont paralleles aux gene. 

ratrices Sk et TA. 
Nous construisons la trace a de l'une d'elles au moyen de 

la courbe d'erreur, lieu des traces des tangentes aux points 
voisins duv (500); et nous avons obtenu la trace f de la se- 
conde, en prenant le conjugue harmonique de a par rapport 
aux points k& et h. (La construction du point f n'est pas 
figuree). Les asymptotes sont aaa et fiffa. 

Nous examinons sil y a d'autres branches infinies en 
transporiant le câne S au sommet T (530). Les deux bases 

“ transportees sont tangentes en 4 et se coupent aux points eetg. 
Nous construisons les deux asymptotes va et 8.52 (531). 

Suivons la courbe en partant d'un plan limite If. 
1 et f donnent le point 1, 73 est tangente ă la courbe ; 
net p — 2, Tp contour apparent du câne T; 
get” — 3, Sg contour apparent de S; 
Le point 4 est ă Vinfini, courbe asymptote ă aa,. 
La courbe part de lextremite ua de lasymptote ; 
u et z donnent le point 5, Tz contour apparent de T; 
La courbe passe au point 6, ou se croisent les deux bases; 
z et 4 donnent le point 7, Sz contour apparent de S; 

- La courbe passe au point 8, ou se croisent les deux bases ; 
m et e donnent le point 9 âl'infini, asymptote pi. 
La courbe continue vers ya de Lautre câte de l'asymptote, 

nous arrivons au plan limite, et nous rebroussons chemin sur 
le cerele 

Nous obtenons une branche de courbe tres eloignee,
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9, 10, 41; le point 413 Linfini &tant donne par w et g, asymp- 
tote 8. 

Nous retrouvons le point 11 ă Pinfini vers 5, et les arcs wzk 
et gri, fournissent une courbe 6loignece 41, 12,43; le point 43 
ă Linfini et l'asymptote est ffa. 

La courbe se retrouve de autre cât de Vasympt ote 
vers £,, et les ares în et hbdf fournissent une branche qui . 
revient au point 1. 

Cette courbe a des points sur les coatours apparents, 
mais ils sont 6loignes et hors de l'&pure. 

Ponctuation. — Nous reprâsentons le câne elliptique 
avec l'entaille faite par le câne cireulaire. Nous ne limitons 
pas les cones au plan horizontal, et nous figurons les courbes 
de bases avec parties vues et eachâes comme des courbes ira- 
ces sur le câne. 

Exereice. — On donne un câne de râvolution S, ayant 
sa base dans le plan horizontal (fig. 434), et un second câne T 
ayant pour base le cercle C, ! 
dont le diamâtre est 6gal ă la “ 
moitie du diamâtre de la base 75 
du câne S. Cette base est com- : PE 
prise entre la verticale SS et , 
la tangente bd perpendiculaire : 
ă la ligne de terre. Le sommet ! 
est en TT', projet€ sur le dia p—— 
mâtre horizontal deT et verti- 
calement en T”; il est done sur 
la mâme perpendiculaire au 
plan vertical que le sommet S. 

Les deux cânes ont done un 
plan tangent commun suivant 
deux generatrices parallăles. 

  

3 Cas particulier. Xntersection de deux 
cânes homothâtiques. 

Nous devons faire remarquer d'abord que deux cânes ho- 
mothâtiques ont deux plans tangents communs, et se cou- 
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pent suivant deux courbes planes. Toutes les generatrices de 
Pun des cânes tant parallăles ă celles de Lautre, il y aura 
une courbe tout enticre 4 linfini. Les generatrices de contact 
des plans tangents communs etant paralleles, il y aura deux |, 

= 

  

    
points doubles ă l'infini, situ€s sur la courbe d'intersection, 
qui est necessairement ă branches infinies hyperboliques. 

Nous donnons pour exemple (fig. 435) deux cânes de r&vo- 
lution dont axe est vertical. La droite des sommets est pa- 
rallele au plan vertical. = 

Les plans tangents communs ont pour traces abc et ade. 
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Les gensratrices qui donnent les points doubles ă linfini ont 
pour projections Sb et Te, et Sd et Te. Les asymptotes sont 
paralleles â ces droites. 

Pour les obtenir, nous remarquons que le plan de la courbe 
d'intersection a pour trace mr (si les deux bases ne se coupent 
pas, cette trace est l'axe radical des deux cereles); les asymp- 
totes auront leurs traces sur mn et sur les traces des plans 
tangents communs; done ces traces sont p etg, et les projec- 
tions horizontales des asymptotes sont po parallele ă S5, et 
et go parallele ă Sd. 

Les projectionsverticalessont confonduesici suivant g'y/0'z* 
qui est la trace du plan de la courbe dont les sommets 
sont 4, et zz, 

Nous avons construit des points en employant un plan 
secant auxiliaire a/ghi qui dâtermine dans chaque câne deux 
generatrices. 

Le point d'intersection des gensratrices projetses en Ti 
et S/ est projetă en &; le point d'intersection des genâra- 
trices projetees en gT et Sh est projete en 7. 

Les generatrices dont les projections sont Tg et Sf sont 
paralidles, et la tangente au point â linfini situe sur ces deux 
gensratrices est horizontale, car les tangentes en g et f sont 
parallles. 

Nous pouvons donc admettre que la courbe â linfini est 
une section plane horizontale, c'est-ă-dire un cerele. 

544. 4 cas particulier : Asymptotes verti- 
cales.— 1* Considerons deux cânes S et T; les projections 
horizontales des sommets se trouvent sur les projections 
horizontales des courbes de base. Zes deuz cdnes ont des gend- 
ratrices verticales. ÎI y a une branche infinie dont Pasymptote 
est verticale et se projette sur le plan horizontal en un point 
qui est le point de rencontre des traces des plans tangents 
suivant les gensratrices verticales. 

Imaginons que l'on coupe les deux cânes par des plans ver- 
ticaux ; chacun de ces plans coupera les cânes suivant une 
hyperbole ; ces hyperboles auront une asymptote verticale. et 
les points oă ces hyperboles se coupent sont des points de 
Vintersection des deux cones projeies sur la trace du plan 
auxiliaire, 
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Or ces hyperboles ayant une asymptote parallele se cou- 
peront seulement en trois points ă distance finie; la trace du 
plan auxiliaire croisera done la projection horizontale de la 
courbe seulement en trois points; la projection horizontale de 
la courbe est donc du troisieme degre seulement. 

La projection horizontale de la courbe passera par le point 
trace de Vasymptote. 

20 Les plans tangents communs suivant les gencratrices verti- 
cales sont paralleles. 

Ladirection asymptotique est alors verticale, mais Vasymp- 
tote est rejetee ă Linfini, la courbe est parabolique, et sa pro- 
jection horizontale est encore du troisisme degre. 

Coupons les deux cânes par des plans verticaux parallâles 
aux plans tangents suivant les generatrices verticales. Ces 
plans determineront dans les deux cânes des paraboles ayant 
leurs axes paralleles; ces paraboles se couperont donc en 
deux points ă distance finie projetes sur la trace du plan 
auxiliaire ; donc les traces de ces plans auxiliaires parallăles 

aux traces des plans tangents paralleles couperont la projec- 
tion horizontale de la courbe en deux points ă distance finie ; 
or les parametres de ces paraboles varient avec la position 
du plan secant. Si l'on trouve une situation pour le plan 
sâcant telle que ces paraboles soient €gales, Pun des points 
d'intersection est rejete ă Linfini, les paraboles rencontrent 
la courbe d'intersection en des points ă Linfini resultant de 
la succession reguliere de points ă distance finie ; elles sont 
asymplotes de la courbe. En mâ&me temps, Lun des points ou la 
trace du plan auxiliaire coupe la projection horizontale de la 
courbe d'intersection passe ă linfini, la trace est asymptote de 
la projection horizontale de la courbe. 

Remarque.— La construction de ces paraboles asymp- 
totes peut s'effectuer lorsque les deux cânes ont des plans 
tangents parallâles suivant des gâneratrices paralleles, sans 

que les generatrices soient verticales. On cherche dans les 

"deux cas, pour chaque câne, le sommet et le foyer d'une sec- 

tion parabolique, le lieu des sommets et le lieu des foyers 

sont dez droites passant par le sommet du câne, et formant 

un angle. 
Les plans auxiliaires coupent les plans de ces angles sui- 
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vant des droites; les longueurs des segments de ces droites 
compris dans les angles sont proportionnelles aux parame- 
tres. Il faut chercher un plan auzxiliaire tel que ces segments 
soient egaux. 

3% Plan tangent commun suivant des gentvatrices verticales. 
Point double reel ă linfini (543). Deux asymptotes verticales ; 
la projection horizontale de la courbe est du second degre. Le 
câne qui a son sommet au point double et la courbe pour 
directrice (500) est un cylindre dont deux generatrices sont 
asymptotes de la courbe. Si les bases des deux cânes sont 
homoihstiques, la trace de ce ceylindre, c'est-ă-dire la projec- 
tion horizontale de la courbe, sera homothâtique des deux 
bases (501). Ainsi : deux cânes ă base circulaire, ayant un 
plan tangent commun suivant deux generatrices verticales, se 
coupent suivant une courbe dont la projection horizontale est 
un cercle; les points ou ce cerele croise la trace du plan tan- 
gent commun sont ies traces des asymptotes. 

EXERCICES & EPURES 
SUR L'INTERSECTION DE DEUX CONES 

544. 1 Intersection de deux cones de revolution ayant 
leurs sommets sur une m6me horizontale. 

La projection horizoniale de Lintersection est un cerele ; 
si les axes sont parallâles au plan vertical, la projection ver- 
ticale est une parabole. 

2 On donne un tâtragăre regulier SABC, reposant aur le 
plan horizontal par la face ABC, on 
considere un câne de r&volution 
ayant pour sommet le point C et 
pour base le cercle inserit dans la 
face BSA; un second câne a pour 
sommet le point A et pour base 

(Fig. 436). Donner au teratdre uw 
COLE de 42 centimetres. 

32 Meme tetratdre. — Cone ayaut î c 
pour base le cercle inscrit dans la face BSA et le sommet en C: 
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deuxiome cone ayant pour base le cerele inscrit dans la 
face BSC et son sommet en A. (Deux courbes planes.) 

4* me tetracdre. — Câne de revolution autour de SA, le 
sommet en A, engendre par la rotation de AC ; second câne 
ayant son sommet en C, et pour base le cercle inscrit dans la 
face BSA, 

5* Meme tetratdre. — Câne oblique ayant pour base le cercle 
circonscrit au triangle vertical DSC et son sommet au point A; 
second câne de revolution autour de BS, le sommet en B, 
BA est la genâratrice. (Generatrice commune.) 

60 Mâme tâtratdre. — Premier câne engendrs par AS, tour- 
nant autour d'une parallăle ă la droite horizontale DC mence 
par le sommet $. 

Second câne engendre par une parallele ă AS, mense par 
le point C et tournant autour de la verticale du point C. — 
Cote du tâtraădre, 55 millimâtres. (Epure supplementaire 
donnce ă Ecole polytechnique en 1878.) 

12 On donne un câne de râvolution ă axe vertical, on le 
coupe par un plan, la section est prise pour directrice d'un 
second câne dontle sommet est en un point donne ; construire 
Lintersection des deux cânes. 

On peut faire varier la position du second sommet, de ma- 
nire que les deux cânes aient ou n'aient pas de plana tangents 
communs. 

8* On donne une sphtre par ses deux projections, et deux 
points surla ligne de terre qui sont les sommets de deux cânes 
circonscrits la sphtre. Construire Pintersection de ces deux 
dânes. 

9 Construire Pintersection de deux cânes de râvolution, 
lun vertical, Vautre perpendiculaire au plan vertical, les 
axes €tant dans un mâme plan de profil. (On peut irouver des 
donn6es numeriques convenables dans notre Recuei! d'pures.) 

10 On donne un plan par ses traces, on construit deux 
cânes de râvolution tangents ă ce plan. Lun a son axe per- 
pendiculaire au plan vertical, lautre a son axe perpendicu- 
laire au plan horizontal. Construire leur intersection.              



  

INTERSECTION DES CONES ET DES CYLINDREŞ 

Pour. — 7, îi, 
24  



INTERSECTION DES CONES 

ET DES CYLINDRES 

545. Methode genârale. La methode generale 
consiste ă couper les deux surfaces par des plans auxiliaires, 
passant par le sommet du câne et parallăles aux gentratrices 
du cylindre. C'est la meme methode que celle que nous avons 
employee pour construire Iintersection d'un prisme et d'une 
pyramide (152): on mene done par le sommet du câne, une 
droite parallele aux gâncratrices du cylindre, et on fait passer 
des plans par cette droite. 

Ainsi le câne a son sommet au point S,S', et sa base est le , 
cercle dont le centre est au point w; le cylindre a pour base 
le cercle dont le centre est en O (fig. 437). La parallale aux 
generatrices du cylindre conduite par le sommet est SA, SA. 
Les traces horizontales des plans auxiliaires passeront par le 
point A. 

Comme dans Vintersection de deux cânes, les plans 
limites seront les plans tangents â une surface et coupant 
Lautre. Les plans limites ont pour traces P et P,; et les deux 
plans n'6tant pas tangentsă la mâme surface, il Y aura arra- 
chement (495, 496, 520), c'estâ-dire que la courbe dinter- 
section sera parcourue d'un seul trait continu, 

Nous pouvons construire la courbe d'intersection en nous 
bornant aux points donn6s par les plans limites, et aux points 
situ6s sur les gencratrices de contour apparent des deux so- 
lides. | 

L'ordre dans lequel on joint les points est le m&me que 
dans lintersection des deux cylindres (495, 520)
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bet c donnent le point 1, generatrice b tangente â la 
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courbe; 
2, gensratrice e,de contour ver- 

tical; 
3, genratrice f, de contour ho- 

rizontal; 
A, g&neratrice A, de contour ver- 

tical; 

5, gencratrice k, tangente ă la 
courbe; 

generatrice v, de contour ho- 
64 rizontal; 

generatrice k, de contour ver- 

tical ; 
1, gânsratrice m, de contour 

vertical; 

8, gencratrice f, de contour no- 

rizontal; 

9. gâneratrice g, tangente ă la 
courbe; 

10, gengratrice s, de contour ver- 

tical; 

44, genâratrice m, de contour 
vertical ; 

42, generatrice v, de coutour ho- 

rizontal | 

13, genratrice z, tabgente â la 

courbe; 
14, gâneratrice s,de contour ver- 

tical; 

45, generatrice e, de contour ver- 

tical; 

d et ce donnent le point de depart 1. 

„ Iln'y a pas de points sur la gâneratrice de contour appa- 

rent horizontal a du cylindre, ni sur la generatrice de contour 

apparent Sm du câne. Nous nous sommes contentâs de relever 

sur la projection verticale les points limites et ses points sur 

les eontours apparents verticaux. 

Si les plans limites 6taient tangents â la m6me surface;
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Y aurait penctration, et en joignant les points dans Pordre vâ- 
gulier, comme nous l'avons montr& pour les deux eylindres (498), on trouverait deux courbes distinctes. 

546. Parties vues et cachees. Sur chacune des surfaces, les gensratrices vues et les gensratrices cachees se distinguent comme nous l'avons indiqu€ (340 et 363); et les 
regles ă suivre pour representer les solides, sont les mâmes 
que celles que nous avons suivies pour Lintersection des cy- lindres (497) et des cânes (520 615). 

Nous representons le câneseul, apr&s avoir enlevâ la partie 
comprise dans le cylindre. 

Nous examinons ce qui reste des contours apparents. 
La gentratrice de contour horizontal Sw reste entitre. 
La generatrice S/ est enlevee entre les points 3 et 8. 
La gâneratrice S's est enlevee entre les points 10 et 14. 
La gencratrice S'/ est enlevee entre les points 4 et 6. 
Sur la projection horizontale, le point 4 situ sur la gen6- 

ratrice c est vu, et tout lare 3, 2, 1, 15, 14, 43, 42, 41,10,9, 
8 est vu puisqu'il n'a aucun point sur le contour du câne. 

L'arc 3, 4, 5, 6, 71, 8, devrait 6tre cache, mais une partie de 
cet arc est vu, depuis le point 3 jusqu'au point oi il croise 
lautre arc de courbe; il est vu â travers le trou fait dans le 
câne par le eylindre. 

II reste, pour completer la representation de la projection 
horizonrale, ă tracer en points la portion de generatrice du 
cylindre 6, 12, contenue dans linterieur du câne, formant 
fond du trou, c'est-â-dire contour apparent utile, existant : 
reellement, mais cache. 

Sur la projection verticale, il est facile de voir que lare 
14, 15,1, 2,4, 5est vu, puisque le point 1 est situ6 sur la g&- 
neratrice S'e vue. 

L'arc 4, 5, 6 devrait âtre cache, et est vu parce que le con- 
tour apparent est enleve. 

L'arc 6, 7, 9, 40, qui a le point 9 sur la generatrice Se, 
est vu. 

L'arc 10, 44, 44 devrait âtre cacA€, mais une partie est en- 
core vue ă travers le trou. 

Les gâneratrices de contour apparent vertical du eylindre 

PE
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existent en partie dans le câne, du point 2 au point 15, et du 

point 7 au point 44; elles forment fond du trou, contour ap- 

parent utile, mais cache. 

547. Kangentes. Nous n'avons pas construit la tan- 

gente en un point de la courbe, on lobtiendrait encore en 

prenant lintersection des plans tangents aux deux surfaces 

suivant les gensratrices qui passent par le point considâre. 

On pourra encore couper les deux plans tangents par un 

des plans auxiliaires qui servent ă construire Lintersection 

pour obtenir un point de la tangente dans le cas oi les traces 

des plans tangents ne se coupent pas dans les limites de 

V'epure, et aussi dans le cas oi les bases des deux surfaces 

ne sont pas dans le mâme plan (493, 522, 524). 

I! est, en gâneral, impossible d'obtenir les points pour les- 

quels la tangente est horizontale 494-(523); ici, les deux bases 

&tant deuz cercles, nous pouvons prendre le centre de simili- 

tude inverse a des deux. bases, et si nous conduisons un plan 

auxiliaire dont la trace soit As, les points situes dans ce plan 

et correspondant aux generatrices f et y d'une part, det e 

d'autre part, seront des points pour lesquels la tangente est 

horizontale. 
Le centre de similitude directe ne donnerait pas de plan 

utile. 

Ligne des points doubles en projection. 

Nous renvoyons aux paragraphes 503 et 528 pour la theorie 

de la construction des lignes des points doubles en projection, 

ei nous prions le lecteur de se reporter au n* 481 (2%)pour le 

cas ou le câne n'a pas de contour apparent. 

Point double rel. ]l y aura encore un point double 

reel, si les deux surfaces ont un point tangent commun; ce 

point double r6el se trouve ă lintersection des generatrices 
de contact du plan tangent commun, ainsi qu'on peut sen 

assurer, en joignant les points dans lordre râgulier, comme 
nous l'avons dejă montre (499, 525). 

Les tangentes au point double se construisent encore par 
„les mâmes courbes d'erreur due nous avons employees (500, 

525, 526). 
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Le thâorâme : « Les tangentes au point double forment avec 
les genratrices qui passent par le point un faisceau harmonigue, » 
est encore vrai dans ce cas, et la demonstration se fait tres 

„ aisement en âtendant la proprictă du quadrilatăre complet au 
cas ou l'un des sommets s'6loigne ă Pinfini (527). 

548. Cas oii les basea ne sont pas dans le 
m&âme plan. 

On donne (fig. 438) la projection horizontale SABC d'un 

438 

  
tetraădre r&gulier, la face Ai: est horizontale,. 

Un cylindre de revolution autour de larâte SC a un rayon 
connu; un câne de revolution a pour axe SA, son sommet au 

point A, et Lon connaît Vangle generateur «. 

D'abord nous choisissons des plans de base. Pour le câne, 
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nous prenons le plan passant par CB perpendiculare ă Parăte 
SA, et nous le rabattons sur le plan horizontal autour 
de CB. 

Pour faire ce rabattement, nous prenons pour plan verti- 
cal, le plan de Parâte SA ; le point S a pour projection verti- 
cale S', tel que AS'=— AC; le plan de base a pour traces BIF', 
et le point F'/ est le centre de Ja base; nous menons ensuite 
AD faisant avec AF" angle «, F'D est le rayon de la base. 
Dans le rabattement du plan auţour de CB, le point F'/vient 
en F, et nous decrivons le cerele de base avec le rayon DF'. 

Pour le eylindre, nous prenons pour plan de base le plan 
mens par AB perpendiculairement ă CS, il coupe CS en son 
milieu £ qui est le centre de la base, et qui se rabat en H, tel 
que GH=IF,; nous decrivons ensuite la base avec le rayon 
donne. (Mâthode identique ă celle du numsro 512.) Nous tra- 
cons par le sommet du câne une parallâle aux gencratrices 
du cylindre. Cette parallele a pour projection AJ, et elle ren- 
contre le plan de la base du cylindre au point A. Donc les 
traces des plans auxiliaires sur le plan de la base du cylinăre 
passeront par le point A. 

Cherchons le point oi cette parallâle rencontre le plan de 
base du câne, determine par BC et le point f: il sufât &videm- 
ment de prolonger Ja ligne Cfjusqu'ă sa rencontre en 7 avec 
la parallele KAJ. Car les droites CS et &AJ paralleles eritre 
elles, et Cf sont dans le mâme plan. Les traces de tous les 
plans auxiliaires sur le plan de base du câne passeront par le 
point , que nous rabattons avec la base du câne en L, sur le 
rabattement CF, de la droite Cf. 

Pour obtenir les traces correspondantes d'un mâme plan 
auxiliaire sur les plans des deux bases, nous cherchons Yin- 

tersection de ces deux plans; lun est determin€ par CB et 
Cf, Lautre par AB et Ah; or, Cfet Ah se rencontrent au point 
projete en m, et nous rabattons ce point sur AH en M,, et sur 
CF, en M,; Yintersection des deux plans se rabat en BM, et 
en BM,. 

Prenons une trace quelconque AP, d'un plan auxiliaire sur 
le plan de base du cylindre; cette trace rencontre BM, au 
point R, ; nous prenons BR, =BR,, et LR, est la trace cor- 
respondante sur le plan de base du câne. (Mâthode identique 
ă celle du numâro 524.) 
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Ce plan auxiliaire P, donne dans le eylindre deux gâncra- trices; une rencontre le plan de base au point rabastu en qas et g,z parallăle ă SC est la projection de la generatrice. 
Pour obtenir la generatrice du câne dont la trace sur le plan de base est rabattue en î,» îl faut d'abord relever le point R, en r sur Br, joindre 7 eţ 7, et abaisser de ț, une per- pendiculaire sur CB; le point £ est la trace de la generatrice sur Je plan de base du câne, la genâratrice est A4, et z est un point de lintersection que nous laissons au lecteur le soin 

da terminer. 

 



BRANCHES INFINIES 

%49. Nous remarquons d'abord que la nature de la base 

du câne est indifierente; il n'y aura pas sur le câne de gen6- 

ratrices transporttes ă Pinfini, puisque le sommet, du câne 

est â distance finie. 

Nous pouvons obtenir des points & Viafini de deux ma- 

niăres difierentes : 
4* II peut y avoir une gencratrice du câne parallele aux 

gencratrices du eylinăre, et en mâme temps les generatrices 

voisines doivent donner des points d'intersection ă distance 

finie; 
2 La base du eylindre peut &tre une courbe ă branches 

infinies, et les gen6ratrices ă linfini rencontrer le câne. 

Nous allons examiner successivement ces deuă cas. 

530. 1" Cas. G6n6ratrice du câne paralele 

aux gen6ratrices du eylindre. 

Le câne a pour base la courbe b, son sommet est au point 

S,S. Une gândratrice est Sa, Sa. (Fig. 439.) 

Un cylindre a pour base le cercle c. et ses generatrices 

sont paralleles ă Sa, Sa. 

Pour construire Pintersection des deux surfaces, nous de- 

vons mener par le sommet du câne une parallăle aux gâncra- 

trices du ceylindre, c'est la droite S'a', Sa, et les traces des 

plans auxiliaires passeront toutes par le point a (545). Les 

deux plans limites sont aPu et aP,, et lare utile de la base du 

câne est Parc compris entre ces deux traces; or, aucune ge- 

n&ratrice ayant sa trace sur cet are n'est parallăle auz g&- 

n6ratrices du eylinâre. Nous aurons bien dans chaque plan 

auxiliaire la generatrice S'a', Sa paralele aux generatrices du 

cylindre, et les rencontrant toutes â Pinfini; nous obte- 

nons un lieu de points tous ă Linfini, et non pas une courbe  
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â branches infinies. Au contraire, placons le cercle de base 
du cylindre en mă; les plans limites sont aQ, etaQ,.Or,â 
mesure que le plan auxiliaire devient aQ,, aQ,, aQ,, la ge- 
nsratrice correspondante du câne passe par les points 4, A, 
h,, elle donne toujours avec les generatrices du cylindre des 
points ă distance finie ; mais elle tend ă se confondre avec Sa, 
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9, P, 

Sa'; les points s'6loignent de plus en plus, et la courbe passe 
â Vinfini guand le plan auxiliaire est le plan R tangent au 
cone suivant la genratrice Sa, Sa”. 

Nous pouvons done formuler comme il suit les conditions 
n6cessaires pour que linterseetion d'un câne et d'un cylindre 
presente des branches infinies : 

La base du cylindre 6tant une courbe fermee, îl faut qu'il y ait 
une gencratrice du câne paraliile auz gentratrices du cylindre, et 
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que le plan tangent au cne suivant cette gentratrice coupe le 
cylindre.  voir : note 3) 

Cherchons les asymptotes, c'est-ă-dire 1es tangentes aux 

points situss ă Linfini surles generatrices du eylindre situces 

dans le plan secant R et projetees en kp et mn. Nous devons 

prendre Lintersection des deux plans tangents : au cjlindre 

suivant kp (sa trace est kl), au câne suivant Sa (sa trace est 

ah); leur intersection est la droite 4p. 
Les asymplotes sont les gentratrices du cylindre contenues dans 

le plan tangent au cone. 
Nous ne construisons pas la courbe, les exemples que 

nous avons donnâs dans les intersections des cylindres et 
cânes, pour le cas des branches infinies, permettront au lec- 

teur de la suivre facilement. 

554. 8" Cas. Cylindres ă nappes infinies. 

1 Le cylindre a pour base !'hyperbole dont le centre est 
en o, les asymptotes oz et oy; les generatrices sont parallâles 
â oa, o'a'. (Fig. 440.) Le câne a son sommet au point S,S, et 
pour base le cerele c. Nous menons par le point S,S' une 
parallele S'W, Sb aux generatrices du ceylindre, les traces des 

plans auxiliaires passeront par le point & (545). 
Les plans limites sont 5P, et P,. Le plan auxiliaire, en 

s'eloignant de 5P,, rencontre le cylindre suivant une gene- 
ratrice qui s'eloignera de plus en plus, et passera â Linfini 
quand le plan auxiliaire aura la position 3Q parallăle ă La- 
symptote oz. Nous aurons une branche de courbe ayant un 
point ă linfini, sur la generatrice Sk, S'% du câne, de mâme 
une autre branche aura un point â linfini sur la generatrice 
SI, SV. Le plan auxiliaire deplagant ă partir de 5Q, arriveraă 
avoir sa trace BR parallele ă lasymptote og, et les genera- 
trices Sc, S'c' et Sa, S'd' du câne rencontreront le eylindre â 
Vinfini : nous aurons done guatre branches infinies. |. 

Cherchons les asymptotes : une des asymptotes est la tan- 
gente au point situcălinfini sur la generatrice Sc, Se. Cette 
tangente est Lintersection du plan tangent au câne suivant 
Sc, S'c”, plan dont la trace est cf, avec le plan tangent au cy- 
lindre suivant la gâncratrice ă Pinfini, c'est-ă-dire avec le 
plan asymptote dont la trace est oy.  
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Le point / est la trace de Vasymptote, et comme le plan 
asymptote est parallâle au plan See, c'est-ă-dire au plan s6- cant dont la trace est &R, il est parallăle ă la gensratrice ; 

440. 

  

done lasymptote intersection des deux plans est parallăle ă 
Sc, Sc'; c'est la-droite [hi fh. 

» Nous avons obtenu les autres asymptotes de la mâme mae 
nicre, mais nous n'avons trac€ que leurs projections horizon- 
tales, gi parallăle â Sd, mn parallele ă S7, pg parallâle ă Să. 

On voit clairement que si les plans auxiliaires paralleles 
. 
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aux plans asymptotes ne sont pas compris entre les plans 
limites, c'estă-dire ne coupent pas le câne, il n'y aura 
pas de points ă Pinfini. L'intersection peut done presenter 
deux ou quatre branches infinies, et il peut aussi arriver 
qu'aucune branche infinie n'existe dans Pintersection. La con- 
dition d'existence des branches infinies peut 6tre exprimee 
comme il suit : 

Dans tintersection d'un cylindre hyperboligue avec un câne, 
lintersection offrira des branches înfinzes, si les plans auziliaires 
paralleles auz plans asymptotes du cylindre hyperbulique coupent 
le câne. o 

552. La base du eylinădre peut âtre une pa- 
rabole. (Fig. 441.) 

2 La base du eylindre est une parabole dont laxe est Ph, 
les gâneratrices sont parallăles ă îm, Zm'. Le căne a pour base 
le cercle c, son sommet est au point S,S. 

Nous menons la parallăle SH, S'4 aux generatrices du 
1 eylindre et les 

Sa traces des plans 
7 auxiliaires  pas- 

; seront par le 
î point & (545). 

; | Si nous partons 
du plan limite P, 

E 7”. nous trouvons des 
US m, _„-B points ă distance 

i i finie jusqu'au mo- 
ment ou le plan 
ayant pour trace 
kd parallăle ă ff, 
la generatrice du 
cylindre parabo- 
lique s'eloigne â 

„Pinfini. | 
Nous obtenons encore une courve ă bra! ches infinies para- 

boliques, car le plan tangent au cylindre s'6loigne ă linfini 
et par suite Pasymptote est â linfini. - 
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Nous pouvons exprimer la condition de Pexistence des 

branches infinies de cette maniăre : 
Dans Vintersection d'un cylindre parabolique avec un câne, 

lintersection presentera des branches înfinies si le plan auziliaire 
paraliele d Vaze de la parabole coupe le câne, 

553. Exercice. — On donne une hyperbole dans le plan 
horizontal, une asymptote est parallele ă la ligne de terre, 
les generatrices du cylindre dont cette hyperbole est la bas- 
sont parallles ă ab, a'%. On donne un cercle dans le plan ver- 

  

tical comme base d'un câne dont le sommet est en un point 
S, S,, la projection horizontale du, sommet est au centre de 
I'hyperbole, la projection verticale est sur le cerele de base. 

Construire lintersection du câne et du eylindre. 

554. 8 Gas. Les deux sources de branches 

înfinies peuvent exister ă la fois. (Fig. 443.) 
Le câne a pour base le cercle w, son sommet est au point 

S, S', nous prenons une generatrice S3, SV. 
Le cylindre a pour base une hyperbole dont les asymp- 

totes sont oz et oy, les gen6ratrices sont parallăles ă S5, Sp. 
Nous avons une gânâratrice du câne parallăle aux gânera-
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trices du cylindre, et le plan tangent au câne suivant cette 

gensratrice a pour trace cbd; îl coupe le cylindre suivant 

deux gentravrices projetees en cf et de qui sont asymptotes de 

Vintersection. (4** cas, 350.) 

Les plans auxiliaires dont les traces sont bg et &l, paral- 

43 

w
m
 

  

p
r
o
 

r
o
s
m
o
n
o
a
.
.
.
.
.
.
.
.
.
 2 

'U
     „ 7

 4    
Iles aux plans asymptotes coupent le câne, nous avons deux 
asymptotes parallăles aux generatrices du câne projetees 
en Sg et SI (2* cas, 531); ces deux asymptotes dont les traces 
sont aux points k et m, ont pour projections hk et mn. 

555. Exereice. On a dans le plan horizontal un cerele 
base d'un câne et une hyperbole equilatere ayant son centre 
au centre du cerele, ses asymptotes sont ex parallâle â la 
ligne de terre et oy, ses sommets sont places sur le cercle 
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aux points a et. Cette hyperbole est la directrice d'un cylin. dre dont les gensratrices sont verticales. 

Le cerele est ia base d'un câne dont le sommet se projette en S sur le diametre 
perpendiculaire â as. 

Construire la projec- 
tion verticale de l'in- 
tersection. 

Il est facile de voir 
que la generatrice SS 
du câne est parallele 
aux generatrices du cy- 
lindre, le plan tangent 
au câne est vertical, u 

pour trace cSd et donne _ 
les deux asymptotest 
verticales cc et dd. 

Le plan auxiliaire 
Sa, parallele au plan 
asymptote o, donne 
une asymptote dont la 
trace est au point gy 
qui est parallele â la 
generatraice Sa, et pro- 
jetee verticalement sui- 
vant ek. 

Le plan auxiliaire Sp, parallele au 
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plan asymptote oz, donne une asymptote dont la trace est en fet qui est fg' pa- rallele ă la gengratrice S'w, 
Nous engageons le lecteur 

fort interessante, 

Por. —T.u, 

ă suivre cette courbe qui est 

23  



CAS PARTICULIERS 

—— 

DEUX COURBES PLANES 

356. Fhâor&me. — Un cne e! un cylindre du second 

degră qui ont une premiere courbe plane commune se coupent Sui= 

vant une seconde courbe plane, et peuvent avoi» ou ne pas avoir 

deuz plans tangenis communs. - 

La demonstration de ce theoreme: 

4 

” 1 

  

est semblable ă celle 
que nous avons don- 
n6e pour les deux 
cânes. Nous la rap- 
pelons  rapidement 
pour indiquer la dif- 
ference (Fig. 445.) 

Nous ne tracons 

que la projection de 
figure sur le plan 
de la courbe plane 
commune ckbh. Soit 
S la projection du 
sommet, Sa la pro- 
jection dela parallăle 
aux generatrices du 
cylindre dontlatrace 
est au point a. 

Nous figurons un plan auxiliaire abc, il determine dans le 

câne leş deux generatrices Sb et 5, dans le cylindre, les 

deux gânsratrices de et cd; les points e et d sont les points 

de L'intersection. 

  
 



CONES ET CYLINDRES, — CAS PARTICULIERS, 314 Tragons la diagonale ed du quadrilatere Beed, Si nous prolongeons les câtes opposâs, nous formons un quadrilatere complet ayant un sommetă Linfini, Le point / est conjugu6 harmonique de a par rapport ă la conique. 
Le lieu du point fest la polaire 44 du point a. D'autre part, les points g et a sont conjugues par rapport au point S et au pointă linfini sur aS, done le point gest fixe ot 9S=— Sa. 
Par consequent, toutes les diagonales ge/d rencontrent la droite kA et passent par le point fixe g; elles forment un plan qui est celui de la seconde courbe. 
Dans le cas de la figure, le câne et le eylindre ont deux plans tangents communs dont les traces sont ak et ah. IL est facile de voir comment il faudrait modifier la de- monstration donne pour les deux cones dans le cas oi la parallâle Sa aux gencratrices du cylindre a sa trace ă Linte- rieur de la courbe commune. 

Exemple. — Câne et cylindre circonscrits â une mâme sphere. 
Les deux surfaces auront deux plans tangents communs si la parallele aux generatrices du cylindre mene par le sommet du câne ne coupe pas la sphăre. 
Si la parallele coupe la sphâre, il n'y aura pas de plans tangents communs. 

| Cependant dans les deux cas, les deux surfaces se coupe- ront suivant deux courbes planes. (Demonstrations analogues ă celles des numeros 539,540.) 

CONE ET CYLINDRE 

AYANT UNE GENERATRICE COMMUNE 

357. Le câne a son sommet au point SS', et pour base le cercle abde. (Fig. 446.) Le cylindre a pour base le cercle depgc, -et les deux surfaces ont une generatrice commune S4, S'd, qui fixe la direction des generatrices du cylindre. Les, traces des plans auziliaires passent par le point d, 
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Nous voyons tout d'abord que Lintersection aura des bran- 

ches infinies, car îl y a sur le câne la gâneratrice Sd, S'd pa- 

rallăle aux gâneratrices du cylindre, et le plan tangent au 

câne suivant cette generatrice coupe le cylindre (550); sa 

trace est dp, et nous avons une seule asymptote, qui est la 

“ gân6ratrice du cylindre projetee en pg. 

'Tragons la projection horizontale de la courbe en prenant 

seulement les points remarquables. 

a 
4%6G 

N 

LĂ 

, YW 

Doom " 
= 

AN , 1 Li 

  

Plan bdh : point 1, sur la generatrice de contour apparent 

S5; 
Plan ude : pour obtenir le point situ6 dans ce plan, qui est 

vertical, nous prenons les projections verticales us et ek 

des gensratrices, et nous obtenons Je point k qui est le 

point 2; 
Plan adf : point 3, sur la generatrice de contour apparent | 

Sa, et aussi sur la generatrice de contour apparent Jv du  
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cYlindre; le point 3 est ici, par hasard, un point de rebrous- 
sement (504); 

Plan :7 tangent au cylindre, donne le sommet S et la generatrice Si qui est tangente ă la courbe (541); 
Plan mld : donne le point 3 projet€ sur P'asymptote; 
Le point c, ou is 

se coupent les 446. 
deux bases, est le 
point 6; 

Plan gnd: point 
1, sur la genera- // 
trice de contour Ş // 
apparent gz du : / 
eylindre ; ie 

Plan pd : tan- 
gent au câne, 
donne le point 8 
ă Linfini; 

La courbe re- 

vient ensuite de 
Vautre câte de 
l'asymptote, et se 
referme sur 19 
point 1. 

  

Parties vues et cach6es. — Nous representons 
le cne seul avec l'entaille faite par le cylindre. La figure 
(446 b:s) fait comprendre la forme du solide restant. 

Remarque. — La courbe coupe la gânsratrice com- 
mune âu point $, et en un second point sițu€ ă linfini. 

558. Gân€ratrice commune et plan tangent 
commun,. 

Les deux surfaces ont un plan tangent commun suivant la 
generatrice commune; alors cette gensratrice forme une 
premisre courbe plane. Les deux surfaces se coupent suivant 
une seconde courbe plane. 

a
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1 Exemple.(Fig.41.)—On donne un cercle dans le plan ho- 

rizontal, et une hyperbole €quilatere, tangente au cerele, dont 

les asymptotes sont oz et oy passant par le centre du cercle. 

I'hyperbole est la base d'un cylindre vertical, le cercle 

487 est la base d'un câne dont 

  7 suivant la generatrice 
commune $,S. 

Les plans auxiliaires Sb 
et Sc, paralleles aux plans 

asymptotus, donnent les 

deux asymptotes : h, 4% 
et d/' parallăle ă la gene- 
ratrice SP, Sb. La section 

est une hyperbole, comme 

on devait sy attendre, 

puisque c'est une section plane du cylindre hyperbolique. 

pp : le sommet se projette en 

ii SS. 
Bv Les deux surfaces ont 

SN bien un plan tangent com- 

> ps d mun, dont la trace est mn, 

ț N n 

Mu 
1 1 

!    
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2* Ezempre. (Fig. 448.) 
Le câne a pour base le cerele abc, son sommet est en S,3 

a
 

   



CONES RT CYLINDRRS. — CAS PARTICULIERS. 315 

Le cylindre a pour base le cercle cde, tangent au premier 
au point c; 

La gensratrice commune est Sc, Sc”, qui donne la direg 
tion des gensratrices du cylindre. ' 

Coupons les deux surfaces par un plan dont la trace est 
acd; les generatrices aSm, aS'm' et dm, dm se rencontrent 
au point m,m' qui appartient ă Lintersection. Mais je re- 
marque que les tangentes aux deux cercles aux points d et 
a sont parallsles, done la tangente au point m,m est horizon- 
tale; et comme il en sera de mâme en tous les points de la 
courbe d'intersection, cette courbe est une section plane 
horizontale du cylinăre; c'est done un cercle €gal au cercle 
de base. Il est facile d'avoir son centre ; la tangente en m se 
projette suivant mp, parallele aux tangentes dh et ak; on 
mâne mf perpendiculare â mp et Egal au rayon de la base. 

Le point / est le centre de la projection du cercle de 
section. 

 



EXERCICES 

559. 4* On donne la projection horizontale SABC d'un 
ttra&dre regulier, la face ABC est horizontale. (Fig. 449.) 

On prend un câne ayant pour axe AB et engendră par la 
rotation de AC. — On prend un cylindre ayant pour axe SA 
et pour rayon la moiti€ du câte du tâtraădre. : 

Representer le solide commun. Prendre AB = 14 centi- 
149 mâtres, 
7 2 Meme tetracdre, 

A Câne ayant pour base le cerecle 
inscrit dans la face ASB, et son 
sommet au sommet oppose C du 
tetraedre. — Cylindre ayant pour 
base le cerele inscrit dans la face 
ASC et les generatrices paral- 
leles â SB. 

Representer le solide commun. 
3* On donne un plan perpendiculaire au plan horizontal, 

et dans ce plan un cercle dont on connait le centre et le 
rayon. Ce cercle est la base d'un cylindre dont les genera- 
trices sont perpendiculaires au plan. Ce cylindre est supposâ 
creux ; construire l'ombre portee dans Pinterieur du cylindre 
par le cerele de base, €clair€ par des rayons divergents d'un 
d'un point donne, 

4* et 50 Prendre les exercices 12 et 13 de lintersection de 
deux cylindres, en 6clairant les solides par des raons diver- 
genta. 
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CYLINDRES ET CONES AVEC LA SPHERE 

560. Cylinădre oblique et sphere. On considere 
une sphăre ayant son centre au point 00”; le eylindre a pour 
base l'ellipse abedefgh. (Fig. 450.) 

Nous coupons le eylindre et la sphere par des plans verti- 
caux parallăles aux gencratrices du eylindre ; et pour realiser 
plus facilement la construction, nous faisons une projection 
verticale auxiliaire sur un plan parallele aux generatrices, st 
dont la ligne de terre est L,T,. La nouvelle projection du 
centre de la sphere est au point 0,; et il est facile de con- 
struire la nouvelle projection verticale des gen&ratrices. 

Le plan de contour apparent horizontal gik, touche le cy- 
lindre suivant la gânratrice gk, 9'k, guk., il donne dans la 
sphere un petit cercle dont le diamâtre est 6gal ă Im et qui se 
projette en vraie grandeur en /;m',. Le cercle et la droite se 
coupent aux points i, et &',, qu'on projette en î, et kk : ce 
sont les points oă la gencratrice perce la sphere. On peut ob- 
tenir par des constructions analogues, tous les autres points 
de lintersection. Nous avons marqu€ la construction des 
points n, et pp' sur la gâneratrice de contour apparent ver- 
tical dnp, dn'p”, et la construction des points p,g' et rr sur 
la seconde gencratrice 397, &g'r de contour apparent ver- 
tical. 

- Iln'ya pas de points sur la generatrice t5 de contour ap- 
parent horizontal. Quand nous coupons ainsi les deux sur- 
faces par des plans verticaux parallâles aux gencratrices, 
nous arrivons ă des plans voisins du plan + pour lesquels les 
'gencratrices ne rencontrent plus la sphâre. Il y a lieu de 
chercher les plans limites, pour lesquels les generatrices du 
cylindre touchent la sphere. 

Ces droites limites font partie d'un cylindre parallele au premier, circonscrit ă la sphere, et sont Vintersection des deus cylindres. 
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Le cylinăre circonscrit ă la sphâre a pour trace une 

ellipse ; axe de ce cylindre est la parallăle aux gensratrices 

mense par le centre, et sa trace horizontale est au point v, 

centre de Pellipse. Le petit axe de cetie ellipse est egal au 

diamâtre de la sphăre ; nous obtiendrons facilement son grand 

axe en menant sur la projection verticale L,T,, des tangentes 

parallăles aux projections verticales nouvelles des genera- 

trices, tangentes dont les traces sont uet v. (Cette ellipse 

est Pombre de la sphâre et nous venons de râ&peter la con- 

struction indiquce n* 401.) 

Les ellipses, bases des deux eylindres, se coupenten deux 

points a et c, et si nous menons le plan auxiliaire cz, îl coupe 

le cylinăre donne suivant une generatrice tangente au cerele 

de section de la sphăre au point zz',, qwon ramâne en zz. 

De măme, la generatrice ay est limite, et donne le point 79, 

qw'on ramâne en y,Y- 

561. M6thode de la projection cylindrique. 

Nous pouvons construire d'une manitre diferente les 

points de Pintersection. Nous coupons le eylinăre et la sphăre 

par des plans horizontaux, qui donnent dans la sphăre des 

cercles, et dans le eylindre des ellipses &gales ă Lellipse de 

base. 
Ainsi le plan «6 coupe la sphăre suivant le cercle dont la 

projection horizontale est ag, et le cylindre suivant une 

ellipse qui croise le cercle. 

Pour &viter de construire de nouveau Vellipse section du 

eylindre, nous imaginons un cylindre auxiliaire parallele au 

premier, ayant pour directrice le cerele : les deux eylindres 

auront en commun les gen6ratrices qui passent par les points 

de rencontre cherehâs de V'ellipse et du cerele, et leurs bases 

sur le plan horizontal se croiseront en des points qui sont les 

traces de ces generatrices. 

[| est facile d'avoir la base du eylindre circulaire ; c'est un 

cercle egal â ap, dont le centre est au point y, trace de la pa- 

rallăle aux generatrices mense par le centre du cercle. 

Le cercle y et Vellipse de base se croisent aux points f et 

2 traces de deux genâratrices fă, fă et ze, zs, qui coupent le 

cercle aux points 3,5 et sr points d'intersection cherchâs. 
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Cette mâthode qui consiste, comme on le voit, ă projeter 
obliquement les divers cereles horizontaux de la sphere, a 
recu le nom de Me/hode de la projection cylindrigue, 

Nous l'avons appliqueeâ la recherche des points sur le con- 
tour apparent horizontal de la sph&re. 

Le cercle de contour apparent horizontal 4 se projette 
obliqguement suivant le cerele egal qui a son centre en w, et 
qui croise lellipse aux points 4 ete. Le cylindre donne et le 
eylindre projetant obliguement le cerele se coupent suivant 
les gencratrices hu, W/y et ex, ex qui donnent sur le cerele les 
points p,u' et x. 

II faut bien prendre garde, dans le cas oă Von ne figure- 
rait que la projection horizontale, ă choisir sur le cercle les 
points et x homologues des points A et e. 

561 bis. nemarque. — On voit que lorsqu'il s'agit de 
construire lintersection d'une manisre complete, il est n€ces- 
saire d'employer concurremment les deux mâthodes ; la pre- 
miere pour obtenir les points sur les contours apparents du 
cylindre ; la seconde pour obtenir les points sur le contour 
horizontal de la sphăre. 

Nous ne construisons pas les points sur le contour appa- 
rent vertical de la sphere; il faudrait couper le cylindre par 
le plan de front passant par le centre de la sphere, et nous 
aurions une ellipse qu'il serait nâcessaire de tracer par points; 
il faut se contenter, dans ce cas, de relever les points pp, 5,0 
et pp, ou la projection horizontale de la courbe d'intersec- 
tion traverse la droite poș projection horizontale du cercle de | 
contour apparent vertical. 

Nous n'avons pas figure la tangente en un point; on lob- 
tiendrait en prenant Pintersection du plan tangent ă la sphere 
au point considere, avec le plan tangent au cylinăre. 

562. Parties vues et cachees. 
Nous avons reprâsente la sphâre entaillte par le cy- 

lindre. 
Projection hovizontale. Nous examinons (comme nous l'a- 

vons recommande 497, 520, 546) ce qui reste du contour 
apparent,  
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Le point y du contour apparent est hors du cjlindre, et 
lare ur, qui entre dans le cylindre aux points p et , 
existe. 

Comme il n'y a plus d'autres points sur le contour, le reste 

du cercle est daas linterieur du cylindre et est en/eve. 
La projection verticale montre que lare ugpkr est au- 

dessus du contour apparent horizontal, et est vu; le reste de 
la courbe devrait 6tre cache, mais comme le contour appa- 
rent horizontal n'existe plus, cette courbe est vue en partie 
jusqu'au point ou elle croise la branche vue. Nous avons une 
partie du contour apparent horizontal du cylindre, qui est 
dans la sphăre entre les points î et &. Cette portion de gene- 
ratrice forme contour apparent cache interieur, ou fond de 
Ventaille faite par le eylindre dans la sphere ; elle doit tre 
representee en points ronds. 

Projection verticale. 
Le point f' du contour apparent est hors du eylindre; Pare 

6'9' est vu, entre dans le cylindre au point q' et est enleveă 
partir de ce point jusqu'au point ș'; en ce point le contour 
sort du eylindre et existe de g' en p'; il entre de nouveau dans 

le cylindre et est enleve de y! en s'; il sort du cylindre et est 
vu de s' enf. 

La projection horizontale montre que les ares s'ze et pp! 
sont en avant du contour apparent vertical, et sont vus. Les 
autres ares devraient &tre caches, mais se trouvent vus parce 
que le contour apparent de la sphere est enlevă. 

Les generatrices de contour apparent vertical du cylindre 
existent dans la sphere entre les points g'etr' et entre n et 
p'; elles doivent &tre representees dans ces intervalles en 
points, elles forment le fond cache de Pentaille faite dans la 
sphăre. 

Nous engageons le lecteur â €tudier la representation du 
solide commun, ou celle du eylindre entaille par la sphere; îl 
suffit de calquer les contours des deux corps et la courbe; 
cette &tude est trăs utile pour familiariser avec la represen- 
tation des solides. 

563. Points doubles en projection. — Il est 
encore facile ici d'obtenir la ligne sur laqueile se trouvent les
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points doubles en projection horizontale. Cette ligne est la 
projection horizontale de Pintersection des plans diamâtraux 
conjuguss des cordes verticales dans les deux surfaces; on le 
verrait en r&petant exactement les raisonnements que nous 
avons faits lorsque nous avons expos6 la theorie de ces points 
doubles en projection (503). Nous rappelons que, dans le 
eYlindre, le plan diametral conjugut des cordes verticales 
est le plan qui contient les gencratrices de contour apparent 
horizontal (477) ; la trace de ce plan est gă. 

Dans la sphăre, le plan diametral est le plan horizontal 
passant par le centre ; ia ligne des points doubles en projec- 
tion horizontale est done parallele ă gs, et il sufât d'en avoir 
un point. 

Nous prenons le point 1,4 oi la droite gk, g'k perce le plan 
horizontal 9Y, et nous menons par le point 1 une parallele 
1,2ă gb, c'est la ligne des points doubles. 

Une construction analogue donnerait, sil y avait lieu, la 
ligne des points doubles en projection verticale. 

564. Câne oblique et sphere. 
Le câne a pour base Lellipse abc, son sommet est au point 

SS. 
La sphere a son centre en 0,0. (Fig. 451.) 
On peut encore employer les deux mâmes msthodes que 

dans le cas precedent : 4e couper par des plans verticaux 
passant par le sommet du câne et rabattre ces plans sur le 
plan horizontal. 

Le plan vertical Sd contient deux gânâratrices du câne 
ayant leurs traces aux points e et d, et le cerele de la sphere 
projete horizontalement en gh; nous rabattons ce plan, le 
sommet SS' vient en S" et les gensratrices sont rabattucs en 
S,d et Se, le centre du cerele se rabat en fă une cote egale 
ăla cote du centre de la sphâre, son diamâtre esţ egal â gh. 

Le cercle et les droites se rencontrent en quatre points 
i e Pus m, ROUS avons marqu€ leurs projections horizon- 
tales en ș, &, Î, m, et nous avons relev6 deux de ces points en 
iet K sur la gentratrice S'd. 

Nous a'avons plus ici la simplification qu'avait amence le 
changement de plan de projection de la figure precedente ; et
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s de rabattre isolâment tous les plans. 
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rayons divergents, et il est encore facile d'obtenir les axes de 
la secţion. 

âre cette trace est l'ombre de la sph tal 

565. Mâthode de la projection conique. — 
Cherchons les points sur le contour apparent horizontal de la
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<phere, qui est projet verticalement suivant n'p'. Le plan horizonttal 'p' coupe le câne suivant une ellipse semblable ă Vellipse de base et qui eroise le cerele aux points cherches; joignons ces points cherch&s at sommet $,S', nous obtien- 
drons deux gentratrices du câne qui aurait pour directrice le cerle n'p,, et communes ă ce câne et au propos6. . 

Coustruisons les bases des deux cânes dans le plan hori. 
zontal, ces deux bases se couperont en des points, traces des 
generatrices communes aux. deux cânes. 

Or la base du câne propos€ est l'ellipse donnce ; la base du 
câne auxiliaire est un cercle, ayant pour centre ]a trace w de la 
droite So, So”, et dont nous obtiendrons le rayon en prenant 
la trace d'une generatrice de ce cone; par exemple nous pre- 
nons ]a trace g, de la gântratrice S'r, Sr; le rayon du cerele 
est wg, et il coupe L'ellipse aux points a et c, traces des deux 
generatrices qui passent par les points de rencontre cherches 
de Lellipse et du cercle contenues dans le plan horizonta] 
np. 

Ă : 
Ces deux gentratrices Sa, S'a' et Se, S'“ rencontrent le 

cerele aux points 4, et u,w: il faut encore observer de choi- 
sir les points du csrele homologues des points a et e. 

On pourra construire par cette mâthode, autant de points 
de lintersection que l'on voudra, mais nous faisons encore 
observer que les deux mâthodes doivent &tre employees con- 
curremment pour obtenir Lintersection complăte, 

566. GOnes et ceylindres de râvolution. 
Quand on doit construire intersection de cânes ou cylin- 

dres de revolution avec la sphere, il faut se servir d'une 
sphere inscrite dans le câne ou dans le cylindre. 

Ainsi on donne une sphâre ayant son centre au point 0,0, 
et un câne ayant son sommet en SS, dont l'axe est Sa, Sa, 
et dont on connaît Pangle au sommet. (Fig. 452.) .. 

On commence par dâterminer une sphere inscrite dans le 
câne (411); supposons cette construction faite ; nous avons 
obtenu le rayon de la sphâre inscrite, qui a son centre au 
point a,a' ; figurons cette sphere et nous pouvons tracer les 
contours apparents du câne. Nous coupons encore les deux 
surfaces par un plan vertical dont la trace est Sn. 

PoLyr. — T. IL 26 
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[ âstermine, dans la sphăre 0, un cercle dont le centre 

est projete au point e, et dont le diamâtre est hb; dans la 

sphăre a, un carele dont le centre est projete au point î, et 

dont le diamătre est in, dans le câne deux genbratrices tan- 

gentes â ce second cercle. 

Nous rabattons le plan sertical : le centre du cercle hb 
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vient en 7, ă une cote gale âla cote du centre 0,0; le centre 

du cercle în vient en 7, ă une cote egale ă la cote du cen- 

tre a.a': le sommst du câne vient en S',, et; les gâneratri- 

ces S, k,, 9, m, tangentes au cerele ?,, coupent le cercle e, 

en quatre points: d Ju fo dont les projeetions horizon- 

ţales sont e, d, g, fet dont on a les cotes. 

D'aileurs les projections verticales de ces points sont sur 

les projections verticales sm! et sk des gendratrices du câne. 

On obtiendra ainsi autant de points de Vintersection qu'on 

Je voudra; mais on n'aura pas les points sur les contours ap- 

   

 



  

    

CYLINDRES ET CONES AVEC LA SPHERE. 387 parents de la sphăre, et on sera oblige de construire Ja courbe avec beaucoup de soin, afin de pouvoir relever les points oă la projection de la courbe coupe la projection du contour ap- parent comme nous !Pavons montre (564 zis). Nota. Nous donnerons plus loin une autre mâthode pour construire Iintersection des deux surfaces de revolu- tion. 

567. Sphere et cGne oblique ayant son som. met au centre. 
La sphere a son centre en S,S'; le câne a pour sommet S,S et pour base une ellipse a/bo. (Fig. 453.) 
Nous coupons encore les deux surfaces par des plans ver- ticaux qui passent par le sommet; seulement, au lieu de rabattre ces plans, nous les faisons tourner autour de Ia ver- ticale du sommet de manicre â les ameneră tre de front. Ces plans dâterminent dans la sphere, des grands cercles qui se confondront, aprâs la rotation 

tour apparent vertical. 
Cherchons, par exemple, les points sur la gânratrice Sa. Sa' de contour apparent vertical; le plan vertical Sa €tant ramen6_ă tre de front, la gencratrice devient Sa, Sa, le grand cerele obtenu dans la sphăre se confond avec le cerele de contour apparent vertical, et la nouvelle projection ver- ticale de la gânsratrice renconire le cercle au point “> qu'on ramâne ensuite en cc, par une rotation en sens inverse, La mâme construction s'applique d'abord â la generatrice de contour apparent vertical S6, S% sur laquelle on trouve le point dd, et ensuițe â autant de gensratrices qu'on voudra, 
En particulier, le plan de front qui contient le contour apparent vertical de la sphere coupe le câne suivant les deux gensratrices Se, Se et Sf, S'/', sur lesquelles nous trouvons les points get hr. 
En construisant la courbe, on trouve qu'elle a un point double sur la projection verticale. Cherehons la ligne des points doubles. 
Dans la sphâre, le plan diamâtral conjugu6 des cordes perpendiculaires au plan vertical, est le plan de front passant 

a
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la trace est ab 

leurs traces 

2
 

ză 
3
 
-—- 

2 
a 

=
 

'
9
 

F
i
 A 

= 
a 

— 
sa 

2? 
cs 

a 
a 

„
a
 

2
9
 

9
 

4
 

o O
 

S
a
 

8
 

4 
8 

S
&
 

"
2
 

3
 

Pa 

.
.
 

F
A
 

B
r
 

si 
4 

2 
9 

o
o
 

o 
. 

—
S
 

+
5
 $ 

a
x
 
—
 

53 

 
 

 
 

se coupent au point :, leur intersection est la droite S", S:; 

Si est la ligne des po 

  
ints doubles. 

horizontales 

la droite coupe le câne 
ire les points doubles eux-m&mes, 

m
 

să 8 
:a o 
9 > 

- 
E 

si 

2 
8 

si 
= 

O 
+
 

"
a
 a 

5 
9 

3 
ră 

5 
R
a
 

o 
. 

R
D
 sa 

O
F
E
R
 

9
8
 

“
=
 

a 
ga 

+
 Z
a
 

%
 

R
X
 

a 
a 

3 
9 
s
o
 

m 
N 
a
 

Ss 
Ss 

z
a
 fi 

= 
a 

ct 8 
4



    

„ CYLINDRES ET CONES AVEO LA SPRIRB, 389 

sont Sk et S/. Rabattons le plan sur le plan vertical, le point 
S vient en S$,, le grand cercle de la sphăre se rabat suivant 
un cerele €gal, et les deux gentratrices se rabattent suivant 
Sk, et SI, qui coupent le cerele aux points nn, places 
sur une parallâle â7£,, et qui n'ont qu'une seule projection 
verticale m! qui est le point double. 

Tangentes horizontales. Nous pouvons trouver les points de 
la courbe pour lesquels la tangente est horizontale. 

Il faut trouver les points pour lesquels les traces horizon- 
tales des plans tangents au câne et â la sphere sont paral- 
leles. 

Or, le plan tangent ă la sphăre &tant perpendiculaire au 
rayon du point de contact, si nous menons du point S, pro-. 
jection du sommet et du centre de la sphere, des normales â 
Vellipse, ce seront des projections de gensratrices du câne, 
pour lesquelles la trace du plan tangent sera normale â la 
projection de la generatrice, c'est-ă-dire parallăle ă la trace 
du plan tangent â la sphere. Nous n'aurons done- qu'ă cher- 
cher les points d'intersection situes sur ces genratrices, 

Soit So une de ces normales ă l'ellipse, cherchons le point 
situe sur la generatrice So, So; nvus appliquons la, construg. 
tion indiqude, nous faisons tourner le plan vertical So, pour 
l'amener ă 6tre de front, la genratrice vient en So, So, 
la projection verticale nouvelle coupe le cerele de la sphere 
au point p, qu'on ramâne en p/,p, point pour lequel la tan- 
gente est horizontale. | 

Autant nous pourrons tracer de normales â Vellipse, au- 
tant nous aurons de points pour lesquels la tangente est hori- 
zontale. 

Ici nous avons pu mener quatre normales, auxquels cor- 
respondent quatre generatrices, So, So sur laquelle nous 
avons trouve le point p,p', Sg, Sg sur laguelle on trouve, par 
la mme construction, le point 77, St, S'7 sur laquelle on 
trouve le point w/, et enfin Sv, S'w sur laquelle on trouve le 
point 2,2. 

Le nomore des normales qu'on peut mener depend de a 
position de la projection S, par rapport â la developpe «4y3 
de Pellipse (qui est, comme on sait, lenveloppe des normales) ; 
si le point S 6tait exterieur ă la dgveloppte on ne pourrait 
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mener que deux normales. Nous p'avons considere que la 

nappe inferieure du câne; Ja nappe superieure donnerait une 

courbe;symâtrique par rapport au centre. 

Ponetuation." Nous avons represente ce qui reste du câne, 

apr&s avoir enleve la partie comprise dans la sphăre. D est 

clair que la projection horizontale de la courbe est enticre- 

ment vue. arc mp'd est seul cache surla projection verticale, 

car muwc' qui devrait âtre cachâ est vu, parce qu'il forme con- 

tour du solide restant. 

Le contour apparent vertical de la sphâre existe dans le 

câne entre les deux points g' et fi, cet arc doit 6tre cache ct 

marque le fond de Ventaille faite par la sphâre dans le câne. 

567 bi. Cone avant son sommet sur la 

sphere. 

Consid&rons un câne ayant son sommet, sur la, sphere et 

ayant en ce point mâme plan tangent que la sphere, Linter- 

section presentera un rebroussement au sommet du câne. 

En effet : coupons les deux surfaces par un plan passânt 

par le sommet, îl d&terminera dans la sphăre un petit cercle 

et dans le câne deux generatrices, coupant le cercle en deux 

points de Pintersection. Faisons tourner ce plan de maniere 

a le rapprocher du plan tangent; les deux generatrices se 

rapprocheront de la generatrice de contact, en mâme temps, 

le cercle diminuera de manisre ă se reduire ă un point. Les 

deux points d'intersection situes sur les deux gereratrices se 

r&uniront en mâme temps au sommet sur la generatrice de 

contact qui sera tangente ă la courbe. 

Observation. Cette propriele est vraie quelle que soit 

la surface ă laguelle le câne est tangent en son sommet. 
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„GYLINDRES ET CONES AVEC LA SPHERE 

GAS PARTICULIER DE DEUX COURBES PLANES 

568. IYh6oreme. — Qu and un cylindre du second degre 
?ntre dans une sphere par un cercle, i] en sort par un second cercle 
gal au premier. 

Nous prenons pour plan de la figure un plan parallăle aux 
gen6ratrices passant par le centre de la sph&re et perpendi- 
culaire au plan de la courbe plane; cette courbe se projette 
suivant ab (fig. 454), les generatrices de contour apparent du 
cylindre sont be et ad, en sorte que les pointsc et d appar- 
țiennent ă la seconde courbe d'intersection. 

Prenons une gt- 
neratrice quelconque 
du cylindre dont eg: 
est la projection ; elle 
coupe la sphere en un 
point projete au point 
e, et faisant partie de 
la premiere courbe; 
si nous imaginons le 
plan vertical, perpen- 
diculaire aux genera- 
trices, et passant par 
le centre de la sphere, 
plan dont la trace est 
of, le second point 
d'intersection avec la sphăre sera un point g tel que ef= f. 

Par suite, le lieu des points tels que g est une droite cgd, 
symâtrique de Bea par rapport ă of. C'est la projection de la 
seconde courbe d'interseetion ; cette seconde courbe est done 
plane, et c'ast un cercle 6gal au premier. 

"ESI 

 



) 
292 GEOMETRIE DESCRIPTIVE, 

Si Ia courhe d'entrte est un grand cerele, Pintersection 

comprend un autre grand cercle, section anti-parallăle du 

eylindre oblique, 
+55 Il serait aise de râp&- 

” ter, dans le cas de la f- 

gure 455, ce que nous ve- 

nons de dire ; si la courbe. 

dentree est le grand cer- 

cle ad, la courbe de sortie 

est le grand cerecle cd. 

Cette remarque est 

tr&s importante; ainsi 

Yomore portee par une de- 

mi-sphere creuse dans son 

interieur est un grand 

cercle. En effet Yombre 

portse est Vintersection du cylindre qui a pour directrice le 

grand cercle base de la demi-sphere, avec la sphere. 

Voir note 5, 
L:exemple se rencontre dans l'ombre de la niche. (Fig. 

436.) 
369. Une niche se compose d'un demi-eylindre vertical 

creux a'b'e'd' (nous supposons les deux generatrices dc et bd 

plactes dans le plan vertical, et le cylindre derriere le plan 

vertical) surmont€ dune demi-sphere creuse. 

Nous figurons la projection horizontale placce derriăre la 

ligne de texre utile seulement pour prendre des 6loignements. 

Nous €clairons par des raons parallăles ă ce, ce. 

L'ombre intârieure se composera de 3 parties : 1* l'ombre 

portee par la gâneratrice ae, 2 l'ombre poriee par Vare cf! 

sur le eylinăre, 3 Porabre port&e par la demi-circonference 

dans Linterieur de la sphere. 
12 Pombre de la generatrice ae est lintersection avec le 

eylindre d'un plan ment par cette droite,parallslement âce,ce, 

c'est done un plan vertical dont la trace est ce, et qui coupe le 

cylindre suivant la generatrice ee; cette ombre*>st utile jus- 

qw'au point e, situ€ sur le rayon qui passe par le point c. 

2» ț'ombre de la circonfârence sur le eylindre s'obtiendra 

en menant par un point f,f' une parallâle au rayon, le plan 
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: le point g' est Pombre du 
„la courbe eg'4'k, 

, 

plan vertical fy, qui d&termine 
a gencratrice gg 
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set on construira ainsi par points 

dans le cylindre 1 

qui projette ce ra 

point /' 
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cerele, nous allons dâterminer les axes de l'ellipse projection 

de ce cercle. - 
Le grand axe est 6gal au diametre du cercle, et si nous 

menons le diamâtre op' perpendiculaire ă la projection verti- 

cale du rayon, le point p' sera un point de ce grand cercle 

d'ombre ; car, en ce point, le plan perpendiculaire au plan 

vertical et parallle au rayon, est tangentăla foisă la sphăre 

et au cylinâre, le point p! est done Je point double reel, ou se 

croisent les deux courbes dintersection du eylindre et de la 

sphere. 

Nous faisons un changement' de plan horizontal, en pre- 

nant un plan horizontal LiT+ paralele ă la projection verti- 

cale du rayon, c'est-â-dire â ce, 

Nous cherchons la nouvelle projection horizontale de la 

droite ce, ce; c'est la droite cei, la nouvelle projection de la 

sphâre est un demi-cerele decrit du point o: comme centre. 

Consid&rons le diamâtre f'o' paralele au plan horizontal 

LuT, ; la nouvelle projection du rayon passant par le point 

ff est fum, qui rencontre la sphăre au point mu, en sorte 

que le plan de la courbe d'ombre est le plan omu; le point 

mu projet en m' donne en om le petit axe de Lellipse. 

Le rayon du point c,c, a pour projection horizontale nou- 

velle cugi et rencontre la courbe d'ombre au point gi quon 

ramâne en g', point de la courbe; de mâme le rayon du point 

s donne le point d'ombre ss. 

Nous pouvons done tracer Vellipse p'm'g', qui doit toucher 

la courbe d'ombre dans le eylindre au point h'. Eu effet, en ce 

point k', le plan tangent est le mâme au cylindre vertical et 

ă la sphâre; et la tangente â chacune des courbes, en ce 

point, serait Pintersection de ce plan tangent commun avec 

e plan tangent au cylindre dombre suivant la gensratrice 

th, 

570. Ehâorăme- — Quand un câne du second degre entre 

dans une sphăre par uh cercle îl en sort par un cercle. 

Consid&rons une sphere (fig. 457), et un câne qui coupe 

cette sphăre suivant deux courbes ABC et DEF, nous suppo- 

gons que la courbe ABC est an cercle dont le plan est le 

plan P.



    

CONES ET CYLINDRES AVEC LA SPHERE, 395 
Tracons une gencratrice SEB, abaissons du point S une perpendiculaire SH sur le plan, joignons B et H, puis dans le plan du triangle BSH menons EM perpendiculaire ă SBet rencontrant SH au point M. 
Le quadrilatre 

EMHB est inscriptible, 
et l'on a. 457 
SM X SH=SE x sB 

= constante. 
Le point M est done 

fixe sur la droite SH, 
et le lieu du point E est 
une sphâre dtcrite sur 
SM comme diamâtre, la 
seconde courbe est done 
Lintersection de cette 
sphâre avec la sphâre 
proposee, c'estun cer- 
ele. (Desboves, Questions 
de Geometrie.) (Voir : note 6.) 

571. Exercices, — [o Construire les ombres de la niche €clairce par des rayons divergents (on prendra le point lumineux un peu en avant, au-dessuz et â gauche de la niche.) 
2 On donne un axe vertical, une droite qui rencontre laxe etun point mm. 
Faire tourner la droite autour de laxe jusqu'ă ce qu'elle soită une distance donne du point m,m', 
3% On donne les deux projections d'une demi-sphâre creuse ayant une &paisseur. La demi-sphâre est pos6e sur le plan horizontal et son plan de base est horizontal, 
Construire les ombres propres et porttes de la sphâre, sur elle-mâme, dans son int&rieur et sur le plan horizontal, On €clairera la sphăre soit par des rayons parallsles, soit par des rayons divergents. 
4 On donne une pile de quatre boulets posce sur ie plan horizontal. 
Coustruire les ombres propres et portees, par les sphâres sur elles-mâ6mes et sur le plan horizontal, 
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On &clairera les sphăres soit par des rayons parallâles, 

soit par des rayons divergents. 

5* On donne deux sphâres posces sur le plan horizontal. 

Construire les projections d'un câne de revolution dont on 

donne Vangle, qui a son sommet en un point donne du plan 

horizontal, et qui est pos6 sur les deux spheres, 

Bclairer les 3 corps par des rayons parallăles. 

60 On donne la projection horizontale SABC d'un te- 

traddre regulier, on considere ua 

49 câne de revolution, ayant pour axe 

Parâte AS, langle generateur du 

câne (demi - angle au sommet) est 

&gal ă 30 (fig. 458). 
On deerit une sphere surle câte 

SC comme diametre. 
Representer ce qui reste de la 

sphâre, aprâs en avoir enlevâ la par- 
tie comprise dans le câne. — Le câte 

q du tetraddre = 12 cent. 
Representer, ă part, sur une par- 

ţie libre de la feuille, ce qui reste du tetraâdre suppose plein 

et solide, aprăs en avoir enleve les parties comprises dans le 

eylindre et dans la sphăre. 

0 Mâme sphăre, et eylindre de revolution autour de AS, 

ayant pour rajon la moiti€ du câte du tetraedre. 

8 M6me sphăre, et câne ajant pour directrice le cercle 

inserit dans la face BSC, son sommet au point A. (cole po- 

lytechnique, 1813). 

9% Mâme sphâre et cylindre ayant pour directrice le 

cercle inserit dans la face BSC, les generatrices paralleles ă 

AS. (cole centrale, 4814). 

100 Câne de râvolution, ayant son sommet au point S, 

Parâte SC et la droite SD situte dans la face BSA sont deux 

g&neratrices du cone, situtes dans un mâme plan avec l'axe. 

Sphăre tangente ă la face ASB au point $ et ayant pour 

diamâtre le câte du tâtra&dre. 

Representer le solide commun. 
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SURFACES DE REVOLUTION 

572. Definition. — Une surface de r&volution est la 
surface engendree par une ligne quelconque, droite ou courbe, plane ou gauche qui tourne autour d'un axe. 

Dans ce mouvement chaque point de la ligne generatrice 
decrit un cercle dont le plan est perpendiculaire ă axe, dont 
le centre est sur axe, dont le rayon est la distance du point 
ă Vaxe. 

Ces cereles se nomment, des paralleles, ce sont des sections 
faites dans la surface par des plans perpendiculaires â 
axe. 

Un plan passant par l'axe coupe la surface suivant une 
courbe qu'on nomme un meridien. 

En sorte qu'on peut toujours imaginer par chaque point de la surface un parallăle et un meridien, et les tangentes ă ces courbes dâterminent le plan tangent ă la surface de râvo- 
lution. 

573. Xous les meridiens sont €gaux. — Consi- d&rons une surface de r&volution engendree par une courbe 
dont les deux projections sont ab, ab, Laxe est la verticale 
0, 0, qui a sa trace au point o. (Fig. 459). 

Nous construirons un msridien de la surface en prenant 
les points de rencontre de tous les paralleles qui sont des ' 
gencratrices de la surface avec un plan passant par axe. 

Ainsi nous cherchons le mâridien contenu dans le plan 
vertical of; le parallăle du point a,a' est le cerele de rayon oa, 
et sa projection verticale est a'o; ce cercle perce le plan ver- 
tical of au point 4,W qui est un point du meridien contenu 
dans ce plan. Cherchons le meridien contenu dans le plan de 

 



400 GEOMETRIE DESCRIPTIVE. 

front od. Le parallle du point a,a' perce ce plan au point ce 

qui est wa point de ce meridien. 

Si nous faisons tourner le meridien of autour de laxe pour 

le faire coincider avec le plan de front od, le point, viendra 

s'appliquer sur le point ce, puisque ces points decrivent le 

mâme cercle, il en sera de mâme pour tous les autres points 

de la courbe meridienne. (LT inutile). 

Par consâquent tous les mâridiens sont egaux entre eux 
et superposa- 

459 i bles, et le mâ- 

ridien de front 

PI ocd fait connai- 

ei 2 A tre la vraie 

: ! grandeur du 
meridien ; on 

le dâsigne sous 
! le nom de me- 

ridien  princi- 

pal. Quel que 

i 7” soitlemodede 

Y dsfinition de 
la surface, on 

Sa peut toujours 

a sI | la regarder 

ST comme engen- 

Îi SNA dree par la ro- 

3 J tation du me- 
ridien qui don- 

* 

. 
- 

- 

o
a
.
.
.
 
m
d
a
 

x 

nera tous les parallăles de la surface. 

Inversement, si Pon connaft une surface de revolution par 

son mâridien, on peut y tracer une courbe quelconque et ima- 

giner que cette courbe tourne autour de axe, elle engendrera 

une partie de la surface, parce que tous ses points decriront 

des parallles de la surface ; mais pour que la courbe engendre 

la surface complăte, il est n&cessaire qu'elle rencontre tous 

les parallăles de la surface proposce. 

574. hâorăme, — Les tangentes auz dijftrents menidiens 

  

 



SURFACES DE REVOLUTION avi 
- de da surface en tous les points situ€s sur un mâme parallăle rencon- trent taze au mâme point, et par suite : 

Les plans tangenis ă la surface en tous les potnts d'un mâme parallele coupent Paze au mâme point. (Fig. 460.) 
Soit, en effet, AB, le 460 meridien d'une surface de 

r&voluiion dont axe est 
OC. Menons en un point A 
la tangente AC, elle est 
dans un mâme plan avee 
laxe et le rencontre au 
point C. 

Dans le mouvement de 
rotation pendant que la 
courbe engendre la surface, 
la droite AOreste tangente 
au m6ridien et le point C 
reste fixe. 

D'ailleurs le plan tan- 
gent en un point quelcon- 
que du parallăle AD decriţ 
par le point A contient la tangente au meridien qui passe par ce point. Done, tous les plans tangents â la surface dont les points de contact sont sur le parallele AD rencontrent Vaxe au m&me point. 

  

575. Th6or&me. — Ze plan tangent en un point est perpendiculaire au plan de meridien qui passe par le point de contaci. (Fig. 460). 
Le plan tangent au point M est determine par la tangente MC au mâridien et par la tangente MF au parallăle, or MR est perpendiculaire â MO, et par suite ă MC, donc au plan mâridien OMC; le plan tangent qui contient MF est done perpendiculaire ou plan meridien. 

576. Contours apparenta. — Considerons le &mri- dien principal d'une surface de revolution, ce meridien est de front, tous les plans tangents en tous les points de ce meridien lui sont perpendiculaires, par conseguent sont perpendicu- 
PoLyz. — TU, 

2 
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Jaires au plan vertical ; done le meridien principal est le contour 

apparent de la surface de revolution sur un plan parallele 

Vaxe. 

Pour obtenir le contour apparent sur un plan perpendicu- 

laire ă Paxe, il faut mener ă la surface des plans tangents 

perpendiculaires au plan de projection, c'est-ă-dire parallăles 

ă Paxe, rencontrant axe ă Pinfini, et les tangentes aux m&- 

ridiens situ6s dans ces plans tangents seront parallâles âlaxe. 

Par consequent, il faut mener ă la meridienne une tan- 

gente parallăle ă axe, le parallăle engendre par le point de 

contact est le contour apparent sur un plan perpendiculaire 

ă Paxe; et sila meridienne est telle qu'on ne puisselui mener 

une semblable tangente, la surface n'a pas de contour appa- 

rent. 

577. Probleme. — Ftant donne Lune des projections 

d'un point d'une surface de revolution, construire lautre pro- 

jection. | 
La surface est engendree par la courbe 5, cb tournant 

461 autour de l'axe 

: vertical 0,0'0”. 

(Fig. 461.) 
Pal On donne la 

: projection ho- 

1, (DR rizontale a 

Too oa d'un point. 
Ce oma ame mmm monei Concevons 

le parallăle qui 
passe par ce 
point, la pro- 
jection  hori- 
zontale de ce 
parallele est le 

: cercle  decrit 
E, du point O 

pa, comme centre 

„” avec oa comme 

aa rayons. 
sCe parallele 

doit &ire fourni par un point de la courhe gânsratrice, et la 
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SURFACES DE REVULUZION 403 projection de ce point est le point d, ou le point e, dont les projections verticales sont 4'0u e ; par suite le cerele. cba est la projection horizontale de deux cereles, dont les projections verticales sont c'o et bo”. La projection verticale du point projete en a est donc a ou a. (Ligne de terre inutile.) On donne la projection verticale d, Concevons le parallăle qui passe par ce point, ce parallele est un cerele horizontal dont la projection verticale est df'; ce cerele est decrit par le point de la generatrice donţ les projections sont f,fet dont le rayon est of; tracons ie cercle, la projection horizontale du point projet€ en d est en dou en d,. 
Les mâ6mes coustructions sappliquent exactement au cas ou la courbe est detinie par sa mâridienne principale, dont la projection horizon tale est une droite. 

k 578. Probleme. — Construire le plan tangent en un point ' 
Zune surface de revolution = 
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1* On connait le meridien. (Fig. 462.) , - 
Le meridien est la courbe Ye projetZe horizontalement  
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suivant Bo, nous prenons les projections aa dun point de la 

surface sur le paralele ad, ab. 

Les tangentes aux mâridiens en touslespoints d'un meme 

parallăle rencontrent Laxe au mâme point (574) ; nous tracone 

la tangente bd qui reneontre Laxe au point d; la tangente 

au mâridien qui passe par le point a,d a pour projections 

ad, oa; la tangente au parallăle a pour projection horizon- 

tale ah et pour projection verticale dA confondue avec la pro- 

jection verticale du parallăle. (LT inutile.) 

Ces deux droites dâterminentle plan tangentau point aa. 

Si Pon veut construire les traces du plan, on observera que 

la trace horizontale de la tangente au meridien este point f, : 

par suite la trace horizontale du plan tangent est la ligne fa 

parallăle ă ah, puisque ah, ah' est une horizontale du plan ; la 

trace verticale est alors ah passant par la trace verticale de 

Yhorizontale. Dans le cas ou le point « serait trop €loigne on 

obtiendrait un second point de la trace verticale au moyen 

d'une autra horizontale du plan qwon conduirait par un point 

de la tangente oa, dd contenue dans ce plan. 

1 peut arriver que Je point d auquel la tangente au meri- 

dien rencontre Paxe soit trop 6loign& pour qu'on puisse en 

faire usage. On remarque que Ja tangente dd, oa est une 

position particulicre de la tangente b'd, bo lorsque cette tan- 

gente tourne autour de axe ; la trace horizontale f est done 

la position prise aprăs la rotation par la trace k de la tan- 

gente W'd, bo. 

[| faut encore remargquer que la droite Vă, tangente ăla me- 

ridienne principale, est la trace du plan tangent au point &,b, 

puisque en ce point du contour apparent vertical le plan 

tangent est perpendiculaire au plan vertical; la trace hori- 

zontale de ce plan est alors Ik, et nous devons faire tourner 

Je plan autour de laxe vertical jusquă ce qu'il passe par le 

point a.d probleme que nous avons dâjă râsolu dans les 

mouvements de rotation (114.) 

579. Kangente ă la mâridienne. (Fig. 463). — 

Nous avons dâjă expliquă comment on peut obtenir la meri- 

dienne d'une surface de râvolution dâfinie par une courbe 
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gencratrice (573). Nous allons mont er comment on peut obte- 
nir la tangente ă la meridienne. 

L'axe est o,o', la courbe generatrice ad, ap. 
Nous construisons le point A',A du mâridien correspon- 

dant au point a,a' de la gencratrice. et nous cherchons la tan- 
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gente en ce point. Pour cela nous d&terminons le plan tangent 
au point a,a' situ6 sur le mâme parallăle. Ce plan tangent est, 
donn6 par la tangente ac, de ă la gânsratrice qui est une 
courbe trace sur la surface, et par la tangente ad, ad au 

' parallele, 
| Nous prenons lintersection de ce plan avec Paxe, en 

faisant passer par axe un plan de front qui coupe la droite 
ac, ac au point c,c' et la droite ad, ad au point d,d, en sorte 
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que cd,cd', ligne de front du plan tangent, coupe Vaxe au 

point f,f ; est le point par lequel passent tous les plans tan- 

gents en tous les points situes sur le parallăle du point A”, et 

les tangentes ă tous les meridiens aux differents points de ce 

parallăle. Donc f'A' sera la tangente au mâridien au point A'. 

Si Von veut mener le plan tangent en un autre point mm 

du mâme parallâle, f'mi,omsera la tangente au meri dien dece . 

point. Il peut arriver que ce point / soit trop 6loign€. 

On construit alors la trace du plan tangent du point ao, 

elle passe par la trace horizontale h de la tangente ac, ac et 

est parallăle ă ad, c'est la ligne 4P; on fait tourner cette trace 

jusqu'ă ce qu'elle devienne perpendiculaire aa plan vertical. 

Pour cela nous abaissons la, perpendiculaire ok sur hP, et la 

trace reste tangente au cercle de rayon ok; nous menons la 

tangente perpendiculaire ă la ligne de terre P,kk, cette 

tangente est la trace d'un plan tangent perpendiculaire au 

plan vertical, c'est-ă-dire tangent en un point du contour 

apparent ou de la meridienne principale. Nous joignons kA 

et nous avons la trace verticale du plan tangent qui est la 

tangente ă la meridienne. 
Si Pon veut mener le plan tangent au point m,m' on 

arrâtera le mouvement de rotation de la trace lorsque le 

meridien oak vient en omka, la trace du plan tangent est P,k;, 

la tangente ă la meridienne a pour projection km. 

46 Cette construction nous mon- 
tre en mâme temps comment 
on peut determiner le plan tan- 
gent en un point d'une surface de 
revolution donne par une courbe 
gEn6ratrice dont on connait les 

deux projections, 

580. 'FYhâore&me. — Les 
normales ă une surface de revo- 
lution, en tous les points situts 
sur une mâme parallele, coupent 

Tae au mâme point. 
Nous considerons un meri- 

dien ab (fig. 464), la tangente 

  

  

 



  

  

  

SURYACES DE REVOLUTION 407 
et la normale au point 4. La normale ac, contenue dans le plan meridien, rencontre laxe au point e et il est evident que, dans le mouvement de rotation du meridien autour de l'axe, le point « restera fixe. Toutes les normales, en tous les points d'une mâme paralele, forment done un câne de revo- lution dont le sommet est sur axe. 

Ce thâorâme va nous permettre de faire la construction du plan tangent en un point et de la tangente ă la meri- dienne,. 

N 5581. Construction du plan tangent en un point et de la tan- gente d la meridienne par la normale, 
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La surface de r&volution est engendree par la courbe 0,0 
tournant autour de l'axe vertical 00 (Ag. 465). 

Nous prenons un point 8,5 de la surface, sur le parallăle 
engendre par le point aa, | | 

Nous determinons le plan tangent au point a,a', en menant 
en ce point la tangente af, a'7 ă la courbe generatrice, et la 
tangente ad, dd'au parallăle; nous obtenons une ligne de front 
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de ce plan tangent, en coupantleplan par le plan de front dont 
le trace est fd; la ligne de front a pour projection verti- 
cale fd'; nous menons par le point d'une perpendiculaire ă d, 
c'est la projection verticale de la normale du point a,a. La 

-_projection horizontale de cette normale est ao, puisqu'elle 
rencontre l'axe au point 4,0. 

En vertu du theor&me precedent, la normale au point 5, 
est 46, od, etle plan tangentă la surface au point 6,5 est le 
plan perpendiculaire ă 4/4, ob ou point 5,b. Il sera donc facile 
d'obtenir ce plan. 

Si nous desirons connaitre la tangente ă la meridienne au 
point B',B situe sur le m6me parallâle, nous tracerons la nor- 

male 4'B',oB, et la tangente au meridien est B'& perpendicu- 
laire ă 4B'. (LT inutile.) 

502. 'Yhor&me. — Une surface de revolution peul ctre 
consideree comme enveloppe de cânes de revolution, qui la touchent 
suivant des paralleles. | 

Considerons une surface de 
d revolution donnee par sa mâ- 

ridienne (fig. 466), nous me- 
nons au pointala tangenteă la 
meridienne, elle  rencontre 
Paxeau point 5. Dans la rotation 
autour de Paxe, la tangente ab 
reste tangente ă la meridienne, 
vencontre toujours l'axe au 
m6me point(574)et engendreun 
cone qui a en commun avec la 
surface le parallele decrit par 
le point a. Le câne est tangent 
ă la surface en tous les points 
de ce parallele; en effet, pre- 
nons unpointc, le plan tangent 
au câne en ce point est deter- 
min€ par la gensratrice de et 
par la tangente cd â la base; 

le plan tangent ă la surface de revolution est donne par la 
tangente ă la meridienne, qui est e, et par la tangente cd au 
parallâle. C'est done le mâme plan tangent. 

     
. 
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Le câne est circonserit â la surface suivant le paral- lele. 
Si Pon considăre un second câne circonscrit â la surface suivant le parallăle du point f, engenăre par la tangente fy; ces deux cânes se couperont suivant le cercle engendre par 

583. Th6or&me. — Une surface de revolution peut tre considerce comme Tenveloppe de cylindres qui la touchent sutvant des meridiens, 
Consid6rons (fig. 461) une surface de râvolution; menons en un point a la tangente ae , au parallăle engendr€ par le d | point. Cette tangente est &vi. 467 demment perpendiculaire au 

plan du meridien. 
Tragons de mâme la tan- 

gente de au parallele engendră 
par le point d; toutes ces tan- 
gentes aux diftârents parallăles 
sont perpendiculaires au plan 
du meridien, et forment un 
cylindre droit avant le mâri-: 
dien pour directrice.Ce cylindre 
amâme plan tangent que la sur- | face de revolution en tous les 4 points du meridien ; au point a, par exemple, le plan tangent au eylindre est dâtermin€ par la gencratrice ac, qui est la 
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tangente au parallăle, et par la tangenteabăla directrice qui 

est la tangente au meridien. 

Si Pon considăre les cylindres circonscrits suivant deux 

meridiens infiniment voisins, ces deux cylindres se coupent 

suivant une courbe qui est la caracteristique de la surface 

enveloppe des ceylindres et qui tend ă se confonăre avec le 

meridien. 

Cette propriete sera encore utiliste pour remplacer la 

construction du plan tangent ă la surface de revolution, par 

la construction du plan tangent ă un cylindre. 

-- 84. enâorăme, — Une surface de evolution peut tre 

considerte comme enveloppe de sphăres qui la touchent suivant des 

paralleles. 
On donne le meridien M de la 

ea surface (fig. 468). 

, Menons'la normale ac au point a 

„ et dscrivons du point c comme 

centre un cerele, avec ac comme 

4 TaJon. Ce cerele tournant autour 

: de Paxe engendre une sphâre qui a 

i en commun avec !a surface de re- 

N „/,. volution le parallăle decrit par le 

oa point a. 
La sphâre est tangente ă la 

surface en tous les points du pa- 

rallăle; il est ais€ de voir que le 

plan tangentăla surface au point a 

  

  
d&termines par les deux mâmes droites; et îl en resulte que 

la surface peut encore âtre considârge comme enveloppe de 

toutes les sphăres qui la touchent suivant des paralleles. On 

mtilisera encore cette propritt6 pour construire des plans 

tangents. 

f Problâme. — Mener d une surface de râvolution un 

plan tangent passant par un point erterieur. 

, Le problăme est indâtermină, et il en est de mâme toutes les | 

fois que la surface â laquelle on veut mener le plan tangent |   
et le plan tangent ă la sphâre sont |



  

  

SURFACES DE REVOLUTION su n'est pas une surface developpable pour laquelie Ie plan tan- gent est le meme en tous les points d'une gensratrice. Tous les plans tangents enveloppent un c4ne ayant son somnet au point donne et circonserit ă la surface, Dans le cas des surfaces de revolution, on limite Lindâter- mination en cherchant un plan tangent dont le point de contact soit sur un parallăle ou sur un meridien donne. De la, deux mâthodes pour construire le plan tangent pas- 

Nous devetoppons plus loin ces mâthodes (585, 586, 587), et on pourra, observer que la ligne de terre est inutile dans toutes les figures qui se rapportent â ces constructions. 
Y Probleme. — JMeney d une surface de evolution un Plan tangent parallile ă une droite. 

Ce problâme est indâtermine, il Y a une infinite de plans tangents parallâles ă une droite, et les plans tangents enve- loppent un eylindre circonscriţ, 
Le problâme devient dstermin€ seulemenţ dans le cas des surfaces dâveloppables, 
On peut se proposer de trouver les plans tangents ayant 

par ces deux mâthodes, 
Nous developpons plus loin ces mâthodeş (588-593.) 

 



CONE CIRCONSCBIT 

___585.—Mâtnodeduparallele. On donne une surface 

' der&voluţion par sa mtridienne principale, on donne un point 

exitrieur S,S qui doit tre le sommet d'un câne circonscrit â 

la surface; nous allons construire, par points, la courbe de 

contact du câne, en cherchant successivement les points sur des 

parallăles de la surface (fig. 469). 

Nous cherchons le point de contact d'un plan tangent pas- 

sant par le point S,S”, ce point de contact devant se trouver 

sur un parallăle donn€ dă, dont la projection horizontale est 

le centre du rayon ao. | 

Consid&rons le câne de r&volution circonserit ă la surface, 

le long de ce parallăle, et engendre par la tangente ac au 

mâridien. Cette tangente rencontre axe au point c qui est 

le sommet du câne. 

Le câne a mâmes plans tangents que la surface tout le 

long du parallele, et nous alions conduire par le point S,S 

un plan tangent ă ce câne. Pour cela, nous joignons le point 

S,S' au sommet, nous prenons la trace de la droite 05, cS 

sur le plan de base du câne, en d,d et nous menons par le 

point d des tangentes df et de ă la base; ces tangentes de- 

ţerminent deux plans tangents au câne suivant les genâ- 

ratrices dont les projections horizontales sont of et ce, et 

ces plans tangents touchent la surface de revolutiona aux 

points ee et ff. 

Nous pourrons repâter cette construction. Mais nous 

devons” observer qu'il arrivera que les sommets des cânes 

şeront en dehors des limites de lepure. Dans ce cas, il est 

gommode de prendre pour plan de base des cânes le plan hori: 

zontal qui passe par le point S,S' lui-meme. En efiet, le point
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contact dont les projections horizontales sont ok et.ok, qui 

rencontrent le parallele ad, ab de. contact du câne avec la 

surface, aux points e et f qui sont les projections des points 

cherches. 

Cette construction a, dailleurs, un autre avantage; on 

doit mener par le point fixe S, des tangentesă une suite de 

cercles ayant leurs centres au point o; il est commode de 

tracer une circonference sur oS comme diamâtre ; et les points 

od cette circonf&rence croise tous les cereles sont les points 

de contact; on vite ainsi de tracer les tangentes et l'on peut 

obtenir rapidement autant de points qu'on voudra sur les 

paralleles de la surface. 

Quand nous arrivons au parallăle 7, îl, qui forme le con- 

tour apparent horizontal, la tangente au meridien est verti- 

cale, et le câne devient un eylinâre vertical circonserit ă la 

surface ; nous menons encore des plans tangents ă ce cylindre 

par le point S,S', et, pourcela, nous imaginons la parallele aux 

generatrices passant par S,S”, c'est ia verticale qui passe par 

le point, nous prenons sa trace S sur le plan de base du 

eylindre, qui est le plan horizontal, et les points de contact 

des tangentes ă la base conduites par le point S sont les 

points m etn. 

Les plans tangents toucheat done la surface aux points 

mm et nn. 

Nous obtiendrons les points de contact sur le contour appa- 

rent vertical de la surface, contour qui est la meridienne, en 

imaginant le eylindre perpendiculare au plan vertical, qui 

a cette msridienne pour directrice, et en menanță ce cylindre 

des plans tangents par le point S,S'; il suffit de tracer les tan 

gentes ăla meridienne, par le point S, les points de contact 

sont p et q' dont les projections horizontales sont p et g. 

On ne peut obtenir des points sur tous les parallăles de la 

surface ; îl peut arriver, en effet, que le câne circonserit ren- 

ferme le point S,S'; les parallăles limites seront ceux pour les- 

quels le cne circonscrit passera par le point 5,8. Pour obte- 

nir ces paralleles limites, nous faisons tourner le point S,S 

autour de laxe, de manitre ă Pamener dans le plan du msri- 

dien principal en S,, S; si nous figurons la tangente Sr, 

au mâridien, cette tangente, en tournant autour de laxe



  

BURFACES DE REVOLUTION, 415 engendrera un câne qui passera par le potat S,S. Le parallele de contact est le cerele 7 4, dont la projection est r40-ş et il 

contre le parallele ; ce point est le point le plus haut de la courbe de contact du câne circonscrit â la surface. Nous pouvons figurer une autre tangente S;, v, â la mâri- dienne, et obtenir un second parallele limite 2, sur leguel nous trouvons le point le plus bas de la courbe tt. 

586. Meâthode du parallele avec la spheâre insecrite. 
On peut obtenir les points en se servant de la sphsre inscrite. (Fig. 410.) 
La surface est donne par sa meridienne, le sommet est au point S,S'. Nous nous proposons de trouver le point de con- fact d'un plan tangent passant par le point S,S', ce point de contact 6tant situs sur le parallele as, a'W'. Nous considerons la sphere ivacrite le long de ce parallâle et dont le centre est au point c', sur la normale ac, et nous circonscrivons ă cette sphere un câne ayantson sommet au point S,S'; la courbe de contact du câne avec la sphâre, croisera le parallele a, ab en deux points pour lesquels le plan tangent ă la surface sera le mâme que le plan tangent â la sphere, et par suite passera par le point S,S. 

„Pour effectuer simplement les coustructions, nous rame- nons le sommet du câne dans le plan de la meridienne princi- pale en S,S', ; danscette position, la courbe de contact du câne et de la sphere se trouve dans un plan perpendiculaire au plan vertical et dont la trace verticale est de', 
Le plan du paralele et le plan de la courbe de contact se coupent suivant une droite perpendiculaire au plan vertical, dont la projection verticale est f+, dontla projection horizon- tale est f.g,, qui croise le parallele ab aux points fietg. Quand on ramâne le sommet SS ă sa position primitive, la droite ,g, doit tourner du mâme angle que le point S,S”, et eile vient en f3; on prend ensuite les projections verticales f et g' des points projetâs en fet g. 
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On pourra ainsi obtenir autant de points qw'on le vou- 
416 

dra. 
le limite sera celui pour lequel le point e cotn- ă 

cidera avec le point d, 
Le parall 
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Les points sur les contours apparents s'obtiennent comme 

dans la construction precâdente. 

La surface de r&volution est encore donnse par son msri- 
587. Mâthode du mâridien. În
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447 dien (fig. 411); le point par lequel on veut mener les plans tangents est le Point S,S'. 

"Nous voulons construire un plan tangent ayant son point 
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de contact sur un mridien donne, zontale est ao. 
* Nous consid&rons le cylindre circonscrit ă Ja surface le long de ce meridien. 

Les gânratrices sont perpendiculaires au plan vertica) dont la trace est oa. 

dont la projection hori- 

Poyr, — 7. ii.j 
„28 

 



418 GEOMETRIE DESCRIPTIVE, 

4 

urices, sa projection horizontale est perpendiculaire ă oa, sa 

projectirn verticale est S'a' et elle perce le plan vertical du 

meridien au point a; c'est par ce point que nous devons tra- 

cer deux tangentes au meridien (342), pour cela,nous rabat- 

tons le plan du meridien autour de axe pour lamener â âtre 

confondu avec le meridien principal, le point a, vient en 

W Gu» et nous tragons les deux tangentes 4,5 et au; 

les points bb, et cc, sont les points de contact cherches; 

seulemsat il faut faire tourner ie meridien de maniere ă le 

ramerier ăla position premiere, le point &,,b”, vient en 5 et 

Je point cc, vient en ec. 

On pourra repeter la meme construction pour autant de 

mâridiens qu'on voudra ; et nous faisons remarquer que, pour 

obtenir les pieds de toutes les perpendiculaires, tels que d, 

sur les plans des m&ridiens, il est commode de decrire un 

cerele sur So comme diamâtre ; ce cercle coupera les traces 

des diversmeridiens aux points demandes. 

On ne peut obtenir des points sur tous les mâridiens de la 

surface, il y a des meridiens limites ; îl faut &videmment que 

le point tel que aa tombe en dehors de la surface ; et comme 

tous ces points sont dans le point borizontal conduit par le 

point S,S", il faut que le point soit en dehors du paralele de, de 

contenu dans ce plan. 

La position limite du mâridien est done og passant par le 

point oi se croisent la projection du parallăle et le cercle 

deecrit sur So comme diamâtre. Le pied de la perpendiculaire 

est alors le point g,g' qui est le point de contact cherche. 

Nous aurons un autre mâridien limite oh. 

D'ailleurs les points remarquables s'obtiennenteomm
e dans 

la premiăre construction. 

stemarque. — Sur Pemploi de ces methodes. Quand on 

veut obtenir exactement les formes des courbes de contact 

des cânes cireonserits, il est bon d'employer simultanement 

ces mâthodes. La methode du parallăle permet de placer, â 

volontă, des points sur la projection verticale de manitreă . 

dâterminer cette projection aussi exactement que possible. 

La mâthode du meridien permet de placer les points sur . 
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la proiectia horizontale de forme de la courbe. 
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manicre â faire connaitre Ia 

 



CYLINDRE CIRCONSCRIT 

388. Par les paralleles. — La surface de revolu- 

tion est dăfinie par sa courbe mâridienne, et lon se propose 

de construire les plans tangents paralidles â R,R. (Fig. 

412.) 
Nousallons chercher â construire les plans tangents ayant 

leurs points de contact sur les paralleles. 

Ainsi nous nous proposons de trouver le plan tangent 

parallăle ă RR et ayant son point de contact sur le parallsle 

a'b' dont la projection horizontale est le cerele dont le rayon 

est ao. 
1* Cânes circonscriis. Considârons le câne circonscrit ă la 

surface suivant; ce parallăle et ayant son sommet au point c. 

Nous allons construire un plan tangent ă ce câne parallâle- 

ment ă RR! (370). Pour cela nous menons par le sommet c'.0 

une paralile ă R,R'; cette parallăle cd, od rencontre le plan 

de la base au point d,d par lequel nous menons ă la base la 

tangente de. Le point e et le point symâtrique f sont les pro- 

jections horizontales des points de contact des plans tangents 

cherches ; les projections verticales de ces points sont e et f. 

Nous observons encore ici que le sommet c' peut s'6loigner 

en dehors des limites de Pepure; et la construction directe 

devient impossible. 

Il faut alors deplacer le câne, le transporter parallele- 

ment ă lui-mâme, en prenant son sommet en un point S' : 

choisi arbitrairement sur l'axe, et il est commode de prendre, 

une fois pour toutes, ce point S', et de transporter tous les | 

cânes en ce point. 

Consid&rons le câne engendre par ac, tragons S'g' parallele 

a da', et nous obtenons pour base du câne le cerele dont le  
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Si nous relevons le câne jusqu'ă sa position primitise, les 

deux generatrices restent dans le mâme plan vertical, et con- 

servent la m&me projection horizontale ; elles rencontrent le 

paralâle a? aux points projetâs en e et f qui sont les projec- 

tions des points de contact cherches. 

Cette maniăre de disposer les constructions presente plu- 

sieurs avantages : V'abord, la ligne Sh”, oh, parallele au rayon, 

est trac6e une fois pour toutes, les traces de toutes les tan- 

gentes passent par le point /, et les points de contact avec 

les differents cercles de base des cânes sont sur une meme 

circonference dâcrite sur ok comme diamâtre. 

Secondement, îl peut arriver que la meridienne ait une 

autre tangente paralăle ă a'c, par exemple p'm'. Le câne cir- 

conscrit ă la surface le long du parallâle m'r' sera homoths- 

tique du câne c, et transporte au meme sommet, se confondra 

avec lui. Les generatrices de contact des plans tangents ont 

pour projections ok et ol, mais comme la partie utile du câne 

engendre par p'm' serait precisement la nappe superieure, il 

faut prolonger les generatrices jusquă leurs points de ren- 

contre en g et r avec le parallăle mn. 

Le plan horizontal sur lequel on prend les bases des cones 

est un plan qu'on peut placer ă une hauteur arbitraire. La 

ligne LT de la figure n'a dautre râle que de caracteriser la 

position de ce plan, c'est la ligne sur laquelle se projettent 

tous ses points. 

Points sur les contours apparents. Si Von veut trouver les 

_points sur le parallăle 7% qui est le parallăle de contour appa- 

rent de la surface, le câne circonscrit est devenu un cylindre 

vertical, et les plans tangents ă ce ceylindre parallăles ă R,R' 

ont leurs traces horizontales parallâles ă R (341-349), les 

deux tangentes parallăles â R, donnent les points uu' et ov 

points sur le contour apparent horizontal. 

Si l'on veut les points sur le contour apparent vertical, on 

imaginera le eylindre perpendiculaire au plan vertical cir- 

conscrit ă la surface le long du meridien principal, et Lon 

mânera ă ce eylindre des plans tangents parallelesă R,R', 

plans tangents dont les traces verticales seront les tangentes 

parallâles ă R'. Les points de contact ainsi obtenus sur le 

meridien principal sont x, et îi. 

   



  

  

SURFACES DE REVOLUTION, 493 Paralleles limites. On peut aussi trouver le point le plus haut et le point le plus bas, points situâs sur les paralleles limites. 
Si l'angle gensrateur du câne circonscrit suivant un paral- Ile devient gal â Vangle de la ligne R,R! avec laxe; il n'y aura plus qu'un plan tangent parallâle ă R,R'; et le cerele de contact du câne qui remplira cette condition sera un pa- rallele limite. 
Cherchons Pangle du rayon avecl'axe, et pour cela, faisons tourner o4, S'// autour de l'axe, pour l'amener ă &tre de front; langle /,S'o' est langle cherchâ; menons au meridien une tangente parallâle â 4”, cette tangente engendrera le câne limite, et le parallâle de contact Z„s' est le parallăle limite. Le point de contact est 742, lorsque le rayon est paralltle au 

„le plus haut. — Nous avons pu tracer une seconde tangente au point £.» parallăle â h Selle nous donne le point 4, qui est le point le plus bas. | 

589. 20 Spheâres inserites. — Nous voulons tracer le plan tangent dont le point de contact est sur le parallâle ab, ab; nous considârons la sph&re ayant son centre au „point € (fig. 473), sur la normale ae. 
Imaginons le cylindre cireonscrit ă la sphere, et dont les generatrices sont paralleles ă R,R'. La courbe de contact est un cerele, contenu dans un plan perpendiculaire ă RR! con- duit par le centre c,o.Une droite de front de ce plan P a pour projectionsodet dy perpendiculaire â R”, La courbe de contact du eylindre circonserit â la sphere 

avec le plan P; cette intersection est Vhorizontale edf'edj (edf perpendiculaire ă R), et les points oii cette droite croise le parallele, sonţ les points f,f et e points de contact cherchâş, Les parallăles limites sont encore ceux pour lesquels le cercle de contact du eylindre circonscrit ă la sphere touche 
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Je parallăle de la surface, et Phorizontale correspondante 
telle que cfe serait tangente au parallăle. 
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On obtiendrait du reste les points remarquabies comme 

dans le cas prâcâdent. 

390. Cette construction peut &tre effectute d'une ma- 

ni&re, en quelque sorte, meeanique, de manitre â diminuer 

les lignes ă tracer sur la projection verticale de la surface.  



SURFACES DB REVOLUTION. 
425 Observons que si nous joignons sur la figure 473 le point e aux points / et e, nous obtiendrons des droites ce, cf, et 

En un poinţ quelconque o' (fig. 474), tracons une sphere de rayon arbitraire, et figurons lellipse, projection du cercle de contact du 
cylindre cireon- e scrit. Nous ob- > 
tiendrons les 
axes fg' et 44 
de cette ellipse, 
comme nous 
lavons expliqu€ 
(399, 400) en ra- 
battant la paral- 
lele ă R,R con- 
duite par le cen- 
tre en oR, et 
en menant 4, /, 
perpendiculaire 
âoR,. 

Nous nous proposons d'obtenir les points situcs sur le paralele a'% de la surface, nous tracons la normale dp, et nous menons sur la sphere oa', parallele â a; nous tracons a,b, parallăle â a et qui coupe l'ellipse aux points «d, points de contact de plans tangents paralleles â R,R! sur une surface de revolution circonscrite â la sphâre suivant le parallele 4%, ; alors nous reportons sur la surface les lignes p'e, p'd' parallâles â oc, et od,, et nous avons en e et d'-les points demandâs. 
Cette construction permet de dâterminer immediatement les parallăles limites. Ainsi nous figurons la tangente ă Lel- lipse parallăle â a'b', la normale correspondante au parallăle limite era paralele â o m", ; nous cherchons sur le m€ridien le point par lequel la tangente est parallăle 4 tm's, nous trou- vons le point m”, d'ou le parallăle m'r, la normale mic: nous 
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ramenons le point de contact par la mâme construction que 

pour un parallăle quelconque. 

- Cette construction est rapide, elle a lavantage de ne pas 

fatiguer le papier, mais elle est peu precise; elle est suffi- 

sante et utile dans quelques applications oi la rigueur n'est 

pas nâcessaire, et il est bon de savoir la mettre en pra- 

tique. 

591. Mâthode du mâridien.- 

La surface est dâfinie par son meridien, les generatrices 

du cylindre sont paralleles ă R,R! (fig. 415). . 
Nous nous 

proposons de de- 
terminer les 
plans tangents 

dont les points 
de contact sont 
situes sur des 
meridiens don- 
nes. Ainsi nous 
voulons con- 
struire un plan 
tangent qui ait 
son point de con- 
tact sur le meri- 
dien dontla pro- 
jection horizon- 

tale estab. Nous 
7 ' imaginonsle cy- 

“lindre cireon- 
scrit ă la surface 

le long de ce 

meridien, et 

dont les genera- 
trices sont hori- 

| zontales et per- 

e a _ " pendiculaires â 

ab, et nous dăterminons un plan tangentă ce cylindre paral- 

ldle ă R,R/. Pour cela, suivant la râgle (346), nous devons, 

475 
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dabord, construire un plan parallăle ă ce plan țangent en * 
menant par un point une parallăle au rayon et une parallele 
aux gensratrices du eylindre, prenăre la trace de ce plan sur 
le plan de la directrice du cylindre et mener ă la directrice 
une fangente parallăle ă cette trace. 

Voici comment il convient d'effectuer ces tracâs : — on 
mâne par un point d,a pris sur Paxe, une parallăle e, ah â 
RR!, par la trace de cette droite ou mâme 45 perpendiculaire 
d ad. 

Le plan parallele au plan tangent est d&termină par les 
deux droites cA, e et kb dont la projection verticale est LT. 

La trace sur le plan du meridien ab passe par les deux 
points 5 et €, rabattons le plan a3 sur le meridien principal 

„par une rotation autour de laxe; le point c ne change pas, 
le point 86 vient en d+,%. et la trace du plan parallele au plan 
tangent est 8. Nous dessinons la tangente de, parallele ă 
cu et nous avons en did, le point de contact apres la rota- 
tion du meridien; quand le mâridien revient î sa position 
primitive, le point d,d vient en d,7. 

Cette mâthode ainsi employce conduit aux mâmes tracâs 
en ordre inverse que la mâthode du parallăle avec cânes cir- 
conscrits ; les perpendiculaires sur les meridiens sont encore 
dsterminces par le cercle deerit sur Aa comme diametre, 
parce que le point 4 est fixe. 

D'ailleurs, les points limites, les points sur les contours 
apparents s'obtiennent comme dans la methode du parallele 
(II est inutile de fixer la position des plans de projection.) 
Memarque. Nous repâtons ici l'observation que nous avons dâjă faite â propos du câne circonscrit. La 

mâthode du parallâle donne les points de la projection verti- cale, et permet de construire exactement la projection verti- cale de la courbe. La mâthode du mâridien permet de placer 
ă volonte les points sur la projection horizontale de manitre 
ă permettre de dessiner exactement les formes de la courbe 
de contact. . 

592. Applications aux ombres. — La courbe de 
contact d'un câne circonscrit est la courbe d'ombre propre 
de la surface €clairge par des rayons divergents, la trace du . 
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câne sur un plan est Pombre portâe sur le plan. De mâ&me la 

covzbe de contact et la trace du cylinâre cireonserit, sont la 

courbe d'ombre propre et la courbe d'ombre portee de la sur- 

tace 6clair6e par des rayons parallăles. 

393. Infiuence dela mâridienne. Si la meridienne 

de la surface de r&volution est formee d'arcs simplement tan- 

gents lun ă autre, les difirentes parties de la courbe de 

contact comprises entre les paralltles de raccordement n'ont 

pas la mâme tangente â leur point de rencontre, elles se 

coupent an faisant un certain angle. ” 

Nous avons dâjă fait cette remarque (n* 402) pour le cas de 

cânes ou de cylindres circonserits ă la sphere. 

Nous ne pouvons expliquer ici commeat on trace les 

tangentes aux courbes d'ombre. 

Les ombres portâes se raccordent ; eftectivement au point 

oi se croisent les deux ares sur le parallăle commun, les tan 

gentes sont dans le plan tangent au eylinâre d'ombre, et les 

ombres portees ont la mâme tangente qui est la trace de ce 

plan tangent commun, 

   



  

AXE PARALLELE AU PLAN VERTICAL 

594. On donne une surface de revolution (fig. 476) par son 
axe ab ab' parallele au plan vertical et par une courbe gen6- 
ratrice C,C' connue par ses deux projections. 

On connait la projection verticale d d'un point de la sur- 
face, on veut determiner sa projection horizontale. 

Le parallele qui passe par le point dont la projection 
verticale est d, est perpenâiculaire ă laxe, done il est per- 
pendiculaire au plan vertical, il se projette sur df' per- 
pendiculaire â 4%. Cherchons le rayon : le point ff est le 
centre du parallele; son plan coupe la generatrice au point - 
99, et le rayon est la vraie grandeur de /g, f9'; nous rabat- 
tons cette ligne sur le plan de front passant par l'axe, le 
point g, g' vient en gi, et le rayon du parallele est Pg; nous 
pouvons decrire ce parallâle rabattu et le point dy, dont 
nous cherchons la projection horizontale se rabat en d; 
donc, dd, est l'€loignement du point d, dr par rapport au plan 
de front passant par Paxe, et nous pouvons marquer la pro- 
jection horizontale d du point. 

595. M6ridienne. — On ne peut determiner un point 
dont on connaît seulement la projection horizontale, parce 
qu'on ne peut tracer lellipse projection du parallele, il faut 
se donner la projection verticale. La construction que nons 
venons de faire nous fait connaitre, en mâme temps, le me- 
Tidien de la surface. En efiet, laxe &tant parallăk au plan 
vertical, la courbe meridienne sera formee par les points de 
rencontre des paralleles avec le plan de front passant par 
laxe; le parallăle que nous venons de d&erire rencontre le 
plan de front passant par laxe aux points G' et D' qui sont 
des points du meridien. 
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Cherchons la tangente ă la meridienne au poin & (579.. 
Pour cela, nous dâterminons le plan tangent au point g,g'. 

Ce plan est dâtermin€ par la tangente ăla courbe generatrice 
de la surface, tangente dont les deux projections sont g'k, gă, 
et par la tangente au parallăle, qui est rabattue en g,%. Nous 

x, 7 7 
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a    
allons chercher le point ou ce plan rencontre Paxe, et pour 

cela. nous prenons les points de rencontre des deux droites qui 

le dâterminent avec le plan de front passant par laxe; la 

tangente au parallălelrencontre le plan de front au point dont 

la projection verticale est k', la tangenteă la courbe genera- 

trice rencantre le plan de front au point bb ; dont AA est la 
projection verticale de la ligne de front du plan tangent ; elle 
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croisel'axeau point m',m; c'estle point par leque! passenttoutes 
les tangentes aux msridiens, pour les points situes sur le pa- rallle. Done, la tangente au mridien au point G& est m'G, 
la tangente au mâridien qui passe par le point d,d est la droite 
m'd', md. 

396. Plan tangent en un point. — Nous pouvons 
maintenant construire le plan tangent en un point tel que 
dd. Nous avons trouve la tangente md, m'd au meridien qui 
passe par ce point, la tangente au parallele se rabat en dn et 
sa projection horizontale est dn. Les deux droites dm, dm", 
et dn, dn' dâterminent le plan tangent. 

597. Contours apparenta. — Le contour apparent 
vertical est la courbe meridienne, car en tous les points de 
cette courbe les tangentes aux parallsles sont perpendicu- 
laires au plan vertical, ainsi que les plans tangentsâ la sur- 
face. 

Pour dsterminer le contour apparent horizontal, nous 
allons mener â la surface des plans tangents verticaux, c'est. 
ă-dire paralleles â une verticale. Nous chercherons encore les 
points de contact sur des paralleles de la surface (la methode 
du meridien est peu commode) et nous pouvons employer soit 
des cânes, soit des spheres, tangentes le long des paral- 
leles. 

Ainsi nous voulons trouver le poiat Ge conraar sitnd aur 
le parallele G'D'. Le câne circonserit suivant ce parallele a son 
sommet au point m,n, nous conduisons par le sommet une 
verticale, nous prenons le point p' oă elle perce le plan de la 
base, et nous menons par ce point; des tangentes ă la base ; 
le point p' est dans le plan de front passant par laxe et sa 
projection horizontale est le point m ; DOus avons ra- 
battu le cerele de base, le point p' ne change pas. Soit 
Pq',.une de ces tangentes, le point de contact du plan 
tangent cherch& est g',, qwon relăve en g' et dont on 
obtient la projection g ă Paide de son 6loignement gg. Il y 
aici 6videmment deux points g, et 9» symâtriques par rapport 
au plan de front passant par axe. Ces points sont deux points 
du contour apparent horizontal et la tangente ă la courbe de 
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contour apparent au point gi est mg. Il peut arriver que le 

sommet; mm du câne soit trop €loign; on se sert alors de ia 

sphăre inscrite. (Flg. 471.) 

598. L'axe est ao, q'o', la courbe generatrice C,C'; nous 

prenons un paraliâle &d dont le centre est au point d,d. Le 
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ous venons de le faire, en rabattant 

le point 5,%, au point di. Nous dâterminons le plan tangent 

en ce point BY par la tangente ă la courbe db, bh'etparla 

tangente au parallăle rabattue en dif” (596); W'f estlaligne de 

front du plan tangent qui rencontre axe enun point 6loigne. 

Nous menons parle point; 6;? la normale ă la surface; sa pro- 

jection verticale est perpendiculaire ă la ligne de front &/! 

du plan tangent, elle rencontre l'axe au point o'.o'centre de la 

rayon s'obtient, comme n
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sphăre qui touche la surface le long du paralltle, et le rayon de [a sphăre est oN, 

Nous imaginons le eylindre vertical circonserit â cette 
sphere, la courbe de contact est situee dansle plan horizontal 
passânt par le point o'; ce plan horizontal coupe le plan du 
parallele suivant la perpendiculaire m',mmu au plan vertical, 
et les points m et mu ou cette droite rencontre le contour 
apparent horizontal de la sphere, qui est le cercle decrit de o comme centre sont des points du contour apparent hori- 
zontal. 

La tangente au point m au cerele est la tangente au con- tour apparent. | 
Les methodes de la sphăre et du câne sonten quelque sorte complementaires une de lautre; quand le sommet du câne est tres €loigne, le centre de la sphere est rapproche et inverse- 

ment. 
Les deux mâmes mâthodes permettent encore d'obtenir - des plans tangents paralleles ă une direction oblique, et en particulier la construction par la sphere ne diffâre pas de la m&thode que nous avons indiquce (589, 590) et nous n'y re- viendrons pas. 

Un peut remarguer que, dans ces deuz figures, la ligne de tevre 
"a aucune utilite, 

598 bis. Observons que le rabattement du parallâle que 
nous avons fait dans les deux constructions precedentes 
revient ă Pemploi d'un nouveau plan horizontal auxiliaire per- 
pendiculaire â Paxe; et toutes les constructions qu'on effectue 
sur les surfaces de r&volution exigent que axe soit perpen- 
diculaire â un plan de projection. 

Voir dans notre Recueil d'epures (2 edition) les epures 6 
et 7. 

Porr, — T. d, | 29 

 



AXES OBLIQUES 

SUR LES DEUX PLANS DE PROJECTION 

399. Nous nous contenterons de montrer comment on peut 

âcterminer les contours apparents de la surface. L'axe est 

oz, o'z, la courbe generatrice est donnge par ses deux projec- 

“tion C,C. (Fig. 418.) 

Nous faisons observer que nous ne pouvons, dans ce cas, 

nous donner les projections d'un point de la surface ; pour 

prendre au pointde la surface,nous devons construire,d'aborăd, 

Je parallăle passant par un point pris sur la courbe genera- 

trice et prendre un point sur ce parallăle. 

Considerons le parallăle d&erit par le point a, de la gens- 

ratrice, le plan P de ce parallele est perpendiculaire ă Vaxe; 

nous avons construit les traces PaP' de ce plan au moyen de 

la ligne de front ad, ab. 

Nous cherchons le point de renconire du plan et de laxe 

(le plan qui projette horizontalement Paxe rencontre la, ligne 

de front 4, ad au point d,d et la trace du plan au point cc; 

cd est la projection verticale de la droite d'intersection avec 

le plan P -du plan qui projette laxe)- Le point cherche est 

f„f, est le centre du parallele, nous rabattons le plan P 

sur le plan horizontal, le point f,f' vient en F, le point aa 

vient en A (nous avons effectue et cerit les constructions or- 

dinaires du rabattement), AF est le rayon du paralele que 

nous decrivons. 
SE: 

Nous pourrions ensuite prendre un point sur ce parallele 

rabattu et le relever pour obtenir les projections d'un point 

de la surface.
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contours apparents, et pour cela, 
Nous allons chercher les 

nous all 
au point a,a', et deter. 

ons construire le plan tangent 
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courbe generatrice est ak, dk, et ces deux droites dâter- 

minent le plan tângent au point ao. 

Nous obtenons une horizontale de ce plan en coupant par 

le plan horizontal &'g'. | 

La projection de Vhorizontale est kg, et la projection hori- 

zontale de la normale est ao perpendiculaire ă kg ; le point 

ww est le centre de la sphăre inscrite ; son rayon est la vraie 

grandeur de la ligne wa, w'a', que nous obtenons en ramenant 

cette ligne parallăle au plan horizontal en woaa qui est la gran- 

deur. Nous dessinons les contours apparents de la sphere. 

Le cylindre cireonserit ă la sphâre, perpendiculaire au 

plan horizontal, touche la sphere suivant le grand cercle 

horizontal projete verticalement en va, ; le plan horizontal 

o'a', coupe le plan du paralile suivant V'horizontale Lu, Imn, 

qui rencontre le contour apparent horizontal de la sphăre 

aux points m et n, points du contour apparent horizontal. 

Le eylindre circonscrit ă la sphere, perpendicuiaire au 

plan vertical, touche la sphăre suivant un grand cerele de 

front. Le plan wp du grand cercle coupe le plan du paral- 

Jăle suivant la ligne de front pu, p'g'r. Les pointsg'et r sont 

des points du contour apparent vertical. 

399 bis. On et pu obtenir la normale sans dâterminer 

le plan tangent, et par suite sans tracer le rabattement du 

parallele. 

| La normale est perpendiculaire au plan tangent, et par 

suite ă la droite a,ak tangente ă la courbe donnee et qui est 

dans ce plan. Nous pouvons determiner un plan perpendicu- 

laire ă la droite ak,a'k au point a,a'; ce plan contiendra la 

normale cherchee, et comme la normale doit rencontrer Vaxe, 

en prenant 19 point od laxe perce ce plan, nous aurons un 

point de la sormale centre de la sphere inscrite. Nous dster- 

minons le plan par une horizontale et une droite de front. 

De mâme nous d&terminons le plan du parallăle perpendi» 

culaire ă axe par une horizontale et une droite de front; — 

&t il est trăs facile de figurer Vhorizontale et la droite de 

front de ce plan situces dans le plan horizontal et le plan de 

front passant par 16 centre de la sphâre. La ligne de terre 

est inutile, (Figure ă tracer.) 
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600. Probleme. — Mener â une surface de râvolution un plan tangent passant par une droite. 
Nous avons indique, â propos de la sphăre (404), les m6- thodes gânârales; nous appliquerons plus tard ces methodes aux surfaces de r&volution du second ordre. 
600 dis. Probleme. — Mener ă une surfâce de revolution un plan tangent paralele ă un plan. — 
Il est n&cessaire de connaţtre la meridienne de la surface, et nous supposerons que cette meridienne a d'abord €t€ obte- 

aue ou donne. 

  

  
L'axe est vertical. (Fig. 419). Le plan P donne est le plan 

PP. 

Le plan du meridien qui passe par le point de contact du plan cherch& est perpendiculaire â ce plan et par suite au plan P'aP, c'est le meridien oa. 
L'intersection dece plan meridien avec le plan tangent est 
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tangente ă la meridienne, et parallele â son intersection avec 

Je plan P, intersection que nous cherchons d'abora;, nous 

fixons au moyen du plan de front ob, le point ou Paxe ren- 

contre le plan ; les traces horizontales se croisent au point a, 

done le plan mâridien oa coupe le plan P suivant une droite 

dont la projection verticale est dc. 

La tangente ă la meridienne, au point oi le plan cherche 

touchera la surface sera. parallăle ă ac. 

1ous rabattons le meridien sur le plan de front passant 

par L'axe, son rabattement recouvre le meridien principal, la 

droite a'c se rabat en d,c, et nous menons ă la meridienne la 

tangente de, parallele ă de. Le point du est le point de 

contact du plan tangent, lorsque le meridien du point de 

contact est rabattu sur le meridien principal, et le point e'e", 

trace de la tangente au meridien, est un point de la trace du 

plan qui est alors perpendiculaire au plan vertical. 

En ramenant le meridien ă la position, le point e, vient 

en e, la trace du plan tangent est Qeg. perpendiculaire ă la 

trace du plan du meridien et on en d&duit la trace verticale £I 

parallâle ă «P'. Le point de contact est le point dd. 

601. P robl&me. Construire Pintersection d'une surface de 

revolution avec un plan. 

le Cas. La surface est engendree par une courbe dont on 

donne les deux projections C,C. (Fig. 480). Le plan est P«P'. 

Nous coupons la surface et le plan par des plans horizon- 

taux. Ainsi le plan horizontal ab determine dans le plan 

P'aP Phorizontale b'a', beu, et dans la surface, le parallele en- 

 gendre par le point a',a et dont le rayon est oa. Les projections 

horizontales du cercle et de la droite se coupent aux points e 

et d, qui sont les projections horizontales de deux points de 

Vintersection dont les projections verticales sont c et d. 

On peut obtenir la tangente au point d,d', en construisant 

Linterseotion du plan sâcant avec le plan tangent ă la sur- 

ace. 
| Nous dâterminons le plan tangentă la surface au point aa 

situ sur le mâme parallăle, et pour cela, nous menons la tan 

gente afaf ă la courbe generatrice ; la trace horizontale 

du plan tangent est fă perpendiculaire au meridien oa (515). 
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Nous faisons tourner la trace de ce plan jusqu'ă ce que le meridien oa vienne passer par le point d, la trace du plan tangent restera tangente â un cercle decrit. avec oh comme rayon et viendra prenâre la position A,k perpendiculaire ă od. Le point k est la trace horizontale de la tangente qui est kd, Wd, 

    

  
II peut €videmment arriver que Phorizontale du plan ne. 

rencontre pas le parallele, et nous trouverons des paralleles 
limites pour lesquels le cerele est tangent ă la droite. | 

On ne peut obtenir ces paralleles limites que lorsqw'on 
» connaft le meridien de la surface, et nous reviendrons sur ce 

sujet dans le cas suivant: | 
De mâme les points sur le contour apparent vertical 

ne peuvent s'obtenir qu'avee je meridien. 
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609, 9e Cas. La surface est donne par sa courbe meri- 

dienne M'. (Fig. 481.) 
Nous pouvoas employer comme plans auxiliaires des plans 

meridiens. Ainsi un plan meridien dont la trace est oa coupe 

la surface suivant un meridien et le plan suivant une droite, 

dont la trace est au point a. Nous commenyons par chercher, 

au moyen du plan de front 06, le point ce ou laxe perce le 

plan et les intersections de tous les meridiens avec le plan P 

passerontparlepointe'. Ainsi intersection du plan P avecle me- 

ridien oa a pour projection verticale ae. Nous faisons tour- 

%81 
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ner le meridien oa de manitre â Pamener â 6tre parallăle 

au plan vertical, la courbe meridienne coincidera avec M', la 

o droite devient dc et rencontre la meridienne au point dd, 

qu'on ramâne en d,d surla droite ac, oa. 
Selon la position du point € par rapportă la courbe meri-   
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dienne, on aura ou on n'aura pas de points sur tous les mâri- 
diens de la surface. 

Dans le cas ou le plan sâcant rencontre Laxe au point e 
situ€ en dehors de la courbe meridienne (fig. 481 bis), on peut 
trouver les meridiens limites. 

Menons par c' une tangente cf, â la mâridienne, la droite 
Cfidu0d, peut &tre 

regardee” comme Lin- 481 
tersection d'un plan 
meridien avec le plan 
P, apres la rotation de 
cette droite autour de 
axe. 

Decrivons de o com- 
me centre avec od, 

comme rayon un arc de 
cercle. Le  meridien 
dont la trace est od est 
un meridien limite, 
lintersection de son 
plan avec le plan P est + 
tangente ă la courbe 
meridienne au point 
F'ofu qu'on ramâne en 
ff. y aura un autre  L....-.- , 
meridien limite syms- 
trique du premier par 
rapport au meridien oa 
perpendiculaire au 
plan P. 

Le plan de front ob donne le point /', situs sur le contour 
apparent vertical de la surface. 

Revenons maintenant â la mâthode precedente ; le paral- 
lelelimitesera tangent ă Vhorizontale du plan, par consequent 
les deux points d'intersection c et d (fig. 480) seront rcunis 
en un seul, qui devra se trouver 6videmment sur le meridien 
om perpendiculaire â «P. 

En appliquant la mâthode par le mâridien au mâridien 
perpendiculaire ă «P nous obtiendrons les points situcs sur 
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es parallâles limites ; ces points seront, Pun, le point le plus 

haut, Punere, le point le plus bas de la courbe, puisqu'on ne 

trouverait plus de points sur des parallăles situ6s au-dessus 

ou au-dessous des parallăles limites. On peut, du reste, voir 

directement que la tangente est horizontale. 

Nous avons effectivement pris dans la figure 481 le meri- 

dien oa perpendiculaire ă «P, et obtenu le point d, d. 

En ce point le plan tangent est perpendiculaire au meri- 

“ dien oa, done sa trace horizontale est perpendiculaire ă oa, 

c'est-ă-dire parallăle ă «P, donc la tangente est horizontale. 

603. Axes obliques. — | est presque toujours avan- 

tageux de faire des changements de plan, au moins pour 

amener laxe ă tre parallăle ă un plan de projection, et alors, 

on emploie des plans auxiliaires perpendiculaires ă l'axe, 

qu'on rabat successivement. 

604. Intersection d'une surface ae revolu- 

tion avec un câne ou un cylindre oblique. 

Les mâthodes ă employer sont celles que nous avons indi- 

quses â propos de la sphăre (565) (561) sous le nom de me- 

thode de la projection conigue et mâthode de la projection cylin- 

drique. 

Nous n'y reviendrons pas ici. 

+ 6053. Rrobl&me. — Construire les points de renconire 

: 

m 

d'une droite et d'une surface de evolution. 

II făut faire passer un plan parla droite,et prendreles points 

de rencontre de la droite avec la couirbe dâterminee par le 

plan dâxis la surface. 
1 n'y a de methodes particulieres que dans le cas des sur- 

faces 'du second ordre, et nous indiquerons alors, en detail, 

les constructions ă faire pour chacune d'elles. 

Probl&me. — Construire Zintersection de deuz sur faces de 

revolution. 

Nous traiterons ce problăme plus loin, lorsque, nous au- 

rons-âtudi les surfaces du second degre, afin de pouvoir lui 

donner,d'un seul coup,tous les developpements qu'il comporte, 

ce que nous ne pourrions faire actuellement. 

) ş 
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606. Exercices. 
19 On donne un axe vertical, un cercle dans e plan verti- 

cal, le cercle tourne autour de Paxe et engendre une surtce 
de revolution ; construire la mâridienne et la tangente en un 
point de cette courbe. 

2 On donne un plan perpendiculaire au plan vertical 
dans ce plan, une ellipse dont on connait la projection hori- 
zontale, on fait tourner Yellipse autour d'un axe vertical, 
construire la meridienne de la surface de r&volution ainsi en- 
gendree; chercher les points doubles de cette courbe, les 
points pour lesquels la tangente est horizontale ou verti- - 
cale (1). - 

3% On donne un plan par ses iraces, et dans le plan verti- 
cal, une droite verticale, on a dans le plan une courbe qui 
se projette horizontalement suivantun cercle, et qui engendre 
une surface de r&volution autour de la droite. On demande 
le point de la surface. qui a pour projection horizontale un 
point donne, le plan tangent en ce point. Construire la meri- 
dienne. | 

4* On donne un plan par ses traces et dans ce plan une 
courbe connue par le rabattement du plan sur le plan hori- 
zontal, cette cvurbe engendre une surface de re&volution en 
tournant autour d'un axe vertical, on donne un point de la 
projection horizontale de la surface, tracer la projection ver- 
tieale du point. 

5* On donne dans un plan un cerele par son centre et son 
'rayon, ce cercle tourne autour d'un axe vertical et engendre 
une surface de revolution, construire la meridienne. Conâition 
pour que la surface engendrâe soit une zone spherique. 

6* On donne dans le plan horizontal un cerele et une 
droite ; le cerele, en tournant autour de la droite, engendre 
une surface de râvolution; par un point du plan horizontal, 
on veut mener un plan tangentă la surface tel que le point de 

(1) Nous reviendrons sur ce problâme, aprâs avoir &tudi6 les sur- faces du second degr6; nous monirerons alors que Lellipse peut oceuper, par rapport ă axe, des positions telles quelle peut engen- drer toutes les surfaces du second degre, et qu'on peut connaitre la nature de la surface engendree. 
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contact soit situ sur un meridien faisant un angle de 45 

avec le plan horizontal. | 

12 On donne une ellipse dans le plan horizontal, elle tourne 

autour de son grand axe et engendre une surface de revolu- 

lion. On donne une droite par sa trace horizontale et la cote 

d'un point, mener par cette droite un plan tangent. 

8 On donne un cercle et une droite dans le plan horizon- 

tal, le cercle tourne autour de la droite; on donne la projec- 

tion horizontale d'un point de la surface determiner la nor- 

male ă la surface en ce point. 

9% On donne une ellipse dans ce plan horizontal, cette 

ellipse tourne autour de son grand axe. On donne un plan par 

sa trace horizontale et son angle avec le plan horizontal, 

mener un plan tangent parallfle ă ce plan. 

100 On donne un cercle dans le plan vertical, et un axe 

parallăle au plan vertical. Ce cerele tourne autour de laxe 

et engendre une surface de revolution. 

Dâterminer les contours apparents de la surface. 

442 On donne un cerele dans le plan horizontal et une 

droite. Le cercle tourne autour de la droite et engendre une 

surface de r&rolutioa,construire Vintersection de cette surface 

avec un plan donn€ par sa trace horizontale et son angle avec 

le plan horizontal. 

 



SURFACES DU SFCOND ORDRE 

Gânâralitâs sur lea surfaces au second 
ordre. 

Oa designe sous le nom de surfaces du second ordre cinq 
surfaces qui jouissent de la propriâtă d'admettre uniquement 
pour sections planes des courbes du second ordre, et dont 
Lequation est, d'ailleurs, du second degre. 

Ces cinq surfaces sont l'ellipsoide, Ihyperboloide â une 
nappe, Lhyperboloide ă deux nappes, le paraboloide elliptique, 
le paraboloide hyperbolique. 

Les quatre premitres peuvent &tre des surfaces de revo- 
lution. 

607. Elipsoides : Considârons une ellipse fixe ; ima- ginons une ellipse mobile, variable de grandeur, toujours 
semblable ă elle-mâme et qui se deplace +32 
en satisfaisant aux conditions suivantes; 
son plan reste perpendiculaire ă l'axe 
de L'ellipse fixe, et ses sommets parcou- 
rent cette ellipse. La surface engendree 
est une surface fermâe qui est toujours 
coupee par un plan suivant des ellipses. 
On V'appelle elfipsoide, c'est Vellipsoide ă 
axes inegaux. (Fig. 482.) 

Si Lellipse mobile est remplacte par 
un cercle, la surface est de revolution; îl 
est âvident en effet que ces cereles sueces- 
sifs sont les parallăles de la surface engendree par la rotation 
de l'ellipse fixe autour de son axe, 

  

. 
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608. KHiyperboloide ă une nappe. Considerons 

une hyperbole fixe abedef, et dssujettissons encore une ellipse 

+83 mobile, variable de gran- 

deur, toujours semblable ă 

elle-mâme, ă se deplacer en 

satisfaisant aux conditions 

suivantes : son plan reste 

perpendiculaire ă laxe non 

transverse de Il'hyperbole, 

et ses sommets parcourent 

la courbe. 

La surface engendree 

est indâfinie, et constitue 

Vhyperboloide ă une nappe: 

(Fig. 483.) 

Si Vellipse mobile est remplacee par un cercle, lhyper- 

boloide devient de revolution, et peut âtre regarde comme 

engendre par la rotation de !hyperbole fixe autour de son axe 

imaginaire. 

- 

  

609. Hiyperboloide ă deux nappes- Considerons 

une hyperbole fixe abedef, assujettissons une hyperbole ghikbn 

mobile, variable de grandeur, toujours semblable â elle-mâme 

ă se d&placer en remplissant les conditions suivantes : son 

plan reste perpenâi- 

    

ke culaire ă axe oz de 

N „a Yhyperbole directri- 

INS i pace, et les sommets 

ITI nene apti E aa parcourent la courbe. 

E a La surface engen- 

_ 3 dree sera €videm- 
ment composee de 
deux parties distinc- 
tes, on la nomme hy- 
perboloide ă deux 

, nappes. (Fig. 484.) 

Si hyperbole gân&ratrice est semblable î Yhyperbole di- 

rectrice, les sections faites dans la surface par des plans per- 

pendiculaires ă axe eob sont des cercles, la surface est de 
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revolution et peut âtre regardce comme engenârte par la rotation de Ihyperbole abcdef autour de son axe trans- verse. 

610. Paraboloiade elliptique. — Considârons une parabole directrice ac et une parabole mobile fdg ; les axes dk et de sont paralleles et diriges dans le mâme sens ; le plan de la parabole mobile est perpendiculaire au plan de la para- bole fixe, et son sommet parcourt la parabole directrice; da engevire ainsi une surface indefinie d'un seul cote, et c'est cette surface qu'on nomme le paraboloide elliptique, parce que ses sections planes sont des ellipses ou des paraboles, (Fig. 485.) 

Y86 

   
Si les deux paraboles, directrice et gensratrice sont &gales, les sections faites par des plans perpendiculaires â axe 4k sont des cercles, eton obtient le paraboloide de r&volution qui peut &tre regards comme engendre par la rotation de la para= bole ate autour de son axe. 

611. Parabolotade hyperbolique. Les axes des deux paraboles sont diriges en sens contraire, la surface engendre est le paraboloide hyperbolique. (Fig. 486.) 
Nous verrons, en &tudiant ces surfaces, que l'hyperboloide ă une nappe, et le paraboloide hyperbolique peuvent âtre en- gendrâs par le mouvement d'une droite et sonz des sufaces gauches, 
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ELLIPSOIDE DE REVOLUTION 

612. Nous venons de dire qu'un ellipsoide de râvolution est'la surface engendree par une ellipse qui tourne autour d'un de ses axes; quand la rotation est effectute autour du grand axe, P'ellipsoide est allonge; quand la rotation est effec- tace autour du petit axe, Vellipsoide est aplati, 
La construction d'un point de la surface, la determination du plan tangent en ce point se font en suivant exactement les mâthodes gencrales que nousavons donnâes pour les surfaces de revolution (578). 
Il en est de mâme de la construetion par points des courbes de contact des cânes et eylindres circonserits (de 585 â 592.) Nous allons d&montrer que la courbe de contact d'un câneou d'un eylindre circonserit est une courbe plane, et „ Par suite une ellipse, et nous allons faire voir comment il est „ possible de construire facilement ses projections, 
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613. Ehâorâme. — La courbe de contact d'un cylindre 

circonseril ă un elhpsoide de râvolution est une courbe plane, dont 

leplan passe par le centre de la surface. (Fig. 481.) 
Nousconsideronsune 

” . . 

e section faite dans la sur- 

/ face par un plan passant 

d,  parlecentreet parallâle 

„aux gensratrices, il cou- 

7 pelasurfacesuivant Vel- 

/d lipse ameh; tracons par 

' le centre homz parallele 

aux gensratrices, et me- 

nons les tangentes ab et 

cd paralleles ă la meme 

direction. Le diamatre 

ac sera paralitle ă la tan- 

gente hk ă Vellipse au 

point k; faisons tourner 

Je plan de la section au- 

tour du diametre 07; 

dans une seconde posi- 

tion, n0us obtiendrons une ellipse auhe,m, ă laquelle nous 

pourrons mener les deux tangentes audi, et eud, paralleles 

aux genâratrices, et le diamâtre daca sera paralăleă la ian- 

gente hk, ă Vellipse. 

'Pous les diametres ac, ac, qui passent par les points suc- 

cessifs, ac, as€, dela.courbede contact de eylindre circonscrit 

passent par Je centre o, sont parallăles aux tangentes hk, hk 

aux diverses ellipses sections de la surface; ces tan gentes 

forment le plan tangent en A, les diamâtres forment un plan 

paralele. 

Ainsi a courbe de contact du eylindre circonscrit est une 

courbe plane, dont le plan est le plan diametral conjugut 

de la direction des generatrices du eylindre, et qui est paral- 

Jăle au plan tangent â la surface ă Vextremite du diamâtre 

paralele aux generatrices. 

   
   

644. rh6oreme. — La courbe de contact Gun cdne cir- 

conscrit d un elkpsoide de pâvolution est une courbe plane, le plan   
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de la courbe est paralldle au plan diamâtral conjugut de la draite qui joint le centre au sommet du câne, 

Nous considrons (fig. 488) 
une section faite dans Pellip- 488 Ș soide par un plan passant par A 
le centre et par le sommet S du pu cone; la section dans la sur- ii 
face est Vellipse ac6, nous me- 
nons les deux tangentes Sa et 
S5, la corde ab est parallele â 
la tangente ch au point od 
lellipse est rencontree par le 
diametre So; or, on sait qu'on 
a oc2==of X 08. 

Par conseduent, en r&ps- 
tant la mâme construction dans 
une autre section, on obtien- 
dra encore une corde a,b de la 
courbe de contact, parallăle : 
la tangente ch, et passant par 
le point fixe f. 

Toutes les cordes parallâles 
au plan tangent ă l'ellipsoide 
au point c, et passant par un point fixe forment un plan, parallele au plan tangent en ce, et par suite, parallele au plan diametral conjugue de la direction os. 

  

615. Probl&me. — Construire la courbe de contact d'un cylindre circonscrit â un ellpsoide de revolution dont Paze est ver- fical. (Fig. 489.) 
Nous supposons que les gencratrices du eylindre sont pa- rallâles ă RR; nous menons par le centre une paralele o, oeă RR, le plan de la courbe de contact est conjugue de cette 

droite. Nous faisons tourner la droite autour de Vaxe de /el- lipsoide de manitre lamener ă âtre parallle au plan verti- 
cal en ce, o, et en tracant les tangentes f9, Wu, paral- l6les ă ce, oe,, nous dâterminons le diamâtre Fh, qui est la projection verticale de la courbe de contact (e plan de cette courbe est, pour raison de symâtrie, perpendiculare au pian 
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vertical, et sa trace horizontale est perpendiculaire ă 0£,.) 

Lellipse de contact se projette sur le plan horizontal sui- 

vant une ellipse dont un des axes est f,h, et lautre axe, qui 

est le diametre horizontal de cette ellipse, €gal au diametre 

589 

  
du parallăle central de Lellipsoide, se projeite en vraie gran- 

deur en î,&,. 
Nous ramenons la droite ă sa direction primitive, les axes 

de la projection horizontale deviennent fi et 74. 
Nous ne pouvons pas trouverles axes de la projection ver- 

ticale. 
Le point f,f', se ramene en f,f et en ce point la tangente  
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ă la courbe est horizontale, puisqus la trace du plan tangent et la trace du plan de la courbe qu'on peut regarder comme un plan sâcant sont toutes deux perpendiculaires ă la trace oe 
du plan meridien ; de mâme au point W,â. Done le diamâtre fh' est conjugu€ de Vhorizontale doc, les points situss sur cette horizontale sont les points Z et 4, projections verticales des points 1 et k situs sur le contour apparent horizontal, 

On a done deux diamâtres conjuguâs de la projection ver- ticale ; on peut en outre fixer les points de contact de Vellipse avec le contour apparent vertical, ces points sont les points de contact des tangentes paralleles ă R' (588); ainsi m'7' tan- gente parallele â R' donne le point de contact n”, le second point est le point p' diametralement oppos€. 
On pourrait, en outre, obtenir autant de points qu'on le voudrait de cette ellipse, en prenant des points lorsque le plan de la courbe est perpendiculaire au plan vertical, et en les faisant tourner. 

616. ombres. Ce problânie est celui de Pombre propre et de l'ombre portee par un ellipsoide de r&volution. 
La courbe de contact du eylindre cireonserit est la courbe 

d'ombre propre; Pombre portee est la trace du eylindre 
d'ombre. 

Cette trace sur le plan horizontal est une ellipse; il est &vident qu'un des axes de cette ellipse est dirige suivant oe, parce que le plan vertical ve est un plan de symâtrie. Les extremites de l'axe seront les ombres portses par les points de la courbe d'ombre situ6s dans ce plan, c'est-â-dire par les points f",fet 4,h. Ce sont les points s et î. L'autre axe sera egalau diamâtre horizontal XI, 47 de Vellipse d'ombre, car ce 
diamâtre se projettera en vraie grandeur. 

Nous avons au point e l'ombre du centre, nous menons ger 
perpendiculaire ă ce et 6gal ă 4; les axes de Vellipse d'ombre 
porte sont st et gl. 

617. Probleme. — Construire les contours apparenis d'un 
ellipsoide de revolution dont Paze est oblique par rapport auz plans 
de prozection, 

| 
On donne (fig. 490) l'axe d'un ellipsoide de revolution 

ao, q'o', 
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On donne en CBDE la vraie grandeur de Tellipse mări- . 

dienne ; le centre est au point 0,0, et L'ellipse tourne autour 

de son grand axe; on veut tracer les contours apparents de 

Yellipsoide. 

Il faut circoaserire ă Lellipsoide un cylindre vertical, la 

courbe de contact est une ellipse dont le plan est conjugus de 

la direction verticale, nous allons chercher les axes de la 

projection horizontale de cette ellipse ; le grand axe est pro- 

jete suivant ao. 
Nous construisonsd'abord langle de l'axe delasurface avec 

la verticale, en rabattant cet axe en ao: sur le plan hori- 

zontal; langle ao'o est langle a que fait l'axe de l'ellipsoide 

avec la verticale. 

Nous reportons cet angle « en BFG sur Vellipse meri- 

dienne, et nous construisons le diamâtre conjugue de la di- 

rection FG, ce diamâtre est II,, c'est le grand axe de l'ellipse 

qui est la courbe de contact du eylinăre; projetons ce grand 

axe par des paralleles ă FG, nous aurons la projection sur un 

plan perpendiculaire ă FG, c'est-ă-dire la longueur du grand 

axe de la projection horizontale; HK est cette longueur, 

nous la portons en Ak sur la droite ao. 

D'ailleurs le petit axe de la projection horizontale de l'el- 

lipsoide est evidemment egal au petit axe de lellipse meri- 

dienne, car le cercle engendre par ce petit axe est perpendi- 

culaire ă axe ao, et son diamâtre horizontal se projette en 

vraie grandeur. 

Nous faisons une construction analogue pour la projection 

verticale. 

L'angle de axe avec une perpendiculaire au plan vertical 

est Pangle $ que nous reportons sur Vellipse meridienne en 

BFM, nous construisons le diamâtre PP, conjugue de la di- 

rection FM.et la projection QR, de ce diamâtre sur une droite 

perpendiculaire ă FM est la longueur du grand axe de la pro- 

jection verticale, nous le portons en q'7'; le petit axe est en- 

core €gal au petit axe de l'ellipse meridienne 

Nous avons aussi obtenu les deux axes des ellipses pro- 

jections de Lellipsoide. 

Nous aurions pu employer les methodes indiquees au 

no 399 et obtenir les contours par points. Nous aurions pris 

  

 



  

ELLIPSOIDE DE REVOLUTION, 457 sur L'axe de l'ellipse donnse un point qu'il edt st6 facile de reporter sur les projections a0, a'0, et la mridienne nous eâţ fait connaitre le rayon du parallâle passant par ce point, et le rayon de la sphere inscrite 

390 

  

  

  
618. Probleme. — Construire seş projections de la courbe de contact d'un câne circonscrit ă un ellipsoide, et ayant son som- mei en un point S,S'. (Fig. 491.) 
Nous pouvons obtenir, par points, les projections de la courbe de contact en employant; les methodes g6nerales que nous avons indiqucesă propos des surfaces de revolution (383). Il vaut mieux ici construire le plan de la courbe (614). Nous faisons tourner le point, S'autourdel'axe de manitre al'ame- ner dans le mâme plan de front que l'axe en S,,S', alors nous 
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menons par ce point les tangentes au meridien, et le plan de 

la courbe de contact est perpendiculaire au plan vertical et 

se projette en 43; au est le grand axe de Vellipse de 

contact, sa projection horizontale est ab. Nous pouvons 

connaftre le petit axe de Vellipse, ce petit axe est la corde 

de Lellipsoide projetee verticalement au point c,; nous con- 

siderons le parallăle de qui se projette en vraie grandeur. 

suivant le cercle decrit du point o comme centre avec ce 

comme rayon, la corde , se projette horizontalement sui- 

vant f.9, qui est le petit axe cherche. 

Nous pouvons encore marquer les points de l'ellipse situes 

sur le contour apparent horizontal, ce sont les points projetes 

verticalement en %, sur le parallâle qui passe par le centre, 

et les projections horizontales de ces points sont [, et m,. 

Ensuite nous ramenons le point S,S danslaveritable posi- 

tion, et nous faisons tourner les points de la courbe de Pangle 

SoS.. 
Les points au et b, viennent en a, et bb, et sont, Pun, le 

point le plus bas, Vautre, le point le plus haut de la courbe 

de contact (601, 602). 

Nous faisons tourner le point &, en £, etla droite îm, vient 

en lkm perpendiculaire ă oS, nous obtenons les points sur le 

contour apparent horizontal en mm et [,L. 

Nous faisons tourner de mâme le petit axe fihsg:, pour 

Vamener en fhg, les extremites de cet axe viennent en 

ff egy. 
f'g' et a'b forment un systeme de diamâtres conjugues de 

Vellipse ainsi que nous l'avons vu (615.) 

On obtient encore les points sur le contour apparent ver- 

tical en menant par le point 3 des tangentes Sp et Sgă la 

meridienne principale, il est 6vident, en effet, que les plans 

tangents aux points p'et g', perpendiculaires au plan vertical, 

puisque les points de contact sont sur la meridienne, passent 

par le point S'. (Nous avons montr€ sur la figure la construc- 

tion de points de Vellipse, construction analogue ă celle de 

Vaxe horizontal, nous ne la dstaillons pas, et nous n'avons 

pas mis de lettres.) 

La eourbe de contact est la courbe d'ombre de Lellipsoide 

&claire par des rayons divergents, et il serait facile d'avoir  
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les plans de projections en prenant la ţrace 

ELLIPSOIDE DE REVOLUTION 
„Yombre port&e sur 
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La droite est af, dă. (Fig. 492.) 

Nous prions le lecteur de se reporter aux n%* 404 â 408 

dans lesquels nous avons expose les meâthodes qu'on peut em- 

ployer pour mener ă une surface un plan tangent passant par 

une droite. Les trois methodes s'appliquent ă Vellipsoide ; 

nous allons appliquer la seconde, en la modifiant de maniere 

ă rendre les constructions plus commodes. 

Nous consid6ronsun câne circonscrit â Vellipsoide et ayant 

son sommet au point b,b de la droite situ& dans le m6me plan 

de front que Laxe. 

La courbe de contact du câne est alors dans un plan per- 

pendiculaire au plan vertical, et se projette verticalement en 

ed. 
Nous devons mener au câne un plan tangent passant par 

la droite ; nous allons prendre un autre plan de hase du câne, 

en choisissant une courbe qui se projette suivant un cercle. 

Pour cela, nous remarquons que le eylindre vertical cir- 

conserit ă ellipsoide coupe le câne circonserit suivant deux | 

courbesplanes; le plan d'une de ces courbes est le plan dont 

la trace verticale kA passe par les points de rencontre 

et W des contours apparents (lautre plan passe par le 

point 7 et parle pointm' ou se croisent les courbes de contact.) 

Prenons le plan &'4' pour plan de base du câne, il coupe la [i 

droite au point a,a'. et nous devons mener par ce point des 

tangentes ă la base. e | 

Or, la base se projette suivant le cerele lg, nous tracons 

les deux tangentes al et ap, les generatrices de contact des 

deux plans tangents au câne sont BI, db et pb,pb. 

Ces generatrices rencontrent la courbe de contact du câne 

avec la surface aux points gg, et r, qui sont les points de 

contact des plans tangents demandes. 

On peut obtenir facilement, les traces de ces plans tan- 

gents ; ainsi, la trace horizontale du plan tangent au point 

7,” passe par la trace e de la droite ab, d, et est perpendi” 

culaire au plan msridien passant par le point de contact 

Cette trace horizontale est «-P, et nous avons pris un point 

de sa, trace verticale, sur l'horizontale rs; vs: P'a est la tra 

verticale. La ligne de terre n'est utile que si on veut figuri! 

les traces du plan.    
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ipsoi de de revolutian un plan 
Probleme. — Mener d un ell 

„ tangent parallile d un plan, 
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La construction generale que nous avons indiquee (600) 
pour une surface de revolution quelconque s'applique absolu- 
ment au cas de lellipsoide, et nous prions le lecteur de sy 
reporter. 

690. Probleme. — Construire les points de rencontre 
“d'un ellipsoide de evolution avec une droite. (Fig. 493.) 

L'ellipsoide a son axe vertical, les projections de la droite 
sont ab, a, 

Nous considerons le plan qui projette verticalement la 
droite ; il coupe /'ellipsoide siivant une ellipse dont d'/ est la 

   
  

= 

FS
 

projection verticale ; nous imaginons un câne ayant cette 

ellipse pour directrice, et son sommet au point c sur lel- 

lipsoide. | 

Le câne et Vellipsoide se coupant suivant la courbe plane 

projetee sur d'f', doivent avoir en commun une autre courbe
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plane, qui est le point c', et on doit regarder ce point comma 
une courbe plane horizontale, et par suite cette courbe est 
un cercle. Donc les sections faites dans le câne par des plans 
horizontaux sont des cercles. . 

Nous allons chercher les points de rencontre de la droite 
avec le câne (418). Pour cela, nous onstruisons la base du 
cone dans le plan horizontal, les gensratrices de front dont 
les projections verticales sont e/ et «d ont leurs traces aux 
points g et A, et la base du câne est le cercle d&crit sur ah 
comme diametre. 

Ensuite, nous dâterminons un plan passant par Ia droite 
et par le sommet, en tracant par le sommet une parallele 
ek, ok ă la droite, le plan demand a pour trace la ligne ka 
conduite par les traces des deux droites. 

Ce plan coupe le câne suivant deux gensratrices dont les 
traces sont 7 et m, nous figurons les projections horizontales 
ol, om de ces gânsratrices, elles rencontrent la projection a 
aux points p et g, dont on releve les projections verticales en 
pet q'; pp' et g,g' sont les points de rencontre de la droite 
et de Lellipsoide, (Voir plus loin (666 ter) une autre cons- 
truction.) 

621. Probleme. — Construire la sectton piane d'un 
ellipsoide de revotution. 

Les procâdes qu'on doit employer pour obtenir des pointa 
de la section ont 6t€ exposes complătement pour une surfaze 
de revolution quelconque (604, 602), et nous ne les repeierons 
as. 

, Les points pour lesquels la tangente est horizontale, sont 
les sommets de V'ellipse de section, on obtient ainsi un des 
axes; lautre axe est une horizontale du plan passant par le 
milieu du premier, et il est facile de trouver les points sur 
cette horizontale. 

Au reste, on pourrait appliquer d'une maniâre tr&s com- 
mode, les methodes des numâros 615 et 618. en amenant d:a- 
bord, par une rotation, le plan sâcant â &tre perpendiculaire 
au plan vertical. 

Nous indiquerons seulement d'une manicre pariiculicre la 
solution du problâme suivant :
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622. Probleme. 
dun eilpsoide de r 

pia 

— Trouver les points de la section plane 
Evolution pour lesquels la tangeute a ses projec- 

tions perpendiculaires ă la ligne de terre  c'est-ă-dire, le point le 
plus d droite, 

(Fig. 494.) 
et le point le plus d gauche de la courbe de section. 
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La tangente cherchee est dans un plan de-profil, -elle doit &tre dans le plan sâcant, par consequent, elle est parallele â Lintersection d'un plan de profil avec le plan secant; nous considârons le plan de profil qui passe par axe et Qui coupe le plan sâcant suivant une droite dont la trace horizontale est au point 6, et la trace verticale au point /, 
Cette droite a6, a, reneontre Vaxe, au mâ&me point que le plan, et nous fixons ce point o au moyen de la droite de front oc, c'o'. 

Imaginons un eylindre circonscrit â lellipsoide et paral- Ile ă ad, ab; les tangentes cherchces sont, les gen6ratrices de ce cylindre contenues dans le plan P'P. 
Nous allons construire le plan de la courbe de contact du " eylindrecirconscrită Tellipsoide, puis, la droite d'intersectiva de ce pian avec le plan P'aP, et enfin les points ou cette droite perce L'ellipsoide. Les gensratrices menses par ces points se- ront les tangentes cherchees. | Nous faisons tourner la droite ad, a, autour de axe de maniere ă l'amener â &tre de front; le point o' reste fixe, le point /,/'vienten bb, la droite a pour nouvelle projection verticale 40"; il est alors facile de tracer le diamâtre ed, conjugu€ de buo' et le plan Qdue'2Q,, est le plan de la courbe de contact. 

Nous ramenons ce plan ă sa position r&elle, en le faisant tourner de 902. 
Le point i vient en f/, et la trace Q,f vient en g9Qf, le point g est la trace horizontale de lintersection du plan P et du plan Q. 
II serait incommode ici de prendre la trace verticale du plan Q. Nous obtenons un autre point de Lintersection des deux plans, au point ou la droite ab, ab situce dans le plan P, perce le plan Q ; ce point, apres la rotation est en uk, et se ramene en 4; par consequent, la droite d'intersection des deux plans est gh, gh. 
Nous construisons les points de rencontre de cette droițe et de l'ellipsoide comme: nous lavons indiqu€ (620) ; nous em: ployons le câne auxiliaire qui a son sommet au point m' et pour directrice lellipse projeise en 7 intersection avea Vellipsoide du plan qui projette la droite; nous prenons la 

Por — Tu, 
31
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base de ce câne sur le plan horizontal qui passe par le centre; 

la base du câne est le cercle decrit sur np comme diametre. 

Nous menons par le sommet m',o du câne, la ligne m'g, og 

parallele ă gă, g'/, le plan des deux droites a pour trace sur 
le plan de la base du câne la droite gr qui coupe la base du 

câne aux points s et t. 
Les gân6ratrices projetees suivant os et ot croisent la 

droite gh, g'k, aux points ue et vw qui sont les points pour 
lesquels“la tangente a ses projections perpendiculaires ă la 

ligne de terre. 

 



  
ELLIPSOIDE A AXES INEGAUX 

623. Nous avons indiqud (607) la generation de Lellipsoide a axes in€gaux; nous Supposerons connue la propriâte de cette surface de presenter 3 plans principaux rectangulaires qui dâterminent dans la surface 3 ellipses principales dont les axes sont les axes de la surface. 
Nous placons un plan principal horizonial 4. (Fig. 495.) L'ellipse principale est projetee en aesf; le second plan principal est de front, sa trace horizontale est as, Vellipse principale est projetee en adie; le troisieme plan principal est de profii, L'ellipse est projetee en ef et cd. Les trois axes sont ab, cd, ef. 

624. Probleme. — 7 ”ouver les projections un point de la surface. | 
Nous nous donnons (fig. 495) la projection horizontale h d'un point H de la surface, nous voulons construire la projec- tion verticale. - , Nous coupons la surface par un plan vertical passant par le point H, ce plan donnera dans la surface une courbe sur laquelle se trouvera la projection verticale cherche. Nous pourrions prendre le plan de front, et obtenir dans la surface une ellipse homothâtique de Lellipse principale ; il est preferable de chercher un plan vertical qui coupe la sur- face suivant une ellipse dont la projection verticale est un cerecle. 
Imag:aons un plan vertical passant par axe verțical «d sa trace horizontale passe par le point O, Vellipse suivant la, quelle ce plan coupe Vellipsoide se projettera suivant une el-
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lipse dont d! sera un des axes; il faut que le second axe soit 
r 

468 

l â cd, done nous prenons ega 

go=—oi'=o0a, 

nous menons les verticales ggl et ki; les deux plans verti- 
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   caux dont les traces Prizontales sont îg et Ik repondent ă la 

question. 
Les plans parallăles donneront aussi des ellipses projetees 

suivant des cereles. 

Ainsi nous conduisons par k une parallele nkm â:g.le plan 
dont cette ligne est la trace coupe L'ellipsoid e suivant une 
ellipse qui se projette verticalement suivant un cercle dont le 
diametre est m'n',
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Le point H a sa projection verticale sur ce cercle en 
W ou 4. 

Nous pouvons mener phg parallâle ă kl, et obtenir un cer- 
cle dont le diamâtre est p'g' et qui passera par les mâmes 
points. 

Si lon donne la projection verticale 7! dun point R de la 
surface, nous chercherons des plans perpendiculaires au plan 
vertical, qui coupent la surface suivant des ellipses projetees 
horizontalement sur des cercles. 

II suffira de prendre os = ot = ce et de mener les proje- 
tantes ssu et twt'; îl est 6vident que les ellipses projettes 
verticalement en 4 et s/ auront pour projection horizontale 
commune le cercle sef. 

Conduisons par 7 une parallăle vry ww ; Vellipse tracâe 
sur la surface et passant par R, projette verticalement 
sur zy', a pour projection horizontale le cercle zy, et le 
point R a pour projection horizontale le pointr ou le pointr,. 

625. Proble&me.— Construire le plan tangent en un point 
de la surface. 

Cherehons le plan tangent au point 4,/ (fig. 495), et pour 
cela tracons deux courbes sur la surface; ces deux courbes 
sont les ellipses projetees suivant des cercies situ&s dans les 
plans verticaux min et pg. 

Les tangentes ă ces cereles au point h,h' sont kg projetee 
suivant pqţ et 4'u' projette suivant mna, 

Ces deux droites determinent le plan tangent. 
On voit qu'il €tait absolument inutile de fixer la position 

des plans de projection et de tracer la ligne de terre sur la 
figure, la ligne de terre 6tant figuree et les plans de projec= 
tion fixes, nous avons construit les traces du plan en nous ser- 
vant d'une horizontale et d'une ligne de front de ce plan. 

626. Yheor&mes. — 10 Za courbe de contact d'un câne 
circonscrit ă un ellipsoide  azes intgauz est une courbe plane. 

2» Za courbe de contact du cylindre circonscrit ă un ellipsoide 
d azes in€yau est une courbe plane. | 

Nous avons d&montră ces deux thsorămes (613, 614) et 
nous prions le lecteur de se reporter ă notre dâmonstration 
qui est independante de la nature de L'ellipsoide.
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607. Probleme. — Mener d un ellipsoide î azes încgaur 

un plan tangent passant par un point exterieur. . 

Nous plagons Vellipsoide, comme nous Pavons dâjă îndi- 

qus (623). (La ligne de terre est inutile.) 

Le point donne est S,S'. (Fig. 496.) 

Le probl&me est indâtermin, et nous allons encore cher- 

cher les plans tangents ayant leurs points de contact sur des 

courbes tractes sur la surface. 

Nous pouvons chercher les points de contact; situes sur 

des ellipses horizontales remplagant les parallăles de la sur- 

face de revolution. 
Ainsi, cherchons le point de contact d'un plan tangent 

passant par S.S et situ€ sur le parallăle dont la projection 

verticale est 9”. 

Nous pouvons imaginer le cone qui est circonscrit ă la 

surface le long de ce parallăle ; ce câne aura son sommet sur 

le diamătre conjuguă de ce plan, c'est-ă-dire, sur Vaxe verti- 

cal, et nous obtiendrons ce sommeten menant au point g' une 

tangente g7 ă Lellipse de front; est le sommet; du câne. 

Nous allons prendre pour plan de base du câne la courbe 

d'intersection de ce câne avec le eylindre vertical circonscrit 

ă Lellipsoide. Cette courbe est une courbe plane dont la pro- 

jection verticale est WF, et qui est projette horizontalement 

suivant V'ellipse principale. 

Nous joignons le point S,S' ausommet du câne, et nous pre- 

nonsle pointm,m' od la droite os, Ps rencontre W'k'; par ce point 

nous menons ă la base les deux tangentes mn, mp, qui deter- 

minent les deux generatrices de contact projetees en on, op, 

dont nous figurons les projections verticales In! et 199. 

Ces deux gânsratrices rencontrent le parallăle gs aux 

points projetes en 7” et g' dont les projections horizontales 

sont r et g, et qui sont les points de contact demandes. 

Lorsquiil arrivera que le sommet Fr est en dehors des li- 

_mites de lepure, on prendra encore pour plan de base des 

cânes le plan horizontal qui passe par le point S',S; seule- 

ment, on aura une suite d'ellipses concentriques, semblables 

ă Vellipse principale horizontale, dont on pourra ccinaitre 

facilement les axes, et auxquelles on menera des tangenies 

par le point S. 
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On obtiendra les parallăles limites, en menant parle point S,S' des tangentes ă l'ellipse contenue dans le plan vertical dont la trace est o$. 
L'un des axes de cette ellipse est cd, et la projection ver.: ticale de l'autre axe est o'w; on peut mener par la râgle et le compas, une tangente passant par le point S' ă cette ellipse 

  

donnee par ses axes, sans tracer Vellipse ; les points de con- 
tact determineront les parallăles limites. | 

On trouvera les points de la courbe de contact situds sur 
le cuntour apparent vertical, en tracant; au contour apparent 
vertical les tangentes passant par le point S'. 

On trouvera les points sur le contour apparent horizontal, 
en tracant par le point S les tangentes au contour apparent 
horizontal. 

On pourra encore employer, pour construire les points de 
Ja courbe de contact, les courbes qui se projettent suivant des 
cercles.
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Ainsi, nous cherchons les plans perpendiculaires au plan 
vertical coupant la surface suivant des ellipses qui se projet; 
tent suivant des cercles, en prenant ot==oe, et en menant la 

-vertăcale /t. Le plan dont la trace verticale est o'/ est un de 
ces plans. E 

Nous prenons un plan parallele +, coupant Lellipsoide 
suivant une courbe dont la projection horizontale est le cer- 
cle wo. 

Le câne cireonscrit ă V'ellipsoide suivant cette courbe a 
son sommet au point ze sur le diametre 0'z, oz conjugue de 
ce plan, et obtenu en menant aux points u et w destangentes 
ă Vellipse principale. 

Nous joignons z,z' au point S,S' et nous prenons la trace 
y'.y de la droite ainsi obtenue sur le plan de base du câne; 
nous tragons les tangentes yz, yw ă la base, et nous relevons 
les points de contact en z etw'. 

Cette construction cesse d'âtre applicable lorsque les som- 
mets des cânes s'âloignent hors des limites de l'epure, et ne 

donne pas les points limites. 
On pourrait, ă la rigueur, employer ici une mâthode ana- 

logue ă celle du meridien, en cherchant les points de contact 
sur les ellipses situces dans des plans passant par l'axe ver- 
tical. Mais toutes ces ellipses ne sont pas semblables, et la 
construction devient tres compliguce. 

628. Probleme. — Mener d un ellipsoide ă ates in€gaur 
un plan tangent parallele ă une direction donne. 

On cherchera encore les points de contact successifs de 
ces plans tangents soit sur des ellipses horizontales, soit sur 
des ellipses dont la projection horizontale est un cercle, et, 

les constructions sont tout ă fait analoguesă celle que nous 
venons d'exposer par le probleme precedent ; au lieu de join- 
dre les sommets des cânes au 7oint S,S', on menera par ces 

sommets des parallâles ă la direction donnce. 

629. Probl&me. — Mener d un elkpsoide d azes intgauz 
un plan tangent parailele ă un plan. 

Nous plagons toujours l'ellipsoide dans la mâme situation 
(623) et le plan donne est P'aP. (Fig. 497.) 

Le point de contact du plan tangent cherche se trouve    
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sur le diametre conjugue de la direction du plan P, et le plan 
diametral de l'ellipsoide, vertical passant par ce diamâtre 
aura pour trace horizontale le diamatre conjugu des hori- 
zontales du plan P dans Yellipse principale horizontale ; en 
etfet, les cordes horizontales paralleles au plan P seront par- 
:ag6es en deux parties 6gales par le plan diametral, et par 

+97 

suite leurs projections horizontales seront partagees en deux 
parties egales par la trace du plan diamâtral vertical. 

La trace de ce plan diametral est done ol. 
Le plan tangent sera coupe par ce plan diametral, suivant 

une droite, parallăle â lintersection du plan P par le meme 
plan diametral, et tangente â Vellipse situce dans ce plan dia- 
meâtral. e 

Construisons d'abord Pintersection du plan diametral 0/4 
avec P.
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Le plan P coupe axe vertical au point E obtenu ă laide 
de la ligne d front og, gk'; Pintersection du plan diametral 
azec le plan P a pour projection verticale kk. 

Nous devons mener ă Lellipse situce dans le plan vertical 

ol, et dont les demi-axes se projettent verticalement en oc 
et o, une tangente parallele â k%. 

Nous considtrons le cercle decritaveco' comme rayon, et 

nous augmentons les ordonnees de la droite dans le rapport 

de ot ă od ou de ov âo'd. | 

Pour cela, nous joignons un point quelconque n' de axe 

aux points d' et»; n'd' croise kk au point p', nous menons 

p'p', perpendiculaire ă Laxe, et le point p, est un point de la 

droite transformse, le point m est fixe et la droite est mp',. 

Nous menons au cercle une tangente g'+” parallle ămpi, 

et cette tangente au cerecle se transforme en une tangente â 

Vellipse, 7q' paraliăle ă m'p', le point de contact est le point 

Q',g sur une perpendiculaire â o'7 menee par g”. 

Nous prenons la trace horizontale de la tangente g*, og; 

c'est le point t, et nous faisons passer par t, la trace horizon- 

tale Q du plan paralisle au plan P; nous faisons ensuite pas- 

ser par le point g,g” Vhorizontale gs, g's dontla trace verticale 

est s et nous menons par ce point la trace verticale Qf$ pa- 

rallele â aP'. 

630. Probleme. — Mener d un elkipsoide  azes intgauz 

un plan tangent passant par une droite. 

L'ellipsoide est toujours place de la mâme manisre (623), 

la droite est ad, ab. (Fig. 498.) 

Nous prious le lecteur de se reporter aux paragraphes 

404 ă 408, dans lesquels nous avons expos6 les diverses mâ- 

thodes qu'on peut employer pour construire ă une surface un 

plan tangent passant par une droite. | 

Nous allons employer ici la 2e methode qui repose sur 

Vemploi d'un câne circonserit auquel on conduit un plan tan- 

gent par la droite. 
Nous prenons le sommet du câne au point d,b' situ€ sur la 

droite dans le plan de front passant par le centre de l'el- 

lipsoide; nous tragons les tangentes bh et bk' ă lellipse prin-    
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cipale, et le plan de la courbe de contact perpendiculaire au 
plan vertical a pour trace verticale 4". 

Nous changeons de base pour le câne ; nous considtrons le 
cylindre vertical circonserit â la surface et qui coupe le câne 
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suivant deux courbes planes qui se projettent horizontale= 
ment sur l'ellipse tracee chdg. Nous prenons le plan d'une de 
ces courbes dont la projection verticale est m7 pour plan de 
base du câne (619.) 

Ce plan coupe la droite au point p,p par lequel nous me- 
nons ă la base les tangentes dont les projections horizon-



416 GEOMETRIE DESCRIPTIVE, 

tales sont pg et pr; les generatrices de contact se projettent 
horizontalement en bg et br, et leurs projections verticales 
sont Vg'etbr. 

Ces gensratrices de contact rencontrent la courbe de base 
projetee en m'/ aux points s,s et Z„r qui sont les points de 
contact des plans tangents cherches avec Lellipsoide. 

Il serait facile d'obtenir les traces de ces plans tan- 
gents. 

631. Probleme. — Constru:e la section d'un ellpsoide 
par un plan. 

L'ellipsoide est place de la mâme maniere, le plan est 
P'«P. (Fig. 499.) 

Nous pourrions couper par des plans horizontaux qui don- 
neraient dans l'ellipsoide des ellipses homothetiques de l'el- 
lipse principale, dont on obtiendrait facilement les inter- 
sections avec les horizontales du plan. 

Nous pouvons aussi employer des plans coupant Vellipsoide 
suivant des ellipses qui se projettent sur des cereles. 

Nous deteriminons comme nous l'avons dejă fait (624) la 
trace zh d'un plan qui donne une ellipse dont la projeetion 
verticale est le cercle zc'g'd. 

Ce plan determine dans le plan P une droite dont kk est 
la trace horizontale, et dont nous obtenons un autre point en 
consid&rant le point m' oi Paxe vertical rencontre le plan, 
point obtenu ă V'aide de la ligne de front om. 

La ligne k'm' croise le cerele aux points n, et p', qui sont 
les projections verticales de deux points de Lintersection e! 
dont nous construisons les projections horizontales. 

Un plan parallăle dont la trace est 7gb determine dans 
Vellipsoide Pellipse projetâe verticalement sur le cerele dont 
gb est le diamâtre, et dans le plan la droite dont la projec- 
tion verticale est 7's7 parallăle â &'m' qui croise le cercle aux 
points ss eter, 

Nous ne construisons pas la tangente en un de ces points, 
nous renvoyons pour la construction du plan tangent âla sur- 
face au probleme 635. 

On peur connaftre les points pour lesquels la tangente est 
horizontale, ces points seront dans le plan diametral conjugus 

>        
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des horizontales du plan P et nous avons dejă dit (629) que ce 
plan diametral a pour trace horizontale le diamâtre ozvu con- 
jugus des horizontales du plan. 

Ce plan diametral donne dans le plan P la droite o, 

  
s'm' dcat il faut chercher les points de rencontre avec la 
surface. 

Nous considerons pour cela L'ellipse section de la surface 
par ce plan, les axes de la projection verticale de cette 
ellipse sont de' et vw,
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cercle decrit sur le petit axe cd,et nous diminuons les ordon 
Pat 

, - 0x 
nees de la droite dans le rapport g;, 

Le point g' vient en 7, le point m” reste fixe, la droite de- 
vient m, qui croise le cercle aux pointsz, et, qu'or. ra- 
mâne en Z,z et w,w. 

Ce sont les points ou la tangente est horizontale. 

632. Probleme. — Construire les points de rencontre 
d'une droite avec un ellipsoide d azes 2negaur. 

Nous ferons une construction analogue â celle que nous 
avons faite pour Lellipsoide de r&volution (620.) 

Nous considerons le plan qui projette verticalement la 
droite, et qui coupe iejipsoide suivant une ellipse. 

Nous prenons cette ellipse pour base d'un câne dont le 
sommet est au sommet superieur de lellipsoide (place comme 
precedemment) (623). Ce câne ă pour section horizontale des 
ellipses homothetiques de l'ellipse principale horizontale, ei 
nous cherchons son intersection avec la droite. 

633. Seetions circulaires. L'ellipsoide â axes in€- 
gaux peut tre coupe par des plans suivant des sections cir- 
culaires. (Fig. 499 bis.) 

Considerons lellipsoide plac6 comme nous l'avons indiqu 
(623), et prenons une sphere ayant son centre au centre de la 
surface et pour rayon le demi-axe moyen oc. Le contour 
apparent horizontal de la sphere est le cercle kg/f, qui est 
situ6 dans ie mâme plan horizontal que lellipse principale 
aebf qu'il croise en quatre points. 

Le plan vertical hog, coupe la sphere suivant un grand 
cerele, et l'ellipsoide suivant une ellipse dont un des axes est 
hg, Vautre est laxe moyen c'o'd' = hog ; c'est done le m6me 

cercle, et les plans parall€les ă og et ă kol couperont lel- 
lipsoide suivant des cercles. 

On peut se servir des plans de sections circulaires pour 
construire la section plane de la surface, en faisant un chan- 
gement du plan de projection de maniăre ă amener le plan 
vertical ă &tre parallele ă lun des plans de sections circu- 
laires. 
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Nous avons figure le changement de plan L+T, et projete 
verticalement un certain nombre de sections obtenues par des 
plans parallâles â 4. Nous avons trace le diamtire nmop Con- 
jugus de &/; le centre d'une section telle que gr se projette 
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en m, ă une cote egale âla cote du centre de Vellipsoide; le 
rayon du cerele est egală gm. 

Les cercles projetes dessinent par leur enveloppe le con- 
tour apparent de la surface sur le plan L.T,. 

634. Exercices sur les ellipsoides. 

10 On donne un ellipsoide de revolution dont axe est ver- 
tical, et un point exterieur, sommet d'un câne circonscrit 
la surface; on connaft la projection horizontale d'un point 
du câne, trouver sa projection verticale et le plan tangent en 
ce point. 

20 On donne un ellipsoide de r&volution ă axe vertical, et
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la direction des generatrices d'un cylindre circonscrit ă la 
surface, on connaiît la projection horizontale d'un point du 
cylindre, construire sa projection verticale et le plan tangent 
en ce point. 

3* et 42 M6mes questions pour un ellipsoide â axes in€- 
gaux. 

5* Un ellipsoide de revolution a son axe parallăle au plan 
vertical, construire les projections d'un meridien dont le 
plan fait avec le plan vertical un angle donne ; on connait les 
axes de l'ellipse meridienne. | 

6* On donne une droite paraliele au plan vertical, on con- 

sidâre une ellipse placee dans le plan qui projette la droite 
sur le plan horizontal, on demande de construire Lintersection 
de la surface engendree par cette ellipse tournant autour de 
la droite avec un plan quelconque donne par ses traces. 

'1* On donne une ellipse dans le plan horizontal, cette 
ellipse tourne avtour de son grand axe et engendre un el- 
lipsoide. Construire les points de rencontre de cet ellipsoide 
avec une droite donnee par la projection et la cote de deux 
points. 

8 On donne une ellipse dans le plan horizontal, cette el- 
lipse tourne auiour de son grand axe et engendre un el- 
lipsoide. Construire lintersection de cet ellipsoide avec un 
plan donne par sa trace horizontale et son angle avec le plan 
horizontal. 

9% On donne une ellipse dans le plan horizontal, cette el- 
lipse tourne autour de son grand axe et engendre un ellipsoide, 
construire la courbe de contact d'un câne circonscrit â cet 
ellipsoide et ayant son sommet en un point donne par sa pro- 
jection horizontale et sa cote. 

10% On donne la projection horizontale SABC d'un te- 
traâdre regulier, la base ABC est horizontale. Le câte est 
egal â 14 centimetres. 

On considere un ellipsoide de revolution autour de SA, le 
grand axe est SA, le petit axe de lellipse meridienne est 
egal â 8 centimetres. 

Representer ce qui reste du tstra&dre suppose plan st so- 
lide apres avoir enleve la partie comprise dans Lellipsoide,    
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HYPERBOLOIDE DE REVOLUTION 
A UNE NAPPRE 

OU SURFACE GAUCHE DE REVOLUTION 

p 635. Nous avons vu que I'hyperboloide de r&volution est engendre par la rotation d'une hyperbole autour de son axe non transverse (608.) 
Nous allons montrer que cette surface est identique ă la surface engendree par une droite tournant autour d'un axe qu'elle ne rencontre pas. 
Prenons une droite ad. 4W tournant autour d'un axe ver- tical 0,07. (Fig. 300.) 
Chaque point de la droite decrit un cercle autour de axe, et la plus courte distance entre Vaxe et la droite, bo, bo, en- gendre un cercle minimum, qu'on appelle cerele de gorge de la surface. Toutes les projections horizontales de la gensratrice dans ses positions successives sont tangentes au cercle de gorge (220.) 
Cherchons ă construire la msridienne ; au lieu de prendre les intersections avec le plan meridien des differents paral- l6les de la surface, comme nous l'avons fait pour une surface de r&volution quelconque, prenons les intersections de di- verses positions successives de la generatrice avec ce plan. Ainsi, la projection de la gen6ratrice stant ef, nouş pou- vVons construire sa projection verticale ef, car le point f se
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projette sur le cercle de gorge en fi, et la trace horizontale 

a ayant dâcrit un cercle autour du point O, vient se placer 

au point e. 
Le point m,ni est un point du meridien. 

Cherchons V'Equation du lieu des points tels que m 
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Nous prenons pour axes coordonnes 07 et Yhorizontale 

on, 
soit om'==z et mn=z of=odir. 

Nous avons dans le triangle rectangle ofm 

[miza —r 

Mais si nous dâsignons par « langle constant de la gen€- 

ratrice avec le plan du cercle de gorge ou avec le plan hori-    



  

HYPERBOLOIDE DE REVOLUTION. 485% 

zontal, le triangle vertical de Pespace dont la projection ho= 
rizontale est /m et qui est projete verticalement en f'm'n 
nous donne 

Z LAN z | [m = mn colg. «= pa: 

Par suite l'equation du lieu est 

2 — apa = tgp, 

Equation d'une hyperbole, dont le centre est au point o”, 
dont laxe transverse est gală 2, et dont les sommets sont 
cetd. 

En faisant r= o nous aurons les asymptotes donnes par 
Vequation 

2 —zUg'a=o. 

Les asymptotes sont done deux droites mences par le cen- 
tre o' et faisant avec le plan horizontal un angle 6gal â e. 

Or, si nous amenons la generatrice donnceâ tre parallele 
au plan vertical, sa trace horizontale âtant au point kk”, la 
projection verticale de cette gencratrice est l'o'p' et fait avec 
la ligne de terre Vangle «, c'est une des asymptotes, l'autre 
est symetrique. 

Ainsi, la courbe meridienne de la surface engendree par 
une droite est une hyperbole, et la surface est identique â 
un hyperboloide de r&volution. 

Y 636. La surface est doublement reglce. (Fig. 300.) 
Considerons la gen6ratrice dans sa, position kr,lo paral- 

lele au plan vertical, sa projection verticale donne en vraie 
grandeur son angle avec le plan horizontal. 

Imaginons une autre droite ayant la mâme projection ho- 
rizontale, et dont la projection verticale /'o' fait avec la ligne 
de terre le meme angle que ko'. " 

Cette seconde droite fera avec le plan horizontal le mâme 
angle que la gensratrice donnee ; et en tournant autour de 
l'axe, elle engendrera un hyperboloide qui aura le mâme cer- 
cle de gorge que le premier, car les distances des deux droites 
â Vaxe sont egales. De plus les points tels que s',s et /,t situts 
dans le mâme plan horizontal engendreront le meme paral- 
lele, car leurs distancas â axe sont &gales; les deux hy-
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perboloides coincident, les deux droites dâcrivent la mâme 
surface, elles font avec le plan horizontal le meme angle, 
mais en sens contraire. 

La trace de la surface sur le plan horizontal est le cercle 
decrit par les traces de ces droites. 

Une mâme projection horizontale de generatrice, tangente 
au cercle de gorge, correspond ă deux projections verticales 
differentes. 

Ainsi considerons la projection a5, si nous prenons la trace 
en a nous avons la gencratrice projetâe en ai si nous pla- 
cons la traceen v nous avons la generatrice du second systeme 

projete en w. La generatrice ef,ef est de mâ&me systâme 
que a6,4W, on voit en effet que si Ion fait tourner la genera-. 
trice, de manitre ă faire coincider les traces horizontales, le 

point f viendra en 8 et les droites coincideront. 
Si on fait tourner la.generatrice ef,e'f' de maniăre ă ame- 

ner sa trace en v, le point de contact f viendra en d et les 
deux droites ne coincideront pas. 

50] » Nous devons faire obser- 
ver que si l'on mene au cer- 
cle de gorge une tangente 
zy parallele ă ef, cette tan- 
gente est la projection d'une 
generatrice de systeme dif- 
ferent de ef, et qui lui sera 
paraliele dans espace, en 
sorte qu'il existe toujours 
deux gensratrices de sys- 
teme different paralleles. 

  

637. La surface est 

gauche. (Fig. 501.) 
'Nous considerons la g& 

neratrice ab, ab, le cerele 
de gorge est le cercle de 
rayon ob sa projection ver- 

"ticale est l'horizontale Po. 
Nous voulons determiner le plan tangent en un point ce 

pris sur ceţte generatrice, nous construisons le parallele 
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qui pase par ce point, et le plan tangent est determine par 
la droite ut par latangente au parallăle, tangente dont cd est 
la projection. 

En un autre point a,a' par exemple, le plan tangent est 
determine par la generatrice et la tangente au parallele, tan- 
gente dont af est la projection. 

Mais les tangentes aux differents cereles horizontaux de 
la, surface ne sont pas paralleles entre elles; les plans tan- 
gents fournis par la gengratrice et ces differentes tangentes 
sont differents en tous les points de la generatrice et la sur- 
face est gauche (316.) 

N 
2* 638. En un point passe une gencratrice de chaque sisteme. 
(Fig. 502.) 

L/hyperboloide est defini par l'axe vertical et par la gân6- 
ratrice ab, ab. 

Nous pouvons nous donner un point de la surface, soit en 

opârant comme pour une surface de r&volution quelconque et 
prenant ce point sur un parallăle, soit en prenant le point sur 
une generatrice. 

Nous avons pris le point c,c sur la gâneratrice abc, a'd'e. 
Les projections horizontales des generatrices des deux 

syst&mes sont toujours tangentes au cerele de gorge qui est 
le cercle dont le rayon est od, et dont la projection verticale 
est o'b'; les traces des gengratrices sont toujours sur le cerele 
decrit par la trace de la generatrice a (636.) 

Menons par le point c une tangente au cercle de gorge, 
cette tangente est cde ; projetons le point d en d' sur le cerele 
de gorge, abaissons du point e la perpendiculaire sur la ligne 
de terre et joignons le point e au point d'; nous allons mon- 
irer que les trois points ed'e' sont en ligne droite. 

Ev effet, langle de la partie de, de de la droite avec le 
plan horizontal est langle aigu en d d'un triangle rectangle, 
dont c/' est un câte, lautre câte tant ed; or cd=—eb, done 
ce triangle est egal ă la vraie grandeur du triangle Wh'c,et la 
droite de, de fait avec le plan horizontal le mâme angle que 
ab. ab. 

De mâme nous considerons le triangle rectangle projete 
en. e'dP et dont ed est un câte de l'angle droiț, ce triangle est
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egal â la vraie grandeur du triangle projete en aim, car 
ab=—ed; Vangle en a'est egal ă langle en e; la partie ed, ed 
de la droite fait done avec le plan horizontal le m6me ângle 

que a, ab, et la droite 

dont les deux projections 
sont cde, ced'e' est bien 

une genâratrice, et cette 
gencratrice est de sys- 
teme different de ad; 
car, si nous la faisons 

tourner de manitre â 
amener le pointe ă coin- 
cider avec le point a, le 
point d sera sur le cer- 
cle de gorge de Pautre 
câte par rapport au 
point 8. 

Nous prouvons en- 
core une fois gue la sur- 
face est gauche; en eftet, 
le plan tangent au point 
ec est evidemment de- 
termine par les deux ge- 
neratrices qui passent 
par ce point, et sa trace 

e horizontale est ae. 
Prenons un autre point f, f, la generatrice du second sys- 

teme a pour projection fy, sa trace est au point g, ia trace du 
plan tangent est ag. 

Le plan tangent est donc different aux differents points 
d'une generatrice. 
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639. Deuz gencratrices de mâme systeme ne se rencontrent pas. 
(Fig. 503.) 

Considerons le cerecle de gorge (la figure est une figure 
en perspective), et la projection sur son plan de deux gen€- 
ratrices d'un m6me systeme. | 

Ces generatrices sont G et G, projetees en eb et ab sur  
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des tangentes au cercle. Ces gensratrices font le mâme angle, dans le mâme sens, avec leurs | 
projections. 403 

Si ces deux droites se cou- 
pent, elles ne peuvent se cou- 
per qu'en un point de L'inter- 
section des deux plans qui les 
projettent et qui est la droite 
dbf perpendiculaire au plan 
du cercle de gorge. 

Or, ă cause de Ja position 
des angles &gaux «, la droite 
G rencontrera &d au-dessous 
du cercle de gorge, et la 
droite G, au-dessus. 

Les deux droites ne peuvent se rencontrer. 

  

640. Deuz genevatrices de systâme different se rencontrent tou- 
10urs. (Fig. 504.) 

Nous considârons encore les gencratrices G et K, faisant le mâme angle « avec leurs pro- , jections ab et ed sur le cercle de i 50% 
gorge, ces deux droites rencon- 
trent au mâme point la droite dd, 
intersection des plans qui les pro- 
jettent et qui est perpendiculaire 
au plan du cercle de gorge au 
m6me point; en effet, cb = ba, les 
angles en b sont droits, Fangle en 
c est gal â langle en a, et par 
suite, le troisieme câte est €gal 
dans les deux triangles rectangles cbd et bad. 

  

"+ 644. Tout Plan ment par une gentratrice est un plan tan- 
gent. 

Considerons en effet (fig. 502) le plan dont la trace est ae 
et qui contient la generatrice ad, a, 

La gen6ratrice du second systâme dont la trace est au 
point e, et dontla projection ested est contenue dans ce plan;
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car, le point e est dans le plan, et de plus la generatrice 

ed, “d rencontre necessairement la generatrice ab, ab' en un 

point situ€ aussi dans ce plan. Donc ei, ed a deux points 

dans le plan et y est contenue tout entiâre. Le plan est done 

tangent et son point de contact est le pointe,c” ou se eroisent 

les deux generatrices. 

649. Trouver le point de contact d'un plan tangent donn€ par 

sa trace. (Fig. 505.) 

- Unyperboloide est defini par sa gensratrice ab, ab'; son 
cercle de gorge est le 
cercle de rayoa oa, et 

| ___saprojection verticale 

! esto'a', le cercle engen- 
drâ par le point 8 est 
la trace de la surface. 

Soit: Ped la trace 
dun plan tangent. 
"Ce plan contient 
deux generatrices dont 
les traces sont c et d, 

les projections de ces 

genratrices sont tan- 
gentes au cercle de 

| p gorge; menons ce et 

„Ad df; ce sont les projec- 
tions horizontales de 

deux generatrices de 

syst&me different, car 

onvoitquesil'onamene 

le point d au point c, 

505 

      
le point decontactavec 

le cerele de gorge sera de lautre câte du point p. 

as deux generatrices se rencontrent au point projete en 

k, qui est le point; de contact; nous obtenons la projection 

verticale de ce point en prenant la projection verticale dgk, 

de la generatrice dgk. 
Nous pouvons tracer deux autres gencratricos dont les 

projections sont ch et di, qui sont aussi de systeme different,  



HYPERBOLUIDE DE REVOLUTION. 431 

et qui se rencontrent au point m, dont nous sbtenons la pro- 
jection verticale en m", sur la projection verticale dim de la 
generatrice dim. 

643. Tout plan tangent parallele â Paxe de votation est tan= 
gent en un point du cev- 
ele de gorge. (Fig. 506.) so, 

Considerons un plan 
tangent dont la trace N 
est acd tangente au cer- a 4 pi 
cle de gorge; ce plan 
contient les generatri- 
ces projetees en ac et 
be qui sont les deux ge&- 
n6ratrices de systâme 
different ayant mâme 
projection horizontale, 
et qui se coupent au 
point e,“ sur le cerele 
de gorge ; ce plan tan- 
gent est done vertical 
et paraliele ă laxe. 

Or, deux generatri- 
ces ne peuveni se couper sur le cerele de gorge sans &tre 
dans le mâme plan vertical, par consequent, tous les plans 
tangents en des points du cerele de gorge sont verticaux ; 
et aussi tout plan tangent vertical devant contenir des gen6- 
ratrices qui se projettent sur la trace horizontale du plan 
doit avoir sa trace horizontale tangente au cerele de gorge. 

Corollaire. ]] resulte du theorăme que nous venons de 
demontrer que le cercle de gorge est le contour apparent de Ihy- 
perboloide sur un plan perpendiculaire d Paze. 

  

  

644. Tout plan passant par une generatrice et le centre du 
cercle de gorge est un plan asuymptote, et ce plan fait avec Paze un 
angle egal ă celui des gântratrices. (Fig. 5071.) 

L'hyperboloide est detini par la gânsratrice ab, a'9', le cer- 
cle de gorge est ob, 0%; la trace de la surface est; le cercle de 
rayon oa.
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Considerons un plan passant par le centre oo' du cerele de 
gorge et par la generatrice ab, a'b' qui touche le rercle de 
gorge au point b,W. Ce plan contient la droite horizontale 

Wo', bo du cercle de gorge, et 
502 par suite le point d,d, sa trace 

est ac parallele â bd et egale â 
bd, done il contient la genera- 
trice cd, c'd' qui est la gene- 
ratrice de systâme âifferent de 
ab, a'b', parallele ă cette droite. 

Le point de contact de ce 
plan tangent estă linfini, puis- 
que les deux generatrices dont 
Vintersection donne le point 
sont parallăles. 

Ce plan est un plan asymp- 
tote, et il est clair que la gene- 
ratrice ab, a'b' est une ligne de 
plus grande pente de ce plan, 
qui fait avec le plan horizontal 

et avec axe des angles constants, €gaux aux angles que fait 
la generatrice avec le plan horizontal et avec l'axe. 

  

643. Câne asymptote. (Fig. 307.) 
'Tracons dans le plan la droite of, o'f', passant parle centre 

et parallele aux deux gâneratrices ab, ab et cd; cd'; si nous 
imaginons que le plan tourne autour de l'axe, cette droite en- 
gendre un câne de revolution faisant avec l'axe le mâme 
angle que les gânsratrices et dont la base est le cerele de 
rayon 07. 

Tous les plans tangents ă ce câne, coupent la surface 
suivant deux generatrices de systeme different, paralleles, 
&quidistantes de la generatrice de contact du plan avec le 
câne, et sont des plans asymptotes de !hyperboloide. 

Ce câne a reţu le nom de câne asymptote, et il est engendr€ 
par une parallâle â la generatrice menee par le centre du cer- 
cle de gorge et tournant autour de l'axe. 

646. Variation du plan tangent auz difie- 

rents points d'une gen6ratrice. (Fig. 508.)  
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Nous prenons la generatrice de !hyperboloide dans sa po- 
sition parallăle au plan vertical a5, a. Nous construisons le 
plan tangent au point c,e pris sur cette generatrice, en me- 
nant par le point la generatrice du second systeme dont ed est 
la projection horizontale. 

Cette generatrice doit avoir sa trace au point d, d'abord, 

  

  

  

parce que si elle avait sa trace en p, elle serait du mâme sys: 
teme que af, a'b ensuite, parce que le point e etant au-dessous 
du cerecle Je gorge, doit se trouver sur la projection de de la 
generatrice entre la trace et le point de contact avec le cer- 
cle de gorge. 

La trace P du plan tangent est la ligne ad. 
Si nous deplagons le point c,” sur la gensratrice, au mo- 

ment ou ce point passe en f,f”, le plan tangent devient verti- 
cal (643) et sa trace est P,. 

Considerons le point 4,4, tel que 4f=— ep. 
La generatrice du second systeme a pour projection hori-
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zontale hk et sa trace est au point &, en sorte que ka est la 
trace horizontale P4 du plan tangent. 

Ce plan fait avec le plan P, le mâme angle que le plan P; 
le plan P, etant vertical, et les traces des deux plans P et P, 
sur le plan P, €tant confondues, il suffit de montrer que les 

traces horizontales font des angles egaux avec la trace ad du 
plan P.. 

Or, ac=— bg, par suite sg et da font avec ag des angles 
6gaux, sg est parallăle â ak, done le plan P, faitavec P, le 
m6me angle que le plan P. | 

II en sera de mâme pour les plans tangents pris deux â 
deux dont les points de contact, sont €galement distants du 
point f£,f'. 

Si le point de contact s'eloigne ă Linfini dans le sens f', 
en montant sur la gencratrice, la generatrice du second sys- 
teme sera la gensratrice parallăle dont la projection horizon- 
tale est mn, dont la trace est en m; le plan tangent devient 
le plan asymptote P,. | 

Si le point de contact s'€loigne â infini dans le sens f'a', en 
descendant sur la genâratrice, la gencratrice du second sys- 
tome est encore la gensratrice projetâe en mn; le plan tan- 
gent est le m&me plan asymptote P,. - 

En resume. Le plan tangent tourne autour de la gensra- 
trice d'un angle de 180 lorsque le point de contact pareourt 
cette gensratrice dans toute sa longueur ; les plans tangents 
en deux points 6galement €loignes du point ou la gensratrice 
rencontre le cerele de gorge font avec le plan tangent en ce 
point, des angles egaux, places en sens contraire. 

Le point ou la generatrice rencontre le cerele de gorge se 
nomme pour ces raisons le point central. 

Le plan tangent en ce point est le plan central de la gân6- 
ratrice, 

Xheoreme. — 7ouf plan coupe Phyperboloide et son câne 
asmptote suivant des courbes semblables ; ces courbes sont concen- 
trigues si elles sont des ellipses ou des haperboles; elles sont sem- 
blablement places si elles sont des ellipses ou des paraboles ; elles 
peuvent &tre inversement places si elles sont des hyperboies. 

Nous renvoyons pour la demonstration de ee theoreme 
aux traits de geometrie analytique,  
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Corolaire. — 7out plan coupe lhyperboloide suivant une 
courbe du second degră. 

Nous reviendrons plus loin (648. 650) sur les sections planes 
Fig. 509 

Z
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de Yhyperboloide, et nous montrerons dans quels cas Jes 

|. sections hyperboliques sont directement ou inversement sem.- 
| blables aux sections faites dans le câne asymptote, 

647. Meridienne.—Nous avons dâjă montre (635) que . 
la meridienne est une hyperbole, dont les asymptotes font 
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avec Vaxe le m6me angle que les gensratrices de la surface ; 

pur consequeut, les asymptotes de la nisridienne sont les g&- 
neratrices du câne asymptote contenues dans le plan meridien, 
et qui forment le contour apparent vertical du câne asymp: 
tote. 

„Le contour apparent de la surface sur un plan parallăle â 
axe est la courbe meridienne (516) ; les projections des genc- 
ratrices sur le plan parallele â axe sont tangentes aux pro- 
jections de la meridienne ; car chacune de ces gencratrices 
rencontre le plan meridien en un point de la meridienne, et 
en ce point la generatrice est dans le plan tangent â la surface; 
comme le plan tangent est perpendiculaire au plan vertical, 
la projection de la generatrice confondue avec la trace verti- 
cale du plan tangent est la tangente â la courbe. 

On reprâsente souvent l'hyperboloide,de revolution en 
construisânt les projections d'un certain nombre de genera- 
trices de Pun ou Lautre systeme; les projections verticales 
des gencratrices enveloppent Lhyperbole mâridienne. 

(Fig. 509.) 
SECTIONS PLANES 

648. Section elliptique. 

On donne un hyperboloide de revolution dont l'axe est 
vertical, et defini par la generatrice ab, ab, et un plan P'«P. 
(Fig. 510.) 

La mâthode consiste ă couper le plan et la surface par des 
plans auxiliaires horizontaux. 

Le plan horizontal c'd' coupe la surface suivant un paral- 
l6le qui passe par le point cc de la generatrice, qui se pro- 
jette sur le plan horizontal suivant le cerele de rayon oc, et le 
plan suivant Lhorizontale dont la projection def croise le 
cerele aux points ee et f,f' qui sont deux points de Linter- 
section cherchee. 

Nous .pouvons construire la tangente au point f,f'. 
Cette tangente est lintersection du plan secant avec le 

plan tangentă la surface en ce point. Le plan tangent est de- 
termine par les deux generatrices qui passent par ce point; 
les projections de ces generatrices sont les tangentes /g et fi 
au cercle de gorge, ieurs traces sont les points g et h parce  
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que le parallele du point Fest situ au-dessous du cercle de 
gorge et que le point doit se trouver entre la trace de la g6- 
n6ratrice et son 'point de contact avec le cerele de gorge. La 
trace du plan tangent est gh qui rencontre la trace du plan 
scant au point /, trace de la tangente. 

La tangente est /!, f?. 
Nous pouvons chercher les points pour lesquels la tan gente 

est horizontale ; ces points sont situs dans le plan msridien 
dont la trace est ok perpendiculaire ă «P ; en effet, pour tous 
les points situes sur ce meridien, les traces des plans tan- 
gents sont perpendiculaires ă ok, c'est-â-dire parallâles â «P. 

Le plan du meridien ok determine dans le plan P une droite 
dont la trace horizontale est le point &%, et qui passe par le 
point ou l'axe perce le plan, point p” que nous dâterminons 
par la ligne de front om, mp'; la ligne de plus grande pente 
du plan, dont la projection horizontale est ok, a pour projec- 
tion verticale /p'. 

Les points ou la tangente est horizontale sont les points 
od cette droite ko, lp' rencontre hyperboloide. 

Nous allons chercher ces points. 
Imaginons que la droite tourne autour de Vaxe, elle en- 

gendre un câne de râvolution dont la trace est le cercle d6- 
crit du point c comme centre avec ok comme rayon. 

Les points communs ă la droite et ă V'hyperboloide en- 
gendrent deux paralleles communs au câne et la surface de 
revolution, et qui rencontrent la generatrice ab, db aux points 
ou cette generatrice perce le câne. 

Nous allons chercher les points oă la genâratrice ab, a 
perce le câne engendre par la droite Fo, p'%, nous decrirons 
les paralleles qui passent par ces points, ils dâtermineront sur 
la droite ko, p'%' les points de rencontre cherchâs. 

Le câne a pour base le cercle de rayon ok, et son sommet 
est en p. 

Nous conduisons par le sommet p, une parallăle p'r', on ă 
la gencratrice a, ab; le plan des deux droites a pour trace 
an et coupe le cone suivant deux generatrices dont les pro- 
jections sont og et or passant par les points g et r oi la trace 
du plan rencontre la base du câne; les projections og et vr 
des gencratrices, situtes dans un mâme plan avec ab, 45, reu- 

PoLyr, — T. Ul 33
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contrent cette droite aux points projetes en £, et s.; la pro- 
jection verticale de £, est +, et le parallele ut dont la pro- 
jection horizontale est le cerele qui a ot, pour rayon, ren- 
contre la droite ok, pk au point £,t qui est un des points 
cherches. 

Le point s; a sa projection ver ticale en s, et le parallele 
ss dont la projection horizontale est le cercle qui a os, pour | 
rayon rencontre la droite au point s,s. 

Nous obitenons les deux points pour lesquels la tangente 
est horizontale et la droite sț, st est un axe de la courbe. 

Le second axe passe par le milieu w de la droite st, sa pro- 
jection est perpendiculaire ă st, c'est-â-dire paralele â aP, 
c'est une horizontale du plan dont la projection horizontale 
est wu, et nous obtenons sa projection verticale en uv. 

Coupons Phyperboloide par le plan horizontal 4, il dâter- 
mine le cercle de rayon ov, qui croise la droite ou aux points 

dont les projections sont v,z et y,y. 

La courbe a quatre sommets râels, c'est une elipse. 

On obtient les points sur le cerele de gorge, c'est-a-dire 

sur le contour apparent. horizontal, en coupant, par le plan du 

cercle oz. Qu a ainsi les points 8,8 et pr. 

On ne peut obtenir les points sur le contour apparent ver= 

tical qw'en tragant 'hyperbole meridienne dont les asymptotes 

sont les projections verticales a'o et z'0' des generatrices 

de front des deux systămes ayant mâme projection horizon- 

tale abr. 
Les sommeis de cette hyperbole sont yu! et , les points 

&% et X' sont les points sur le plan horizontal. On peut con- 

struire, en outre, des points de la meridienne en prenant les 

intersections des parallăles de la surface avec le plan du m6- 

ridien principal. On prend les points de rencontre p' et o' de 

cette hyperbole avec la droite de front du plan dont la pro- 

jection verticale est m p. 
Nous avons suppos& Phyperboloide plein, et nous reprâ- 

sentons la partie inferieure de Yhyperboloide au-dessous du 

plan secant. 
La partie da cercle de gorge qui n'est pas enlevee est cu- 

chte; et le cerele de gorge est toujours cache quand I'hyperbo- 

loide est plein.  
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Remarque. Nous avons conclu que la courbe 6tait une ellipse, parce qu'elle a quatre sommets reels; nous allons voir comment on peut reconnaître la nature de la courbe 4'inter: section. 

649. Nature de la courbe d'intersection. 
Les sections par un mâme plan dans !'hyperboloide et dans le câne asymptote sont des courbes semblables, nous cher. chons done la nature de la section faite dans le câne asymp- “tote. 

Pour cela (466) nous menons par le sommet du câne un plan parallele au plan: sâcant, et nous prenons la trace de ce plan paralele sur le plan de base du câne. 
Si la trace du plan ne coupe pas la trace du câne,il n'y aura pas de generatrices parallăles au plan, pas de points 5 linfini, la courbe sera une ellipse. 

630. Section hyperbolique. , 
Le plan est P'sP, Vhyperboloide est defini par la gensra- trice a', ad. (Fig. 544.) 
Le câne asymptote ă son sommet au point o0,0' centre du cercle de gorge, et sa base engendree par la trace de Ja paral- l6le oa, od ă la gânâratrice de I'hyperboloide est le cerele dont ad est le rayon. 
Nous figurons horizontale oc, o'c' parallăle au plan P'«P, et nous dâterminons le plan Q'3Q parallăle â ce plan. La trace du plan coupe la trace du câne aux pointş e et /, et les deux genâratrices du câne 0e, o'e' — of, of' sont parallales au plan s6cant,. 
La section faite dans le câne est une hyFerbole dont les asymptotes sont paralleles â ces generatrices ; par suite, la section de I'hyperboloide sera une hyperbole ayant les m&rhes asymptotes. 
Les generatrices de !'hyperboloide paralleles au plan s€- cant sont les gensratrices dont les projections sont Ag et zk paralleles â ve (leurs traces sont en g et k& parce que leurs angles-de pente doivent âtre places dans le mâme sens que langle de pente de la gâncratrice de, 0'e'), et les gânratrices dont les projections sont m! et np et dont les traces 'sont en let p,
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Asymptotes. L/asymptote parallăle aux generatrices 

hg, h'g' et îk, i est donne par Lintersection du plan secant 

avec le plan asymptote de ces generatrices, plan dont la trace 

gk doit &tre tangente ă la base du câne asymptote au pointe, 

puisque ce plan est tangent au cone asymptote suivant la 

generatrice oe, o'e. Le point s est la trace de l'asymptote, et 

cette asymptote a pour projection horizontale se paralele â 

ce, et pour projection verticale su” parallele ă o'e' (nous n'avons 

pas figure les projections verticales des gensratrices de Vhy-. 

perboloide). 

La seconde asymptote est intersection du plan asymptote, 

tangent au câne asymptote suivant of, 0/' dont la trace !/p 

passe par les traces 1 et p des gânâratrices Im, Im' et np, mp, 

avec le plan secant. 
La trace de l'asymptote est le point r, et ses projections 

sont rw parallăle â of et w' parallele â 0. 
On voit done bien que les asymptotes sont les mâmes pour 

la section du câne et pour la section de V'hyperboloide 

651. Situation des courbes.—Examinons comment 

sont placses les courbes de section dans les deux surfaces. 

La section dans Phyperboloide a deux points sur le cercle 

de gorge ; en effet, coupons par le plan horizontal du cerele 

de gorge; îl dâtermine dans le plan la droite vut, vu qui 

croise le cerele aux points u,u et. 

D'ailleurs, les points z et y oă la trace du plan coupe la 

trace de !'hyperboloide sont deux points de la section; la 

courbe est necessairement formee des deux branches 

zu, ru et y2, yv', 

ayant ses sommets sur Vhorizontale zow passant par le point 

de rencontre des asymptotes ; il est facile de trouver ces som- 

mets comme nous l'avons fait pour Pellipse en coupant par le 

plan horizontal qui contient Vhorizontale. (La construction des 

points z et w est faite sur la figure.) 

La ligne de plus grande pente oy du plan P est laxe ima- 

ginaire. 

Au contraire, la section dans le câne asymptote a neces- 

sairement cette ligne de plus grande pente oy pour axe reel  
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(467); du reste, les points 3 et e oula trace du plan rencontre 
la base du câne sont; des points de la courbe. 

La section. faite dans le câne est placee 36e,dur. 
Les deux courbes sont des hyperboles inversement places. Nous 

verrons tout ă lheure (655 b;s) quelle est la situation des plans 
s6cants qui remplissent cette condition. 

Nous avons construit sur la figure les sommets p et, en 
prenant lintersection de la droite wy, wy avec le câne ; le 
plan qui projette horizontalement cette droite coupe le câne 
suivant deux generatrices 0p, 0'p' et oc, 0'o' qui croisent 
my, o aux points u,y! et 8,5 sommets cherches. 

Nous avons represente sur la figure le corps solide com- 
pris entre le câne asymptote et I'hyperboloide, en enlevant de 
ce corps la partie situce au-dessus du plan sâcant. Nous avons 
limite le solide â un plan horizontal plac ă une distance au- 
dessus du centre, egale â la cote de ce centre, de manitre 
ă determiner dans le câne eţ,l'hyperboloide des cercles gaux 
aux cercles de base. a 

La demi-hyperbole ep mârădienne existe et forme le 
contour du solide. aa 

L'autre demi-hyperboke -est eilevee par la section. 

652. 2e Cas. Considerăăs Vhyperboloide defini par la 
generatrice ab, ab, le plan s6cant P'aP ne rencontre pas le 

„_cerele de gorge; il est facile de s'en convaincre en menant 
Vhorizontale dont la trace est au point v, et en verifiant que 
sa projection horizontale ne coupe pas la projection horizon- 
tale du cerele. (Fig. 312.) (Voir 655 bis.) | 

Menons par le sommet un plan Q£Q parallele au plar, 
PaP”, cette construction a st faite en employant Yhorizon- 
tale oc, o”, 

Nous trouvons que la trace du plan coupe la base du câne 
asymptote qui est le cerele de rayon ok aux points d et e. 

Les generatrices du câne od, od, oe, 0e' sont parallâles 
au plan, et sans figurer les gâncratrices parallâles de Ihy- 
perboloide, nous obtiendrons, d'apres la construction prece- 
dente, les asymptotes en prenant les intersections du plan 
s6cant avec les plans tangents au câne suivant les genera- 
ratrices ce, o'e' et od, od. 
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Les traces des asymptotes sont les points get, et les 
asymptotes ont pour projections horizontales les droites ho, 
parallele ă od, et gw parallele ă oe. 

Les points z et 7, od la trace du plan rencontre la trace de 
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     Uhyperboloide, sont des points de la section qui est contenue 

dans Pangle inferieur des asymptotes, et qui a ses sommets 
reels sur la ligne de plus grande pente wy, oy du plan P. 

Les points m et n, ou la trace du plan rencontre la base du
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câne, sont des points de la section du câne par le plan; et 
cetta section a aussi pour axe transverse la ligne de plus 
grande pente projet&e sur oy (467). 

Les deux sections ont donc la situation indiquee sur la 
figure, elles sont comprises dans le mâme angle des symp- 
totes, elles sont concentriques et directement semblables. 

Du reste, la recherche des sommets qui a 6t€ faite sur 
'&pure et que nous expliquons dans le paragraphe suivant, 
va montrer encore la position de ces points et la situation 
des courbes. 

Nous avons represente le solide compris entre I'hyperbo- 
loide et le câne asymptote, en supprimant la partie du solide 
situde au-dessus du plan sâcant, et en limitant les deux corps 
ă un plan horizontal, plac ă une hauteur au-dessus du centre 
&gale ă la cote du centre. 

653. Sommets. — 1: Lhyperboloide est donne par la 
generatrice a5,a'W, le plan est PP. (Fig. 513.) Ce plan fait 
avec ce plan horizontal un angle plus grand que les gensra- 
trices du câne asymptote, et coupera, ce câne suivant une 
hyperbole (466). | 

Nous pouvons, du reste, cohstruire le plan Q'$Q, parallăle 
au plan P'aP, et passant par le sommet 0,0' du câne asymptote, 
et nous voyons que ce plan coupe le câne. 

De plus, il est aise de verifier que le plan P'aP ne rencon-. 
tre pas le cerele de gorge. Cherchons les sommets situ&s sur 
la droite de plus grande pente du plan P, qui rencontre axe 
et dont la projection est oc (648). 

Nous determinons d'abord le point de rencontre f de axe 
et du plan au moyen de la ligne de tront od,d'fp. 

Les sommets sont sur la droite oc,c'f', et nous devons pren- 
dre les points de rencontre de cette droite avec 'hyperbo- 
loide. 

Nous concevons le câne engendre par ceţte droite, tour- 
nant autour de L'axe, et nous cherchons Pintersection de ce 
câne avec la gencratrice a5,a'W, ces points engendrernnt des 
parallăles communs au câne et ă l'hyperboloide qui rencontre- 
ront la ăroite aux points ou elle perce la surface. 
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ad.a'W, et par le sommet du câne, en conduisant par le som- 
met o,f' une droite og,f'g' parallele â ad,a'b
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La trace de cette droite etant un peu 6loignce, nous pre- nons la trace du plan qu'elle determine avec la droite a'%,a5, en marquant en o, et g'g les traces des deux dro.:es sur un plan horizontal; gA, est la projection d'une horizontale du . plan, et la trace horizontale est akl, paralele â ga. 
La ligne ap croise le cerele de base du cOne aux points ket 1, et les deux gencratrices du câne auxiliaire dont les pro- jections sont ko et do, coupent ad,a' aux points mam, et, Ces deux points engendrent des parallăles qui rencontrent la droite oc,cf aux points m',m et nn, qui sont les deux 

sommets, 
Nous trouvons done les deux sommets reels de !hyperbole sur la ligne de plus grande pente du plan, les deux sommets de Ihyperbole section du câne, sont aussi sur cette droite, et les deux courbes ont la situation que nous avons indiquge. ($ 632. Fig. 512.) | Nous avons repete la construction sur la figure 512, et nous avons obtenu sur la droite oy, vu' les sommets s,s et tt, 
Nous pouvons verifier que les deux autres sommets sont imaginaires. 
En eflet, ces sommets seraient, situâs sur L'horizontale op,p'q, passant par le milieu « de Lintervalle mn, et si nous coupons I'hyperboloide par le plan horizontal pg, nous obtenons le parallăle de.rayon 0q qui ne rencontre pas wp; il n'y a pas de points sur cette droite. 
2* flyperboles inversement semblables. (Fig. 544.) 
Nous determinons, comme plus haut, la ligne de plus 

grande pente du plan oh,hf'. Le câne engendre par cette 
droite a son sommet au point f, et sa base est le cercle de 
rayon oh: 

Nous menons, par le sommet du câne, la paraliele ok&,fk â 
la generatrice a5,a'9', et le plan dâtermină par AB et FKa 
pour trace ka qui ne rencontre pas le cercle oh base du câne. 

Done la droite e4,//, ne rencontre pas I'hyperboloide; 
cest un axe sur lequel il n'y a pas de sommets, c'est laxe 
imaginaire, et la courbe a la situation indiquge. ($ 650, 
Fig. 54.) 

Dans ce cas, on commencera par construire les asymptotes, 
et par 'eur point de rencontre qui est le centre delacourbe, on 
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mânera Vhorizontale du plan sur laquelle on trouvera les 
deux sommets, comme nous l'avons dâjă indique pour Lellipse 
et comme nous l'avons encore realis€. ($ 651, Fig. 511.) 
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Remarque. — Nous devons faire observer que la 
recherche des sommets faite sans qu'on ait transporte le plan 
au sommet du câne pour fixer la nature de la courbe, suffit 

pour la faire connaitre. 
En effet, si nous ne trouvons pas de sommets sur la ligne 

de plus grande pente du plan, la courbe est necessairement 
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HYPERBOLOIDE DE REVOLUTION. 507 
une hyperbole, et l'on fera, les constructions pour obtenir les 
asymptotes et les sommets reels, 

Si nous trouvons deux sommets; ces deux sommets places 
de part et d'autre, du cercle de 
gorge indiquent une ellipse, le SI 
plan ne coupe qwune seule nappe A ; Ș du câne asymptote et les deux N 7 
sommets de la section du câne | N Is 

„ placâs sur les gencratrices de ce 2 / 
câne appostes, sont de part et  _— E A 
d'autre de axe (Fig. 515). D'ail- > IN d 
leurs, la trace horizontale de l'axe / ESP 
est le foyer de la projection dela // ! N 

Au contraire dans /'hyperbole, les sommets sont sur la 
generatrice inferieure, et sur le 
prolongement de la genratrice 516 
opposce, du mâme câte, par rap- 
port ă laxe, et par consequent 
par rapport au cerele de gorge 
(Fig. 516). Le foyer de la projec- 
tion qui est la trace de laxe ne 
peut 6tre entre les sommets. 

654. Section parabo- 
lique, 

Le plan P'«P, transporte parallelement ă lui-meme au 
sommet du câne asymptote en Q£Q, est tangent au câne, 
suivant la generatrice oe,oe. (Fig. 547.) 

La section est une parabole. L/axe est parallele â la gene- 
ratrice oe,o'e' du câne asymptote parallele au plan P. 

On obtiendra des points de la section en employant des 
plans auxiliaires horizontaux. 

Cherchons encore le sommet : 
La ligne de plus grande pente du plan est of,fk. Le som- 

met du. cne auxiliaire engendre par cette droite est 7.0, et 
la base est le cerele du rayon of. 

Menons par le sommet ko, la parallâte kiol,ă la genera- 
trice ab,a', le point / est sur le cercle of, car la droite Ko, 
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rait avec Vaxe le mâme angle que &/,of, puisque ces deux 
droites font avec axe Pangle des genratrices du câne asymp- 
tote (k'f „of, est parallele â oe,o'e”). 

Le plan auxiliaire men€ par ad,ab' et k?,ol, coupe le câne 
a
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auxiliaire suivant la generatrice dont la projection ol ren- 
contre ab â Pinfini, et suivant la generatrice dont la projec- 
tion om rencontre ab au point 2., dont la projection verticale 
sur a'b' est n. Ce point decrit le parallăle dont la projection 
verticale est m,n', et ce parallele rencontre la droite o/,kf, 
au point dont les projections sont n.n. 

Nous avons done un sommet ă distance finie, un sommet ă 
Vinfini, 

La couvbe est une parabole ; et nous remarquons encore que  
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la recherche des sommets suffit pour indiquer la nature de la 
section. 

655. Deux droites. — Le plan donne peut tre tan- 
gentă la surface, et coupe l'hyperboloide suivant deux droites. 
(Fig. 518.) 

On en sera encore averti par la recherche des sommets. 

  
Nous r&pâtons la construction dâjă indiqute trois fois, et 

nous trouvons que la trace du plan auxiliaire est ag, tan- 
gente en & ă la trace du câne auzxiliaire qui est le cerele de 
rayon oc. | 

Nous obtenons dans le câne auxiliaire une seule gânera- 
trice dont la projection horizontale est op, et cette projeo- 
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tion rencontre la ligne «5, au point î,, dont on prend la pro- 
jection verticale 7, ensuite on trace le parallele dont la pro- jection verticale est 2,7, et; dont la projection horizoxtale est le cercle qui a pour rayon ol,. Ce parallele deterzuine sur la 
droite oc,f'e' le point 4 qui est le sommet. 

La courbe est done une courbe du second degre, qui na quun sommet, elle ns peut âtre qus le systâmo de deux droites 
En effet, le plan dontla trace est agă, est tangent au câne auxiliaire, comme le plan sttant, c'est done une situation particulicre du plan sâcant; or, dans cette situation ce plan 

dont la trace est agk renferme la gâncratrice a5,a'W, done il renferme une autre genrairice. 
Par consequent le plan seeant P'aP, qu'on peut considerer comme une position particulisre du plan agk, quand ce plan 

tourne autour de Paxe, contient deux droites, et Pon doit veri- 
fier que les deux generatrices de system. difierents, dont les projections horizontales sont les tangentes npm9, menâes au: cerele de gorge par les points m et n, se rencontrent au point 
[„Î. Nous avons figură les projections verticales de 'ces gend- ratrices, qui representent la courbe d'intersection. 

655 tis. Des situations du plan sâcant don- 
nant des sections hyperboliques. 

Considerons un plan sâcant dont la trace sur un plan meridien qui lui est perpendiculaire soi: une droite telle que P' (fig. 316). Ce plan coupe la surface suivant une hyperbole ayant pour axe trans- verse la projection 'de Paxe de la surface sur le plan secant (454 bis). Deplagons ce plan parallălement â lui-mâme : il arrivera ă 6tre tan- gent ă l'hyperboloide (la trace P' sera tangente ă I'hyperbole me- ridienne); continuons le deplacement, le plan coupera toujours I'hy- perboloide suivant une hyperbole, puisque les sections faites dans la surface par des plans paralleles sont homothâtiques, mais cette hyper- bole aura la projection de l'axe de la surface sur le plan sâcant comme axe iinaginaire. C'est done le plan tangent qui separe les see- tions dont la position est diffârente par rapport â la section dans le câne. (1 est evident que si le plan ne coupe pas le cercle de gorge, les seciions dais le câne et Yhyperboloide sont homothetiques, mais cela peut encore exister si le plan coupe ie cerele de gorge.  



  

CONES ET CYLINDRES CIRCONSCRITS 

GENERALITES 

656. 'Yh&or&me. — Za courbe de contact d'un câne cir- conscrit d un hyperboloide de revolution est une courbe plane. — 
Le plan de la courbe est parallele au plan diamâtral conjugu€ de la droite qui joint le sommet du câne au centre de sa surface, 

40 Le point S ctant le sommet du câne, nous considerons - le meridien de la surface dontle plan passe par le point S. 
Nous supposons d'abord 

que le point S, est en de- 
hors du câne asymptote et *. 
entre ce câne et la surface - 
(Fig. 519); nous figurons 
par ce point S deux tangen- 
tes SH et SK, â la courbe | 
de section; la corde decon-  .....-.]- opri. 
tact KH, est parallăleă la ri 
tangente FM au point F. 

Nous avons la relation 
OF'= 03 X OL. 

Nous couponsla surface i 
par une suite dă plans passant par la droite OS, ces plans 
determinent des sections coniques, sur lesquelles nous r6- 
p&tons la mâme construction. 

Le point F est fixe; , 
Le point L est fixe, et toutes les cordes de contact passent 

par ce point; elles sont parallăles aux tangentes mendes au 
point F, aux diverses sections faites dans la surface, tan- 

„ gentes qui constituent le plan tangent â la surface, en.F. 
„Done ces eordes de eontact forment un plan. 

519 
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Dans chaque section, nous menons une droite telle que oP, 
passant par le centre parallăle ă la tangente FM etă la corde 
HK, toutes ces droites forment le plan diametra) conjugue 
de OS, et le plan de la courbe du contour est parallele â ce 
plan. 

Le plan de Ja courbe de contact, etant paralele au plan 
tangent en F est parallele aux deux generatrices qui sont 
contenues dans ce plan tangent, et coupera la surface suzvant 
une hyperbole (649). 

2 Le point S (Fig. 520), est exterieur au câne asymptote 

520 __etâla surface. 
Nous avons encore 

la relation OE2=— OL 

X OS. Nouspouvonsre- 
peterlesraisonnements 
dont le detail a ete don- 
nedansle cas precedent 
at nous voyons que le 
plan de la courbe de 
contact est encore pa- 

rallele au plan tangent 
ă la surface au poiut E, 

et au plan diametral 
conjugus de la direction OS la courbe de contact est une hy- 
perbole. 

30 Le point S est dans le câne asymptote. (Fig. 54.) 
La, droite SO ne coupe plus la surface. 
Toutes les sections faites par un plan contenant la droite 

OS, sont necessairement des hyperboles, la figure reprăsente 
une section. , 

Nous menons ă Lhyperbole les tangentes SE et SF, la 
corde de contact EF, est parallăle au diamâtre MOH del'hy- 
perbole conjugu€ de la direction 05, et le produit des deux 
segments OS X OL est egal ă une quantite constante que 
nous pouvons representer par — K2, parce que les deux seg- 
ments sont de sens contraire. — Le point L est encore 
fixe. 

"Toutes les droites MH forment le plan diametral conjugue 
de OS, et ce plan diametral est le mâme dans I'hyperboloide 
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et dans le câne asymptote, paree que les portions de secantes 
comprises entre !hyperbole et ei 
ses asymptotes sont 6gales. 4 

La courbe de contact est Li 
plane, mais son plan &tant pa- | ă 
rallele au plan diametral formă i 
par les droites MOH, exte- | 
rieures au câne asymptote, plan  --—. Ni | 
qui n'ade commun avec le câne > a 
que son sommet, la courbe de Mp 
section par un plan parallele ș 
est une ellipse (649). Ț, pa 

&o Le point S sur le câne asym- 77” 
ptole. (Fig. 522.) | 

La figure est disposâe com- | A 
me dans les cas precâdents, les sections faites dans la surface 
par des plans passant par OS 522 
sont des hyperboles, lune de 
ces sections se composera de 
deux droites parallâles. (644.) VA 
L'une des tangentes est SE, 
Vautre est la gentratrice SO, 
du câne. 

Toutes les cordes de contact 
telles que EF, sont paralleles / , 
au plan diametral conjugue de pu 
BOS, c'est-ă-dire au plan tan-  //& 
gent â la surface, aux points / /* 
situes ă infini sur OB et OD, 
par consequent parallâles au plan tangent au câne asym- 

    

. ptoie suivant la generatrice BOSD. 
Le plan de la courbe de contact parallâle â ce plan tangent . 

au câne asymptote, coupera la surface suivant une para- 
bot. 

50 Le point est sur la surface. 
Le plan polaire conjugue de ce point, est le plan tangent 

au point lui-m6me, et par suite la courbe de contact se com. 
pose des deux gensratrices passant par le point. 

Conelusion. — Za courbe de contact d'un câne circon: 
PoLyT. — T, II 

34 
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scrit d un hyperboloide de revolution est une elhpse, une parabole 

ouaine hyperbole, selon que le point est dans le câne asymptole, sur le 

câne asymptote ou exterieur d ce c6ne. Quand le sommet est sur la 

surface, la courbe de contact se compose des deuz gentratrices qui 

passent par ce point. 

637. 'Fhâor&me. — La courbe de contact d'un cylindre 

circonscrit ă un hyperboloide de revolution est une courbe plane. 
10 La direction des generatrices du cylindre fait avec l'axe 

un angle plus petit que les genratrices de !'hyperboloide. 

(Fig. 523.) 
Menons par le centre la paralldle OR, ă la direction des 

generatrices du cylindre, et fai- 
sons passer des plans par cette 
droite, ces plans coupent neces- 
sairement la surface suivant des 
hyperboles, nous figurons une 
section et nous pouvons meneră 
cette section hyperboligue deux 
tangentes ac,bd, paralleles ă OR, 

les points de contact seront sur 
un diamâtre ab, conjugue de OR, 
et cette droite sera conjugute 
de OR dans le câne asymptote et 
dans l'hyperboloide. 

Faisons tourner le plan se€- 
cant autour de OR, toutes les 

cordes de contact telles que as, formeront le plan conjugue 
de OR dans le câne asymptote,; et contiendront la courbe de 
contact du cylindre et de l'hyperboloide, la courbe de contact 
est plane, et son plan coupe 'hyperboloide suivant une e//zpse 
puisqu'il n'a de commun avec le eâne asymptote que son 
sommet. 

2 La direction des gântratrices, du cylindre fait avee 
iaxe un angle plus grand que les generatrices de la surface. 
(Fig. 524.) 

La parallele OR, mende par le centre, est exterieure au 

câne asymptote et coupe la surface aux deux points aet, 

menons des plâns par cette droite ab. 
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Les plans sâcants conduits par OR, pourront couper a surface suivant des cou'bes qui seront des ellipses ou des hyperboles. 
Imaginons une de ces courbes abed, nous lui menons deux tangentes c/ et di, parallăles 

â OR, ces tangentes donneront 
une corde de contact, telle que 
cd, paralleleâ la tangente, â la 
courbe de section, aux points a 
et b; en repetant la construc- 
tion, nous voyons que les cor- 
des de contact forment un 
plen p wallâle aux plans tan- 
gents â Ihyperboloide, aux 
points a et 5, et ce plan est le 
pian diametral conjugu6 de 
la direction OR, dans le câne 
asymptote et dans !'hyperbo- 
loide. La courbe de contact est ure courbe plane, dont le plan passe par le centre, et comma ce plan est parallăle ă un plan tangent, et par suite ă deux genAratrices de !'hyperbo- loide. La courbe de contact est une Ayperbole. 

Le plan de la courbe €tant, dans le câne comme dans I'hy- perboloide, le plan diametral conjugue de la direction (R, passe par les generatrices de contact du câne asymptote avec les plans tangents parallăles â OR (480), ces generatrices sont les asymptotes de !'hyperbole. ” 
3 La direction des. genevatrices du cylindre, fait avec Vaze le meme angle que les gineratrices de I'hyperboloide. 
La parallăle ă cette divection, mence par le centre est une generatrice du câne asymptote. Le plan diametral est le plan tangent au câne suivant cette gensratrice, et la courbe de contact se compose de deux gensratrices da systemes diffe- rents, paralleles â la direction donnge. 
Conelusion. — /a courbe de contact d'un cyindre ctr- 

conscrit d un haperboloide de revolution est une courbe plane, le plan passe par le centre; la cous be est une ellipse ou une haperbole, selon que la direction des gentratrices du cylindre fait avec Pazeun angie peus petit, ou plus grand, que celui des generatraces de Thayerbo- 
Lă 
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loide S Panqle de la direction avec Taze est €gal ă tangle des 
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525 
genâratwices, la courbe se compose 

du systime de deuz droites parallăles. 

Il en râsulte que le contour 

apparent d'un hyperboloide, peut 

&tre une ellipse ou une hyper- 

bole; mais le contour apparent 

sur un plan perpendiculaire â une 

generatrice, se compose seule- 

ment de la droite qui joint les 

traces des deux generatrices pa- 

rallăles ă la direction des proje- 

tantes. (Fig. 525.) La projection 

de Yhyperboloide couvre alors 
tout le plau de projection, 

  
 



PLANS TANGENTS 

658. Probleme. — Construire la courbe de contact d'un câne circonscril ă un hyperboloide de re&volution. 
Nous ponvons d'abord construire la courbe de contact par poin(s, en opsrant pour l'hyperboloide comme pour une surface de revolution quelconque, et cherchant les points sur les pa- ratleles de la surface. (585.) 
Nous voulons seulement indiquer comment on trouvera la tangente ă la meridienne, au point situ sur le parallăle con- sidere. 

_La gâncratrice est abab, Le point donne est S,S. (Fig. 526.) 
Nous voulons trouver le point de contact d'un plan tan- gent qui touche la surface, en un point d'un parallâle 

cd, cd. 

Nous considerons le point cc, du meridien situ sur le parallele, et nous nous proposons de construire, en ce point, la tangente au mâridien. Pour cela, nous menons par la pro- jection horizontale de ce point, la tangente cef au cercle de gorge; cette tangente est la projection d'une generatrice du systeme diffârent ab,aw'; sa place est au point 7 et la pro- jection verticala ce, de cette gensratrice est tangente au mâridien au point d. (647). Le point /, est le sommet du câne circonserii, suivant le parallele, 
Remarquons que si nous prenons la generatrice du second systeme, passant par le point co, la projection cgh, de cette generatrice est symetrique de la premiăre, par rapport au 
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plan de front, passant par laxe ei les projections verticales 

des generatrices cef et cgh, se confondent. 

659. Autre:nent. II est prâfârable de chercher les 

points de contact des plans tangents passant par le point, ces 

points de contact de- 
vant se trouver sur 

Ta
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Li 
7 . 

Ş des generatrices don- 
Ap? 4 7 7 - 

„ZEN aaa coana Prj D008. 
II 4 pr 

. E: 

NIN ! pr! Ainsi, DOUS vOu- 

N N pr! lons trouver le point 
1 J/ „ ; . ? 

Azore! | de contact situe sur     
  

la gensratrice m, îm 
d'un plan tangent pas- 

sant par SS. 
Tout plan passant 

par la generatrice esi 
tangent (641). 

Determinons un 
plan passantparla g6- 
neratrice et le point 
S,S', en conduisant 

par S,S” une paraliâle 

Sp', Sp ă la genera- 

trice ; le plan tangent 
a pour trace pl. 

Nouscherchons le 
point de contact, (642) 
de ce plan tangent en 
tracantla generatrice 

du secondsyst&me contenne dans ce plan, eeneratrice dont la 
trace est au point g; sa projection est gr, et le point de con- 
tact est le point projete en dont nous prenons en ” la pro- 
jection verticale. sur Vp. 

On obtiendra ainsi autant de points de la courbe qu'on le 
voudra. 

  

e 

72
] 

660. Flan de la courbe. 
1* La, generatrice de 'hyperboloide est ab, a'b' le point est 

S,S. (Fig. 5217.) - 
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One asymptote (656 erieur au c 

terminons le câne asymptote (645). - 
ous prenons le point ext 

Nous de 

N 
1* et 20), 

La courbe est une h 
plan diam 

Yperbole dont le plan est parallăâle au 

A 

etral conjugue de oS, oS'. 
terminons ce plan diamâtral dans le e 6 Nous d ne, en con- 

522 

 
 

 
 

  
  

joi- 
te S'o', So est le 

(481). Nous int S,S 
. 

, la trace de la droi 

s par'le po duisant des plans tangent. 
gnons le point au sommet
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point c, et nous tracons les deux tangentes cd, ce ă la base du 
câne. Les generatrices de contact sont oe, o'e et od, od, et le 

plan determine par ces deux droites est le plan diametral cher-. 
che (481). 

Les asymptotes de l'hyperbole seront parallelesă ces deux 
generatrices, 

Considerons le plan horizontal passant par le point, il 
coupe la droite ad, a au point f',fet donne dans la surface 
le parallele dont le rayon est of, nous pouvons tracer des tan- 
gentes ă ce parallele par le point S, et les deux points de con- 
tact g,g' et A, appartiennent ă la courbe cherchee. 

Le plan de cette courbe passe par l'horizontale gi, g'h' et 
est parallele aux deux generatrices od, o'd et oe, oe. 

Nous allons dâterminer la trace de ce plan. 
Pour cela, nous conduisons par le point 4,” une parallele 

Ph, hk ă la generatrice oe, o'e, le point k est un point de la 
trace du plan et cette trace est kimnp parallele ă gh etă ed. 

Nous construisons les asymptotes de la courbe (650). 
Les plans asymptotes dont les traces sont cd et ce coupent 

le plan de la courbe suivant les deux asymptotes. La premiere 
a pour projection horizontale mw, passant par le point de 
rencontre m des traces horizontales du plan de la courbe et 
du plan asymptote, parallele â ce; sa projection verticale est 
m'o' parallele ă o'e'. La seconde est nw, n'w” parallele ă od, od. 

Le point de rencontre wo” deș deux asymptotes est un 
peu au-dessus du cerele de gorge. 

Nous coupons !'hyperboloide par le plan horizontal passant 
par ce point et nous avons les deux sommets dont les projec- 
tions horizontales sont r et g, leurs projections. verticales 
sont 7 et g' (652, 653), les pointslet p ou la trace du plan 
croise la trace de I'hyperboloide sont aussi des points de la 
courbe. 

Il est facile de tracer !'hyperbole qui a deux points sur le 
cercle de gorge. 

Nous avons limite la surface au plan horizontal passant 
par le point S',S, et considere le point comme un point lumi- 
neux, la courbe de contact est la courbe d'ombre propre. 

22 Le point est dans Linterieur du câne asymplote. 
Le point est S,S'. (Fig. 528.) 

 



  

RYPERBOLOIDE DE REVOLUTION,  - 521 
Le plan de la courbe de contact est parallele au plan dia- mâtral conjugus de la droite S'o, So. 
Nous construisons ce plan diamâtral dans le câne asym- ptote,. 
Nous faisons passer des plans par la droite So”, So dont la 

trace est au point c. 
Par exemple, le plan dont la trace est la droite de front dee donne dans le câne 

deux generatrices dont 528 
les projections verti- 
cales sont od et o; 
nous pouvons figurer 
entre ces deux gendra- 
trices une parallele â 
S'o',S5, parallăle dont 
la projection verticale 
est, par exemple, ek, 
et preadre le milieu /' Z 
de ek, la droite dont 
la projection est o/' 
situe dans le plan 
auxiliaire secant, est 
une droite du plan dia- 
mâtral, et sa trace est 
au point / surla trace 
du plan auxiliaire dee. 
D'ailleurs, le plan dia- 
mâtra] est 6videmment 
pour raison de syme- 
trie, perpendiculaire 
au mâridien dont la . 
trace est oc, dont Phest la trace de ce plan, qui est, d'ailleurs, 
bien determine puisqu'il passe par le centre. Nous avons dejă 
vu. (481) que la trace de ce plan est la polaire du poiat e par 
rapport â la base du câne, ce qui permet de construire di- 
rectement cette trace. 

Nous obtiendrons un point de la courbe de contact, soit e, 
menant.par le point S,S' une tangente â I'hyperbole meri. 
dienne contenue dans le plan du mer'dien qui pesse parra 
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point, soit en cherchant un point sur une generatrice (659) et 
nous construirons un plan passant par le point obtenu et pa- 
rallele au plan P. 

II sera facile, en opsrant comme nous l'avons indique (633) 
d'obtenir les sommets de V'ellipse qui est la courbe de con- 
tact. - 

II faut remarquer que cette construction peut âtre utile 
dans la pratique pour representer un corps dont le vide ints- 
rieur est limite par un hyperboloide, cas dans lequel la pro- 
jection du cerele de gorge sur un plan perpendiculaire ă laxe 
serait vue, et lellipse de contact du eylindre circonscrit sera 
le contour apparent interieur du corps. 

30 Le point est sur le câne asymptote. 
Nous ne ferons pas la construction. Le plan de la courbe 

est parallăle au plan tangent au câne asymptote suivant la 
gensratrice qui passe par le point, et on construira directe- 
ment un point de la courbe. (Voir : note 7.) 

661. Probl&me. — Construire la courbe de contact d'un 

529 , cylindre circonscrit 
pr dun hyperboloide de 

: re&volut:on. 

On peut encore 
obtenir la courbe 
par points en ope- 
rant comme pour 
une surface quel- 
conque de revolu- 
tion et nous avons 
d&jă montre (638) 
comment on cons- 

truit la tangente 
ă la meridienne en 
un point d'un pa- 
rallâle donne. 

Il est encore 
preferable de cher- * 
cher les points si- 

tus sur les gencratrices successives de la surface. 
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Ainsi, la direction donnse est RR; on veut trouver le point de contact d'un plan tan gent parallele â R',R et situ sur la gâneratrice cd, ed. (Fig. 329.) 
Nous faisons passer par un point d,d' pris sur cette gân- ratrice une parallăle 4, dp â R,R et le plan men par ed. ed parallâlement ă R,R' a pour trace horizontale fe. Ce plan est le plan tangent qu'on se proposait de construire (644). 
Nous cherchons la gânsratrice du second systeme conte- nue dans ce plan (642). La trace de cette gâncratrice est le point A, et la gensratrice a pour projection horizontale kk qui croise cd au point k, projection horizontale du point de con- tact cherche, dont nous pouvons relever en 4 la projection verticale. 
Nous obtiendrons ainsi autant de points de contact que nous jugărons utile d'en dâterminer, 
Pau de la courbe. 

662. 1* Nous pouvons encore construire le plan de la 
courbe. (Fig. 530.) 

Prenons la direction R,R! faisant avec l'axe un angle plus - grand que la gâneratrice de I'hyperboloide. La courbe de con- tact est une hyperbole (657). 
Le plan de la courbe est le plan diametral conjugus de R,R! et nous pouvons construire ce plan dans le câne asymptote en menant ă ce câne des plans tangents paralleles ă R,R: (480). 
Nous avons conduit par le sommet 9, 0' une parallele oc, oc 

ă R,R! et nous avons trace par le point c, trace de la parallele, 
des tangentes ce et cfă la base du câne asymptote qui est le 

„cerele dont od est le rayon. 
„es generatrices de contact oe, ve' et of, o'f' determinent 
; le plan diametral dont la trace est ef, et sont les asymptotes | de la courbe (6537-29). , | 
i Le plan est donc dâtermine par sa trace ef et le centre. 
1 Les sommets de lasymptote sont aux points de rencontre 
! du cerele de gorge avec Vhorizontale Im bissectrice de Langle . 
! des asymptotes. 
Les points & ou A ou la trace du plan croise la trace de P'hy 

„ perboloide appartiennentă la courbe, qu'il est facile de tracer. 

  | 
| 

| 
: 

|  
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Nous avons note les points u,u et vw qui sont les points 
tal su- auxquels les asymptotes rencontrent le plan horizon 

t la r qui limite I'hyperboloide, la droite ww, uv, es 
| superieur, trace du plan de la courbe sur le plan horizonta 

, 
perieu 
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7 
d'ailleurs, le cercle trace de la surface est le cercle d ț avec ecri 

ob comme rayon, et les points z,z et y',y soni deux points de 
la courbe, 

Si la direction R,R! est une diraetion de rayon lumineux 
eclairant la surface, la courbe est l'ombre propre de !/hyper- 

nous obtiendrons facilement l'ombre port boloide 

 
 

le ee sur 
g. 

,



HYPERBOLOIDE DE REVOLUTION. 525 
plan horizontal. Le centre de I'hyperbole d'ombre propre se projette au point c centre de Yombre portee, les asymptotes de cette ombre portee sont ec et fe, ombres des deux asym- ptotes, le diamătre /m du cerele de gorge se projette en vraie grandeur en /,m,, et si nous considerons les points z, et 3 situs dans le plan horizontal supârieur auquel nous avons limite la surlace, la corde horizontale Zy, 'y' se pro- jette horizontalement, en Ziy, et il n'y a plus quă tracer - Yhyperbole, ombre portee, dout on a les asymptotes, les sommets et les points extrâmes. (Voir : note 8.) 

Autres mâthodes pour tracer les ombres. 
On peut tracer Vombre portte par I'hyperboloide sur un plan, en construisant les ombres d'un certain nombre de genera- trices, dont l'enveloppe est Pombre portee ; cette methode est surtout commode lorsque Yhyperboloide est represente lui- m6me par des gâneratrices ainsi que nous l'avons fait (647). 

Si l'ombre doit se faire sur un plan perpendiculaireă axe, on peut projeter obliquement un certain nombre de paral- leles de la surface, lenveloppe de toutes ces projections obliques des cercles donnera Pombre portee. 
2* La direction donnte fait avec axe un angle plus petit que les gânsratrices; la courbe de contact est une ellipse „(6517), 
Nous ne donnerons pas le detail de cette construction identique ă celle que nous avons indiquce dans le cas du câne circonscritlorsque le sommetest interieur au câne asymptote, ($ 660, 2- fig. 528.) 

„On cherche le plan diamâtral dans le câne asymptote (480). | 
„3 La droite &tant parallăle ă une gencratrice du câne asymptote, nous avons vu quil suffisait de tracer les gânsra- trices de 'hyperboloide parallles ă cette direction. 

663. Contour apparent dun hyperboloide dont Paze est înclin€ sur le plan horizontal, 
| Le problăme du eylindre circonserit est, comme toujours, le problâme du contour apparent. 

   



526 GEOMETRIE DESCRIPTIVE. 

On donne un hyperboloide defini par sa generatrice et un 
axe qui est parallăle au plan vertical. (Fig. 531.) 

La. generatrice eşt cd, “d, laxe est la droite de front 
ab, ab. . | 

Nous commencons par chercher la perpendiculaire com- 

531 
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mune aux deux droites pour connaitre le centre et le rayon 
du cerele de gorge (220). | 

Nous faisons un changement de plan horizontal, en pre- | 
nant le plan horizontal L+T, perpendiculaire ă axe. L'axe a 

pour trace horizontale nouvelle le point a+ dont l'6loignement 
est le mâme que l'Eloignement de tous les points de laxe. 

La nouvelle projection horizontale de la droite de, de 
est ec. 

La plus courte distance a pour projections a,f,; fo, le 
point o',o est le centre du cerele de gorge ct a,f, est le rayon.: 

  

  
 



  

RYPERBOLOIDE DE REVOLUTION, 597 Nous portons une longueur gale au diamătre du cerele de gorge sur la perpendiculaire â a'/ mente par o, /' et g' sont les deux extremites du diametre de front du cerele de gorge, et sont les sommets de I'hyperbole meridienne. Le diamâtre horizontal de ce cercle se projette en vraie grandeur suivant ok et les points t et & sont les sommets de la projection horizontale. 
Nous cherchons langle de la gensratrice avec axe. Pour cela, nous menons par le point m,e' pris sur axe une. parallele ă la gensratrice; ses projections sont «d et mn nous faisons tourner cette droite autour de l'axe pour la ra- battre dans le plan de front passant par Paxe. Le poiut n, 2", decrit un cercle dont le rayon projetă en gn,g'w' est rabatru en n, (nn, =np); et la droite se rabat en e" ou es'; ces deux lignes qu font avec l'axe le mâme angle que la gânera- trice figurent le contour apparent vertical d'un câne homo- thetique du câneasymptote ; nous tracons des paralleles par le point o', et nous obtenons en oz et 07 les lignes qui forment le contour apparent vertical du câne asymptote et qui sont les deux asymptotes de I'hyperbole meridienne. 

II est facile de voir, en ce moment, que le contour apparent horizontal de !'hyperboloide sera une hyperbole ; car les pro- jetantes verticales qui sont les gâneratrices du cylindre cir- conserit fournissant le contour apparent, font avec P'axe un angle plus grand que la gâncratrice (657). 
Nous devons alors nous rappeler que le plan diamâtral conjugue des cordes verticales, qui renferme la courbe de con- tour apparent horizontal, est le mâme dans I'hyperboloide e dans son câne asymptote, et que ce plan contient dans le câne asymptote les generatrices de contour apparent horizontal (480). 
II faut donc construire les genratrices de contour appa- ; rent horizontal du csne. Pour cela (411), nous inscrivons dans jle câne une sphere, dont nous prenons arbitrairement le cen- tre au point e,m, son rayon est donne en vraie grandeur car la projection verticale, nous tragons le contour apparent hori- „Zontal et les deux tangentes oz, ov menees par le point s au „cerele qui represente la projeetion horizontale de la sphâre  douuent le contour apparent du câne, 
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Les generatrices oz, ov sont en meme temps (657) les 
asymptotes de-/hyperbole qui forme le contour apparent de 
I'hyperboloide et dont les sommets sont les points zet & pre- 
cedemment obtenus. 

Le plan diametral conjugu€ des cordes verticales, et qui 
contient les generatrices de contour apparent du câne et l'hy- 
perbole contour apparent de I'hyperboloide est perpendicu- 
laire au plan vertical, et se projette verticalement suivant 
une droite facile â construire. 

Nous figurons dans le câne une corde verticale 2, nous 
prenons son milieu « et la droite o'x est la trace verticale du 
plan diametral, projection de la courbe de contour apparent 
horizontal. 

664. Probl&me. — Mener ă un hyperboloide de revolu- 
tion un plan tangent, paralele ă un plan. 

La generatrice est ab,a'b'; le plan est P'«P. (Fig. 532.) 
Le plan tangent doit contenir deux generatrices, et par 

consequent le plan donn€ doit âtre parallele ă ces deux 
droites. 

Nous devons done chercher les generatrices parallles au 
plan donne; et nous cherchons d'abord les gengratrices du 
câne asymptote paralleles ă ce plan. 

Pour cela, nous menons par le centre 0,0, un plan paral- 
lele au plan P. 

Ce plana ete construit par l'horizontale oc,o'c', ses traces 
sont cfd/; il determine dans le câne asymptote, dont la base 
est le cercle de rayon oi, deux gensratrices paralleles au 
plan P, dont nous fizurons seulement les projections hori- 
zontales od, et of, nous dessinons les projections horizontales 
des generatrices de I'hyperboloide paralleles â ces droites. 

Nous avons gi, et 4, parallăles ă od.mn et pg, paralleles 
â of. 

Les traces de ces generatrices sont aux points g et &, 
pet m, sur le cercle qui est la trace de Yhyperboloide; ces 
points 6tant choisis par la condition que la pente des genc- 
ratrices sont dans le mâme sens que la pente des droites cor- 
respondantes du câne asymptote. 

En prenant ensemble les generatrices de systemes diffe- 

  

  
 



  

HYPERBOLOIDE DE REVOLUTION, 529 
rents gn et pg, nous obtenons un plan parallele au plan P; sa: trace horizontale est Jp, (qui doit, comme verification, &tre parailele ă «P), son point de contact est projets au point r, oă se croisent les projections horizontales des devx genâra- trices, et nous avons relevă ce point en r', sur la projection verticale p'g'7', de la gensratrice pg. Le plan est RyR!. 

En prenant ensemble les gânratrices XI et nn, dle systeme different, nous obtenons un plan parallele au plan P; sa tuace 

  

  
horizontale est mk (pavallele ă «P, comme verificatioa). Son 
point de contact est projete en s, et nous avons relevă sa pro- 
jection verticale en s, sur la projection verticale 47, de la 
gendratrice Al. 

Porr. —T. ul, 35 
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je plan est 855. 
II) n'y a pas d'autre solution. 

]] y a une condition de possibilite. II faut que le plan fasse 

avec le plan horizontal un angle plus grand que les genera- 

trices de Vhyperboloide. 
Si les angles sont Egaux, îl n'y a plus qu'un plan tangent 

ou câne asymptote parallăle au plan donne. 

663. Probleme. — JMener d un hyperboloide de revolu- 

tion. un plan tangent, passant par une droite. 

Nous avons dejă r&solu un problăme analogue pour les 

surfaces courbes, et indique les diffârentes methodes appli- 

cables dans ces cas (406); nous avons fait observer, alors, 

que la droite ne devait pas rencontrer la surface. 

Dans le cas de Phyperboloide, la droite doit necessairement 

rouper la sur/ace. 

En cffet, le plan tangent contiendra deux generatrices, 

qui, etant dans un mâme plan avec la droite donnee, la cou- 
peront necessairement en 

533 deux points qui sont ceux 

sera la surface, 

Si ad estla droite don- 

n6e (Fig. 533), nous de- 
vons done chercher les 

PR pointsderencontre decette 

i 7 d droite avecPhyperboloide; 
soient a et b ces points. 

Imaginons les gencratrices de systâme-difiârent G et K, qui 

passent par le point a, les gâneratrices G, et K,, qui passent 

par le point 6. ” | 

Les gentratrices de systeme different G et K, se croisent 

au point e, point de contact d'un plan tangent, passant par la 

droite ; les generatrices de systâme different G, et K se croi- 

sent au point d, point de contact duri plan tangent passant 

par la droite. ă 
"Nous obtenons done deux plans tangents. 

Avant de realiser les consiructions, nous devons chercher 

jes points de rencontre de la droite avec I'hyperboloide, 

   
auxquels la droite traver- 
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666. Probi&me. — Construire les points de rencontre d'une droate et d'un hyperboloide de râvolution, 
10 Nous avons dejă râsolu ce probleme pour le cas oi la droite rencontre Vaxe, en cherchant les sommets des sections planes. (653.) 
Nous ne reviendrons pas sur cette construcţion. 
2 La droite ne vencontre pas laze. 
La generatrice de fronț de I'hyperboloide est a5,a'P. (Fig. 534.) 
Nous supposons qu'on a amens la droite donnce ă 6tre pa- 

  

  
rallele au plan vertical, les projections dans cette position 
sont cd,cd'; on ramânera ensuite, facilement, les points obte- 
nus sur la droite dans sa position primitive. 

Imaginons qu'on connaisse un des points d'intersection de 
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la droite et de la surface, le pointg.g', par exemple. Nous 
pourrons tracer par ce point une droite horizontale gr, q”, 
qui rencontrera la generatrice ab, ab, et cette droite gr,q”r', 
sera une corde de I'hyperboloide. Nous allons chercher cette 
corde. 

Concevons une sârie de droites horizontales, s'appuyant 
sur la droite a8,a'5', et sur la droite cd,cd', la corde cherehee 

sera une de ces droites. 
Nous remarquons d'abord que les milieux de ces droites 

seront tous dans un plan vertical parallele aux deux plans 
verticaux ab, et cd, et equidistant de ces plans, la trace de ce 
plan est kim, et les milieux de toutes les droites horizontales 
sont projetees sur glm. 

Les projections horizontales de toutes ces droites passant 
par un mâme point; 

En effet, une de ces droites est ac, dans le plan horizontal 

de projection nous prenons, d'/,df, daus un plan horizontal 
superieur, et enfin nous prenons la perpendiculaire au plan 
vertical zy projette verticalement en z. 

Les deux droites sont coupâes en parties proportionnelles 
par les trois plans horizontaux qui renferment ces trois hori- 
zontales ; nous avons 

da ve 
"aa [7 

Les projections sont dans le mâme rapport 

dy Ye 
bi za 

Les trois droites passent done par un mâme point 4; or le 
point &, intersection de deux droites fixes ac et zy est fixe, 
donc les projections de toutes les autres droites situces 
dans des plans horizontaux quelconques passeront par le 
point &. 

La projection de la corde cherchee de I'hyperboloide pas- 
şera par le point 4,  
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Mais le meridien qui est perpendiculaire â ceţte corde la coupe en son milieu ; ainsi la corde 6tant kg, nous avons vu que son milieu est sur fin au point , et le mâridien o? qu'il est inutile de tracer doit &tre perpendiculaire sur 49 en ce point 7. 
Par suite, nous decrivons sur Ho une circonference qui passera par le point 7, 
La construction est done &vidente, — On determine le point fixe A, au moven de la perpendiculaire au plan vertical passant par le point z' oi se croisent les projections verticales et de la droite ac; on decrit sur oh une circonference ; on trace une paralele €quidistante de deux droites ad et cd, cette parallele rencontre Ia circonference en deux points [, m. Les droites Al, Am sont les projections des cordes de !'hyperboloide qui rencontrent la projection cd aux points p et g, projections des points de rencontre cherchis et dont on prend les projec- tions verticales en p' et g. 
Remarquons qu'il n'est pas indispensable d'amener ia droite parallăle au plan vertical ; il faut alors prendre la ge- ngratrice dont la projection est paralele ă la droite; la con- struction est la mâme ; et c'est seulement pour rendre la figure plus claire que nous avons efiectue cette rotation (*). 

667. Epure du plan tangent passant par une droite. — La generatrice de !hyperboloide est ab, a; la droite est cd, ed. Nous cherchons les points ou la droite rencontre V'hyper- boloide; nous appliquons la construction prâcâdente, nous l'avons repâtee sur la figure (Fig. 535). Nousavons obtenu les points pp' et gg. 
Nous tragons par le point p les lignes pu et pr tangentes au cercle de gorge, les gencratrices dont ces droites sont les 

(*) Nous verrons plus tard que les droites horizontales que nous considârons et qui s'appuient sur les deux lignes ad, a'% et cd, cd forment un paraboloide hyperbolique dont le plan horizontal est le plan directeur, et les projections des gâneratrices sur ce plan passant par un point fixe. 
La construction que nous venons d'indiquer est due 4 M, Duleau. Nous en donnerons une autre apres avoir 6tudie le paraboloide (736). 
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projeetions ont leurs traces en u et r, en eflet le point p, p'est 

au-dessous du cerele de gorge. 

Nous imaginons par le point g,g' les generatrices dont 
& 

    
   

| 

    
les projections sont gv et qt, les traces de ces generatrices 

sont vet £, 
La trace d'un plan tangent passant par la droite est uuc 

(ces trois points doivent tre en ligne droite). Le point de 

contact est projetă en y, et sa projection verticale est en y, 

sur la projoetion verticale y/z*' de la generatrice zqv. 
La tracs du second plan tangent est rte (ces trois points  
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doivent &tre en ligne droite) ; le point de contact est projete 
au point z, et sa projection verticale est z,, sur la projection 
verticale de la gencratrice zspr. 

Points de rencontre d'une droite et d'un 
bhyperboloide. 

667 bis. M. Rouche a donne, pour trouver les points de 
cencontre d'une droite et d'un hyperboloide, une autre cons- 
truction qui a lavantage de s'appliquer ă toutes les surfaceş 
de revolution du second degre. 

Lemme. — î* Lovsgue deuz surfaces du second degre ont 
un plan principal commun, la projcelion de leur intersection sur 
ce plan principal ou sur un plan parallele est une courbe du second 
degre. 

Nous admettons ce theoreme dont la demonstration analy- 
tigue est tr&s simple. 

Nous rappelons encore l'&nonce du thtor&me. 

Lemme. — 2 Quand un plan coupe deuz surfaces du 
second degre suivant deuz conigues homothitiques, toute surface du 
second degre qui passe par Lintersection des deuz premitres est 
coupee par le plan suivant une conigue homothetique des deuz 
autres.. 

Probl&me.— On definit un hyperboloide de revolution 
par son axe 0,07 et une generatrice ad,aW'; on donne une 
droite par les deux projections cd,c'd : on veut construire les 
points ou la droite perce P'hyperboloide. (Fig. 535 4;s.) 

On fait tourner la droite autour d'un axe vertical conve- 
nablement choisi, elle engendre un hyporboloide de revolu- 
tion auxiliaire, Pintersection des deux hyperboloides eroisera 
la droite aux points cherches. 

On choisit l'axe de maniere que le plan du cercle de gorge 
qui estun plan principal de !'hyperboloide soit le mâme pour 
les leux surfaces. La projection horizontale de Lintersection 
sera une conique (1* Jemme). 

Le cylindre qui projette la courbe d'intersection est done 
nu cylindre du second degre qui passe par la courbe d'inter- 
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section des deux surfaces. Mais un plan horizontal quelconque 
coupe les deux surfaces suivant des cercles; done il coupera 
le cylindre suivant un cerele (2: lemme). Ainsi : La projec- 
tion horizontale de Pintersection des deux hyperboloides sera 
un cercle qui croisera la projection horizontale de la droite 
en deux points, projections horizontales des points de ren- 
contre cherchâs. 

  
Effectuons les constructions : Le cercle de gorge de 

Ihyperboloide donn6 engendr& par la droite oa,oa' est 
dans le plan horizontal dont tous les points se projettent 
sur oa. — Nous prenons le point ce ou la droite donnee 
coupe ce plan horizontal, ep ce point nous menons ă la 
droite cd,cd' une perpendiculaire horizontale coco, sur 
cette perpendiculaire nous prenons un poinţ arbitraire o, 
par lequel nous faisons passer une verticale que nous pre-    
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nons pour axe de !'hyperboloide auxiliaire engendre par la droite cd,cd', cet hyperboloide et Ihyperboloide propose ont leurs cercles de gorge dans le mâme plan, la projection hori= zontale de leur intersection est un cerele. Nous construisons des points de ce cerele; d'abord les cercles de gorge se croi- sent en deux points projetes en e et f; nous coupons les deux hyperboloides par un plan horizontal bd, il determine dans le premier un cercle engendre par le point &,%, dont la projec- tion horizontale est un cerele ayant o comme centre et o comme rayon, il determine dans le second un cercle engen- dre par le point 4,7 dont la projection horizontale est un cerele ayant w comme centre et ud comme rayon. Ces deux cercles se croisent en deux points projetâs en g et 4. 

Nous obtenons done quatre points e, f, g, hdu cercle, pro- jection horizontale de lintersection des deux hyperboloides; nous figurons ce cercle qui rencontre cd aux points k et 1, pro- jection horizontale des points de rencontre cherchâs, dont il reste â prendre les projeetions verticales en % et 7. La seule condition qu'on aită imposer au point ww” qu'on choisit arbitrairement est que le nouveau cerele de gorge coupe le premier de rianisre ă fournir deux points de intersection. 

Modification ă la construction.— On peut con- siderer, au lieu de I'hyperboloide auxiliaire, un câne auzi- liaire engendră par la droite tournant autour d'un axe vertical passant par le point ou cette droite perce le plan du cercle de gorge du premier hyperboloide. Ce câne 4 axe vertical ayant son sommet dans le plan du cercle de gorge; le câne et !hy- perboloide ont bien un plan principal commun horizontal, et les lemmes 1 et2 Ss'appliquent. 
En pratique cette construction n'est pas preferable ă 'au- tre, parce que, pour obtenir au moins trois points de Linter- section necessaire pour tracer le cercle, il faut couper les deux surfaces par deux plans horizontaux. 

Ellipsoide. =- Cette construction s'applique exacte. ment â la recherche des points de rencontre d'une droite etţ d'un ellipsoide de r&volution ; on prendra le cercle de gorge de Ihyperboloide auxiliaire ou le sommet du câne dans le
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plan du parallăle de V'ellipsoide qui passe parle centre (€qua- 
teur). 

668. Autre mode de generation de P'hyper- 

bole. | 

On donne trois cercles' situes dans trois plans parallsles, 
les centres sont sur une mâme perpendiculaire â ces trois 

  

  

  

  
plans; une droite s'appuyant sur ces trois cercles engendre 
un hyperboloide de revolution. 

Nous prenons (Fig. 537) les trois cercles A, A”; B,B'; C,C 
dans trois plans horizontaux parallăles, leurs projections ho- 
rizontales sont concentriques. Nous imaginons un câne ayant , 
son sommet au point a,a' sur le cercle A ei pour directrice le 
cerele B; un second c6ne a son sommet au meme point et  
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pour directrice le cercle C ; les deux cânes se couperont sui- 
vant des generatrices qui rencontrent les trois cereles. 

Construisons la trace du câne B sur le plan horizontal; cette 
trace sera un cercle. Nous aurons le centre b, en prenant la 
trace de la droite a'W, ao, et le rayon en prenant la trace 4 d'uue 
generatrice quelconque af,af'; cette trace coupe le cercle C 
en deux points det e et les deux droites ad, ad, ae, ae sonţ 
deux generatrices de la surface engendree. 

Or, si nous prenons un autre point quelconque du cercle 
A pour sommet des deux cânes, la base du câneB sera toujours 
un cercle 6gal, et dont le centre sera toujours ă la m6me dis- 
tance du point o; par consâquent, la longueur des projec- 
tions ad et ae est constante, et la cote du point a €tant la 
mâme, toutes ces droites ainsi obtenues feront avec le plan 
horizontal un angle constant et engendreront un hyperboloide 
de r&volution. 

Si Pon considere le point /,k ou la droite ad,ad rencontre 
le cercle B comme sommet de deux cânes ayant pour direc- 
trices les deux autres cereles ; la droite a'd,ad est une genera- 
trice commune ă ces deux cânes, et par raison de symetrie 
toutes les autres genâratrices obtenues en prenant les som- 
mets sur le cercle B, feront avec le plan horizontal le m&me 
angle que ad,a'd'; nous engendrerons toujours le mâme hyper- 
boloide, que! que soit le cercle sur lequel nous prenons les 
sommets des cânes. 

Si les plans sont €quidistants, et les cereles situss dans 
les plans extrâmes 6gaux en eux et plus grands que le cercle 
situ6 dans le plan moyen, îl est facile de voir que le cercle 
dans le plan moyen sera le cercle de gorge,et que les 
projections de toutes les gensratrices seront tangentes ă ce 
cerele. 

669. Exereices.— e Etantdonnee une gâneratrice d'un 
hyperboloide construire un plan tangent faisant avec Paxe un 
angle donne et passant par cette droite. 

2 Trouver Lintersection d'un hyperboloide avec une 
droite parallele ă une de ses gântratrices. 

32 On donne les projections d'un point et un câne de râ- 
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volution. — Ce câne est le câne asymptote d'un hyperboloide 
passant par le point. — Construire le plan tangerit â V'hy- 
perboloide au point considere. 

4 On donne deux gân€ratrices de mâme systâme d'un 
hyperboloide de r&volution; on donne un point sur chacune 
d'elles ; ces points sont deux points d'un mâme parallele de 
I'hyperboloide ; determiner la surface. 

30 On donne un cercle dans un plan horizontal dont on 
connait la cote. Un point dans le plan horizontal en dehors de 
la projection du cercle. Le câne est le cercle de gorge d'un 
hyberboloide. Le point est un point de la trace horizontale. — 
Prendre un point de la surface et mener le plan tangent en 
ce point, 

6* Hyperboloide defini comme prâe6demment. — On 
mâne une droite tangente au cercle trace horizontale de la 
surface, et par cette droite on fait passer un plan inclinc ă 
43* — Construire intersection par ce plan et mener la tan- 
gente en un point. 

Faire varier la cote du plan du cercle de gorge de ma- 
ni&re ă obtenir une des trois sections coniques. 

10 Etant donn€ un hyperboloide ă axe vertical dâtini par 
une gensratrice, mener par un point de la ligne de terre un 
plan tangent inclin ă 45 sur le plan horizontal. 

8 Faire tourner deux droites donnces autour d'un mms 
axe vertical jusqu'ă ce qu'elles se rencontrent. 

9% On donne un hyperboloide de revolution ă axe ver- 
tical defini par sa generatrice et un câne de r&volutionă axe 
vertical, mener par un point une tangente commune au câne 
et ă !'hyperboloide. 

10 On donne la projection horizontale SABC d'un te- 
traddre regulier. . 

Un hyperboloide a pour axe BO, et est engendre par une  
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as (Fig. 

C
I
 paraliâle dfau câtă ac situde ă une distance a1 =: 

536.) 

  

Representer ce qui reste du tstraâdre suppos6 plein et 
solide aprâs avoir enlevă la partie comprise dans Vhyperbo- 
loide. 
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670. Generalitâs. — Le mouvement d'une droite in- 
dependamment de ses points est defini par la conâition de ren- 
contrer constamment trois droites donndes. 

La surface engenăree est un hyperboloide ă une nappe, si 
les trois droites ne sont pas paralleles au mâme plan, et ne 
sont pas deux â deux dans ce mâme plan. 

Cette denomination est basce sur les analogies qui existent 
entre la surface et l'hyperboloide de r&volution. ! 

Ces analogies sont les suivantes: 
La surface est du second degră et a un centre. 
Elle est doublement râglce, et elle est gauche. 
Elle admet un câne asymptote, enveloppe de tous les 

plans tangents ă la surface aux points situâs ă linfini, et; les 
plans tangents au câne asymptote coupent la surface suivant 
des generatrices parallălesă la generatrice de contact et 6qui- 
distantes de cette droite. Les sections faites dans le câne st 
dans la surface par un plan sont des coniques semblables, 
concentriques si ces sections sont des ellipses ou des hyper- 
boles. — La surface peut âtre dâduite de Ihyperboloide de 
revolution en transformant tous les parallăles de cette sur- | 
face en des ellipses homothâtiques. 

Nous allons demontrer la plupart des proprietes que nous 
venons d'Enoncer, nous renvoyons pour les autres aux traites 
de g&ometrie analytique. 

On donne trois droites A, B, C; nous allons montrer 
comment on peui construire une droite rencontrant ces trois 
droites. 

671. Para€lipipede des directrices. — Nous 

T
D
 

e
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voulons construire une droite rencontrant trois droites. Nous 
pouvons faire passer par une des droites un plan qui coupe 
les deux autres, la droite joignant les points d'intersection 
sera ]a droite demandee. (Fig. 538.) 

Nous supposons que les trois droites donnees ne sont pas 

  

  
parallâles ă un mâme plan et ne se coupent pas deux â deux, 

Nous allons d'abord montrer qu'on peut construire trois 
droites parallsles aux directrices. — Imaginons par la droite 
A et par la droite B des plans parallăles ă la droite C, ces deux 
plans se couperont suivant une droite parallele ă la droite C 
qui rencontrera les deux droites donnes A, B et la droite Că 
Vinfini. Ce scra une generatrice C,.  
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Nous pouvons de mâme obtenir une gencratrice B, paral- Ile â la droite B, etune gen6ratrice A, parallâle ă la droite A. Sur ces six droites paralleles deux â deux nous pouvons &tablir un parallelipip&de que nous representons en abcdefyA. La consideration de ce parallelipipede va tre tres com- mode pour la determination des generatrices et l'âtude des propriâtes de la surface. 
Imaginons par la droite A un plan quelconque, sa trace sur la face acd est une droite ak qui croise au point 4 la g6n6ratrice C place dans le plan de cette face, sa trace sur la face e/yh est une droite [i parallăle â ax, et qui croise au point 1 la gân6ratrice B placee dans le plan de la face, Ik est une gencratrice qui s'appuie sur A au point m, 

672. A chague gEneratrice _telle que klm correspond une droite parallele Sappuyant sur les trois droites A,B,C, et qui est une gentratrice. 
Nous prenons sur A, cm, = fim, ces deux longueurs €tant comptees en sens inverse â partir des sommets c et F opposâg . "a droite mm, passe par le centre o du parallelipipâde et est partage» en ce point en deux parties egales. 
Nous prenons sur B, al, =, longueurs comptees en sens contraire â partir des sommets opposes; la droite il, passe par le centre o ct est diviste en ce point en parties €gales. 

| 
Nous prenons sur C, fi = ch. en sens contraire, la droite kk. passe par le centre o et Y est divise en deux parties gales. 
Nous joignons les points fu et, & et mu, etil est facile de voir que ces trois points sont sur une droite parallele â kim : cela resulte de Vegalite des triangles fo, et klo, lmo et Imo. La droite km, est une generatrice de la surface puisqu'elle a irois points surcette surface. | 

673. Centre du parall€lipipede. — Le centre du parallelipipede est le centre de la surface, car si nous imagi- nons une corde passant par ce point et s'appuyant sur une gentratrice, nous aurons une autre gensratrice paralele rencontrant la corde â la mâme distance du centre. 
Por. —T. n. 

36
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Nous allons montrer comment on peut construire le cen- 
tre. (Fig. 539.) 

Les trois directrices donneessont A'perpendiculaire au plan 
horizontal au point o ; ab, db que nous designons par B, droite 
de front; et la droite cd, cd' qvelconque que nous designons 
par C. 

Observons, d'ailleurs, que ces donnses sont generales 
et que nous pouvons toujours faire les changements de plan 

Ș 539 d 
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ncessaires pour amener trois droites queiconques dans cette 
situation particuliere. 

Cherchons la droite A',: nous menons par B et C des plans 
paralleles â A”, ce sont les plans verticaux gui projettent 
horizontalement les droites B et C, et ils se coupent suivavt 
uue verticale o, A, passant par le point de rencontre d2s 
projections horizontales. 

Le centre du parallelipipede est ă gale distance de ces 
deux droites, par suite il est sur la verticale qui passe par le 
point o, milieu de oo,, et ce point e est sa projection horizou- 

tale.  
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Cherchons la droite B, : nous menons par la verticale A un plan paralele â B, plan dont la trace of est parallăle â B et cette ligne est la projection horizontale de la generatrice cherchee, mais cette gensratrice B, doit rencontrer la droite C, le point de rencontre se projette en A, // et la projection verticale B', de B, est pp, - 
Le centre est ă cgale distanes de B, et B, par consequent sa projection verticale est sur une parallele /m' aux deux projectiuns verticale et 6quidistante des deux droites,_le centre est done au point oo. 
Nous pouvons construire, comme verification, la gengra- trice C, parallele ă C, sa projection horizontale est on paral- lâle ă cd, et sa projection verticale est n'p', parallăle ă C”; la parallele aux deux droites Cr et np', €quidistante de ces 

deux droites est un lieu dela projection verticale du centre et doit passer parle point w' dâjă obtenu. 

     

    

       
     

  

„674. 'Fhâoreme. — Par un point pris sur une gântra- | „ trice Sappugant sur ABC, on peut toujours faire passer une droite |. Sappuyant sur ABC, 
| Construisons (Fig. 540) le parallelipipede; conduisons par 1 A un plan dont les traces sur les faces paralleles sont en et a! "et dsterminons ainsi, comme nous l'avons dejă fait (674), la " gânsratrice nf. Prenons le point m surcette droite et faisons passer par ce point m une parallâle mpgâ A, cette parallele 
rencontre al au point p et en au point q. 

Lesdeuxlignes gg etepsont parallăles, car elles rencontrent „les deux parallăles pg et eg et sont les traces d'un plan pas- „ sant par A, sur les facese/yh et atcd; gq rencontre B, au point | 7» et cp renconte C, au point s. “ 
„Je dis que les trois points 7,s,m, sont en ligne droite; la 
| droite ainsi dâtermince 8tant dans un plan qui passe par A, 
|rencontrera cette ligne en un point z et sera la gensratrice 
! demandee. 
| gur eroise e/au point v 3 tracons vf et an. 

Les deux triangles spl (dans la face supsrieure) et ugr sont 
| Egaux ; car pi et gt sont 6gaux et parallâles, sp et +9 sont  Egaux et parallăles. 

Les deux triangles gt et "gh sont semblables: 

  

| 
! 

| 
) 
i 
| i 

|  
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En eflet, les deux triangles semblables evg et ggn don- 

nent 

    
vg __e9 

A o de 

4) ga an 

Les deux triangles semblables egr et gqt donnent 

Qr __e9 2 == 
2) ge qi 

et en divisant membre ă membre nous obtenons 

wg._qt 
(3) gr — qm 

done le triangle rgn est semblable ă vgt etăspl, var suite les 
trois droites ni, gp, rs, vont concourir au mâme point 7. 

673. Khâoreme. — Deux generatrices de mâme systeme 
ne se rencontrent pas,  
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Si nous imaginons que deux generatrices G et G, rencon- trant ă la fois A et B se coupent, A et B seront dans le mâme plan, ce qui est contraire â I'hypothăse (670). 

676. Yhâor&me. — eur generatrices de sasteme di/fe- rent se vencontrent toujours. La d&monstration de ce thâoremre repose sur les deux lemmes suivants: 
1* Quand on mâne une transversale dans un triangle ABC, cette transversale dâtermine sur les câtăs six segments tels que le produit des trois segments non contigus est gal au produit des trois autres. (Gsometrie 6lementaire, Liv. III.) 
2 Quand dans un guadrilateve gauche on mâne deuz droites rencontrant les cdtes opposts et se coupant en un point, le produit des guatre segments non contigus est gal au produit des guatre 

uutres. 

Le quadrilatere est aceg (fig. 541); les deux droites hd et bf 
se rencontrent au 

point o. Les deux 
droites bd et 4 
doivent se .couper; 
la premiere est 
dans le plan du 
triangle ace, la sc- 
conde est dans le 
plan du triangle 
aeg, elles se cou- 
pent en un point 
m situe sur Pintersection des deux plans. 

Cela pose, nous avons deux triangles coupes par des trans= 
versales: 

Le triangle ace donne: 
(4) a X cd X em = be X de X am, 
Le triangle age donne: 
(2) 49 X fe Xam=ah X gf X em. 
Multipliant membre ă membre et divisant les deux mem- 

bres par les facteurs communs, îl vient: 

ab X cd X ef X gh = be X de X f9 X ha. 

Râciproguement si deuz droites Coupent les câtis opposes 

50, 
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d'un quadrilateve gauche en vvifiant Leyakte des produits des seg 
ments non contigus, ces deux droites se rencontrent. 

Si les deux droites hd et bf qui verifient Pegalite ci- „dessus 
ne se coupent pas, je pourrai mener par le point 4 une droite 
ho,d, rencontrant bf et coupant ce en un point d,. (II suffira de 
faire passer un plan par b et bfet de prendre son inter seotion 
avec cd.) 

„L'egalite des produits des segments devrait exister en 
remplacant dans un membre cd par cd, et dans Pautre ed par 
ed,, ce qui est impossible. 

Passons maintenant ă la demonstration du theoreme. Nous con- 
siderons trois generatrices du mâme systeme AA'A”, nous 
construisons trois droites BB'B” de lautre systeme sap- 
puyant sur AA'A” (Fig. 542). Nous construisons une droite a 
appuyee sur BB'B” et une droite 6 appuyee sur AAA” je dis 
que « et f se rencontrent. 

Considerons le gquadrilatere gauche adgm coupe par les 
542 deux droites p etA 

qui se rencontrent au 
point f, nous avons 
la relation. | 

(1) ac X dg X gp 
X me=— cd X 99 X pm 

X ea. 

Le mâme quadrila- 
tere coupe par les 
droites « et B, qui se 
rencontrent au point 7 
nous donne: 

2) ab X d X 9n 

  

  

  
X mh=bd X qX am x fh. 

Le meme quadrilatire coupe par les droites A'et B' qui 
se rencontrent au point k donne: 

(3) ae x di X qp X mh=—cdX lg Xum X ha. 

Multiplions membre ă membre les egalites (1) et (2) et | 
divisons par legalite (3) il vient: 

(4) ad X dg Xqn Xme=— bd XgqX am ea. 
Egalite. qui montre d'apres la reciproque precedente 

que les droites e et f se rencontrent en un point o. 

 



    „qui passe par le . 
„ Doint cherche et qui est du systeme different de A,B,C ren. 
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Covollaire. — 7ro1s droifes queleonques dun systime 

peuvent tre prises pour directrices de l'autre systeme. 

677. Wlan tangent en un point. — Puisqu'on 
peut faire passer par un point une gensratrice de chaque 
systeme, ces deux droites determinentle plan tangent au point 
considere, et nous observons que le plan tangent tourne 
autour de la generatrice et est-diffzrent en 
d'une mâme generatrice. 

Ii est impossible, en general, d'obtenir simplement la se- 
conde projection d'un point de la surface dont 
jections est donnee. Si l'on donnait la projection 
il faudrait faire passer par le point un plan 
laire au plan horizontal, construire Pintersectio 
avec I'hyperboloide et prendre le point ou Ia ver 
par la projection donne croise cette courbe. [ 
ce probleme est _ 
facile dans le cas 
od l'une des direc- A | “a oz 
trices est perpen- - N 
diculaire au plan. 
de projection sur 
lequei la projec- 

tous les points 

une des pro- 
horizontale, 
perpendicu- 

n de ce plan 
ticale mence 
a solution de 

    

  

  
tion du point est pp „o 
donne (673). Ain- Ea Ai ! 
si Pune des direc: NI | 
trices (Fig. 543) p II 

Pi ! 

est la verticale A' Pa N 
La   qui a sa trace au Ţ 

point o, les deux 

autres sont B, B' 
et C, C'. On con- B 

nait la projeetion h
r
.
 

b
—
—
—
—
 

pr
 

    
1 

t 

horizontalemd'un  p i dd 
point de la sur- Done pe 
face. po 

La generatrice „ 
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contre A”, et sa projection horizontal est mo. Cette droite 
croise B au point e, dont e est la projection verticale, et C, 
au point d dont /' est la projection verticale; de' estla projec- 
tion verticale de la gânratrice edmo et le point m a sa pro- 
jection verticale en m'. 

Nous pouvons obtenir la generatrice du premier systâme 
(ABC). Nous construirons la generatrice A, parallele â A; 
elle a sa trace au point o,, ou se rencontrent les projections 
horizontales des generatrices B, et C, et c'est la verticale o, 
A. La generatrice du syst&me ABC qui rencontre A, a pour 
projection horizontale mo,. 

Construisons B, ; sa projection horizontale est okf pa- 
rallele ă A et passant par o, cette generatrice rencontre C au 
point projete en f, et sa projection verticale est f4 B' pa: 
rallele â B',. 

La droite dont la projection est mo, rencontre B, au point 
h,h' et la generatrice du premier systeme a pour projection 
verticale m. 

Voir : note 9. 

678. Plans asymptotes. — Nous avons vu quă 
chaque generatrice correspond une droite parallăle de systeme 
different. Ces droites paralleles forment un plan tangent au 
poiat situ€ ă l'infini sur les generatrices paralleles, c'est-â-dire 
un plan asymptote. 

Le centre dela surface est toujours situe dans le plan de 
ces deux droites, et lorsque la generatrice se deplace, tous 
ces plans asymptotes passant par un point fixe enveloppent 
un câne qui jouit des proprietes que nous avons demontrees 
ou enoncces pour le câne asymptote de !'hyperboloide de r6- 
volution (645). 

Nous pouvons verifier que ce câne est du second degră: 

679. Câne asymptote. —]! est engendre par des pa- 
ralleles aux differentes generatrices menses par le centre du 
parallelipipâde et nous allons chercher l'Equation de la section 
par le plan d'une face du parallelipipâde. 

Les trois directrices donnees sont A,B,C; les directrices 

du second systăme sont A.B,C, (Fig. 544) ; nous construi- 
sons une gencratrice G du second systeme s'appuyant sur  
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B en A et sur C en d; nous construisons la generatrice G, du premier systâme paralele â G, rencontrant C, au point & et B, au point / (672). Eusuite, nous faisons passer par le cen- tre o une parallele om â ces deux droites; cette parallăle perce la face suptrieure du parallslipipăde en un point m situ6 sur la droite &A, intersection avec le plan de cette face du plan des 

  

  

deux parallălesGet G,.Nousallons chercherle lieu du point m.. 
Nous prenons pour axes wr et o, cest-ă-dire B et C,, nous 

tragons mn parallele ă B; le point m etant le milieu de kh, 

ho = 9mn = 2ă, 
ko = 2nw = 2y, 

Les deux triangles acd et afd sont semblables ; et don- 
nent: 

= ou ab Xaf=fdX be 4) 

Or fe = ho et fl = ho. 
La relation (1) devient done a; x af= hay. 
ab et af sont constants, par consequent le lieu est une 

hyperbole dont les asymptotes sont B et C,. 
L'existence de ces asymptotes stait &vidente quel que soit le degre du câne. Car la genâratrice B âtant dans le plan
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s6cant, la gâneratrice du câne parallăleă B et B, est parallele 
au plan secant, le plan tangent au câne estle plan asymptote 
donne par les deux generatrices Bet B,, et Pasymptote rnter- 
section du plan tangent avec le plan secant est la droite B. 

On fera le mâme raisonnement pour la seconde asymp- 
tote. 

Comme les six faces du parallelipipede presentent une dis- 
position analogue, les sections par ces six faces sont des hy- 
boles. 

680. Autre generation de !'hyperboloide. — 

1* Considerons trois ellipses semblabies situces dans trois plans 
horizontaux paralleles et equidistants (Fig. 545), les trois 
centres sur une meme perpendiculaire ă ces plans. Les deux 
ellipses situces dans les plans extrâmes sont egales, et lellipse 
placee dans le plan moyen est plus petite que lesautres. 

L'ellipse moyenne est abcd, ab'e'd', les deux autres ont la 
mâme projection horizontale efgA. 

Nous pouvons assujettir une droite ă rencontrer ces trois 
ellipses. 

Menons une tangente kim ă l'ellipse moyenne, projetons 
le point? en 7, le point & en 4 sur la ligne de terre, et le point 
m en m'sur L'ellipsesuperieure, Alest la projection horizontale 
de k&'!'; îm est la projection horizontale de /m', et il est evident 
que ces lignes se prolongent, de maniere ă former une seule 
droite k&'/wi. Si nousplagons au pointmla trace horizontale d'une 
droite projetee suivant mik; en projetant le point k en kw sur 
Vellipse superieure, nous obtiendrons la projection verticale 
mik: d'une autre droite ayant mâme projection horizon- 
tale. 

2. A chaque generatrice telle que kim, correspond une au- 
tre ligne ayant mâme projection horizontale, faisant le m&me 
angle avec le plan horizontal, mais dirigee en sens inverse: 
nous trouvons done ainsi un double systeme de generation 
pour la surface, et il est facile de voir que Pon peut toujours 
faire passer par un pointune generalrice de chaque sysleme. 

3, L'ellipse moyenne est l'ellipse de gorge de la surface 
ainsi engendree, quiest gauche, comme il est facile de le voir,  
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ainsi que nous P'avons faiţ pour I'hyperboloide de r&volution (637). | 

Le plan tangent en un point est determine par les deux gen6ratrices qui passent par le point. 
4. COne asymptote. — Etant donnse une generatrice d'un systeme, dont la projeetion est kg, nous pouvons trouver une genratriee paralele de lautre systeme, cette gentra- trice parallăle aura pour projection np parallăle ă kg, ces gencratrices feront le mâme angle avec le plan horizontal. elles dsterminent un plan langent dont le point de contact estă Pinfini, c'est un plan asymptote. 
La trace de ce plan est &n; menons parle point o,o', une droite parallele aux deux gencratrices, elle sera 6quidis- tante de ces droites; sa projection horizontale sera 07, sa trace horizontale sera le point r situ au milieu de An ;le lieu du point r est &videmment une ellipse semblable aux ellipses donnces, et trace d'un câne dont le sommet est au point 0,0. 
Tous les plans tangents ă ce câne sont asymptotes de la surface, et la coupent suivant deux droites parallăles ă la genratrice de contact, et €quidistantes de cette genera- trice. 

5. Îl est encore facile de montrer par un calcul toută faii analogue ă celui que nous avons fait (635) que la section par un plan passant par la verticale 0,0' est une kyperbole, ayant pour asymptotes les parallăles aux generatrices pa- ralleles elles-mâmes au plan secant. 
En sorte que si l'on considâre dans la figure la section faite par le plan de front conduit par le grand axe des ellipses, cette section est une hyperbole dont les sommets sont a! et d! et dont les asymptotes sont les lignes wo' et z'o' projections verticales des genâratrices de front ue et er, 
6. Dans notre figure, les plans tangents en tous les points de 'hyperbole de front sont perpendiculaires au plan vertical parce que l'axe des ellipses est de front, 
Cette hyperbole forme contour apparent. 
Nous pouvons la construire par points, en prenantles points de rencontre des generatrices suecessives avec le plan de 
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front; et les projections verticales des generatrices seront 
tangentes au contour apparent (647). 

1. Nous pouvons nous servir de cette propriete pour 
dessiner le contour apparent vertical, comme enveloppe des 
projections verticales des generatrices,. 

Afin de bien dessiner cette enveloppe, nous prendrons des 
generatrices espacees regulisrement. 

Nous considerons le cercle decrit sur le grand axe ef, 
comme diametre et nous divisons ce cercle en 16 parties 
&gales, nous portons les divisions sur lellipse par des paral- 
leles au petit axe, 

Nous obtenons les points de division 1.2. 3..., par lesquels 
nous figurons les tangentes 1,1' — 2,2— 3,3... ă lellipse de 

gorge. Les projections verticales des generatrices ainsi de- 
terminees enveloppent et decrivent !hyperbole de contour 
apparent. 

Nous avons figure les parties cachees de ces generatrices, 
ainsi la generatrice 5,5 est d'abord vue puisque sa trace hori- 

zontale est en avant, elle passe sur le contour apparent au 
point a et devient cachee., — De meme pour les autres. 

8. L'ellipse de gorge forme le contour apparent horizontal 
et nous avons suppose ici exceptionellemeni que la surface est 
sans €paisseur, en sorte que cette ellipse est vue. 

9. Ces proprietes que nous venons de montrer, jointes â la 
propriete qu'on demontrerait par le calcul que les sections 
faites dans la surface et dans le câne asymptote sont des 
courbes semblables, etablissent Pzdentzte de cette surface avec 

[hyperboloide ă une nappe. 
10. On voit qu'on peut la deduire de !'hyperboloide de r&vo- 

lution en transformant tous les paralleles en ellipses sembla- 
bles par la reduction proportionelle des cordes perpendicu- 
laires ă un meme plan meridien. 

41. La surface a trois plans principaux rectangulaires, 
comme L'ellipsoide â axes inegaux, et trois axes; les deux 
axes ab et cd de Lellipse de gorge, et laxe imaginaire o,o'. 

681. Plans tangents. — Nous avons dâjă montre 
la construction du plan tangent en un point de la surface 
(677).  
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On peut obtenir des plans tangents parallâles ă une direc- tion donn6e ou passant par un point extsrieur, en considerant 
la surface comme surface găuche, ainsi que nous LPavons 
expliqu€ dans !'hyperboloide de r&volution (659-664). 

C'est ainsi qw'il conviendraiţ d'operer si la surface &tait 
definie par trois directrices, et encore il est utile d'observer qu'il faut d'abord amener une gâneratrice ă &tre perpendicu- 
laire â un plan de projection, afin de pouvoir tracer les droites 
du second systeme; on doit ensuite construire Ja trace de la 
surface sur un plan, et c'est par le point de rencontre de cette 
courbe avec la trace du plan tangent qw'on fera passer la 
gensratrice du second syst&me. 

Si la surface est definie par trois ellipses, on pourra operer 
par les cOnes circonscrits suivant des ellipses situdes dans 
des plans parallăles, comme nous lavons fait pour l'ellipsoide â axes in€gaux (627-628). 

D'ailleurs, les courbes de contact de cânes et cylindres 
circonscrits sont des courbes planes, et les d&monstrations 
que nous avons donnses (656 637), sont identigaement appli- 
cables ; on peut remarquer que rien, dans ces demonstrations 
ne suppose que I'hyperboloide est de r&volution. 

Les plans des courbes s'obtiendront d'une manitre iden- 
tique (660, 662). 

La recherche des gâneratrices parallăles ă un plan ne peut 
se faire qu'en employant la trace du câne asymptote, il faut 
done recourir ă la disposition de la figure 545. 

Le plan tangent passant par une droite ne peut s'obtenir 
que dans le cas oii la droite reneontre Y'hyperboloide, et le 
plan est dâtermin€ par les gâneratrices de systemes diftârents 
qui passent par les points de rencontre de la droite et de la 
surface (665). | 

Nous allons indiquer un peu plus loin la construction qu'il 
convient d'effectuer. 

682. Sections planes. 
Nous pouvons employer comme plans auxiliaires des plans 

horizontaux donnant des ellipses dont les projections sont 
„ semblables et concentriques ă la projection de l'ellipse de 

gorge. ” 
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Nous pouvons aussi prendre les intersections des genera- 
trices successives avec le plan secant. 

La recherche des points â linfini, et des asymptotes se fait 
Yune maniăre identique â celle que nous avons exposee 
(649, 630). 

La construction des sommets ne peut s'effectuer dans ce 
cas. 

083. Probleme. — Construire les poinis de rencontre 

dune droile avec un haperboloide defini par trois directrices 
A, BC. 

Construire une droite rencontrant Quatre droiles, A, B, C, D. 

Nous allons voir d'abord que le premier probleme donne 
immediatement la solution du second. 

Soient quatre droites A, B, C, D. (Fig. 546.) 
Imaginons un hyperboloide construit sur trois droites 

A, B, C, par exemple ; cherchons les points ou la droite D 

rencontre cet hyperboloide, soit d un des points, et menons 
par ce point une generatrice du second systeme ; elle rencon: 

| trera les directrices A, 
B, C, et par suite les 
quatre droites. Comme 
il y a un second point 
de rencontre d, nous 
aurons deux solutions, 

deba et dc,bia. 

Si nous imaginons 
maintenant un hyper- 
boloide ayant pour di- 
vectrices les trois droi- 
tes B, C, D; la droite 

A coupera cet hyperboloide aux points a eta. dâjă obtenus, 
et par le point a nous ne pourrons conduire qwune droite ren- 
contrant B, C, D. Nous retrouvons done la droite dâjă obte- 
nue abed; de mâme le point a, donne la droite a.bicsd,. 

Ainsi, quelle que soit la maniere de grouper les quatre 
droites donnees pour obtenir un hyperboloide, nous retrou- 
vons tonjours les deux mâmes solutions. 

Nous allons montrer comment on peut disposer les con- 
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tructions : nous supposons, et cela est toujours possible, qu'on 
a fait les changements de plan necessaires pour amener une 
droite ă &tre perpendiculaire au plan horizontal, et une autre 
ă 6tre parallâle au plan vertical. 

684. Nous avons (fig. 547) la droite A”,a verticale, la droite 
B',B de front, la droite CC et la droite D',D. 

Nous construisons Ihyperboloide sur A, B, C, et nous cherehons les points de rencontre de la droite D avec cet hy- 
perboloide. . 

Pour cela, nous coupons I'hyperboloide par le plan qui 
projette horizontalement la droite D, et nous voyons tout 
d'abord que la section aura des branches infinies puisque nous 
avons la gencratrice A” qui est parallele au plan secant. 

Nous traconsla droite A”, ;2, parallele ă A”, en menant par „ les lignes B et C des plans paralleles ă A”, c'est-â-dire des “ plans verticaux qui sont les plans projetants des dro' tes et qui „. se coupent suivant la verticale A', au. 

ji 

! 
| 
; 
4 

i 

4 

„ Ces deux gâneratrices parallâles forment un plan asymp- : tote dont la trace est aa et qui:coupe le plan vertical D sui- - vant une verticale FFF, qui est une asymptote de la sec- 
tion. , , 

Done, la section est une hyperbole, nous allons chercher la seconde asymptote. - | „Nous dâterminons la gensratrice du second systeme paral. i ISle au plan D. 
„Sa projeetion horizontale estak; car cette projection doit, &tre parallele la trace du plan vertical Detelle doit rencon- ; trer la droite verticale A'a; elle croise les directrices B et C | aux poiats projetâs en / et, qu'on rel&ve en /! et 4 en sorte que la projection verticale de cette ligne est 4'k'. Nous con- Ș struisons, comme nous l'arons montre (673) le centre o,o' du . parallelipipăde, 

||. Nous menons par le centre la parallele ol, ob ă kk, het les deux lignes constituent le plan asymptote de la gentra- "trice hă, hp. 
„Nous voulons obtenir lintersection de ce plan asymptote avec le plan vertical D. 

II est commode ici de se servir d'une ligne de front on”, en |  
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du plan asymptote, qui perce le plan D au point m. m' poiut 
de lasymptote. 

S%1 
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"asymptote est d'ailleurs parallele ă k7/,, kk (649), et la L 
projection verticale est mm.
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Le centre de hyperbole est en o. 
Nous pouvons trouver facilement un point de cette hyper. bole, en prenant le point de rencontre p, p' d'une des droites C, C' avec le plan D. 
Il nous reste â obtenir les points oii la projection verticale D' traverse I'hyperbole donnee par ses asymptotes et un point. 
Nous rappelons les construtions. 
On fait passer par p' une parallele sg" D, on decrit un cerele sur 7*g' comme diamâtre, le produit r'p' X p'p' est cons; tant et egal â pp. | 
Nous decrivons un cerele sur se comme diametre, nous tragons la tangente sw — Ppuo et la ligne wwuz, parallăle D'; nous projetons les points w,zr, en wet qui sont les points de rencontre cherches. 
Prenons le point wo. La generatrice de I'hyperboloide, qui est la droite M revcontrant les quatre droites, a pour projection horizontale va, et sa projection verticale s'obtient en projetant les points Y en 3 sur la droite C”, z en z sur la droite B'. 
Les trois points ş/„w,z doivent âtre en ligne droite et don- nent ]a projection verticale M' de la droite. 
Nous n'avons pas marqus la projection horizontale z du point 2, parce que cette projection horizontale est trop €loi- g&n6e, et nous n'avons pas construit la seconde solution. 

685. Probleme. — Beconnaitre si un hyperboloide defini Par trois directrices est ou n'est pas de revolution. 
Les trois directrices sont A, B, C. Construisons le paral- l€lipipâde et son centre. 
Si I'hyperboloide est de revolution, les gân&ratrices sont €galement distantes du centre, et les perpendiculaires abais- sees du centre sur ces droites sont dans le plan du cercle de gorge ; nous abaissons du centre des perpendiculaires sur ies trois directrices. et nous ver:fions sur [ pure : 
10 Si ces trois droites sont dans le m&me plan. 
2* Si elles sont gales. 
Si cela se presente, hyperboloide est de revolution et son 

Poryr. — 7, n 31 
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axe est la perpendiculaire au plan des trois droites menes 
par le centre. . 

En particulier, si ce parallslipipedeest uncube, Phyperbo- 
loide est de revolution. 

Autrement  Imaginons quatre generatrices quelconques, 
les trois directrices, par exemple, et une droite du second 
systeme. 

Construisons les quatre plans asymptotes ; nous avons 
montre dans exemple precedent comment on pouvait les 
obtenir. 

Si Ihyperboloide est de revolution, son câne asymptote est 
de revolution, et on peut y inscrire une sphere qui sera tan- 
gente aux quatre plans asymptotes 

Alors, nous prendrons en un point queleongue une sphăre 
de rayon arbitraire, nous mânerons â cette sphere quatre 
plans tangents paralleles aux quatre plans asymptotes, et 
nous verifierons si ces plans tangents se coupent en un meme 
point. La droite joignant ce point de rencontre au centre de 
la sphere est parallăle â axe. 

Applications. Cect hyperboloide defini par trois direc- 
trices est tres frequemment employ6 dans les arts; il sert, 
comme nous le verrons plus tard, ă construire le plan tangent 
en un point d'une surface gauche, et c'est pour cela que son 
&tude est importante. 

Exercices. 

1* On donne pourdirectrices d'un hyperboloide deux droites 
situces dans des plans de profil, etune troisi&me droite paral- 
lele â la ligne de terre. Reprâsenter les projections de 
Vhyperboloide au moyen d'un certain nombre de gencratrices, 
et le limiter ă deux plans paralleles. 

22 On donne une directrice verticale, une parallăle au plav 
vertical, la troisieme quelconque. 

Representer les projections de !'hyperl oloide, etle limiter 
ă deux plans horizontaux parallăles. 
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Nous avons indiqu€ (607) la gensration de cet hyperbo- loide, il ne presente aucune propriste particuliăre, et il n'est 
d'aucun emploi dans les arts. 

Il n'y a pas lieu d'en faire une &tude speciale. 
Nous rappellerons que cette surface a un câne asymptote 

engendre, dans le cas ou elle est de r&volution, par les asym- 
ptotes de l'hyperbole meridienne; les sections faites par un 
plan dans la surface et dans le câne sont des courbes homo- 
theti:ques.   
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PARABOLOIDE DE REVOLUTION 

686. Nous avons indiqu€ (610) la generation du parabo. 
loide de revolution, que nous pouvons aussi considrer 
comme engendre par la rotation d'une parabole autour de son 
axe, et toutes les constructions que nous avons faites sur les 
surfaces de râvolution, en gen&ral, s'appliquent ă celle-ci. 

Cette surface jouit des proprietes suivantes, pour la dâmons- 
tration desquelles nous renvoyons aux traites de gtometrie 
analytique : 

1* Les plans paralleles ă taxe de rotation coupent la surface 
suivant des paraboles identigues et superposables. 

2 Des plans paralleles entre euz, et obligues d Vaze, cou- 
pent la surface suivant des ellpses semb'ables et semblablement 
placees. 

3* La courbe de contact d'un câne circonscrit est une para. 
bole. 

4 La courbe de contact d'un cylindre circonscrit est une el. 
bhpse. 

Nous ailons demontrer directement une propricte impor: 
tante tres utile dans les constructions. 

687. Yh6oreme. — Ja projection d'une section blan- 

C
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d'un paraboloide de râvolution sur un plan perpendiculaire d Paze 
est une circonfirence. 

Nous considerons (fig. 549) un paraboloide de r&volution 
dont l'axe est vertical 0,07. Nous coupons la surface par un 
plan P'aP perpendiculaire au plan vertical, et qui deter- 

549 

  

mine dans la suvface une ellipse dont la projection verticale 
est ab. 

Imaginons un cylindre vertical ayant pour directrice cette 
ellipse ; ce cylindre et le paraboloide ont en commun la courbe 
plane projetee en a'b' et se coupentsuivantune seconde courbe 
plane situde ă l'infini. Ce eylindre vertical et le paraboloide 
sont done deux surfaces homothetiques; par suite le cylindre 
est de revolution et sa base est un cercle dâcrit sur a comme 
diametre. Ce cerele est la projection de l'ellipse. 

On peut, du reste, dâmontrer directement ce theor&me  
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(fig. 550). Soit P, le plan directeur du paraboloide engenârâ par la rotation de la directrice de la parabole mâridienne, et Q le plan sâcant. 

Considerons un point M de la section ; ce point est egale- ment distant du foyer F et du plan P; donc, on peut le regar- 

  

der comme: le centre d'une sphâre passant par F et tangente au plan P; et cette sphâre passera nar le point F,, symâtrique de F par rapport au plan Q. 
Nous prolongeons la ăroite F,F jusqwă sa rencontre en O avec le plan P. nous joignons le point O au point n, projection de M sur le plan P, la droite om est tangente â la sphere et nous avons la relation: Om! = o0FX oF,. 
La longueur om est constante et le lieu du point m est une circonteren ce. 

688. Probleme. — Construire la courbe de contact d'un câne circonseriț. 
Le sommet du câne donn€ est le point S,S'. Nous avons pris le paraboloide â axe vertical et nous lavons limite parle plan horizontal a'4 qui donne le cercle ab (fig. 354). 
Nous pourrions construire la courbe par points, en appli- Quant identiquement les constructions indiquces d'une maniăre gânerale pour les surfaces de revolution (585, 586, 587). 
Nous allons chercher le plan de la courbe. 
Pour cela, nous ferons tourner le point $,S' autour de Vaxe jusqu'ă ce que ce point vienne en S,,S', dans le plan de
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front. passant par l'axe, et nous tracons les deux tangentes 
Sc. S,d, ăla meridienne. 

Le plan de la courbe est alors perpendiculaire au plan 
vertical et la projection verticale de la courbe est €.d . 

551. 
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La projection horizontale est le cerele qui a pour diame- 

tre e,d, et dont le centre est au point 7, (687). 
Nous ramenons le point S,S' dans sa position primitive: 

le point f, vienten f, nouvelle position du centre, et le cercle 
„conserve le m&me rayon. Le point projete en cc, vient 
en c,c; le point d,d, vient en d,. Nous pouvons tracer le
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cerele sur cd comme diamâtre, et ce cerele est la projection 
horizontale de la courbe de contact. Nous obtiendrons facile- 
ment autant de points de la projection verticale que nous 
jugerons utile d'en prendre. 

Ainsi, nous coupons ce paraboloide var ie plan horizontal 
9f'„h qui passe par le milieu de cd. 

Ce plan determine dans le paraboloide un 'cercle dont la 
projection horizontale est le cerele gh, et coupe le plan de la 
courbe suivant une horizontale passant par le centre de l'el- 
lipse de contact. 

Cette horizontale a pour projection k/l qui passe par les 
points auxquels la projection du parallele g'/ traverse la pro- 
jection horizontale de la courbe de contact, et les points kk 
eti, sontles pointscherches. Nous trouverons les points situss 
sur le contour apparentverticalen tracantparle point S' destan- 
gentes S'm'stS'pâla courbe de contour apparent vertical (585), 

689. Probleme. — Construire la couvbe de contact d'un 
cylindre circonscril. . 

La direction des gâneratrices du cylindre est la droite R,R' 
(fg. 532). Nous menons par un point de laxe une parallăle 
cd, odă R,R! et nous faisons tourner cette droite jusqu'â ce 
qu'elle soit parallăle-au plan vertical, sa projection verticale 
est alors cd. 

Tracons la tangente ek, au contour apparent, parailâle 
cd,, le plan de la courbe de contact passe par le point 4, c'est 
ua plan perpendiculaire au plan vertical, parallăle ă axe; 
par consequent la droite verticale A,” 4, represente la courbe 
de contact, situte dans un plan de profil, et sa projection ho- 
rizontale est 4,4, k,. Si nous faisons tourner la figure pour ra- 
mener la direction ă sa situation primitive, le point h' ha vienţ 
en Amh'. C'est le point de la courbe pour lequel la tangente 
est horizontale. 

La projection horizontale de la courbe est la droite m, 
perpendiculaire â o4. 

Les puints 7 et m, situes sur le cerele ad, ont leurs projee- 
tions verticales en 7 et w' sur la projection a'%, du cercle ag. 

On peut obtenir d'autres points en employant un plan 
horizontal n'p'g'', qui dâtermine, dans le paraboloide 1e
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cerele n'y',nr: les points dont "es projections sont pr et 9,7 
sont deux points de la courbe de contact, 
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point de Le pmnt sur le contour apparent vertical est le 

coniact f! dela tangente if, parallâle i R'— (558).
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On pourrait encore obtenir la courbe de contact par 
points comme pour une surface de revolution quelconque 
(588 a 591). 

Nota. La direction donnâe ne peut âtre parallele ă l'axe de 
la surface, 

Cette courbe de contact est la courbe d'ombre propre du 
paraboloide €clair€ par des rayons parallăles 4 R,R'. 

690. Probleme. — Construire des plans tangenis pas- 
sant par une droite, 

Remarquons d'abord que la droite donnde ne peutâtre paral- 
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lle ă axe du paraboloide, le problăme serait alors impossible, 
parce que la droite rencoutrerait n6cessairement la sur- 
face. !
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Considerons une droite a'b', ab (fig. 553). 
Nous allons employer un câne circonscrit ă la surface, et 

ayaut son sommet en un point de la droite, nous conduirons 
ă ce câne un plan tangent par la droite (407). 

Nous prenons sur cette droite le point 5,5 contenu dans 

le plan de front passant par l'axe, et nous construisons le 
câne qui a son sommet en ce point et qui est circonscrit ă la 
surface. 

Nous tragons les tangentes bc' et b'd' et la courbe de con- 
tact du câne est projetee sur le plan vertical, suivant a'cd', et 
horizontalement suivant le cerele qui a pour diametre cd (687); 
le plan de cette courbe croise la droite au point dont la pro- 
jection verticale est a' et dont la projection horizontale est 
le point a. 

Nous devons mener par ce point des tangentes ă la base 
du câne; les projections horizontales de ces tangentes sont 
ae, af, et les points e et f'sont les projections horizontales des 
points de contact des plans tangenis cherches. Les projections 
verticales de ces points sont e' et /'. Il est facile ensuite d'ob- 
tenir les traces des plans tangents. 

691. Probleme. — Mener un plan tangent parallele ă un 
plan. 

La solution de ce probleme ne presente rien de particulier 
dans le cas de paraboloide; il faut appliquer la construction 
generale donnce pour les surfaces de revolution (600). 

Le plan donne ne peut tre parallele ă axe 

692. Probleme. — 7rouver les points de rencontre d'une 
droite et d'un paraboloide de revolution. 

Le paraboloide a son axe vertical, la droite a pour projec- 
tion (ab,a'b) (fig. 554), 

Nous considerons le plan qui projette verticalement la 
droite; ce plan coupe le paraboloide suivant une ellipse 
dont la projection verticale est «d, et dont la projection 
horizontale est le cerele decrit sur cd comme diamâtre 
(687). 

Les points de rencontre de la droite avec cette ellipse ont  
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pour projections horizontales e et /, et il sutât de relev er ces 
points en e et f. 

  

  

Nous avons suppos6 le paraboloide plein, et nous avons represent en points la partie de la droite comprise dans le solide, 

693. Probl&me. — Construire la section plane d'un para- toloide de revolutiona. 
On pourraitemployer des planssccants quelconques perpen- diculaires au plar. vertical; il vaut mieux employer des plans perpendiculaires â laxe donnant dans la surface des paral- lăles, comme pour une surface quelconque de r&volution (602). 

La construction des axes de lellipse, projection horizontale de Lintersection, se fera exactement comme pour l'el- lipsoide (624).
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694. Nous pouvons deduire le paraboloide elliptique du pa- 
raboloide de revolution en transformant tous les cercles, sec- 
tions de la surface par des plans perpendiculaires ă Vaxe, en 
ellipses homothetiques. 

Les axes de ces ellipses homothetiqnes sont contenus 
dans deux plans rectangulaires entre eux passant par l'axe, 
«t qui sont les plans principaux de la surface. 

Les principales proprietes de la surface ainsi engendree 
sont les suivantes : 

A* Za surface est coupee par des plans pavalleles ă laze suivant 
des paraboles. 

2* Des plans paralleles entre euz et obliques d. Laze coupent la 
sur face, suivant des eilipses semblables et semblablement placees. 

3 La courbe de contact d'un cylindre circonscrit est une para- 
bole. 

4* La courbe de contact d'un câne circonserit est ne ellipse. 
On peut construire, par points, les courbes de contact des 

cânes «t ceylindres circonserits, en cherchant ă placer les 
points de contact des plans tangents sur des sections faites 
dans la surface par des plans perpendiculaires ă axe, ainsi que 
nous l'avons fait pour Pellipsoide ă axes inegaux (627, 628). 

Nous ne reviendrons pas sur ces constructions. 

895. Section plane. — La construction de la section 

plane peut se faire en employant des plans secants auxi- 
liaires perpendiculaires ă l'axe, coupant le paraboloide sui- 
vant des ellipses homothetiques dont les axes sont facilesâ 
obtenir. 

Nous plagons un des plans principaux du paraboloide 
parallele au plan vertical; Paxe vertical et le second plan  
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priwcipal est un plan de profil (fig. 555), en sorte que l'el- lipse qui est la section par le plan horizontal est aded. Le plan est PP, = 

Nous coupons la surface par un plan horizontal e/g', 
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La section dans le plan P est une horizontale dont la pro- 
jection horizontale est g:k. | . 

La section dans le paraboloide se projette suivant une 
ellipse homothetique de Vellipse abed, et dont le grand axe 
est ef projection de e/'. Sa 

Nous figurons le cercle deerit sur ef comme diamâtre, et 
nous transformons la ligne gik, en augmentant les ordonnes 
dans le rapport du grand axe au petit axe de Lellipse ased. 

La transformâe de la droite est &,hu, (le point 4 est 
PoLyz, — 1. Li, 

38
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reste fixe) (631, 632), et elle rencontre le cercle aux points . 
&, eti, qu'on ramene en beti sur la projection horizontale 
de la droite. 

Ces points sont les projections horizontales de deux points 
de Lintersection, et les projections verticales de ces points 
sont k et 7. 

Nous avons repete la construction pour une autre section 
horizontale /n'm', qui donne dans le plan P l'horizontale pro- 
jetee en ngr, dont la transformee, obtenue en augmentant les 

" ordonnes dans le rapport du grand axe au petit axe des el- 
lipses horizontales, est r,g,; parallele â ki, en sorte qu'on a 
dâtermine une fois pour toutes la direction de ces transfor- 
mees. Nous trouvons dans ce second plan horizontal, les points 
ret q,q. 

696. Plan tangent. FYangente. — Nous ailons 

construire la tangente ă la section au point r,r”, et pour celu 
il faut determiner le plan tangent ă la surface en ce point. 

Nous allons determiner ce plan par les tangentes â deux 
courbes tracees sur la surface. Les deux courbes sont : 
Vellipse, section par le plan horizontal /r'm, et la parabole, 
section de la surface par le plan de front dont la trace est ru. 

La tangente ă l'ellipse s'obtient en tracant la tangente au 
point +,, correspondant au point r sur le cercle decrit sur le 
grand axe Im comme diamâtre ; le point v, oi cette tangente 
croise axe, est fixe et la projection de la tangente est vr, 
c'est une horizontale du plan tangent. 

La parabole, section de la surface par le plan de front ru, 
est homothâtique de la parabole principale de front; c'est 
done une parabole identique et que nous pourrions figurer eu 
deplagant la parabole ao parallălement âă elle-mâme de 
manitre ă faire coincider avec le point 7, le point s situe sur 
la mâme ordonnee. 

Done, si nous menons au point s la tangente stă la para- 
bole a'o', la tangente ă la parabole cherchee au point 7" sera 
la parallele 7 ă st. 

Cette droite 1'u' est la, projection verticale dune droite de 
«ont du plan tangent et sa trace est le point u. 

La trace horizontale du plan tangent est uz, parallăle â  
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Vhorizontale vr. La trace horizontale de la tangente est le point z,et les projections de la tangente sont ar et 
zr, 

Kangentes horizontales. (Fig. 555 bis.) — Nous 
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remarquons que, si nous tracons dans les ellipses horizon- 
tales les diamâtres conjuguts de la direction «P, trace hori- 
zontale du plan, tous les points seront symetriques deux â 
deux, par rapport ă ces diamâtres (en consid&rant la symâ- 
trie determin6e par des parallăles â «P), et ces points sym8- 
triques seroat dans Vespace sur des droites horizontales, 
Considerons le plan vertical qui passe par le diamâtre Boy 
conjugue de «P. Ce plan determine dans la surface une para- 
bole facile ă construire ; so n sommet est au point oo, elle
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passe par les „points y et B, dont les projections verticales 

sont & et y. On aurait d'ailleurs autant de points qu'on le 

vouârait en se servant des ellipses horizontales, et nous pou- 

vons tracer sa projection verticale yop. Ce plan coupe le 

plan P suivant une droite dont la projection horizontale est 

ox, dont la, trace est au point a, et dont la projection ver- 

ticale est «Z. (Nous avons obtenu le point de rencontre z de 

Vaxe et du plan P en nous servant de la droite de front oy, yz.) 

La droite o, a'z' croise la parabole dont ia projection verti- 

cale est yo, auz points 38 et ee, qui sont €videmment les 

points pour lesquels la tangente est horizontale. 

La droite de front oy, y'z' nous a encore servi ă determiner 

les points & et y' sur le contour apparent vertical, et les pro- 

jections horizontales p et 8 de ces points sont sur l'axe ad 

697. L'ellipse projection horizontale de la section est homothe- 

tigue de Cellipse abcd. , 

En efiet, consid&rons un cylindre dont les gen6ratrices 

sont parallăles ă l'axe et qui a la section pour directrice. Ce 

eylindre coupe le paraboloide suivant la section et suivant 

une seconde courbe plane ă linfini, il est homothetique du 

paraboloide, et sa section par le plan perpendiculaire â laxe 

est homothâtique de la section acd du paraboloide. 

Les points pu et 6, que nous avons trouves sur l'axe ad, et 

qui sont donns par les points de rencontre p' et 9 de la droite 

de front oy, şy/7 avec la parabole principale, sont les som- 

mets de la projection horizontale de V'ellipse de section. 

Nous aurions pu construire d'abord ces sommets, tracer 

la projection horizontale de la section et obtenir la projec- 

tion verticale en prenant les projections verticales des points 

situ6s sur des horizontales du plan secant. 

698. Projections d'un point de la surface. — 

Les constructions que nous venons de faire montrent com- 

ment îl est facile d'obtenir les projections dun point de la 

surface. — Si Pon donne la projection horizontale 7, on mene 

le plan de front dont la surface est rzu, ce plan coupe la 

_surface suivant une parabole identique ă la parabole princi- 

pale, et les projectiuns verticales des deux paraboles sont  
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telles, que la difference des ordonnces est constante; on 
cherche cette difference. 

1) suffit de mener Pordonnee z,r'p'; — xp est la difference 

cheruhee ; on trace la verticale r,s, on porte s7 = xp, et 

Pon obtient la projection verticale 7” du point r. 
Si Von donne la projection verticale 7 du point, on obtien- 

dra la projection horizontale en mesurant la longueur ver- 
ticale 7's'; ensuite, on tracera une parallele ă la ligne deterre, 

distante de cette ligne de la longueur 7's', cette parallele coupe 
la parabole au point g', on mene la verticale p'w,r, et le point 

est un point de la trace du plan de front aui contient le 
point !r, on trace la ligne de iront nr. 
On peut aussi chercher la projection horizontale du point 

en se servant de Lellipse horizontale passant par. 
Nous avons montre (696) la construction du plan tangent 

en un point. - 
699. Sections cireulaires. — Le paraboloide est 

place comme nous l'avonsindique (695) (fig. 556), nous abaissons 
du point € (point quelconque pris sur l'axe) une normale c'/ 
ă la parabole principale, nous tragons le cercle qui a pour 
rayon cf et qui touche la parabole principale aux points / 
et g'. Imaginons la sphâre dont le centre estau point c', et 
qui a pour rayon c'f'; cette sphere a mâmes plans tangents que 
le paraboloide aux points g' et f', car, en ces points, les 
plans tangents aux deux surfaces sont perpendiculaires au 
plan vertical. 

Or: deuz surfaces du second degre qui ont deuz plans tangenta 
communs se coupent suivant deux courbes planes, et les plans des 
courbes passent par la ligne qui joint les points de contact, 

(Nous demontrerons plus loin ce theoreme (754). 
Done la, sphere et le paraboloide se coupent suivant deux 

cercles. Pour determiner facilement les plans de ces cercles, 
nous faisons un changement de plan vertical, en prenant un 
plan vertical perpendiculaire ă la corde de contact, c'est-ă- 
dire parallele au second plan principal, la ligne de terre est 
LiT,, et nous figurons la seconde parabole principale «,o,d',. 

Le grand cerele de la sphere, situ€ dans le plan de cette se- 
conde parabole, se projette en fm, et coupe cette para- 
bole aux points /, etm. 
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La corde de contact f'g' se projette au point f,, et les plans 
des deux courbes planes ont pour traces g,f'up, etmf,ri, 
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sur le plan verticai L,T,. Ce sont des plans parallăles ă la 
ligne de terre LT. Leurs traces horizontales sont Pn',, Qp', 
et leurs traces verticales dans le systâme primitif sont 
Q'9' et PY. | 

Tous les plans parallăles coupent le paraboloide suivant 
des cereles. 

On pourrait, au moyen de changements de plans, se serwir 
de ces sections circulaires pour faire toutes les constructions 
sur le paraboloide. 
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700. Nous avons indiqu€ au numâro 614 un mode de ge- 
neration du paraboloide hyperboligue. 

Nousavons €nonce la propriâtede la surface d'âtre coupe 
par des plans suivant des hyperboles ou des paraboles. 

Nous allons considărer ici une surface engendree par une 
droite qui s'appuie sur deux droites, et qui reste parallăle â 
un plan (315) qu'on nomme plan directeur. 

La surface engendrâe est une surface identique au para- 
boloide que nous avons defini au numâro 611; Videntite des 
deux surfaces resulte de L'existence des m&mes proprietes. 

Les deux droites directrices ne doivent pas se rencontrer; 
la surface engendree serait un plan. 

Examinons d'abord comment nous pourrons tracer des gâ- 
n6ratrices : nous considerons deux droites ad, ab' et cd, ed, 
et nous assujettissons une droiteă rencontrer ces deux lignes 
en restant parallăle au plan horizontal (fig. 557). 

Nous construirons une gensratrice en coupant ces deux 
droites par un plan horizontal, dont la trace verticale est 
ef'; il croise la droite ab, aW au point dont la projection ver- 
ticale est le point e et dont la projection horizontale est le 
point e; il croise la droite cd, dau point dont les projections 
sont f, f. La droite ef, ef est une g&neratrice. 

La droite ad qui joint les traces horizontales des deux 
droites est une gân&ratrice, c'est la trace de la surface sur le 
plan horizontal. Si nous imaginons le plan horizontal conduit 
par le point /' auguel se eroisent les projections verticales, 
nous obtenous une autre genratrice projetee verticalement 
au point /', perpendiculaire au plan vertical, et dont za pra- 

»
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jection horizontale est 4 ; etil est elair que toutesles fois que 
Vun des plans de projection sera plan directeur, nous trouve. 

  

  

% 
»ons toujours une generatrice perpendiculaire ă l'autre plan 
de projection. 

La direction des projections verticales des generatrices 
est seule connue, il en resulte que, si nous avons la projection 
verticale m” d'un point de la surface droite, nous pouvons 
mener la generatrice qui passe par ce point et dont la projec- 
tion verticale est ef, trouver sa projection horizontale ef et 
par suite connattre la projection horizontale m du point. 

Mais si Pon donne la projection horizontale du point, 
nous ne pourrons en deduire sa projection verticale. 

On ne peut done donner un pointque par sa projection sur 
un plan de projection different du plan directeur. Autrement 
il faut prendre le point en prenant d'abord une generatrice. 

701. Mode particulier de projection. — Nous 

allons employer un mode de projection particulier qui nous 
permetira d'etudier facilement les proprietes de la surface, et 
nous montrerons ensuite comment il faut conduire les con- 
structions dans le cas general. 

Nous pouvons construire un plan parallele ă la fois aux 
deux droites donnes ; ce plan ne sera pas, en general, per- 

a  
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pendiculaire au plan directeur; et nous prendrons pour plans 
de projection le plan directeur et le plan parallăle aux deux 
droites. 

Les plans de projection ne seront pas rectangulaires, 
Ainsi les plans de projection sont des plans P et Q. Nous 

projetterons un point A sur le plan P par une âroite Aa' pa- 
rallele ă Q, et situce dans un plan conduit par A perpendi- 
culairement ă lintersection LT des deux plans P et Q; nous 
pr>jetterons le point A sur le plan Q par une droite Aa paral- 
1ere au plan P, et situce dans le mâme plan perpendiculaire ă 
LT. La figure Aa « aA est un parallelogramme; et si nous 
faisons le rabattement du plan P sur le plan Q, les points a 
eta viendront sur une perpendiculaire â LT, la distanceta'u 

  

sera la cote comptee parallâlement au plan P, la distance aa 
sera l'6loignement compte parallâlement au plan Q. 

Nous appellerons encore le plan P plan vertical par ana 
logie, le plan Q 6tant horizontal, et les propriâtâs suivantes 
sont €videntes: 

Une droite parallăle ă un des plans de projeotion se pro- 
jette sur l'autre suivant une parallâle â LT, P

a
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Si la droite est, en mâme temps, dans un plan parallăle au 
plan P et dans un plan perpendiculaire ă LT, sa projection 
sur le plan P sera perpendiculaire ă LT, sa projection sur le 
plan Q se reduira ă un point. 

Les droites paralleles ont leurs projections parallâles. 
Le point de rencontre de deux droites a pour projections 

les points de rencontre des projections des dsux droites, et 
ces points de rencontre se trouvent sur une perpendiculaire 
â LT. 

Nous definirons de la mâme manicre que dans le cas des 
projections rectangulaires les traces d'une droite et les traces 
d'un plan ; les traces d'un plan se coupent en un mâme point 
de la ligne de terre. 

Des plans paralleles ont leurs traces paralleles. 
La trace sur le plan Q d'un plan parallele au plan P sera 

parallele ă LT. 
En un mot, toutes les propriâtes qui ne sont pas relatives 

ă des grandeurs de lignes ou dangles sont les mâmes dans ce 
systeme de projection et dans le systeme rectangulaire. 

Nous considerons donc (fig. 559) deux droites ad, ab et 
cd, cd paralleles au plan P, que nous appelons vertical ; le 
plan horizontal Q est le plan directeur. 

702. Les projections horizontalea des g€- 

nâratrices passent par un point fixe. — Nous 

construirons une generatrice en coupant les deux directrices 
par un plan horizontal dont la trace verticale est e/'; ce plan 
reucontre les deux droites aux points ec et f,f, en sorte que 
les projections d'une generatrice sont ef, ef. 

La droite ad qui joint les traces des deux droites est une 
generatrice et la trace de la surface sur le plan horizontal. 

La droite projetee verticalement en 7”, et dont la projec- 
tion horizontale est hk, est une generatrice. 

Nous allons demontrer que les projections horizontales 
des generatrices passent par un point fixe. 

Les deux droites ad, a et cd, “d' sont coupees par trois 

plans horizontaux paralleles, en segments proportionnels. 
Ces trois plans horizontaux sont : le plan horizontal Q, le 

plav e'f et le plan horizontal passant par k'.  
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Ce mtme rapport a lieu entre les projections des segments. 
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- Les trois droites passent par le mâme point o. 
Nous pouvons €crire ce rapport 

de__ eh, __ e! __am' 

df fs tf mă 
Or 

eh __oh 

[k ok" 
Done 

oh __am 

ok mă 

Nous voyons done bien que le pointo est fixe et sa position 
est determine par le rapport ci-dessus.Cette propricte n'existe 
que parce que le plan vertical est parallăle aux deux direc- 
trices, et nous y revenons plus loin. 

"
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703. Second systeme de generatrices. —Nous 
avons determine (fig. 560) la generatrice ef, ef, la trace ad, la 
generatrice h',hk. 

Coupons la surface par un plan dv front (paraliele â P) 
dont la trace horizontale est Imn. 

Ce plan rencontre la trace ad de la surface au point 4, il 

  

  

  

  

rencontre la gencratrice queleonque ef, ef au point m, , il 

rencontre la generatrice kk, W au point n dont la proje tion 

est W'; nous allons montrer que les trois points /, m',&. sont 

en ligne droite. 
Nous avons 

eh __ho ah 

mn no bn 
OQu 

ep _ag 

ap 
Ce qui montre que les trois points sont enjligne droite; 

done les sections faites dans la surface par des plans parai- 

l&les au plan P sont des droites engendrant la mâme surface 
que les ppremidres. 

Le plan P €tantă son tour plan directeur, si nous consi- 
derons deux droites quelconques ad, par exemple, et e/,ef  
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parallăles ă Q, nous assujettirons les droites du second sys- 
tâme ă rencontrer deux droites du premier en restant paral- 
leles au second plan directeur. 

Les projections verticales de toutes les droites du second 
systâme que nous appellerons le systâme P passeront par le 
point fixe 4. 

La trace de la surface sur le plan P sera une droite, etil 
est clair que les traces horizontales et verticales de la surface 
se rencontreront en un mâme point de la ligne de terre. 

704. Paraboloide rapporie d ses deuz plans directeurs. 
Un paraboloide €tant rapporte ă ses deux plans directeurs 

comme plans de projection; les traces seront deux droites 
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Ra et Ra se coupant en un mâme point de la lignede terre. 
(Fig. 561.) 

Les projections verticales des generatrices du systâme P 
passeront par un point fixe v» situ sur la trace verticale. 

Les projections horizontales des generatrices du systâme Q 
passeront par un point fixe o situe sur la trace horizontale. 

Le pointo est la projection d'une gencratrice du systâme P 
rencontree par toutes les droites du systeme Q. 

Le point w' est laprojection d'une gensratrice du systâme Q 
rencontree par toutes les droites du systăme P.
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Les points o et w' sont sur une mâme perpendiculaire â 
LT. 

On peut se donner un point de la surface en prenant ce 
point sur une horizontale 2m'a', amo, ou en prenant ce point 
sur une ligne de front b'm'w', m, nous allons montrer que par 
le point on peut toujours mener une droitede chaque systeme. 

Mais nous faisons remarquer lanalogie qu'il y a entre le 
paraboloide et un plan. Les harizontales, au lieu d'&tre pa- 
ralleles ă la trace horizontale, passent par un point fixe; les 
lignes de front passent par un point fixe. 

Cette analogie justifie la denomination qu'on donne quel- 
quefois ă cette surface qui est trăs employ6e dans les arts, et 
que les praticiens appellent Plan gauche. 

705. Deuz generatrices de mâme systâme ne se rencontrent pas. 
Elles sont dans des plans parallăles. 

706. Deuz gân&ratrices de systăme diffirent se rencontrent tou- 
Jours. 

Nous considârons deux gâneratrices A et B du systeme Q 

  
(fig. 562), et deux gâneratrices Cet Ddu systâme P construites 
en coupant les generatrices A et B par des plans P et P, pa- 
ralleles au plan directeur P.  



  

  

PARABOLOIDE HYPERBOLIgVB. 587 

Nous coupons les droites A et B par un plan P, qui ren- 
tontre les deux droites aux pointscet f, et determine la 
droite M du systeme P. 

Nous coupons les droites Cet D par un plan Q, paralele 
„- 4, qui rencontre les deux droites C et D aux points det f 

et determine une droite N du systeme Q. 
Je dis que les deux droiţes M et N se rencontrent, 
Les deux droites A et B sont coupees par les trois plans 

paralleles en parties proportionnelles. 

ac __hg 

cb hi 
Oa 

ac X kh= cd X bg. 

Les deux droites C et D sont coupees par les trois plans 
paralleles en parties proportionnelles. 

gd __fk 
da of 

Ou 

gd X bf=da X fk. 

Multipliant les deux 6galitâs membre ă membre, nous 
rouvons 

ac X dfX kh X gd=cb X fi X hg X da. 

Cette relation montre que les deux droites se rencontrent 
en un point e (676). 

Il râsulte encore de ce th&orâme quune droite d'un 
systeme rencontre toutes celles de Pautre. 

707. Par un point on peut toujours faire passer une genra- 
trice de chaque systeme. 

Cette propriâtă resulte de la construction que nous avrons 
montree (703). 

Par le point m,m' pris sur la gen6ratrice du systâme Q, 
nous avons fait passer un plan parallele au plan P, et montre 
que ce plan coupe la surface suivant la droite du. second 
systeme.



588 GEOMETRIE DESCRIPTIVE. 

708. Projection de la surface sur un plan perpendiculaire ă 

un plan directeur. | 

Le plan horizontal €tant plan direcțeur, sans que les di- 

rectrices soient parallăles au plan vertical de projection, ouă 

un mâme plan vertical, ce qui reviendraitau mâme puisqw'on 

pourrait effectuer un changement de plan ; îl y a une gene- 

ratrice perpendiculaire au plan vertical qui est rencontree 

par toutes celles de Lautre systâme, et les projections verti- 

cales des generatrices du systăme qui n'est pas horizontal 

passeront par un point fixe, qui est le point de rencontre des 

projections verticales des directrices donnees. 

Ainsi, si le lecteur veut bien se reporter â la figure 551, 

les projections verticales des gâneratrices du second syst&me 

passent par le point A; mais les projections horizontales ne 

passent pas par un mâme point c. 

Le plan horizontal 6tant plan directeur, la surface couvre 

entidrement le plan vertical, et chaque point du plan ver- 

tical est la projection d'un seul point de la surface. 

Quelle que soit la projection verticale du point, on pourra 

figurer la projection verticale d'une generatrice mene par ce - 

point et passant par le point fixe. 

II n'y aura qu:une seule gâneratrice du systâme horizontal 

passant par ce point, et une seule gensratrice du second 

systâme. 
Ainsi, aucun point de la projection verticale du parabo- 

loide ne pourra &tre cache, 
II n'en est pas de mâme pour la projection horizontale, les 

projections horizontales de deux generatrices horizontales ef | 

et ad, par exemple, se coupent; il y a done deux points pro- | 

jetes au point de rencontre de ces projections. 

1 est clair que si le second plan directeur est vertical, il 

peut tre pris pour plan de projection ; les mâmes propriâtes 

existent par rapport au plan horizontal. 

Si le paraboloide est rapporte ă ses deux plans directeurs, 

les proprites que nous venons d'Enoncer existent la fois 

pour les deux plans. 

709. Le paraboloide est rapportă ă ses plans directeurs 

P et Q. (Fig. 563.)  
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Les deux directrices tonnses sont ad, ab et cd, cd appar- tenant au systeme P. | 
La trace de la surface sur le plan Q est la droite ad. 
Les projections verticales des generatrices du systâme P passeront par le point w. 
Les projections horizontales des generatrices du systâme Q passeront par le point o. 
Nous prenons la projection horizontale m d'un point. La projection horizontale de la generatrice P passant par ce point est mi paralele ă LT; la trace de cette gâneratrice 

563 

  

  

  

  

est au point F, sur la droite ad, sa projection verticale est ho! et le point m a sa projection verticale au point m, îl ne peut exister une autre gensratrice du systeme P ayant m&me projection horizontale, car la projection verticale de cette ge- neratrice doit passer par les mâmes points &' et w'. 
La gencratrice du systâme Q, conduite par le point, a pour projection horizontale emof, et sa projection verticale est „ef et doit passer par le point m. Si cette projection verticale ne passait pas par m, on pourrait faire passer par le point m? une horizontale projection verticale dune generatrice du 

systeme Q, dont la projection horizontale seraiţ confonduş 
Porr — TI 99
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avec mo et rencontrant les deuz directrices aux mâmes poi ts 

ee et ff... 

710. Gânsratrices ă linfini. — Examinons la 

disposition des generatrices du systeme Q. 

Nous dâfinirons le paraboloide par les traces RaR et les 

deux points fixes o et w'. (Fig. 564 .) 

Une gensratrice du systâme Q a pour projections oa et ab”, 

sa trace verticale est au point a”. 

Nous faisons tourner la projection horizontale autour cu 

563 

  

  

point o, et nous trouvons la generatrice projetee verticale- 

ment en «', ensuite la trace verticale de la, gencratrice s'ele- 

vant. sur la trace verticale de la surface nous trouvons des 

gensratrices telles que oc, cd —; la trace etant ă Vinfini sur 

Ra, la generatrice a pour projection horizontale of parallele 

ă la ligne de terre, la projection verticale est toujours paral- 

Jele ă cette ligne; done : la generatrice d Pinfini dans le systăme 

Q est parallele d Fintersection des deuz plans direcleurs. 

On verrait de mâme qu'il existe dans le systeme P une 

gencratrice ă Pinfini parallăle ă intersection des deux plans 

directeurs, 

ZIA. Autre mode de gentâration. 

Nous pouvons assujettir une droite ă se deplacer sur trois  
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directrices d'un systme, cest-â-dire sur trois droites paral- l6les ă un m6me plan. 

Nous allons montrer que les generatrices ainsi deter- min6es sont aussi parallăles ă un m&me plan. 
Nous considerons trois droites A,B,C du systâme Q (Fig. 

  

  

  

565), et nous construisons trois aroites D,E,F s'appuyant sur 
ABC. , 

Le quadrilatere gauche ackg coupe par daax transversales 
E et B qui se rencontrent au point e donne Ia relation 

ab X cf X kA X gd = de X fk X hg X da, 

Les plans Q, Q,, Q, &tant parallâles ona: 

gd __ fk 

da — cf 

La relation precedente devient : ap Xhh = be X ha, 

ab bg 
ou be hf 

par consquent les deux droites A et C sont coupees par 3 plans paralleles contenant les droites D'EF. 
„ Ce second mode de gensration rapproche le paraboloide de Ihyperboloide, . 4
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Nous pouvons €noncer que : le paraboloide hyperbolque est 

la surface engendree par une droite qui sappuie sur trois droites 

paralleles â un meme plan. 

7192. Plan tangent. — Le plan tangent enun point est 

dâtermine par les deux gensratrices qui passent par le point. 

Nous montrons la construction du plan tangent en suppo- 

sant les plans de projection rectangulaires, et en supposant 

seulement (ce qu'on peut toujours realiser) que le plan hori- 

zontal est parallăle au plan directeur. 

- Les deux gâneratrices donnces sont ab,ab, et cd, cd; 

la trace de la surface sur le plan horizontal est la droite ad. 

(Fig 566.) | 

Nous construisons une genbratrice ef, ef, nous prenons 

  

un point m',m sur cette generatrice et nous nous proposons 

de construire le plan tangent en ce point. 

_ Remarquons d'abord que nous aurons une generatrice du 

systome P projetse verticalement au point «' oii se croisent 

les projections verticales et. par suite perpendiculaire au 

pan vertical de projection. 
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Toutes les gentratrices de l'autre systeme doivent rencon- trer cette generatrice, et leurs projections passeront par le point o. Aa 
Ainsi guand un des plans de projection est plan derecteur, les p”ojections des genevatrices sur Pautre plan de projection passent par. un point fixe. — Nous nous sommes dejă servis de cette proprist€ que nous avons alors montrâe directement (666) dans la construction du point de rencontre d'une droite avec un hyperboloide de râvolution. 
La gencratrice du second systeme passant par le point m, ni a pour projection verticale ww m', sa trace horizontale 

doit 6tre sur la trace ad de la surface, elle est donc au point &, et la projection horizontale de la gâneratrice est mp. 
La trace horizontale du plan tangent passe par le point, 

et comme ef, ef est une horizontale de ce plan, cette trace horizontale est SAg parallăle a ef. La trace verticale passe par le point Z' trace verticale de la gânsratrice mh, m'h' et 
est Sp/. 

713. La surface est gauche. 
La construction du plan tangent montre que le plan tan- gent sera different en tous les points d'une gânsratrice, car 

en deplagant le point mm, m” sur la gensratrice ef, ef, la trace h de la generatrice du second systâme se deplacera et la 
trace du plan tangent passant toujours par ce point mo- 
bile A sera toujours paralele â ef. 

714. Variation du plan tangent. 
Nous reprenons, pour €tudier la variation du plan tangent, 

le systâme de projections obliques (101). 
Le paraboloide a pour traces Ra et Ra. (704), les deux 

points fixes sont o etw' (Fig. 567), 
Nous prenons une gâneratrice a5, du du sysiteme P. 
Nous construisons le plan tangent en un point c, c' pris sur 

cette droite ; nous mencens pour cela, la generatrice ocd, “d 
du systâme Q dont la trace verticale est di. Le plan tangent a 
pour trace verticale S'4B parallele â a'%' et pour trace hori- 
zontale fa. 

Deplacons la point sur la gentratriaa,
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Ce point venant enw'k, la generatrice Q est la generatrice 

projetee tout entiâre au point w', le plan a pour trace Sua, 

sa trace horizontale est a'cS.; c'est le plan qui projette la ge- 

neratrice sur le plan P. 
Prenons le point e,e, tel que we = vc,la generatrice 

  

  

    
du second syst&me a pour projection cef, ef, et les traces du 
plan tangent sont S.S. 

Nous pouvons voir facilement que le plan SS et le plan 
S',+S, font des angles egaux avec le plan S'au'S,. 

Les traces verticales sont €quidistantes, et les trois plans 
passent par une mânie ligne de front. 

Si le point de contact s'eloigne â linfini, la generatrice 
du second systâme devient la generatrice paralele ă Linter- 
section des deux plans directeurs (710), la projeetion hori- 
zontale est ol; la trace horizontale du plan tangent est a«$, 
parallele â ol; sa trace verticale est ă linfini, le plan tangent 
est parallele au plan directeur P.  
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715. Ainsi : leplan tangent ă Vinfini sur une gentratrice est 
paralele au plan directeur de cette generatrice. 

II est Evident que ce plan tangent estle mâme pour le 
point place ă linfini ă Vautre extremită de la gencratrice. 

Le plan tangent tourne de 180* autour de la gâneratrice. 
quand le point de contact se dâplace de —coâ-+-oo sur cette 
generatrice. 

Le point oii une genratrice d'un systâme rencontre la 
generatrice de lautre systâme perpendiculaire ă intersec- 
tion des deux plans directeurs, est le point central de la gen6- 
ratrice, le plan tangent en ce point est le plan central. 

746. Une droite ne peut rencontrer la surface en plus de 
deuz points. 

Si la droite rencontrait la surface en trois points, elle ren- 
contrerait trois gensratrices d'un mâme systâme passant par. 
ces îrois points, elle serait elle-mâme une generatrice de la 
surface et y serait contenue tout entisre*. 

717. Construire un plan tangent parallele ă une droite donne, 
C'est-ă-dire un point de la courbe de contact du cylindre 

circonscrit paraliele ă la droite. 
Nous faisons la construction dans le cas de plans de pro- 

jections rectangulaires, en supposant seulement (ce qu'on 
peut realiser) que le plan horizontal est un plan directeur 
(742). Les deux directrices sont ad, a et cd cd, la trace 
horizontale de la surface est ad, les projections verticales des 
generatrices de m6me systâme que ab, a et cd, ed passent 
par le point ow' (Fig. 568). 

Tout plan passant par une gencratrice est un plan tan- 
gent (317); nous conduisons par une gâneratrice quelconque 
ef, ef du systâme Q' un plan parallâle ă R, R'; pour cela, 
nous faisons passer par le point A, % pris sur cette gen€ra- 
trice une parallele 4/4, AZâR,R. 

” Pour trouver le point de rencontre de la droite avec la surface, 
il faudra faire passer un plan par la droite, determiner la courbe 
suivant laquelle ce plan coupe la surface, et prendre les points de 
rencontre de la droite avec cette courbe.
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„Le plan dont la trace horizontale S« passe par le point 4 
et est parallâle ă efest un plan tangent parallele ă la direc- 
tion donnee, il ne reste plus qu'ă dâterminer son point de 
contact. - 

Nous construisons la gânâratrice du second systme 
(systeme des directrices a, a6, ete'd, ed) contenue dans ce 
plan. 

Sa trace est sur la trace du plan et sur la trace ad de la 

  

  

surface, c'est le point m dont la projection verticale est m, 
en sorte que m'w' est la projection verticale de la generatrice 
cherchee. 

m'w' croise ef' au point p' dont la projection horizontale 
est le point p; le point p',p est le point de contact, et nous 

„ pouvons tracer la projection horizontale mp de la gentratrice 
dont la projection verticale est mw, 

On pourra construire ainsi par points la courbe de con- 
tact du eylindre circonserit. 

Nous n'avons pas figură la trace verticale du plan tangent, 
il serait trâs facile de l'obtenir, 
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On sait d'ailleurs (gsomâtrie analytique) que la courbe de contact est une courbe plane. 

| 718. Construire un plan tangent passant par un point exvle- 
rieur, 

"Cest-â-dire un point de la courbe de contact du câne circonscrit ayant son sommet au point donne. 
Nous prenons encore les mâmes donnces que dans le cas prâcedent (donndes que nous pouvons regarder comme gen€- rales), le sommet du câne est le point S, S' (Fig. 569). 

  

  

Nous faisons passer un plan par le point S', S et par une 
genratrice queleonque e/,ef' du systâme Q. — Nous obte- 
nons la trace horizontale du plan en joignant le point S,S'â 
un point quelconque A, / pris sur la droite. 

La trace horizontale du plan conduit par le point et par la 
droiteef, ef' est Ska parallele ă efet pussant par la trace k de 
la trace droite S'/', Sr. 

Ce pian est un plan tangent; la gâneratrice du second 
syst&me contenue dans ce plan a sa trace au point m ot la 
trace Sa rencontre la tzace ad de la surface. 

La generatrice du second systâme (systeme des droites 
ab, a'b' et cd, cd) contenue dans le plan a pour projection 
verticale m'w', elle croise la projection verticale e/ au point 
p', pro;eclion verticale du point de contact,
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La projection horizontale de ce point est le point p sur ef 
et mp est la projection horizontale de la gensratrice. 

La courbe de contact, qu'on pourrait ainsi obtenir par 
points, est une courbe plane (geometrie analytique). 

749. Construire un plan tangent parallele ă un plan. 
Le plan tangent contient deux gen&ratrices, par cons€- 

quent, nous devons chercher les generatrices de systâme dif. 
ferent du paraboloide qui sont parallăles au plan donne et 
faire passer un plan par ces deux droites. 

Nous prenons encore les donnes gânerales : (Fig. 570.) 
Les deux directrices sont ab, ab, et cd, “d, le plan hori- 

zontal est plan directeur; les projections verticales des gene- 
ratrices du meme systăme que ad, ab passeront par le point 
w'; ad est la trace horizontale de la surface, 

Le plan est donne par les traces P'«P, 
Une gencrairice du systeme horizontal doit &tre paralele 

au plan P; par consequent, elle sera parallăle â la fois au plan 
horizontal et au plan P, c'est-ă-dire parallâle â la trace hori- 
zontale aP. | 

Nous devons done construire une droite parallăle â «P et 
rencontrant les deux droites (133, 134). 

Nous faisons passer parla droite ab, a un plan parallle 
a aP. , 

La trace horizontale de ce plan est 3aR paralleie â «P, sa 
“trace verticale passe par la trace verticale m' de la droite 
ab, a'b', c'est la droite n'sh'. Nous cherchons l'intersection de 
la droite cd, “d avec ce plan; pour cela, nous conduisons le 
plan g'dp qui projette verticalement la droite et nous prenons 
son intersection gp, q'd avec le plan RR. 

Cette droite rencontre ed, “d au point r, 7, point de ren- 
contre de la droite et du plan, et nous tragons par ce point 
la droite horizontale parallăle ă «P dont les projections sont 
rs,'s', qui doit &tre contenue dans le plan RSR, et dont la 
trace verticale s' doit se trouver sur Ja trace du plan. 

C'est la gncratrice du systme horizoatal, îl ne peut ș 
en avoir qu'une seule, parce qu'il n'y a jamais sur le parabo- 
loide deux generatrices qui soient parallăles. 

Pour trouver lautre generatrice, nous allons construire
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par ab, a'' et u'd, ef est parallele au plan directeur, sa trace 
horizontale est af. 

La gensratrice cherchee est parallăle ă ce plan directeur 
et au plan P; elle est parallele ă l'intersection des deux 
plans, et nous construisons d'abord cette intersection. 

Les traces horizontales des deux plans se coupent au 
point 9,9”, nous prenons lintersection de la droite e/,w'/ 
avec le plan P en employant comme plan auxiliaire le plan 
qui projette horizontalement la droite e/,w'd' (ce plan coupe 
le plan P suivant 4, 5/ qui croise la droite ef, w'd' au point 
k, K); gk, gk est Vintersection des deux plans et la parallăle 
ă la generatrice cherchee. 

La projection verticale de cette generatrice passe par w, 
c'est wm ; sa trace est au point m sur la trace 04 de la sur- 
face ; sa projection horizontale est mn parallăle â gk. 

Cette generatrice du second systeme est encore unique. 
Le plan des deux droites mn, mw, et rs,r'sestle plan 

tangent cherche. 
On doit d'abord verifier que les deux droites se coupent 

en un point £, qui est le point de contact. 
La trace horizontale du plan est mţQ parallele ă «P, la 

trace verticale est fs'Q' parallele â «P', 
Le plan tangent est unique. 
Le problâme est toujours possible; il y a toujours des g&- 

neratrices parallăles ă un plan donne. 
Si le plan donne est parallele ă un plan directeur, il y a 

une infinite de solutions; et les plans tangents parallsles au 
plan donne sont les plans asymptotes des generatrices du 
systeme parallele ă ce plan. 

790. Construire un plan tangent passant par une droite, 
Le plan tangent contient deux generatrices, qui rencon- 

treront la droite en des points qui seront les points oi la 
droite perce le paraboloide. 

La droite doit necessairement rencontrer la surface. 
Soient a et 6 les points ou la droite perce le paraboloide, 

(Fig. 571). 

Menons par le point a les deux generatrices de systâme  
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different G et K; menons par le point & les deux generatrices 
de systeme different &, et K,. 

La droite G et la droite K, se rencontrent:en un point d 
et dâterminent un plan tangent dont dest le point de contact, 

  

La droite G, et la droite K se rencontrent en un pointe 
et determinent un second plan tangent dont c est le point de 
contact. | Ă 

Le probl&me admet done deux solutions. 
Il faut done, pour le resoudre, chercher d'abord les points 

oi la droite perce le paraboloide (716). 

724. Construzre la section d'un paraboloide par un plan. 
On construira la section plane d'un paraboloide en cou- 

paut la surface par des plans paralleles ă un plan directeur, 
de maniere ă determiner des droites. 

Afin d'etudier facilement la nature des sections planes 
nous allons supposer encore le paraboloide rapporte ă ses 
deux plans directeurs. 

Les traces sont R'«R, les points fixes sont o et w'. Le plan 
secant est le plan S4S (Fig. 512). 

Nous coupons par le plan horizontal dont la trace 'verti- 
cale est a''; ce plan donne dans le plan S V'horizontale ae, ac, 
et dans le parabo loide la generatrice be, boc. 

Le point d'intersection a pour projection horizontale c et 
Von trouve sa projection verticale en c' sur la trace verticale 
ab' du plan horizontal auxiliaire. 

Tangente. Nous obtiendrons la tangente en construisant 
le plan tangent au point c,c. Ce plan tangent contient les 
deux generatrices qui passent par ie point; Lune est e, c; 
Vautre a pour projection verticale o'c'd' (712), sa trace est le
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point d, et sa projection horizontale serait parallele ă la ligne 
de terre. 

La trace horizontale du plan tangent passe par le point 

572 - 
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d et est parallăle â la projection horizontale boc de la genera- 
trice; cette trace esi df. 

Le point f est la trace horizontale de la tangente dont les 
deux projections sont fe, f'e. | 

Branches înfinies. Cherehons les generatrices paralleles au 
plan secant (119), ces generatrices donneront les points ă lin- 
fini. 

La generatrice du systăme horizontal est paralele ă BS, sa 
projection horizontale est ol, sa trace verticale est 7 et sa 
pvojectiou verticale est /m' parallăle ă la ligne de terre,  
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Le plan asymptote de cette generatrice este plan pas- 
saut par cette droite et parallble ă son plan directeur (715); 
c'est le plan horizontal dont la trace verticale est /mw', ei il 
coupe le plan secant SS suivant Vasymptote dont les deux 
projections sont (m'w et mo. 

La generatrice du second systâme parallele au plan s6- 
cant est parallăle â fS', ses projections sont 7, npv. 

Le plan asymptote est le plan parallele au plan directeur 
dont la trace est npv et qui coupe le plan sâcant suivant la 
seconde asymptote dont les projections sont npn, pw. 

La section est une hyperbole, les deux asymptotes doi- 
vent se couper en un point, v, vw, qui est le centre. 

Il est facile de tracer les projections de Phyperbole. 
Les traces du plan rencontrent les traces de la surface 

aux points g, g' et, ki”, points de lintersection. 

La generatrice du systeme horizontal projetâe tout en- 
tire au point «' rencontre le plan en un pointdont « est la 
projection ; la projection verticale de la courbe est gwcâ'. 

La generatrice du syst&me de front projetee tout entiâre 
au point o rencontre le plan en un point dont o est la projec- 
tion; la projeetion horizontale de la courbe est goch. 

La seconde branche de l'hyperbole est hors de l'epure. 
Ainsi un plan quelconque tel que le plan SS coupera 

toujours la surface suivant une hyperbole. 

799. Sections paraboliques. Si le plan secant 

est parallâle â LT, c'est-â-dire ă Vintersection des deux plans 
directeurs, les gen6ratrices paralleles au plan seront des 

genâratrices ă linfini dans chaque systâme, puisque ce se- 
ront les gâneratrices paralleles ă lintersection des deux 
plans directeurs (710). 

Les asymptotes sont ă Vinfini, la courbe de section est une 

parabole. 
Les sections paraboligues sont donnees par les plans s6- 

cants parallăles ă Lintersection des deux plans directeurs. 

193. Diametre. Axe. Sommet. 

Deplacons le plan secant S'$S parallelement ă lui-mâme, 
les gensratrices paralleles ă ce plan resteront les mâmes,
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les plans asymptotes des generatrices ne changeront. pas, et 
les „projections verticales de toutes les asymplotes das sec: 
tions successives seront toujours confondues sur tm trace 
verticale du plan asymptote. 

De mâme les projections horizontales de toutes les asym- 
ptotes des sections successives seront toujours confondues 
sur npo trace horizontale du second plan asymptote. 

Les projections du centre se deplaceront sur ces deux 
iignes, en sorte que les centres des sections successives se- 
ront sur une parallăle ă Pintersection des deux plans direc- 
teurs. 

Ce lieu des centres est un diamâtre, et nous VOyons que tous 
les diamitres sont paralleles d Pintersection des deuz plans direc- 
teurs, 

Considerons, en particulier, des plans secants de pro- 
fl. ; 

Les gâneratrices parallâles ă ces plans seront deux gând- 
ratrices projetâes, Pune au point w', Vautre au point o, les 
plans asymptotes auront pour trace, lun vw, l'autre oz (45), 
w'z', oz sera le diamâtre correspondant ă ces plans, et comme 
il leur est perpendiculaire, ce diamâtre est un ace. 

L'axe rencontre la surface au point dont ies projections 
sont vw” et o, qui est le point oii se croisent les deux genera. 
trices placees dans le plan de profil wo. 

Ce point dont les projections sont w'o est le sommet, 
Voir : note 10. 
724. Plans principaux. 
Le paraboloide 6tant rapporis â ses deux plans direc- 

teurs, ses traces sont R'aR. (Fig. 573); les deux points fixes 
sont w' et o. 

Nous faisons un changement de plan vertical, en prenant 
„pour plan vertical le plan de profil qui passe par w'o. 

La trace verticale du plan directeur P vient en £P', 
faisant avec la ligne de terre langle qui font entre eux les 
deux plans directeurs, angle que nous supposons connu (et 
dont nous n'avons pas eu besoin de nous servir jusqu'ă pre- 
sent. 

L/axe est perpendiculaire au nouveau plan vertical et se 
projetie en un point w', que nous obtenons en prenant les  
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nouvelles projections verticales : ow', (de la generatrice pro- 
jetee en o et qui est parallăle au plan P)et fu, ( de la 
generatrice projetâe en w et qui est parallăle â Q (101), 

Menons les bissectrices de langle V,w',0. Ces bissectrices 
as et duw, sont les traces sur le plan vertical LuT, des 
deux plans principaux. 

Je fais passer par l'axe deux plans dont les traces sur le 

573 

  

  
plan LuT, sont w',f, etw,h, symstriques par rapportă la bis- 
sectrice wc, et je suppose qu'on coupe la surface par ces 
deux plans. 

Je considâre une genratrice du systâme horizontal, ses 
projections daus le premier systâme sont 47, ol, et la nou- 
velle projection sur le plan LAT, est kk parallele ă fo. Elle 
rencontre les deux plans secants aux points e, et //,. 

Je puis tracer une generatrice du second systeme dont 
Potyr. — T. 11, 40
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la projection verticale sur le plan L,T, est g,m' f', parallele 

ă wo et qui sera symetrique de la premitre par rapport au 

plan w'c'. 
Ce plan wc, et celui qui lui est perpendiculaire sont bien 

des plans de symâtrie de la surface. Ce sont les deuz plans prin- 

cipauz ; îls passent par axe, par consequent sont paralleles 

ă Vintersection des deux plans directeurs, et coupent la sur- 

face suivant deuz paraboles principales. 

793. Exemple : On definit un paraboloide par deuz direc - 

trices et un plan directeur. Trouver le sommet. 

On cherche un plan parallâle au second plan directeur 

(119) et Von prend l'intersection des deux plans. 

On ss donne un plan perpendiculaire ă Lintersection des 

deux plans directeurs, on cherche les gâneratrices paral- 

leles ă ce plan;ily en a deux qui doivent se couper, en ce 

point gu: est le sommet. 

L'axe passe par le sommet et est parallăle â Vintersectivn 

des deux plans directeurs. 

'796. Representation d'un paraboloide. 

Division des generatrices. — Nous considârons un parabo- 

loide dont les directrices sont a5,aW et cd,cd (Fig. 514) 

nous prenons ces deux droites telles qu'elles forment avec le 

plan horizontal des angles egaux en sens contraire. 

Leurs projections horizontales font des angles egaux avec 

la ligne de terre, et nous considârons les deux gân6ratrices 

de systâme different ad,a'd et tc, be', dont les projections 

sont pavallăles et font les mâmes angies avec le plan horizon- 

tal. 

Nous dâterminons ainsi un quadrilatere gaucheabed, ab'ed, 

dont les câtâs sont egaux; nous divisons ces câtes oppos6s en 

parties gales, et en joignant les points de division correspon- 

dants, tels quee,e et f,f', nous obtenons une generatrice dont 

les projections sont ef, «f. C'est la generutrice 8. — Nous 

obtenons de mâ&me les autres generatrices. 
Ce paraboloide ainsi d6termin6 a deux plans principăuz, 

un parallăle au plan vertical, dont la trace est ac, lauue de  
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protil, dont la trace est 6d. L'axe est vertical et sa projection 
horizontale est le point o, sa projection verticale est oz. 
„Tes deux genâratrices qui vassent par ce point ont pour 

projections yoy, et zor, et leurs projections verţicales.sont 
tonfondues suivant les projeetions verticales de la gen6ra- 
trice 41. 

Les projections verticales des gen6ratrices enveloppent 
la parabole principale situte dans le plan vertical ac. 

Nous avons limită la surface â quatre plans verticaux, le 
plan de front zy coupe la surface suivanţ une parabole egale 
â la parabole principale, et dont nous avons obtenu un.point 
en prenant le point 4, oi la gensratrice du second systeme 
dont la projection verticale est confondue avec la projection 
verticale de la genratrice 9 rencontre le plan de front zy. 

Nous avons figure la projection verticale de la surface sur 
un second plan vertical L/T,, parallâle au plan de la seconde 
parabole principale. 

Nous avons ensuite coupe la surface par un plan hori- 
zontal dont les traces sur les deux plaus verticaux LT et L,T, 
sont H' et H',, et nous avons obtenu, en prenant les points o 
les difi6rentes gen6ratrices percent ce plan horizontal, deux 
hyperboles dont les projections sont nap, RD, et gîr, guru, 
ayant pour asymptotes communes les deux droites zoz, et yoy,, 
projections des gen6ratrices qui passent par le sommet, 

Nous avons dă figurer, pour complster la reprâsentation de la portion de surface que nous examinoos, des genratrices 
qui ne rencontrent pas les directrices donnes dans Vinterieur 
de l'epure. Nous urions pu prolonger les projections verti- 
cales des generatrices et marquer les poinw de division au 
delă de la partie que nous reprâsentons. 

Mais il est bon de remarquer que toutes les gâneratrices 
forment des series de quadrilatâres dont tous les sommets 
tels que âyeă, sont sur des droites paralleles â oz; il est done 
facile de trouver uu certain nombre de ces verticales passant 
par des sommets bien dâterminâs, tels que ceux qui se trou- 
vent sur les directrices, et de joindre les points de croisement 
de ces verticales avec les gensratrices dejă obtenues. 

727. vixercices sur les paraboloides,
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1* Construire Pintersection d'un eylindre on dnu câne 

oblique avec un paraboloide de revolution. | 

(Employer les plans qui projettent les generatrices du 

cylindre ou du câne sur le plan vertical.) 

2 On considăre un corps solide de r&volution creuse en 

forme de vase. 

Le solide est limite par deux paraboloides de râvolution 

ayant m&me axe, ayant des paraboles meridiennes egales, 

comprenant entre elles Pepaisseur du vase. 

[| est termine ă un plan horizontal superieur. 

On &claire ce corps par des rayons paralleles; construire 

Vombre propre et les ombres portâes soit dans linterieur, 

soit sur les plans de projection. 

M&me probl&me avec des rayons divergents. 

30 On donne la parabole mridienne d'un paraboloide de 

r&volution dont Paxe est oblique par rapport aux deux plans 

de projection. Construire les contours apparents de la sur- 

face. 
1 Construire la section plane d'un paraboloide hyperbo- 

ligue defini par trois droites parallâles ă un m6me plan. 

Branches infinies, asymptotes. 

Nous donnons plus loin (160, 161) des exercices d'intersec- 

tions de surfaces avec un paraboloide hyperbolique. | 

Voir dans notre recueil d'epures (2e &dition), 6pure 30, une 

reprâsentation d'un paraboloide. 
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GENERATION DUNE SURFACE DE REVOLUTION 

DU SECOND DEGRE 

PAR UNE COURBE DU SECOND DEGREE 

728. Une surface de revolution du second degre peut tre 
engendree par la rotation d'une courbe du second degrb tour- 
nant autour d'un axe non situ6 dans un mâme plan avec la 
courbe generatrice. 

La surface ne sera pas, en general, engenârâe d'une ma- 
niere complâte (573), il faudrait que la courbe du second 
degre uit des points sur tous les parallăles de la surface, et, 
par suite, elle devrait tre dans un meme plan avec l'axe. 

La courbe gen6ratrice doit remplir une premiâre condi- 
tion indispensable : 

La projection de laze de rotation sur le plan de la courbe doit 
âtre un axe de la courbe, en sorte que axe de la projection de 
la courbe sur un plan perpendiculaire ă Vaxe de rotation doit 
passer par la trace de cet axe. 

Nous avons vu, en effet, que danstoute section plane d'une 
surface de revolutiona du second degre, la ligne de plus 
grande pente du plan qui rencontre laxe de rotation est un 
axe de la section (624, 648, 653, 693), et la courbe gânsratrice 
donnee est ncessairement une section plane de la surface de 
revolution. 

Je dis, en outre, que si Pon considăre la surface engendrâe 
par une courbe du second degre, placâe dans la situation
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que nous venons de preciser, cette surface est du second 
degre ; et pour le prouver, je vais montrer que la surface ne 
sera pas rencontree par une droite en plus de deux points. 

Prenons, en effet, une ellipse placee dans un plan PP, 
perpendiculaire au plan vertical, cd est le grand axe de la 
projection horizontale et passe par le pied o de Paxe. 
(Fig. 575.) 

Les projevtions de la droite sont ab, ad. 

Nous faisons tourner la droite autour de l'azxe, elle en- 

  

  

gendre un hyperboloide et les points ou la droite perce la 
surface engendrent des parallâles communs ă cette surface 
et ă Ihyperboloide, 

Imaginons que nous construisions la section faite dans 
I'hyperboloide par le plan P'aP. Cette section sera une 
conique ayant pour axe laligne de plus grande pente du plan 
dont cd est la projection horizontale, c'est-â-dire mâmv axe 
que la proposce. 

Ces deux coniques se couperont en quatre points symetri- 
ques deux ă deux par rapportă l'axe cd, d, et ces quatre points 
ainsi places engendreront seulement deux paralleles com- 
munsă la surface et ă Vhyperboloide. La droite rencontre done 
la surface seulement en deux points,  
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729. Surfaces engendrâes par une ellipse. 

Nous considerons une ellipse gânsratrice : 
La, surface engendree peut &tre une des surfaces qui 

admettent une ellipse parmi leurs sections planes. 
+ C'est done un ellipsoide, ou un des deux hyperboloides, 

vu un câne. 
Un cylindre de revolution ou un paraboloide de r&volution 

peuvent bien admettre comme sections planes des ellipses; 
mais les projections de ces ellipses sur un plan perpendicu- 
laire ă laxe sont des cercles (687). 

Considerons (fig. 316) un ellipsoide de r&volution â axe 

  

vertical coupă par un plan P'aP passant par le centre. La 
section est une ellipse dont la“'projection horizontale est 
cdef; le petit aze de cette projection est dirig€ suivant la ligne 
de plus grande pente du plan, et il en sera de mâme dans 
toutes les sections elliptiques (648). 

Considerons un câne de revolution (fig. 577), le plan PP 
coupe ce câne suivant une ellipse dont la projeotion hori zon- 
tale est abcd. Le foyer de cette projectiou est le point 3(412),
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et par suite le grand axe est dirige suivant la projection ho- 
rizontale de la ligne de plus grande pente du plan. 

Or, si nous examinons les hyperbotoides des deux genres 

  

  

qui admettent ce câne comme câne asymptote, les sections el- 
liptiques dans ce câne et dans ces hyperboloides sont homo- 
thetiques et concentriques (645). 

Done, pour que /el/ipse engendre un câne,il faut que la trace 
de l'axe soit le foyer de la projection. 

La trace de l'axe se trouvantsur le grand axe, en un point 
autre que le foyer, L'ellipse engenârera un des deux hyperbo- 
loides. 

Considerons (fig. 578) le câne de revolution S'S, Phyper- 
boloide ă une nappequi admet ce câne comme câne asymptote 
et dont le cerele de gorge est m'n', et l'hyperboloide â deux 
nappes ayant le meme câne asymptote et dont les sommets 
sontp'etg. 

Nous coupons les trois surfaces par le plan P'P perpen- 
diculaire au plan vertical, et qui donne dans les trois surfaces 
trois ellipses concentriques. 

Le centre commun de ces trois ellipses se projette sur le 
plan horizontal au poinţo. 

La section dans le câne a ses sommets aux points c,c et 

d,d'; le point S est un foyer de la projection de cette section. 
La section dans l'hyperboloide ă une nappe se projette 

“ suivant une ellipse dont ad est le grand axe; or, ab etant plus
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grand que cd, lun des foyers de cette ellipse sera en un point 
tel que /, of 8tant plus grand que o$. 

La trace horizontale de Paze est situde entre les deuz foyers. 

  

La section dans I'hyperboloide ă deux nappes se projette 
suivant une ligne dont gh est le grand axe; or, gă 6tant plus 
petit que cd, Lun des foyers ș de cette ellipse sera en un point 
tel que op soit plus petit que oS. 

La trace horizontale de baze sera en dehors des deuz foyers. 
-L'ellipse engenăre seulement une partie de Y'hyperboloide. 

Si le carele de gorge est compris dans la partie de la surface 
decrite par lellipse, on peut trouver ce cercle de gorge et 
arriver alors ă dâterminer compl&tement Ihyperboloide par 
sa generatrice rectiligne. 

Les divers parallâles de la surface ont pour rayons les 
rayons vecteurs menâs de la trace de laxe â tous les points de 
la projection de lellipse. 

Prenons une ellipse dont la projection est abed et qui est 
situde dans un plan P'«P, perpendiculaire au plan vertical 
(fig. 579); axe de rotation a sa trace au point o sur le grand 
axe ad. 
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Imaginons qu'on puisse mener par le point o une normale 
ok ăVellipse; cette normale sera le rayon d'un parallele mi- 
nimum dont la projection verticale est o, et les paralleles 

  

  

au-dessus et au-di:. „us du point o',o sont plus grands que le 
parallele o'/,okh. 

Ce parallele est le carele de gorge de Yhyperboloide en- 
gendre par Lellipse, et nous pourrons construire ce cerele 
toutes les fois que nous pourrons mener du point o, trace de 
axe, une normale ă lellipse. 

Au contraire, si le point o est tel qw'on ne puisse mener 
de normales â l'ellipse, les parallăles extrâmes seront les pa- 
rallâles decrits par les sommets a et b, et seront: Lun le pa- 
rallele le plus haut; l'autre,le paralele le plus bas de'la 
portion de surface engenâdree, le cerele de gorge n'est plus 
compris dans la portion de surface deerite. 

REsumâ. — 10 Si le petit axe de la projection de l'ellipse 
prolonge, au besoin, passe par la trace de Laxe, la surface en- 
gendree est une portion d'e/lipsoide. 

20 Şi la trace de l'axe est le foyer de la prujection, la sur- 
face engendrâe est une portion da aâne,  
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3 Si la trace de axe se trouve sur le grand axe entre les 
extremites de la d&veloppee de Lellipse, la surface est une 
portion d'hyperboloide â une noppe dont on peut obtenir le 
cercle de gorge. | | | 

4” Si la twace de l'axe se trouve sur le grand axe en de- 
hors des extremites de la developpee, entre les foyers, la sur- 
face est encore une portion d'hyperboloide d une nappe dont on 
ne peut obtenir le cercle de gorge. 

50 Si la trace de laxe est en dehors des foyers, soit ep 
dedans soit en dehors de L'ellipse, la surface est un Ayperbo- 
luide a deuz nappes. 

Ktemarques. — Dans le cas oi l'on peut obtenir le 
cercle de gorge de !'hyperboloide ă une nappe, on peut trou- 
ver la gensratrice rectiligue. (Fig. 379.) ” 

La projection horizontale de cette gencratrice est mb tan- 
gente au cercle de gorge; on coupe la surface par un plan 
horizontal dont la trace est n'ni, donnant un parallele projete 
suivant le cerele nmp, la gensratrice rectiligne cherchee 
rencontre ce parallele, et !e point de rencontre est projete 
sur le point de rencontre des projections horizontales au 
point m; il est facile d'avoir sa projection verticale m', et ce 
point m! jointă la projection verticale 7! du point de contact 
de la generatrice avec le cerele de gorge fait connaitre la 
projection verticale de la droite *. 

Si la projection de Lellipse est un cercle ayant son centre ă la 
trace de l'axe, la surface est une portion de cylindre. 

Si la projection de (ellipse estun cercle n'ayant pas son centre 
sur la trace de laxe, la surface engendr&e est une portion de 
paraboloide de r&volution **. 

” Il est meme facile de retrouver la proprist6 du cercle de gorge 
relative aux plans tangents : au point oi la normale ă l'ellipse ren- 

contre la courbe, elle est perpendiculaire ă la tangente ă ellipse dans 
son plan, et ă la tangente au parallâle qui est horizontale; donc, elle 
est normale ă la surface, et comme celte normale est horizontale, le 
plan tangent est vertical. 

"" Îl ne peut y avoir de doute sur la nature de la surface engen- 

drâe. Aucune section plane d'un câne de râvolution par un plan 
oblique ă l'axe ne peut se projeter sur un plan perpendiculaire ă Paxe 
suivant un cercle, et il en est de meme des hyperboloides.
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La courbe donnte peut ître un cercle dont la projection est 
une ellipse. | | 

Le petit axe de L'ellipse est alors dirige suivant la ligne de 
plus grande pente du plan (fig. 580). Elevons au centre du 
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cercle c,c une perpendiculaire au plav, cette perpendiculaire rencontre axe au point o',o qui est &galement distant de tous les points du cercle; il en sera toujours de mâme dans le mouvement de rotation. 

Le cerele engendrera une zone spherique. 

730. Surfacesa engendrâes par une hyper- 
bole. 

Une hyperbole ne peut engendrer qu'un des deux hyper- boloides ou un câne. Si l'on fait (fig. 581) la section d'un hy- perboloide â deux nappes par un plan, les sommets de la sec- tion sout aa, bd projetes sur la ligne de plus grande pente du plan. 
Nous pouvons dâjă conelure que si la ligne de plus grande pente du plan est faze 2maginaire de Î hyperbole pProposă, la sur-  
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face est un hyperboloide ă une nappe. II sera toujours possible de 
trouver le cercle de gorge. 

  

  

La position des foyers par rapportă la trace de axe de 
rotation permettra encore de distinguer entre les deux hy- 
perboloides. 

Si la trace de Taze est un foyer, la surface engendree est un câne. 

  

  
Prenoos encore le câne (fig. 582) dont le sommet esten S”, Ss „et les deux hyperboloides dont ce câne est asymptote. Nous  
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faisons une section hyperbolique par un plan P'uP perpendi- 
culaire au plan vertical, les trois sections ont leur centre 
en 9,0. 

L'hyperbole section du câne se projette suivant une hy- 
perbole dont les sommets sont c et d, etqui a un foyer au 
point S. 

La section de Yhyperboloide ă une nappe se projette sui- 
vant une hyperbole dont l'axe transverse est g/ plus petit que 
cd; par suite, nous aurons un foyer f tel que of soit plus 
petit que oS. 

La surface de Lae sera exterieure auz deuz foyers dans l'hy- 
perboloide ă une nappe. 

La, section de L'hyperboloide ă deux nappes se projette 
suivant une hyperbole dont axe transverse est ab plus grand 
que cd; par suite, nous aurons un foyer ş tel que oș soit plus 
grand que o$. 

La trace de Vaze sera înterieure auz deuz foyers dans Î hyper- 
boloide ă deuz nappes, 

731. Surfaces engendrees par une para- 

bole. 

La surface ne peut jamais âtre un paraboloide, car les sec- 
tions paraboliques d'un paraboloide sont dans des plans paral- 
l6les â l'axe et se projettent suivant des droites sur un plan 
perpendiculaire â L'axe. 

Considerons encore (fig. 582) les deux hyperboloides et 
leur câne asymptâte. Coupons-les par un plan Q'$ perpendi- 
culaire au plan vertical. 

La section du câne se projelle suivant une parabole dont le 
sommet est au point t et dont le foşer est au point S. 

La section dans l'hyperboloide â une nappe se projette 
suivant une parabole dont le sommet est au point u, le foyer 
sera situe entre le point S et le point. 

La trace de taxe sera au delă du foyer par rappori au sommet 
dans î hyperboloide ă une nuppe. 

La, section dans l'hyperboloide ă deux nappes se projette 
suivant une parabole dont le sommet est au pointr; le îoyer 
sera â gauche du point S. 

Za trace de [axe sera entre le foyer et le sommet dans I'hiper- 

boloide d deuz nappes.  



  

INTERSECTION DE DEUX SURFACES DE REVOLUTION 

DONT LES AXES SE RENCONTRENT 
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INTERSECTION DE DEUX SURPACES DE REVOLUTION 

DONT LES AXES SE RENCONTRENT 

= 732. M6thode genârale. — Une surface de r&volu- 
tion est coupee par une sphăre qui a son centre sur Paxe sui- 
vant des paralleles dont les plans sont perpendiculaires 
l'axe; si axe est parallăle aux plans de projection, les paral- 
lăles seront perpendiculaires ă ce plan et se projetteront sui- 
vant des droites. 

Nous construirons lintersection des deux surfaces en les 
coupant par des sphâres ayant leur centre au point de ren- 
contre des axes; mais cette methode ne sera d'un emploi fa- 
cile que si les deux axes sont parallâles au mâme plan de 
projection, et si, par suite, les deux surfaces se projettent 
suivant des droites, 

Îl est presque toujours commode d'amener le plan des deu a. s 
d dive paraliele ă un plan de prajection. 

Les devx axes doivent 6videmment &tre deplaces ensemble 
et du mâme mouvement pour que les deux surfaces conser= 
vent les memes positions relatives. 

On peut operer par rotation si une des surfaces est 
donnee par une courbe dont le trace oecasionnerait une perte 
de temps et faire tourner la figure autour de l'axe de cette 
surface, 

Mais, en gen&ral, le changement de plan est preferable. Nous 
donnerons plus loin des exemples, et nous prions le lge-
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teur de les consulter comme modăles pour da disposition des 
epures. | 

- 783. Construetion. — Nous considerons deux surfaces 
de revolution dont les axes at, a'b' et rd, c'd' sont dans un 

mâme plan de front et se coupent au point 0,0. (Fig. 583.) 

Ces deux surfaces sont definies par leurs meridiennes prin- 
cipales qui sont projetees horizontalement suivant la ligne 
de front abed. 

Nous tragons une sphere de rayon arbitraire ayant son 
centre en o' et dont le contour apparent est fg'W'k. Elle de- 
termine dans chaque surface un paralele passant par les 
points de rencontre du contour apparent de la sphere avec le 
contour de la surface. 

Ces paralltles projetes verticalement suivant les droites 
Ph et g'k perpendiculaires aux axes se rencontrent en deux 
points dont la projectionverticale est confondue en 7, etdont 
nous allons chercher les projeetions horizontales. 

Pour cela, nous considerons le parallele horizontal de la 
sphere dont la projection verticale est m'w, et qui se projette 
horizontalement suivant le cercle mn, dont le centre est au 
point o. 

Les points / ont leurs projections horizontales en 7 ou 4 
sur le cerele, et nous construirons par cette methode autant 
de points de la courbe que nous le jugerons utile. 

Cette courbe passe, du reste, par les points p' et q' ou se 
croisent les contours apparents des deux surfaces, et la 
courbe s'arrâte brusquement en ces deux points. 

Cet arrât de la projection verticale provient uniquement 
de ce que la tangenteă la courbe est'perpendiculaire au plan 
vertical, puisqu'elle est lintersection des deux plans tangents, 
perpendiculaires au plan vertical. 

Nous avons montr€ (326) que la projection de la courbe 
doit presenter en ce point un rebroussement ; et ce rebrous- 
sement est ici un rebroussement de seconde espăce dans 
lequel les branchas des courbes se superposent ă cause de la 
symetrie de la figure par rapport au plan de front des deux 
axes  
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Sur la projection horizontale les tangentes aux points p 
et g sont perpendiculaires â la direction de la ligne de 
terre. 

y 734. 'Yangente. — Cherchons la tangente 4 la courbe 
-d'intersection aa point /Z. 

La tangente est Pintersection des deux plans tangents; 
si Lon imagine au point /?, les normales aux deux surfaces 
perpendiculaires aux plans tangents, Liutersection des deux 
plans sera perpendiculaire au plan Qâtermine par ces deux 
normales. 

Il est plus commode de construire la tangente, en la tra- 
cant perpendiculaire au plan des deux normales, que de 
prendre L'intersection des plans tangents; et c'est ainsi qu'il 
convient d'opsrer dans Lintersection de deux surfaces de r&- 
volution, 

La normale au point 4? ă la premiăre surface rencontre 
l'axe au mâme point que la normale au point f,f situe sur le 
m6me parallâle (580). — Nous tragons la normale dont la pro- 
jection verticale est f'' qui rencontre l'axe au point "7, en 
sorte que la normale cherchee est 7/7. 

La normale au point 7/1 ă la seconde surface rencontre 
laxe au mâme point que la normale au point 99, situe sur 
le meme parall&le. Nous tracons la normale dont la projection 
verticale est g' s qui rencontre L'axe au point ss, en sorte 
que la seconde normale est /5,Ps. 

La projection verticale de la tangente est perpendiculaire 
ă la trace verticale, ou ă une ligne de front du plan des deux 
normales; remarquons que les deux points ,r et Ss situes sur 
les axes sont dans le mâ&me plan de front, 15 est la projec- 
tion verticale d'une ligne de front du plan des normales; 
la projection verticale de la tangente est 7P perpendiculaire 
ă rs, 

Coupons les deux normales par un plan horizontal dont la 
trace verticale est rw qui rencontre les deux droites aux | 
points 7,» et yu, en sorte que vu est la projection d'une hori- 
zontale du plan des deux lignes et la projection de Ia tan-. 
gente est /t perpendiculaire ă zu, | 

Au pointp,p' situ sur le contour apparent, la tangenteâ la 

a
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courbe est reellement perpenădiculaire au plan vertical, mais 

la tangente ă la projection verticale de la courbe est la trace 
verticale du plan osculateur (326). Nous rappelons que ce plan 
est le plan men€ par une tangente paralllement ă la tau- 
gente au point infiniment voisin (325), sa trace verticale peut 
âtre consideree comme la limite des positions que prend la 
projection verticale de la tangente en un point qui se rap- 
proche indefiniment du point p',p. 

Imaginons que nous construisons, par la methode des nor- 

males, les tangentes aux differents points de la courbe, les 
lignes de front du plan des deux normales auront pour pro- 
jections verticales des droites telles que 7's, et si le point de 
contact se rapproche indefiniment du point pp, la droite de 
front limite a pour projection verticale uz obtenue en me- 
nant au point p,p' les normales ă ces deux surfaces. Les pro- 
jections verticales des normales aux meridiennes sont pw 
et p'z'; la projection verticale de la tangente est alors py per- 
pendiculaire ă vz; c'est la trace verticale du plan oscu-: 

lateur. 
La, projection horizontale de la tangente ă la courbe au 

point p est perpendiculaire ă ia ligne de terre. 

Ordre des points. — | est facile, en general, de 
suivre la courbe sur la projection faite sur le plan des deux 
axes ; le degre de cette projection €tant moiti€ du degre de 
la courbe, son trace est simple; il faut numeroter les points 
de la courbe et joindre, ă partir des points sur le contour ap- 
parent dont la projection horizontale se trouve projetee sur 
les deux axes, les points dans le mâme ordre des deux câtes 
de la ligne des axes. 

735. Ponctuation. — Nous avons reprâsente ce qu 
reste de la surface de revolution dont l'axe est c'd,cd aprâs 
avoir enlevă lautre surface. 

Nous commengons, comme toujours, par examiner les 
contours apparenis. 

Les portions de contour apparent p'gp, et gq'fap' sont en- 
levees, q'h'p' forme le fond de Pentaille faite dans la surface 
et doit âtre representee en points ronds.  
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La projection verticale de la courbe est entiărement vue, 
elie est la projection commune de deux ares de courbes dont 
une projetee sur plg est en avant du cuntour apparent ver- 

tical represente par la droite abcd. 
Determinons d'abord ce qui reste des contours horizontaux, 

en supposant que les deux surfaces sont des ellipsoides ce qui 
nous permet de tracer plus facilement les contours apparents 
(647). 

Menons ă Llellipse p'g'g'4' les tangentes verticales aux 
points o et f'; «f' est un diametre, projection verticale de 
la courbe de contact du cylindre circonserit â ellipsoide, 
sa projection o est lun des axes de la projection hori- 
zontale; le second axe passe par la projection y du centre 
et est egal au diamâtre du parallele 6 decrit par le grand 
axe (617). 

4! rencontre la courbe au point p' dont la projection hori- 
zontale estp ou p+ sur le contour apparent horizontal. L'arc 
pup. de L'ellipse est enleve, larc ge. reste. 

Nous construirons de m6me le contour apparent horizon- 
tal de l'ellipsoide dont axe est a'b. 

L'ellipse de contour apparent horizontal a pour projection 
verticale y'w' et sa projection horizontale est L'ellipse pgrși 
(647). 

Les points projetes en g sont les points de la courbe si- 
tues sur le contour horizontal de L'ellipsoide. 

L'arc qup est enleve, lare gag. est dans linterieur de 
Vautre ellipsoide, il est represente en points ronds. 

La projection horizontale de la courbe est entiărement 
vue, la partie dont la projection verticale est pp devrait âtre 
cache, puisqu'elle est au-dessous du contour apparent hori- 
zontal de l'ellipsoide, elle reste vue parce que ce „contour 

apparent est enleve. 

7136. Cas d'un axe vertical. 

Si Pun des axes est vertical, la construction des points est 
identigue. Ainsi (fig. 584) les spheres auzxiliaires ont toujours 
leur centre en o, et une de ces spheres coupe les deux sur. 
faces suivant deux paralleles projetes en ab et «d et don- 
nant deux points d'intersection projetes en f.
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Seulement, le parallâle cd' est horizontal, on n'a plus 
besoin de recourir au parallele de la sphere, et les points f 
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ont leur projection horizontale en f etf, surla projection 
horizontale du parallele. 

737. L'*une des surfaces n'est pas donne 

par sa meridienne. 

On peut faire la construction lorsquune des surfaces 
n'est pas donnee par sa meridienne (fig. 583). 

Ainsi une des deux surfaces est - definie par une courbe 
generatrice dont on connait les deux projections c, e; son axe 
est l'axe oblique dont la projection verticale est ob; lautre 
surface dont laxe est vertical, est donne par sa meridienne. 
Les deux axes se renepntrent. 

il serait mauvais, au point de vue graphique, de com- 
mencer par construire la meridienne de la surface c, d. 
D'autre part, on ne peut commencer par prendre une sphâre
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auxiliaire dont il faudrait construire Lintersection avec la 
courbe c, c' (ce qui ne pourrait se realiser qu'en prenant lin- 
tersection avec la sphere du cylindre qui projette la courbe 
sur un plan de projection), 

On prend alors un point a, a' sur la courbe generatrice et on 
cherche le rayon de la sphâre qui passe par ce point et qui a 
son centre au point o, o' oii se rencontrent les deux axes, Ce 
rayon est la vraie grandeur de la droite oa, a'0'; nous ame- 
nons cette droite ă &tre parallele au plan vertical en oa, et 
nous obtenons ainsi la vraie grandeur du rayon. 

La sphâre coupe la surface c,  suivant un parallăle qui 

585 

  

  

passe par ie point a, a, qui est perpeudiculaire au plan verti- 
cal et qui se projette verticalement en /'a'g', et coupe Ia sur- 
face ă axe vertical suivant un parallele dont de est la pro- 
jection verticale. . 

Nous obtenons deux points d'intersection projetâs verti- 
calement en f, et dont les projections horizontales fet f, se 
trouvent sur le parallele de. 

La construction est toujours la m6me dans le cas od au-
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cun des axes n'est vertical, et on obtienăra la projeetion 
horizontale en employant le paraliele de la sphere, comme 
nous l'avons fait dans le premier cas, 

Observons ici que la iongueur du diamâtre du parallele 
de la surface c, est precisement donnee par la longueur 
W'g' interceptee par le contour apparent de la sphere sur la 
droite qui est Ja vroiection verticale du parallăle ; par suite 
les points // et g' appartiennent ă la meridienne de la sure 
face, et l'on trouve ainsi cetțe meridienne, en mâme temps 
que lintersection sans faire de constructions speciales. 

On obtiendrait la tangente, soit en se servant du plan 

tangent, soit par la normale, qu'on determinerait ainsi que 

nous l'avons indique (581). 
Mais on voit qu'une des deuz surfaces, au moins doit Etre 

connue par sa meridienne, afin d'eviter de construire les points 

de rencontre d'une sphere avec une courbe. 
On ne pourrait se dispenser de prendre d'abord une meri- 

dienne, que dans le cas ou il s'agit d'hyperboloides de râvolu- 
tion, parce qu'il est toujours facile d'obtenir le point de ren- 
contre de la droite generatrice avec la sphere, et nous ree 
viendrons, dans un exemple, sur ces constructions. 

738. Cas d'un axe oblique. 

Nous avons dit qu'on devait toujours amener le plan des 
axes â 6tre parallăle ă un plan de projection, soit par rota- 
tion, soit par changement de plans, il faudra ensuite rame- 
per les resultats obtenus sur la figure primitive. 

En general il est preferable de faire un changement de 
plan, et il ne faut faire une rotation que dans le cas oi la - 
meridienne d'une surface 6tant une courbe toute tracee, le 

changement de plan necessiterait le trace d'une courbe nou- 
velle. 

739. Exemple par rotation. — On donne un ellip- 
soide de râvolution dont laxe est vertical (fig. 586) et un 
câne de revolution. 

L'axe du cone est So, S'o' et rencontre au pointo, o axe 

de l'ellipscide, on connait l'angle au sommet. 
Nous allons faire une roţation-autour de laxe de L'ellip-  
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axe du câne en S'o', So parallele 
pouvons alors tracer 
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„d et S'e' faisant avec! 

soide, et nous amenons |! 
au plan vertical. Nous 
darents S' 

les contours ap- 
axe langle donns. 

386. 

      
 
 

 
 

Nous prenons des sphâres auxiliaires ayant leurs centres 6 , 
, 
i 

La sphăre dont le contour apparent est fg'h'k donne dans 
le câne le parallele projete sur // et dans Lellipsoide le pa- 

+ au pointo. 
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rallele projete en g'k'; nous obtenons en, la projection verti= 
cale de deux points de l'intersection dont nous prenons les 
projections horizontales en ], et 72, sur la projection horizon- 
tale du paralele g'k. 

Nous ramenons la figure dans sa position primitive, la 
droite 1; perpendiculaireă S,o tourne en restant tangente au 
cercle dâcrit de o comme centre avec om, comme rayon et 

"vient en , Î, perpendiculaire ă So. Les points restent sur le 
mâme parallele et nous obtenoas leurs projections definitives 
en 47 et 1,7. 

Construisons la tangente au point 42. Nous allons em- 
ployer la methode des deux normales, et nous allons con- 
struire ces normales quand les axes sont paralleles au plan 
vertical. 

Nous prenons done la normale /p', au câne, au point / 

situ6 sur le parallsle /4' qui passe par le point 7,; elle ren- 
contre Paxe au point p'+ qu'on ramene en p'p etla normale au 
câne est pl, pt. 

La normale ă ellipsoide au point g” est g'w' etla normale 
au point], est n?, ol. 

Nous coupons les deux normales par le plan horizontal 
dont la trace verticale est n's; il dâtermine l'horizontale dont 
ia projection horizontale est os, et la projection horizontale 
de la tangente est la perpendiculaire îră os. 

Nous coupons les deux normales par le plan de front dont 
la trace est og; il dstermine la droite de front dont la projec- 
tion verticale est g'n' et la projection verticale de ?a tan- 
gente est /” perpendiculaire ân'g', 

740. Exemple par changement de plan. 

On donne un câne de râvolution dont l'axe est vertical 
(fîg. 587) et un cylindre de r&volution dont l'axe a pour pro- 
jection cs,c'o' et rencontre l'axe du câne au point 0,4 ; on 
connait le rayon du eylinăre. 

Nous faisons un changement de plan vertical, en prenant 
pour plav vertical un plan parallsle au plan des. deux axes, 
et par suite parallăle ă cS. Soit LT, la ligne de terre. 

La nouvelle projection de Paxe du eylinâre est d+0,, son  
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contour apparent se compose des deux paralleles css et 
vi. 

Pi 

Le câne a pour contour apparent PS" fu. 
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Nous coupons par une sphere ayant son centre au point de 
rencontre des deux axes; le contour apparent de cette 
spbere sur le plan vertical L,T, est le cercle mk,4, ayant 
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son *entre au point o',. Elle donne dans le câne le parallăle 
dont la projection est /sm',, et le parallăle projetă est Zi, 
dans ie cylindre. Deux points d'intersection sont projetss 
verticalement au point n, et ont pour projections horizon- 
tales les points n et p sur le parallele km. Les projections 
verticales de ces points sont en 7" et p', ă la mâme cote que 
le parallăle Fm. 

Cherchons la tangente au point n,r'. 
La normale au câne au point m“ situ€ sur le mâme paral- 

lglerencontre Paxe au point g',; on prend le point g'ă la mâme 
cote, et les projections de la normale au câne sont ns, n'g'. 

La normale au eylindre au point 7, situ€ sur le mâme pa- 
raliâle que ni, a pour projection li, et rencontre Paxe au 
point projete en r', qu'on ramâne en r,r'; la normale estar, n. 

On coupera encore les deux normales par un plan ho- 
rizontal et par un plan de front. 

Nous engageons toujours, sazif pour le cas que nous avons pre- 
cise, d employer le changement de plan; les constructions sont 
plus claires, presentent moins de chances d'erreur, sont meil- 

leures au point de vue graphique; en outre, nous verrone 
plus loin que, dans le cas de surfaces du second degre, lorsque 
la forme de la projection sur un plan parallăle aux deux axes 
est connue, il est commode de tracer sur le plan auxiliaire 
de projection la projection verticale de la courbe. Cette pro- 
jection aide â retrouver lordre des points sur la projection 
horizontale. 

ZA. Sphăres limites. 

Toutes les spheres qu'on peut tracer, ayant leur centre 
commun au point de rencontre des deux axes, ne sont pas des 
spheres utiles; il est trâs important, dans execution d'une 

€pure, de saroir reconnaiire dans quelle stendue on peut 
tracer des spheres qui fournissent des points d'intersection. 

Nous distinguerons le cas oi le point de rencontre des 
axes est extericur aux deux surfaces, du cas on il est inte- 

rieur': 
1* Les meridiennes sont a'b'ed'e' et afc'g'h (fig. 588), et ces 

meridiennes sont telles qu'on ne peut tracer des sphâres qui 
touchent les surfaces suivant des paralleles.  
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Elles se coupent en deux points a! etc. Si nous considârons 
a sphere qui a son centre au point o et passe par ls point d, 
cette sphere est la plus grande sphăre utile. | 

En effet, une sphere dont le grand cerele est kdg't coupe 

Ai 388 

  

les deux surfaces suivant les parallâles 4 et g'/ qui ne se 
rencontrent pas. 

La sphre qui passe par le point a est la sphâre minimum, 
et entre ces deux sphâres toutes les sphâres qu'on pourra 
tracer sont utiles. 

Nous avons ici deux spheres limites, une minimum et une 
„maximum, 

Le point p', obtenu en prolongeant les droites qui sont les 
, projections des parallăles, n'est pas un point utile de la pro- 
„ jection de Iintersection;'nous verrons un peu plus loin que 

ce point se trouve sur le prolongement de la courbe, dont la 
partie reelle s'arrâte aux points « et a', mais qui se projette 
sur une courbe plus gensrale dont le point p' est un point, 

22 Les meridiennes se coupent en quatre points aber d. 
(Fig. 389.) 

On ne peut leur circonserire de spheres ayant leur centre 
en 03!      
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La sphâre qui passe par a' est encore la sphere minimum. 
Toutes les spheres dont les rayons sont compris entre 

o'a' et o sont utiles. Mais si nous considerons une sphere 

  

fg'h', les paralleles quelle determine ont pour projections 
gh et fk et ne se coupent pas dans Pintârieur des sur- 
faces. Nous trouvons aussi des sphâres inutiles; la sphâre 
dont le rayon est ob est une sphre maximum. Mais ici ce 
mâximum est relatif; car, â partir du point d etentre d et 
c', nous obtenons de nouveau des spheres utiles. La sphăre 
dont le rayon est o'd' est une sphere minimum (minimum 
relatif) et la sphere dont le rayon est o'c' est une sphere 
maximum (absolu). 

Nous trouvons ici quatre sphâres limites formant deux 
groupes entre lesquels il n'y a pas de points d'intersection. 

3* Toutefois, il importe de remarquer que cela n'a pas ne- 
cessairement lieu toutes les fois que les contours apparents 
se coupent en quatre points. 

Ainsi nous avons pris (fig. 590) deux meridiennes se cou- 
pant en quatre points ab'e'd. 

La. sph&re dont le rayon est o'a' est encore la sphere mi- 
nimum, une sphere telle que /g'/ donne deux paralleles qui 
se coupent en deux points projetes en k. 

Le second point de rencontre des contours apparents dans  
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lordre des distances au point o' est d; la sphăre qui passe 
par d' rencontre encore la mâridienne Wa'm'd au point / er 
coupe la surface dont l'axe est oblique suivant deux cercles. 

Les spheres entre d et 4 (3* point de rencontre)sont utiles. 
Les spheres entre % et c, telles que m'n'p' sont encore 

utiles, le parallăle m'r couperait le parallăle n'p' hors des sur- | 

  

faces; mais le second parallâle d'intersection s/-donne 19 
point utile 7. 

La sphere maximum est encore la sphâre dont ie rayon 
est oc. 

Ici, nous trouvons toutes les spheres utiles entre celies 
qui passent par le pointde rencontre des contours appa- 
rents le plus €loign€ et le plus rapproche de Paxe. 

La cause de cette difference entre ce cas et le precedent 
consiste en ce que les sphâres, ă partir du second point de 
rencontre (au moins), donnent deux parallăles d'intersection 
avec une des surfaces. . 

4 Nous avons suppos€ dans tousles cas qui prâcâdent qu'il 
&tait impossible de tracer des sphâres circonserites aux sur- 
faces propos6es. 

II peut arriver que les meridiennes donnâes soient V'ellipse 
abcd et un cercle f' qui engenâre un tore en tournant de laxe 
og. (Fig. 5941,) 

Le point o' est encore le point de rencontre des axes, et si 
Pow, — T. Ul, 42
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nous considerons la sphăre dont le rayon est 0%, elle est cir- 

conscrite au tore suivant le parallâle projete en &?, et elle 

coupe Lautre surface suivant le parallele dont ţ'c est la pro- 

  

- jection, de maniăre que le point m: est la projection de deux 
points de Lintersection. La sphăre est la sph&re maximum. 

La sphâre inserite dont le rayon est o'm' donne les paral- 
lâles projetăs en ri” et g'p', qui se coupent en deux points, 
dont la projection est 7'et e est la sphere minimum. 

5* Nous prenons deux surfaces : un ellipsoide aplati dont 

Vaxe est oa, st une surface engendree par le cercle e tour- 

nânt autour de la droite od. (Fig. 592.) 
Il est possible de tracer une sphăre dont le rayon est 

of, circonscrite ă Velipsoide suivant le parallăle projete en 

f'g, et une autre plus grande circonserite au tore suivant le 

parallăle engenăâre par le point 7; il est clair que c'est la plus 

petite de ces deux sphăres qui est la sphere limite qui donne 

deux points d'intersection projetâs en p. 

L'autre sphere limite est la sphăâre qui passe pa? le 

point g' oi se rencontrent les contours apparents.  
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742.6* Le point de rencontre des axes est interieur â une 
meridienne, 

Considerons deux m6ridiennes (fig. 593) aded et eYfg', 
les axes se rencontrent au point o'; il est evident que la plus 
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  petite sphăre qu'on puisse employer sera la sphere inscrite
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dans la surface abdc' (si le point o' est place de maniăre 
qu'il soit possible d'inserire cette sphere, et, dans le cas con- 
traire, la sphăre minimum serait celle qui passe par le point 
de rencontre des contours apparents le plus rapproche du 
point. de croisement des axes). Cette sphere, dont le raycr 
est o'e touche une surface le long du parallele projete en e 
et coupe lautre suivant le parallele projet en 47; ces deux 
paralleles se rencontrant en deux points projetes en m” don- 
nent deux points de lintersection. 

Mais si les meridiennes 6taient a'f'ed et g'n'p'r, les paral- 
l6les projetes en b'e' et p'g' ne se rencontrentpas,et la sphere 
dont le rayon est o'c"n'est pas utile. 

La sphere minimum sera encore celle qui passe par le 
point de rencontre des contours apparents le plus rapprochâ 
du point de rencontre des deux axes. 

70 | peut arriver que l'une des surfaces soit telle qu'on 
puisse lui circonscrire exterieurement une sphere; ainsi, 

594 
s! 

  

dans le cas de la figure 594, nous considerons un tore dont 

axe est S'a' et un câne dont l'axe est SP. 
Nous pouvons tracer une sphere dont le rayon est S'c', qui 

est circonserite au tore suivant le parallăle projete en cd et 
qui coupe le câne suivant le parallele projete en ef; ces deux 
parallâles donnent deux points utiles de la courbe d'intersec- 
tion projetes en 4. Cette sphere est evidemment la sphere  
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maximum utile; et s'il arrivait que le parallăle d'intersection 
de cette sphăre avec Vautre surface ne rencontrât pas le po 
rallele de contact, la sphere maximum serait encore celle qui 
passe par le point de rencontre des contours le plus €loignă 
de l'axe. 

743. 80 Supposons enfin (fig. 395) que le point de rencontre 

  

des deux axes soit interieur aux deux surfaces, et tel qu'on 
puisse inscrire des sphâres dans les deux surfaces, la, sphăre 
minimum sera la plus grande des deux sphâres inscrites. 

Ainsi, dans le cas de Ia figure, la sphăre minimum a pour 
rayon o'', le parallâle de contact e et le parallăle d'inter. 
section se coupent en deux points dont la projection verticale 
est g'. 

Nous pourrons trouver pour la sphtre mazimum soit une 
sphăre circonserite, soit une sphăre passant par le point de 
rencontre des contours apparents le plus 6loignâdu poinţ o 0). 

(*) Nous avons r6uni, dans les cas que nous venons d'6tudier, les 
principales circonstances qui peuvent se renconirer ; mais i] peut y 
avoir un grand nombre de combinaisons particuliăres de meridiennes, 
et il faut avoir soin, dans chaque cas, d'&tudier les sphăres limites 
avant de construire l'&pure, en se basant sur les indications que nous 
avons donnâes et sur les exemples que nous venons d'expliquer,



642 GEOMETRIE DESCRIPTIVE, 

744. Propriste€ des spheres iînscrites ou 

circonserites. (Note 11). 
Cherchons (fig. 593) la tangente â la courbe d'intersection 

au point dont la projection verticale est g. 

- Cette tangente est lintersection des plans tangents aux 

deux surfaces en ce point. 
Le plan tangent ă la surface S au point projete en g' est le 

mâme que le plan tangentă la sphăre inscrite, etil est deter- 

min6 par les tangentesă deux cereles de la sphăre, la tan- 

gente au cercle e/' est une de ces droites. 

Le plan tangent ă la surface S, est determine par les tan- 

gentes ă deux courbes tractes par ce point, le cerele e est 

une de ces courbes et sa tangente est une des droites du plan 

tangent. 
La tangente au parallăle ef! de la surface coupee par la 

sphăre inscrite dans Lautre surface est donc Vintersection 

des deux plans tangents; et il faut se rappeler que la projec- 

tion de la tangente est tangente â la projection de la courbe 

(306). Sur le plan de projection parallăle aux deux axes, la pro- 

jection de la tangente est ef. 

On pourrait verifier cette propri6te en essayant de con- 

struire la tangente par la methode des normales. 

Nous avons trace les sphăres limites sur les figures 586, 

587 qui se rapportent aux paragraphes 739 et '740, et nous 

prions le lecteur de se reporter ă ces figures. Sur la figure 

qui indique la construction par rotation de Lintersection des 

deux surfaces, la sphăre limite est inscrite dans le cOne, nous 

Pavons tracee quand les axes sont paralleles au plan ver- 

tical, son contour est edu, les parallăles sont projetes en ed 

et vw, ce dernier est tangentă la courbe aux points projetes 

en 24,2%, et qwon ramâne par rotation en sens inverse en 

za et zz. | 

Sur la figure 587 qui montre la construction par change- 

ment de plan, la sphsre limite est inscrite dans le cylindre, 

son contour sur le plan auxiliaire L„T, est 07, ; le cercle 

de contact avec le eylinăre est le cerele projete en ss; le 

parallâle d'intersection avec le câne est projete en tu, ei 

touche la courbe aux points d'intersection projetes en z,, les 

projections horizontales de ces points sont z et y, et leurs  



  

  

INTERSECTION DE DEUX SURFACES DE REVOLUTION. 643 

projections verticales definitives sont 7 et7/; la courbe en ces 
points a mâmes tangentes que le parallăle; les projections 
verticaleş, de ces tangentes sont confondues en 2 et leurs 
projections horizontales sont les tangentes en zetyâla . 
projection horizontale du parallăle. _ 

Nous faisons remarquer que nous trouvons ici une gen€- 
ralisation d'un theorăme que nous avons demontre â propos 
de Pintersection des cânes et des cylindres. (491, 519.) 

Quand la surface auziliaire stcante est tangente d une surface, 
la generatrice de la surface coupee est tangente ă la courbe. 

Les paralltles d'une surface de revolution peuvent âtre 
consideres comme des generatrices de la surface. 

II est tres commode de se servir de cette propri6t€ pour 
construire lintersection des deux surfaces de revoluțion dont 
Vune est une sphăre, lorsqu'on peut tracer facilement des nor- 
males dans l'autre surface. 

745. Exemple. — Considerons (fig. 596) un câne de 
revolution dont l'axe est projete en S'a'; les generatrices de 
contour apparent sont S'4' et Sc et une sphre dont le 
centre est projete au point o'. Nous supposons que le centre 
de la sphere et l'axe du câne sont dans un m6me plan paral- 
lăle au plan de projection. Nous ne considerons que la pro- 
jection verticale, 

Une sphtre est de revolution autour d'un de ses diamă- 
tres, et nous allons employer, comme surfaces auxiliaires, des 

sphăres dont le centre se deplace sur laxedu câne et inscrites 
dans le câne. 

Une de ces sphăres a son centre au point projete en g', son 
rayon est g' et elle touche le câne suivant le parallăle pro- 
jete en W/k'; en mâme temps, elle coupe la sphâre o' suivanţ 
le parallăle projete en km”, et ces deux parallăles donnent 
deux points de Lintersection projetes en n'; ce point appar- 
tient ă la projection verticale de la courbe, la tangente en 
ce point â la projection verticale est /m'. 

On obtient done en chaque point la tangenteă la projec- 

tion de la courbe. 
On peut mâme trouver le point de ia courbe d'intersec-
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tion par lequel la projection de la tangente est parallăle 4 une 
direction P/. 

Remarquons que la corde /m' est perpendiculaire â la 
ligne g'o' qui joindrait le centre de la sphăre donnee au 
centre de la sphăre auxiliaire. 

Nous voulons que la tangente soit parallăle ă R”, prenons 

396 

  

la ligne des centres op' perpendiculaire â R'; tracons la 
sphâre insorite dans le câne ayant son centre au point p' et 
dont le rayon est p'g'; elle touche le câne, suivant le paral- 
lele projet6 en g't, elle coupe la sphere o' suivant le cercle 
dont la projection ww est paralele ă R;, et cette projection 
est la tangente cherchee. 

Nous avons complete le trace de la courbe d'intersection 
en construisant par la methode des normales la tangente au 
point f ou se coupent les contours apparents. 

Nous avons reprâsentă le câne entaille par la sphre.  
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INTERSECTIONS DES SURFACES DU SECOND DEGRE 

ENTRE ELLES 

FORMES DE LA PROJECTION DE L/INTERSECTION 

i DE DEUX SURFACES 

DU SECOND DEGRE SUR UN PLAN PARALLELE AUX DEUX AXES 

746. Nous considerons deux surfaces du second degre 
dont les axes se rencontrent et sont paralleles au plan verti- 
cal. 

Nous admettons que lintersection de deux surfaces du 
second degre qui ont un plan principal commun, se projette 
suivant une conique sur un plan paralele ă ce plan principal; 
et nous allons seulement examiner ici le cas ou les deux sur- 
faces sont de r&volution et oi Pon projette Lintersection sur 
un plan parallele au plan des deux axes. 

Nous nous proposons d'âtablir que : 
A La projection de lintersection est une ellipse, si 

“une des surfaces, et une seule, est un el/ipsoide aplati, Lautre 

a'€tant pas une sphere. 
2* La projection de Lintersection est une parabole, 

3. V'une des surfaces est une sphăre, quelle que soit l'autre ; ou 
sr les deux axes sont parallăles. 

3* Dans tous les autres casc'est une hyperbole. 
4 La projection de Lintersection se compose de deux 

proites, si les deux surfaces ont un foyer commun. 

Avant d'arriver ă la demonstration de ces enoncâs, il esi
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necessaire que nous apprenionsă trouver des plans qui cou- 
pent deux surfaces du second degre suivant des courbes ho- 
mothetiques. 

747. Plans de sections homothetiques. 
Nous considerons deux surfaces du second degre dont les 

meridiennes sont ded et efig''. Les axes sont paralleles au 
plan de projection. 

Les deux surfaces sont des ellipsoides allon ges, 
Nous inscrivons une sphăre dans lellipsoide E et nous pla- 

gons son centre au centre o' de l'ellipsoide, son diametre est 
eg. (Fig. 597.) | 

Nous circonscrivons â cette sphere un ellipsoide homothe- 

997 

  

tique de l'ellipsoide F; le petit axe de Vellipse meridienne 
est le diamâtre de la sphâre 4'/” parallăle ă a'c', et le rapport 
des deux axes doit âtre 6gal au rapport des axes de l'ellipse 
F; nous menons 47 parallăle ă a'b et nous obtenons en 07 le 
demi-grand axe dela seconde ellipse ; nous pouvons alors 
tracergcette ellipse ZA", et d&terminer ainsi un ellipsoide 
F, homothetique de V'ellipsoide F.  
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Les ellipsoides E et F, circonscrits âla mâme sphăre se 
coupent suivant deux courbes planes, dont les plans perpen- 
diculaires au plan de projection parallăle aux axes, passent 
par les points de rencontre des contours apparents, et par les 
points de rencontre des courbes de contact. 

Les plans de ces courbes ont pour traces p'o'g' et r'o's'. 
Tout plan, tel que le plan T parailăle â un de ces plans, 

par exemple, au plan dont la trace estp'g”, coupe les surfaces 
E et F, suivant des courbes homothâtiques de la courbe si- 
tue dans le plan p'g'. Il coupe les deux surfaces homotheti- 
ques E, et F, suivant des courbes homothâtiques et par 
consequent, un tel plan coupe les deux surfaces proposes 
suivant des sections homoth&tiques. 

Nous obtenons donc deux directions de plans perpendicu- 
aires au plan des axes coupant les surfaces proposces suivant 
des sections homothetiques. 

Nous pourrons realiser des constructions analogues si les 
deux surfaces sont des ellipsoides allongâs, des hyperbo- 
loides de revolution, des cânes des cylindres ou des parabo- 
loides de revolution, et en groupant d'une manitre quelcon- 
que ces surfaces deux ă deux nous obtiendrons deux diret- 
tions de plans qui les couperont suivant des sections homo- 
thâtiques; nous pouvons mâme faire remarquer que les see- 
tions faites dans un hyperboloide de revolutian et dans son 
câne asymptote €tant des courbes semblables (645), nous 
pourrons substituer, dans la recherche des plans de sections 
homothetiques, le câne ă !'hyperboloide. 

598 
748. Si nous considârons un 

ellipsoide aplati, c'est-ă-dire de 
revolution autour de son petit 
axe, nous ne pourrons plus circon- 
scrire cet ellipsoide ă une sphăre; 
au contraire, si nous considerons 
une sphăre decrite sur le grand 
axe d'une ellipse meridienne pris 
comme diametre l'ellipsoide sera 

 “ inscrit dans la sphăre (Fig. 598). i 
Il en râsulte que deux ellip- 

soides aplatis peuvent &tre inscrits dans la mâme sphăre ct 
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qu'il est possible de trouver des plans perpendiculaires au 
plan des axes qui coupent ces deux ellipsoides suivant des 
courbes homothetiques. 

Mais si Von considâre un ellipsoide aplati avec une quel- 
conque des surfaces du second degr& qu'on peut circonscrire 
ă une sphere, les deux surfaces n'auront pas de plan de sec- 
tions homothetiques perpendiculaires au plan des axes, puis- 
que, si Pon essayait la construction precedente, une des sur- 
faces serait inscrite, lautre circonscrite ă la sphere et les 
deux surfaces ne se couperaient pas. 

KRtemarque. — Les sections elliptiques faites dans une 
surface du second degre dont axe est parallâle au plan ver- 
tical ont leurs petits axes perpendiculaires au plan vertical; 
dans un ellipsoide aplati, le grand aze de la seciion est per- 
pendiculaire au plan vertical; dune un plan perpendiculaire 
au plan vertical ne pourra donner dans deux surfaces du 
second degre dont Pune est un elipsoide aplati de sections 
homothetiques: 

748 bis. — En general. — Deux surfaces du second 
orâre ont six directions de sections homothetiques. 

En efiei, considerons les cânes asymptotes de ces surfaces; 
les gân6ratrices parallăles des deux cânes asymptotes corres- 
pondent aux directions asymptotiques de l'intersection. 

Si nous transportons ces cânes homothâtiquement au 
mâme sommet, les generatrices parallâles deviendront des 
gensratrices communes, les coniques bases des cânes sur un 
mâme plan se couperont en quatre points r6els ou imagi- 
naires et symâtriques, deux ă deux, par rapport au plan des 
deux axes; en combinant ensemble, deux â deux, les gen€- 
ratrices qui ont leurs iraces en ces quatre points, nous obte- 
nons six plans tels que les plans parallăles donneront dans 
les deux surfaces des scetions homothetiques. Deuz de ces 
plans seront perpendiculaires au plan des axes; ce sont ceux 
que nous avons consideres dans les exemples prâcâdents, Il 
est facile de voir, par le calcul, que, dans le cas ou Lune des 
surfaces est un ellipsoide aplati, les quatre points d'intersec- 
tion des deux coniques sont imaginaires ; mais les points en 
diagonale sont imaginaires conjuguts, la droite qui les joint  
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est reelle, en sorte que l'ellipsoide aplati et la seconde sur- 
face ont deux directions de plans de sections homothetiques 
obliques et symetriques par rapport au plan des deux axes, 
mais ne presentent plus de plans reels perpendiculaires au 
plan des axes. 

Cette disposition peut 6tre mise en Evidence sur une figure, 
Si nous considerons deux surfaces du second ordre dont 

Pune soit un ellipsoide aplati, nous pouvons construire deux 
surfaces lomothetiques bi-tangentes (il suffit de tracer deux 
meridiennes qui seront deux coniques homothetiques des 
deux meridiennes donnees et bi-tangentes). Ces deux surfaces 
bi-tangentes se couperont suivant deux courbes planes, et 
les plans de ces deux courbes qui ne seront pas perpendicu- 
laires au plan des axes et symetriques par rapport â ce plan 
donneront lâ direction des plans des sections homothâtiques 
des surfaces proposees. (Voir : note 12). 

749. Demonstration des theoremes 6non- 

c6s. — Considerons deux surfaces de r&volution dont les 
axes se rencontrent et sont parallăles au plan vertical; le 

plan de front des deux axos est un plan principal commun aux 
deux surfaces, c'est un plan de symetrie dans les deux sur- 

faces, et aussi dans la courbe d'intersection. Tous les points 
de la courbe sont situes deux ă deux sur des perpendiculaires 
ă ce plan, et ont deux ă deux la meme projection verticale; 
nous admettrons que la projection verticale de Lintersection 
est une section conique (geometrie analytique). 

Pour construire lintersection des deux surfaces nous pou- 
vons couper ces deux surfaces par des plans de direction arbi- 
traire perpendiculaires au plan des axes determinant dans 
chacune d'elles une conique. 

Ces coniques se coupent generalement en quatre points 
situes sur deux cordes communes perpendiculaires au plan 
des axes et fournissant deux points de la projection verticale 
de i'intersection. 

Mais si les plans que nous prenons comme plans auxiliaires 
coupent les deux surfaces suivant des coniques homotheti- 
ques, ces coniques auront une corde commune â distance finie, 
donnant un point de la projection verticale de Lintersection,
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et une corde commune ă linfini donnant un point ă Linfini 
sur cette projection verticale. 

La trace verticale du plan auxiliaire coupera done la co- 
nique projection verticale de Lintersection en un point ă dis- 
tance finie et un point ă Pinfini. 

Si les deux surfaces sont telles qu'on puisse trouver deux 
directions de plans perpendiculaires au plan des axes donnant 
des sections homothetiques, la courbe du second degre sera 
telle que deux series de secantes dâtermineront dans cette 
courbe des points ă distance finie «t des points ă linfini. 

La courte sera une haperbole dont les asymptotes sont paral- 
leles auz traces des plans des sections hom  hetiques. 

C'est le cas le plus general, 
Yrac€ des asymptotes. - Si lun de ces plans 

coupe les deux surfaces suivant des sections homothetiques 
concentriques, les quatre points d'intersection sont rejetes ă 
Pinfini, la trace du plan est l'asymptote de la projection de la 
courbe. Or, dans chaque surface, le lieu des centres des sections 

paralleles est un diametre qui sera sita€ dans le plan des 
deux axes et sera, dans la meridienne, le diamătre conjugu€ 

de la direction des traces des plans secants. . 
On figurera ces diametres, ils se couperont en un point; 

la trace du plan passant par ce point sera une asymptote de 
Vhyperbole; on pourra trouver la seconde de la mâme maniăre. 

Si Lune des surfaces, et une seule, est un ellipsoide aplati, 
c'est-â-dire de râvolution autour de son petit axe, les deux 
surfaces ne peuvent âtre coupees par un plan perpendiculaire 
au plan des axes suivant des sections homothâtiques. 

Les traces des plans secants couperont toujours la courbe 
en des pointsă distance finie. 

La projection verticale sera une ellupse. 
Si Pune des surfaces est une sphâre, les sections homothe 

tiques de la seconde surface sont n€cessairement les sections 
circulaires, c'est-ă-dire les sections faites par des plans per- 
pendiculaires ă l'axe. 

Ves ţraces des plans sâcants perpendiculaires â axe don- 
neront dans la projection verticale de la courbe d'intersection 
un point ă distance finie et un point ă linfini, îl n'y a pas 
d'autre direction donnant des points ă Linfini.  
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Ja courbe est une parabole dont es diamâtres sont perpen: 

dicviairesă l'axe de la seconde surface. 
-La courbe est encore une parabole, si les axes sont paral- 

leies, parce que les plans des sections homothetiques sont 
encore les plans perpendiculaires aux deux axes, et donnant 
des cercles dans les deux surfaces. 

Nous avons ainsi demontre les trois premiers theor&mes 
&noncâs. 
Yh6oreme.— Nous allons d&montrer directement, que: 
Deuz surfaces du second degre quz ont un foser commun se cou- 

pent suivant deuz courbes planes, 
Soient P et Q les deux plans directeurs de deux surfaces 

cu second degre qui ont pour foyer commun le point F (fig. 599), 
Soit M un point de Liutersection des deux surfaces ; abais- 

sons du point M des perpendiculaires Mp, Mg sur les deux 
plans, joignons le point M au foyer commun. Si e et e sont les 
excentricites des surfaces 

ME = e ME = 
Mp Mg 

done : 

Mg _e_ 
Mp == Constante. 

Le lieu du point M est done le systeme des deux plans 
qui passent par la droite AB intersection de deux plans di- 
recteurs Pet Q. 

Si les axes des deux surfaces sont paralleles au plan verti- 
cal, les deux plans directeurs, et par 
suite leur intersection AB sont per- A 
pendiculaires au plan vertical. 

Les plans des deux courbes pla- 
nes sont perpendiculaires au plan 
vertical et la courbe a pour projec- 
tion verticale deuz droites. 
Remarques.— 1* 1] convient 

de faire observer que la demonstra- 
tion de ces thâorâmes s'applique seulement au cas ou la pro- 
jection de Vintersection est faite sur un plan parallâle aux 
deux axes. 

Pouyr. = T.li. 43 
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Deux surfaces de râvolution du second degre peuvem 

avoir un plan principal commun autre que le plan des deux 

axes. On2demontre en gtomâtrie analytique que la projec- 

tion de Lintersection sur un plan parallăle ă ce plan princi- 

pal commun est une courbe du second degre; mais les raison- 

nements prâcedents ne sont plus applicables, et nous n'avons 

pas d'indication sur la forme de la projection. 

2* [1 est presque inutile de faire observer que YVintersec- 

tioa des deux surfaces peut âtre une courbe fermse, et quelle 

se projette neanmoins sur une hyperbole dont nous connais- 

sons les directions asymptotiques, et dont nous pouvons sou- 

vent construire le centre et par suite les asymptotes. Ces 

asymptotes ne sont point les projections de droites reelles 

nous ne pourrions obtenir leurs projections horizontales. 

730. Exemple. — Considerons en effet un ellipsoide 

allong€ dont nous figurons seulement la projection verticale 

abcd, et un câne de revolution dont axe parallăle au plan 

vertical rencontre Paxe de L'ellipsoide au point dont la pro- 

jection verticale est «' (fig. 600). 
Le contour apparent vertical du câne est forme par les 

Aeux droites S'e/' et Sg. La projection verticale de Lin- 

600 
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tersection se compose d'ares d'hyperbole dons nous allons 
chercher les asymptotes. 

La sphere limite minimum est la sphere inscrite dans el. 
lipsoide, ayant son centre au point w' et touchant la surface suivant le parallele dont la projection est 47 (743), 

Cette sphere coupe le câne suivant deux paralleles pro- 
jetes en z'n' et p'g', et ces deux lignes sont tangentes ă la pro- 
jection verticale de la courbe d intersection aux points pro- 
jetes en «' etf' oi elles croisent 47 (7144). 

La droite ap est done an diamâtre, le milieu Y' est le cen- 
tre de la projection verticale. | 

Construisons les plans qui donnent dans les deux surfaces des sections homothâtiques. Dcrivons la sphere qui a son 
centre au cențre o' de lellipsoide et qui le touche suivant le 
parallele dont la projection verticale est c/. 

Circonscrivons â cette sphăre un câne homothetque du 
câne propes€; pour cela, nous meaons au contour apparent 
vertical de la sphăre les tangentes re paralleles â Sg! et 
uy'w' parallele ă Sep. 

Ces deux tangentes representent le contour apparent ver- 
tical du câne et croisent le contour apparent de L'ellipsoide 
aux points e, /,g,h. 

Les plans des sections planes communes du câne auxiliare 
et de Lellipsoide ont pour traces verticales w7 et ut, 

Les traces des plans donnant des sections homothâtiques 
dans les deux surfaces sont paralleles ă ces directions. i 

Nous menons par le point y des parallgles ă ces droites et 
nous obtenons les asymptotes îy5, et eye”. 

1 est dăs lors tr&s facile de tracer la projection verticale 
de la courbe qui se compose en râalite de deux courbes fer- 
mes et qui se projette suivant Yhyperbole ff'g' et ew'. 

Nous avons reprâsente Vellipsoide avec ur trou conique. 
Nous ferons un autre exemple de cette construction (152 

et 732 6e3) dans le cas ou l'on a râellement des branches infi- 
nies, ou les asymptotes sont les projections d'asymptotes 
reel.es dont nous determinerons les projections horizontales. 

751. Dans le cas oă la projection verticale de la courbe est une 
parabole, il est facile de trouver le sommel. 

Nous ne considârons encore que la projection verticale et



nous prenons un câne dont le contour apparent est aS et 
une sph&re dont le centre est projete en o' (Fig. 601). 

Nous employons la mâthode des sphăres inserites dans le 

c5ne (145) et nous cherchons la projection verticale du point 

de la section pour lequel la projection verticale de la tangente 

est parallăle ă laxe du câne. Nous avons montre (749) que la 

projection verticale de lintersection est une parabole dont 

Vaxe est perpendiculaire ă L'axe du câne. Nous ne r&p&tons 
pas les raisonnements dâjă faits (745). — Nous abaissons du 

point o' une perpendiculaire sur S'c, projection de laxe du 

câne; nous prenons le pied vw! de cette perpendiculaire comme 

centre d'une sphâre auxiliaire inscrite dans le câne suivant 

le parallâle projete en f'd. Cette sphere auxiliaire coupe la 

proposee suivant un cercle dont la projection est g/, et cette 
ligne g'/' tangente â la projection de la courbe d'intersection 
est perpendiculaire ă la ligne des centres o'w' des deux sphe- 
res, par suite, elle est parallele â Vaxe du câne. Le point « 

604 

    
Le 

N 

projection des deux points ou se croisent les deux paralleles 
P et g'/! est le sommet de la parabole sur laquelle se pro- 
jeite Lintersection des deux surfaces. 

Nous avons represente la projection verticale du solide 
commun, 

a 

759. Il ne peut y avoir de branches infinies si Pune des 
surfaces est une sphere ou un ellipsoide. La projection de lin- 
tersection de deux surfaces qui se coupent suivant une
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courbe â branches infinies sur un plan parallăle aux deux axes 
est une Ayperbole, exceptă dans le cas des axes paralieles, ot 
cette projection devient une parabole. 

Prenvns pour exemple deux cânes de revolution dont les 
axes se rencontrent et sont paralleles au plan vertical 
(Fig. 602). 

Un des cânes a son axe vertical, son sommet est au point 
SS, il a pour base le cercle ap, et son contour apparent verti- 
cal est forme par les deux droites S'a' et Sp. 

Le second câne a son sommet au point T”, nous n'avons 
pas figur6 sa projection horizontale. Les gensratrices de con- 
tour apparent vertical de ce câne sont T'/ et T'k. L'axea 
pour projection verticale T'e et nous prenons cet axe dans le 
plan de front passant par axe S',S. 

La construction des points de Tintersection se fera exac- 
tement comme pour Lintersection de deux: surfaces de revo- 
lution quelconque. 

Si les deux cânes se coupent suivant une courbe ă bran- 
ches infinies, ils ont des generatrices paralleles, et nous 
avons vu (533) qu'ils peuvent avoir deuz, tro:s ou quatre gân€- 
ratrices paralleles, donnant des branches infinies hyperboli- 
ques, s'il y a deux ou quatre gâncratrices; une branche para- 
bolique avec une branche hyperbolique dans le cas de 3 gene- 
ratrices, parce qu'alors les deux cânes ont deux plans tan- 
gents paralleles suivant des gâneratrices parallăles. 

Nous pourrions repâter ici les constructions indiqudes 
-(530) pour trouver les generatrices parallâles, mener aux 
deux cânes des plans tangents le long de ces gensratrices, et 
les intersections des plans tangents suivant ces gâneratrices 
paralleles fourniraient les asymptotes. - 

Il vaut mieux operer autrement. 

- Nous remarquons que la projection verticale de Linter- 
section est une hyperbole, nous cherchons ses asymptotes par 
la construction precedente (750). 

La sphere limite est la sphere inscrite dans le câne T et 
ayant son centre au point €; elle touche le câne suivant 
un parallele dont la projection verticale est 4'/'; elle coupe le 
câne S suivant deux parallăles dont les projections verticales 
sont Zm' et mp! tangentes â la: projection de la courbe aux
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points « et p. (Nous observerons ci que le point f' n'est pas 
la projection verticale d'un point reel de Lintersection, parce 
qu'il estsitue en dehors du parallăle p'r', mais ce point, obte- 
nu en etendant la construction. est sur le prolongement de la 
courbe râelle au delă des points de rencontre des contours 
apparents, et appartient ă l'hyperbole). 

La droite «p' est un diamâtre de la projection verticale, le 
centre est au point y. 

Nous construisons les plans des sections homothâtiques 
dans les deux cânes. Nous menonsă la sphăre inserite dans le 
câne T, un câne circonserit homothetique du câne S'. Son 

sommet est en S', ses generatrices de contour apparent sont 
Sg et Su. 

Les contours apparents des cânes S,, et T” circonserits 
la m6me sphâre se croisent aux quatre points r', / (r'/ est ta 

1 
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trace du plan d'uue courbe de section) et g, u' (q'w est le plan 
du plan de la seconde courbe). 

Ces droites 7 et g'u'sontles directions des traces des plans 
de sections homothetiques. 

Nous tragons par le point y les aroites yes”, et yăă, qui 
sont les projections verticales des asymptotes. 

Nous allons construire les projections horizontales ae ces 
lignes. 

La droite ee', est la projection verticale de deux asymp- - 
totes symâtriques par rapport au plan de front des deux axes, 
et il doit y avoir deux gânsratrices du câne S parallâles â 
ces asymptotes. 

Les projections verticales de ces generatrices sont con- 
fondues suivant S'w' parallele ă e, et leurs projections hori 
zontales sont So et Sr. 

Nous pourrions facilement tracer les gengratrices du câne 
T parallătes aux generatrices Sv, Sw et Sz, S'z', mais ce 
trace ne sera pas utile. 

L'asymptote est liniersection des plans tangents aux deux 
cânes suivant les gâneratrices parallăles. 

L'asymptate dont la: projection verticale est yr', et qui 
est parallăle ă la generatrice S', Sv est contenue ans le 
plan taugent au câne S suivant la genâratrice S'w', Su; done 
'a trace de Llasymptote est sur la trace du plan tangent au 
:9ne le long de cette generatrice. Cette trace est e, e. 

La projection horizontale de l/'asymptote est paralele ă 
So et est zo. 

La seconde asymptote qui a la m6me projection verticale, 
situce dans le plan tangent le long de la generatrice S,Sz a 
sa trace au point e, et sa projection est ew symetrique de la 
premiere par rapport au plan de front des deux axes. 

Repâtons la mem : construction pour les deux autres asym- 
ptotes dont la projection verticale construite est pă. . 

Les generatrices parallăles sont projetees verticalement 
suivant S*,, et ont pour projections horizontales Sy et Sz. 

Nous menons les plans tangents suivant ces gâneratrices, 
leurs traces horizontales sont ză et ză,. 

Les ţraces des asymptotes sont 3 et5,. 
Les projecţions harizonțales sont î) parallâle ă Sy eţ 3,X 

parallăle â Sz.
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Nous avons represente sur la projection verticale le solide 
commun aux deux cânes. La courbe passe par les points d et 
g' oi se croisent les contours apparents, et nous avons une 
branche d'hyperbole composte de deux parties reelles s6- 
parses p'd' et g'm' qui devraient &tre reunies par une partie 
parasite entre les points 4 et gr. 

L'autre branche de !hyperbole est forme par les arces 
reels We et fe! râunie par lare parasite eg'/. 

752 bis. Il peut arriver que les deux asymptotes de la 
projection verticale ne correspondent pas ă des asymptotes 
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râelles de la courbe d'intersection, soit que Iintersection 
n'ait pas de branches infinies, soit qu'il n'y ait que deux ge- 
n6ratrices parallâles sur les deux cânes et deux asymptotes  
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reelles seulement, auquel cas une seule des asymptotes de la 
projection verticale correspondrait â des âroites rtelles. 

Considerons les deux cânes de revolution dont les som- 
mets sont S' et T” les axes sont dans un mâme plan de front 
(fig. 603) et se coupent au point e. , 

Nous repeterons sur ces deux cânes tout ce que nous 
avons dit sur les deux cânes du cas precedent. (Le lecteur est 
pri€ de relire lexplication et nous avons mis sur la figure 
les m&mes lettres aux points correspondants.) 

Nous trouvons qu'en menant parle sommet S une paral: 
lele Sp ă la direction asymptotique y& cette parallăle est en 
dehors du câne. 

Il n'y a pas de genâratrices paralleles â cette direction. 
Elle ne correspond pas ă des asymptotes reelles. 

La droite Sw parallăle ă l'asymptote ye' est dans le câne. 
Nous pouvons construire comme precedemment les deux 

asymptotes dont ew, e, sont les projections horizontales. 
Si intersection n'a pas de branches infinies, les paral- 

Iles aux asymptotes menses par le sommet seront toutes 
deux en dehors du câne S'. 

La construction faite de cette manisre est beaucoup plus 
simple que la construction directe que nous avons.rappelde 
d'abord. 

Ces constructions doivent sappliqueră deuz cânes. 
— — — ă câne et cylindre. 
— — — ă cone et hyperboloi de, 
— — — ă deuz hyperboloides. 

Il suffit de se rappeler dans les deux derniers cas, que les 
generatrices de /'hyperboloide ont leurs parallâles sur le 
câne asymptote. 

Lorsqu'on aura trouve les asymptotes de la projection 
verticale de lintersection en cherchant les directions des 
plans de sections homothetiques dans le câne donne et dans 
le câne asymptote (qui est lui-mâme une surface homotheti- 
que de Phyperboloide), on mânera les generatrices parallâles 
du câne donne et du câne asymptote. 

Une asymptote est lintersection des plans tangents en un 
point situ6 ă Linfini; c'est lintersection du plan tangent au



662 ! GEOMETRIE DESCRIPTIVE. 

câne donne et du plan tangent au cone asymptote suivant les 
gensratrices parallăles. 

La construction precedente s'appliquera donc immediate- 
ment et sans difficult. 

753. Cas d'un paraboloide de râvolution. 

L'une des surfaces est un paraboloide de revolution, l'au- 

tre est un câne, ou un hyperboloide; on reconnaitra l'exis- 

tence de points d'intersection ă linfini cherchant les spheres 
limites, on verra alors qu'il n'y a pas de sphăre maximum. 

L'intersection est necessairement parabolique, parce que 
les plans tangents ă Linfini au paraboloide sont renvoyes â 
Vinfini. 

Questions formant sujets d'epures, — 10 On considăre un trian- 
gle €quilateral ABC situe dans un plan vertical qui fait un 
angle de 450 avec le plan vertical de projection. Le câte AB 
est vertical, le point A dans le plan horizontal. Ce triangle 
tourne autour du câte AB et engendre un double câne. 
D'autre part on considere un cylindre de revolution autour 
de BC, le rayon du cylindre est egal â la moiti6 du câte du 
triangle. Representer les projections du double câne, aprăs 
qu'on a enleve la partie comprise dans le cylindre. — ou le 
solide commun. (Sujet d'epure avec le câte du triangle egal ă 
40 centimetres.) 

2 On considăre un tetraădre regulier SABC, la base ABC 
est horizontale, on joint les milieux des arâtes SA et SB, et on 

fait tourner la droite obtenue autour de AC de manitre â en- 
gendrer un hyperboloide. D'autre part on considăre la sphere 
decrite sur SA comme diamâtre, representer la sphăre en- 
taillee par Ihyperboloide, ou le solide commun. (Sujet d'epure 
avec le câte du tetraădre egală 12 centimâtres.) 

32 On considăre un tetraăde regulier SABC, la base ABC 
est horizontale, on considăre un câne de r&volution autour SC 

le sommet de ce câne est au point C. L'angle generateur 
('/, angle au sommet est egal ă 30). D'autre part an consi- 
dăre un second câne de revolution autour de SB. Le sommet 
est au point B. L'angle gânerateur (1/2 angle au sommet est 
gal ă 300) Representer le solide commun aux deux cânes. 
(Deux courbes planes, sujet d'epure avec le câte du tetraddre 
egal ă 12 cențimâătres.)  
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4 Mâme tetratdre. Deux cânes ayant pour sommets les 
)oints A et B, et pour bases les cereles inscrits dans les faces 
»ppos6es du tâtratăre. (Sujet d'epure; le câte du tâtradre 
= 44 tentimâtres). 
5 M6me tstraădre. Deux cylindres de r&volution ont pour 

2xes les arâtes SA et SB. Le cylindre quia pour axe SA passe 
par le point B, le cylindre qui a pour axe SB passe par le 
point A ; representer le solide commun. 

(Sujet d'6pure; le câte de tetratdre = 6 centimâtres. — 
Faire la projection verticale sur un plan vertical parallâle 
â BC.) 

Questions diverses. — 1 On donne dans le plan horizontal 
deux droites qui se coupent et un cercle. Le cercle tourne au- 
tour des deux droites et engendre deux tores. Construire 
Vintersection, la tangente en un point. La projection hori- 
zontale de la courbe d'intersection est une ellipse qui peut 
se reduire â une droite. . 

2 On donne dans un plan perpendiculaire au plan vertical 
une ellipse connue par son rabattement. 

Dans ce plan on donne une droite de front. 
On considăre une autre droite de front rencontrant la pre- 

miere, 
L'ellipse relevee tourne successivement autour de ces deux 

droites, construire la courbe d'intersection des deux surfaces 
de râvolution, la tangente en un point. Examiner les diffe- 
rentes courbes qui composent lintersection. 

32 On donne deux droites qui se coupent et un point exte- 
rieur. Ce point appartient ă Lintersection de deux cylindres 
de revolution qui ont pour axes les deux droites, construire 
le reste de la courbe d'intersection. 

4” On donne deux droites qui se coupent. Ces droites son 
les axes'de deux cânes de revolution, on donne le sommet sur 
chacune d'elles. 

On donne un point de lintersection des deux cânes, con- 
struire le reste de la courbe.
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DU SECOND DEGRE 

APPLICATIONS ET INTERSECTIONS DE SURFACES, 

754. Eheoreme. — Deux surfaces du second degre cir: 
conscrites d une mâme lroisiime se coupent suivant deuz courbes 
planes, 

Considerons une surface S du second degre â laquelle sont 
circonscrites deux autres surfaces du se- 
cond ordre: S, qui la touche suivant la 600 
courbe ADBC, $, qui la touche suivant la 

courbe AEBF. (Fig. 604.) 
Ces deux courbes de contact se coupent 

aux points A et B, et en ces deux points, 

les deux surfaces ont mâme plan tangent. 
Soit M un point quelconque de Linter- 

section des deux surfaces S, et S,; fai- 
sons passer un plan par le point M et par 
les points A et B. Ce plan coupe chaque 
surface suivant une courbe du second de- 
gre. 

Ces deux courbes du second degre ont en commun les 
points A,B,M; de plus, elles ont m6mes tangentes auz points 
A et B, car ces tangentes sont les intersections du plan s€- 
cant avec les plans tangenis aux deux surfaces en ces points. 
Ces deux courbes du second degre sont confondues en une 
seule courbe qui est une partie de L'intersection. Cette inte: 
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section doit alors se composer encore d'une autre courbe 
plane. IE 

Nous avons dejă consider6 des cas particuliers de ce 
theorăme, pour lesquels nous avons donne des demonstrations 
directes dans les intersections des cânes et eylindres cir- 
conscrits â une surface du second degre (539). 

Nous en avons fait une autre application ă la recherche 
des sections circulaires de ellipsoide â axes inegaux (635). 

755. Ah6oreme. — Deuz surfaces reglces du second degre 
qui onten commun deuz gencratrices d'un mâme systeme se coupent 
suivant deuz autres gencratrices qui sont du systeme different de 
celui des deuz premitres. 

Soient A et A, (fig. 605) les gensratrices de m&me systeme 
comnurnes ă deux surfa- 
ces, et M un point de l'in- 
tersection. 

Nous faisons passer un 
plan par M et A, ce plan 
coupe la droite A, en un 
point G la droite MG est 
-tout entiăre sur les deux 
surfaces, parce qu'elle a 
deux points sur chacune 
Velles, et c'est une gensratrice B de systme different de A. 

Soit N un autre point de Vintersection ; faisons passer un 
plan par N et A,; ce plan coupela droite A en un point D ei 
la ligne DN est sur les deux surfaces, “est une generatrice B, 
de systeme different de A. 

Nous trouvons donc quatre droites pour Lintersection des 
deux surfaces ; il ne peut y en avoir d'autres. 
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756. Application. — Construire les points de rencontre 
d'une droite avec un hyperboloide de vevolution. 

L'hyperboloide est defini par son centre 0,0 (fig. 606), son 
cercle de gorge, et le cerele cd trace de la surface. 

Les projections de la droite sontef, e/'. 
Nous considerons deux generatrices de Ihyperboloide de  
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meme syst&me, dont les projections horizontales sont paral- 
ldles ă la projection ef de la droite. 

Ces deux gânsratrices sont ca, ca' et dd, HI. 
Les trois droites ca, da—bd, bd —ef, ef sont parallăles 

a un mâme plan vertical; nous pouvons assujettir une droite 
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â s'appuyer sur les trois droites et elle en 
boloide hyperbolique (7414). 

Ce paraboloide a deux generatrices de mâme systăme 
communes avec l'hyperboloide ; les deux surfaces auront en 
commun deux autres gâncratrices que nous allons chercher, 

Ces gencratrices 6tant des generatrices de I'hyperboloida 

gendrera un para-
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qui rencontreront la droite ef, ef',larencontreront aux points 
demândes oi cette droite perce la surface. 

Le plan directeur du paraboloide etant un plan vertical 
parallele aux trois droites, les projections horizontales de 
toutes les generatrices passeront par un point fixe (708). 

Nous obtenons ce point en construisant les projections 
horizontales de deux generatrices, 

Imaginons le plan perpendiculaire au plan vertical et 
passant par la droite ef, ef, ce plan a pour trace verticale 
ef et il rencontre les deux autres directrices aux points g', g 
et /!, h, la droite kg est la projection horizontale d'une genera- 
trice. 

Imaginons de mâme le plan qui projette la droite ac, ae 
sur le plan vertical, ce plan rencontre les deux droites aux 
poinis /,A et î,7,la ligne k/est la projection horizontale d'une 

generatrice, 
Ces projections hg et 4! se croisent au point v, point fixe 

cherche€. Menons par ce point les tangentes au cercle de 
gorge wm et wn, ces droites sont les projections des genera- 
trices communes aux deux surfaces et croisent la projection 
ef aux points p et g, projections horizontales des points qu'on 
se proposait de trouver, et dont on obtient les projections 
verticales en p' etg. 

757. Intersection d'un câneet d'un hyper- 

boloide. 

Le câne a son sommet sur l'hyperboloide. 

Le câne a son sommet au point SS situ sur l'hyperbo- 
loide. 

L'hyperboloide est defini par sa trace horizontale, son 
centre et le cercle de gorge (fig. 607). Nous avons place le 
sommet du câne sur un cercle horizontal superieur, gal au 
cercle de base, la base du câne estun cerele situe dans le plan 
horizontal et dont le centre est au point e. 

La methode consiste ă tracer une gen6ratrice de Llhyper: 
boloide passant par le sommet du câne et ă faire passer des 
plans par cette droite, La projection horizontale de cette ge-  
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n&ratrice est SA tangente au cercle de gorge, nous ne figu- rons m6me pas sa projection verticale. 

Les traces horizontales des plans auxiliaires passeront par le point 4, soit 4/la trace d'un plan auxiliaire; ce plan coupe le cne suivant la gensratrice S/, S/ et Yhyperbo- loide suivant la gâncratrice dont la projection est gk de systeme diflerent de SA. 
Le point k est la projection horizontale d'un point de l'in- tersection, nous avons relev6 sa projection verticale en 4 sur la projection verticale S'/ de la generatrice Sf du câne. Nous avons men le plan passant par la gencratrice Sr, S, sa trace horizontale est Al, nous avons obtenu le point mm, 

Dans notre figure, les trois points $ o,c sont en ligne droite, en sorte que le plan vertical dont la trace est Soc est un plan de symetrieșles points kk et mm! sont les points pour lesquels la tangente est horizontale. 
Les generatrices de contour apparent horizontal du câne ont pour projections horizontales Sn et Sr, nous avons men€ les traces horizontales /n et hr des plans auxiliaires, et ob- 

tenu les points p etu sur le contour apparent horizontal (nous n'avons pas releve ces points sur la projection verticale). 
Nous n'avons pas figure la construction des points sur le 

contour apparent vertical du câne. 
Si nous considerons le plan auxiliaire qui contient la ge- 

neratrice de /'hyperboloide dont la projection est S/ et la 
genratrice dont la projection est Sa, ce plan dont la trace est ha est tangentă I'hyperboloide au poiut S,S, il dâtermine 
dans le cone deux generatrices dont les projections horizon- 
tales sont Sf et-Sy, et qui sont tangentesâ la courbe aux deux 
branches qui passent par le sommet. 

Les projections verticales de ces deux droites ne sont pas 
figures. | | 

Les points sur le contour apparent horizontal de P'hyper- 
boloide, c'est-â-dire sur le cercle de gorge, s'obtiendraient en 
coupant les deux surfaces par le plan horizontal du cercle de 
gorge ; ce sont les points v,v' et z,z'. Les projetantes ne sont 
pas marquces. 

On ne peut vonstruire les points situds sur ie contour ap- 
PoLyr. — T., _ | 4
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parcnt vertical de l'hyperboloide ; nous nous contenterons de 
les relever quand nous aurons figure la projection horizontale 
de la courbe. 

Lintersection peut presenter des branches infinies. 
Transportons le sommet du câne  asymptote au sommet 

du câne donne SS. 
La generatrice dont la projection horizontale est Sh de- 

viendra une gânsratrice du câne transporte et le cone asymp- 
tote transporte aura pour base le cerele decrit au point S 
comme centre avec S/ comme rayon. 

Les bases des deux cânes qui ont mâme sommet se cou- 
pent en deux points e et 8, donnant deux generatrices com- 
munes aux deux cOnes, generatrices dont les projections ho- 
rizontales sont Sc et S3, 

Construisons la base du câne asymplote, c'est le cercle qui 

a pour base le point o et pour rayon 06= = ISA. 

Menons od parallâle ă S5 et nvus avons a projection de la 
gâneratrice du câne asymptote parallele ă la gensratrice dv 
câne 5,S. 

L'asymptote est lintersection du plan asymptote de Lhy- 
perboloide suivant les generatrices parallelesă o), c'est-ă-dire 
du plan tangent au câne asymptote suivant la gânsratrice 
dont o) est la projection, plan dont la trace est dy, avec le plan 
tangent au câne S,S suivant la generatrice S5, S'5, plan dont 
la trace est 8. 

Le point u„u' est la trace de Pasymptote qui est parallăle ă 
la generatrice, ses projections sont pp et pp. 

Une construction identique donne la seconde asymptote 
dont les projections sont nm, sm, les projections horizon- 
tales de ces deux asymptotes sont d'ailleurs symetriques par 
rapport ă la ligne Soc. 

II est facile de suivre la courbe qui passe par les points 
u et zou se croisent les deux bases. On peut trouver aisement 
la ligne des points doubles en projection horizontale. 

Ponctuation. — Nous avons represente le solide 
commun. 

Nous avons d'abord releve de la projection horizontale, 
Sur le contour vexiical du câne, le point ş, ș'ou la courbe  
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eroise la gencratrice Se, S'e, et le point Y,y' oi elle croise la generatrice Sd,S'z. 

Nous avons releve les points c,s' — p,p' — s,' sur le con- tour apparent vertical de I'hyperboloide. 
Rappelons-nous que le solide commun est la partie de chacun des deux corps contenue dans l'autre. 

Projection verticale. — Nous examinons d'abord, comme toujours, ce qui reste des contours apparents. 
Contour apparent vertical du câne: la gensratrice S'p'e est interieure ă I'hyperboloide dans la partie S'g', elle forme alors 

contour vu, 
La generatrice Syd' est 6videmment exterieure dans la partie S*py qui est enlevte, la partie Yd' est dans Phyperbo- loide et forme contour vu. 
La partie d'hyperbole, contour apparent vertical de hy- perboloide, est manifestement extsrieure au câne de W âs', 

elle entre dans le câne en s'et l'arc sp est dansle câne, forme contour utile du solide et est vu. 
Les arcs de courbe Sp, po, 7 forment contour eţ sont vus. 
Le point 4, & est en avant du contour apparent de l'hyper- boloide, il est dans la partie du câne dont la projection ver- ticale est vue, il est vu et la courbe pk'o' est vue, 
L'are şz'S' est. cache, le point z,z' situ€ sur le cercle de gorge €tant derrisre le contour apparent vertical de !'hyper- 

boloide. 
"Le point m',m est €videmment cache, la courbe vm'z' est 

cachee. 
Le point gest vu et Pare Va est vu. 

Projection horizontale : 
La generatrice Sn entre dans Vhyperboloide au point p et 

elle y est contenue dans la partie pn. La partie Sp est exte- 
rieure et enfevee, pn est; contour utile et vu. 

Par la mâme raison, la partie Su est enlevâe; up est vu. 
La trace du câne est dans I'hyperboloide entre les points 

'zet y et fait partie du solide, les ares zn, yr sont vus, lare : pn compris entre les traces des generatrices de contour ap- „parent horizontal est cache. 

4 
i  
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Pour /hyperboloide, la partie vegz du cercle de gorge 
est dans le câne, forme contour, mais est cachee. 

La partie vuz est exterieure au câne etest enlevee, 
La trace de Lhyperboloide est â interieur du câne entre 

as points z et y. 
L'are zhay est utile et vu, le reste enleve. | 
La, courbe Szkv est dans la partie vue du câne sur la pro- 

jection horizontale; la partie de I'hyperboloide situce au- 
dessus est enlevee, la courbe est entiărement vue. 

Les parties de courbe zp et yu sont vues pour les mâmes 
raisons, 

L'are pmu devrait âtre cache, il Y en a deux parties vues 
parce que le contour apparent du câne n'existe plus, jus- 
qu'aux points ou cette courbe passe sous la partie supe- 
rieure. 

Nous avons represent le solide commun sur la figure (607 bis). 

758. Câne et hyperbolvide ayant une gâne- 
ratrice commune. 

La gensratrice ce I'hyperboloide est aS,a'3,L'axe est ver- 
tical, 

Le cone a son sommet au point S,S' sur cette generatrice, 
et sa base est un cercle dans le plan horizontal, cercle ayant 
son centre au point o et passant par la trace horizontale a de 
la generatrice Sa,S'a' (Fig. 608). 

Nous faisons passer des plans auxiliaires par la genera- 
trice commune. 

Considerons, par exemple, le plan dont la trace horizon- 
tale ad passe par la trace d de la gen6ratrice de contour appa- 
rent horizontal du câne Sd,S'd. Ce plan contient cette gene- 
ratrice et coupe /'hyperboloide suivant une gânsratrice de 

„ systeme diffârent de la generatrice S'a',Sa et dont la projec- 
tion horizontale est fg. 

Le point g est la projection horizontale d'un point de la 
courbe d'intersection, sa projection verticale est g. 

Des constructions analogues nous donnent le point projete 
en î sur la generatrice de contour apparent horizontal du 
câne dont la projection horizontale est Se,  
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Nous trauvons de mâme le point n,n' sur la generatrice 
de contour apparent vertical Sb, Set le point 1, 7, sura 
generatrice de contour apparent vertical Sc, Se. 

Nous obtenons les points situts sur le cercle de gorge de 
Lhyperboloide en coupant les deux surfaces par le plan hori- 
zontal qui contient ce cerele, plan dont la trace verticale est 
pu, et qui dâtermine dans le câne un cercle ayant son cen- 
tre au point vu place sur la droite S'o',So et dont la projec- 
tion horizontale est tangente aux gensratrices de contour 
apparent horizontal du câne. — Ce cerele doit passer par'le 
point z, car la droite Sa, Sa' fait partir de lintersection et 
rencontre le cercle de gorge au point z,z'; le second point de 
rencontre des deux cereles a. pour projection vw. 

Parmi les plans auxiliaires que nous pouvons imaginer, 
considerons le plan tangent ă Ihyperboloide au point S,S', il 
passe par la gengratrice Sa,S'a' et par la seconde generatrice 
dont la projection horizontale est Sr; arest la trace de ce 
plan, qui coupe le câne suivant lâ.gensratrice Se,/S'; le point 
S,S' appartient ă la courbe, et la tangente ă la courbe en ce 
point est la gensratrice Se,S'/ du câne. 

Considerons le plan tangent au câne le long de la genâra- 
trice S'a', Sa, sa trace est ap, tangenteâ la base, et il donne 
dans Phyperboloide la generatrice du second systeme dont la 
projection horizontale est pg, et qui croise la premiăre au 
point 9,9, 

Ce point g,g' est un point double de lintersection, c'est le 
point ou la cubique gauche, intersection des deux surfaces, 
coupe la generatrice commune, et les deux surfaces ont mâme 
plan tangent en ce point. 

Nous ne pouvons pas construire directement les points oi 
la courbe touche le contour apparent vertical de,l'hyperbo- 
loide. 

Nous devons nous contenter de relever sur la projection 
verticale les points dont les projections horizontales sont , z, 
et y, enw,z ety. 

La courbe a des branches infinies. 
Cherchons les gencratrices paralleles sur le câne asymp- 

tote et sur le câne donne; nous transportons le câne asymp- 
tote de manisre que son sommet vienne au point S,S'. La
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base ae ce câne transporte sera le cerele dâecrit du point S 
comme centre avec Sa pour rayon ; ce cerele est ara, îl croise 
la base du câne S aux points a ete. 

La seconde generatrice commune aux deux cânes aura 
pour projections Se, Sa. „- 

Nous coastruisons la base du câne asymptote, nous 
mevons ef parallele â Sa, c'est la projection de la generatrice 
de ce câne parallăle ă la gencratrice Sa, S'x du câne S. 

Le plan asymptote de Yhyperboloide pour les uentratrices 
păralleles ă celle dont la projection est up est le plan tangenii 
au câne usymptote suivant cette genratrice, et sa trace est 
fi tangente â la base du câne asymptote. 

Le plan tangent au câne S suivant la gâncratrice So, Sa 
a pour trace la tangente ay ă la base; le point y est la trace 
horizontale de Lasymptote, dont les projections sont yă paral- 
lele â Sa, et y& parallăle ă Sa: 

Ponetualtion. — Nous avons represente le solide 
commun,. 

Projection verticale. La generatrice de contour apparent 
vertical du câne, dont la projection verticale est S'/, est 
interieure ă Yhyperboloide entre le point S' et le point n, 
car il est 6vident quelle est exterieure vers 6, et ily a un 
point d'intersection dont les projections sont n,r', done elle 
entre dans Y'hyperboloide en ce point. 

S'm' fait partie du contour apparent du solide et esta vu. 
La generatrice dont la projection est S'P, est maniteste- 

ment en dehors de !hyperboloide entre les points S'et/; 
elle y entre au point /,1. Lapartie Le est le contour du solide 
— vue, 

lare %w' de l'hyperbole qui forme le contour vertical . 
de 'hyperboloide est exterieur au câne ; Pare 0 est dans le 
câne, forme contour utile et est vu. 

L'are 'hyperbole zz est dans le câne, forme contour du 
solide et est vu. 

Le point x, de la courbe d'intersection, point de rencon- 
tre des bases, est en avant du contour apparent vertical des 
deux solides et est vu. 

L'arc projete en z'/ est vu, il devrait devenir cache 
au point /',Î, mais il forme contour du solide de/ en zet  
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est encore vu jusquwen z, au delă il est cache jusqu'ă ce 
qu'il rencontre de nouveau un contour apparent au point w. 

Le petit arc projete en w'7' devrait 6tre cache, comme le 
montre sa projection horizontale situce au delă des projec- 
tions horizontales des contours apparents verticaux, mais il 
forme contour utile et est vu. 

L'arc projete en n'w'y est en avant des contours verticaux 
comme le montre la projection horizontale, et est vu. 

L'are projete en y'S devrait &tre cache, mais il est vu 
parce qu'il forme contour utile. 

La geieratrice commune a sa projection verticale cachee. 
Projection horizontale. Les generatrices de contour appa- 

rent horizontal du câne sont exterieures â l'hyperboloide — 
depuis le sommet jusqwaux points dont les projections sont 
g et î. Il est evident, en effet, que la portion de droite 

projetâe en gd est dans Ihyperboloide puisque le point 
d trace de la droite estă linterieur du cerele trace de la 
surface. 

La partie projetee en Sg est enlevee, la partie projette en 
gd forme contour utile et est vue. 

Il en est de mâme pour la ligne projetse en îe formant 
contour et vue. 

L'arc de la base du câne compris entre les points ader est 
interieur ă I'hyperboloide et limite la trace du solide com- 
mun sur le plan horizontal, les arcs ad et ze sont vus, le reste 
est cache. 

Dans Ihyperboloide, Tare projet en zpv du cerele de gor- 
ge est interieur au câne, comme le montre bien sa projection 
verticale, il forme contour apparent du solide, mais est cache 
comme toujours. 

Lare de la base adrm est dans le câne, limite la trace du 
solide sur le plan horizontal et est vu. 

L'arc de courbe qui part du sommet a nâcessairement sa 
projection horizontale vue. 

Cette courbe rencontre bien le cercle de gorge (contour 
apparent) au point projete en , mais le cercle de gorge est en- 
lev€, la courbe qui forme contour reste vue; elle rencontre la 
gâneratrice de contour apparent du câne au point projeie en 
ş, elle dev':ait alors devenir cachee, mais ie contour du câne
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est enleve; la courbe forme limite du solide et reste vue jus- 
qu'au point projete en s, oii elle croise la generatrice qui est 
une autre branche de lintersection, elle devient alors cache ; 
mais au point r elle croise de nouveau la projection de la 
branche superieure, forme contour utile et redevient vue jus- 
qu'au point z. 

La gneratrice commune a sa projection horizontale Sa 
entierement vue. 

(Voir sur la figure 608 dis Paspect que presente le solide.) 
(Voir notre recueil d'Epures, 2 &dition.) 

759. Deux hyperboloidesa ayant deux gân€- 
ratrices communes. 

On donne une droite verticale 0,0'2, une droite parallăle 
au plan vertical et rencontrant la premicre, cod, c'w'd', 

Une droite de front dont les projections sont 45, a tourne 
successivement autour de ces deux axes et engendre deux 
hyperboloides, construire Pintersection de ces deux surfaces. 

Coupons les deux surfaces par une sphâre dont le rayon 
est o'e, oe ; nous cherchons d'abord es points de rencontre de 
la sphâre avec la gâncratrice ab.a'P. 

Pour cela nous considerons le plan de front qui con- tient la generatrice, il dâtermine dans la sphere le cercle de 
front dont le diamâtre est gfet, qui se projette en vraie gran- 
deur sur le plan vertical suivant un cerele dont le centre est 
au point «' et dont le diamâtre est g'f: ; ce cerele rencontre 
la droite aux points dont les projections verticales sont /! et 
La 

Chacun de ces points dâcrit dans chaque surface un paral- 
Isle; le point dont la projection est / donne les paralleles pro- 
jetes en sr et n'm'; le point dont la projection est 4 
donne les paralleles projetes en hr et Vhk'p', 

Ces parallăles se coupent deux ă deux et donnent: 
10 Deux points projetes en /», et dont les projections hori- 

zontales sont situces sur !e cerele parallele de !'hyperboloide 
dont le rayon est 04. 

Ces projeciions sont le point A, situt sur la projection ab 
de la droite donnee, et le point A, symetrique du premier par 
rapport au plan de front des deux axes. 
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2* Deux points projet&s en 4 dont les projections horizon- 
tales (non figures) seraient en un point ksur la projection 
ab, et en un point £, symetrique du premier par rapport au 
plan de front des deux axes. 

Nous voyons que le lieu des points /, et k que nous re- 
trouverons dans toutes les construetions auxiliaires, sont sur 
une droite parallăle â la generatrice donnce, dont la projec- 
tion verticale est a, et dont la projection horizontale est 
a,b, symetrique de ab par rapport au plan de front des deux 
axes. 

Les deux hyperboloides qui ont une premisre generatrice 
commune a, a'b' ont une seconde generatrice commune a'b, 
a,bpet cette generatrice est de systâme different de la pre- 
miere. 

L'intersection des deux hyberboloides se compose donc de 
la courbe plane constituse par le plan de ces deux droites et 
d'une autre courbe plane. 

Cette intersection doit se projeter sur le plan parallele 
aux deux axes suivant une courbe du second degre, une par- 
tie de cette projection est la droite a'9', projection commune 
des deux generatrices, la seconde partie doit; se projeter sui- 
vant une autre droite, et le plan de la seconde courbe est per- 
pendiculaire au plan vertical. 

Les parallâles que nous avons dâjă consideres donnent : 
3e Deux points d'intersection projetss en g', et dont les 

projections horizontalessont get g. situces sur le parailele de 
I'hyperboloide dont la projection verticale est sh'r'q, et dont 
la projection horizontale est le cercle qui a pour diametre 
sr. 

40 Deux points parasites projetes verticalement en 7 et 
dont on ne peut trouver les projections horizontales. 

Le plan de la seconde courbe a pour trace verticale (q 
projection verticale de cette courbe. 

Si nous faisons une autre construction en employant une 
sphere dont le rayon est «',ov, nous obtiendrons encore 
quatre paraliăles formant un parallelogramme semblable au 
parallelogramme //'g'W' et ayant mâme centre, les diagonales 
sont donc confondues et nous obtenons bien les points pete 
en ligne droite avec Zet g'.
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La seconde courbe plane est une ellipse, car le plan de la 

courbe dont la trace verticale est o'p fait avec le plan hori- 
zontal un angle plus petit que la genâratrice a5,ab. 

Observons que les parall€les considtres fournissent par 

leurs extremites les contours apparents des deux hyperbo- 
loides : isp! et q'w forment le contour de !hyperboloide â 
axe vertical ; mm'i'% et n'py forment le contour du second hy- 
perboloide. 

Les hyberboles situ€s dans le plan de front des deux axes 

se coupent aux points z,z, et, qui doivent se trouver 

sur la projection verticale kg' de la seconde courbe et sont 

les sommats de L'ellipse. 
L'intersection des deux surfaces a deux poinis doubles 

reels dont les projections verticales sont confondues au point 
z et dont les projections horizontales sont les points z et zi. 

739 bis. Ponctuation. — Nous avons represente le 

solide commun en le limitant au plan horizontal et ă un plan 

horizontal s'%' tel que la section dans l'hyperboloide ă axe ver- 

tical se projette sur le mâme cerele que la trace horizontale. 
— Viintersection de Phyperboloide ă axe inclin6 avec le 
plan horizontal superieur est un arc d'ellipse, dont le sommet 

est au point 0,9 et qui passe par les points bet, dont les 

projections verticales sont confondues en b. 

La section du solide commun par le plan horizontal supâ- 

rieur est la partie comprise entre le cerele et l'ellipse, elle 

est projetee en deb,8. 

L/intersection du solide avec le plan horizontal de pro- 

jection est projetee en auaă. 
Nous devons d'abord tracer le contour apparent de !hy- 

perboloide ă axe inclin€; le centre est au pointa'a; Pune de 

gensratrices de contour apparent vertical du cone asymp- 

tote est projetee en a'wb'; lautre est symsâtrique par rapport 

ă Vaxe (663). 
Nous avons inscrit dans le câne asymptote une sphere 

ayant son centre au point w,o et le contour apparent hori- 

zontal du câne est forme par les deux droites fa et fu 

asymptotes du contour apparent horizontal, et dout ies 

projections verticales sont confondues sur «& (663) et les  
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points ou le contour apparent touche Tellipse sont projetes en 
Y, et ont pour projections horizontales vety,. 

| Le rayon du cerele de gorge est le mâme que celui de !hy- 
perboloide â axe vertical. 

Projection verticale. Les portions de contour 20, et Vp 
d'une part, z's' et we d'autre part, limitent €videmmenţ 
le solide; les projections verticales des deux courbes sont 
vues. 

Projection horizontale. Dans I'hyperboloide â axe vertical 
les ares du cerele de gorge compris entre les points oii ce cer. 
cle rencontre les gânsratrices communes, et les points ww 
ww, situessurl'ellipse sont enlevâs; lesautresaressonţ caches. 
Les parties de contour du second hyperboloide ây et ây, 
font partie du solide et sont vues ; le reste est enleve. 

Les deux lignes ab, a,b, projeetion des deux gensratrices 
communes sont vues; elles limitent le solide â partir des points 
b.bet bb, jusqu'aux points doubles z,zetz,z, ; au delă elles 
sont naturellement vues jusqu'aux points projetes en 3 et 3, 
sur le contour de Fhyperboloide incline; ensuite elles limi- 
tent le solide. 

Le sommet «,z de l'ellipse est vu, et Lellipse est vue jus- 
qu'aux puints projetes en y et y, oi elle touche le contour 
apparent de la surface inclince. Au delă de ces points elle de- 
vrait &tre cachee; il y en a encore une partie vue parce que 
le contour cesse d'exister jusqu'aux points oă cette ellipse 

„ croise les generatrices communes. 

760. Câne et paraboloide. (Fig. 610.) 
On considâre un câne de revolution â axe vertical, Son 

sommet est au point S,S. 
Un paraboloide hyperbolique a pour directrice Se, Se 

droite passant par le sommet et rencontrant la ligne de terre, 
et une droite de front de, de. Le plan horizontal est plan 
directeur. | 

La mâthode consiste â couper les deux surfaces par des 
plans horizontaux qui donneront des cercles dans le câne, des 
gân6ratrices dans le paraboloide. 

Le plan auxiliaire horizontal dont la trace verticale est Pg' coupe le câne suivant le cevele dont le rayon est 4 qui
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se projette suivant le cercle decrit de S comme centre avec 
Si; comme rayon (Si=P); îl coupe la droite S'e',Sc au point 
9,9, et la droite de',de au point f,f, en sorte que fgest la 
projection horizontale de la generatrice du paraholoide qui 
croise le cercle aux points k et 1 projections horizontales 

de deux points de Iintersection, dont il est facile de relever 

les projections verticales en k et sur la trace verticale fg' 
du plan horizontal auxiliaire. 

En particulier, le plan horizontal de projection contieni 
le cerele de base du câne, et la droite de trace du paraboloide; 

nous avons les points d'intersection m,m, et nn. 
Nous avons employe plusieurs plans horizontaux et obte- 

tenu un certain nombre de points de la courbe. 
Il peut y avoir des plans horizontaux limites; une genera- 

trice du paraboloide peut se trouver tangente au câne; cher- 
chons cette genâratrice. 

Cette gensratrice sera une droite horizontale tangente au 
câne et rencontrant la ligne Sc, Sc, done elle sera dans le plan 
tangent au câne mene par S'e'.Sc et sera parallele ă la trace 
horizontale de ce plan. La construction est possible parce que 
la droite passe par le sommet du câne. 

Le plan tangent mene par la droite a pour trace horizon- 
tale coe tangente ă la base, sa trace verticale s'obtient en 
menant par le point S,S' une horizontale Sp, Sp parallele 
coe, cette trace verticale est cp. 

Cherchons le point oii ce plan coupe la directrice ed,ed.e 
Le plan de front qui contient la droite determine dans le 
plan tangent une ligne de front dont la projection verticale 
est e/'g'. Le point g',g est le point oă la directrice perce le 
plan tangent. 

La generatrice horizontale dont la projection verticale 
est g” et dont la projection horizontale est gr est tangente 
au câne, au point v,w situ€ sur la generatrice de contact du 

plan tangent, gâneratrice dont la projection horizontale est 
So, 

Si Von prend un plan auxiliaire au-dessus du plan hori- 
zontal g'r, la gentratrice du paraboloide contenue dans ce 
plan ne coupe pas le câne. 

On peut faire passer par la droite S'c, Sc un second plan    



  
  

INTERSECTIONS DE SURFAGES DU SECOND DEGRE, 679 

tangent au câne et repeter la m&me construction ; on trouve- 
rait ici un second plan limite bien au-dessus du sommet. 

Au point vw, la tangente est la generatrice horizontale. 
La projection horizontale de la courbe d'intersection eroise 

la ligne S6 projection horizontale de la gensratrice de con- 
tour apparent vertical du câne au pointw dont la projection 
estw. 

Tous les plans horizontaux au-dessous du plan limite g'r 
donnent des points de lintersection ; la courbe presente done 
des branches infinies, et nous allons chercher les asymp- 
totes. 

Nous aurons des points ă Linfini donnâs par des gânera- 
trices du câne parallăles ă des generatrices du paraboloide ; 
comme il ne peut y avoir de generatrices horizontales sur le 
cone, nous devons chercher les gensratrices du second sys- 
teme paralieles ă des gencratrices du câne. | 

Pour les trouver nous ferons passer par le sommet du 
cOne un plan parallăle au second plan directeur, c'est-ă-dire 
aux deux directrices donnees. Nous determinerons ce plan 
en tragant par le sommet des parallâles aux deux droites; 
S'e,Sc passe par le sommet; nous tragons S'%,S8 parallăle ă 
ed,e'd', le plan parallele au second plan directeur conduit par 
le sommet a, pour trace âc et dâtermine dans le câne deux 
generatrices dont les projections sont Se,S'e' et 39, So. 

Les projections verticales des gâneratrices du second 
systeme du paraboloide passent par le point w' ou se croisent 
les projections verticales des directrices (708). 

Les projections verticales des generatrices du paraboloide 
paralleles ă des gencratrices du câne sont wY et w'7' paral- 
iles â Se et S%. Les traces de ces droites sont) et e sur la 
trace horizontale cd du paraboloide. 

Le plan asymptote de la gânsratrice dont la projection est 
o est le plan men6 par cette droite parallelement ă son 
plan directeur (115). 

Done, la trace du plan asymptote est Au parallâle â e, 
La trace du plan tangent au câne suivant la gensratrice 

dont la projection est Se et eu; le pointp est la trace de Pin- 
tersection du plan asymptote avec le plan tangent au câne, - 
c'est-ă-dire de l'asymptote.
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La projection horizontale de lasymptote est up, paraltele 
â Sc, sa projection verticale est pp", parallele â S'. 

Nous ferons la mâme construction pour la seconde asymp- 
tote. | 

La trace du plan asymptote est mp paralltle ă &c, la trace 
du plan tangent au câne est &. 

La trace de l'asymptote est pp”, ses projections sont pps 
paralele â S9 et pp, paralele ă S. 

760 îs. Poncetuation. — Nous supposons le câne 
solide, la partie de surface du paraboloide que nous conside- 
rons ne definit pas un corps solide. Nous enlevons la partie 
du câne situce en avant de la surface du paraboloide. 

La generatrice de contour appareni S'a', Sa reste entiere; 
la partie S'w',Sw de la seconde generatrice existe, mais 
1'b', ab est enleve par le paraboloide. 

Le paraboloide n'a pas de contour apparent vertical (708) 
et c'est la partie de courbe projetee sur ww qui forme con- 
tour du solide restant sur le plan vertical, elle est vue, Vautre 
arc est en avant du contour vertical du câne et sa projection 
verticale est vue. 

L'arc de base du câne mon est en avant du paraboloide et 
est enleve; lare man reste et est vu. 

Les projections horizontales des differentes generatrices 
que nous avons construites enveloppent une courbe qui est 
le contour apparent horizontal du paraboloide, cette courbe 
*fy touche Lintersection des deux surfaces en deux points 
entre lesquels elle est contenue dans le câne et forme con- 
tour utile, cest la courbe d'intersection qui limite au delă le 
solide restant et Parc 3uw5 est vu sur le câne. 

La portion mn de la trace du paraboloide sur le plan hori- 
zontal est interieure au câne, et limite sur le plan horizon- 
tal la trace du solide restant elle est cache. 

Observation. — [| faut toujours considerer dans une 
€pure de ce genre, le paraboloide comme formant une sur- 
face sans €paisseur, coupant un autre corps solide, et bien 

„observer comment la partie du corps qu'on conserve est şi- 
tuce par rapport ă la nappe du paraboloide, 

  
j 

| 
| 

 



 
 

 
 

 
 

    
  

 
 

 
 

  
          
 
 

  
 
 

= 
4 Librairie C H. DELAGRAVE, 15, rue Soutiiot, Paris



  

  

INSERSECTIONS DE SURFACES DU SECOND DEGRE. 681 

761. Exercicesa. — Sur /intersection d'un paraboloide 
2vec d'autres surfaces. 

1* On considăre un cylindre oblique et un paraboloide dont 
une directrice est parallâle aux gâneratrices du cylindre La 
seconde directrice est queleonque. Le plan horizontal est plan 
directeur. 

On aura encore des genâratrices limites du paraboloide, 
tangentes au cylindre, parce qu'on pourra mener au cylindre 
des plans tangents par une directrice du paraboloide. 

II n'y aura pas d'autres generatrices paraliles sur les 
deux surfaces. 

2 On donne un câne de revolution â axe vertical. 
Un paraboloide a pour directrices : 1* Une droite du plan 

vertical ; 20 une paralltle au plan vertical. Le plan horizon- 
tal est plan directeur. 

Construire l'intersection des deux surfaces. 
II y a encore ici des gencratrices limites, ce sont; des 

droites horizontales tangentes au câne et s'appuyant sur les 
deux directrices. | 

On peut les obtenir en employant une courbe d'erreur. — 
On imagine une surface engendrâe par une droite hurizon- 
tale tangente au câne et s'appujant sur a droite du plan 
vertical, qui est la trace verticale de cette surface ; on con- 
sidere une seconde surface engendree par une droite hori- 
zontale tangente au câne et s'appuyant sur la seconde direc- 
trice, on construit facilemont la trace verticale de cetțe 
seconde surface par points, et cette trace verticale rencontre 
la premiere droite en des points traces des gânsratrices cher- 
chees. 

La construction des branches infinies se fait comme dans 
le probleme que nous avons traite. 

3* Un câne a pour base un cercle dans le plan horizontal, 
une de ses gâneratrices est verticale. — Un parabolovide hy- 
perbolique a pour directrices 1* Une : verticale passant par le 
centre de la base du câne; 2 une gânratrice du câne. Le 
plan directeur est le plan horizontal. 

Le câne et le paraboloide ont une gencratrice commune. 
II est encore commode de faire passer des plans auxiliaires 
par la generatrice commune,
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Il y a une asymptote verticale, la projection horizontale de 
la courbe s'approche indefiniment du point qui est la trace de 
Vasymptote; il est facile de voir que la projection horizon- 
tale de Lintersection est une circonference. 

La courbe rencontre la gensratrice commune au sommet 
et en un autre point qu'on trouve en prenant pour plan auxi- 
liaire le plan tangent au câne suivant la generatrice com- 
mune. 

4 On donne un hyperboloide de revolution ă axe verti- 
cal. 

Un paraboloide hyperbolique a pour directrices : 4 Une 
droite verticale ; 2* une gâneratrice de Phyperbolvide. Le 
plan directeur est horizontal. 

Ii est encore commode de faire passer des plans par la 
generatrice commune. 

II y a une asymptote, dont on cherche la direction en se 
servant du câne asymptote de I'hyperboloide. 

On peut trouver dans certains cas les points ouă la courbe 
rencontre la genratrice commune, en remarquant que les 
deux surfaces doivent avoir en chacun de ces points mâme 
plan tangent (puisque ces points sont alors des points dou- 
bles râels). Le plan tangent ă 'hyperboloide est determine 
par la gânratrice commune et la tangente au parallele, il 
faut done que cette tangente au parallăle soit une genâra- 
trice de paraboloide. On doit done pouvoir construire une 
gensratrice horizontale du paraboloide, tangente ă Phyper. 
boloide. Les projections des generatrices passent par la trac: 
de la directrice verticale, on decrit un cerele qui a pour dia- 
mâtre la ligne qui joint la trace de la directrice verticale au 
centre du cercle de gorge ; si ce cercle coupe la projection de 
la gencratrice commune, les points d'intersection sont les 
projections des points cherchâs. 

762. Intersection de deux ellipsoides de r6- 
volution dont les axes ne se rencontrent pas 

et sont paralleles au plan verticak (Fig. 6141.) 
Les deux ellipsoides sont allonges. L'un a son axe ver- 

tical A'CB' et la trace horizuntale de cet axe est au point A; 
Vellipse meridienne est D'BEA',  
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le contour apparent horizonta! est le cerele decrit sur 
DE comme diametre. 

L'axe du second ellipsoide a pour projection verticale 
H'O'K”, sa projeetion horizontale est RS. 

Le contour apparent vertical est forms par Vellipse meri- 
dienne HLK'M'. 

Le contour apparent horizontal est une ellipse dont le 
centre est au point O. 

Le grand axe est la projection SR du diamâtre SR con- 
jugue des verticales dans la msridienne; le petit axe est NP 
egal au petit axe CM! de Vellipse meridienne (617) 

Nous allons chercher des plans qui coupent ces deux el- 
lipsoides suivant des courbes homothetiques. 

Nous r&petons la construction indiquee (747). 
Nous tragons la sphăre inscrite dans Vellipsoide â axe ver 

tical et ayant son centre en C, sphăre dâcrite avec C'D' comme 
- rayon. Nous tragons une ellipse homothetique de Pellipse 
mâridienne de la seconde surface et tangente au coniour ap- 
parent de cette sphăre. Nous menons H',C'K”, parallăle ă 
H'K”, et CL, parallele ă O'L;; le point L!, du cerele sera 
Vextrâmite du petit axe de lellipse que nous voulons con- 
struire; nous menons L/,H', parallăle â L'H', et nous avons le grand axe. Nous pouvons done figurer Vellipse dont nous 
tragons seulement la moitis HL/,K",, homothetique de 
H'L/K, et que nous regardons comme la mâridienne dun el- 
lipsoide circonscrit ă la m6me sphere que l'ellipsoide â axe 
vertical. 

Ces ellipsoides circonscrits â la m&me sphere se coupent 
suivant des courbes planes; les plans des courbes passent par 
le centre commun projet en C“; ils sont 6videmment perpen- 
diculaires au plan vertical et passent par les points de ren- 
contre des contours apparents des deux ellipsoides; Pun de ces plans a pour trace VC, 

Tous les plans parallâles ă ce plan couperont les deux el= 
lipsoides proposes suivant des sections homothetiques, nous 
allons chercher un plan de projection auxiliaire sur lequel 
toutes ces sections se projettent suivant des cereles. 

Nous considârons L'ellipse dont la projection verticale esţ 
Poyr. —"T.ui
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V'C%Y; son demi-grand axe est V'C, son demi-petit axe est 
&gal au rayon GE de la sphere inscrite. 

Nous plagons cette ellipse sur un cylindre de revolution 
ayant pour rayon le rayon de la sphere et dont les genera- 
trices sont parallăles au plan vertical (473). Il suffit, de tracer 
X'V' tangente au contour apparent de la sphere pour obtenir 
la direction des gensratrices du eylindre. 

Le plan de projection dont la trace L,T, est perpendicu- 
laire ă X'V' est tel que l'ellipse V'C' et toutes les ellipses ho- 
mothetiques se projetteront suivant des corcles. 

Considerons un plan secant dont la trace a'b'e'd est paral- 
lele â V'CY,, il determine dans l'ellipsoide â axe vertical une 
ellipse dont le grand axe est be", les points projetes en b' etc 
sont dans le meme plan de front que axe de lellipsoide et 
ont le meme €eloignement, lellipse se projette donc sur le 
plan L,T, suivant un cerele ayant bc, comme diametre (l'eloi- 
gnement de Bic. est egal â l'eloignement du point A trace de 
Vaxe). 

Ce mâme plan determine dans le second ellipsoide une el- 
„ipse dont le grand axe esta'd. L'6ioignement des points pro- 
jetes en a' et d' est le mâme que celui du centre c,o' del'ellip- 
soide, cette seconde ellipse se projette suivant le cerele a,d,. 

Les deux cercles se coupent en deux points dont les pro- 
jections horizontales dans le systeme L+T, sont e, et f,, leurs 
projections verticales sont e et f”, et on obtient leurs projec- 
tions horizontales dans le systeme LT en donnant aux points 
le mâme eloignement; e,e et f,f' sont les projections de deux 
points de lintersection des deux surfaces, et on obtiendra 
par des constructions analogues autant de points qu'on voudra 
de la courbe diintersection. 

On ne peut obtenir les points remarquables. On doit se 
contenter de tracer la courbe avec beaucoup de soin et de 
relever d'une projection sur Vautre les points importants. 

Ainsi la courbe touche le contour apparert vertical de 
Vellipsoide 4 axe vertical aux points dont les projections ho- 
rizontales sont î, m,n, p dont on releve les projections verti- 
calesî elle touche le contour apparent horizontal de la mâme 
surface aux points dont les projectionsverticales sont” et y, 
qu'on ramâne enr et g.  
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La courbe touche le contour apparent vertical de Pellip- 
soide încline aux points dont les projections horizontales sont 
k et î, qu'on relâve en / et 7, et le contour apparent ho- 
rizontal aux points dont les projections verticales sont / et 
g' qu'on ramene en het g. 

II faut bien faire attention, en relevant ainsi des points 
d'une projection sur lautre, â les placer sur les parties cor- 
respondantes de la courbe, qu'on reconnait facilement en 
examinant la position de points voisins dont on a les deux 
projections. 

Finalement, les projections de la courbe d'intersection 
sont 'e4'mf'n'g'p'qibki et rhmfngpglki. 

Nous avons conserve les deux ellipsoides et il est evident 
que les deux projections de cette courbe sont entiremenţ 
cachees. 

7163. Ombres. 

Nous avons pensequ'il âtait interessant de complâter cette 
epure par la construction des ombres propres des deux so- 
lides, et la reprâsentation des ombres portees par les deux 
corps lun sur l'autre et sur le plan horizontal de projection. 

Nous €clairons lensemble par des rayuns paralleles â 
RR. 

Ellipsoide ă axe vertical (615, 616). — Nous con- 
duirons par le centre la parallâle au rayon C'e,,Ac, ; sa trace 
horizontale est le point c;, ombre du centre. Nous amenons 
ce rajon ă âtre parallăle au plan vertical en le faisant tuurner 
autour de l'axe, il vienten Ac,, 0e,. | 

Nous menons au contour apparent vertical des tangentes 
paralleles Cc, le diamâtre s,C' v,, qui joint les points de 
contact, est la traceverticale du plan de la courbe ; les points 
s, et 4, ont leurs projections horizontales en s, et £,; nous ra- 
menons le rayon â sa position, s, vient en s, 4, vienten£, st est 
le petit axe de la projection de la courbe de contact; uv per- 
pendiculaire ă R est le grand axe. 

Les projections verticales des points s et tsont set ș, 
points ou la tangente est horizontale ; les pointsu et v ont 
pour projections u et w.
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On obtient les points sur le contour apparent vertical en 
menant ă ce contour des tangentes paralleles â R”. 

utws est la projection verticale de la courbe d'ombre 
propre. 

L'ombre portee sur le plan horizontal est une ellipse dont 
c, est le centre; le grand axe, dirige suivant Ac,, s'obtient 
en cherehant les ombres Sa et (a des points s,s ett,t, le petit 
axe est uz, ombre du diametre horizontal uv, Www, et egal 
âuw. 

(Nous n'avons pas considere le plan vertical comme 
existant reellement.) 

Elipsoide ă axe inclin6. — Nous menons par le 
centre o,o' une parallele o'o0'3, 00, â R',R, et nous faisons un 
changement de plan horizontal en prenant un plan horizontal 
perpendiculaire â l'axe, la ligne de terre est L,T,. Nous re- 
pâtonsles memes constructions que nousvenons de rappeler. 

La nouvelle projection horizontale du rayon mene par le 
centre est 7,0, 

Nous amenons la droite y,o,z,, y'0'0', ă tre parallele au 
plan vertical en o, 0,3, et nous trouvons pour les projec- 
tions de la courbe de contact du cylindre circonscrit V'ellipse 
projetee sur le plan horizontal L,T, en a, pif,3, et dont la pro- 
jection verticale est 5ppa'. 

Nous construisons facilement la projection horizontale de 
cette ellipse dans le systeme LT, puisque nous avons les €loi- . 
gnements de tous les points. 

Nous avons soin de prenăre specialement les points sur le 
contour horizontal ; les projections verticales de ces points 
sont y' et Y, nous les projetons en pet), et en ces points lă- 
tangente au contour apparent horizontal doit 6tre parallălea 
la projection horizontale du rayon. 

Les points 6 ete' situes sur le contour vertical se projet 
tenten eet 0; « et ont pour projections a et B. 

L'ombre portee sur le plan horizontal est une ellipse qui 
a pour centre le point o, ombre du centre. 

Les points p„yw' et 7, forment leurs ombres eng, et); 
W202), est un diamâtre et les tangentes aux points pa et ia 
sont les paralleles ă la projection horizontale du rayon ya 
et].
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Nous construisons les ombres des points z,r' et Pg” proje= 
tes sur la projection 00, du rayon. 

Ces points forment leurs ombres en Ta €t pa et na02pa est 
le diametre conjugu6 de u.o,),. 

On peut dailleurs construire antant de points qu'on le 
juge utile et tracer l'ellipse TadaPata ombre portee sur le plan 
horizontal. 

Ombre portâe par LP'ellipsoide înelin6 sur 
Pautre. — Cette ombre est lintersection avec Vellipsoide 
vertical du cylindre paralele au rayon, qui a pour directrice 
Vellipse d'ombre propre, et dont la trace horizontale est Vel- : 
lipse rapas. ” 

Nous allons construire lintersection (au moins dans sa 
partie utile) par la mâthode de la projection eylindrique (564). 

Nous coupons les deux surfaces par le plan horizontal e 
X» et nous projetons obliquement sur le plan horizontal le 
cerele dont le rayon est e, et dont la projection horizontale 
est le cercle dâcrit de A comme centre avec un rayon egal, 
par des parallâles ă RR. 

Le centre ş, dont la projection horizontale est le point A, 
se projette en ș,, et nous pouvons tracer avec le mâme rayon 
sgal ă x”, la projection du cerele qui doit d'ailieurs âtre tan- 
gente ă Lellipse ombre de Lellipsoide. (Cette ombre serait 
lenveloppe de tous les cereles.) Ce cerele coupe lellipse 
base du cylindre en deux points, j'en prends un, le point +,, 
je mene 'par ce point la parallâle VaY â la projection horizon- 
tale du rayon et le point ș, oi cette parallele rencontre le 
cercle projection du cerele șy est un point de l'ombre; nous. 
relevons sa ptrojection verticale en y. 

Nous pouvons repâter cette construction autant de fois 
que nous le jugerons necessaire. 

En particulier nous pouvons tracer par tâtonnement ua, 
cercle ayant son centre sur Ac,, tangent en deux points ă 
V'ellipse s,v2t24, ombre de Vellipsoide â axe vertical, et tou- 
chant Lellipse ombre de Vellipsoide inclin€ au point £,; ce 
cercle, dont le centre est wa, le rayon w3t,, est l'ombre d'un 
parallele limite. 

Nous ramenons w, en w' par une parallăle au rayon, et
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nous trouvons le parallele wt, Az, sur lequel nsus obtenons 
Je point &,£ point ou la tangente est horizontaie. 

Les ombres portes par les deux ellipsoides se coupent en 
deux points c, et +, ombres des points oi les ellipses portent 
ombrel'une sur l'autre ; nous ramenons ces points par des pa- 
ralisles âă R,R, en c,s' et z,v' en la courbe d'ombre propre 
de L'ellipsoide ă axe vertical, et nous avons les limites de 
Pombre portee. 

Cette courbe d'ombre portee a pour projection z4fo, dy. 
Aux points z,r' et a,o'la tangente â la courbe d'ombre por- 

tee est parallele au rayon. 
Cette tangente est, en effet, Lintersection du plan tangent 

ă Vellipsoide â axe vertical, plan tangent parallăle au rayon, 
(puisque le point est sur la courbe d'ombre propre) avec le 
plan tangent au cylindre d'ombre, egalement parallele 
au rayon. . 

Il 3 a bien une autre courbe d'ombre portce situce par 
derrisre ă la partie superieure, mais elle est cachee et nous 
ne l'avons pas construite pour ne pas surcharger l'epure. 

— FIN —
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NOTE 4. 

Lorsque un câne a son sommet sur une surface, la courbe d'inter- 
section des deux surfaces peut presenter 3 dispositions differentes. 

1* Le plan tungent ă lu surface au point qui coincide avec le som- 
met du câne ne coupe pus le câne. 

Le sommet fait alors partie de Yintersection comme point isol€. 

22 Le plan tangent coupe le câne. 
Nous figurons une surface 2 et le plan tangent T ă cette surface 

au point S qui est le sommet du c6ne (Figure dans lespace, fig. A). 
ce plan tangent T coupe le câne suivant 2 generatrices SA et SB. 

Fig A = 

/       

Nous construirons l'intersection en faisant passer des plans auxi- 
liaires par le sommet du c6ne. Nous pouvons les assujettir 4 passer 
par une droite SC contenue dans le plan tangent. Un de ces plans  
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dâterminera dans la surface une courbe M, et dans le câne deux genc- ratrices SD, SE; les points D et E appartiendront ă Fintersection. Le plan auxiliaire tournant autour de SC de maniăre ă se rappro- cher du plan tangent, les pointsD etE engendrent deux branches de courbes qui se rapprochent du point S et Y passent. Mais alors les tangentes ă ces courbes sont les intersections du plan T avec les plans tangents au câne suivant les generatrices SA et SB; ces tangentes sont donc les gencratrices elles-mâmes. 
3 Le plan tangent ă la surface est tangent au câne. (Fig. B.) -. Le plan tangent T 4 la surface£ au point S touche le câne suivant la gensratrice SA; nous employons le mâme procede pour construire lea points successifs de la courbe d'intersection ; mais la gân6ratrice 

  

  

SA est la limite commune vers laquelle tendent les gencratrices SD et SE quand le plan auxiliaire se rapproche du plan tangent. Nous avons done deux branches de courbe passant par le point S, et tan- gentes ă la droite SA. Le point S est un point de rebroussement, 

NOTE 2, 

Les cylindres ou les cânes dont on construit l'intersection peuvent ne pas avoir de contour apparent sur un plan. 
Sil s'agit du plan horizontal, nous avons demontră (417-479) que le plan diametral conjugu€ des cordes verticales dans un cylindre est un plan parallâle aux gâneratrices, et dont la trace est le diamâtre conjugus par rapport ă la base de la projection horizontale des genâratrices. 
Si la surface est un câne (480-481), le plan diametral conjugue des   
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NOTES. 691 
cordes verticales passe par Je sommet, et a pour trace ia polaire, par 
rapport â la base de la projection horizontale du sommet ; il est done facile dans lun ou Pautre cas de dâterminer les plans diamâtraux des 
cordes perpendiculaires â un plan de projection, et d'obtenir les lignes de points doubles en projection. 

On construira, en eftet, la projection de Pintersection de ces plans 
diamâtraux en les assimilant â des cylindres et â des cânes et en les 
coupant par deux des plans auxiliaires qui ont 6t€ employâs pour 
tracer lintersection des surfaces proposees. 

  

NOTE 3. 

Nous obtenons dans ce cas une serie de points ă l'infini que nous 
devons considârer comme un point unique ă Linfini; en effet, le lieu 
des points & Pinfini de lespace est un plan, la courbe â Pimfini serait 
donc une courbe plane; et l'on devrait, dans le cas des surfaces de 
second ordre, trouver que la courbe ă distance finie est une seconde 
courbe plane, ce qui n'a pas lieu en general. 

NOTE 4. 

CONSTRUCTION DES POINTS DOUBLES EN PROJECTION. 

On peut obtenir les points doubles en projection en employant une 
construclion imaginde presque simultanement avec quelques diffe- 
rences, par MM. Picquet et Lefevre, et modifice definitivement par 
M. Picquet, qui lui a donns une forme tr&s simple. 

La construction s'appuie sur le (hâorâme de Desargues. 
« On considere deuz coniques circonscrites ă un quadrilatere, une 

secante coupe les coniques et les câtes du quadrilulere en trois couples de 
poinis qui forment une învolution. » _ , 

Nous allons expliquer la construction, en admeltani qu'il S'agisse 
de Jintersection de deux cylindres. , 

Nous supposons qu'on a construit la ligne des points doubles en 
projection horizontale, nous cherchons les points doubles. | 

Coupons les deux cylindres par le plan vertical passant par la ligne 
des points doubles, nous obtenons deux coniques qui ont quatre 
points d'intersection situes deux â deux sur des verticales, a, b— 
ab ; c,d'—c,d. (504) , 

Ces deux coniques peuvent âtre prises pour les bases des eylindres 
A et B. (Fig. G.) Coupons les deux cylindres par un plan auxiliaire,



692 GEOMETRIE DESCRIPTIVE. 

dont la trace, sur le plan des deux coniques, soit une droite S; elle 
determinera sur les bases les points «,/' ; f*, k et sur les verticales 
les points g', k'; ces six points forment une involution. 
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La propricte de linvolution est projective, donc les projections 
horizontales de ces points sur la ligne des points doubles, e,[,f,k,z,y 
forment une involution. 

Les poinis e, L, f, k sont les points ou les projections horizontales 
des generatrices des eylindres A et B contenues dans un mâme plan 
auxiliaire coupent la ligne des points doubles. 

Imaginons un autre plan auxziliaire donnant sur le plan vertical 
considere une seconde sâcante $,, nous obtiendrons six autres points 
en involutiona et, ; fi; 9 h', projetâs en six points en invo- 
lution es; li, fi» ku, y. Les points e,, ls; fi k, sont encore les points 
ou les projections horizontales des generatrices des cylindres A et B 
contenues dans un second plan auziliaire coupent la ligne des points 
doubles. 

es points z et y qui sont les points doubles cherchâs sont done 
les points communs ă deux involutions determinses chacune par deux 
couples. 

Dans le cas des deur c6nes, la construction serait la mâme, on 
obtiendrait encore avec deux plans auxiliaires les quatre couples de 
points que nous venons de considerer. 

Les traces qu'on a d faire pour construire linterseetion des deux  
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surfaces ont donc ainsi fourni un grand nombre de couples de points 
parmi lesquels on choisit deux systâmes donnant des points bien dis- 
tinrts, et on note ceux qui appartiennent ă un mâme couple et ă une 
mâme involution. : 

Si on joint un point quelconque s du plan aux six pointse,l, f,k,z,y, 
on formera un faisceau en învolution. (Fig. D.) 

Si Lon coupe un faisceau en involution par un cercle passunt par le 
sommet du fuisceau, on determine sur le cercle trois couples de points 
aa 3 6 Ba 5 1% 3 les SEcantes axce,, Bu, yyu sont concourantes. 

Wood la construction z On trace un cercle quelconque, on 
joint un point c du cercle aux quatre points e,,f, k donnâs par un 
meme plan auxiliaire, les lignes ainsi obtenues coupent le cercle aux" 
quatre points conjugus deuz & deux a, —B,f4; les deux sâcantes 
au, 66, se coupent au poins «. 

Ag 

On joint le mâme point s aux quatre points el, fus k, donnâs 
par un second plan auxiliaire, les lignes ainsi obtenues coupent le 
cercle aux produits conjuguts «,a, —f',8',, les sâcantes wo et p'%, 
se coupent en î. 

La secante <6 doit. 6ire commune aux deux systemes, et coupe le 
cerele aux points *, 4 qu'on joint au point o ; les lignes sy, x, dăter- 
minent sur la ligne des points doubles en projection les points 
cherchâs z, y. 

Il y a une petite simplification de trace dans le cas des cânes; on 
peut prendre pour point o la projection horizontale d'un des sommets 
et quatre des lignes auxiliaires sont les projections de generatrices 
dejă iracees,
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NOTE 5. 

Si Ion circonscrit â la sphâre un cylindre dont les gânâratrices 
sont paralleles aux gencratrices du cylindre donne, la courbe de con- 
tact de ce cylindre et de la sphre sera projetee suivant la ligne of 
(Fig. 454); les 2 lignes ba et cd stant symstriques par rapport â of 
se couperont sur ceite ligne, et nous pourrons en deduire cette pro- 
priet€ ; Les plans des courbes planes el le plan de la courbe de contuct 
du cylindre circonscrat parallsle au cylindre donne se coupent suivant 
une meme droite. 

Ainsi : la premiâre courbe plane €tant donnee, on construira faci- 
lement; le plan de la courbe de contact du cJlindre cireonscrit, et 
lintersection des deu: plans appartiendra au plan de la seconde 
courbe d'intersection du cylindre et de la sphăre ; si Pon prend un 
plan de projection auxiliaire perpendieulaire ă cette droite, les deux 
courbes d'intersection se projetteront suivant des lignes droites trăs 
faciles ă obtenir, et on pourra construire les axes des ellipses pro- 
jeclions de l'intersection, 

NOTE 6. 

On peut presenter la dâmonstration sous une autre forme qui 
montre la disposilion des courbes d'intersection, 

Nous prenons pour plan de la figure, plan horizontal, le plan 
determine par le centre de la sphăre, le sommet du câne et l6 centre 
de la section plane qu'on prendra pour base du câne. Ce plan con- 
tiendra la perpendiculaire abaisste du centre dela sphere sur le plan 
de la section et sera perpendiculaire ă ce plan; done la section plane 
commune ă la sphere et au câne se projettera suivant une droite 
A B (Fig. E). Les deux gencratrices A SetB$S couperont la sphere 
aux points C et D; iragons la ligne G D, nous allons montrer que 
ceite ligne sera la projection de la seconde courbe d'interjection du 
cone et de la sphere. Figurons la projection S E d'une gencratrice, 
cette projection croise la ligne C D au point F : nous cherchons la 
cote de ce point projeiâ.en F dans le câne et dans la sphire, et nous 
allons voir que cette cote est la mâme. 

Le plan vertical dont tous les points sont projetes en C D coupe 
la sphâre suivant un petit cerele (nous Yavons rabattu), et la cote du 
point projete en F est F F,; nous avonsFFi=CFxFD. 

Menons par F une parallăle GH â A B, et considerons le plan 
vertical qui passe par cette droile, ce plan parallăle au plan de ja 
base du cone coupera le câne suivant un cerele doni G H est le  
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diamâtre; supposons ce cercle rabattu, la cote du point du câne pro- 
iete en FestFE,,TP2=GFxFE. 

5 

Pot 

    

  

Or, les deux triangles G F C et DF H sont semblables ; i 
L'angle B gal â Pangle H a pour mesure la moitit de la somme + 

des arcs DC et CA; et c'est aussi la mesure de Vangle G; done 
l'angle H = V'angle G. i 

Nous avons donc CF xFD=GFXxFEH. 
Tous les points ou les gânâratrices du câne coupent la sphăre se : projeitent. sur une droite et sont dans un plan qui est antiparallale : du plan de la premiăre section circulaire. 
II est facile de voir en râpâtant cette demonstration que, par deux cercles situes sur la sphâre on peut toujours faire passer deux cânes. 

  

NOTE 7. 

On peut se proposer de construire les contours apparenis d'un 
câne circonscrit ă un hyperboloide de râvolution ă axe vertical. Pour 
construire le contour apparent d'un câne, on mâne au câne des 
plans tangents perpendiculaires au plan de projection. Ainsi on 
menera au cone des plans tangents passant par la verticale du som-. 
met; ces plans ctant tangents â !'hyperboloide se projetteront suivant 
des droites tangentes au cercle de gorge et passant par la projec- 
tion horizontale du sommet. 

Pour obtenir le contour apparent vertical, on mânera par le 
sommet du câne une perpendiculaire au plan vertical et on mânera 
ă Yhyperboloide des plans tangents passant par cette droite. (Voir 
ce probleme dans le cours.)



696 GEOMETRIE DESCRIPTIVE. 

NOTE 8. 

Contours apparents d'un cylindre circonscrit â un hyperboloide 
de revolution ă axe vertical. 

On obtient le contour apparent d'un cylindre en menant ă ce 
cylindre des plans tangents perpendiculaires au plan de projection ; 
ces plans tangents sont paralleles aux plans projetants des genera- 
trices du cylindre ; ils doivent âtre tangents ă I'hyperboloide. La ques- 
tion est donc simplement ramene ă ce probl&me du cours : Mener 
a V'hyperboloide un plan tangent parallăle & un plan. 

  

NOTE 9. 

Si en imagine qu'on ait trace le contour apparent d'un hyper- 
boloiie sur un plan, et si l'on donne la projection d'un point de 
la surface, les projeetions des generatrices des deux systămes passant 
gar le point seront tangentes ă ce contour apparent. On peut obtenir 
ces tangentes en sappuyant sur un thâoreme connu : On considere 
un quadrilatere circonscrit ă une conique, on mâne par un point deux 
tangentes ă la conique et quatre droites allunt auz sommels du quadri- 
latere, on obiient six droites formant un faisceau en învolution. 

On construit les projections de quatre generatrices, elles se cou- 
pent en quatre points qu'on joint au point donns; on construit les 
projections de quatre autres gânâratrices, elles se coupent en quatre 
points qu'on joint au point donne. Les projections des gânâratrices 
cherchees sont les rayons communs ă deux faisceaux en inrolution 
dâtermines chacun par deux couples. 

  

NOTE 10. 

L'emploi d'un mode particulier de projections est commode pour 
faire V'etude complăte des propristes du paraboloide. Mais toutes les 
constructions peuvent se realiser facilement pourvu que lun des 
plans de projection soit paralele 4 Pun des plans directeurs et cette 
condition peut toujours tre râalisse par des changements de plans 
de projection. 

Nous en avons donne des exemples en traitant avec ces donnăes 
plusieurs questions de plans tangents. (717, 148, 119). 

Nous n'y reviendrons pas, mais il y a une question dont la solu- 
tion directe exige une mâthode particuliăre. 

Si Jon donne la projection verticale d'un point d'un paraboloide, 
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! le plan horizontal stant plan directeur, il est facile d'obtenir la pro- 
jeclion horizontale du point. 

Eltant donnde la projeclion horizontale d'un point de la surface, 
| trouver la projection verticale. (Fig. F.). 

  

    
Les deux directrices du paraboloide sont ab, u'' et cd, ed. 
Le plan horizontal est plan direcieur. 
m est lu projection horizontale donnee, on veut trouver la projec- 

tion verticale du point projeie en m. | 

- Nous tragons deux genâratrices quelconques horizontales ac, de; 
bd, b'd. Soit emf la projection horizontale de la genâratrice hori- 
zontale qui passe par le point cherche, nous joignons le point m aux  
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points a et bet nous construisons sur cd considere comme homologi: îi de ab un triangle semblable au triangle amb ; cmd est ce triangle. 

Nous menons m,f, et â cause de l'egalite des rapports d d 
mf. sera homologue de me. , 

Nous pouvons considârer les deux triangles comme deux figur homothetiques dont Pune a tournt autour du point f d'un angle marg par l'angle des deux directions fe et fm,. Le point f est sur le se ment capable de cet angle decrit sur mm, comme base. Or cet an; est celui que forment les directions des câtes homologues bm 
md, ou am et mc. 

Done si l'on prolonge les lignes bm et md jusqu'ă leur point rencontre g, si l'on prolonge les lignes am et ic jusqu'ă leur poi de renconire A, les quatre points m,mu,g,h seront sur un mâ cercle qui contient le point f. On peut donc obtenir la projecti.... . horizontale fme de la gensratrice cherchee, et par suite sa projecli verticale fm'e' qui (pour verification) doit &tre perpendiculaire : 
projetantes. 

Le cercle coupe cd en un autre point & : on peut tracer la pro) . tion horizontale kim et la projection verticale 4/m' d'une secoi 
gencratrice. _ 

On trouve done € +. solutions : 7 et”, sont les projections + ticales de deuz points jui ont la meme projection horizontale rp. 

  

a NOTE AM, 

SeHERES LiMirEs. —-Nous avons appel€ indistinctement sphe 
limites les derni&res sphăres uliles qui passent par les points de r. 
contre des msridiens, ou les sphăres inserites et circonserites a 
surfaces. 

Le theorăme que nous avons dâmontre relativement ă ces derniei 
sphâres et le theorâme des plans limites que nous avons demontre 
propos des cones et cylindres ne sont que des cas particuliers d! -. 
theor&me general sur les surfaces limites : 

Deuz surfaces S et S, se coupent suivant une ligne L; on coupe «- 
deuz surfuces pur une troisiome £ circonscrite ă Pune d'elles, S p 
exemple; et qui determine dans S, une courbe C; lu ligne | et 
courbe C sont tangentes. 

La surface 5 touche S suivant une courbe D, coupe S, suivant . 
courbe G; D et C se eroisent en un point M qui appartient ă la lig: 
L : cherchons en ce point la tangente ă L. 

Cette iangente est l'intersection des plans tangents aux deux surfac .. 
Set $,; or,le plan tangent ă la surface S est le mâme que le pl 
tangent â 3, donc Lintersection des plans tangenis ă S et S, est . 

a 

/   

e 
ef. 
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mâme que lintersection des plans tangents ă S, et â 3; cette dernitre 
droite est tangente & la courbe C; done Cet L sont tangentes. 

  

NOTE 12. 

La, mâthode indiquce dans le dernier paragraphe du n” 748 bw 
pourra âtre €ire appliqu6e dans un grand nombre de cas pour cher- 
cher les directions des plans coupant deux surfaces du second ordre 
suivant des sections homothstiques. On construira, deux surfaces 
bomothâtiques des deux proposees bi-tangentes et se coupant suivant 
deux courbes planes dont on determinera les plans. 

Mais la construction ne sera pas toujours applicable dans le cas de 
cones et cylindres, puisqu'il faudrait pouvoir mener aux surfacea 
propos6es des plans tangents paralleles. 

On doit alors chercher, dans chaque cas particulier, le moyen 
d'obienir une premiăre section plane commune ă deux surfaces homo- 
thetiques des proposces, et construire”: :s points de la seconde 
section. 

  
Poyr — T. ll, : 46
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