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PREFATA

Cartea de fati reprezinti a proximativ cursul ce-l predau la Scoala
Politecnici « Regele Carol 11y din Bucuregti.

Zic aprozimativ pentrucd in decursul celor 20 ani de cind am fost
insdrcinat si predau « Rezistenta Materialelor Y, cursul a suferit mereu
transformari, importante mai ales, dela data cind la aceasti catedra
s'a addugat §i « Statica Graficd ». Reunindu-le, am utilizat in ambele,
deopotriva §i dupd cazuri, metodele analitice §1 grafice.

Cititorul va observa numaidecdt ci am dat o importan{da deosebiti
caleulului vectorial cu ajutorul ciruia s'au putut rezolva in mod relatiy
simplu o serie intreagi de chestiuni. In special caleulul deplasdrilor
infinit mict combinat cu principiul lucrului mecanic virtual au permis
sd se dea diverselor chestiuni — liniilor de influentd la sistemele statice,
de exemplu — o rezolpare aproape intuilivd.

Materia tratatd se referd la calculul static determinat gi nedeterminat
al constructiunilor, la calculul rezistenfelor din ele si la stabilitatea lor,
chestiuni complet distincte intre ele.

Se poate aduce obiecfiunea st cu drept cuvdnt cd lipsegte o serie
intreagd de probleme. Réispund cd chiar fard ele cursul a luat o proporiie
mai mare decdt md asteptam. Cred totusi cd inginerii romdni yor gast
act_majoritatea chestiunilor ce-i intereseazd.

Deciziunea de a publica acest curs o datorese insistenfet fostilor mei
elevi carora le mulfumesec pentru anticipata lor apreciere, curajului ce
mi l-a dat gi inlesnirilor ce mi le-a facut d-l1 Inginer Al Bunescu,
Director General al Monitorului Oficial §i Imprimeriilor Statului fara
de cari nici nu m’as fi incumetat si public cursul, ajutorului nep
pejit al asistentului meu d-1 Inginer 1. C. Dumitrescu care a verificat
manuscrisul, a facut figurile gi corecturile st ingrijit de tipdrire, d-lui
Inginer N. Georgescu si V. Stefanescu dela Societatea Comunali a
Trameaielor Bucuresti cari au Jdcut o serie intreagi de caleule numerice
st d-lor Ingineri Mdirdcine B. st Constantinescu Z., precum §1 perso-
nalului dela Imprimeria Nagionald car

recu-

L au pus o griji deosebiti la
imprimare. Tuturor, pe aceasti cale, le mulfumesc cu recunostinfd.
Bucuresti, 25 Martie 1935.

GH. EM. FILIPESCU
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561

2. Metoda doua.

Din exemplele facute pand aci, se vede cii ecuatia diferentiala
(4) conduce in genere la solutiuni cari sunt date de functiuni mai
complicate. Ajungem foarte repede la solutiuni aproximative cu
ajutorul lucrului mecanic.

Cresterea lucrului mecanic datorit risucirii este:

\ M:dz/G I, = \ G I, (d0/dx)* da

o

iar cea datoritd incovoierii laterale:
\ M: 02 da/E I,
asa inecat:
dL; = ;g M?02dx/E I, + \(, 1, (d6/dx)? da

Cresterea lucrului mecanic datorit lui M0, care apare in mo-
mentul cdnd grinda paraseste pozitia de echilibru, este:

S \M? 02 dx/E I,

o

Egaland cele doud expresii, gisim:
(27) RM? 02 da/E I, = S(; 1, (d0/dx)? da
care in cazul sectiunilor constante se reduce la
(28) gM? 02de =G I, E 1,,& (dO/da)? da

formula care ne permite si gasim pe M., care produce, ca si
zicem asa, flambajul grinzii supuse la incovoiere. Formula (27) ne
permite a gisi momentul critic si cind sectiunea este variabili.
Dacé acum am cunoaste si valoarea exacti a lui 0, chestiunea ar fi
complet terminati. Avantajul metodei constid in aceia ci pentru
f putem lua o functie arbitrara, care insa si satisfaci conditiile
la limita.
Vom ilustra aceasta prin citeva exemple.

36. 1934, Gh. Em. Filipescu. Statica constructiunilor i Rezistenla materialelor,
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Aplicatia Nr. 128. Si ne ocupiam de o grinda incastrata la o extremitate si
solicitati de un moment incovoietor constant M;, (prima metodd apli-
catia Nr. 123).

Cea mai simpld expresie a lui 0 care satisface conditia ca pentru @ = 0 s
avem df/da = 0 si pentru x = [ si avem § = 0, este:

doj/de=2z=21¢ , O=2—P=1D1(E—1).
Dacit punem aceste valori in (28) si tinem seama ¢i M; = cf, avem:
Mpfe—1)2dé=4GLEI, [Bdx
care integratd in intervalul 0 —1, ne da
M; =158 /GI,E1,/l

rezultat care difera de cel exact, »%.1, numai cu 0,69%,.

Aplicatia Nr. 129. Si ne ocupam de orinda dela aplicatia Nr. 124, Pentru 0
Juim aceiasi functiune. Valoarea lui M; este M; = — Mimaz & Introducand
acestea in (28), obtinem:

2 9 =9 [ & \3 = » Al @9 &
Minas Bf 828 —1)7dé = 4G I, E 1,8 dE,
care integratd in aceleasi conditii, ne da:

Mimaz = 4,18 l G l,- E IU/I,

rezultat eare difera de cel exact, 4,0126, numai cu 4%,.

Aceste aproximatii si simplicitatea metodei justificd cu prisosinta utilizarea ei.

E) Flambajul grinzilor curbe.

Ne vom ocupa numai de flambajul grinzilor in planul lor si
numai de cateva cazuri foarte simple.

Vom presupune ci avem o grindd curba, supusi Ja un sistem
de sarcini I si ci intr’o secliune oarecare a el avem forta axiald

N si momentul incovoietor M (fig. 414).
Pozitia sectiunii o fixim prin distanta s,
misuratil pe axa grinzii dela o origine oarecare.

> Daca facem ca sistemul de sarcini F s&
creascd oarecum, ajungem la o valoare a lor
cand grinda paraseste pozitia eide echilibru,
un punct A, oarecare al el parcurgand
drumul AA; = ¢. Momentul incovoietor in
sectiunea considerati in pozitia deformata a

grinzii, presupunind ca N este compreswune,
este:
Figura 414 M +- Ny

Daca introducem aceastd valoare in ecuatia
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(25) dela studiul deformatiei grinzilor curbe si daci luam I, = I,
avem

(1) dio/ds® + ¢ (NJET +1/rt) = — M/E I

ecuatia generalda a flambajului grinzilor curbe in planul lor.

Se recunoagte numaidecit ci integrarea acestei ecualii in cazul
general este dificili. Ne vom ocupa numai de citeva cazuri, cind
M = 0 pe toatd lungimea grinzii, cind se stie ci axa grinzii coincide
cu curba funiculard a incircarilor sau invers. Chiar asa fiind, ne
vom ocupa numai cu douit cazuri cu totul particulare.

1. Primul caz.

Un arc de cerc de raza r este supus la o sarcind uniform
distribuita p, dirijatd dupa raza cercului (fig.
415). Extremitatile arculuisunt fixate in arti-
culatiile A si B. }

Curba funiculara a incarcarilor este chiar o, o
arcul de cerc ACB, care are unghiul la centru Y g T r

S

e

N

egal cu 2¢. In acest caz, N are valoarea
constantd N = pr, si ecuatia (1) se reduce la:
(2) de?/ds® + v (N/JET +1/r?) =0

care ne da:

Figura 415

(3) ¢ = Acosas + Bsinas
in care am notat:
(4) a® =N/ET + 1/
Deplasarea arcului fiind micé, din motive de simetrie se vede

ca punctul € dela mijlocul arcului va avea dupa deformare ¢ = 0.
Punctele A si B avand de asemenea ¢ = 0, rezulta:

A=0

, sin(jas) =0 sideci a=2a/s =a/re

care ne da:
(5) N =(a%/*— 1) E1/r

2. Al doilea caz.

In conditiile exemplului precedent si avem un cerc complet
supus la o incarcare uniform distribuita p (fig. 416).

J6%
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Deformatia din motive de simetrie se va face ca in figura 416. Cazul
se reduce la cel precedent in care facem 2¢ = z. Formula (5) ne da:

~. =
e l

Figura 416 Figura 417

Ny =3EI/* ., p=3EI[*
Deformatia poate avea loc si ca in figura 417, cand obtlinem:

.‘V/ R 1/,2 , P = S E _[/1‘3, ete,



XXVI. LUCRU MECANIC.
A) Generalitati.

Sa ardtat chiar dela inceput ci pentru ca o constructiune si
fie in echilibru trebue sa satisfaca pe langa ecuatiile de echilibru
date de mecanici si ecuatia de echilibru elastic:

“) Le=Li

in care L, este lucrul mecanic al fortelor exterioare, iar I; lucrul
mecanic acumulat de constructiune prin deformatiune, lucru pe
care-l numim lueru mecanic interior.

Dacia sub actiunea fortelor F si momentelor M, exterioare cor-
pului, acesta se deformeazi oarecum si daca deplasarile punctelor
de aplicatie a fortelor sunt J, iar rotirile datorite momentelor sunt o,
atunci lucrul mecanic al fortelor exterioare este:

2) L, =4 (255 @M

Factorul L apare din cauzi ci ne ocupam numat de corpuri
cari asculta de legea lui Hooke la care deplasirile elastice cresc
liniar cu solicitarile.

In interiorul corpului se desvoltd rezistente 9t s1 & cari produc
lungiri si luneciri specifice ¢ si y. Lucrul mecanic interior acumulat
de corp este:

(3) Li=31 (Z%edV + 2T ydV)

Pentru bare, in cazul diferitelor solicitari, daca se pune in loc
de X, G, £ si y valorile lor si se integreaza pe intreaga sectiune,
atunci cipatim relatiile cunoscute pe care le recapitulim.



H66

a) Tensiune.
R=N/Q , e=NEQ ., &= du /s,

=t 55)&(” = 51\ eds=1 S;\?(ZS/E.Q — SEQ&?(IS :f}SE!_) (Qu/3s)? ds.

b) Forfecare.
6=TS/HI , y=kT/GR , y= v /3s,

i g(aydl —1& Tids— 1Skme/ —1\kG2;2s 5&1.&0 20 f25)Pds.

¢) Incovoiere.
HK=Myfl , o=M/EI , ® = — 3% /0s?,
L= {gteav ;Snmd rg M2ds | El - ?\ Elotds =4 S]i’l(a?v Jag?)ds.

2

d) Résucire.
s=My/l, , 0=M/GL, , ©= — 20 /8,

Fied SEyd v :;SMWIS —\azds /61— i\ Glomds = s\61. (20 /25) *ds.

e) Influenta temperaturii.

O bara oarecare mai acumuleaza lucru mecanie si din cauza cal-
durii.

Notam cu ¢ dlfelen’ga de temperatura a axel neulre a grmzu
intre doud stari oarecari si cu 1/E; coeficientul de dilatatie prin
caldura.

Axa neutrd se va lungi cu & = t/E, Cantitatea & se numegle
lungirea specificd produsd de cildurd sau prin variatia de tempe-
raturd.

Daca intre cele doua fete ale grinzii (la——-_ h st + Lh)avem
o diferentit de temperatura t, fatd de axa neutri si daca presupunem
ca temperatura variaza liniar intre cele doud fete, atunci la distanta
y de axa neutrd vom avea o lungire specifici y to/h E;. Cantitatea
ty/h Ex = o o numim incovoiere specifici produsd prin variajia
de temperaturd.

Lucrul mecanic dupa formula (3) este:

N S R (o 4 g ay) AV = gzve, ds +S M, ds.
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In cazul cénd din cauza variatiei de temperaturd nu se nasc
eforturi N si M, adica grinda se dilata liber, atunci L; — 0.
Cand intr’o sectiune oarecare avem mai multe solicitiri, atunci
luerul mecanic acumulat de elementul de bari ds va fi egal cu suma
lucrurilor mecanice a solicitarilor respective.

B) Teorema lui Castigliano.
a) Prima formé a teoremii lui Castigliano.

Sé presupunem cd pe o grindd oarecare aplicim  forta
dF; = ¢; dF;. Drumul parcurs de punctul de aplicatie al acestei
forte este Bﬁ, 1ar luerul mecanic acumulat {rdﬁ—', 8/.— care fiind un
infinit mic de ordinul al doilea se neglijeaza. S presupunem ca
aplicam apoi pe grinda grupul de forte F,...F;...F, ale caror
puncte de aplicatie parcurg drumurile j...J.. .7,

Luerul mecanic L; acumulat de grinda, daca se fine seama de
relatia (1), este datd de ecuatia (2). Aplicand aceste sarcini, forta
dF; parcurge cu intreaga ei intensitate drumul j; si produce un
lucru mecanic suplimentar a cirui valoare este:

aL; = dFT,]_:

Daci presupunem ci directia ¢; a fortei F; ramane constanta
st dacd notam:

(4) @i Ji =
atuncl avem:
(5) oL;[oF; = v;.

Asa dar, derivata parfiald a lucrului mecanic acumulat de un
sistem oarecare prin deformatie, in raport cu valoarea unei sarcini
oarecare, este egald cu proiecfia drumului parcurs de punctul de
aplicajie al acelei forte pe direcjia ei.

Daca directia fortei coincide chiar cu directia drumului parcurs ,
atunci capitam chiar valoarea drumului parcurs.

Demonstratia riméne absolut identicd in cazul cand am avea
aplicate pe grinda monumentele ]Wl M. .M, a ciror axe sunt
dirijate dupd fiy...p, 1, si rotesc prin deformatie sectiunile in
cari se aplica cu unghiurile ,...w;. ..o, In acest caz, dacd notam

(4) ﬁi (;)—, == Gl-,
avem

(5) aL./aM; = 0,
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care se enunti la fel si anume: derivata parfiald a lucrului mecanic
in raport cu valoarea unui moment oarecare este egalii cu unghiul
produs de moment proiectat pe direcfia momentului.

Demonstratia riméne la fel si in cazul cind am avea aplicate
pe grindd sau construciia noastra deodatd forte si momente.

Ecuatiile (5) exprimi teorema lui Castigliano.

Dupi cum se vede, aceastd teorema ne da posibilitatea ca din
expresia lucrului mecanic sa deducem direct cantititile v; si 6.

Mai mult. Ea ne permite sa gasim reactiunile static nedeter-
minate.

In adevar, in dreptul reactiunilor, forte sau momente, deplasarile
sunt nule. Tindnd seami de ecuatia (5) vom avea:

(6) aL/aV =0 , OL/3M =0.

Derivata fiind nuld lucrul mecanic acumulat este maxim sau
minim.

Este totdeauna minim pentruca °L/2V? =2v/8V este tot-
deauna positiv, cdci la o crestere + 2V avem totdeauna o crestere
+ dv in sensul pozitiv al lui V, cu alte cuvinte grinda acumuleaza,
nu degajeaza lucrul mecanic.

Deci, reacfiunile static nedeterminate se desvoltd asa fel incdt lucrul
mecanic acumulat prin deformajiune si fie minim.

Observare. Reactiunile static nedeterminate cari se exercita
asupra unui corp pot fi de doud feluri: exterioare corpului sau
interioare lui.

Si presupunem €i avem un cOrp sau un sistem de corpuri in
interiorul caruia se desvoltd o reactiune static nedeterminata.

Despartim sistemul in alte doua la contactul cirora se desvolta
reactiunea V. In cele doud sisteme vom avea:

BLl/EVL =Vi SLZ/BVL = V.

pentruci punctul de aplicatie al lui V; parcurge acelagi drum v;.
Observam insa cd, oricare ar fi deformatiunea care se produce la
punctul de contact, una din reactiuni — din cele doud egale si de
sens contrar — parcurge drumul in sensul deplasarii, 1ar cealaltd
in sens contrar. Deci, in cele doud parti in care am descompus sis-
temul, deplasarea v; are semne contrare si deci suma celor doud
expresii de mai sus este nuld, prin urmare:

SLI/BVi -+ 3]42/3‘/',' =)

> p—
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Insa L; + L, = L, adica suma lucrurilor mecanice acumulate de
cele doua parti separate este egald cu lucrul mecanic acumulat de
sistemul intreg si prin urmare:

(6) 3L /aV, =

Asa dar, teorema este generala si se ap]icé la fel fie ca reactiunile
static nedeterminate sunt exterioare sau interioare sistemului.

Ecuatia (6) nu o putem aplica reactiunilor static determinate
pentruca acestea sunt date de ecuatiile statice.

b) A doua formi a teoremii lui Castigliano.

Sa presupunem ci sistemul de sarcini Fy, F;. .. F, fiind aplicat
pe grinda, dam deplasirii j; o crestere dj;. Lucrul mecanic supli-
mentar acumulat de grinda va fi:

oL; = F; . dj; =F; ¢; dj;.

Daca forta F; pastreazi si o directiune constanti, atunei:
oidii =d (g i) = dv;
s1 deci: '
(7) 3L,-/9u,~ = Fi»
adica, derivata lucrului mecanic in raport cu protecfia deplasdrii
punctului de aplicajie pe direcfiunea forfei este egali cu valoarea
forer aplicatd in acel punct.

In mod cu totul analog gasim si

(7) oL;/20; = M.

Mai mult. Si presupunem ca, sistemul de forte fiind aplicat
pe grinda, dam tuturor deplasamlor Ji cate o crestere dj;. In acest
caz, fiecare din fortele F; parcurge cu intreaga intensitate drumul
d ji. Luerul mecanic suplimentar acumulat de grinda va fi

dL; = 3F; dj; = ZF, dv;.
Din ecuatia (2) presupunand fortele F constante, deducem:
dL.= 1 ZF;8j; = 1 3ZF,; dv,.
Apropiind aceste doud ecuatii, cipatim:
(8) dL; — 2dL, = 0.
Dacé tinem seama de (1), obtinem ecuatia generala

dL = 0.
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Prin urmare, deplasdrile punctelor de aplicatie a forfelor, dect de-
jormagiunile unui corp sub acfiunea unui sistem de sarcint dat, se
jace asa fel incdt lucrul mecanic acumulat sd fie minim.

Aceastd teoremd ne permite si gasim ecualia axei deformate
a grinzilor. )

Sa presupunem cd avem o grindd oarecare supusi la un sistem
de sarcini dat. Deplasarile punctelor de aplicatie a fortelor sunt
toemai ordonatele axei deformate a grinzii. Asa dar, ecuafia axet
deformate a grinzii este asa fel incdt lucrul mecanic acumulat de
grindd sd fie minim.

Am vazut cum determinam axa deformald a unei grinzi prin
integrarea ecuatiei diferentiale Kl d%/da* = — M.

Ecuatia (8) ne permite si o gisim direct din expresia lucrului
mecanic.

Sa presupunem ci ludm drept ecuatie a axei deformate a grinzii,
expresia: _

v =agfot+afr+afs + -
in care fy fu... sunt functiuni oarecari, date de coordonatele
punctului considerat, iar a,, a... niste coeficienti nedeterminati.
Acesti coeficienti vor fi astfel incat lucrul mecanic acumulat de
orindd si fie minim, deci vor trebui si satisfaca ecuatiilor (8):
3L;/9ay — 2 3L, /%ay = 0,
aL;/3a; — 2 2L./%a; =0,

(8)

\

ecuatii cari ne permit determinarea tuturor coeficientilor aq, ay,. . ..

Avantajul acestei metode este ¢ putem lua pentru v si o ecuatie
aproximativi si determina apoi coeficientii ag, aj,... asa fel incat
si obtinem pentru v aproximatia care o voim.

Concluzie.

Din cele de mai sus rezultd ca: reacfiunile, in cazul sistemelor
static nedeterminate si deformatiunile, in cazul celor static deter-
minate, se desvolti aga fel incat lucrul mecanic acumulat de intregul
sistem si fie minim.

Pentru aceste motive teorema lui Castigliano mai poarta si
numele de teorema lucrului mecanic minim.

Caleulul deformatiunilor v; si 0.

Am vazut ci aceste deformatiuni derivd din expresia luerului
mecanic L;. Acesta, la randul lui, este o functiune de forta axiala,
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forta taietoare, momentul incovoietor §i de rdsucire din sectiunea
de care ne ocupam. Cand in aceastd sectiune avem mai multe feluri
de solicitari, atunci L; este egal cu suma lucrurilor mecanice date
de fiecare solicitare in parte.

a) Sectiuni solicitate de momente incovoietoare.

Cele ce vom spune pentru acest caz sunt aplicabile tuturor
felurilor de solicitiri.

Expresia momentului intr'o sectiune oarecare z, este:
' S’ N
()) Mz — -Z’"xri/ F; St Ernm'm .M,‘,

o functie liniara de valoarea solicitarilor (F; si M;) si o functie oarecare
de pozitia sectiunii 2 in care ciutdim momentul, de directia solicitarilor
si de pozitia lor pe grinda. Aceste funetiuni sunt chiar coeficientii
de influenta m.i; si ny, care se stie ca sunt momentele ce se des-
volta in sectiunea a cand in sectiunea i este aplicata forta F; = 1
sau respectiv M; = 1. '

Din ecuatia (9), deducem:

(10) OM;/oF; = myiy 5 OMy/aM; = myin,

relatii cari ne dau valoarea si semnificarea derivatelor partiale
oM. /o.. ..
Daca introducem acestor valori in derivata lucrului mecanic
dat de ecuatia (3).
'z

(11) v =3Li/oF; =\ M (8M /oFy) ds/E,

gAsim:
(11) v = S M, mgiy deo
in care am notat:

(12) do =ds/EI,

cantitate pe care o vom denumi greutatea elastici a elementului
ds, la incovoiere.

Se vede numaidecat ci:

(11) g/ S M e A,
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b) Sectiuni solicitate de forte axiale.

Daci procediam exact ca mail sus, gasim:

(9) No = 2 By 2000, M;,

(10) IN R =i ANz /oM; = ngip
si deci:

(11) 9 = \ N, ngypde , 0= \ Ny ngim de,
in care:

(12) de = ds/ESL,

este greutatea elasticd a elementului ds la forle axiale.

Expresii absolut analoage obtinem daca in sectiune am avea
o forta taietoare sau un moment de rasucire.

Norma este absolut generalda si se aplica oricirui fel de con-
structie.

Vom ilustra aceasta incad printr'un exemplu.

¢) Sé#getile grinzilor eu zibrele.

Sa se gaseasch sigeata unei grinzi cu zabrele, static determinata,
in dreptul nodului n.

Luerul mecanic acumulat de intreaga grinda sub actiunea tuturor
sarcinilor este

Li; = 1 NG b/ EQu.

Proiectia sagetii dupad directia fortei F,, aplicata in nodul n,

este:
vn = OLif3F = Z Ny lix (ONufoF ) EQ;s..

Daca linem seama ca avem:
Nio=npn Fy +. ..+ nixn Fano .oy o 0N [0F, = nip,n

sl notam:

Y T
Rilesn li/.-/hgil.- = UWijkyn Niie lil\'/E-Qil.' = Wik,

gasim
(13) U = Z Nk Uiksn = 2 Titn Wil
formuld absolut analoagd formulelor (11).

Aplicarea ei este foarte simpla. Aplicim in nodul n forta F, =1
si sub actiunea ei gasim eforturile ny,, din bare si apoi lungirile
Wion datorite lor. Suma algebricd XN wik,n ne da pe vy,

Analog se aplicid si egalitatea doua.
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C) Teorema lui Maxwell.

Daci se integreaza ecuatiile de forma (11), se vede numaidecat
cd atat ¢; cdt §i 0; sunt functiuni liniare si omogene de valoarea
solicitarilor si deci se pot pune sub forma:

p;i = OL; /oF; = Zv“,., Ei + 2oy M,

(14)
0; = 9L;/aM;=20yyF ). + 201 My,

in care coeficientii de influentd vy, ete. sunt functiuni de pozitia
secliunii in care ciutim deplasarea si de directia si pozitia solicitarilor
pe grinda.

Se vede numaidecdt care este semnificarea acestor coeficienti
de influenta. Sa facem egale cu zero toate solicitirile de pe grindd
afara de Fy, pentru care luim valoarea F) = 1.

Se vede atunci ca ¢, este proiectia sagetii din i pe directia
¢, atunei cind in sectiunea k avem F, = 1.

“cuatiile (14) ne aratd si unitdtile in care se misoard acesti
coeficienti de influenta. Se vede ci ¢;; are dimensia m/kg, Vim si
B,y au dimensia 1/kg, pe cand 0, are dimensia 1/kg m.

Ecuatia (14) ne mai arati ca deplasarile datorite diverselor
solicitari se pot suprapune.

Valorile lui ¢;5i60;, in altd sectiune k, vor fi date evident tot
de un grup de ecuatii (14) si anume:

Vp = aLi/aFlI: = 2"/;1’/ I"i e 2-:Vlu'm 1\4,-,

(14)
0 = 3L; /oM = 201y F; + 20y M.

Daca din cele doua grupe de ecuatii (14) formam derivata doua
a lui L; in raport cu toate solicitarile, obtinem:

32Li/ oF; oF I" = Pk = Wlup*- e W% ;'/'i ;il:/ = ;/: ;I:i/

(15) 3L [AM @M= Ot =Opims "+ Wi®igm= flic. Osim
5 Ak b v
BLi[OFi M= vitm=0rif " @i Jim = M Onif

azLi/aI?.‘ aA’IL: VIam :Bilrf PR -;;l.' ;I.‘im — ,Zi ?';il:/

S& interpretam prin vorbe unul din rezultatele de mai sus, de
exemplu ¢,y = vi: proiectiunea pe ¢;a deplasirii punctului de apli-
~catie ¢, cand in sectiunea k este aplicatd sarcina F, — 1 dirijata
dupa ¢, este egald cu proiectia pe ¢y a deplasarii punctului de
aplicatie k, cand in iesteaplicata sarcina F; = 1, dirijata dupa ¢
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Este evident ca atunei cind cele doud direefiuni sunt paralele,
adica avem ;i = g;,;, atunci chiar deplasérile insiasi se bucurd de
proprietatea de mai sus.

" Aceasta-i teorema lui Maawell sau a reprocitifii deplasdrilor.

Se poate da o demonstratie simpla acestei teoreme in cazul
cand deplasarile si rotatiile coincid respectiv cu directia fortelor
si momentelor. Ne vom ocupa de primul si al treilea caz.

Primul. Si presupunem cid avem o grinda §i ca in secliunea i
aplicam forta F;. Grinda se va incovoia si in dreptul si in directia
sarcinii se va produce sdgeata v; = F; vji.

Luecrul mecanic acumulat de grindé va fi; 1 I,z ¢ii. DA  presu-
punem c& in sectiunea k aplicim forta F). In mod analog, lucrul
mecanic acumulat de grinda va fi } 1',\ ¢ Cand am aplicat F pe
grindi, atunci in dreptul lui Fise produce 0 sigeatd a carel valoare
este vi Fi. Aceastd sigeatd, forla F; o parcurge cu intreaga sa
intensitate si deci lucrul mecanic suplimentar acumulat va fi
F; F. vii, iar lucrul mecanic total :

L ——a' i "u + 3 bl. el +ﬁ By Vil

Sa ridicam sarcinile de pe grinda si sa aplicam intdiu pe F) si
apoi pe F,. Primii doi termeni din expresia lui L raman aceiasi.
Al treilea se modificd precum urmeaza. Cand aplicam pe F;, atunci,
in dreptul lui F/‘, se produce o sageatd a carei valoare este I'; v; pe
care I, o parcurge cu intreaga intensitate acumuland un lucru me-
canic Fj F;¢i;. Egaland cele doua expresii ale luerului mecanic,
@apatam:

Vile = Pli-

N’am mai pus indicele f pentrucd a fost vorba dela inceput
numai de forte.

Al treilea. Sa presupunem ca in sectiunea i aplicam forta F. Lu-
crul mecanic acumulat va fi 1 F7 ¢;;. Sa presupunem ci in secliunea
k dl)ll(,alll un moment M. Rotlrea produsa va fi My Osem, 1ar lucrul
mecanic acumulat & M; 0. Aplicand momentul M,, sageata in
dreptul forg,elh se 1nare§te cu im M. pe care forta F.o parcurge
cu fintreaga ei intensitate, deci lucrul mecanic suplimentar este
F,' .'W/, Pilime

Lucrul mecanic total va fi:

52 2 5
2= »}ﬁi Viif == 13‘ MI.' O+ F; My 9itm.

Sa presupunem ci aplicim intdiu momentul M si apoi fata F,.

SO ST
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Primii doi termeni din expresia lui L ramén acelagi. Al treilea
se modificd §i anume: Cand aplicam pe F;, atunci sectiunea #k,
care se aplicd momentul, se roteste cu un unghiu a carui valoare
este I iy pe care M il parcurge cu intreaga lui intensitate si
dand astfel un lucru mecanic F; M, 0.

Egaland cele doua expresii ale lui L, gisim:

Pite, = O
Caleulul cantitatilor vy, 0., v = 0,5, ete.
Avem la indemana doua cai: graficd si analitica.

a) Calea grafica.

. Sd presupunem cd voim sd gasim pe ;. S& mai presupunem
cd ne dim o grinda oarecare pe care ne diam doua sectiuni, ¢ si
k. Presupunem ci in sectiunea i avem o forta F, = 1 dirijata dupa
¢i. Dupd norma data la integrarea pe cale grafica a ecuatiei
Eld*yda®* = — M (pag. 362) construim axa deformati a grinzii
s1 gasim sdgeata, /m/, in sectiunea k. Proiectia acesteia dupa o) ne
da tocmai ::, ]T,,.,-/ = ¢4i. Putem proceda sl invers, anume, si aplcam
in sectiunea k o forta /'y = 1 dupi directia ¢;. In mod analog gisim
virg. Conform teoremei lui Maxwell, aceste doua cantitati sunt egale.
Aceasta ne servi de control al constructiilor grafice facute.

In cazul primei constructii, in dreptul sectiunii i avem j;; care
proiectat pe ¢; ne da tocmai ¢;.jiy = vj. In cazul celei de a doua,
in dr(’ptul sectiunii k avem ],,,., care proiectati pe ¢, ne da ¢ Cr ]/.L/— Plelef-

. Sd presupunem ci voim sd gisim pe ¢y, Vom aplica deci in
seqlunea k un moment M, =1 si vom construl axa deformata a
urrmzn In dreptul sec[umu i, avem sageat.a /d,,,,, care prme(,t.ntd
dupa ¢; ne da toemai ¢ jim = Vi

Putem proceda si invers. In _secliunea iaplicém o forta F; = 1
dupi directia ¢; si aflim unghiul wyif, cu care s’a rotit <ect|unea k.
Proiectia acestui unghiu pe directia ,17/. a momentului ne da uy, Opij =
0is. Conform teoremei lui Maavell, avem v, = 0. Cu dCLaSId
relatie facem controlul constructiilor grafice facute.

In aceste constructiuni va trebui si tinem seama cd atat ¢ cat
si 0 sunt foarte mici in raport cu celelalte dimensii ale grinzilor
i ca in plus, avem posibilitatea ca F =1 sau M = 1 si le luim
oricat de mici voim noi.

In aceste conditii. calculul grafic va urma norma aplicata canti-
titilor infinit mici asa cum s’a indicat cu ocazia deplasirilor virtuale.
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b) Calea analitici.

Vom aplica pur si simplu ecuatiile (11) date de teorema lui
Castigliano.

Ne vom ocupa mai intdiu de cazul cind grinda e supusa la
momente incovoietoare.

1°. Sé gisim expresia lui vy, adicd sigeata in i cénd in k
avem Fj = 1.

In acest caz. M, = muy si deci

(16) Vikf = Pkif = \ Mgl Maip do.

Este evident ca:

o ( 2
4 1 b) Viif — \ mgif do.
Analog gasim
g 9
{Jb) 6ilﬂu = 6Ia'm. = S Myim Makm do s Giim: S Maim do.

2°. Sd gasim pe vigm, adicd sdgeata in 7 cand in k avem M, = 1.
In acest caz My = My si deci:

Vilkm = S Majm Maif do.

Pentru 0, adica unghiul cu care se roteste sectiunea k atunci
cand in 7 avem F; =1, avem M, = muy §i deci:

{ “5) ol.-if == S Myif Maglm d((),

care ne aratd foarte clar ¢d ¢y = Oy
Absolut analog avem

(16) rim = Oirg = \ Mgt Mim do>.

Sa presupunem ci voim s gasim aceleagi cantitati in cazul cind
orinda e supusd la forte axiale.

Sa ne ocupam de vy, adica deplasarea sectiunii ¢ cand in k
avem F;, = 1.

In acest caz avem, N, = ngy s1 deci:

(16) Vikf = Yhif = S Ngrf Naif de
st deci:
'lG) Siif = S n_Tg,', de.

i i
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Analog:

~

2
(Iﬁ) Beiom = Orcem :‘ Nzim Nakm A€ = \ Naim de.

Procedand exact ca in cazul precedent, avem:
Vikm = 0/.'('/ = S Ralem Naif (185
(16) B

Yhim = 0(‘!;[ == S Nakj Naim de.

Procedam absolut analog in cazul cAnd am avea forte taietoare
si momente de risucire.

In cazul cind grinda este supusa la mai multe solicitiri, deplasarea
totala va fi egaldi cu suma deplasirilor date de fiecare solicitare
in parte. De exemplu, cind pe grindi avem momente incovoietoare
si foarte axiale atunci:

(16) ’
Virf =5 mf,-, do +

Vil = S Malf Myif dw + S Nakf Nyif dF,
g Rzif de.

Norma este absolut generala si se aplici oricirui fel de constructie
si solicitari.

Sd mai facem o aplicatie.

3°. Sa presupunem ci voim si aflim onp la o grindd cu zdbrele,
adica sageata care se produce in nodul n cand in p calca sar-
el =

In acest caz N;. = Nig,p- Introducand aceasta valoare in for-
mula (13), gasim

(16) Ynp = ZNiksp Nityn lir ) EQy,

a cérei structurii este identici cu a celorlalte ecuatii (16).

D) Principiul lucrului mecanic virtual aplicat

la corpurile deformabile.

S'a ardtat ca teorema lui Castigliano ne permite si gisim reac-
tiunile static nedeterminate, fie ci ele ar fi exterioare sau interioare
sistemului, pundnd conditia ca 3L/3... = p — ().

Daca constructia este supusi la un sistem oarecare de sarcini
si de reactiuni, oricare din ecuatiile (14) ne arata ci avem, de exemplu:

(17) Evi‘t/ F.+ Zvizm M, —0.

37. 1934, Gh. Em. Filipescu. Statica constructiunilor si Rezistenta materialelor.
WELIATEL /SN
CERTRHA BEIMERSITARY )

B’Ucu«ﬂsT‘./
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Aceasta ecuatie exprimd, pur si simplu, ¢ suma tuturor deplasarilor
in sectiunea i, unde avem o reacfiune, este nula.
Daca tinem seama cd dupad teorema lui Maawell, avem:

Pixt = Yaif §1 Yiem = 011/,

atunci ecuatia (17) o serim:
(l7) Z0zif Fe + 2:6.1ri/ M, =0,

Or, grupul F, si M, e un sistem de solicitari in echilibru, iar
9if $1 Oy sunt deplasarile, in dreptul acestor solicitari, produse de
sarcina F; = 1 aplicata in sectiunea i. -

Or, in aceste conditiuni si sub aceastd forma, ecuatia de mai sus

este exact ecuatia lucrului mecanic virtual;
XFp + ZM0 = 0.

Din cele de mai sus rezultd ca ecuatiile (17) sunt identice cu

toate cd se pot enunia diferit.
In cazul cdnd reacfiunea parcurge

§
—& bi ; wn drum cunoscut v,, atunct in membrul
~ - S s
¢ &= be ™ al doileain loc de zero yom pune aceasta
1

™ - L& A caloare.

i I I' 1

b { -

Aplieatia Nr. 130. O grinda orizontald, cu
Figura 418 sectiune constantd, de deschidere 1, simplu
rezemati la extremititi, suportd in sectiunea i
sarcina ;. Sa se giseasci sigeata in sectiunea k (fig. 418).
Vom aplica formula (16). Pentru aceasta ne trebuese valorile lui mzif $1 makj.
Expresiile lor pe diversele intervale ale grinzii sunt:

Intervalul | meif ‘ malkf
0 —ai bi x /1 b x /1
ai — alk ai a' /1 by /1

0 —br | aia'/l ar '/l
Efectuand calculele indicate de formula (16) gasim:
o, = F,a by, (2 — a%—b})/6 EIL

Sigeata, chiar in dreptul sarcinei, este:

vi = Fa? b*/3 IEI

A s £

si dacd sarcina e la mijlocul grinzii:

= FI*/48 EI
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Aplicatia Nr. 131. Fie o grindd simplu rezemati, actionatd de sarci-
nile Fy,.. . Fy si se cere si gisim sigeata in sectiunea i (fig. 419). Avem:
vi = vy Fy 4+ viy Fy + .. .4 vii Fi + ..o 4 Vin Fn,

Dupi teorema lui Maawwell, avem:

"il = ”l': - ""2 = ‘12,: s . ws¥in = Vni
si deci
vi=miFy + 05i Fy +o..+ wis Fi +... 4 oni Fi.

Or: i, vy, ete. sunt sigetile cari se produc in

sectiunile 1, 2,...i...n cand in sectiunea i J d [E
aplicim sarcina F; = 1. : 7] 7 i

Regula practica este foarte simpla. Aplicim | ! | i
. ; 3 . o : . i g ! H
i sectiunea ¢ o sarcind Fi = 1 si construim axa : H | i

b P " ! 1
deformati a grinzii dupa regulile cunoscute, & _ H He .
Sigetile acestei curbe sunt chiar coeficientii de _\ml\__Jﬂ‘
influentd cari intrd in expresia sigetii,
Ft
Aplicatia Nr. 132. Sa se giseascd ecuatia Figura 419

axei deformate a unei grinzi orizontale incastrati
la o extremitate si suportand la capitul liber forta verticala F. Sectiunea
§ i
grinzii este constanti.
Vom presupune ci axa deformati a grinzii are ecuatia:
v=a9g + ay T+ as x* +...
Grinda fiind incastrata, pentru x = 0, vom avea ¢ = 0 si Ov/x = 0, din
care rezultd ap = a; = 0. Din ecuatia EI % /32* = p, pentruci aci avem
o \ .
P =0, rezulti cid avem si a,= az= ... = 0.

Asa dar, ecuatia axei deformate se reduce la:
V=g @t - agad e wf0xt=2a; L 6ay

Pentru a determina acesti doi coeficienti aplicim teorema lucrului mecanic
minim si anume ecuatiile (8).

Din ecuatia (2) avem:

1
Le = 5 Fla, + agl) I
din care scoatem:
3Le/Say=5 I 12 ALe/Paz=+F I3,

Apoi din:

! -
L= }EI S (@2 /Ra®)2dx , OLif3...= EIS (3% /2x?) (3¢ /322, ..) dx
0 o
scoatem:
oLifday =2 EIl2 a, + 3 asl) , 93Li/day—= 6 EI BPas + 2 agl).
Introducand aceste valori in ecuatiile (8) gisim pe a; 1 ag si cipitim:
v=Fa® (31— z)/6 EI

care este tocmai ecuatia axei deformate a grinzii. Pentru 2 = I, adica la ex-
tremitatea grinzii, avem

¢, = FB3/3 EI
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Daci vrem si ne multumim cu un rezultat aproximativ, putem lua pentru
axa deformatd ecuatia:
o= ao (1 —cosax) , ©%/3a*= aoa® sinaxz,
care satisface conditiei ca pentru z = 0 si avem ¢ =0 si 30 /3w = 0. Daca
punem conditia:
cosal=0 , al= ‘2 %,
atunci sigeata la extremitatea grinzii este tocmai a.
Avem:
. (12, .
8L¢/3ao = v+ F , @eLi/ao= EI aoa‘\ sin?ax de =  Elas a®x.
o~ Y (. (]
Aplicand ecuatia (8) gisim:
a0 = v, = 32 F [n* Bl = FI3/3,044 EI,

rezultat care diferi de cel exact numai cu 1,4%.
Pentruci avem numai un singur coeficient nedeterminat am fi putut utiliza

numai ecuatia (1).

Sd presupunem cd voim un rezullat tol aproximaliv, insd mai eracl. Luim
atunci:
v=ado (1—cos az)+a, (1 — cos 3ax) 32 22 = a2 (a0 cos av+9 a, cos 3ax)
cu doi coeficienti nedeterminati ao $i a.

Cu conditia al = -; 7, avem evident

9= o + ay
Se vede, de asemenea, ci avem ¢ = 0, si 3v/3x = 0 pentru x = 0.

Daca aplicim ecuatia (8) gasim pentru dao valoarea din cazul precedent
iar pentru @, = 32 FI*/81 a* EI. Valoarea lui v este:

v, = 0o + a= FIS/3,007 EI,

care diferd de cea exactd cu 2,39%,.
Asa dar, si ecuatia axei deformate va diferi de cea exacta cam in aceeasi

masura.




XXVII. CONSTRUCTIUNI FACUTE DIN BARE.

A) Generalitati.

Am vazut la grinzile cu zabrele cum, prin bare articulate la ambele
extremititi, putem fixa in mod invariabil intre ele o serie de puncte
st deci cum putem realiza constructiunea numita grindi cu zabrele.

Putem realiza §i altfel de constructiuni.

Un punct B putem sa-l fixim in mod invariabil de punctul A
prin o grinda AB invariabila ca forma si pozitie.

Forma ei raméane invariabila, atuneci
cand o consideram nedeformabila, adica
rigida.

Pozitia el rimane invariabild, atunci
cind. printr'un numiar suficient de
reazime, impiedecim orice miscare a
ei. Se stie ¢ —in plan — obtinem
aceasta prin trei reazime simple, printr’o
articulatie §i un reazim simplu sau

printr’o incastrare (fig. 420 c).

In acest mod nu numai cele doua
puncte A si B dar toate punctele de pe ¢/ B
g¢rinda A B sunt legate in mod invariabil 4
intre ele. f

. De puncf,ele acestel grinzi putem Figura 420
fixa in acelasi mod alta serie de puncte.

De exemplu. de punctele C i E ale grinzii AB putem fixa prin
doua bare articulate, punctul D (fig. 420 a). Acest punct putem sa-l
fixam i prin bara CD incastrata in punctul Cin grinda A B (fig. 420 b).
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ContinuAnd astfel, ajungem la un sistem format din bave drepte
sau curbe care fixeazd in mod mvariabil intre ele o serie de puncte.

Punctele unde se leagd intre ele doud sau mai multe bare se
numesc noduri. Nod este 1 punctul unde una sau mai multe bare
se leagd de un reazim oarecare.

Acest sistem este in echilibru sub actiunea solicitarilor: forfele
date si reactiunile.

Daca separam o bard de restul sistemului, atunei in extremititile
el introducem necunoscutele N,
T s1 M.

Facadnd aceasta; observim ca

avem un numar m;; de bare in-
sastrate la ambele extremitati,

" \ fiecare cu cate O necunoscute, ci
avem alt numar m;, de bare in-
castrate la un cap si articulate la

s celalalt, fiecare cu cite 5 necu-
noscute si ca in fine avem un
numar m;; de bare incastrate la

! / un cap si simplu rezemate la

\ celdlalt si m,, bare articulate la
¥ ambele extremitai fiecare cu cate
Figura 421 > 3 <
4 necunoscute (fig. 421).

In total, pentru toate barele sistemului avem:

(1) 6mi + 5 mig + 4 (mis + Mua)

necunoscute.

Necunoscute mai sunt si reactiunile. Dacd socotim ca o incastrare
i echivaleaza cu trei reazime simple s si o articulatie a cu doua,
atunci numarul necunoscutelor r din reazime va fi:

(2) R AL L S gt

Pentru determinarea acestor necunoscute, statica ne da mai
intai cate 3 ecuatii de echilibru pentru fiecare din barele de mai
sus, deci:

(3) 3 (mi; 4+ mig + mis + Mag)
ecuatii. :

Nodurile ramase prin separarea tuturor barelor trebuesc sa fre
de asemenea in echilibru.

ol i .
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Observam si aci ca avem mai multe feluri de noduri (hig. 422).
Avem un numar n; de noduri in care se intalnesc bare incastrate
articulate sau simplu rezemate, pentru cari putem scri cite 3 ecuatii;
avem un alt numar de noduri n, in care
se intalnesc bare articulate la extremitati
sau simplu rezemate, pentru cari putem
seri cate doud ecuatii 1 in fine un numar
de noduring cu cite un reazim simplu,
pentru cari nu putem seri decat cate e
o ecuatie de echilibru. Numarul n de
ecuatit dat de echilibrul nodurilor este:

I'igura 422
(%) n=3n +2n, + ng.
Daed notam:
_ m=6my + 5 my, + & (mis + Maa) —3 (M + miq 4= ntis + Maa)
()
= 3 miy + 2 mig + mis + Maa,
atunci diferenta intre numarul necunoscutelor si numirul ecuatiilor
date de staticd este

(6) m+r—n.
In cazul cand aceasta diferentd este nula, deci cand:
(7) m-+r—n=0,

sistemul este static determinat. Aceasta relatie trebue si fie satisfa-
cutda si de oricare din partile componente ale sistemului de bare.

Dacid pentru intregul sistem sau. dacd pentru anumite parti
ale lui avem m + r— n<< 0, atunci sistemul nu este in echilibru.

In cazul cind m + r— n > 0, atunci sistemul este static nede-
terminat.

Valoarea expresiei (6), in acest caz, ne di nwmdrul cantitdfilor
static nedeterminate sau gradul de nestaticitate al sistemului de
bare.

Este evident ca dacad pentru intregul sistem, sau pentru o parte
din el, avem m + 7 —n > 0, dar daca pentru o alta parte din el,
avem m -+ r-—n < ), atunci sistemul nu este in echilibru cu toate
ca unele parti din el sunt chiar static nedeterminate.

Asa dar, conditia minima de echilibru este si avem m -+ r—n >0
atat pentru sistemul intreg cat si pentru toate partile din care se
compune sistemul.
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B) Constructiuni static nedeterminate.

Am viazut cari sunt criteriile dupd cari putem cunoaste dacd
o constructiune facutia dintr’un sistem de bare este in echilibru
sau nu.

Am mai vazut, in cazul cand este static nedeterminata, ca
numarul cantitafilor static nedeterminate este m + r— n.

Pentru a le determina vom aplica de atitea ori ecuatia lui Casti-
gliano, de cate ori sistemul este static nedeterminat.

Pentru aceasta va trebui mai intdi si ne fixam care anume
din numarul total de necunoscute le alegem drept necunoscute
static nedeterminate.

PLANGEN

i TP B gl en 1 S g

Figura 423

Daca din sistemul dat suprimdm o serie de reazime sau legaturi
al caror echivalent si fie m 4+ r— n, atunci sistemul ramas este
static determinat. Figura 423 aratd constructii static nedetermi-
nate in stdnga transformate in corespunzatoarele static determinate
in dreapta.

Pentru sistemul ramas si pentru partile lui componente va trebui
sa fie satisfacuta mereu conditia my +r, —n, = 0.

Necunoscutele introduse in locul reazimilor i legaturilor supri-
mate sunt necunoscutele static nedeterminate alese.

Sistemul fiind transformat in unul static determinat, atunci,
intr’o sectiune oarecare x a unei bare oarecare, vor exista momente
incovoietoare si forte axiale datorite cantitatilor static determinate
st celor nedeterminate si care vor avea [orma:

M = ljs + EV[ Maij + ZLML' M zim,

®) S
N = Ns-+2V; Nzif = Ziwi Nzim,
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in care M si N, sunt momentele si fortele axiale datorite cantiti-
tilor static determinate, iar V;, M;... sunt cantititile static nede-
terminate.

In cele ce urmeazi vom neglija, asa cum practica a consacrat,
lucrul mecanic datorit fortei tiietoare.

Odata acestea fixate vom aplica teorema lui Castigliano de atatea
ori cdte necunoscute avem, deci vom avea:

(9) 8L/3Vl = Vi = 0 5 aL/aAMl = 0" == 0.

Aceste ecuatiuni exprimé, pur si simplu, ci deplasarea punctului
de aplicatie ¢, sub actiunea tuturor sarcinilor, este nula.

S’a ardtat ca aceastd ecuatie este echivalenti cu ecuatia lucrului
mecanic virtual si ¢ deci o putem utiliza si sub forma

(10) SFy + XM = 0,

in care se stie care este semnificarea lui ¢ si 0.

Vom utiliza teorema lui Castigliano, dupa imprejuriri, sub forma
(9) sau (10).

In cazul cind reactiunea V; sau M; are o deplasare cunoscuta
vsi sau Og, atunci, in partea doua a ecuatiilor (9) sau (10), in loc
de zero vom pune aceste valori.

In aceste conditii, totul se reduce la rezolvarea grupului de
ecuatii liniare (9) sau (10).

Teoretic chestiunea este foarte simpla. Practic insd, trebue si
gasim calea cea mai lesnicioasid pentru a rezolva acest sistem de
ecuatil.

Act joacd un foarte mare rol transformarea sistemului in unul
static determinat, adica alegerea necunoscutelor static nedeter-
minate.

a) Prima metoda.

Vom ilustra aceasta printr’un exemplu. Sa presupunem ca
avem o grinda continui cu n deschideri.

1°. Aceasta o putem transforma in una static determinatd supri-
mdnd toate reazimile intermediare, luiAnd ca necunoscute static
nedeterminate reactiunile lor, adicd V,,... V,_,. Reactiunea V; a
unui reazim ¢ diferd de aceea a sistemului static tocmai cu V.

2°. Sa presupunem cd facem sistemul static introducdnd in grindd
pe fiecare reazim cdte o articulagie si luind ca necunoscute static
nedeterminate momentele pe reazime, asa dupd cum s’a aritat
la stabilivea formulei Iui Clapeyron. 1In acest caz, reactiu-
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nea intr'un reazim i diferd de reactiunea sistemului static cu:
(M — M) /Uiy + (M — M)/l 1, expresiune care are cel mult
valoarea lut V.

3°. Mai mult. Si presupunem cd transformdm grinda continud
intr'un sistem de grinzi simplu rezemate, la extremitalile céarora se
aplica niste momente M, date de noi. Necunoscutele problemei
in acest caz vor fi M; = My + AM; adica AM; Valorile lum
M;, fiind arbitrare, putem presupune ci sunt acelea date de un
sistem static nedeterminat mai simplu decat acela ce-l avem de
calculat. In acest caz, teorema lui Castigliano ne da diferentele AM,
intre aceleasi cantitaii static nedeterminate din cele doua sisteme.

Aceste diferente ne aratd in ce masura putem inlocui un caleul
exact prin unul aproximativ. Vom face mereu uz de calcule aproxi-
mative.

Avantajul metodei expuse este cd separd, dela inceput, calculul
in doud: unul static determinat si altul static nedeterminat.

b) A doua metoda.

Mai avem la indeméanad o cale, bazata pe faptul ca alegerea
antitatilor static nedeterminate este arbitrara.

In acest caz, putem lua ca necunoscute static nedeterminate
toate necunoscutele date de relatiile (1) si (2), stiind cé intre ele exista
numirul de ecuatii dat de relatiile (3) si (4), ecuatii de forma:

(ll) h= s I =0,...

Necunoscutele, intre care exista relatiile (11) vor fi, dupa teo-
rema lui Castigliano, astfel incat L; s fie minim.

Avem deci de-a-face cu o chestiune de minimum relativ.

Daci a;, ag,... sunt niste coeficienti nedeterminati, al caror
numir este egal cu numirul ecuatiilor (11), vom avea:

(12) SL,'/aVi + a afl/aVl + a2'3j2/81",- +... = 0.

Vom avea atdtea ecualili de aceasta forméd cite necunoscute
aven.

Numarul ecuatiilor (11) si (12) este tocmai atat cat ne trebue
pentru gasirea tuturor coeficientilor nedeterminati si a tuturor
necunoscutelor problemer.

In cazul cand deplasarea in dreptul necunoscutei V; este data,
¢, atunci in partea doua a ecuatiei (12), in locul lui zero, vom pune
aceasta valoare.
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Avantajul acestei metode este ci putem avea oarecare simetrie
in caleule si ¢a& putem pune in evidentd deplasirile din dreptul
tuturor necunoscutelor,

Are desavantajul ca numirul ecuatiilor, desi simple, este foarte
mare.

C) Constructiuni simplu static nedeterminate.
1. Grinzi drepte.

Cantitatea static nedetermmata ne-o putem alege dupd voie,
fie o forta, fie un moment. '

In fiecare din aceste doud cazuri, forfa axiali si momentul
incovoietor intr'o sectie oarecare x au valorile:

" N=N,4 Ving . pM=M, +Vimag,
: ; V== A‘\’s - Mi Nyim s M= fw.\- i Mi Maim.

Daca introducem aceste valori in ecuatia lui Castigliano, si daca
notam:

¥

=
Cim—\M, M gif dw s D \ M mizin, d(”,

g 5 ‘\s Nyif de s e \ N Nsim dE,
9 o
(2) ” 5

Viim Myt dew s um S 'n.r:m d(')’

2 ( a2

Viin = g Ngij de s O = S Naim dE,
§1:
7

PimtVin="9; s Viim+Vitn =V s 6im +0in :6l P Gimz +0iin :eiiy
atunei:
(3) V,- = — "i/"ii 5 Mi == 0;/0,‘,.

In genere deplasirile datorite fortelor axiale N si anume Bt
Viins Uin §1 Oiin sunt miei si in oarecare masura neglijabile fata de cele
datorite momentelor. Daci se fac aceste neglijari, atunci formulele
aproximative

y
Vi~— Vzm/"iim s M; ~ — Oim/eiim,

dau valori foarte apropiate de rezultatele exacte.
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Aplicatia Nr. 133. O grinda orizontald cu sectiune constanta, incastrata la o
extremitate, reazimi prin intermediul unei articulatii, pe un stalp vertical arti-
culat si la extremitatea de jos (fig. 424).

Sa se gaseasci valoarea cantitdtilor static nedeterminate presupunand
¢grinda incircatd cu o sarcind verticald F.

Si gdsim mai intdi numdirul cantititilor static nedeterminate.

Avem mig = 1, mge=1;i=1,a= 1:n; =1, n, = 2sideci m=2.1+1.1=3,
r=8414+24=5, n=341+22=7, mtr—R= 34+-5—7=1.

Asa dar, sistemul este simplu static nedeter-

L F 5 minat. Putem ajunge la acest rezultat si altfel.

ﬁ* g Se vede ci daca suprimdm stalpul 1-— 2,
3%

atunci restul constructiei, adici grinda 0—1,

este static determinatd. Ajungem la acelasi

rezultat daci incastrarea din 0 o inlocuim

7 Pentruci alegerea cantititii static nede-
f _jL terminate este arbitrard, vom lua pe M,,
Figura 424 adici momentul din 0, drept cantitate static

h
i printr’o articulatie.

nedeterminati.
Pentru a eisi pe M, ne trebuese valorile lui Mg, maom, ete. in diferitele sec-
-} o S
tiuni ale sistemului, pe care le aranjim in tabloul urmator:

Bara Elementele barei M | Mom ( Ns nzom
01 I, E, I M, | @ | — r. .
12 h, E,) 0, a LBl i) el

Avem apoi:
1 ‘ o2
Oom = S My z' dw/l= 8/l E I = Bon— —\ N (IF,‘:I = Vis h/l E, ..(.)1
0 J1
(1
00,,,,,:\ Vi BEI—1/3EI ,  Ooon = h/l E; Q.
Jo

Dacd se multiplicd totul cu E I si se noteaza:

E L/ E; 2 = ni?,

aveni:

Mo= — (S0 + Visnhi?) /(3 B+ nhi2/l).

Daca neglijam valorile lui Oon si Ooon, se obtine:
M, = —35,/8,

care este tocmai valoarea lui M, cand considerdm grinda incastrati in 0 si simplu
rezematd in 1, pe un reazim rigid.

Aceastd formuld servii si pentru un inceput de dimensionare a secliunii
grinzilor.

Pentru o incircare uniform distribuita pe toata grinda, avem, cu o aproxi-
matie destul de mare

My="“L 0+ 9nhi2/B)pl
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orizontala 0-—1—2, facutd dintr'o singurd

buecatd, deci continud, este articulati la mijlocul ei in punctul 1 de stalpul
1—3—4, de asemenea continuu si incastrat in 4. Pentru ca grinda si nu se
rastoarne se propteste cu douid contrafise care le considerdam articulate, in

punctele 0,2
tala.

i 3, in grinzile precedente. O fortd F' se giseste pe grinda orizon-
Si se giseascii eforturile in barele sistemului.

Sistemul este static nedeterminat. Dacd s'ar suprima una din contrafige
sistemul se transformi in unul static determinat. Deci sistemul este simplu

static nedeterminat.
Am putea lua ca necunoscuti
static nedeterminati efortul din-

tr'o contrafigi. Calculele sunt
lungi si nesimetrice.

Putem face sistemul static
determinat si altfel si anume
introducand in bara 0—2, in
punctul 1, o articulatie. Pentru

a restabili continuitatea grinzii
introducem acolo
necunoscut M,.

un - moment
Vom neglija in cele ce urmeazi
influenta fortei taietoare.
Observam ca M,, cantitatea
static nedeterminati, nu da efor-
turi in consolele grinzii orizontale
si pe porfiunea 3—4% din stalp,
deei pentru aceste portiuni ma,
si nzy vor fi muli si dispar din

Figura 425

ecuatiile lucrului mecanic, chiar daci sarcina caled pe consoli.
Pentru determinarea lui M, avem nevoie de cantititile din alidturatul tablou:

Bara Elementele barei ( M, I Maym l Ns Naym
0—1 il - x/1 - 1/h
1—2 LBV D M, a il Fa/h 1/h
1—3 h, E, 2, Fay/h — —Fb/l 2/1
0—3 s, E, Q, — — - —s/lh
2—3 s, E, £, — —  |—Fas/hl| —s/lh
Dacd notam: [ /Q = i2, 1/Q, =i}, 1/Q,= i3 atunci avem:
Oim = Su/lE I - O =F (alBi* —2bki] + as%}) /12 h2 EI,
Oum=218EI , Oyn=2 (Pi*+2h%i}+ s*i3)/2R2EL

Introducand aceste valori in
Daca neglijaim pe 0O,n si Oyn,

M, =

ecuatia (2) avem pe M,.

atunci din formula (3) obtinem:
—3S85/2 0,

adici momentul din 1 considerind grinda orizontali continui pe reazimile

rigide 0, 1 si 2.
Termenii neglijati corecteaza
reazimile sunt elastice.

aceastd valoare §i sunt datoriti faptului ca
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Aplicatia Nr. 135. Grinzi armate (riunghiular. Si presupunem cd avem
o grindd — facutd dintr'o singurd bucata — simplu rezemata la extremitatile
sale 0 i 1 (fig. 426). In cazul cAnd dimensiunile grinzii ies prea mari sau
cand vrem si avem o solutie mai economicii si dispunem de inéltime libera
sub grindd, atunei de punctele
4 si 5 ale grinzii articulim
doi tiranti, 3—4 si3—5 si
mijlocul grinzii il sustinem cu

popul 2—3, articulat de ase-
menea in grinda §i in nodul 3.

Aceasta e o grindd armata
triunghiular.

Sia se calculeze eforturile
din grinda si diversele bare
cand grinda este supusa la
forta F' ca in figura.

Chestiunea este absolut
analoagd cu precedenta,

Vom face sistemul static
determinat introdueand o arti-

culatie in sectiunea 2 a grinzii.
Figura 426 Curba momentelor My, pentru
grinda 0—2—1, va fi ca in

figura 426. Valorile lui Ms, Ns, maym, ete. sunt date de tabloul urmator:

Bara | Elementele barei M Mmasm Ns g
24 LEIQ M i —Fb,/2h | —1/h
25 LEIQ Ms Z 7L —Fb/2h | —1/h
23 h, E, £, — — —Fb, /1 2/1
34 s, E, £, — — Fbys/2lh s/lLh
35 s, E Q, - - Fbs/2lh s/Lh

Daci se desvoltd calculele ca in cazul precedent si cu aceleasi notatii, gisim:
Oam = (Sig + SeJ /LEL , Ogn=F by [IMi*—2'K* i2 4 s*i3) /B R EI
O = 21/3EL , Oygn=2 (Bi® + 2h%i] + s*i3)/Bh* EL

Se observa si aci cd valoarea aproximativa,

M, = —3 (Se + Se)/2 1,

este tocmai momentul ce se produce in reazimul 2 dacd se considera grinda
4—2—5 continui pe aceste reazime, considerate si ele rigide, si supusa la mo-
mentele M.

Cu aceasld valoare aproximativd putem incepe dimensionarea grinzii.

Aplicatia Nr. 136. Grinzi armate trapezoidal. Sunt la fel cu precedentele
insi armatura si grinda prezinti forma unui trapez. In figura 427 grinda
continuii 0—1 este armatd cu un tirant 2—6—7—3 si cu doi popi 4—6 si 5—7.
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Barele ce formeaza tirantul si popii se considerd articulate in punctele 2, 3,
4, 5, 6 s 7.

Grinda o presupunem incircatd cu un sistem oarecare de sarcini a ciror
curbd a momentelor este curba din figura.

Sistemul este simplu static nedeterminat pentruca daca suprimam, de

exemplu, tirantul 6—7, grinda se transformi intr'o grindid simplu rezemata.
Vom lua ca necunoscuti

- . 1
static nedeterminatda efortul [T —'ii_
H din bara 6—7. ot i i e

1 '

Pentruci grinda 01 are i L [ !
o indltime oarecare h, de care : ! o g : ‘

alle. eare e e 1 A |t
nu se poate face abstractie, si { i

|
. e }
pentrucd tirantii si popii se |
articuleazi in partea inferioari i
a grinzii, in acest exemplu
vom tine seami si de inil-
timea grinzii 0—1.
In aceste conditiuni, efor-
turile — forte si momente — ]
in divessele bare sau portiuni de grinda sunt date de formulele:

M= M; + Hmag; , N = Ns 4+ Hnig,

cu ajutorul tabloului urmitor:

M

(il

d

i

I

AN

Figura 427

Bara Eelementele barei M;

Mrgy LLEY T
0—2 si 1—3 LE I Q h M ot 85
2—4 iy M —hy % [l—h/2 —1
3—5 - M —hy &' fl—h /2 —1
4&—5 LB, Q,0h M —hy—h/2 —1
b—6 si 5—7 hy, E, 9, — — —hy /1
2—6 si 3—7 s, B0, — - s/l
6—7 b B §2, — - - 1

Fiinded e vorba de lungirea barei 67, deplasirile respective le vom nota
cu litera u. Vom avea deci:

In cazul nostru, pentruca Ny==0, avem si u,

Avem apoi

H = — (ugzm + Ugzn) /(Ugzezm + Ugzgan)

= 0.

7

— g = (Sat Sss + 1Q45) by /IET + Dy h/2 EI,

in care: Sy este momentul static al suprafetei momentelor in grinda simplu

rezemati 0—1 de pe intervalul 2—4, in raport cu punctul 2, etc.; €, este

suprafata momentelor in aceleasi conditiuni de pe intervalul 4—35, ete.
Avem apoi

ugem = [y (L + 30 + S A* (L + 20 + hby (I + )] /EL
ugrern = [l + 20) i* + 207 i}/ + (i + 23/18) i2]/EL
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Se observd cd, asa cum s’au aranjat, valorile lui u au toate pe EI la nu-
mitor, si ¢ in valoarea lui H, aceastii cantitate se reduce. Ori de cite ori vom
putea vom urma aceastd norma de caleul. Din inspectarea acestor formule
se vede c¢i chiar verificarea unei asemenea grinzi necesita calcule multe,
necum proiectarea ei.

Daca totusi se observi ci Uggn este mic fatil de tgrerm §1 ¢d in prima aproxi-
matie putem lua h = 0, atunci putem lua pentru u urmétoarele valori aproxi-
mative

— ugm = (Saa + Sgs + 1 045) by /1, Ugzerm = h? (h + ¥ )

formule in cari nu intrd dimensia sectiunilor diverselor bare ale grinzii si dela
care putem porni un calcul aproximativ al sectiunilor grinzii.
Din exemplul numeric

1t/m A
] ce urmeazi se vede mersul
iTe A 5 & SV pentru pro:ectarﬁa unor
5 (G 7 P astfel de grinzi. Se va mai
gy o Tl i SN e . :
=t 5760 208 vedea ci, cu toate aproxi-
2 matiile ce se fac, suntem

condugi relativ repede la
solutia definitiva.
Exemplu numeric. O
arindd de 12 m deschidere
care suporld o sarcind uni-
form  distribuitd pe loald
lungimea ei de 1 t/m esle
formata dintr'un  fier 1
armat trapezoidal cu un

Figura 428 tirant format dintr'o plat-
banda (fig. 428).
Si se dimensioneze grinda in ipoteza: ¢ = 0,40 m, [ = 2,80 m, [, = 5,60 m,

Jiy = 0,75 m, iar % si nu depaseasca 1000 kg/em?®.

Momentele M,, M, si Mp (la mijlocul grinzii), calculate ca intr'o grinda
sumplu rezemata de 12 m deschidere, sunt:
M,=0,40.11,60/2 = 2,32 tm, M,= 3,20.8,80 /2= 14,08 tm, Mp=12%/8=18 tm,

Valorile lui —Ugm $i Ugrgzm, dupd formula aproximativi, sunt:
— Ugim = (2,32 + 8.14,08 + 9.2,82/4) 2,8.0,75 /3 = 92,82 tm?®, Ugzezm = 4,2 m*®
si deci

H=221t ; Hh=1657> tm
In aceste conditii avem:
M, = 14,08 — 16,575 = — 2,495 tm.. , Mmn =18 — 16,575 = 1,425 tm

— Nyy=—Nys=—Ngs=Ngz=22,1 1, Nyg= Ngz= —5,92t, Nog= Ng;=22,88 ¢,

Pe baza acestor eforturi putem face o prima dimensiunare. Nu mai transcrim
aci calculele respective, insd se poate verifica numaidecat, ci o grinda formata
dintr'un fier I Nr. 28 cu I; =7590 cm?, W;=>542 cm?, 02=61,1 ecm?, h=28
cm., cu doi popi de cite 2, = 12.1,5 = 18 cm?® fiecare si cu un tirant de £, =
12.2,9 = 34,8 cm? slibite cu cite doud nituri de diam. 2 ¢m, satisfac conditiei
de a avea 9 < 1.000 kg./cm>.



595

Pe baza acestor dimensiuni. procedam la un al doilea caleul, fnsi utilizand
formula exacta a lui H.
In acest caz — ugyn creste eu valoarea:

5 Qb = (2,32.11,20 + 11,202 /12) 0,14 = 20,03 tm3 si vom avea deci
— Ugzm = 92,82 + 20,03 = 112,85 tm?,
Valoarea lui uggom creste cu:
ThE(l + 2 l) + hhy (I+10) = 0,142.11,20 + 0,75.0.28.8,4 = 1,984 m® i deci
: Ugzgrm = 4,2 + 1,984 = 6,184 m?

Ne mai trebue ttgzg:n. Avem 1*=7590/61,1=0,0124m?, if:7590/18=0,0-’12h|\’,
i3 =0,0218 m2, §—= 290 m,

Facand calculele GASIM: Ugrgrn = 0,1389 40,0045 +0,2577 = 0,401m? si deci
Ugzezm + Ugzgan = 6,184 + 0,401 = 6,585 m?3.

Asa dar, H = 112,85/6,585 = 1714t , Il (hy + + h) = 15,252 tm.

In aceste conditii avem:
My = 14,080 — 15,252 = — 1,172 tm. . My = 18 — 15,252 = 2,748 tm,
—Nay=—Nyy=—+Nyy=Ng;=17.14 t. , N~ .\'57=—4,59 ., Noyg=N;,=172,75 t.

Vom dimensiona acum grinda pe baza acestor eforuri.

Se vede numaidecat ci ne putem multumi cu acest caleul pentrucid unul
nou pe baza nouilor dimensiuni va fi foarte apropiat de acesta. In special, daca
pistram acelasi fier I Nr. 28, ceea ce va diferi in noul caleul va fi numai Ugzgn
a cirui variatie avand in vedere micimea lui, va fi nefnsemnati si nu va in-
fluenta asupra rezultatului.

Vom face acum verificarea sectiunilor nete si verificarea la flambaj a pie-
selor supuse la compresiune, dupi normele ce s’au indicat in capitolul respectiv.

Din fig. 428 se vede in ce misura tirantul modifici momentele din grindi.

Aplicatia Nr. 137. Grinzi cu contrafise (fig. 429). Se fac in genere din lemn si se
compun dintr'o grindi continua 0—1, simplu rezemata in 0 si 1 si pe nodurile
2 5i 3 dela intersectia contrafiselor
2—4 si 3—5 cu grinda orizontali

—3.  Grinzile orizontale, 01 si
2—3, pe intervalul 2—3, sunt soli-

1

~

darizate intre ele cu buloane asa
cd se incovoaie impreund.
Compresiunea  din  contrafisile

24 si 3—5 se transmite numai

grinzii inferioare 2—3, grinda de © Figura 429
Sus  nu participa, in genere, la
aceastd compresiune.

Se vede numaidecit ci sistemul este simplu static nedeterminat. Vom lua
¢a mecunoscuta static nedeterminati componenta verticali V a compresiunii
din contrafisi, adica reactiunile verticale din 2 §i 3 cari se vid ca sunt egale.

In conditiile de mai sus, sectiunea care participd la incovoiere pe portiunea
2—3 are1/EI, = £ (1/E I), iar la compresiune numai sectiunea 2, a grinzii
inferioare 2—3.

38. 1934, Gh. Em. Filipescu. Statica construcfiunilor si Rezistena materialeclor.
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In aceste conditii avem,

Bara Elementele barei | My ‘ My T
0—2 LE,I Ms Ly -
1—3 ol My —a' —
2—3 PR Dl R 8 B Mg —1 —Lfh
2—4 si 3—5 I IeE [ - —s/h

Din ecuatia:

S (Ms 4+ Vmay) mao do + S (Ns + Vi) nay de =0,
dupa ce am multiplicat totul cu [ EI si am notat:
— gm = S + Sps + k12 , k=1/L
o = Bkl + 50, o= (3] + 26%i3) /02
gasim: V = — om/(Veym + Vaen)-
Pentru ca si putem incepe un caleul de dimensionare aproximativa a grin-

zilor, presupunem ¢,y =0 si sectiunile celor doud grinzi orizontale aceiasi, ceea ce

ne da k= 1,—

Observare generald.

Din exemplele facute se vede cd putem grupa oricand canti-
tatile asa fel incat si putem face in prealabil un calcul aproxi-
mativ apropiat, aceasta in vederea dimensionarii elementelor siste-
mului. Aceasta este posibil pentruca deformatiile datorite fortelor
axiale sunt foarte mici in raport cu cele provocate de momente.

2. Arce cu doud articulatii.

Aceastd constructie simplu
static nedeterminatid o transfor-
mam in una static determinata fie
transformand o articulatie intr'un
reazim simplu, fie introducand

intr’un punct oarecare al arcului

o articulatie.

Toni In ambele cazuri, daca M, s
¥ 4 N, sunt momentul incovoietor s

Fiaura 430 forta ax.ia]é intr’o §ec;iune oare-
i care in sistemul static determinat,
atunci, in sistemul static nedeterminat, vom avea:
M — Ms + Hm,”,,, ’ .\' = .\vs + f]n,,-(,”.
Daca directia lui H o luam pozitiva ca in figura 430, atunci,
dupa conventiile de pand acum, avem:
Mo =—1Y > MNaon = — cos(0 — a).
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Daca aplicaim teorema lui Castigliano §1 notam

—Uoy = \ Megdo i Ly i— S N cos(0 — a) de,

Ugom == 5 Ydo | U= S cos? (6 — a) de,

Uom + Uon = Uy, 5 Ugom + Ugon = Ugo

gasim aceiasi formula
H =—u,/tig,

Chestiunea care se pune acum este numai calcularea diverselor
valori ale lui u, atunci cind ni se di forma si dimensiile arcului
precum si valoarea solicitarilor.

Afard de cazuri foarte simple, efectuarea integralelor definite,
cari dau valorile lui u, se face prin metode aproximative, prin
calcul sau grafic.

In genere arcul se face din unul si acelagi material ; asa fiind
L dispare din expresiile lui w.

Apoi, termenii u,, $i Uge, fiind mici, o evaluare aproximativa
a lor nu influenteaza mult asupra rezultatului.

Mai importanti sunt termenii u,, $1 Ugom a ciror evaluare ne
intereseazd mai mult.

Evaluarea prin calcul a valorilor lui u se face in modul urmator.

Se imparte lungimea arcului intr’un numir de pirti, de obiceiu
egale.

In punctele de diviziune se calculeaza valorile lui de =ds/l
si de =ds/Q. E comod de multe ori de a multiplica toti termenii
w cu o valoare I, oarecare (de preferinia o valoare apropiatd de
media momentelor de inertie I de pe intregul arc). Se noteaza
atunci

L/l =k , [,/Q =g
In aceste conditii in punctele de diviziune, avem:
do =kds , de = 2ds
In dreptul acelorasi puncte de diviziune, se calculeazi apoi y,
cos (0 —a), M, si N,
Facem apoi produsele indicate de formulele lui u. Insumarea

lor o facem dupd regula trapezului, regula lui Simpson sau orice
alta regula de efectuarea aproximativa a integralelor definite.
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In aceste conditiuni dacid lungimea s a arcului s’a impartit in
n parti egale, valorile lui u le putem inloeui cu cantitatile propor-
tionale:
— U = Z Myl , o — U = X N2 cos (0 —a)

o = 2rees® (0 =0}

) Upom — Zyzll

Din inspectarea acestor formule, se vede ca u,, va avea valoarea
cea mai mica atunci cand N, va fi cel mai mic posibil. Aceasta nu
o obtinem decat in cazul cind facem arcul static determinat trans-
jormdndu-l intr’o grindd curba articulatd la un cap st simplu rezematd
la celdlalt. In acest caz, M, sunt momentele produse in aceasta
orindd. In aceste conditii putem neglija o fata de wom-

De asemenea se vede ca $i ugn este foarte mic fata de woom §1
ca luand pentru arce turtite cos (6 —a) =1, avem ugm =n (i
cu 2 = I1/0 in care I §i 2 sunt valorile medii pe lungimea arcului
a acestor cantitifi. Asa dar, in aceste condifii avem:

TS | RSN SO T
si deci

H =ZM,yk/(Zy?*k + ni?)
formuld curent intrebuintatid pentru acest caz.
Aceastd formula ne da pe H dirijat dupa directia articulatiilor.
Se observd c¢i y se masoara normal pe linia articulatiilor.
Daca in loe de y luam pe y, misurat dupd o verticald, atunci
avem y =y, cos a si dacd notim cu H, = Hecos a, componenta
orizontala a lui fI, atunci avem:

Hy = ZM,yo k/(Zyik + ni*/cos?a)

formula tot atat de comoda ca si precedenta.

Am putea face arcul statistic determinat introducdnd o articulajte
intr'un punct oarecare, transformdndu-l astfel intr'un arc cu tret
articulagii.

In acest caz, momentele M, sunt mult mai mici, insd Ny are
valori insemnate. Daca H, este impingerea dirijatd dupa directia
articulatiilor in arcul static determinat cu 3 articulatii atunci avem :
Ny~ —Hgcos (0 —a) si deci

Uon ~ H 212 cos? (0 — a) =~ H, ni®

Componenta orizontald a lui H, este Ho = Hj; cosa.
Se stie dela arcele cu 3 articulatii ca valoarea momentului Mg,
intr’o sectiune oarecare, in cazul incarcarilor verticale, este:

M, = Hys (in — Yo)
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in care H, este distania polard — deci impingerea orizontali — a
poligonului fortelor ce corespunde poligonului funicular care trece
prin cele trei articulatii, m este ordonata curbei momentelor in
secliunea considerati, iar y, ordonata sectiunii arcului masurati
dela linia de inchidere a articulatiilor. In acest caz daca se imparte
totul cu cos®a, avem:

H, = Hyy [Z(m— y,) Yo le — ni?/cos®a] /(Zy2k + ni*/cos2a).

Aceasta formuli ne arati ¢ in cazul cand axa arcului coincide cu o
curba funiculari a incarcarilor, deci cAnd m = Yo, atunci H, este foarte
mic fata de H,, pentruca sini*/cos?a este foarte mic fata de Zy2k.

Asa dar, in acest caz, sau in cazuri foarte apropiate, arcul cu trei
articulatii ne poate servi pentru un inceput de caleul aproximativ
al sectiunilor.

Tot in acest caz, se mai vede ci H, este negativ si ci deci momentul
in dreptul articulatiei introduse este pozitiv. Cum articulatia o
putem lua in orice punct al arcului, rezulta ci tot arcul este supus
numai la momente positive, asta bine inteles numai in cazul m = Yo-

Evaluarea pe cale grafica a valorilor lui u se face cu ajutorul
poligoanelor funiculare dupa normele cunoscute.

Cu ajutorul unui poligon de forte format cu do =ds/I, sau
kds sau mai bine numai cu k, daca arcul ’a impartit in parti egale,
evaluam dupa normele cunoscute cantitatile y k si apoi, cu ajutorul
acestora, y* k si My k.

Evaluarea lui g, se face de obiceiu analitic st in mod aproxi-
mativ.

Influenfa temperaturii. Daca arcul n’ar fi articulat atunci el
s’ar dilata in directia articulatiilor cu cantitatea o =64 1-

Pentruca am multiplicat totul cu E, vom avea:

H = Ee;l/ug,,

produs din cauza variatiei de temperatura.

3. Grinzi suspendate.

Ele se compun din o grinda simplu rezemati care la intervale,
in genere egale, este suspendati prin niste tiran{i de un cablu fixat
de doua puncte date (fig. 431).

Lungimea tirantilor se aranjeaza astfel incat extremitatile care
sustin grinda sa fie in linie dreapta.
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Aceasta putem s’o facem pentru cazul cAnd grinda este complet
descarcata sau pentru cazul cand grinda este incdrcatd cu o sar-
cind oarecare.

In primul caz, cablul va lua forma unei curbe funiculare sub
actiunea tensiunilor tirantilor si a cablului.

In cazul al doilea, grinda se prezintd ca o grindd continud agezatd
pe reazime de nivel — in dreptul tirantilor —, cénd cablul va lua
forma unei curbe funiculare sub actiunea greutatii cablului, a
tirantilor §i a reactiunilor din acestia.

Putem lua distanta intre tiranti asa de micd incat eforturile
in grinda sa fie oricat de mici voim noi. La limita, c¢dnd presupunem
distanta intre tiranti nula si dacad extremititile lor sunt in linie
dreapti, atunci grinda neavéand nicio deformatiune nu ia niciun efort
si deci cablul e 0 curba funiculard a greutatii lui, a greutétii tirantilor
si a incércarii date. '

In definitiv, putem oricand aranja lungimea si pozitia tirantilor
astfel incat grinda data, oricare ar fi forma ei, si n’aibii niciun efort
sub actiunea unui sistem de sarcini dat.

Asa fiind, sub actiunea acestui sistem de sarcini, putem gasi
toate elementele geometrice ale cablului, dec1 Hy, ete.

In aceste conditiuni s aplicam pe grindd un sistem suplimentar
de sarcini. Grinda si cablul se vor deforma si ocupa 0 noua pozitie
apropiati. Fiecare punct al lor se va deplasa pe verticala respectiva
cu cantitatea v, iar directiunile 0 ale axei cablului si grinzii vor varia
si ele fata de pozitia lor
initialid. In aceste con-

ditiuni sa presupuneimn
ca [l a crescut cu can-
titatea H.

Sistemul se vede nu-

Figura 431 maidecat ca este simplu
static nedeterminat.
Pentru a aplica teorema lui Castigliano ne trebue N si M in
toate sectiunile sistemului.
Cablul se ancoreazia cam cum se aratd in figura 431,
In cazul figurii, pe diversele portiuni de cablu vom avea urma-
toarele valori pentru N:
Portiunea AB: N = (H,+H)/cos(8 + df) = (Hy+H)/cosb,
AD: N = (H,+H)/cosby,
DF: N = (H,+H) cosfy/cosb, cosll;.



599

In tiranti avem:

N=(H; + H) [tg (0. + df,) — tg (0., + dl,.,)] ~
(Hs + H) (tg0: — tg0, ).

In cazul cénd presupunem ca tirantii sunt agezali la distante
infinit mici, atunci unui tirant de pe intervalul de —1 ii revine
efortul:

N = (H, + H) &y + ¢)/da* ~ (H, + H) d*y /da®
neglijand pe ¢ fata de y.

Momentele in cablu si tiranti sunt nule. In grinda avem peste
tot N =0.

Sd evaluim momentul incovoietor in grinda. Vom observa mai
intdiu ca primul sistem de sarcini nu da momente in grinda pentruci
aga am fixat elementele geometrice ale cablului. Prin urmare in
expresia momentului nu vor intra H, si nici partea de efort din
tiranti datoritd acestor incircari.

Daci F sunt fortele sistemului suplimentar de sarcini, atunci:

M; =Vz—2F (x—a) + ZN, (z — )

in care V este reactiunea in reazimul grinzii s1 Vy efortul din tirantul
la abcisa ay, datorit numai sistemului suplimentar de sarcini. Insa
momentul datorit eforturilor din tiranti putem si-l inlocuim cu
momentul eforturilor dirijate dupa laturile extreme de poligon
funicular ale acestui grup.

Sa ducem in dreptul reazimilor 0 si 1 verticalele 00’ s1 11" pana
intalnesc axa cablului si linia de inchidere 01’

Efortul din cablu, in (/, si-1 descompunem in doua componente:
una verticali V' si alta dupa linia de inchidere 01

Avem:

ZN(z—o) =V'a—H(Mh +y +v) + Hh = Via—H (y + ).

Pe de altd parte, dacia luam momentul tuturor fortelor din in-
carcérile suplimentare in raport cu 1, avem:

(V+V)l—2ZbF =0.
Daca tinem seamd de aceste valori si neglijaim ¢, fata de v,
gasim:
M, =M;,— Hy
in ca e M, este momentul ce se produce in grinda, sub actiunea

sistemului suplimentar de sarcini, considerind-o simplu rezemata
la extremitatile sale.
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Acestea fiind stabilite, putem trece la efectuarea calculelor.

Vom presupune pentru simplificare ca E este acelasi pentru
toate barele. Vom mai presupune ca tirantii sunt infinit apropiati.
Notam cu [ momentul de inertie al grinzii intr'o sectiune oarecare,
I, un moment de ineriie mediu, [,/I =k, sectiunea cablului 2,
sectiunea tirantilor pe unitatea de lungime de grinda £,, apoi
1,/92 =% I/, =13.

Vom avea:

Ry — \ Myykdr , upom= S yrhdz'' <, g = Hy Waon,

oot (\ ds /cos20 + 2s,/c0s%0; + 2s5 cos?y/cos*0; cosls)

+ 13 & (d?y/da®)* ho da,

din cari deducem valoarea lu F1.

D) Constructiuni triplu static nedeterminate.

In aceste constructiuni N si M se exprimi in functie de trei
cantitati static nedeterminate.

Din aplicatiunile facute la constructiile simplu static nedeter-
minate s’a vazut ca desi ele sunt foarte variate totusi se giseste
o normia generald de calcul.

Aci problema este evident mai complexi. Oricum s’ar prezenta
problema, in mod general, in cazul de care ne ocupam, se ajunge
la rezolvarea unui sistem liniar de trei ecuafii cu trei necunoscute.

Chestiunea care se pune este de a gasi o cale care si ne poata
usura acest caleul.

O usurare nu putem avea decit in cazul cand facem o serie
de aproximatii. Chestiunea este de a sti ce anume aproximatii
si facem chiar dela inceput, asa ca rezultatele ce obtinem sa fie
in cadrul aproximatiilor curent admise.

Constructiile de acest gen sunt foarte variate. Vom face citeva

aplicatil.

1. Grinzi oarecari plane.

In aceastd categorie intrd si o bucati de grinda separatd dintr’o
grindd mai mare sau care leagi doud noduri oarecari.

R R S R —
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Pentru a restabili echilibrul ei, introducem in cele doui extre-

mitati fortele B si momentele M, cari vor trebui si satisfaci ecuatiile
de echilibru static.

In alegerea necu-
noscutelor static ne-
determinate avem
completd libertate.
Aceastd alegere de-
pinde de modul in
care facem grinda
static determinata.

Vom avea atatea
variante de calcul,
cate moduri avem
de a face grinda
static determinata.

a) Varianta I-a.

In aceastd vari-
antd vom face grinda
static  determinata
presupunand-o sim-
plu rezematd in capatul 1 si articulati in 2.

Notim cu R, + V,,, Ry M, si M, fortele si momentele
introduse in cele doudi extremititi ale grinzii (fig. 432)

Pentru echilibru avem:

; R+ Vs +ZF + Ry 4-Vpe=0
e — (R V) — ZbF+ M, — M,—0.

Ecuatia de momente este proiectia momentelor dupa normala
la plan, deci este o ecuatie scalar.

Componentele Vi, si V,, le determinim prin conditia ca ele si
fie reactiunile grinzii static determinate, asa cum s’a presupus mai
sus, deci si satisfaca:

Figura 432

(2) T}ls + :F ‘*"—‘723 — , —'lngg — 2 ﬁj = 0
Daca scidem (2) din (1), gisim:
(3) Ri+R=0 , —LR +M— M, =0

Prima relatie ne arata ci R, este acelagi pe toata grinda si de
aceia il vom nota pur si simplu cu R.
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In acest caz, ecuatia (3) de momente se transformi in:
(3) f=—0LR+M i

Sa serim expresia momentului incovoietor si a fortei axiale

intr’o sectiune oarecare a grinzii.

Daca notam M, si Ny momentul incovoietor si forta axiala
datorite cantititilor static determinate si M, si N, aceleasi, insi
datorite cantitatilor static nedeterminate, atunci avem evident:

(%) M=M,+M, , N=N,+ N,

Dupa figura 432 avem:

Originea lui r este evident in secliunea in care avem momen-
tul M,;.

Ecuatiile (4) si () sunt absolut generale.

Sa particularizam problema.

Vom descompune pe R in doud componente, dupa directiile
& st 7. Vom avea:
(6) R=H¢ + Vy.

In acest caz, ecuatia (3), de momente, se transformd in:

(3) TR i N T e

In cazul cand & este paralel sau coincide cu directia 1—2, atunci
ly& = 0 si ecuatia precedentd se reduce la

(3) f:4m+n_m=a

Asa dar, intre cele patru cantitati H, V, M, si M, avem ecuatiile
de legatura (3), cari sunt exact de forma acelela gisita la grinzile
drepte.

Vom raporta grinda la un sistem de axe &ly a carui origine
este in originea lui r, adica in sectiunea in care avem momentul M,.

Coordonatele , y ale unei sectiuni se fixeaza prin distantele
misurate pe normalele la cele doua axe. Se va observa cé sistemul
de axe ales are & < 0 pe cand grinda, dupa sensul pozitiv ales, are
v > 0 si deci vor rezulta oarecari cantitati cu semnul minus.
N’avem ce face, intru cit practica a consacrat acest sistem de axe.
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In acest caz, de pe figura, avem:

(7) E=y , m=—ax , E=h , lg=—1
si ecuatiile (3) s1 (5) se transforma in

(3) f=—Hh+VIi4+M—M,=0,

(5) My,=M,—Hy+4Vz , N,=—HE\— Vyl,

formule cari se pot usor controla pe figura.

Caleulul deplasarilor dupa H, V, M, si M,.

Deplasirile dupa directia & a celor doud extremitati 1 si 2 le
notam cu uy §i up. Mal notdm uy — uy = u.

In mod cu totul analog avem dupéd 7: ¢ = ¢, — ¢,.

Rotirile sectiunilor din 1 si2le notam cu 0, si 0, avand 0= 0, + 0,.

Pentru a le gasi vom aplica teorema lui Castigliano, {inand seama
ca intre cele patru cantitati H, V, M; si M, avem relatia de conditie
datd de ultima ecuatie (3).

Vom utiliza metoda coeficientilor nedeterminati, insemnénd cu «
singurul coeficient nedeterminat de care avem nevoie.

Ca’:

offoH = —h , 8f/aV =1 , offaM,=1 , of/aM,=—1.

Avem:

u=0L/oH —ah , ¢=0L/3V+al , 6=0L/3M,4a , 6,=—a,
cari ne dau

(8) w—hl, =3L/0H , ¢ + 10, =09L/3V , 0 =3L/oM,.

Aceste ecuatii sunt absolut similare celora ce am gisit la grinzile
drepte. Deosebirea 0 avem numai in ceia ce priveste semnele. Acolo
sistemul de axe era pozitiv, adica 5 > 0, aci avem ;-"7] =0

Se vede numaidecit ca dacd pentru o bucatd de grinda ni se
da, de exemplu, ¢ = 0, atunci putem determina toate celelalte de-
plasari.

Invers. Dacid ni se dau deplasarile w, ¢, 6; si 0, atunci ecuatiile
(8) ne dau pe H,V si My, iar din (3) deducem si pe M,.

Sa desvoltam ecuatiile (8).

Observam ca 2L/2H reprezintd deplasarea datoritd - tuturor
solicitarilor carl intrd in expresia lucrului mecanic, dupa directia
lui H, adicd a lui &

Aceasta deplasare se compune din o parte u, datoritd incarcarilor
considerdand sistemul static determinat, din o parte Huyy datorita
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lui H, o parte Vuy - datoritda Iui V si, in fine o parte Mjuy,, datoriti
T M;.

Procedand la fel gasim st pentru celelalte deplasiri expresiuni
identice.

Yom avea deci:

Us ””nll i I"Unl‘ == Mluu_u =u—h 02
<9) Vs + H"'llll - I"‘YVU;! + Aw]()u‘w =g l62
s HOyn + Vg + M0 =6,

Daca tinem seama de teorema lui Maawell care ne arata ci:
(10) unv =vun > Unm = pn , vum = Oy
atunei avem si:
ws + Hupyn + Veun + Mybyy = uw—h 0,
9) vy + Huyy + Vopgv + Mibyy =90 + 160,
03- + [11111_7” —+ "IVu_M -+ Aflou_u = 0

Primul grup de ecuatii (9) expriméd egalitatea deplasarilor, iar
al doilea exprima ecuatia lucrului mecanic virtual. Se vede si se
stie ci aceste doud grupuri sunt identice.

Acesta-i tipul de ecuatil pe care ni-l da orice sistem triplu static
nedeterminat.

Se vede, fara nicio dificultate, cd si in cazul unui sistem de n
ori static nedeterminat grupul de ecuatii (9) pastreaza aceiasi struc-
turd, cu singura deosebire c¢i in loc de 3 ecuati avem n.

Nu ne raméne decat si calculam cantititile wy,. .. uppn,... ete.

S’a aratat cum se calculeazd aceste cantitati. Aci nu vom face
decat sa aplicam formulele gasite.

Din formulele (4) s1 (5) gasim:

May =8M/OH = —y |, nayp =3N/3H =— &0,
(1) mayy =0M/3V =z , Mgy = 3N /aV = — b,
mapg = oM /M, =1 s B ==oN/oM; =0.

Yom avea:

us*——~—Sﬂlsy dw—s‘\’sgéde, ,J_ystsx d(u——SN,r_]ads : (
(12) . E . 2
unu,=S ydw -}—3—552618 > PV =S 22do + \770 de , Oy g

o o

5 = gy = &;z: ydw—i—s £6.50 de
(13) P

Unpm = 011,, oA = S Y dw y YuM=— Guy :\ zdo.

i
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Se observi ci termenii ug, 95 si 0, depind de forma si dimen-
siunile grinzii §i de incircari, pe cind toti ceilal{i termeni depind
numai de forma §i dimensiunile grinzii.

Pentru un caleul aproximativ, cu ajutorul ciaruia si putem face
un inceput de dimensionare a grinzii, putem neglija termenii dato-
riti fortelor axiale, adica a acelor termeni cari sub semnul integralei
au ca variabila pe e.

In cele de mai sus am presupus ci R se aplici in extremitatea
| a grinzii unde am i luat originea axelor. Putem presupune ca
R se aplici in alt punct O si ca acestei origini a axelor ii corespunde
momentul M,. In acest caz expresia lui M, este:

M, = M,—rR.

r masurandu-se din originea 0.

Nouii origini a axelor ii impunem conditia ca si avem:
(14) Sy(lw=0 : Szd(u=0 ; gxydw=0
adica sd coineida cu centrul de greutate elastic al grinzii la inco-
voiere, iar axele s& fie conjugate intre ele. In aceste conditii, fata
de noul sistem de axe, daca se neglijeazi termenul SEO.?;O.de
in genere foarte mic, atunci avem:

Usov = Yoot =0 , Ugom = Hoor1 = 0 s Yoort = Ogoy = 0.

Daca presupunem ci avem o grindi incastratd la ambele extre-
mitali, atunci u =0, v =0, =0, 6, =0 si grupul de ecuatlil
(9) se reduce la:

(18)  us +Hugon =0 , 0i+ Vooor =0 ., 8, + Moboors = 0.

Se vede ca alegerea convenabili a axelor de coordonate ne-a
permis sa rezolvim grupul de trei ecuatii cu trei necunoscute.

Dacé fata de noul sistem de axe de coordonate notim cu z, y
coordonatele unei sectiuni oarecari, ay, 3, coordonatele lui 2, atunci
ecuatiile (3) si (5) se transforma in:

(3) —Hyz—}-lzz—!—M — M, =0
N, ——H{-'G— l/7]6
(5) M, = + M,— Hy + Va.

Pentru un calcul aproximativ se neglijeazi termenii datoriti
fortelor axiale.
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Pentru arce de poduri sau poduri boltite se neglijeaza termenii
Vo de s o de.

Termenul S £0%de, avand in vedere ci este mic, se inlocueste cu
valoarea aproximativa:

SE(_P [ S cos?0 ds/EQ,, =1,/EQ,, in care 2, este o secliune
medie a arcului.

Termenul SNS_EBde B S Ny cosf ds/EQ se neglijeaza s1 el de

obiceiu. Se fine seama de el numai cand este vorba de calcule mai
exacte sau cAnd e vorba de deschideri mari.

b) Varianta Il-a.

In aceastd variantd vom presupune ca facem grinda static deter-
minati considerdnd-o articulatd in punctele 1 si 2 §i intr'un punct
oarecare al ei O (fig. 433). Notam cu B - Vio+H,, "By gt Hy,,
M, si M, fortele si momentele introduse in cele doud extremitali
ale grinzii.

Pentru echilibru avem:

R, + Vi + Hys + zlb + Ry + Voo + Hy, =0,
(1)

— LR+ Vs +H,)—ZbF + M, —M, =0.

= bqre

Componentele Vi, Hy,, Vi si Hy le determinam prin condifia
ca ele si fie reactiunile grinzii noastre articulatd in cele trei puncte
1, 2 si O, deci sa satisfaca:

= T’ls+TiIS+.§:F+T’%+HZS=0,
b s Dieda S el ] o
— U (Vs + Hy) —2bF =0, — L (Vs + Hy) — 2 (ly—a) F=0.
1 1

ecuatii cari reprezintd 4 ecuatii scalare cu 4 necunoscute.
Daca scadem primele doud ecuatii (2) din (1), gasim:

(3) Ri+R=0, —LR+M—M=0,

adica aceleasi ecuatil ca la varianta [-a.
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De aci incolo procedam exact ca in cazul precedent.

Deosebirea intre aceste doud variante consti numai intr’aceia
ca la prima M si N sunt momentele i fortele axiale intr’o grindi
articulatd la un cap si simplu rezemata la celalalt. iar in a doua
M, si Ny sunt momen-
tele si  fortele axiale
intrun are cu trei ar-

ticulatii.

Sa presuplfnem. cd Boih,
avem un arc incastrat pgp
la ambele extremitdfi si
incarcat cu o serie de Figura 433
sarcint verticale.

Si mai presupunem cit axa arcului este astfel aleasi incat ea
coincide cu curba funiculari a acestor incareari

In acest caz vom avea pe tot arcul M, =0, si deci:

= TR
== —g NeEOde ', "o = —\ Nambde , 6, =0.

Pentru arce turtite putem lua aproximativ N, ~ — H, &0, si
dect

==t \ E0%ds i to=1H; Szg;ﬁdé
Din formula (15) deducem:

(]G) H = — 1138352(18/140()1['

Avand in vedere ca termenul \ §0% de este foarte mic fatd de

.

\yzdm, atunei rezultd ca si / este foarte mic fata de I,

H fiind de semn contrar cu Iy, se scade din acesta §i deci va-
loarea H, — H < H,. Prin urmare, valoarea statici Hy este acope-
ritoare si ne poate servi pentru un inceput de calcul aproximativ.

¢) Varianta Ill-a.

Aei vom presupune, ca si in varianta doua, ci facem grinda static
determinata considerind-o ca un arc cu trei articulatii in 1, 2 s1 O,
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vom lua insd ca necunoscute static nedeterminate momentele M,
M, si M, din cele trei articulatii (fig. 434).

Plecim dela ecuatiile (3) cari aci sunt:
) LR+M —My,=0 ', LR+ M -+~ M,=0.

Grupul de solicitiri static nedeterminate R si M putem oricind
si-l inlocuim cu trei forte dirijate dupa trei directiuni neconcurente

—
oo

oarecari. Avem deci:
(17) R=XEt+Yy+2Zt

Cele trei directiuni le Iuam (2—1) &, (0—2) %, (1—0) .

Aceastd valoare va trebui evident sa satisfaca ecuatiile (3).

Daci se inlocueste in (3), se gaseste ca grupul de valori cari le
satisface este:

(18) Mo = Xa, 0 My =" Y NS

in care d sunt inaltimile triunghiului 0 12.

Aceste relatii se pot scri
de altfel si direct. Asa dar,
grupul de momente M,, M,
st M, l-am inlocuit cu grupul
de forte X, Y, Z aplicate
dupd dreptele 2—1, 0—2
st 1—0.

Figura 434 Fiind data legitura foarte
simpld intre M, si X, ete.,

putem lua ca necunoscute, indiferent, unele sau altele.

Sa gasim expresia momentului incovoietor si a fortei axiale
intr'o sectiune oarecare.

Ca sistem de axe de coordonate lu@im triunghiul 10 2. Pozitia unei
sectiuni se fixeazd prin trei coordonate x, y, z, masurate dupa nor-
malele la axele respective 3 7; ¢. Convenim si considerdam o coordo-
natd pozitivd, atunci cind se gaseste fatd de axa respectiva dela
care se masoard de aceiasi parte ca si d-ul respectiv.

Daea in primele ecuatii (5):

(5) M,=+M,— TR , N,=—Ro
facem inlocuirile, gasim:

(19 M,=+Xo+ Yy +Zz , N,=—XE0— Yno—Z26

Ne propunem si gisim unghiurile 0, 6, si 0, cu cari momentele
Mgy, M, si M, rotesc sectiunile respective.

i
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Daca finem seami cd acest grup de momente a fost inlocuit
cu grupul de forte X, Y §i Z atunci rezulta ca perechile de solicitiri
(My, — X), (M;, —Y), (My, — Z) isi fac echilibru. Daca notam cu
u, v, deplasirile dupa cele trei axe, atunci, conform principiului
lucrulul mecanic virtual, avem

Mbo—Xu =0 , Mb—Yo=0 , MO,—Zw =0.
Tindnd seama de (18) capatam:

(20) u=dyl, , v=d, , w=4d,0,
Putem deci caleula pe u, ¢, & in locul lui 6,, 6, si 0.
Vom avea:

u=1u, + Xu: + Yu, + Zu.,

(21) v =v; + Xo. + Yo, + Zp,,

w=w; + Xw; + Yw, + Zw.,

si cum conform teoremei lui Maawell avem:

(22) Uy =0z, Uz =Wy, 9=,

rezulta si:

u=us + Xus + Yo, + Zw,,

(21) v =v¢; + Xuy + Yo, + Zw,,

w=ws + Xu;, + Yo. + Zw..

Si caleulam cantitatile w,,... u,... ete. Din (19) gisim:
MpPRX =x , MY =y , M/Z =z

N/ X =—E0 , aN/2Y = —ul , aN/aZ — — 6,

cari ne dau:

Uy = SMS zdo— &Ns Ehde , p,— SM,ydw ——SNQ)@ de,

(23) - M
fori— SMs zdw — \Ns (0 de,

Uy = sz do + S;féz de 10y ==Sy2 do + S;)(;z de,

(24) i Sz.z do -+ 8252 de’. iy =Sa; ydw —i—S 0_';76 de,

vy = Syzdw +S
Aceste formule sunt absolut generale.

80. 1934, Gh. Em. Filipescu. Statica constructiunilor si Rezistenta materialelor.
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In cazul cind se neglijeaza deformatiile datorite forelor axiale,
daca aplicam teorema lui Castigliano {indnd seama numai de prima
ecuatie (19), atunci avem

(25) StWar doyi—10 "% S Mydow =0 gﬁW: dow = 1.

S’a vazut ¢ atdt pozifia cat si directia axelor & 9 51 sunt ab-
solut arbitrare.
In aceste conditii, ecuatiile (25) ne aratd ca momentul static

al suprafetel momentelor SM do datorite cantitatilor static deter-

minate si nedeterminate in raport cu 3 axe arbitrare sunt nule.
Aceste relatili ne dau toemai ecuatiile de cari avem nevoie.
Sub aceastd forma aceste ecuatii sunt absolut analoage celora
gisite la grinzile drepte.

d) Varianta IV-a.

Vom pleca dela precedenta introducénd inca o articulatie intr’un
punct oarecare 2 al grinzii, punct ales arbitrar (fig. 435).

Deocamdata observam ca
in acest mod constructia se
transform@ in una static de-
formabila.

Pentru a ne fixa 1ideile,
vom presupune incércata
numai portiunea de grinda
1-—2 pe care o consideram

Figura 435 de exemplu articulata in 1
si simplu rezemata in 2. Cele

3 reactiuni, cari asigura echilibrul static al portiunii de grinda, le

consideriim aplicate dupa (0—1) &, (1—2) 5 si (2—3) L.
Pentru echilibru avem:

"X.E + Yo + 2 + ZF =0,
_.-II_X‘.,—EWZO X llzs—l—Zﬁ:O,

ecuatii din care scoatem valorile lm X, Y si Z,.

Pentru a impiedeca deformatia statica a sistemnului, e suficient,
in cazul cAnd considerim portiunea de grinda articulatd in 1, sd
introducem in 0 un moment M,,, sau in 1 un moment My, sau, dupa
directia 1—3, o forta care si facd echilibru lui Y.
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Cu ajutorul deplasarilor virtuale sau a ecuatiilor de mo-
mente putem deduce toate aceste valori. Vom avea de exemplu
M,, —.—l Yor: =) wetc.

In rezumat, am transformat grinda noastra intr'un sistem
static.

Avind valorile lui X, Y, si Z; putem seri, in orice sectiune a
grinzii, expresia lui Ny, si M,. Daca luim cantitatea static nedeter-
minati sub forma (17), daca serim expresiile lui N si M in o sectiune
oarecare i procedim eca mai sus, dam peste ecuatiile (19), (21),
ebes

E comod de multe ori si in special cind grinda se compune din-
tr'un contur poligonal de a lua ca necunoscute ale problemei mo-
mentele My, M,... din nodurile
01,....

Sd presupunem deocamdati ci
grinda se reduce la conturul poli-
gonal 0—1—2—3 si cd ludm ca
necunoscute pe My, M,, M, si M,
(fig. 436). Figura 436

Sistemul fiind triplu  static

nedeterminat, atunci inseamni ci intre cele patru momente existi

o relatie staticd. Am putea gisi aceasta relatie plecand dela for-
mulele evidente:

(26) ' MM, =RR , M, — MysqRy. - My = LR

intre cari eliminam pe R.

Acest calcul ne conduce la priucipiul lucrului meecanic virtual.
Aplicim deci de-a-dreptul acest principiu. Lungimea barelor rama-
nind invariabild, facem ca unghiul din 0 sa varieze cu 0.

Unghiurile din celelalte noduri vor varia cu 0y, 0 s1 0,
Avem evident:

27) f =My, + M0, + M6, + M9, — 0,

O ecuatie care stabileste o legitura intre patru momente dintre
patru noduri consecutive.

Daca am avea n noduri atunci putem seri n — 3 asemenea relatii.

Raportul intre cantitatile 0, €, 6, si 0y se gseste pe baza celor

stabilite la capitolul ,,Deplasiri virtuale” (pag. 164—170) dela
grinzile cu zibrele.

39*




612

Dupi acele norme se gaseste ca in cazul cind cele patru noduri
formeaza varfurile unui dreptunghi sau paralelogram dacd luam
6, = 1, atunci avem:

BT ey =" g

care ne da
(27) f=My—M, +M,— Mg =0.
Daci noduri e formeaza varfurile unui trapez ale carui laturi
l, s1 l; sunt paralele atunei:
0, =1/l ', ==/ , G =114 5 fs=r—04/0,
care ne da: J
(27) [ = (My— M)/l + (My— My)/l, =0.

In cazul unui patrulater oarecare pe baza aplicatiei (38) dela
grinzile cu zabrele si cu notatiile de acolo, aratate pe figura 430,
gasim:

Op =do/(dy +dy) , O =—dg/(dy + dy),
O =do/(do +dy) , O3 =—dy/(dy + dy),

care ne da:
(27) (Mody + Maydy)/(dy + dg) — (Mydg + Mayd,)/(dy + dyj=0.

Dupa cum se vede, relatiunile (27) depind numai de dimensiile
cari fixeazd pozitia nodurilor.

Sé ne ocupdm de cazul in care grinda curbd se reduce la poli-
gonul format de laturile lo, b, ly st
sd neglijam termenii cari proyvin
din . deformatiile datorite fortelor
axiale.

In acest caz, pe intervalul
0—1 expresia momentului datorit
cantitatilor static nedeterminate
este My—roR. Cum R este
constant si directia lui ro coincide cu a lui l, atunci rezultd ca, pe
acest interval, momentul datorit cantititilor static nedeterminate
variazi liniar, cum este ardtat in figura 437.

Asa dar, vom avea pe intervalul 0—1 si 1-—2:

M =M, + M,z /lo + My /i,
M =M, + Myz/l, + My 2'/i,.

Figura 437

o
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Daca aplicim teorema lni Castigliano luind derivata pariiala
in raport cu M,, daca multiplicim totul cu un moment de inertie
arbitrar [ notind:

(28) I/Iy =ky , I/, =ky... Lkog =1y , e =i
dacad notam

(20 o S T S, T, FO RS /15 9 e, /==

in care Sp si Sy sunt momentele statice a suprafetei momentelor
M in raport cu 0 si 2, daca {inem seama de ecuatia (27) cu ajutorul
unui coeficient nedeterminat a, atunci gisim:

(30) oMy + 2(he + W)M, + M, + 69, + adf /M, — 0,

adica tocmai formula lui Clapeyron, bine inteles oarecum genera-
lizata.

Coneluziuni.

I. Avem cea mai mare libertate in alegerea sistemului static
determinat.

Mai mult. S’a vizut ¢i putem suprima chiar mai multe legaturi
cu conditia ca sd introducem altele cari si asigure rigiditatea statici
a sistemului.

2. Ca necunoscute static nedeterminate luim grupul de soli-
citari M, R aplicat intr'o secliune oarecare a grinzii sau intr'un
punct oarecare, arbitrar ales. Avem libertatea ca acest grup sa-l
inlocuim cu oricare alt grup echivalent, cum ar fi, de exemplu, trei
forte aplicate dupa trei directiuni neconcurente arbitrar alese, san
trei momente aplicate in trei puncte, de asemenea arbitrar alese.

Mai mult. In loc de trei necunoscute static nedeterminate, putem
lua mai multe insad cu condifia ca si {inem seama de un numir
corespunzitor de ecuatii statice ce existd intre toate sau o parte
din necunoscute.

Pin cele de mai sus rezultd ¢ avem la indemani o mare varietate
de moduri de a trata problema.

Aceastd imprejurare ne permite si aplicim fiecirui caz metoda
vare duce cel mai repede la rezultat.

2. Caleulul unui are incastrat la ambele extremititi.

Ne vom ocupa de un caz special si anume vom presupune ci
axa arcului este o parabola cu axa verticala. Vom presupune

)
|
1
\
\
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incastrarile de nivel si ci sageata la mijlocul deschiderii [ este |
(fig. 438). Vom mai presupune cid momentul de inertie intr'o
sectiune oarecare este [ =Iy/cosf, in care 0 este unghiul tan-

gentel la arc cu orizontala.

a) Arcul este supus la o for{d verticala F, aplicatd undeva pe el.

Sarcina fiind verticald, vom face sistemul static determinat
transformandu-l intr’'un are simplu rezemat la extremitatile sale.

Ca necunoscute static ne-
determinate luam grupul R, M
aplicat in centrul de greutate
elastic al arcului.

Sa determinam acest punect.
Din motive de simetrie el va i
situat la jumatatea deschideri.
Sa-1 determindm pozitia lui pe
o verticala. El va trebui sa sa-
tisfacé relatia [y do = 0. Deci

Figura 438

- .

\ydo = S yds/I=(1/1,) S y cosh ds = \y da=0.

. .

Asa dar, axa Ox (§) imparte suprafata parabolei in doud pérti
egale si deci se gaseste la 2f dela axa orizontala ce trece prin
reazime.

Ecuatia parabolei raportata la axele ce trec prin centrul de
greutate elastic, este:

Yo e &G
in care & = x/l are valori cuprinse intre — § SLo- 4L
Mai avem:
do =ds/I = cosl.ds/Iy = dz/1,

Daci toate ecuatiile le multiplicim cu Iy, atunci in loc de do
vom pune da.

In acest caz notam [,/0Q, =i* in care 2, este sectiunea medie
a arculul.

In aceste conditiuni gasim:

de:z ) 'S.z,-zd(.,:zmz o doo — &1 [2/45

PR}

\éo2. de~ 12, SE@.ﬁé.ds:O Vit de ~ 0.

Sa evaluam termenii cari depind de incarciri, adica: \JL B, «
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Arcul l-am ficut static determinat presupunandu-l simplu re-
zemat la extremititile sale pentrucia avem de-aface cu sarcini ver-
ticale.

Dacd notam cu ; si 2, abeisele-unei sectiuni dela cele doui rea-
zime 1 si 2, atunci expresia momentului M pe cele doui intervale
0—a si 0—1b este:

M, = Fbx,/l , M, = Fax,/L.
Valoarea lui SMS do, de exemplu, va [i:

{

\M, do — F[(b/l) S ndo + (a/D\’ .’rzdw}.

. -

Se recunoaste numaidecat ¢i primul termen nu este altceva dect
momentul ce se produce intr'o grinda simplu rezemata la extre-
mitatile sale, in dreptul sarcinei F, cAnd incarcam intervalul 0 — a
cu sarcinile do.

Suma ambilor termeni reprezinta deci momentul ce se desvolti
in conditiile de mai sus in dreptul sarcinei F cand incarcam intreaga
grindd cu sarcinile do.

Printr’un rationament analog, gisim ca \ M, 2z dw si \ M, y do
y & Y

sunt egale cu momentul ce se desvolti intr’o grinda, simplu reze-
mata la extremitatile sale, in dreptul sarcinei F, cind incircim
intreaga grinda cu sarcinile @ dw §i ydw, multiplicand apoi acel
moment cu F.

Asta in mod general.

In cazul nostru special pentruci do = dx, avem:

-

(M. do=1Fasb | \M, @ dor= &5 Fabla—1),

cari nu sunt altceva decat suprafata momentelor si momentul
static a acestei suprafete in raport cu axa 0y (1)-

Evaluarea lui Sﬂflsyd(u nu este tot asa de simpla. Pentruci

valorile lui M, sunt exprimate in functie de 2, si x, vom scri si
ecuatia arcului in functie de acesti parametri, si parabola, a carei
ordonate raman neschimbate, are ecuatia:

y = [ (hxa /P —3).
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Facénd calculele gisim:

\M.ydo = —Fa?b f (1 —4a/l + 3a2/2) /31,

o

)
\ M;ydo =—Fab?f(1—4b/1 +3b%/1%)/31,
0
si dect
1
g M,y do = Fa?b?%/3 P.
Jo
Daca ducem aceste valori in ecuatiile (15) si notam:
v =1/(1 4 451%/4 f?)
a carui valoare este foarte aproape de 1, avem:
H=15vFa®¥?/4Bf , V=-—Fab(a—b)/B , My=— Fab/21.

Aceste cantitafi sunt aplicate, evident. in centrul de greutate
elastic al arcului.

Aceste valori duse in formula (5) ne dia M, si N, in orice sec-
tiune a arcului la care se vor adiduga bine inteles M, si N,.

Prin urmare, chestiunea este rezolvati pentru o sarcind con-
centrata.

b) Arcul este incércat eu o sarcind uniform distribuitia
pe o lungime oarecare a, — a.

Vom presupune ci pe acest interval avem sarcinile concentrate
p da.
Daca facem calculele. indicate de formule, gisim:

‘ ‘ah b
H=(p/8fP a*(+5ab+10 b7
| \a,
[ ay, by | } ay, by
V=(p/2 B)|a2b?| My=— (p/121) | a® (I +2b) |
I | a, b ; | a, b
Se obisnueste adesea a se nota:
al =gl b —
Cu éceste notatil avem:
;ll vﬂl
H = (vpl/8f)|a®(a*+5a p+10 %) lﬁ
| @
2 zl by 1 z' 3 (1 1 by
¥ =Ltpllao’s l,a,ﬁ ) "Uo:—.m,pl a® (1 +2p) "
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1°. Sa presupuncm arcul incdrcat peste fol cu sarcina p-
La limita inferioard avem a= 0, f = 1, iar la limita superioarda a; = 1,
fr=0. Avem deci:

2 y A 1
H=vypl/gf , V=0 |, 1\10—~—l—2pl"
2°. Sd presupunem incdrcatd numai jumdtatea din stinga a arcului.

Avem:
a=0 , p=1 s Ul=ﬁx="§'
si rezultd

szplz//lﬁf » V=31’2Pl 1 Af[o=—2l4plz

3°. Sd presupunem incdrcatd tot o jumdtale de grindd, insd in inlercalul
0,21 pand la 0,71. In acest caz avem a= 0,2, =08, a,=0,7, B,=0,3.
Facand caleulele giisim:
H=0719ypB/8f ., V=001854pl , M,= 0,68 —112 p i
In cele trei ipoteze de ineciirciri momentele in reazime (M, si M,) sila
chee (M;) sunt respectiv:

My=— L (1— PB;—3ls (11—8y) pi;— 15 (0,7355 — 0,779 ») p &2;
M= L (1—v) p; s (1= 1) pBy o5 (0,86—0.7795) pi2;
My=— L (1—) pi; — ];2 (582 pBi— L (0,6425—0,779%) pe.

Tot astfel putem scri expresia momentului in orice sectiune.

¢) Are parabolic dublu incastrat si cu extremititile denivelate.

S& presupunem ci avem exact cazul precedent cu deosebirea
ci cele doud reazime sunt denivelate cu cantitatea h, (fig. 439).

In acest caz, nu mai este convenabil a lua originea axelor in
centrul de greutate elastic al

arcului, pentru ca axa Ou, e
conjugati axei verticale Oy,
fiind inclinata, expresiile

/C'

\ y*do,... ies complicate.

Luam originea axelor in
varful parabolei a carei ecu-
atie este

e aall e T Hs o
y=2a*/2p, 7
Figura 439

n

in care p, este parametrul ei.
Daca ni se di ordonata y, a varfului parabolei, atunei rezulta

$1 Yo
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Abscisa varfului parabolei este:

b=1(p—1 v/ — )
cu relatia evidentd [ =1 + L.
In cazul ednd y; = y,, gasim [, = =L L
Integrand intre ¢ = — 1 s1 z =1, gasim:

\dm=l : gmd(uzg(li—lf) ; Sydwz(lg + 13)/6 p

<

\ y dor=(13—14)/8 p, Sa do= {3 +12) , SyZdw=<l; +13)/20 p3

si ludm:
S:ﬁ:éz(lf“'liz : 836.15.116’\0 . Siéz.d.mo.

Sa calculam termenii datoriti incarcarilor. Avem:

34).

\A’L.dm = Siabs R;M,,.;vdw =1Fab(l + a

Pentru evaluarea termenului \ M ydo, vom lua mal intdiu
]

originea axei Oz in dreptul reazimului 1, cdnd parabola are ecuifia

R )

y = (=m—h)*/2po
si vom integra intre a; = 0 si x; = a si apoi vom lua originea in
dreptul reazimului 2 cadnd parabola are ecuatia

y = (z— &)*/2 p,

si vom integra intre x, =0 si x, = b.

Avem:
R Mydo = Fa*b (3a*—8aly + 612)/24p,1,
b
& Myydow = Fab? (362 —8bly + 613)/24p, 1
si deci: i

\.\-Isy do="Fa b|:3 (12— 3ab)— &a,+ b2y +6(al? +b13 )]/?.lipol.

Luam:

g.\‘s.éé.de~o , \N@@.da:_a

«
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In raport cu sistemul de axe ales, avem:
M=M,+Hy—Vz4+M, , N=>=_H. Q.

aplicind direct teorema lui Castigliano, avem:

Il(\yztlm -+ [1'2J —V SJ‘ ydo+M, \y = — \.\[,,y dw

.

—H gw ydo+V \.1"-’(1(1) — M, &1 do = Mz do

. . «

H gy do —V S.rll o + M, gd(u = — \;\1_\. dw

Am cipatat astfel trei ecuatii cu trei necunoscute; f, V' si M,
pe cari le rezolvam.

In cazul cand axa arcului este o curbi oarecare st legea de variatie
a momentelor de inerfie de asemenea oarecare, atunci evaluarea
cantititilor ce ne intereseazi se face dupa normele indicate la arcul
cu doua articulatii.

d) Curba de presiune.

Oricare ar fi ipoteza de incarcari, dupa normele indicate aci.
gasim pe I, Vsi M,. Deci, pentru fiecare ipotezi de incarcari. putem
determina pe R = HE + Vi. Daca, in cele trei sectiuni alese,
compunem pe R cu fortele determinate pe cale staticéi, gasim valoarea
rezultantei cantitatilor static determinate si nedeterminate aplicate
in centrul de greutate a fiecarei sectiuni. In fiecare sectiune putem

gisi, oricind, un punet in care, aplicAnd rezultanta respectivi, si

avem un sistem echivalent grupului R, M din centrul de greutate
al sectiunii.

Asa fiind, putem construi sau caleula o curba sau un poligon
funicular al tuturor fortelor, care sa treaci prin cele trei puncte a
celor trei sectiuni alese.

Aceasta poartd numele de curba de presiune. Cu ajutorul ei,
pe baza proprietitilor stabilite la curbele funiculare, putem deter-
mina pe N, 7' si M in orice secfiune a arcului.

Evident ca aceste cantititi le putem calcula s direct cu ajutorul
cormulelor date.
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E) Cadre.

Se obisnueste a se denumi cadru orice constructiune facuta din
bare drepte sau curbe cari leaga intre ele in mod invariabil o serie
de puncte.

4 Punctele unde se intalnesc douad sau
mal multe bare drepte sau curbe se
numesc noduri. In noduri barele pot
fi incastrate unele intr’altele sau ar-
ticulate.

Y Dupd aceastd definifie, aproape
toate constructiile sunt nuwmai cadre.

Se pare insi ca se rezerva aceasti

denumire numai constructiunilor ficute

cum s’a ardtat mai sus, cari insd sunt

¢/ static mnedeterminate si  in special
acelora la cari momentele incovoietoare

Figura 440 hotarasc aproape exclusiv dimensionarea
grinzilor.

Constructiei din fig. 440 a desi este un cadruii vom spune arc cu
trei articulatii. La fel constructiilor din fig. 440 b si ¢ le vom spune ci
sunt arce cu doud articulatii. Con-
structiei din fig. 441 a fi vom spune
ca este un cadru. Acelasi lucru cu a).
fig. 441 b.

Dupd cum se vede, o demarcare
precisi intre aceste denumiri nu se
poate stabili si nici nu se face mare b).

pacat dacad in caz de ambiguitate se
numeste intr’un fel sau altul.

Ca aplicatii ne vom ocupa de cateva b - = &

cadre triplu static nedeterminate. Figura 441
-4

1. Cadru dreptunghiular.

Se compune din o grind&, in genere orizontala, de deschidere [
si doi montanti verticali de indltime h incastrali cu un cap in rea-
zime si cu celilalt cap in grinda orizontala (fig. 442a).

Grinda orizontala are momentul de inertie /o, iar montanti ;.

Vom neglija deformatiunile provenite din forte axiale.
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Putem utiliza oricare din variante, indicate mai sus.
Vom intrebuinta ultima varianta.

a) Vom presupune deocamdatii e avem sareini verticale.

Introducem in fiecare din cele 4 noduri cate o articulatie
(fig. 442 b). Sistemul se transforma in
unul static deformabil. Pentru a-l1 face p—a—t—b
rigid, in unul din noduri vom introduce | 2
un moment. Sub actiunea sarcinilor verti-
cale se vede ci acel moment este nul.

Vom aplica aci principiul lucrului L .
mecanic virtual si formula lui Clapeyron,

ludnd ca necunoscute momentele dela -
colturi.

Dacd multiplicim toate ecuatiile cu
Iy, vom avea

ke ="I,/I, =1 s ky=L/LE =k,
Zo=kh 5 ;l=l s 12———](}1, e -
g i
si deci: 1 b '
Mo—A'Il-i—Mz—Ma:O, ) ) L
UhMy + KhM, + o = 0, S Figura 442 A\
khM, -+ 2 (I + kh) M, + M, + 62, —a =0,
(31) IM, +2 (l +kh) M, + kh M, + 62, +a =0,

khM, + 2khMy — a = 0.
Din aceste ecuatii scoatem:
4M, — M, + 3M, =0,
(32) 4M;y + 3M, — M, =0,
2a 4 3kh (M, — M,) = 0.

Daca valorile lui My, M, si a, scoase din aceste ecuafii, le intro-
ducem in ecuatia treia si a patra din grupul precedent si daca notiam:
(33) A = (Q, + 9,)/(2l + kh) = Q/(2l + kh),

B =—3(02,—Q,)/(l +6kh) =Q (a—b)/l (& + 6kh),
in care £ este suprafata momentelor de pe intervalul 1—2, atunci
capatam:

My=A+B , M,=—24 + B

Mg =A—B,
expresiuni destul de simple pentru momentele dela colturi.

AR e Y
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In cazul cAnd grinda este incarcatd asa fel incat £ = £,, cum
ar fi de exemplu cazul incarcarilor simetrice, atunci B =0 si deci
My=M,=A , M,=M,=—2A4.

Pentru o incarcare uniform distribuitd pe toatd lungimea 1—2,
gasim:

v 1 /(€ 1 /7€
My =M; =35plo/(2 + Kb/l - 0 My=M, =—4plt/(2 + kh/l)

Pentru ca si putem gisi valoarea lui V, s1 T, adica forta axiala
si taietoare intr'o secfiune oarecare datorite cantitatilor static
nedeterminate, va trebui sa gasim pe R.

S’a vazut ca grupul de momente M, M, .. .intre cari exista relatia
(27) este echivalent cu trei forte aplicate dupa trei directiuni oare-
cari. Luam deci fortele X, Y, Z aplicate, de exemplu, dupa (1—2) &,
(2—3 75 st (0—1) L.

i

Din ecuatile (26) sau de pe figurd, avem:

KX =My—My=M;—M, , IY =M, , IZ=M,
Aceste valori ale lm1 X, Y, Z introduse in (17) ne dau:
M) /h +nM;/l + TM,/1
S’a vazut ¢ N, = — RO. Daca multiplicim scalar R eu — &,
— 1, — C, gasim valorile lui N, dupd cele trei directiuni. Facand
aceasta gasim:

R =EM,

Nyp=—3A/h , Nyp=(24—B)/l , N = (24 + B)/L
v F Ca sa avem pe [V total, la aceste can-
——':-—— g titatli vom adduga respectiv pe cele static
1 h determinate.
a
Lzzyf el ,_g b) Sid presupunem acelasi cadru supus la o
forta orizontala (fig. 443).
! 2 : @ . .
e E Facem sistemul static determinat in-
] i troducand in cele patru colturi cite o
:_’rf h l articulatie. Observam insa ca in acest
mod sistemul devine deformabil.
=gy -0 ‘lz’ Pentru a impiedeca aceasta este sufi-
H kel Ficura 443  cient sa introducem in O un moment
3 egal cu M, =—aF.

Am putea proceda ca in cazul precedent. Ca variatie de aplicatie
vom proceda dupd varianta treia, presupunand ca grupul static
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nedeterminat consti din trei forte X, Y, Z aplicate fiecare respectiv
dupd (1—2) &, (2—3) 9 si. (0—1) .
Daca neglijam termenii datoriti deformatiunilor axiale, s’a vizut
ca ecuatiile se reduc la grupul (25).
Cu notatiile din (28), dupa ce am multiplicat totul cu 7y, si am
notat Iy/I; =k, din (23) si (24) scoatem:
us = kS , v =klQy , w, =0

Uy = 32kh® , o, =w, =2 L+ k), uy=w, = thhil , v, =13

i

Daca punem aceste valori in ecuatiile (21), daca multiplicim
totul cu 6 si dacid notam Q, = Sip/h adica reactiunea suprafetei
momentelor 2 pe reazimul 0 considerind grinda 0—1 ca simplu
rezemata, atunci cipiatim:

6kQy +4kh2X +3khlY +3khiZ = 0,
(34) 6kQg + 3k h2X + 20 4+3kR)Y +12Z =0,
3kIX +PY +20(l +3kh)Z =0.

Daca notam:

(39) A =Kk(20,—0Q,)/2 (20 + kh) , B'= 3k /(1 + 6kh),
C = 39Q/2h

atunci avem:

Al =3l 0, 1Y = 24 g lZ =—24 4+ B
Valoarea momentelor la colturi va fi:
My=AbsBanC ., M, =24 M, = — 24 + B,

My=A+B—C
expresii_de altfel destul de
simple. (22

Aplicafia Nr. 138. Un cadru
eul=6m, h=4m, 1/I, = 3/2,
suportd o sarcind verticala F=11 ¢
asezata la distanta a=2m, b="4m.
{fig. 444).

Si se afle curba momentelor.

Avem:

A=14/(2.6 +3.4/2) =0,
B=14 (2—4)/6 (6 + 6.3.4/2) = — 0,032
Mo=+0,190 tm, M;= 0476 tm, M~ 0412 tm. M,—0254 tm.

In dreptul sareinei, avem M — 0,878 tm.
Pe figurd se vede distributia acestor momente.
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Aplicatia Nr. 139. Acelasi cadru presupunem ci este solicitat de o fortd
orizontald F = 1t, aplicatd la indltimea a = 3 m. (fig. 445).

Avem My, = —38tm.; Q4 = —4,5tm? Q,=—3.4,5/6 = — 3,375 tm*
0O, =—1.45/k=—1/125 tm?

A=38 (—2.1,125 + 3,375)/2.2(2.6 + 3.4/2) = 0,047 tm

B=—3.3.45/2(6 + 6.3.4/2) = — 0,482 tm

C=—3.3375/2.4 =— 1,266 tm

cari ne dau:
M, = 1,795 tm, M, = 0,388 tm, M,= — 0,576 tm, M;— 0831 tm.
Momentul in nodul 0 va hi
M,=—3+1,795=—1,205 tm.
Daca se face caleulul,
in dreptul sarcinei F, gasim
M = 0,740 tm.

Pe figurd este indicata

variatia acestor momente.

Aplicatia Nr. 140. Acelasi
cadru, presupunem cd este
solicitat de o sarcinid orizon-
tali uniform distribuita pe

Figura 445 toatd indltimea h a montan-
tului 0—1.
Vom avea: My = — 4 pht— —8p, Q= — zs patda = — 4 ph®
2y = Sp/h=— %S prtde/h = — 5 ph®, = Qy— Q= '—31.1 r "
; 5" i N
' il il il P
; V27 Py e

Figura 446

Fiacand inlocuirile avem:
A=3p, B=—%p, C=—3p

care ne di:

M, = — 3 746p, M,= 0,921p, M,= —1,365p, M, = 1,968p.

Curba momentelor este trasatd pe figura 446.
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F) Cadre inchise.

Sunt formate din o grinda continud care formeaza circuit in-
chis. Echilibrul lor se asigurd in genere prin o articulatie si un reazim
simplu (fig. 447).

Se vede cd un cadru inchis este triplu static nedeterminat. In
adevir m =0, n =0, r = 3 st deci m +~r—n = 3.

Pentru calculul lor putem utiliza oricare din variantele indicate.
Pare insd avantajos de a face sistemul
static determinat introducand 3 articu-
latii arbitrare. Ca sistem static nedeter-
minat ludam sau grupul R, M aplicate de
preferintain centrul de greutate elastic
la incovoiere al cadrului sau grupul
R =XE+ 1;) + ZC in care componen-
tele X, Y, Z sunt aplicate dupa directia
celor trei articulatii, ceea ce este echiva-
lent cu grupul de trei momente M,, M, sl
M, aplicate in trei sectiuni arbitrar alese.

Avantajul metodei consta intr’aceia

Figura 447

¢ avem cea mai mare libertate in alegerea pozitiei articulatiilor
ceea ce ne permite simplificiri de calcule. Semnele momentelor se
fixeaza dupd norma adoptata la grinzile curbe.

Aplicand acea norma aci rezultd ca momentele sunt pozitive cAnd
prodiicintr’un element de grinda dreapta,
convexitatea spre interiorul cadrului.

Metoda se preteaza si calculului
grafic. Pentru a avea pe Nssi M in
orice sectiune a cadrului n’avem dect
sé facem ca poligonul funicular al fortelor
‘ date si al reactiunilor statice si treaca
: e prin cele trei articulatii.

1

{ | Cadru dreptunghiular inchis.

/i : 4 a) Cadru supus la incireiri simetrice.

i Sid presupunem ca este supus la
Figura 448

o incircare uniform distribuita p. Ar
fi cazul unui rezervor dreptunghiular, a unei celule de silos, etc.
(fig. 448).

-

40. 1934, Gh. Em. Filipescu. Statica constructiunilor si Rezistenta materialelor.
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Daci introducem céate o articulatie in fiecare colt se vede ca.
din motive de simetrie, vom avea acelasi moment in toate colfurile.
Dupi norma admisi pentru momente se vede ca M, vor avea semnul
minus. Avem

M=—M+ M,

Aplicand teorema lui Castigliano si neglijand influenta depla-
sarilor datorite fortelor axiale, avem

—\_Ms do + AI,,S(IU) =1,

Avem apoi:

SMS do =1+ p (B/1 +k/L), de =2 (/1 + h/1)

Notand: k = I/1;, gasim:

M, = p (® + kh3)/12 (I + kh)

1 144 2
b) Cadru cu o articulatie si un reazem
simplu.
hl : - :
o Fie un cadru complet inchis
i . 1—2—3—4 a carui echilibru este asi-
4 3

= gurat printr’o articulatie in 4 §i un
reazem simplu in 3 (fig. 449).

o Vom aplica prima varianta, facénd
sistemul static determinat prin intro-

Q, e
L]

ducerea a trei articulatii in nodurile
15220510 3

Ca sistem static nedeterminat luam
grupul R, M aplicat in centrul de
greutate elastic al cadrului.

L
le——
@

Figura 449
Grupul de ecuatii (15), aci ia forma:
H= SMS ydo /Sy2 do,V = ——SMS z dw /Szﬂdw, M, = ——SMS dw /de
Aceste ecuatii le vom multiplica cu I, notand
dldy =k o1l =

In aceste conditii, greutatea elasticd a cadrulul este:

~

(36) de — Ll - ek
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Centrul de greutate elastic il gasim luand momentul static in
raport cu axa care trece pe la jumitatea inaltimii i impartind
cu greutatea elastica. Distanta centrului de greutate dela mijlocul
inaltimii spre —}—7} este:

(37) Lh (ko —1)/2 (1 + kol + 2kih)
cari ne da:
(37)  eg=h (I+hkh) /(I +hkod+20h) , e=h (Kol +-kyh) /(1 4kl +2k, 1),
Cu aceste elemente capitim:
S Yo = h? [(2/.'ol+ Feyh) (21 + kyh) — kol2J/3 (l + kol + 2k, h)
{18)
Sﬂmo:éﬁﬂ+%l+ﬁhm.

Acestea fiind stabilite putem trece la cAteva cazuri de incireari

1°. Sa presupunem grinda 1—2 in- Fl i
carcatd cu o sarcind verticald F. In acest +F—a 6 !
1 2

caz, daci sensul in care parcurgem \ih\’l
conturul cadrului este ca in figura 450, {
momentul produs in grinda 1—2, in
sistemul static determinat, este posttis. 1

Notim ca de obiceiu 2 =0 b,
~ Avem apoi A

I
s ‘IiL

iz
| Ui

U

S Se—

AT
Vg

o J

4

Figura 450

(39) \ﬁfs do=hkQ | \4\‘1,5. ydw=ky Qe, , SM‘,x do= 1 kgQ (a — b)
cari ne dau: ’
H =3ko (L + kh) Q/h [(2 kol + kyh) (21 4 kyh) — kol?),
(40) V= — 2%k (a—b)/E (L + kol + 6 kh),
My =—FkyQ/(l + kol + 2 kyh).
In cazul cand I = w0, daci notim:

]0/11 :k’

gasim:
H=3Q2/h(2l + k) V=—20@@—=b)/B(1+6kh),
My=—Q/( +2kh)

3

Ca sia avem momentele in orice sectiune, punem aceste valoni

in expresia M = M, + M, — Hy + Va.

A0*

R R R R R R
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Ca si avem momentele la colfuri, facem in aceastda expresie

2°. Si presupunem in aceleagi condifiuni incdrcatd grinda 3—4.
T In acest caz, conform conventiei ad-
/ ; mise, momentul produs in grinda 34,

—_—

3

in sistemul static determinat, este negatiy.
t o =i Notam deci: 2 =-—4 Fab.

F Vom avea:
a b . .
4 N | ;1H > 3 \.r”,‘.({(r) =0 3 \1Wsyd(r)=~~.(2¢‘,
) @y d -
M SA-IWIU, =10(a—b),
Figura 451 y
cari ne dau:
H = — 3 (ko + kih) 2/h [(2kol + Kyh) (28 + kyh) —- k|
(42) V =—20(a— b) /(1 + kol +()l.h)

M, = — Q/(L + ¥l + 2 k).

3°. Sa presupunem in aceleasi

condilii o for{d orizontald pe mon-

tantul 4—1 al cadrului la distanja
a de baza lui (fig. 452).

Se vede numaidecit i in sistemul
static momentele M, produse de F

sunt negative. Notam deci

Q=—1Fal , £=—%Fa

Vom avea: Figura 452

~

S Mod =0 %k, 5 M, ydo = — Qe — kO, (e— La)
S M,ado = — 1 Ql— L k2,1
Introducem aceste valori in expresia lui H, V si M,.

Aplicatia Nr. 141. Fie un cadru inchis cu l=4m, h=3m, I/1,=2,
1, = 1y (he. 453).

Avem ky = ki =2, S doo=54 + 2.4 +9.2.3=2, e,=5/4m, e=7/4m,

\ ytdor = 32 [(2:2.4 + 2.3) (2.4 + 2.3) —2.4%] /3.24 = 69/2 w?,

sdo = 42 (& + 2.4 + 6.2.3) /12 = 64 m®.

'ja '/a
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S;

a presupunem grinda 4—3 incircatd cu o sarcind F = 1 t, yasacda = 1m
b='3 nag
Avem 02=—1.1.3/2=-23/2tm%, S M do = —3/2.
S Mgy dw = 3.7/8 = 21 /8, 5 Mg x do = 3(3-—- 1) /2.6 = 1/2.
Cu aceste valori gasim: a7 ) T
H = 21.2/69.8 = 7/4.23 = 0,0761 t, e s
V=—1/2.64=—0,00781, o A
Mo = 3/2.24 =1/16 = 0,0625 tin. -
0zt /* fhna 0180
Cu aceste valori avem: y

4 K 5
H e, = 0,0951 tm., I ‘H[ |\ ‘1] 1}
H

He = 01332tm., + V [ = 0,0156 tm. I
cu cari obtinem momentele la colturi: i !ml
M, =—0017tm , M, —— 0,048 tm, TR
M, = 0,180 tm s M, =0,211 tm.

e . Figura 453
Momentul in dreptul sarcinei este —0,547 tm,

Aplicatia Nr. 142. Si presupunem acelasi cadru supus la o forta orizont
F =1t aplicatdi in nodul 1 (fig. 454).

ali

Avem: Q= —1.3.4/2 = —6 tm?, O =1.3.83/2=-9/2 tme,

by dw = — 6 9.2 /== @Gl 45

Q Iy ydo = 6. //’ + 9 (T/e—1)/ = 69 /4

by

4

Figura 454

Ms;xdw = 6.4/6 + 9.4/2=22

cari ne dau

colturi:

atunei avem momentul in 4:

M, = —13/16 tm.

cu ajutorul carora gisim momentele

H<3t, V=—11/32¢, M, =5/ im
Hey=5/8 tm H ¢=7/8 tm LV I=11/16 tm
L]

la

M, =11/16tm , M, — —11/16 tm,
M,=13/16tm , M, = + 35/16 tm,

Daca se tine seamii ei My, — — 3 tm,
t 18

e Wy o e iy
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G) Cadre multiple.

1. Generalitati.

Vom numi astfel o constructiune facutd dintr’o serie de bare
legate la extremitatile lor numai prin incastrari sau prin incastrari
si articulatii.

Daci barele ar fi legate numai prin articulatii, am avea un sistem
articulat, adicd o grinda cu zibrele.

Barele formeaza o serie de poligoane inchise. Chiar poligoanele
deschise cari leaga barele de reazime, le putem considera inchise
cu bare rigide agsa cum se aratd punctat

pe figura 455.

Asa fiind, intreaga constructiune poate
fi considerata ca formata din juxtapunerea
a o serie de cadre elementare. La calculul
lor se tine seama, in genere, numai’ de

deformatiunile datorite momentelor inco-
Figura 455 voietoare. Chiar cu aceastd aproximatie,
caleulul lor este greu din cauza marelut
numir de necunoscute static nedeterminate si de aceia o coordonare
a acestor calcule este necesard.
Vom urma exact aceiasi normé de caleul, oarecum generalizata,
pe care am indicat-o la cadrele elementare.

a) Partea statici.

Vom face mai intdiu cadrul intr'un mod oarecare static
determinat. Prima solutie, ce ni se impune, este de a introduce
cite o articulatie in fiecare nod. Doud cazuri se pot intAmpla. Intaiu:
se poate intdmpla sa cadem peste un sistem rigid static determinat.
In acest caz avem de-aface cu o grindd cu zabrele in care putem
determina eforturile din bare.

In cazul general insd, cidem peste un sistem deformabil.

Pentru a face sistemul rigid, putem lega nodurile intre ele cu
bare articulate la extremititi, ceea ce nu ne permlte constructia
sau prm introducerea de momente M, la legitura intre doud bare
oarecari.

Ne vom explica mai bine pe un e\emplu. Sa avem cadrul format
din grinda continui 1—3—5—7 care reazimi pe stalpii 0—1, 2—3,
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4—>5, i 6—7, incastrati in grindd si articulati in reazimile 0, 2, 4
si 6 (fig. 456).

Daca introducem articulatii in nodurile 1,3, 5 si 7,se vede ca
sistemul este deformabil. Pentru a impiedeca aceasti deformare
e suficient a lega intre ele, de exemplu, nodurile 2 si 5 cu bara 2—5,
sau ceea ce este tot una cua considera barele 2—3 si 3—5 incastrate
numat inire ele in nodul 3. Dacé efortul din bara 2—5 este X, atunci

Mo = %

In cazul cadrului considerat ca exemplu,se vede ci in cazul
unei forte verticale oarecari Myge =0, iar in cazul unei forte
orizontale I aplicate la distanta a dela reazim, avem My, = al,
momentul in nodul 3 fiind al’

s1 barele articulate in 2 si 5. Pe / ) s il 7

figura se vede distributia lor £ '

liniara. 7
In loc de a proceda prin j |

acest inconjur, putem proceda G A S SR s

direct si anume: introducem la 3 f

capetele barelor atdtea articulafii.  f S

cdte sunt necesare pentru  a -—r \,\/4/‘_

transforma cadrul dat in unul 'I ,//

rigid i statie determinat, Lo T G e T ey 5
S’au dat normele dupa care ) S p ’

putem recunoaste aceasta. E A Sl i
Asa fiind, putem determina '_T'1 = \ |

toate momentele M, si toate .

fortele axiale N; din toate -l_;..,_-._..,,,é R s T

barele cadrului. Figura 456
Pentru aceasta vom utiliza :

ecuatiile de echilibru ce ni le da statica sau principiul lucralui

mecanic virtual, dupa cum s’a facut in exemplul de care ne-amn

ocupat.

b) Alegerea necunoscutelor static nedeterminate si ecuatiile de legituri.

Luém ca necunoscute momentele ce se desvolti la capetele barelor.
Aga dar, vom considera toate barele articulate in noduri s1 la

:apetele lor actiondnd o serie de momente static nedeterminate
necunoscute.

Intre acestea existi o serie de relafii statice.
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Sa le gasim.

a) Sa consideram un nod i oarecare (fig. 457).

Daca separdam nodul si introducem la capul barelor momentele
My M, My ete., atunci, pentru echilibru, va trebui ca suma
lor sa fie nula.

Pentru prescurtarea scrisului §i pentru ca sa nu tarim dupa noi
mereu litera M, vom nota M, = il, M, =2, etc.

Deci vom avea:

(43) fi=1 412 +13=0(a)

Aceasta se referdi numai la cantitdtile static nedeterminate,
fiindea momentele Mg, din sistemul statie,
satisfac aceastd relafie pentruca asa au
fost determinate.

Vom avea atatea relatiumi (43) cate
noduri avem in cari se intdlnesc mai mult
decat doud bare.

Evident ci aceastd relatie se aplica

si nodurilor cu doua bare in care avem:

i

si atunci in loc de a lua pe i1 si pe i2 ca necunoscutd, luim numai pe i

b) Sistemului dat, fiind in echilibru sub acfiunea fortelor date

si a eforturilor interioare (momente st forfe axiale), i se aplica
principiul lucrului mecanic yirtual.

Figura 457

-

120,

Sistemul fiind ficut complet articulat, sd-1 dam o deplasare,
sau mai multe, compatibile cu legaturile sale.

Vom presupune ca lungimea barelor ramane constanta.

Momentele M, din noduri si fortele F, fiind un sistem de solici-
tari cari isi fac echilibru, satisfac ecuatia lucrului mecanic virtual.
Atunci rezulta ca si grupul de solicitari static nedeterminat trebue
sa satisfacd singur ecuatia lucrului mecanic virtual.

Daca bara i —k, care leagh nodurile ¢ si k, se roteste cu 0
si daca momentele la cele doua extremitati sunt ik si ki, vom avea

(44) fo = Z (ik — ki) s = 0 (),

pentrucd aceiasi bard se roteste cu acelasi unghi 0.
Sa presupunem ca dand o rotatie barei i — k. o parte din bare
se rotesc iar altele nu. Pentru aceste din urma bare 6, = 0. Asa
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dar, sub semnul sumei intrd numai barele cari se rotesc, Sa ne ex-
plicim. Sa avem cadrul din figura 458. Introducind articulatii
in toate nodurile si daca dam o rotire barei 0—1, observim ca
odata cu ea se rotesc numai barele 3—4 $i 6—7, celelalte rama-
nind paralele cu ele insasi.

Asa dar, sub semnul sumei din ecuatia (44) vor fi numai barele
0—1,3—4 i 6—7. Sa presupunem ca dam o rotire barei 1—2. Se vede
numaidecat cii aceasta deplasare este diferita de precedenta si cii sub

semnul sumei vor : A

intra numai ba-

rele 1 —2 45

s1 7—8. ; "? 5
Sa dam o ro-

tire barei 1—4.

Se vede iarisi ci

S
oy

aceasta este im-
posibil, pentruca ] 4 -
am presupus ca
lungimea barelor
rimane cons- - 7 -
tantda. In aceste

conditii, intra si

barele 4—7,2—5

---------- —ds | SRR i 7,
si 5—8. In cazul Figura 458

exemplului luat :

se vede c¢i putem da cadrului, considerat articulat in nodurile sale,
doud deplasdri distincte.

Vom avea deci atdtea ecuatii (44) cdte deplasdri distincte putem
da diverselor porfiuni de cadru.

Cu ajutorul cunostintelor capatate la ,,Deplasdrile virtuale” ale
sistemelor articulate, putem afla toate unghiurile 6;, pentru
fiecare deplasare distincta. Se stie cd pentru o aceiasi deplasare
distincta, putem exprima pe 6y in functiune de un singur unghi
pe care putem si-l lnam egal si cu 1.

In rezumat, relatia (43) stabileste o relatie statici intre mo-
mentele dela capetele tuturor barelor cari se intalnesc in acelasi
nod, iar relatia (44) o relatie statica intre momentele dela capetele
tuturor barelor cari apartin aceleiasi miscari distincte.

In cazul figurii 458, vom avea 4 ecuatii de forma (43) si doua
de forma (44).



634

¢) Aplicarea teoremii lui Castigliano.

In aceste conditiuni si aplicdm teorema lui Castigliano luand
ca necunoscute momentele dela capetele barelor si t{indnd apoi
seamd, cu ajutorul coeficientilor nedeterminati a, ..., ca intre
toate aceste momente existi legaturile date de ecuatiile (43) si (44),
pe cari in cele ce urmeaza le vom numi ecuatiile « sif. Sestie ca avem:

(45) oL /aik + adf,/ditk + Bofy/tk + ... =0.

Daca th si ki sunt momentele dela extremitatile bare i —k,
se stie ca avem
M = M, + tha' [lyc + kiz/l,
oL /oitk = (2 ik /6 =+ ki l3./6 + Ski)/ElLu L.
Cadrul se face de obiceiu in intregime din acelasi material, deci
nu se schimba nimic dacd multiplicdim toate ecuatiile eu E. Daca

multiplicim apoi toate ecuatiile cu un moment de inertie arbitrar 1,
notdnd dupda norma ecuatiilor (28):

I/Iik =l I\'ik Lie = Fins -2
si daca mai notam
Kt S b'e=rsds;
in care Q; este reacfiunea suprafefei momentelor Qo =i Moids, de
pe interpalul i—k, in reazimul i considerind grinda ly simplu
rezematd in extremitdfile sale, cAnd ecuatia (45) ia forma:
(46) ik + kKl + 6Q; + adfy/3ik + fof,/dtk +... =0.

In cazul cand in nodul 7 se intalnesc numai doud bare 1—i g1 i—2
si dacd momentul din nodul 7 se noteazi cu 7, refacind calculul de
mai sus, gasim:

(46) Au T8 + 2 (b + Ag) ¢ + Aip 20+6Q;+ adfy /31 + fofy /004 .. =0
in care Q; are valoarea:
Ry Syi/bi + kig Sai/lis = Qic

Ecuatiile (46) le vom numi ecuatiile lui Clapeyron.

Ecuatiile (a), (8) si (46) rezolvd complet problema.

Mersul de urmat este urmdtorul. Se rezolvd mai intdiu ecuatiile
lui Clapeyron gisind valorile momentelor ik, 7,... in functiune de
coeficientii nedeterminati a, § §i de incarcari. bine inteles.

Din faptul ¢ un moment oarecare, de exemplu ik, nu intrd in
toate ecuatiile (46) rezultd cd aceastd rezolvare o putem face pe
grupe de 2, 3, 4... ecualii, cu tot atdtea necunoscute.
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Forma speciala a ecuatiilor (46) inlesneste foarte mult aceasta
rezolvare. _

Daca acum introducem momentele ik, i,... in ecuatile (f)
gasim valorile lui # in functiune de coeficientii ¢ si de incarciri.

Forma simpla a ecuatiilor (#) ne permite sa gisim usor coefi-
cientii f.

Putem acum exprima momentele numai in functiune de in-
carcari si de coeficientii a.

Aceste valori duse in ecuatiile (@) ne dau valorile lui @ in func-
tiune deincirciri. Asa dar, totul se reduce la rezolvarea ecuatiilor (a).

Am putea proceda i invers si anume sd gisim intaiu coeficientii
@ in functiune de f si incircari. facand uz intiiu de ecuatiile (a).
Atunci, evident, vom exprima momentele in functiune de incarciri
si coeficientii . Acestea introduse in ecuatiile (f) ne da prin re-
zolvare valorile lui f. Vom proceda, dupd cazuri, intr'un fel sau
altul. E comod insd ca atunci cind numirul ecuatiilor (8) e mai
mic ca acela al ecuatiilor («) si gisim pe f§ in functie de a si si
rezolvam ecuatille ().

Avantajul metodei consta intr'aceia ci ecuatiile date le putem
rezolva pe grupe cu un numair restrans de necunoscute.

Astfel am gasit toate momentele dela capetele barelor.

d) Fixarea semnelor cantititilor static determinate si statie
nedeterminate.

Semnele momentelor din cele trei serii de ecuatii trebuesc
si fie in concordantd. Pentru aceasta este suficient ca dela inceput
si ne fixam semnul momentului in fiecare cap de bara. Este bine
insa ca §i in aceastd chestiune si ne fixim oarecari norme.

Vom adopta si aci normele dela cadrele elementare. Prin urmare,
pentru fiecare cadru elementar ne vom fixa sensul pozitiv in care
parcurgem elementul ds a fiecirei bare. Pentru barele cari fac
parte numai dintr'un cadru, chestiunea este clard, intru cit ea este
solicitatd numai de grupul R, M al cadrului careia apartine.

O bard insi care separa douii cadre elementare, va fi solicitata
de grupurile static nedeterminate R, M a cadrelor pe cari le separd.

Aceastd bard intr'o sectiune oarecare are un singur moment
si numai un fel de curbura. Daca momentul incovoietor si curbura
acestei bare dupd conventiile dintr’'un cadru sunt pozitive, atunci
dupa conventia din cadrul aldturat sunt negative.
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Intr’adevar, si presupunem ci bara { — k separd cadrele 1 si 2
(fig. 459). S& presupunem cd ne-am fixat sensul pozitiv in care par-
curgem cele doud cadre. S& presupunem ci intr'o sectiune a barei
comune, grupul static nedeterminat a cadrului 1 produce momentul
pozitiv. M, eu semnul fixat dupa conventia acestui cadru. Acest
semn este cel din figurd. In aceiasi sectiune, grupul static nedetermi-
nat al cadrului 2 produce, dupa conventia din acest cadru, momentul
pozitiv My, al cirui sens pozitiv este de asemenea indicat pe figura.
Se vede, numaidecat, ca aceste momente se aplica pe fetele opuse ale
aceleiasi sectiuni. Prin urinare, in acetast
fatd a sectiunii momentul pozitiv dupa
conventia din cadrul 1 va [ M;—M,
iar dupd aceia din cadrui 2: My—M,.

Pentru a inlatura orice ambiguitate,
ne fixam chiar dela inceput ca semnul
momentelor din bara comuna il vom

fixa, de exemplu, numai dupé conventia

Figura 459 din cadrul 1, indicdnd aceasta prin o
sageatd pusd de-a-lungul barei.
Aceiagi normi se aplicd fortelor axiale i cantitatilor. static
determinate.

Observarea I-a.

Sa presupunem ci in nodul i se intdlnesc mai multe bare
:ari apartin mai multor cadre elementare (fig. 460).

Sa presupunem cid am calculat momentul in nodul i datorit
grupului static nedeterminat apartindnd cadrului 1 §i pe care-l
vom nota pur si simplu Mi. Sa presu-
punem c¢a in acelasi mod calculam, in
acelasi nod i, momentul ce rezulta din cadrul
elementar 2 si pe care-l vom nota Mi,,
ete. Aceste momente le vom numi momente
in nod datorite cadrului cutare.

Pentru simplificarea scrisului si ca sa

nu tarim mereu dupd noi litera M, le vom
nota prescurtat: Figura 460

Wy = o Mag=ais ot

spre deosebire de i1, i2,... cari sunt momentele produse la capetele
barelor i — 1, 1 —2,... in imediata vecinitate a nodului .



637

Dupa normele de mai sus avem dupa fig. 460:
il =y
(47) 2 =iy—7
Bty
th = i

Aceste relatiuni ne permit si gisim in fiecare nod momentul
datorit fiecirui cadru elementar.

Cu ajutorul acestora gasim grupul X, Y, Z al fieciirui cadru
elementar si deci fortele axiale si taietoare in orice sectiune a barelor
precum si reactiunile in reazime si bare datorite cantitatilor static
nedeterminate.

In treacit se observa ca dacid adunim ecuatiile (47), dim peste
ecuafiile « .

Observarea 2-a. Dup@ ce am rezolvat problema se da de obicein
o reprezentare graficd a variatiei momentelor pe fiecare bara.

In conformitate cu cele stabilite pana acum, convenim ca ordo-
natele ce reprezinta valoarea momentelor si le purtim de partea
barei unde momentele sunt pozitive.

In acest mod, curba momentelor ne va indica sensul in care are
loc conexitatea barei si deci regiunea intinsi a sectiunii.

Daca ne conformam acestei conventiuni, in diagrama variatiei
momentelor am putea s ne dispensim de a mai pune semnele
plus si minus.

Acest fapt isi are importanta sa, mai ales la cadrele de beton
armat unde trebue si stim cu preciziune cari sunt partile intinse
ale sectiunilor, :

O simpla inspectare a diagramei momentelor ne arati aceasta.

In acest mod, curba momentelor ne indica chiar modul cum se
deformeazi cadrul, putdnd astfel schita forma lui in stare deformata.

De aceasta con\'entiune am {inut seama in toate reprezentarile
grafice de pana acum.

Aceasta metoda a coeficientilor nedeterminati putem si o aplicam
tot asa de bine i cadrelor clementare, oricare ar fi gradul lor de
nestaticitate (1—3).

Ea este generald si comoda pentru calcule numerice.

2. Cadre articulate in reazime.
Un cadru este format dintr’o grindd continua 1—3 5 st din
stalpii 0—1,2—3 si 4—5, incastrati in 1,3 §i 5 in grinda si articulati
in reazimile 0, 2 si 4 (fig. 461)
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Grinda are deschiderile I si momentul de inertie I, iar stalpii
inaltimea i $i momentul de inertie /,.
Presupunem ca pe deschiderea 1—3 avem o forta verticald I,
asezata la distantele a i b de nodurile 1 si 3.
Daca notam I/I, =k, atunci pentru grindd avem i =1, iar
pentru stalp i = kh.
Facem sistemul static determinat introducand 3 articulatii in 1,3
si 5. Sub actiunea sarcinei verticale sistemul este in echilibru si un este
nevoie si mai introducem
vreun moment care si asi-
5 gure echilibrul sistemului.

Se stie ca avem:

1 [

: 5
A Q@'=4Fab,
hn S ne = Fab(l +:5)/6 1,
| 25 4ey =Fab (I +a)/61
L Daca aplicim ecuatia
At a nodului 3, avem:

f, =31 4+32—35 =0(a).

S& aplicam ecu-

5 oof ; L
= f) atia (f) dand o de-
¥ Al
plasare  sistemului
/ ca in figurd. Se vede
numai decat ca mo-

mentele 13, 31, 35
si b3 nu se rotesc

deloc, iar momentele
10, 32 si 5% se ro-

tesc cu acelagi unghi.

Insa, dupd ecuatia
(47), avem 10 =1
si 54 = 5. Ecuatia
ik e (B) ne da:
fo=1432—5=0(p).
Acum aplicam diverselor portiuni de cadru ecuatiile lui Clapeyron
tindnd seamd, cu ajutorul coeficientilor nedeterminati a si 8, de cele

Figura 461

doud ecuatil de legitura de mai sus.
Vom avea:

I —

(46)

2
RS0 B

e

I+ kh)1 + 131
42131 +
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2kh32 +a+pf=0
(46) 2135 +15—a =0, .
135 4-2( +kk)5—p =0.

Am putea rezolva analitic acest sistem de ecuatii. Osteneala este
de prisos. Este bine ca in aceste ecuatii si se pue valorile numerice
ale Iui L, & si k.

Aplicatia Nr. 143, Fie I =4 m, h=3 m, k = 2.
Vom avea:
20,1+ 431 + 62, + =0,
414831 +602, +a=0,
(46) _ 12.32 4+ a + f=0,
8:35 4 4.5 -a=—0.
.35 4 20.5 —p=10,

o~

din cari scoatem:

36. 1=—6(292,—Q,) +a— 28,
36.31 =6 (2, —592,) —5a + B,
36.32 = —3(a+ B,
36.§5=5a—ﬂ,

36. 5=—a+2p.

Introducand aceste valori in ceuatiile (@) si (B), gasim:
13a + B = 6(2, —502,), a+7f=—6(202,—Q),
S0 a =169, — 94 O 108=—180, + 120,

Cu ajutorul acestora, gisim:

T=(—130, +202,)/60 ; 3T— (Q — 14 9,)/30

32= (2, + 2)/10 = Q/10 ; 35— (6 2, — 11 2,) /30
5 = (—17Q, +89,)/60
a) Sa presupunem deschiderea 1—3 incdrcatd cu o sarcind uniform distri-
buita p kg./m.
Vom avea 2, = Q,=1 Q= 8p/3
Inlocuind in formulele de mai sus avem:

1=—22p/65tm, 31=—>52p/45tm., 33— 2Up/s5tm,
35 = —28p/45 tm., 5= 2p/45 tm.

P

A — Trsaeee

D)
Zi— |

— ———s
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b) Sd presupunem deschideren 1—3 incircatd cu o sarcind verticald F =11,
asezald ta distantele a = 1m, b= 3 m (lig. 462).

Avem: Q—1.1.3/2=3/2, 2,=1.1.3(4+3)/6.4=7/8, 2,=75/8.

Cu aceste valori gisim: 1 = — 27/160 tm., 31 = —42/160 tm., 32 = 24/160
tm., 35 = — 18 /160tm., 5 = — 3/160. In dreptul sarcinei gasim 89,25 /160 tm.
Lz Curba momen-

o

it

———dm

R telor este indicata
= pe figura 462.

c) Sda presupu-
nem acelagi cadrit
supus la o fortd ori-
zontald F aplicald la

Tt

Lt
i

indlfimea a (fig. 463) .
Ficand sistemul
static prin introdu-

cerea a cAte o arti-
culatie in 1, 3 si 5,

se vede ci sistemul
Figura 462 se deformeazii. Pen-
tru a-i asigura echi-
librul este suficient si introducem in 1 un moment _13= aF.
Suprafata momentelor de pe stélp, (fig, 463)., da in 1 o reactiune:
2,(30)= v Fah —Fa*/6 h.

o < = - a .. - By
Suprafata momentelor de pe grinda dain 1 o reactiune egali cuf2; (159 =5 Fal
. A 1 T . a -
iarin 3, Q, (15) = ¢ Fal. Valoarea lui £, in 1, va fi

02, = k 2; o) + £25 (13)-
Daca apliciam

ecuatiile precedente, Laaellves

= . i } e
gdsim exact las 7 | e 8222
¢ act acelagi ./ . 1 L

lucru cu singura deo- L gamp | 2202
sebire, cil in prima | 1] vy
ecuatie, in loe de
£, (35) vom pune va-
loarea lui Q; de
mai sus.

Prin urmare, for-
mulele gasite, cu

. b Gl Lhm
aceastd inlocuire, Figura 463

riman exact ace-
leasi. ;
Exemplu numeric. Si presupunem cadrul din exemplul precedent supus la
o fortd orizontaldi F = 1t, aplicatd la distanta a = 2,4 m.

Avem: .
To= 4+ aF = 2,4 tm; @y (1) = 1.2,6.3/2—1.2,43/6.3 = 2,838,
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1 (13) = 1.2,4.4/3 = 3,200; 24 (15) = 1.2/4.4/6 — 1,600
9, = 2.2,838 + 3,200 = 8,876
T=—1,8698 tm; 5 = 0,8222 tm:
32 = 1,0476 tm: 31 — — 0,4508 tm; 35 = + 0,5968 tm.

In dreptul sarcinei, avem momentul 40,9042 tm. Curba momentelor este
trasatd pe ligura 463,

3. Cadre incastrate in reazime.
Si consideram acelasi IF

cadru, insd incastrat in ,
reazimile 0,2 si 4.

Odata semnele mo-
mentelor fixate (fig. 464),

—

ecuatia (@' ne da: s
e —— 2 0
Hh=314+382—35 =0 (a). “"""1
Daca introducem arti-
culatii in toate nodurile 1 = T

si in reazime si daca

dam o deplasare virtuala
cadrului, se vede ca se ,
rotesc cu acelagi unghiu
0 mnumai barele 0—1, °
2—3 51 45,

Ecuatia f), tinand
seamd si de (47), ne da:

fe=0— 1 j=T =aeg ) E =0 (B).

Pentru precizare, vom presupune numai grinda 1-—3 incarcati
cu sarcini verticale. Se vede ci pentru a asigura echilibrul static
n'avem nevoie de niciun moment M.,

Sa scrim ecuatiile lui Clapeyron. Vom avea:
kR0 + khT + B =0 5 khO +2 (1 +kh)1 +131 + 62, —p = 0,
H+2131 +62, +a=0,

(46)  2kh2 +kh32 + B =0; kh3 + 2L 3D +a—p =0,
UB +15—a=0; 135 +2(1+kh)5 +khk + B —0,
2kh % + kh5 — B = 0.

Aplicatia No. 144. Fie I =4m, h=3m, k= 2. Avem:
12.04+6.1+6=0; 6.0+20.T+4.31+6 Q,—B=0; 4.1+8.31+62;,+a=0;
12.2 46,32+ f=0; 6.2+12. +a—f=0;

8.35+4.5—a=0; 4.35+20.5+6.445—0; 12.54-6.5—p=0.

Figura 464

41. 1934, Gh. Em. Filipescu. Statica construcfiunilor §i Rezistenta materialelor.
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Rezolvand aceste ecuatii in 0, 1, ete., avem:

360.
360. 3!

v ol

3

Ducand

sau:

20 a— 60
51a+18p

360. 0 =— 6 a—48 B + 36 (29, — 2,

= 12 a+36p—T72 (202,— ;)
= —51a—18 B + 18 (4Q,—170;);
. 860.32=—40a + 608

aceste valori in ecuatiile (a) si (f) gisim:

Ma—12 =9 (42, — 1782y
2a— 2% f=—9 (20, — Q)

12 a = 720, — 252 2,

112 B =902, — 632,

Cu aceste valori ciapatam:

£0320.0 = 33129, + 5049,
40320.1 = — 12024 Q, + 27720,
40320.31 = 2772 £, — 20286 2,
40320.2 = — 3960 2, — 1260 £,

40320.32 = 252002, + 6300 2,
40320.35 = 5292 Q, — 13986 2,
40320.5 — — 41042, + 52920,
A 4752 @, — 4536 2

Figura 465

b) Si

tribuitd@ pe toald

360, 5= —12a—236B ; 360.4=6a+ 48 6.

a) Sd presupunem cd
pe deschiderea 1—3 avem
sarcina concentrata F = 1,
la distantele a=1m, b=3m.
Pentru acest caz am avut

Q= T/8; B5=—05/8.

Capatam: 0 = 0,080 tm;

1=—0,218 tm;
31'= —0,254 tm;
2=—0,105 tm;
32= 0,152 tm;
35 = — 0,102 tm;
5= —0,007 tm;

& — 0,033 tm (fig. 465).

presupunent
acetasi deschidere incdrcald
cu o sarcind uniform dis-

lungimea

egald cu p=1 t/m. Avem:
0=0,252; 1= —0,612;
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31=—1,158tm;  2=—0345tm; 32 = 0,583tm: 35— 0,575 tm ;
5=0,079tm; %=0,014 tm.
Pe baza acestor date si cu conventiunile admise am trasat curb
De asemenea pe baza acestor
momente s’a schitat deforma- Al
tiunea  cadrului, indicAndu-se ot
punctele de inflexiune. - %
Daca se considera nodurile 0,
2 5i 4 fixe, cum de fapt si sunt, ‘.’l R - ’ 5
si dacd se calculeazi deplasarea [ B =N oo
nodurilor 1, 3 si 5 se constati =1 | | ’
cd ea exista si este aceiasi pentru E |
toate aceste noduri. Asa dar,
sub act unea sarcinilor verticale l I E ;
nodurile cadrului capdti deplasdri 00 e R Wk»w
orizontale in planul cadrului. T e e pIRe
Se poate demonstra cii aceste
deplasiri sunt nule numai in
cazul ednd punctele de inflexiune
sunt la a treia parte a inaltimii.
De aceste deplasari s’a tinut
seama la schitarea deformatiei |
cadrului. AR

a momentvlur.

L4l

Pentru a completa rezolvarea, Figura 466
vom cduda si forlele axiale in bare. )

Pentru aceasta rezultanta R a grupului static nedeterminat R, M ce apartine
cadrului 0—1-—3—2, o presupunem descompusid dupa directiile (0—1) & sl
(1—3) 7.

Vom avea:

R=XE+ Yy
Daca aplicim ecuatia (3) barelor 0—1 §i 1—3, gasim:

0—@B5 XE+Yy=1 ; T—[) [XE+ Yy =31,

din care deducem:

4X =31—1 , 3Y =0—1

pe R corespunzitor, in componentele Y, si Z paralele respectiv cu directiile
(3—5) n si 5—4) £. Vom avea:

Sa facem acelasi lucru pentru cadrul al doilea 2—3— 54 descompunind

_él = Y;) E ZE
Aplicand aceiasi ecuatie (3) barelor 3—5 si 5—4, gdsim:
35— [ni[Yan + 28 =5 ; 5—BA[Yin+2F—4
din care scoatem:

3Y,=4—5 , 4z

I

&l
|

-

L g

=

R a— —
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In cazul incaredrii concenlrale, avem:
X=—0009t , Y=009t ,~Y,=0013t , Z=—0,02a1
Reactiunile verticale in cele trei reazime vor fi:
Vo= 0,741t , V,=10283t , V,=—0,024¢

Barele 1—3 si 3—5 sunt supuse respectiv la compresiunile 0,099 t si 0,013 t.
In cazul incdredrii uniform distribuite, avem:

X'= —pa37¢t oF ¥=102880 0 Yy=—0020% 5 A= -0,163 t.
Reactiunile verticale sunt:
V,=1,2863t , Vo=2300t , V,=—0;163¢

Bara 1—3 este comprimati pe cand 3—35 este intinsa.

H) Aplicarea metodei coeficientilor nedetermlna’g
la un caz mai complicat.

Vom indica aplicarea acestei metode la cadrul din figura 467.

Mai intdiu vom face sistemul static determinat si rigid.

Se observi ci daci considérim grinzile 2—3—4 si 6—7—3
continui, grinzile 1—3 si 7—9 articulate in 3 si 7, grinzile 0—1 si
910 articulate la capetele lor, grinzile continui 2— 3—4 si 6—7—38

Figura 467

articulate in 2 si 8 si incastrate, in 4 si 6, in grinzile 4—35 51 5—6, 1ar
acestea articulate in 5, am obtinut un cadru rigid static determinat.

Obtinem acelagi rezultat daca in conditiile de mai sus consideram
grmale continui 2—3—4 si 6—7—8, articulate in 4 si 6 si incastrate
in 2 si 8.

Prin urmare, avem mai multe posibilitati de a face un cadru s1
rigid si static determinat.

Vom profita de aceastd libertate pentru a simplifica, intr’o
miasurd destul de mare, calculele noastre.

Caleulele vor fi cu atat mai simple cu cit vom avea mai puiine
bare solicitate la momentele M.
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Vom arita citeva exemple.

Exempl:l Nr. 1. Sa presupunem @ pe stalpul 0—1 se aplica
forta orizontala F = I (fig. 468). Se vede numaidecat ci daci con-
sideram 0—1 incastrata in 0 s m‘tlcululu in 1, 4—5—6 incastrate
in 5, grinzile continui 2

iculate la extremititile
lor, iar restul ca in imur' i, am obglnut de asemenea un cadru rigid
static determinat. Avantajul acestuia, asupra precedentului, este ci

Figura 468 Figura 469

numai bara 0—1 va fi inecircati cu o suprafatda de momente M
pe cand pentru toate celelalte bare M, =

Ezemplul Nr. 2. Sa presupunem ci o fortd orizontala /7 = | se
aplicd pe grinda 3—4 (fig. 469). Pe figurd este indicat cadrul rigid
static determinat. Se vede in acest caz cd numai barele 23 §1
J—4 vor [i incircate cu o suprafati de momente M,

Exemplul Nr. 3. Sa presupunem ca avem cate o fortd verticala
pe grinzile 1—3 si 4—5—6 (fig. 470).

Pe figura s’a indicat suprafata
momentelor M pe grinda 1—3 sl
pe grinzile 4—5-— 6, considerate
incastrate intre ele in 5. Pe figurd

0]

este indicat si cadrul rigid static
determinat ce corespunde acestor
incareari.

Prin urmare, pentru fiecare fel Figura 470
de incarcari putem gasi un cadru
rigid static determinat asa fel, ca un numir minim de bare si fie
incdrcate cu suprafete de momente M,. Evident ca pentru toate
celelalte bare M, = 0.

Aceasta procedare ne aduce o mare usurare in calculele ce avem
de facut. '

Cadrul fiind astfel pregatit, putem aplica mai departe metoda
aceasta.
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Vom seri mai intaiu echilibrul nodurilor in care se intalnesc
mai mult de 3 bare. i
Sensul in care parcurgem fiecare bard fiind fixat, rezulta precis
semnele momentelor si deci si regiunea intinsd a sectiunii barelor.
Aceste sensuri sunt indicate pe figura. Pentru cele doua noduri
3 si 7 (fig. 471), ecuatia (a) ne da:
3 +31—35=0() 78+79—76=0/a)
Si scrim ecuatiile (f). Pentru aceasta vom da deplasari vir-
tuale diverselor bare considerdand

H

intregul sistem articulat in toale
nodurile sale.

Sa presupunem ca dam baret
0—1 o rotire oarecare Oy (fig. 472a).
Se vede de pe figurd ca singurile
bare cari primesc o deplasare, sunt
0—1, 1—3, 2—3 si 3—4 din cani
bara 1—3 nu se roteste deloc.

In cazul nostru, tinand seama si de (47), avem:
(0—1) O + (2—32) b3 + (35 —4) O = 0 (Bo)-

Al
-

Figura 472

In mod absolut analog, avem pentru barele 6—7, 7—8, 7—9
si 9—10 (fig. 472 b):

(10— 9) Opyo + (8 — 78) Og; + (76 — 6) Oz = 0 (Bo).
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In cazul acesta putem evalua imediat aceste unghiuri. Daca
dam nodurilor 1 si 3 o deplasare orizontala u oarecare, care poate
fi sif ity

On = Oro0 = 1/by, O3 = Ogy = 1/hy, 03 = 015 = — 1/hy

Pentru ultimul unghi am pus semnul minus fiindca, pe cind
primele doud bare 0—1 si 2—3 sau 10—9 si 87 se rotesc intr’'un
> sens, ultimile se rotesc in sens invers.

Cu acestea, ecuatiile de mai sus le scrim din nou sub forma:

O —D/ky + (2 —32/hy + (56— 38)/hy =0 (B),
(10— 9)/hy + B —T8)/hy + (6 — T6)/hy = 0 (B,).

Sa presupunem ca dam o rotire barei 3—4 (fig. 472 ¢). De pe
figurd se vede ¢ se rotesc numai barele 4—35 si 5>—6. Vom avea deci:

(34 — 4) 05 + (5—5) O + (5— 6) 0,4 =0 (By).

Daca dam o rotire barei 6—7, (fig. 472 d) avem analog:

(76 — 6) fg; + (6 —5) 036 + (5 —4) b5 = 0 (B,

Aceste unghiuri le determinam
dupa norma data la ,,Deplasdirile
virtuale a sistemelor articulate”.

Pe fig. 473 a si b s’au facut
constructiile indicate de aceasta
metoda.

Avem:
als =Db04 i ayllse = byl
’ a Og; = b 05
in care a, b,... sunt dimensiile
aratate pe figura.

Se observa, la prima deplasare,
ca pe cand 3—4 si 5—6 se rotesc
intr'un sens 4—5 se roteste in sens
invers. Aceiasi observatie si la cea
de-a doua miscare.

abi5 = by 036

Se stie ca intr’o miscare putem
lua unul din unghiuri arbitrar.
Luam deeci:
’ 4
Ops = 036 = — 1

sl atunci rezulta:

934=067:b/a, 3 058=6;5=b1/a1. Figura 473
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In aceste conditii, ultimile ecuatii le scrim sub forma:
B3hb/a—4l/a +5h/ay—6b/a, =0,
—4bJay + Dl /ay—bl/a +T6b/a = 0.

Asta in mod general

Aceste ecuatil se pot simplifica in cazul cénd conturul 4—5—6
are ca axa de simetrie axa verticala care trece prin nodul 5. Se
recunoaste numaidecit ci in acest caz @, = b = [,

Grupul de mai sus il inlocuim cu una din ecuati si cu diferenta lor.

Capatam:

3hbja—4l/a+2.5—6=0(B),
3h—4% +6—76 =0(p).

Prin urmare, avem doud ecuafii (@) si patru ecuatii (), deci
in total 6 coeficienti nedeterminafi.

Acestea fiind stabilite, putem seri ecuatiile lui Clapeyron.

Ca sistem de incarcari presupunem o fortd orizontala F aplicata
pe stalpul 0—1 (fig. 468).

Conform conventiillor admise, suprafata de momente este nega-
tivi. Noi 0o vom lua deocamdatd pozitivd urménd ca la aplicalia
numerici si se {ind seama de semnul ei. Aceasta suprafaia da in
cele doud noduri reactiunile £, si Q.

Le notdm cu un singur indiciu pentrucd nu avem ambiguitate.

Vom avea:

27,0 + 241 + Bufhy = — 682,
;'IO +2 (;-1 + ’:a)l + 233—’1 =N ﬂl//hl = — 60,
R T R =0,

e I+ 1 324 Bi =0, 1y 2 20a 32 4 oy — /by =100,
2,35+ Iy b —ay— Pi/hg + Bab/a + B =0,
Iy 3 + 2 (2 + ) b+ 455 + fu/hy — Bol/a— By =0,
Agh+ 4ig5+ 156 + 26, = 0,
255 + 2 (s 4+ 4) 6‘*’347—6 + Ba/hy— Ps + Bs =0,
246+27~4%_02_ﬂ2/h4—ﬁ4 =0,
Wy Bt KT8 4 Pufhg=0"1, s B L ZTE Ly =B, [, = 0,
2y 10 —ng +ﬂ2/h1 =0,
3 AU D il A 951 LU0 5 Bilhe i)
A0 4 20,794 ag . =0.
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Rezolvarea acestor ecuatii se face dupi norma indicatd mai sus.
S’a dat acest exemplu pentru a se vedea cum obtinem ecuatiile
(@), (B) si ale lui Clapeyron.

I) Calcule aproximative.

Sunt necesare fiindea, pentru un cadru multiplu, numairul
necunoscutelor este foarte mare si deci si dificultatea rezolvirii
ecuatiilor creste.

Calculele aproximative se bazeaza pe faptul ca cu cat ne inde-
partam de sarcina dati, cu atdt momentele in capetele barelor
scad. Aceasta s’a viazut din exemplele precedente.

Putem deci presupune ca la o departare oarecare momentele
acestea sunt nule.

1. Exemplu de caleul aproximativ.
S& presupunem ci avem un cadru format din barele 0—2.
2—1, 2—3,. .. care la randul lui face parte din alt cadru mai mare.
Sé consideram incarcata numai deschiderea 2—35 (fig. 474).

Figura 474

Aprovimajia va consta in aceia cd vom presupune momentele
din 0, 3, 6, 7, 4 si 1 nule.

Ecuatiile statice sunt:

a) Cazul general.

1. Suma momentelor in nodurile 2 si 5 este nula, deci

—20+21--25423=0(a;) ; 'B2—54 + 57 — 560 (ay)
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2. Din doua deplasiri distincte ale sistemului, avem:
— 21456 =0(8) , —23+356=0(B)
Si scrim acum formulele lui Clapeyron pentru acest grup de
bare.
Vom avea:

leiﬁ—~a1=0 > 2)‘12ﬂ +a—p=0, 2;‘23{-§ +o—pF =0,
2 24757 4+ a5=0 , 21455—4_‘12 + #=0 , 2}'5656—(‘2 + 6, =0,
D25 I5 + Ags 5246 2y — ;=0 , 2p5 25 + 279552 + 6 25+ a,=0.

b) Caz particular.
S& presupunem ca avem:
do =l =g =4 , a=lg=4%4 , Jyg = Ase = Jg.

In aceste conditii, tindnd seama de ecuatiile (8), din ecuatiile
de mai sus deducem:

a +0,=2p =2p,.
Dac# rezolvim acum ecuatiile lui Clapeyron, gisim:
2120 =q, , 2457 =—a,,
6,21 = 42,54 =41,23 =47,56 = —ay + ay,
3125 =2a, +a,—6(39,— Q),
3452 =—a;—20,— 6 (302; — Q).
Daci ducem aceste valori in ecuafiile (@) si notam:
A=T/6 + 24/l +1/20)/6 , B=—1/3 + 11/l +1/4)/4,
giisim:
Agg—Ba, =2(302,— Q) ; Bay— Aa, =2(32;,— Q).

Aplicatia Nr. 145. Presupunem [ = 6 m, by = 4m, oy = 3 m, Iy = Ky = 2:
IjI, =k, = 3.

Cu aceste valori. avem:

1=6m , A=8m , Ah=9m , A=73/48 , B = 1/48
cari ne dau:
a, = 402, —500Q/37 , ay=—4Q;+ 5092/37 , a; — a; = 480Q/37.

Valorile momentelor sunt:
12.20 = 4Q,—500Q2/37 ; 12.57 = 42, —502/37,
32.91 — 32.54 = 36.23 = 36.56 = — 48 /37,

18.25 =—6(92, — 402/37) , 18.52 = — 6(Q, — 42/37).
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Ca incircare vom presupune ¢ii pe grinda 2—5 avem o sarcind concentrati
verticala, F = 1t, la distantele ¢ = 24 m, b = 3,6 m.
Momentul in dreptul sarcinei ca grindd simplu rezemata in 2 si 5 este:
Ms=1.24.836/6=14ktm , Q= 1144 6= 432tm?
Q, = 4,32 (6 + 3,6)/3.6 = 2,304 tm* , Q5= 2,016 tm?

Cu aceste valori, capatim:

20 — 0,2815 tm, 57 = 0,1855 tm 2 = 56 — — 0,1751 tm
25 = — 10,6123 tm , - 52'= —0,5163tm , 23 = 56 = — 0,1557 tm.

Momentul in dreptul sarcinei este 0,8661 tm.

Si compardm momentele 25 gi 52 si acela din dreplul sarcinei concentrate
cu aceleast momente cind consider grinda 2—5 incastratd in extremitdlile sale
st cu casul cind consider grinda 0—2—5—7 continud pe reazime de nivel.

Facand calculele, gisim ¢d, in cele trei ipoteze, aceste momente au valorile:

25 52 M
incastrata . . . . . 0,8640 tm 0,5760 tm 0,6912 tm
cadrivaby o Al O 0762230 0,5163 ,, 0,8661 ,,
continua . . . . . . 0,4800 ,, 0,3840 ,, 0,9984 |,

Caleulul acestor grinzi ca ficand parte din cadru nu este necesar numai
din cauza acestor diferente, ci mai ales pentru ca nu avem alt mijloc pentru a
alla in ce masura se incarca si stalpii cu o parte din moment.

2. Alt exemplu de calcul aproximativ.
h) Sa presupunem ca avem cadrul precedent ciruia ii lipseste
intreaga constructie dela stanga stalpilor 1—2 si 2—3 (fig. 475).

o
[ 6
| | @
Fttomi | 3
l +{ lond 1836 3

h’llm —

Prin urmare, cadrul se compune din grinzile orizontale 1—4, . . .
2—5—7... 3—86,... si stalpii 1—2—3, 4—5—86, ete.

Vom presupune inciircatd numai grinda extrema 2—5 cu sarcini
verticale.
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Pentru usuringd, vom presupune cd ne ocupdm de cazul special

precedent st anume cdnd:
hos = Agg =14, hp=lgsg =0 , log=lsg=1lo

Ecuatiile statice din echilibrul nodurilor §i din cele doua depla-

sari distincte ce putem da sunt:

2 —25 4+ 23 =0(ey) ; 52— 54+ BT —56 =0 (ay)
— 21 4 54 =0(5) —23 +?6 =0 (B)

Dacd scrim ecuatiile lui Clapeyron gasim, exact aproape ca in
cazul precedent:
2, M +a,—p=0 , 25LB+a—p=0
57 +a=0 , 24 5b—a+p=0 , 20,56—ay+ =0

24
A2 4252 L 62— ay =0 A3 +2i5 )+6Q + a,= 0,
Gasim absolut analog:
a + oy = 2p; = 2p,
st deci:
2457 =—a
54,20 = 41,58 = 42,23 = 41,56 = —ay + a5,

3425 =2a; +a,—6(3.2,— ),
3152 = = B8 0y — 100
Daci ducem aceste valori in ecuatiile @ si dacd pe langa notalile
din cazul precedent, mai avem si:
=2/3 +A(1/4 +1/%)/4

N

gasim:
=2(3 2,— 9) Bag—Aa =2(302,— Q).

Aplicatia Nr. 146. Daci pentru exemplu numeric luim aceleasi dimensiuni
ca in cazul precedent, atunci giasim C = 49 /48 si deci:
149 a, = 12 (492, — 25 2)  , 149 a0 = 12 (17 Q, — 33%2;),
149 (a; — ag) = 96 (3 s + 2),

(33 2, — 17 2,) /149 N=54t=—3 (3R, + 92)/149

56 = —8 (32, + Q) /447 , 25 =—17 (8.2, + Q) /447
52 = — (17 2, + 116 2;) /447.

Ca Incarcari luam aceiasi fortd si in aceiasi pomt.le ca in cazul precedent.
Obtinem: 57=0,1836 tm; 21=>54— — 0,2261 tm; 23=56= — 0,2010 tm;
95 = — 0,4272 tm; B2 = 0,6108 tm, iar in dreptul sarcinei avem

M;= + 0,9394% tm,

5 =
23
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Pe figurile 474 si 475 s’a trasat curba momentelor in cele doud cazuri.
Daca se compard valorile momentelor respective se constatd diferente destul
de importante dupi cum se vede din tabloul ce urmeazi:

20 21 — 54 23 = 56 25 52 57 My
0,2815; —0,1751; —0,1557; —0,6123; —0,5163; 0,1855: 0,8661;
~  —0,2261; —0,2010; —0,4272; —0,6108; 0,1836; 0,939

Din caleulul ficut s’a vizut ca aceste momente sunt functii de incaredri.

Asa dar, nu poate fi vorba de reguli sau formule empirice cari si ne arate
in ce masuri se distribue momentele la noduri. Caleulul indicat este prea simplu
pentri ca un cadru dintr'o constructie si ni merile a fi caleulat cu aproximatia
care s'a indieat.

J) Grinzi, arce, etc. cu zibrele, static nedeterminate.

E vorba aci de un sistem format din bare articulate la extre-
mitali, sistem static nedeterminat.

Norma de caleul este aceiagi de pana acum si anume se suprimd
atitea bare i reazime pdnd cdnd grinda saw arcul se transformi
intr’un sistem rigid static determinat.

Dacé eforturile din barele, sau fortele din reazimile, suprimate
sunt X, Y,..., atunci efortul din o bard oarecare este:

Nit = Nits + Ritee X +njgyy ¥ 4. ..

Daci aplicam teorema lui Castigliano si cu notatiile adoptate
la gisirea sagetii grinzilor cu zabrele, cipatam:

Zul/-‘;s Rz + ¢¥2uil.-,.r Ny + quil.-,_:/ Mg .- — 0.

Vom seri atdtea ecuatii cite necunoscute avem,

Semnificarea termenilor este cunoscuti. De exemplu, w,, este
lungirea barei ik, atunci cand asupra grinzii lucreaza numai foria
Y =1, iar ny,, este efortul din bara ik, atunci cind asupra grinzii
lucreaza numai forta X = 1.

Aplicafia Nr. 147. Sa presupunem ci avem o grinda sistem triunghiular
dublu eca in figura 476.

Nodurile talpii superioare sunt pe o dreapta orizontald, cele ale talpit
inferioare pe o parabola ale carei ordonate sunt: 01 — 2,2 m,; 23 = 38,2 m,
45 = 3,8 m §i 67 = 4 m. Grinda are 6 panouri a cite 4 m si este simetricd fatd
de verticala care trece prin mijlocul ei.
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Vom presupune o fortd verticali F = 1t aplicatd in nodul 9. In asemenea
conditii presupun grinda simplu rezematad in nodurile 0 si 12.

Cele doud reactiuni vor fi Vo= 1/3t, V; = 2/3 t. Daca se examineaza grinda
fata de relatia m = 2n — 3, se giseste c¢i este simplu static nedeterminata.
Prin urmare,

1 fond e
A % = o transformim in

una static de-

terminatd supri-

mand o bard oare-

care din grinda.

b 4m el ————hm ——tim —-1:—"" —e—tm — Vom suprima
bara 01.

Figura 476 Sistemul ra-
mas fiind static
determinat, putem determina toate eforturile din bare cu ajutorul metodei
lui Cremona. Le vom determina analitic.

Pentru aceasta avem nevoie de unghiurile ce diversele bare fac intre ele.

Raportim grinda la doua axe de coordonate, una orizontala £ dela stanga
la dreapta si alta \'erl,ical:’l—n de sus in jos cu originea in nodul 1.

O bari oarecare, de exemplu 34, in marime si directie o vom nota 34, iar va-
loarea ei cu |34], directia ei fiind 34/|34].

Dupa dimensiile geometrice ale grinzii, pentru aceasta bara, avem:

34 = 4E+ 8387
Altd bard, de exemplu 3_(), are expresia

+ 2.2%.

ey

30=—4
Produsul
34.30 = 8,8 + 15,2 = 24,0,

reprezinti produsul laturilor 34 si 30 multiplicat cu sinusul unghiului ce fac
directiile lor pozitive in sensul dela 34 catre 30.
Valoarea sinusului va fi evident:

34.30//34].]30] = 24,0//34|.]30].

La efectuarea produsului vectorial tinem seama de ordinea factorilor,
Analog avem:

34.30 = — 16 + 8,36 = — 7,64,
iar valoarea cosinului va fi evident:
] 34.30/|34).|30] = — 7,64//34].30],

acestea fiind stabilite, si scrim echilibrul nodulur 0.
Observam ci, bara 01 fiind suprimaté, eforturile in barele 12 si 13 vor fi
nule si astfel in nodul 0 descompunerea o facem numai dupa doua bare. Avem:

— /3 + Nogs 03//03] + Noas 02/,02| = 0.
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Pentru usurinta caleulului vom lua ca necunoscute:
Noss = Nows/|03] , N'gas = Npas/|02], ete.,

adicii valoarea efortului din bari impartit prin lungimea ei.
Ecuatia de mai sus se scrie atunci:

_;;/3 + N’O”o_é + N’msﬁ = O-
Dacit se multiplicid vectorial aceastd ecuatie pe rand cu 03 si 0—2,0bl,:inom:
Niges = 95/912 5 N'ps = — 95/912

Asa procedim si cu celelalte noduri.

Acum indepirtim forta F de pe grinda si aplicim dupa bara 0—1 un efor-
Nop= + 1. Caleculim ca mai sus eforturile din toate barele.

Pentruca rezultatele le-am pastrat sub forma de fractii ordinare, le-am adus
pe toate la acelagi numitor comun: 112,912 = 110352 si in tabloul ce urmeaza
am seris drept efort N’ numiritorii acestor fractii. Asa dar, rezultatele din
tablou trebuesc impirtite cu acest numitor comun. Vom avea de exemplu:

Nygs = [34] N'yys = 5,517.6655 /110352 — 0,3327 t:
0,57

Nygr = [46] 1’ g0 = 4,005.15972 /110352 = 0,5797 t.
Ca sd giisim necunoscuta static nedeterminati aplicim teorema lui Casti-
gliano, care ne da:

EN ks Minalise R+ X IR Uy /Ry =EN"y 0’y B /D i T XZn By /9=0.

Pentru a gisi pe X ne trebuesc valorile lui 2, pentru fiecare bard. Daci
avem sectiunile, problema este rezolvati.

Sa presupunem cd ne propunem si gdsim sectiunile barelor astfel ca si
avem acetagi rezistenid in toate.

Din expresia lucrului mecanic:

L= 1 (ENy, + Xny,) 1y /Q,E

dacd punem:
(Nipp + X0y ) /R = R =ct,
deducem

L= 1% (21, Q,)/E.

Valorile lui N . si n; fiind oarecari, rezulti ci nu putem avea 9 = ct
decat atunci cand X == 0, adici atunci cénd sistemul este static determinal,
cand X1, Q.. adica volumul grinzii este un minim.

Grinda datd putem s’o facem static determinati prin suprimarea unei bare
oarecari. Alegerea barei ce urmeazi a fi suprimatd fiind arbitrari, vom
cipita atatea grinzi static determinate cAte moduri avem de a suprima cate
o bard oarecare.
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Se pune intrebarea: care din aceste grinzi static deter
cele mai apropiate de ale grinzii date?

O gisim in modul urmitor:

S& presupunem deocamdatd ci toate barele grinzii au ace

In acest caz, avem:

Z N’

minate are eforturile

iagi sectiune,

f 3 s 2 3 1=
iks Wi By + XZ ', B, =0,

din care deducem valoarea lui X gi eforturile din toate barele. Acest caleul
dupd cum se vede este independent de valoarea sectiunilor.

Pe baza acestor eforturi dimensionim barele si, pe baza sectiunilor obtinute,
caleulim din nou valoarea lui X si eforturile din bare.

Procedand astfel, se observa cii efortul a ciarui valoare absoluti este cea
mai micd, calculat in ipoteza .Ql.,\, = ¢l, scade mereu.

La limiti ajunge zero. Asa fiind, putem suprima aceastd bari.

Asa dar, sistemul static cel mai apropiat de grinda data este acela in care
suprimdm bara care in ipoteza 0, = et a avut efortul cel mai mic
absoluid.

Daca ne gandim bine, acest lucru este chiar evident.

In cazul nostru in aceasta conditie se gisesc barele 47 si 87.

Daca se caleuleazi valoarea lui X in cele doud ipoteze se g

in valoare

dseste:
X=-—-0,534439 5 X=— 0.454545

o

gisim eforturile, inserise in ultimile dous coloane
ale tabloului si exprimate in kg.

cu ajutorul acestor wvalori

A
Figura 477

In penultima coloanid avem eforturile in ipoteza Qi = ct, iar in ultim
cazul grinzii statice.

ain

Din inspectarea lor se vede ci diferentele intre ele nu sunt mari si cd deci
pe baza eforturilor maxime putem proceda la dimensionarea sectiunilor.

In practici sistemul acesta se descompune in doui grinzi static determinate
asa cum se aratd in figurile 477 a si b. Se da fiecirei grinzi sarcinile ce-i revin
la nod si se calculeaza fiecare grindi in parte. Se suprapun apoi eforturile din
cele doud grinzi pentru aceiasi bari.

Se vede numaidecat ci aceastd procedare practicd nu-i nici justificata si
nici exactd, intrucat di erori mari. ;

42. 1934, Gh. Em. Filipescu. Statica constructiunilor si Rezistenta materialelor.
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K) Calculul eforturilor suplimentare in barele unei
grinzi cu zéibrele.

Una din ipotezele cari stau la baza calculului eforturilor din
barele unei grinzi cu zabrele este ca barele se considera articulate
la ambele extremitati. In realitate, aceastd ipotezd nu se realizeaza
din cauza imbinarii capetelor barelor. Prin imbinarile cari se fac,
barele sunt, pur si simplu, incastrate unele in altele in noduri, cu
alte cuvinte, unghiurile intre directiile diverselor bare ce pleaca
dintr’un nod raméan invariabile.

Daca este asa, atunci in extremitatile barelor iau nastere niste
momente din cauza carora se vor produce rezistente suplimentare
in bare.

E vorba sa determinim valoarea acestor momente.

Asa cum se prezintd grinda, este in realitate un sistem multiplu
static nedeterminat.

Dupi regulile date, gradul de nestaticitate este 3 m; +r
Insi cum my, = 2n—3, r =3, atunei rezultd ca grinda reala

In.

este de 3 (n— 2) ori static nedeterminaté.

Sistemul se transformi in unul static determinat presupunind
momentele, dela capetele barelor, nule.

Asa dar, grinda cu zibrele articulata la noduri nu este altceva
decat un sistem static al grinzii cu zabrele reale.

Am vizut cum calculim eforturile din bare si deplasirile nodu-
rilor sistemului static determinat.

Pentru a ne fixa ideile vom considera ¢i deplasarile nodurilor
fata de dimensiunile grinzii sunt infiniti mici de ordinul intaiu.

In grinda reald, distanta intre noduri se modifica pe de
o parte din cauza lungirii barelor, iar pe de altd parte din
cauza incovoierii, provocati de momentele ce se aplica la capetele
barelor.

S’a aritat la caleulul deformatiei grinzilor drepte ca din cauza
momentelor, deplasirile in lungul barei sunt infiniti mici de ordinul
al 1I-lea. Daci facem abstractie de aceste deplasiri, atunci rezultd
ci pozifia nodurilor grinzii reale in stare deformatd coincide cu po-
zifia nodurilor in aceiasi stare a grinzii static determinate.

Prin urmare calculul deplasirilor nodurilor aga cum s’a aratat
ci se face pentru grinda static determinati raméne valabil si pentru
grinda reala.

Sa trecem la caleulul momentelor dela capul barelor.
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Sd consideram un triunghi oarecare 021 din grinda cu zabrele
(fig. 478).

Acest triunghi il facem static determinat introducand trei arti-
culatii in varfurile lui. Asa fiind, triunghiul se gaseste tocmai in
conditiile in care este solicitat in grinda cu zibrele cu barele arti-
culate la extremititile
lor.

In acest caz. pentru
toate laturile M, = 0,
iar Ny este efortul din
bara respectiva in siste-
mul static determinat.

In grinda reald ba-
rele  fiind incastrate Figura 478
unele in altele avem
bp =0, =0, =0, de unde rezults ca Sl u=p=w =10,
In acest caz, ecuatiile (21) se reduc la:

Xuy + Yo, + Zw, =S N, £0 de
Xuy, + Yo, + Zw, = S Ny de

Xu, + Yo, + Zw, = Sl\vs 6 de

Semnul sumei se intinde asupra tuturor barelor triunghiului.

Si evaluam de exemplu pe [N, &0 de. Observam cd, pentru o
aceiasi bard, &0 pastreazi o valoare constanta, iar [N, de repre-
zintd chiar lungirea barei in sistemul static determinat.

Daca notam cu uy,, uy §i ug, aceste lungiri, facand calculele, gisim:

S N; £0 de = w1 — wyg cosp — ugy cOsy.
Daca se compara aceasti expresie cu formula (12) dela aplicatia

(39) dela grinzile cu zabrele, se constata ca sunt identice. Deci punem

LS

N, &0 de = dy da S\ n0de =d Ap S N, 50 de = dy Ay

Iy

n care Aa,... sunt cantitatile cu cari au variat unghiurile «
considerdnd grinda cu zabrele cu barele articulate in noduri.

Dimensiile barelor grinzii cu zibrele fiind cunoscute st solici-
tirile fiind date, aceste cantitati le putem caleula numaidecat.
Ne mai ramane sa calculim termenii s Sl
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Din formulele (24) se recunoaste numaidecat ca putem neglija
termenii ce au pe ¢ ca variabild. Se gaseste foarte usor:

Tk = Sa:2 do = d2(Lo/ Lo + le/10e) /3E; uy=\a y dow=dydl;o/6E I,
o

= Sy do =d}(hs/ Iy + Lo/ o) /3E; =Sy zdw=dydy l;s/6E 1,

Ry SZZ do =d2(le/Is + Iy /15)/3E; ws =S:c z dow=dydy los/6E ],

in care I sunt momentele de inertie ale sectiunii barelor in raport
cu axa neutrd ce trece prin centrul de greutate al sectiunii.

Daca introducem aceste valori in grupul de ecuatii de mai sus,
daca se tine seami de (18), dacd multiplicam totul cu un I oarecare
si daca tinem seama de notatiile din (28), gasim:

M, by + 2My (A + Agg) + M, hee = 6EI Aa

My dyg + 2M, (hyg + Ayo) + Mo Ao = 6ET AP

My hgy + 2My (dsg 4+ Ag)) + My gy = 6ET Ay
adica tocmai formulele lui Clapeyron.

Pentru fiecare triunghi al grinzii cu zibrele putem scri un ase-
menea grup de cate trei ecuatii.

Odatid determinate momentele in noduri, cu ajutorul formulei
(47) putem calcula momentele in capetele barelor ce se intdlnesc
in acelasi nod.

Cu aceste momente calculdam grinda asa cum se prezinta in rea-
litate.

Acest caleul ne arata ci surplusul de rezistenta in grinda reala
poate ajunge pand la 509 din rezistentele grinzii consideratd cu
nodurile articulate.

Acolo unde insd sarcinile se aplici cu oarecari excentricitali,
cand sarcinile se aplicd intre noduri sau cind exista momente M,
in noduri, deosebirile sunt foarte mari si calculul indicat este necesar.

In cazul indicat s’a vazut ci sistemul de 3(n-—2) ori static
nedeterminat s’a redus la rezolvarea a n— 2 grupe de cate trei
ecuatii cu cdte trei necunoscute.

L) Grinzi Vierendeel.

Modul in care se confectioneazd constructiile de beton armat
si sudarea pieselor la constructiile de otel ne impun conditia ca s&
nu mai putem considera barele unei grinzi cu zibrele ca articulate
in noduri. In aceste conditii nodurile prezinta o rigiditate oarecare,
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care ar putea asigura stabilitatea grinzii chiar in cazul cand am
suprima diagonalele.

O grinda Vierendeel este o grindid cu zibrele formata din talpi
si montantii careia i s'au suprimat diagonalele si la care barele
dintr'un nod se considera incastrate unele intr’altele.

In genere ele se prezintd ca in figura 479 a.

Agsa fiind, le putem considera formate din juxtapunerea a o
serie de cadre ele-
mentare a, b,... si 7
deci le putem cal-
cula dupd norma
acestora

Vom face mal

intaiu emul

staticdeterminat, 3 7 "
Observam ca ¢ o | s 3
dacid introducem ¢ b \ / \ -

; -k ) !
articulatii  in i) N/ N P

toate nodurile, ¢
sistemul se tran- Figura 479
sforma in unul
articulat deformabil. Pentru a obtine un sistem rigid este suficient
a introduce diagonalele 1-—2, 25 ete. (fig. 479 b). Se observa
numaidecat ¢i avem o armda cu zabrele formata dintr’un sistem
de bare articulate la capetele lor si in cari putem determina toate
eforturile dupd normele date la grinzile cu zabrele,

Gasim astfel i eforturile in diagonalele introduse 1—2 , 2—5, ete.

Aceste bare insd nu existd in constructia dati s1 trebuesc su-
primate. Ca sd suprimam bara 1—2 e suficient ca in nodul 3 apar-
tindnd cadrului @ si introducem un moment 3 si sd considerim
barele 1-—3 si 3—2 incastrate una intr’alta.

Daca efortul din bara 1—2 este Ny, si dacd distanta dela nodul
3 la bara 1—2 este d, se vede ca putem suprima aceastd bara cand

3119 o dA\vlz

Am pus indicele s pentru a arita ca acest moment a fost dedus
pe cale statica.

In mod analog suprimam barele 2—5, ete.

In acest mod grinda dati am transformat-o intr’o grinda cu
zabrele articulata in toate nodurile sale, afard de nodurile 3, 7
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si 11 in care considerim barele incastrate unele intr’altele. Mo-
mentele M, deduse pe cale statici se prezinta ca in fig. 480.

Asa dar, am transformat grinda datd intr'un sistem rigid si
static determinat.

Figura 480

’

S’a ardtat cd in aceastd privinla avem o mare libertate.

Am putea. transforma sistemul g1 altfel. De exemplu. Consi-
deram barele talpii superioare incastrate unele intr’altele impreuna
cu primul montant. Restul de bare le consideram articulate intre
ele si in talpa superioara.

3 5 ; Oricum ar fi,

putem gasi  su-
prafata momen-
telor £ datorite
%z momentelor M,
“ 3 ] . care se aplica pe

fiecare bara.

Sd ne ocupam
de partea slatic
nederminatd.

Presupunem
pentru aceasta

barele articulate

Figura 481

in toate nodurile
si la capetele lor aplicate momentele static nedeterminate.

Vom seri apoi ecuatiile ce rezultd din echilibrul nodurilor. Cu
sensurile din figura 481 avem:

—20—23 +2% =0(a) 31 +32—35=0(ay)
GRS S - DAL UL o e i

Si serim acum ecuatiile (f) ce rezultd din deplasarile virtuale

distincte ce putem da sistemului.
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Daci dam o deplasare virtuald cadrului elementar b, care este
un trapez, atunci dupad formula (27) avem:

(& — B50) /hy + (35— 24) /hy = 0.
Insd dupd formula (47) avem:

=42 2, =2

&l

v D= G R s ¢

)

3

Dacé facem inlocuirile si procedim la fel cu toate cadrele ele-
mentare obtinem:

(20 —31) /by — (0 — 1) /hy = 0 (B);
(42 —53)/hy — (2% —35) /by = 0 (By);
4 (64 — 75) /g — (%6 —57) /b, = 0 (B,);
(86 —97)/hy — (68 —79)/hs = 0 (Ba);

..................

Vom avea astfel (n— 4) ecuatii (a) st +(n—2) ecuatii (),
dacd n este numirul nodurilor. In total vom avea 3n—>5 coefi-
cienti nedeterminati.

Sa scrim acum ecuatiile lui Clapeyron. Vom avea:

2 lgg 20 +lpg 0 —ay+ fa/hy =0
A0 2042 (Agg +15,)0 R =B by =0,

Ao D2 (1o s zmﬁ + iy 314 Ba/hg+62, =0,

ha 14243 31+ a5— Bo/hy+ 6 2,=0,

[ 27323 + 25,32 —a, + 60, =0,

Sl e Oy SRR Y
]91,,,24+ 1572 4 by, — By R 20,

U 28 100 o, £ TR e,

[ 273535 + 75553 —ay + Bu/hy + 692, =0,
| /353’)+2/33)'3 +as—Pu/hy +6 2, =0,
| 24545 + 14554 —a, =0,

| 14540+2/4504+a5—0

............
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Vom avea 3n— 8 asemenea ecuatii cari ne dau destul de lesne
valorile momentelor in functiune de coeficientii nedeterminati si
de incércari.

Aceste valori duse in ecuatiile (a) si (f) ne dau coelicientii
nedeterminafl a si f.

Dificul atea constid insid toemai in rezolvarea sistemului de
3 n—5 ecuafi. 3

Putem face un calcul aproximativ bazandu-ne pe considera-
tiunea ca sistemul de ecuatii este liniar si omogen i ca deci putem
suprapune efectele.

Prin urmare putem considera in primul cadru, a, incdrcate cu
suprafete de momente numai barele 1-—3 si 3—2 §i anume cu mo-
mentele ce rezultd din momentul 3, pe care l-am determinat pe
cale statica, iar toate celelalte bare libere de orice moment M.

In aceste conditiuni, rezolvand cele # n—5 ecuatii, gisim
momentele dela extremititile tuturor barelor.

Cu cel de al doilea cadru b procedim la fel si anume consider
incarcate cu suprafete de momente numai barele 3—5 si 3—2 si
anume cu momentele ce rezultd din 3, iar toate celelalte bare
libere de orice moment.

Daci se procedeaz la fel cu toate cadrele si daca se suprapun efec-
tele se capata evident acelas rezultat ca si cdind am considera barele in-
ciircate cu toate suprafetele de momente asa cum se arata pe figura480.

Se constatd insd, cind calculam cadrul @, ca momentele din
nodurile 4 si 5 sunt mici, iar cele din nodurile 6, 7 si cele ce
urmeazi, neglijabile.

Prin urmare nu facem o eroare mare daca la calculul cadrului
a consideram in ecuatiile (@), (f) si ale lui Clapeyron momentele

din nodurile 4, 5 si urmatoarele nule.

)

Pentru calculul momentelor in barele cadrului @ sia celor ce-l
leagd cu b obtinem patru ecuatii cu patru necunoscute.

La calculul cadrului b, considerim, in aceleagi ecuatii, nule
momentele din 0, 1, 6, 7 si urméatoarele. Obtinem astfel un grup
de 7 ecuatil cu 7 necunoscute. :

Pentru caleulul cadrului ¢, vom considera nule momentele 2, 3
si toate nodurile dela stAnga acestui montant precum si momentele
din nodurile 8, 9 si a tuturor acelora dela dreapta acestul montant.

Obtinem iardsi 7 ecualil cu 7 necunoscute.

In total vom avea de rezolvat 2 grupe de cate patru ecuatil
sl (n— 6)/2 grupe de cdte 7 ecuafil.
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Suprapunem apoi efectele.
Evident ca vom avea atétea feluri de calcule aproximative cite
feluri de aproximatii putem face.

Aplicatia Nr. 148. Si avem o grindi Vierendeel de 16 m deschidere si 3 m
inaltime Impirtiti in 4 panouri prin montanti verticali. Talpile sunt paralcle
(fig. 482 a). Daca I si I, sunt momentele de inertie ale talpilor si montantilor,
vom  presupune ci avem

= 1/I, = 2. Pentru fiecare 2] F ftond
cadru elementar avem deci

g
T
|
A= &'m ere b =Gm i3 2 al
- |
vom presupune ci in nodul 7 Ay )
< apliea x rerticali e 2 4 6
se aplica o fortd verticala Y el
9
//
//
//
o’

P ——e—— . ——y
S 5 7
=1 N -
. . . ’d
Putem face sistemul rigid N o \\ Y
; 4 : - N - 8
static determinat introducand \\\ i S
. =s & . . 7 B
articulatii in toate nodurile si _lk = ¢
. e 4 4 3 oy
diagonalele 1—2, 2—5, 5—6

si 6—9 (fig. 482 b). Astfel
putem determina eforturile in

toate barele.

Pentru a suprima diago-
nala 1—2 e suficient ca in
nodul 3 in bara 3—1 si intro-
ducem momentul 3_13 a carui
valoare si fie egal cu aceia
a momentului efortului din

diagonala 1—2 in raport cu
nodul 3 (fig. 482 ¢).

Putem face aceasta mai o o
simplu cu ajutorul deplasi- Figura, 482
rilor virtuale,

Daca unghiul 132 variazi cu 6, atunci partea din dreapta a grinzii se roteste
cu 0i. De pe figura 482 d se vede ci avem

0=1% 6;

Momentul 31 dupa sensul din figurd este positiv si se roteste cu 0
iar forta F' se lasd in jos cu 4 0; in care 4 este lungimea a panoului 6—8. Rezulta
deci 313 = 1 tm. Exact la fel gisim: 35s= —1tm, 75— 1 tm, 79s=3 tm.

Seriind echilibrul nodurilor 3 si 7 gasim 39 =—2 tm, 765= 2 tm.

Acestea sunt momentele in barele sistemului rigid static determinat ales.

Pe figura 483 a, la scari si dupa conventiile admise, sunt reprezentate
aceste momente.

2

Pe aceasta cale putem gisi si eforturile axiale in bare cari ne dai exact
aceleasi valori ca in grinda cu zibrele. Nu le mai determinim pentrucia in
deformatia sistemului nu tinem seama de lungirea barelor. Tinem seama de
aceste eforturi la fine, la caleulul rezistentelor.
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Sd trecem la parlea nestaticd a problemei.
Ecuatiile (a] de echilibru nodurilor ne dau:

31 +32—35=0(e;) —20—23+ 2&=0(ay)
(a) 53 + 56 —57 = 0(as) — 42— 45 + 46 = 0(ay)

75 + 76 —79 = 0(a,) — 64— 67 + 68 = 0(ay),
iar ecuatiile din deplasirile virtuale distincte ce putem da sistemului ne
() 20— 0+ 1—31—0&;), 42—24+3a——53——0([3(;)

64 —46-57—75=0(f:), 8—68+T9— 9=0(8a)

dau:

Inainte de a aplica ecuatiile lui Clapeyron si evaluim numericeste 6 2,(yy)......

Avem:

6Q,09= &tm?, 6Qu9)= 8tm?® 6Dy =—12tm?, = 64 = — 2htm?
602;(35= —8tm?,  6Q24;5= —4tm?, 6925;)=  4tm? 60 (1= 8tm?
682;(e7)= 24tm?,  624)= 12tm?, 6Q2;;5= 24tm?, 6Q(7)= . 12tm?

In aceasti evaluare s’a tinut seamd cd pentru montanti avem k = 2 in con-

formitate cu formulele (28).
Sa serim acum direct formulele lui Clapeyron.
8000 i b O—a2+ﬁa=0
4.20 + 20. 0 + 6. 1—ﬂa—0
6. 0 + 20. 1+4.31+,3a+4=0,
4.0 o BB g, — L BT 4

12.32 + 6.23 + a;— 24 = 0, 6:32 +12.23 — a,— 12 = 0,
8.35 ~ 458 —a, + Bb—8 =10, 4.35+ 8.53 +a,—fp—4=0,
8.24 + 4.42 + a, — By = 0, 4.95 + 8.42—a, + fv=0,
12.54 + 6.45 4 a5 = 0, 6.54 + 12.45 —a, = 0,

8.57 +4.75—as+ e+ 4=0, 4657+ 8.75+ 6~ fc+8=0;
8.46 + 4.64 + a,— B = 0, 4.%6 + 8.64—a; + B =0,
12.76 + 6.67 + a, + 26 = 0, 6.76 + 12.67 — g + 12 = 0,

8.79 + 4.9—a;, + P2+ 2 =0,

4.79 +20.9 + 6.8 —Ba+ 12 =0,

6. 9 +20.8 +4.68+ fa=0,

k. 8+ 8.68 + ag— fa=0.

Rezolvind aceste ecuatii gasim:

— 2ag — 6a; + 24Pa S99

192. 0= — 6a; — 2a; + 24Pa ;0 192, 1= 2a, + 6a;— 24Ba
192.20 = 27a, + a;— 36pa s 192.3T= —  a,—27a,+ 36Ba—192
1832 = 1 42t 9q. 1136 i 18.28=  2ay +

12.35 = 20+ a;—3fp+12 7  42.58=— a,— 2a,+ 3f
12.26 = — %4, — a.+ 3P ;o 12,482 = as + 20— 3B
18.56k = — a,— 2a, s 18.45 =" Za,+ a

12.57 = * 2a; + a,— 3Bc s e TE e g, = g, 4 SRl 0
12.46 = — 20, — a5 + 3fc : 12.64 = a; + 20— 3fc

13:76 =~ ia..——2q.; — 36 i 18.6T= 2.+ a;

192.79 =  ay +27a,— 3684—576 ; 192.68 = —27a;,— a; + 3684
192. 9 — §=  6a; + 2a;— 24Pa
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Daci aceste momente le introducem in ecuatiile (f) gisim:
1082 = 3a, + 3a; + 16, 4B = @y + ay+ oy +az + 4
bPe= @+ ag+ag+a;+4 ; 108i= 3a; + 3a; — 48

Aceste valori ale lui f introduse in ecuatiile de mai sus, ne di:

960. 0= 6a,+26a,+192 ; 960. T——26a,— 6z 192
960.20=81a,—49a;,—288 ; 960.31= 49a,—81a,—672

48.35=— 3a, + 5a5—3a,+ a,+36; 48.58= . 34— ay4-3a,—5as+12
48.2k=—""5a, 4 3ay— a4, +36;+12; 48. W= @ 30,356, —3a—12
48.57=— 3a, + 5ay—3ag+ @, —12; 48.75= 3@ a,+30,—5a,—36
48.46=— 5a, + 3a,— ag4+3¢;+12;, 48.64= a4y 3a-+5a—3a,—12
960.79=—49a; +81a;—2016 : 960 . 68 =—81ay+49a,— 864

960. 9= 26a,+ 6a,— 576 960. 8=— 6a;—26a,+576

Aceste valori le introducem in ecuatiile (a). Obtinem 6 ecuatii cu 6 ne-
cunoscute a.

Se observd ca dacd aceste ecuatii le adunam si scidem doud cite doui
obtinem:

Q=4 , AG=0a5 , @z=a,
si grupul:

29a, — 5a; = 66,
—ay + bag—ay =12,

Dag— 29d,—='78;
ale carei solutiuni sunt:

ay = 3126/1189 , a, = 2436/1189 , = — 2778/1189
Valoarea momentelor este deci:

0="—-1=¢/30+02 ; 20=q/30—03 : 31 = —q,/30 —0,7
R=—0/6+2 ; W=0,/6_ ; 35=(a—e,)/2% + 0,75

53 = . (G—0d/2+ 0,25 5 = —(dy—a))/2% + 0,25
E=—~(a,—a4)/24—0,25 45 = — 5k = a,/6

57= (0 —a)/2—025 1 7B= (a,— ag)/2%—0,75

56 = —(a,—ap) /2% + 0,25 ; 6&=— (a,—ag/2—0.25
T=—a/6— 2 ; Bl=a/6 ; T9=\a/30—31

68 =—q,/30 —0,9 ; B=—9=—0q,/30 + 0,6

Dacd la aceste momente se adaugi cu semnele lor momentele deduse pe
cale staticd si anume 31y, 32, etc., obtinem in definitiv valorile:

0=— T=0,288 3M=—20=0212 ; 23— 330438
% =—35=1022 ; 5“3:*@':0,274 : _4“_5'=~f__4‘=0,341
46=—57=10067 ; 75——64=0433 ; 76— —067=0,389
79— —68=10822 ; §=-— 9=—0,678 tm.
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Cu ajutorul acestor valoris’a trasat pe grinda curba momentelor (fig. 483 b).

Din inspectarea valorilor de mai sus §i a curbei momentelor se constata
¢i la mijlocul montantilor momentele sunt nule si ca cele doud talpi ale grinzii,
in acelasi panou, sunt solicitate la fel din punctul de vedere al momentelor,
De asemenea se observd cid si calculele prezintd oarecare simetrie. }

Daci pentru o altd pozitie a sarcinei I am repeta calculul de mai sus si
daci am tine seamd de particularititile acestei grinzi semnalate aci, atunci

evident calculele se simplifica sensibil.

4 : =

02
Liagrama momentelor real~

Figura 483

Pentru a putea calcula rezistentele in diferitele portiuni de grindd ne mai
treubesc fortele axiale si taietoare.

S’a ardtat la alte aplicatii cum din momentele la capul barelor deducem
forta R = X& 4+ Yz pentru ficcare cadru elementar. Avand pe X si Y, avem
deci eforturile axiale in bare datorite cantitatilor static nedeterminate.

Daca la acestea se adaugd cele rezultate din calculul static, atunei rezulta
eforturile axiale totale si deci avem toate elementele pentru a putea proceda

la caleulul sectiunilor.



XXVIIL. LINI DE INFLUENTA LA SISTEMELE
STATIC NEDETERMINATE.

Cantitatile static nedeterminate se gasesc cu ajutorul teoremei
lui Castigliano, deci cu ajutorul deformatiunilor.

Deformatiunile s’au viizut ca sunt functiuni liniare de incarcari
si functiuni de un grad mai inalt de elementele (parametrii) cari
fixeaz pozitia fortei si sectiunea in care se cautii deplasarea. Prin
urmare, si liniile de influenti a cantitatilor static nedeterminate vor
fi functiuni liniare de incéircari. Aceasta este important, cici vom
putea suprapune efectele.

A) Linii de influenta la sistemele simplu static
nedeterminate.

Vom incepe cu acestea pentruca sunt cele mai simple. Vom face
cateva exemple.

1. Grinda continua cu 2 deschideri si reazime de nivel.

@) Liniile de influentdi ale reactiunilor.

Presupunem totdeauna ca sarcina F =1 tona este aplicata in
secliunea 1.

Vom gisi deocamdati linia de influenta a reactiunii V, pe
doud cii pentru a o deslusi mai bine.

1°. Cu ajutorul lucrului mecanic girtual Sarcina F = 1 tona sl
reactiunile Vo, V; si V, formeaza un sistem de sarcini in echilibru,
deci avem:

L= 2R
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Pentru a aplica principiul lucrului mecanic virtual, dam numai
reazimului 0 o deplasare, celelalte raimanand pe loc (fig. 484). V,
filnd vertical, dam reazimului 0 o deplasare verticala si anume
deplasarea ce rezultd cand in reazimul 0 aplicdm o sarcina verticala

V,=1 tona. In acest caz, rezulta

A in dreptul reazimului o sageata
0 i 1 ) W ol
_;_1 " //1f 900, 1ar in dreptul sarcinei I’ o
% A 2 ) il (e
:, //"/ sdgeata vy, Conform principiulu
| Ve . : ® 5
L lucrului mecanie virtual avem:
4;“*—;/ _I. il Lr
; Vieo = VoVYoo

Figura 484 si deci
= "ia//"oo

2°. Cu ajutorul teoremei lui Maxwell. Suprimam reazimul 0
(fig. 485). Sub actiunea lui F, extremitatea ) a grinzii se va misca
oricum in sens vertical. Va trebui si aplicim in reazimul ) o reactiune
V, asa fel ca si se aducd extremitatea grinzii in pozifiunea sa
initiala. Deci sageata in
0, sub actiunea lui V, si l//
F =1 tona, trebue sa fie
ala cu zero. Ori, expresia
sage;ii in acest punct este:

Vo Yoo — 1 Voi — 0.

Ori, conform teoremel

b

lui Maawell, avem:

Voi = Yio

st deci
Vo = vio/9a0 G 'H"MH. I

LTI
"‘\ |

Factorul 1/¢, este Linial
multiplicatorul linier de Figura 485

mfluenta.

Constructiunea este foarte simplda. Suprimam reazimul 0 si
aplicim acolo o sarcinda V, =1 tona (fig. 435 b). Construim
axa deformatd a grinzii presupundnd grinda simplu rezemata
pe reazimile 1 si 2. In mod cu totul analog, suprimand
reazimul 1, gdsim linia de influentd a lui V; (fig. 485 ¢)
care este:

Vi =viu/on
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P

b) Liniile de influen{d ale fortii tdietoare si momentului incovoietor.

1°. Sa_presupunem ci voim si construim linia de influenid a
fortel tatetoare din secfiunea w, secfiune cuprinsd in prima deschidere.

Dacé sarcina este la dreapta sectiunii, atunci forta taietoare
este chiar reactiunea V,. Daci forta F =1 tona, calci la stanga
sectiunii, atunei:

e Vo —1 = "io/’l."oo == J-,
sau

T = ("io _— "oo)/"oo = — ("ao S "io)/VOO'

==}
-

Prin urmare chestiunea este foarte simpla (fig. 486 a
2°. Sd presupunem cd

Fit
voim sd gastm linia de ~——a
i 7 2
e = o 04
influenfa a  momentului °g= e - -
incovotetor in aceiasi sec- T

fiune z.

Presupun ¢i sarcina

F =1 tona calei la dreapta
sectiunii. Atunei momen-
tul este dat numai de
reactiunea V,, deci:

M = Vo2 = ¢i5'2 /¢

Prin urmare, aceleasi
“ordonate ale axei defor-
mate a grinzii servesc si
pentru linia de influenta
amomentului incovoietor,

Figura 486

ceea ce difera este numai multiplicatorul care aci este: Z/900-
S& presupunem ci sarcina calci la stdnga sectiunii. Atunci:

M=V,z—1 (x — = [V;,, ——Wgq (T — a)/a:] 1‘/(-00

Pe figura 486 b se vede valoarea ordonatei Yoo (* — a) /x, care se
scade din ¢;,.
Sa vedem cum executdm grafic aceste linii de influengd.
Suprimam reazimul 0 si aplicim in el o forta V, =1 tona
(fig. 487). Avem de-a-face cu o grinda simplu rezemata pe reazi-
mile 1 §i 2. Curba momentelor este un triunghiu si valoarea
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momentulul pe reazimul 1 este — lp;. Cu aceastd curba de momente
ca incarciturdi si cu o distantd polard oarecare, construim axa
deformata. Pentruca sagetfile in reazimul 1 si 2 sunt nule, linia
de inchidere va fi dreapta care are sdgetile nule in aceste puncte.
Sagetile se misoara dela
aceasta linie de inchidere.

Aceastd curba ne da
valorile lui ¢y si ¢4, deci

tot ce ne trebueste pentru
liniie de influentd prece-
dente.

Sa gasim  prin caleul
valorile lui ¢4 ST ip Pre-
supunem EI constant pe
toatd lungimea grinzii.

Avem:

li2

"l 2
Voo = gmf’o ds /Bl = {S a?dx + 10215

0

/32 a
2day) z,,] JEI
0

900 = 2 Iy lpg/6 EL

Sa oiisim valoarea lui ¢;,, cind sarcina caled pe prima deschidere.

Avem: pai § My My ds/E1.

Prin urmare, va trebui sa
construim curba momentelor cénd
sarcina I/ =1 tonad calca in sec-
tiunea i, adica pe my;, Ccaci
pe mg, l-am avut. Pe prima des-

chidere: mgz =—=z, pe a doua:
Mze = —lg; 21/Lis. Pe 'prima des-
chidere (fig. 488 a) in intervalul
0 —a: mg =0, iar pe intervalul

a—1ly: "ms="—(z—a). Pe'a
doua deschidere: myi= — b /1. Figura 488
Deci:

=

Lo lya
ip.—ud /ET) [g z (z — a) dz + g T s d.rlv/’lf,],

e a

va:bl‘llollu +b 21y +a) ]/GEI.
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Céand sarcina cade pe deschiderea doua lyg, aplicam aceeasi for-

mula (fig. 488 b).
Atunci mz; = 0 pe prima deschidere, iar pe a doua, in intervalul
0—a: my =bafly si my =ax/l, pe intervalul a — lys, deci:

a ‘b

vio = — (lou/ 1% EI)[ b S T2y da + as

Vio=—Ilp ab (Ly + b)/6 1, EI.
E util adesea pentru calculul si constructia liniei de influenta
de a utiliza notatiile:
all =a, b/l =B,
cu a + f =1 i, in acest caz, a si § variaza intre 0 st 1.
In acest caz, pe prima deschidere, avem :

ida, ]

0

Vio 21315[2112/101 + 8 (2 —}—a)]/GEl,
pe a doua: 7
%o =—loy lpa B (1 + B)/6 EI,

si deci, pe prima deschidere:
Yio/%00 =+ f [ 2by/loy + B (2 + a) ] lor/los-
sl pe a doua:

"io//"oo =z Q ﬂ (1 -+ ﬁ) llz2/l01 102!

expresiuni cari se pot calcula foarte usor, cu ajutorul tabloului
urmator:

@« | aBl+h | PR+q p
0,0 0,000 2,000 1,0
0,1 0,171 . 1701 0,9
0,2 0,288 1,408 0,8
0,3 0,357 1,127 0,7
0,4 0,384 0,864 0,6
0,42 0,385 0,58
0,5 0,375 0,625 0,5
0,6 0,336 0,416 0,4
0,7 0,273 0,243 0,3
0,8 0,192 0,112 0,2
0,9 0,099 0,029 0,1
1,0 0,000 0,000 0,0

43. 1934, Gh. Em. Filipescu. Statica constructiunilor §i Rezistenta materialelor.
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B) Linii de influenta la sistemele multiplu
static nedeterminate.

Prin o serie de exemple, vom indica procedeele cari se intre-
buinteazd in asemenea cazuri.

1. Procedeul intdiu.

Se face intr'un mod oarecare sistemul static determinat supri-
mand atatea reazime, legituri sau bare céte este nevoie pentru a
ajunge la aceasta. Reactiunile reazimilor, a legaturilor sau eforturile
din barele suprimate, le luim ca necunoscute static nedeterminate.

Necunoscuta a carel linie de influentd ne intereseazi o exprimam
in functiune de F =1 si de pozifia acesteia. Aceasta va fi linia
de influenta.

a) Liniile de influentd ale reactiunilor la o grindd continua pe trei
deschideri, eu reazime de nivel.

Sa gasim linia de influenid a reacfiunit V.
Suprimind reazimile 1 si 2, grinda ridméane o grinda static deter-
minatd pe reazimile

0 si3 si aclionata de
forta /=1 tona
(fig. 489) si reactiu-

nile necunoscute V,

si V.
Grinda fiind con-
tinuii, vom scri ca

sagefile sunt nule in
dreptul reazimelor 1

si 2 sub actiunea

5

|t fortelor ¥ = 1 tona

*llona

Figura 489 st a .necunoscutelor
Viosi Vs

e o U A 7 =,
Vo oi— Vyoy — Voo =0,
m avea:
7 7 ol
Vi — Vy oy — Vaom =0,
sau
7 -4 —
Vien + Vi = i,

Viom + Vi = vip.
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Prin urmare, in dreptul reazimului 1, vom aplica o forta V, =1
tond si vom gisi ¢yq, 959 $1 ;. Fcand acelasi lueru cu V, =1 tona
aplicatd in reazimul 2, cApatAm pe Py, ¢pp SI ¢ig.

Ne riaméine acum si rezolvim aceste doud ecuatiuni si vom gasi
valorile lur V, si V, sub forma:

Vi = A,y + By iy,
VZ = .42 iy + Bz Vig.

Prin urmare, valoarea lui V, este suma celor doud ordonate ¢y
s1 ¢; multiplicate respectiv cu A; s1 B;.

Metoda. dupa cum se vede este foarte simpld insa necesitd multi-
plicarea ordonatelor axei deformate cu coeficientii A, si B; sau
ceea ce e mal simplu reconstruirea lor cu alte distante polare asa
ca si avem direct termenii Ay ¢ si B v, pe cari it adundm apoi.

S& presupunem cd avem un sistem triplu statis nedeterminat,
un caz foarte curent.

b) Linii de influentd la grindé continua cu patru deschideri.
Vom avea absolut la fel.
i = Vyon + Vaop + Vo
Vi = Vyiom + Vyog + Vyvy
vgi = Vyvg + Vavg + Vv,
carl rezolvate ne dau:
Vi = Ay e + Byvgi + €y oy,
Vo = A0 By 05" F C, 03
"'3 = 4*13 i + By vy + G5 V3.
Prin urmare metoda este generald si foarte simpla. Necesiti
. insa rezolvarea acestui sistem de ecuatii.
| Inconvenientul acestui procedeu este ¢i in cazul cand, de exemplu,
termenul A; ¢;; este foarte mare §i termenii B, vy + C, 95 sunt
de acelagi ordin de marime insd de semn contrar cu precedentul,
atunei rezultd pentru V; o valoare foarte mica.
In acest caz, toti termenii trebuesc caleulati cu mare exactitate
pentru ca valoarea lui V; sd nu fie afectatd de erori prea mari.
Pentru a evita asemenea inconveniente, trebue sa fim foarte
atenli la alegerea necunoscutelor static nedeterminate.
Acest procedeu mai are inconvenientul ¢ nu se preteazi bine
la caleule aproximative.
Procedeul in genere este universal aplicat.

43*
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2. Procedeul al doilea.

a) Liniile de influenti ale reactiunilor la o grindd continui cu trei deschideri.
Forta F' =1 si reactiunile isi fac echilibru (fig. 490), deci avem:
e =2V,

Sa presupunem ca dam o deplasare numai reazimului 1, si anume
deplasarea care s’ar produce acolo cind in 1 aplicim sarcina 1, =1

tona.
Atunci in dreptul reazimului avem deplasarea ¢y, iar in dreptul
; IF” : 3 forter ¢ si conform
principiului luerului

A s
TZ/ : TZ ﬁ 4| mecanic virtual, avem:

|
I
1
1

Loy =Vyeg

A
pentruca deplasarea ce-

4 Fttons i
Figura 490 lorlalte reazime este

nula.

Formula aceasta ne indicd precis ce trebue si facem.

In acest mod, am adus problema liniei de influenté la cazul siste-
melor simplu static nedeterminate, insd pentru gédsirea lui v; st
¢1 va trebui sa rezoleam in prealabil o problemd static nedeterminatd.

S’0 rezolvim in acest caz. Vom avea deci o grindi continui cu

doua deschideri [+, V/.,[ ’ L
s1 lyy si pe prima des- JL - e A
chidere, la distantele ~——14 — la - la—

loy 51l de cele doua
reazime 0 si 2, se aplica
o sarcind de V,=1
tona (fig. 490). Ca sa

gasim axa deformata

7
!

z —~

trebue gasita curba mo- ,
mentelor. Figura 491

Vom proceda asa,
cum s’a aratat la grinzile continui. Momentul in dreptul sarcinei
V) = 1 toni este, considerand deschiderea [y, + [, ca grindi simplu

rezemata:

wa = 101 l]2/ loz,

1ar momentul negativ in dreptul reazimului 2 este:
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My = — lyha(log + loa)/ 2losl = — My (lyy + loa) /21
in care
L=l + by + lys
Putem acum determina unghiurile axei deformate in punctele 0,2
s 3.
Avem:

Op = [My (b + loe) + M, lpp]/6 E 1,

0, =2M, l3 /6 E I,

B =M= L. /GTENE
deci toate datele pentru a putea scri expresia sigelii pe orice
deschidere.

Pe prima deschidere ly;, expresia ei va fi:
v = Ogx — [ My /Iy + M, /1] /6E],

pe a doua:

oy = Oz, — 22 [Myz, by — Mya; /1y + 3M,]/6EI,
pe a treia:

9y = Oyz;, — 23 M, /6 Iz E],
iar
v = lohio[2M; + My(lyy + lgo) /loo] /BET.

Avem toate elementele pentru a construi prin puncte, lima de
influenta

b) Linia de influenti a momentului incovoetor pe reazemul 1.

In grindé, in dreptul reazimului, continuitatea grinzii o inlocuim
cu o articulatie in care facem s acfioneze un moment M;, care
echilibreaza forta F'=1 tona.

lﬁ”am'\

Ca deplasari ale sistemului,

dam deplasarea care se pro-
duce cand in 1 actioneaza
momentul M; = 1tm. Cele
doua tangente la fibra defor-

matd in 1 fac unghiul 0,

iar in dreptul lui F avem ¢ \

g A Y568 petility

(fig. 492), s1, conform princi- Al ‘»“ il

piului deplasirilor virtuale, | L Ml o ) i

vom avea: Figura 492
MG ==bog,

Sa gasim expresia lui oy si 0.
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Pe prima deschidere avem, o grindd static determinata la ex-
tremitatea céareia este aplicat M; = 1 tm.; vom avea:

Og =1/ OBL . vt Oie =200 fGE].
S’a pus indicele s pentru a ardta cd este unghiul la stinga rea-

zimului din 1. Cealalta parte ramasi este o grindd continua la ex-

tremitatea careia se aplici un moment M,. Cu ajutorul teoremei
lui Clapeyron gasim:

My, = — jlo/l.
Putem gasi deci:
O=10Ls(2 + M,)/6 E I,
0, =2 M, 1g/6° B I
Oy =M G 1% Bl
Avem:
O =0+ 010 =[2 U + 45 M6 E 1.
Pe prima deschidere avem:
Vi = Ogr — a3/6 lyEl = x (I — 22) /6 Iy, E 1,
pe deschiderea doua:
vip = b @ + Oy — (2® + 23)/6 L, E I,
1ar pe a treia:
010 = Oz — 23 M, /61,3 EI.

Avem deci toate elementele necesare pentru construirea liniei
de influenta.

Exemplele de mai sus ne aratd ca putem gasi oricand direct
linia de influentd a oriciirei cantititi static nedeterminate, oricare
ar fi gradul de nestaticitate al sistemului.

Vom da in cele ce urmeazi o metodd generald care se aplicd
in mod relativ -comod. '

3. Metoda sectiunilor incomplete.

i ) a) Generalitati.

| Cand facem o sectiune intr’o bard oarecare, pentru a restabili
jf echilibrul, va trebui ca in fiecare din cele doud fete ale sectiunii
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ce rezultd, si introducem — egale si de sens contrar — cite un mo-
ment M, o forta tiietoare T si o fortd axiala N.

Daca, sectiunea fiind facuti, cele doua fete ale el se deplaseazi
dupé normala comund cu u = u, + wuy, u, fiind deplasarea fetei din
stinga sectiunii §i ug a celei din dreapta, daci in planul sectiunii
se deplaseazi cu ¢ = o, + ¢, si dacd ele se rotese cu 6 = 6, +04,
atunci lucrul mecanic virtual al celor trei cantitali din sectiunea
considerata (fig. 493) va fi:

L =M0 + Ty + Nu.

Daci, in loc de a face o sectiune completa, facem una incompletq
asa fel, de exemplu, ca dupa deformatie,

u si ¢ sa fie identice pentru ambele fete N { -
ale sectiunii si numai orientarea celor 7 T-{I\/ 8
doud fete sd difere, atunci evident ca L T \r
Ty =0, Nu = 0 si deci lucrul mecanic ' N : 5
are expresia: L&u_,!

L — Mo. ' Figura 493

Aceasta revine la a zice ca in secfiunea consideratd am introdus
o articulafie, cici numai in acest caz deplasarile u si ¢, dupia defor-
matie, sunt aceleasi pentru ambele fete ale sectiunii.

In acelasi mod, putem face o sectiune incompletd asa fel ca
cele doud fete ale ei, dupa deformatie, si aiba aceeasi orientare, si
deplasarea in sensul normalei sa fie aceeasi, cu alte cuvinte cele
doua fete ale sectiunii dupa deformatie si prezinte una fata de alta
numai o deplasare in planul lor. In acest caz expresia lucrului me-
canic, relativ la aceastd sectiune, va fi:

b =il
cact MO =0 si Nu = 0.
Prin urmare, cu ajutorul sectiunilor incomplete putem face ori-

cind ca din expresia lucrului mecanic si dispard toate cantitatile
afard de aceea care ne intereseaz.

b) Ecuatiile liniilor de influents.

Sa presupunem ci avem un sistem multiplu static nedeterminat
actionat in sectiunea i de o forta F = 1 tona. Si presupunem ci in
sectiunea a introducem o articulatie in care actioneaza un moment
M care echilibreazi forta F =1 tona, cu alte cuvinte, M este
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momentul care se desvolti in secfiunea x cand in secfiunea i
este sarcina, I = 1 tona (hg. 494).

Ca deplasari ale sistemului luam axa deformatd a grinzii ce
rezulti cand in sectiunea x aplichm un moment M =1 tm.
Atunci cele doua fete ale sectiunii fac intre ele un unghi Oz, 1ar
in sectiunea i se produce o sigeatdi ¢y, Conform principinlui
lucrului meecanic virtual vom avea

1 viem = MOyem,

pentrucd lucrul mecanic a tuturor celorlalte cantitati static nede-

V:” terminate sau static deter-

T :

1

— ! - = - minate este nul, deoarece
3 le',m/i ; ; sau au deplasari car1 se

anuleazd, adica sunt egale
s1 de sens contrar, sau sunt
nule.
In acest mod, obtinem
pe rand:
T".L'.l'l = Vixt,

Nz, = Pivns

Dupa norma aratatd an-
terior, semnificarea lul ¢,

ke _-__3.___-,'.__ S L
— Uzrni—

este: sageata cu care se de-
Figura 494 plaseaza in planul ei sec-
tiunea x cand in ea aplicim
o forta tiietoare T = 1 tond, iar iy este sdgeata care se produce in
acest caz in seci;mnea i
Din cele de mai sus rezultd ci putem exprima direct pe M, T
si N din sectiunea considerati in funciiune de vi, deci putem cons-
trui direct linia de influenta pentru fiecare din cantitatile de mai sus.
Prin urmare, metoda e generala.
E vorba acum si gasim explicit expresiile lui Ozs, 922, iz, ete.
Observim mai intdi ci inversul cantitatilor 0.z, 92z $1 Use VOT
fi multiplicatorii liniilor de influen{d a caror ordonate vor f1 date
de 9.
Pentru a gisi explicit aceste valori, trebue facuta inca o obser-
vatie generald si aplicabild tuturor ecuatiilor de mal sus.
Pentru a o concretiza, ne vom ocupa de linia de influenjd a
momentulul incovotetor.
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¢) Linia de influenfd a momentului incovoetor.

Cand in sectiunea z am introdus o articulatie i cand, asupra
celor doud extremitati de grinda cari isi. au capetele lor in aceasti
sectiune, am aplicat un moment M = 1 tm, pentru ca deplasarile celor
doud extremitati si fie aceleagi va trebui ca u si ¢ ale lor sa fie
identice. Pentru aceasta va trebui ca sa introducem in cele doud ex-
tremititi cite un 7' si N necunoscute asa fel ca sii satisfaca acestei
conditiuni (fig. 495). :

Vom afecta cu indicele s deplasirile extremitafii grinzii din
stdnga si cu indicele d aceleasi pentru grinda din dreapta.

Pentruca acum este vorba numai de sec-

. M T 7

tiunea x, pentru simplificarea scrisului vom M, M-ftn
suprima indicii z2. Tindnd seama de sensul /V.g\\
solicitarilor din figura 495, vom avea: 7.!

Ugm — .Vlts,, = Tu.\'l = UWdm — A\"udn il Tu'dt,

Yem — N Vsn — 1 Vst = Ydm — N Yan 7“’(1!-

Figura 495

Indicii m, n §i t arata ca deplasarile sunt produse respectiv de:
M=1tm N =1¢t,5 7T =11, aplicate in sectiunea z.

Din aceste doua ecuatii deducem pe N si T, intru cat toate
celelalte sunt cunoscute.

Odata N si T cunoscute, putem secri valoarea lui 0,, $1 9, in
functiune de aceste cantitati si de M = 1 tm.

Vom avea de exemplu, pentru 6., valoarea:

01:1 i Gsln ot (}dm N (osn & Gdn) i (63( =T 0dt)-
Valoarea lui ¢, pentru ramura din stanga, va fi:
Piz = Viem — T Vigt — AIViJvm
lar pentru cea din dreapta:
Yie = Pizm "*" T‘)ia‘t {51 A\T"i.rn-

Ultimele doua ecuatii ne arata ca linia de influentd v, este
suma a trei linii de influenta date de M =1 tm., 7 =1t i N = 1 ¢,
insd ordonatele ultimilor doua sunt multiplicate cu T si N date de
ecuatiile de mai sus.

Grafic chestiunea se simplifici pentruca odata aflate 7' si N
putem construi direct linia de influentd cu aceste valori i cu M= | tm.
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d) Linia de influenta a fortii tdietoare.

Vom proceda in mod cu totul analog. Sectiunea incompleta va
fi asa ca si permitd numai o lunecare a sectiunii in planul ei, pe
cand deplasarea in sensul axei barei si orientarea celor doua fete
ale sectiunii dupi deformatie sa raména aceleasi (fig. 496).

Vom avea:

g + Mug, — Nug, = — g — Mugy + Ntan,
0.\1 A *‘/l()sm S - AVOA'M = + 6lll + AI olllll (i iy ~\V0du.~

ecuatii cari ne dau valorile lui M si N.
Valoarea lui ¢,, va fi:
Ve = Vst A VYt — M ("sm g "lhn) ~— N (".m = (’dn)'

T Pentru ramura din stdnga avem:

N K Viz =\ 77 Vimt i iw"i:rm =k Av"i.rw
M

si pentru ramura din dreapta:
Vic = Viat T Mgz — N9izn.

Figura 496 Absolut analog se procedeaza si la
determinarea liniei de influenta a lui V.

Din cele de mai sus, se vede ca oricare ar fi gradul de nestati-
citate al sistemului, de indatd ce putem seri sau construi valorile lui
u, v si 0 pentru ambele capete ale orinzii din sectiunea @ sub acliunea
i N =1t, T =1t si M =11tm., atunci cu ajutorul sectiunilor
incomplete — pe baza egalitatii deplasirilor — putem afla doud din
cantitatile static nedeterminate din seciiune. Cu ajutorul acestora
si a celei de a treia— egala cu unitatea — putem scri deplasarile
in orice punct al sistemului si deci putem afla linia de influenta a
cantitifil care ne intereseaza.

In cazul nostru, cdnd am considerat in sectiune trei cantitafi
N, T si M, deplasarile u, ¢ si 0 din seciunea x sunt in numar de
I8. In cazul cel mai general cind am considera toate cele 6 soli-
citiri din séctiune, numarul deplasarilor u, v, &, 6, ete.. .. este de 72.

Se intelege ca in cazul general cand vom avea de aflat 5 can-
tititi din sectiune, chestiunea este mult mai anevoioasd, numai
din punctul de vedere al calculului.

Aplicatia Nr. 149. Se di o grinda orizontald incastratd la ambele capete, de
deschidere I si de sectiune constantd. Sectiunea @ in care se cautd linia de



683

influenta este fixata prin distantele a i @, dela cele doud capete (stdnga si
dreapta) ale grinzii. Sectiunea i in care calcd sarcina F — 1 este fixata in acelasi
mod prin distantele « si b (fig. 497). Vom presupune peste tot N = 0 si ca
=0 pe tot lungul grinzii.

In aceste conditii, din formulele precedente ne rimane si evaluim:

Ogm = x s Vem = -;'2- a? s Ysiam = %az,
Oam = &y s Ydm = ;“lf , Vdiam = “;'bﬁn
Ostii=ma oy var =k ad L, i = +a* (3 * — a),
Oap =4ak . |, ogt = F g e, L Wedinh i +b? (3 2, — b).

Toate cantititile de mai sus trebuesc impirtite cu EI care in formula li-

niei de influentd va dispare intru cat intrd F
la numdrator si numitor. — — b ——
I ik : - % )
1. Sa gasim linia de influenti a mo- $
- . % . 7%
mentului incovoietor din secfiunea x. e e £ @)
. : X : !
Introducind valorile de mai sus in expre- i { >
sia care ne di pe 7 pentru acest caz avem: Figura 497

T =3 (2*— a})/2 (2* + 23).
Valoarea lui 6,4 va fi:
Ozz = 8/4 (2® + 23).
Valoarea lui vix, pentru ramura din (ireapia, de exemplu, va fi:

Vix=1b*[lz + a (x — a)] /4 (a® + z3),
si deci

M = ¢ix/0z0 = b2 [l 2 —a (@ — xy)] /3.
In mod analog pentru ramura din stanga:
M= a[la,—b(z— )] /B

2. Sa gasim linia de influentd a fortei tatetoare din secliunea x.
Introducind valorile gisite anterior in expresia care ne di valoarea mo-
mentului avem:
M=% (t—z).
Valoarea lui vzp va fi:

1
e = — I3
var = 5 B
V 1o : din d :
aloarea lui vjz pentru ramura din dreapta, este:

viz = 5 b2 (Il + 2 q)
si deei
T = viz/vaz = b* (L + 2 a) /12,
iar pentru ramura din stinga:
T=—a*(l+ 20)/1°

Linia de influenti a fortelor taictoare are aceeasi forma in raport cu para-
metrii a si b.
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4. Procedeul al patrulea.

Se stie ca deformatiunile se exprima in funciiune de supra-
fetele 2 si momentele statice S ale suprafetei momentelor a tuturor
solicitarilor static determinate si nedeterminate.

Prin urmare, deformatiunile vor varia intocmai ca aceste can-
titagi, 2 s1 S.

La constructiunile static nedeterminate toate solicitdrile s’au
separat in doud: solicitari ale sistemului static determinat cari ne
dau Q, si S, si solicitari static nedeterminate cari ne dau 2, si S,.

In ultimele expresiuni intrd numai cantitalile static nedeter-
minate, pe cind in primele intrd fortele /" cu marimea, directia si
pozitia lor.

S’a vazut ci linia de influenta se construeste pentru I = 1 tona si
o directie dati a acesteia. Ceea ce variaza in expresiile 2, si S,
este numai pozitia fortei. Cum putem scri oricind expresiile lui
Q, i S, in functie de pozitia forfei =1 tond, inseamna ci am scris
chiar expresia liniilor de influentd a cantitatilor ce ne intereseazi.

Aplicatiile facute la arce, cadre, etc., sunt chiar liniile de in-
fluentd a cantititilor calculate acolo.



XXIX. EFORTURI DINAMICE.

In toate cazurile de pana acum am considerat ci sarcinile se
aplica pe constructiuni in mod static, adicd cresc in mod continuu
dela valoarea inifiald zero pana la valoarea finala F.

Am mai presupus pani acum ¢ sareinile aplicate pe construc-
tiuni sunt in repaos.

In cele ce urmeazi vom presupune, pe de o parte, ci parte din
constructiuni nu mai sunt in repaos, ¢ in miscare, iar pe de alta
parte, cd sarcinile nu se mai aplici static, ¢i brusc sau cu o oare-
care iuteala.

Din prima categorie fac parte toate organele de masini cari
sunt in miscare. Acestea fiind in migcare, diferitele lor particule
sunt animate de diferite acceleratii cari multiplicate cu masele
respective ne dau forfele de cari sunt animate acele particule.
Avénd fortele cari solicita diferitele elemente ale constructiel, pu-
tem determina momentele incovoietoare, forfele tiietoare, ete., deci
putem determina rezistentele interioare a pieselor in miscare. Din
cele de mai sus se vede ci problema principald este una de dina-
mici si numai dupi ce aceasta a fost rezolvata trecem la partea
propriu zisd, de rezistenta. Prin urmare, problema este identica ca
la sarcinile statice unde mai intai este vorba de o problema de
staticd si in urmi una de rezistenl.

Din a doua categorie de probleme fac parte acelea la cari sar-
cinile se aplici brusc sau prin lovire. Din acest mod de aplicare
a sarcinilor, rezultd un surplus de rezistente in piese fata de ace-
leagi sarcini daca s’ar aplica static.

O altid categorie de probleme este aceea in care si sarcinile si
constructia sunt in miscare. Acestei categorii apartine vibratia
constructiilor. Ne vom ocupa pe rand de fiecare din aceste probleme.
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A) Eforturi dinamice datorite miscarii.
Aci intrd calculul tuturor pieselor in miscare. Yom arata prin
cateva exemple in ce constd acest gen de probleme.
1. Calculul unei bare de acuplare.

Bara AB =, articulata in A si B, se roteste in jurul punctelor
0, 51 O, fiind legata de acestea cu barele 0,4 = OB = r. luteala

Lz w2z~ constantd de rotatie este o (fig.
A - ,*0 ]E 498). Greutatea barei pe unitatea
l = de lungime o notdm cu p si masa
W corespondentd cu m.
- r Punctul C de pe bara AB
este definit de:
—————————————————————— 0 C = rB =t .Tf—l,
Ficurs 458 a si f fiind directiunile barelor

Derivand in raport cu ¢ (timp) avem:

dC /di="v =r df /dt,

pentruca r, x si @ sunt constante.

Insa

dp/dt = p, df/dt= p o, si dect:
¢ = frro.
Dacd mai deriviam odata, avem:
o = — Bro?,
pentruca:
dpy/dt = — B dp,/dt = — pdf/dt =— po

st do/dt = 0,

Se vede ca reactile datorite acestei acceleralii sunt dirijate
p.
Componenta acestei acceleratii dupid normala la sectiunea barei

catre

AB o notam cu ¢, iar dupa tangenta la sectiune cu ¢//. Vom avea:
¢ =—rw?®cosf si ¢, = — ro? sinf,

carl sunt maxime pentru =0 si f = x/2, cAnd au valorile ro?2.
Bara AB o vom calcula cu o grinda simpla rezemata in A si B,
deci de deschidere [, supusi la fortele mro® pe unitatea de lungime,
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care ne di un moment maxim de | mro?P. La rezistentele ce rezulta
din aceastd formula vom adauga rezistentele din greutatea pro-
prie si din fortele ce transmite punctul A punctulum B.

Bara 0;A este supusi la o tensiune care rezultd din reactiunea
barei AB egald cu L mro?l si din acceleratia elementelor barei 0,A.
Intr’un punct al acester bare avem mlrlm2 dry s1 va fi maxima in
O, unde are valoarea

X
§ myr3dry = L myrie?

o0

Aci my este masa barei O;A pe unitatea de lungime.

2. Caleulul unei biele.

Si presupunem ci biela se afla in pozitia din figura 499. O, este
pozitia punctullu mort, 0 axa de rotatie, A $1 B extremititile bielei.
Notim O\A =a =aa, AB = l=1f, OB = = re. Vectorii uni-

tate normali pe f §i ¢ ii notam respectiv cu /3, si ¢; §i vor avea di-

rectiile pozitive in sensul

migcarii. Y B
Mai notam cu ¢, viteza )

punctului A4, ¢ viteza unui

punct oarecare de pe biela,

o, 1uteala de rotatie a bielel
si @ aceea a arborelui pre- Figura 499
supusa constanta.
Ori in ce pozitie ar fi biela, distanta 0,0 raméane constanti.
Sa exprimam aceasta:
aq -+ lﬁ— rE =(l + r)(;,
sau
(1) If—ro=(+r—aa.
Daca derivam aceastd ecuatie de doud ori in raport cu t vom
gasi relatil intre ¢, ¢, ©, ©; s o1 '
Daci se {ine seamd ci [, r, @ §i ® sunt constante si c¢it:
Afdt = fdp /e = froy
d?B/de® = d (fyen) Jdt = — fow? + Bof,
pentruca
dp,/dt = — B dp,/dt = — Bdp/dt = — Boy,
atunci capatam:
(2) ﬂll Wy — o = — a9,

(3) L(Broi — foo}) + pro2 = —ay,,
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Din aceste relatii scoatem toate legaturile intre cantitatile cari
ne intereseaza.
Daca multiplicim ecuatiile (1) (2) si (3) vectorial cu @, avem

(4) lsinff = rsing,
(5) l wycosf = row cosg,
(6) o, = (w? — o?) tgp.

Multiplicind convenabil ecuatiile 1, 2 si 3 scalar sau vectorial
cua, f, ¢, f; 51 ¢ capatam alte serii de relatii cari nu ne intereseazi.

Sa consideram pe bield punctul C fixat prin distantele z §1 2y
si definit de relatia:

C = aa + af.

Daca se deriveaza in raport cu ¢ si se noteazia dC/dt = v, avem,
tindnd cont si- de relatiile precedente stabilite prin derivare:
@ o = ave + aBion,

Y e = N8 O D ’ B9
(8) v =avy + (o, — fw?).

Dacé din ecuatia 3 se scoate valoarea expresiei fym," — fw? §1
se inlocueste in (8) se gaseste:

9) ¢ = (amywy — o xrw?)/l.

Figura 500 arata distributia acceleratiilor dealungul bielei A B
Pentru a gasi momentul incovo-
ietor, forta taietoare si forta axiala
ne trebuesc componentele acestei

aceleratii dupi normala la sectiune
¢n’ 1 dupa planul tangent la secti-

une ¢;/. Capatam aceste doud ac-
Figura 500 celeratii din (8) sau (9) multipli-
cAndu-le scalar cu f si f;. Avem:
on' = 20} + ro?cos (f + ¢),
o = — 20 —re?sin (f + o).
Expresia momentului incovoietor intr’o sectiune oarecare x este:
M = Loz [0 (I + ;) + 3 re*sin (B + ¢)],
expresie care depinde de doi parametri @ si ¢, al carei maxim este
mai complicat. Se adoptd in acest caz o solutie aproximativi.
Avand in vedere cid raportul r/l este mic, vom admite in mod
aproximativ ¢d paranteza este maximi atunci cand sin (f + ¢) =
maxim = 1.
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In acest caz:
B+e=a/2 |, cosp=sing , 1gf= r/l,
W= orr/2 y 0] =—ro? (1l —rt/l4/1,
din care rezulta:
ol =—ro? (z + apt /1)L,

Aceasta ne aratd ca accelerafia pe bield variaza liniar (fig. 501).

Numai in cazul cind se neglijeazi termenul /04, numai atunci
variatia este dupd un triunghiu.

Dacd aceastd acceleratie se multiplich cu masa m a elementului
de bara se gaseste forta la care este
supus fiecare element.

In aceeasi ipoteza:

vn' = a0 = 0% /1,
deci neglijabila.
In cazul cos (B + ¢) = 1, avem:
o, =owr/l | o =0,
Va = rm? (Aot 2/ s oy =00

Fortele ce rezulta din aceste acceleratii se adund la fortele

axiale ce rezultid in bield din cauza presiunii de piston.

Figura 501

3. Caleulul barei unui pendul.

O bara grea oscileazi in jurul unui punct O, avand la extremi-
tatea ei, A, aplicatd o forta verticala F (fig. 502).

Sd se gaseascd reactiunea in O, momentele
incovoietoare, fortele taietoare si normale in bara
0A.

Bara are greutatea p si masa m pe unitatea
de lungime. Lungimea ei este [.

Mai intai va trebui s gasim conditiile de mis-
care ale intregului sistem.

Vom utiliza teoremele relative la cantitatea

de migcare. Consideram punctul B de pe bara OA.
Avem:

|

B=z¢ ', v=zwe,

Figura 502

o = (0] ¢y — w?¢).
Din prima teoremi deducem:

(‘“’9_’*‘1 =5 0)2;) (

l \
R m a:dx—}—Fl/g) =(F+pha+R

44. 1934, Gh. Em. Filipescu. Statica construcliunilor si Rezistenta materialelor.
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Paranteza doua reprezintd momentul static in raport cu punctul
O al maselor in miscare pe care-l notim cu S, §i mai notam

F + pl =F,. Yom avea deci:

F Y, i %)
(1) (0" ¢ — 0%¢) Sy = Fia + R.
Luim acum momentul tuturor fortelor in raport cu punctul 0.
Notim ¢g¢, = f si finand cont ¢d ¢a = —a¢ = — fi sing, avem:
(2) w'J =— M, sing,

in care J este momentul de inertie al maselor in migcare in raport
cu punctul O, si notand My, = (F + ;pl) 1, din (2) deducem:
(3) 1 J w?* = M, (cos¢ — cosg,).

¢, fiind amplitudinea oscilatiei.

Din ecuatiile (2) si (3) avem o' §1 .

Aceste valori introduse in (1) dupa ce am notat:

ne da:
(4) R+ Fja + Fyd =0.
Cu ajutorul fortei fictive F, am adus problema la o problema de
statica, in care R este o functie numai de ¢.

Se poate studia variatia lui R analitic, insd e mai usor grafic
ca in fig. 503, care interpreteaza ecuatia (4).

Dintr’un punct O descrim un cerc cu raza
Fy. Ne fixim directia ¢ si unghiul ¢,. Luam
o raza OA care face unghiul ¢ cu directia
- ¢. Directia ¢, este normald pe ¢. BA
reprezinta tocmai ¢ Fysing. CB reprezinta
F, (cosg — cosgy). Luim CD = CB si atunci
avem DB = 2 F,¢ (cos ¢ — cos ¢,). Compunem
DB cu BA si rezultanta DA reprezinta
tocmai F,0. Aceasta la randul ei o com-
punem cu Fia care face unghiul ¢ cu directia
©. Atunci ED = R. Urmirind aceasta con-
structie foarte simpla se vede ca R este

maximum pentru ¢ = 0, cénd are valoarea
Eiguta 503 Ry=—[F, +2F, (1 —cosg)]
si minimum pentru ¢ = g;, cind are valoarea:

R} = F? + F, (Fy— 2 F,) sin*¢.

*) § acinu este vector unitar, ci are si o valoare scalara diferitd de unitate.
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De pe figurd se vede si directia reactiunii R in raport cu di-
rectia a sau o.

Sa cautam celelalte elemente cerute de enunful problemei.

Acceleratia intr’un punct al barei este:

7 ek B g Fy

Fortele ce actioneaza bara pe intervalul dela 2 la I, adica pe
distanta | — » = 2, sunt:

I. Masa barei multiplicati cu accele ratia pe acest interval, deci:
—4m (B—a?) 6 F, /8y =—4 p(B— 2% BF,/gS,

2. Forta ce rezultd din acceleratia masei F/g care are accele-
ratia — 0l F,/S,, deci

F8lFy/g S,.

Notam [FI + 1 p (2 — a?)]/g = 8., care nu este altceva decat
momentul static in raport cu punctul O al maselor situate la dreapta
sectiunii @, adicd pe intervalul z,. Asa dar, avem pana aci:

— 0 Fy8:/.S,-
3. Mai avem apoi greutatea barei si forta F' care ne dau rezul-
tanta
(F + pz) a.

l" rezumat, suma tuturor for elor dela stanga sec illllii este,
’ - ’
|lléll(l I"3 cu semn S('hill]l)‘dl,:

Fy = (F + p2) d + 8 FySu/S,.

Forta axiala o gasim proiectand I dupa directia ¢, deci I,
si rezulta:

N = (F + pay) cosg + 2 F,S, (cos ¢ — cos @) /S,
Forta taietoare va fi proiectia lui Fy pe directia — ¢, deci:
T =—(F + pz, — F;8:/S,) sing

Momentul incovoietor il deducem din relatia M= [ Tdx, inte-
grand intre x si [ Gasim:

My =—x,{F 4 L pxy, — [Fl + 1 pz, 21 + x)] Fy/gS, ) sine.

P = g §l

o

-

| : ; ;
| Momentul este nul in O si A si este maxim pentru
| in sectiunea in care T = (.
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4. Calculul unui arbore solicitat excentrie.

Un volan este montat inclinat cu un unghiu 6 pe arborele care-l
sustine si care are o iuteald unghiulard . Sa se gaseascid momentul
incovoietor din arbore si valoarea reactiunilor din lagare (fig. 504).

Directia axei de rotatie o notdm cu a, directia normalei pe

planul volanului o notam cu 6. Aceste doud axe fac intre ele un-
chiul 0.

Presupunem cid m este masa elementului de arc ds =1 a vo-
lanului concentratd la distanta = rTw de centrul O al volanului.
Elementul de masa dm = mds = mrd¢ este supus la o forti cen-

trifugd normald pe axa a a carei marime si directie este:
dm .w*. BA.
Insd, BA este componenta lui » descompusa dupa directia a si
normala la aceasta si are valoarea si directia:
BA =ur.a

Momentul acester forte in raport cu punctul O, va fi:

dM = dm.ow*.1*.a¢.ac.

Ne rimane sa evaluam cantitatile a¢ si ae. |

Notam cu y vectorul unitate normal pe planul determinat de « si
0 si a carui valoare si directiune este » = af /sinf.

Din A, in planul volanului,
cobor o perpendiculard pe direc-
{iunea » sinotam directia CA cu
f. Aceasta directiune este nor-
mald si pe 0 pentruci este cu-
prinsa intr’un plan normal acesteia
s1 decit avem fi = dy.

In triunghiul OAC avem:

ro = yrcose + firsing,

sau

Figura 504

¢ =y cosy + fsing
notind cu ¢ unghiul intre directiile y si ¢. MultiplicAnd aceasta
relatie scalar si vectorial cu «, avem:
¢ = sing sinf,

ag = ay cose —+ af sime.
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Produsele ay si aff sunt independente de pozitia punctului A
pe volan.
Vom avea:
dM = dm .2 .12 sinf (Lay sin 2 2 ¢ + af sin2e ),

= mo*r?sinf (Lay sin 2¢0 + af sin®g) d .

Momentul total se va gasi insuménd toate acestea in inter-
valul 0 — 24,

Avem:
a7 27T
S sin2¢dg = () J & sinfede = 7,
o

si dect
*
M = ar.mw?? sinfl .af.

Daca momentul de inertie al volanului in jurul axei 0 este J,
~l|1n ca avem

J =2 arm. .,

st deci:
>

M = LJe?. sinf.af.

Insa

aff = a.by = —y cosh,
st deci:
M =—1Jo?sin20.y.

Prin urmare, axa momentului este dirijata ciitre — y §i are va-
loarea

M = 1Jw2sin2 0 — +Jw?. Lsin2 0.

4

Acest moment se invérteste odati cu arborele. Daca distanta
intre lagire este [, atunci reac{iunea pe un lagar va fi M/l.

Exemplu numeric. Greutatea unui volan este 4000 kg, r=12m cu

180 rotatii pe minut, volanul fiind montat deviat dela planul normal pe
arbore cu 30’, Avem

M =1 (4000/9,81) 1,2%. 02 sin 20
o = 180x 27/60 = 18,850 , sin 20— 0,01745,
care dia M = 910 kg m.

Rezultd de aci importanta ce trebue data montajului acestor volane,
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5. Calculul eforturilor produse in sini $i in osia unui
vagon, din cauza neregularitatii caii.

Sa presupunem cd una din sini, intr’o regiune oarecare, prezinti
un hop, fiind denivelatda fatd de cealaltd cu o cantitate oarecare.
Vom presupune rotile calate pe osie. Denivelarea are loc pe o lun-
gime 2 [ (fig. 505) si presupunem c& ordonatele ei sunt date de
ecuatia:

y =4y, (1 — coszz/l),

in care y, este addncitura maxima la mijlocul hopului.

Rotirea trenului de roti are loc in jurul punctului O, punctul
de contact dintre roata s1 sina dreapta.

In acest punct, sa considerim sistemul de axe a, B, 7. solidar cu
trenul de roti, in care a este dirijat dupi directia miscarii, f dupa
directia osiei si y normala pe precedentele asa ca si avem afy = + 1.

In cele ce urmeaza, planului care contine directiile § si 7 ii vom
zice planul ‘a, adica il botezam cu indicele normalei sale. Acelasi
lucru si pentru ce-
lelalte. ,

Daca ¢, esteiu-
teala vagonului si r,
raza de contact a

rotil cu sina, atunci
iuteala de rotatie a
trenului de rofieste:

() s = Vel to-

Tuteala de coborire in jos,

i 1 =

X / a rolil care parcurge hopul, ©

\ !

o capatam derivand y in raport
Figura 505 cu t. Dacd notam da/dt = ¢,

vom avea:
(2) 91 = L ayew, (stnmz/l) /L.
Din cauza denivelarii, trenul de roti se roteste in jurul axei a
cu iuteala unghiulara:
(3) 0y =9, /b;
in care b este distania intre axele sinilor, adica aproximativ 1,5 m.
Acceleratia de rotire va fi:

(4) - o, =1 7%yw? (cosma/l)/I?b.
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Valorile lor maxime vor f{i:
(d) oy = 1.5 yo0,/1 b,
(6) ®'y = D y,p2 /b,
ludnd pentru 7 valori aproximative pentru ci si curba hopului e
cu totul aproximativa.
In aceastda miscare, un punct A al sistemului parcurce un drum
3 I I 8

oarecare. Masa dm a punctului A este animati de o acceleratie, de
asemenea oarecare w. Se stie ci un sistem de forte — in cazul nos-

tru Sw dm —se poate reduce la o rezultanti unica R aplicata

intr'un punct arbitrar ales si la un moment M ce corespunde aces-
tui punct. Vom presupune ci alegem acest punct chiar centrul
instantanen de rotatie 0.

Distanta « dela O la A, dup figura 505, se vede ci are expresia:

(7) a=rsing.a+b.B + (ro +rcosg).y

Se stie ci avem:

asa dar:
(8) Sa”(lm = R : Saa"dm =M.
Daca derivam pe @ in raport cu ¢ si tinem seamia ci:
| I $

dejdt =, , df/dt = — oy . dy/dt = onf,

atunci obtinem:

9) o =— rod sing.a— [bo? + 2 r0ow; Sing — (r, + r cos¢) w1
— [bo," + rowicose + (ro +r cosrp)w'f];—'

Dacia facem operatiile indicate de formulele (8), daca tinem
seama ca:
r 27 2r 27
\ singde =0 ., S cosede =0 S sing cosg do = ()
Jo 0 0
si daci pentru intreaga masd a trenului de roti notam: Seg mo-
mentul static equatorial in raport cu planul g, Se,, momentul static
equatorial in raport cu planul y, J, momentul de inertie axial in
raport cu axa a si J,, momentul de inerfie equatorial in raport
cu planul a, toate trecénd prin O, atunci avem:
(10) R=— (Sep 0} — Seyy ') — (Seg oy + Sey 01)7,

7 — Jy wl’z i % (oowli

Prin urmare, R se giseste in planul @, iar M in planul f.
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Cantitatile S si J se evaluiazd foarte usor. Dacd notdm cu F,
F,, Fy si g greutatea intregului tren de roti, a unei roti, a osiel si
acceleralia gravitatiei, atunci avem:

S,,ﬁ =bF/2g , S"-/: rof/g » Jeg=20F,/g

Ju T "[3 =+ J“y B ng + 2 ('3 i "2)] F"/lg i ("f: v ,’Z)FO/g'
in care 12 este raza de giralie equatoriald a discului rotilor in ra-
port cu o axi ce trece prin centrul rotii. Daca roata ar fi un dise
plin, de grosime constantd, atunci i ar avea valoarea {r{.

Valorile lui J sunt aproximative pentru c¢a am considerat gro-
simea osiei si a discurilor rotilor egale cu zero. Aceasta insd este
o aproximatie curentd care se face.

Conform principiului lui d’Alembert, R si M date de ecuatiile
(10) sunt chiar reactiunile pe care sina le exercitd asupra trenului
de roti. Acestea luate cu semn schimbat ne dau e[orturllc pe cari
trenul de roti le exercitd asupra sinei.

a) Caleulul eforturilor din sina.

1°. Ne ocupdm mai intdiu de forfa: Y = (Sig @} — Se,, o).
Daca inlocuim m; si ;" cu valorile lor, se constata ca aceasta
foria este nuld pentru punctul care satisface relatia:

sin (zwa/l).tg (azx/l) =4 ro/yo
Cum y, este foarte mic in raport cu r,, atunci vom avea ca solutii:

nzfl =4tn §i wxfl =73

Deci aceastda fortdi se anuleaza in punctele ¥ = 1l si @ = jL

Tot din expresia acestei forte se vede ca in intervalele extreme
(0— 1l si 31— 21) ea este dirijatd catre — B, iar in intervalul cen-
tral (Ll — 3l) catre + f. Cum bandajele rotilor n’au buzd decat
spre interiorul ciii, atunci rezultd ci trenul de roti pe intervalele
extreme impinge asupra sinei drepte, iar pe intervalul central asu-
pra sinei cu hop. In ambele cazuri, aceasta forta tinde sa largeasca
calea daca frecarea intre sind si bandaj este intrecutd.

Aceasta forta poartd numele de for{a de serpuire si se vede
¢ una din cauzele care o produc este si neregularitatea caii, nere-
gularitate inevitabild pentruci cele doua sini nu se comporta identic
sub actiunea celor doua roti.

2°. Sd ne ocupim de jorta: Z = (Sepeoy” + S.,;,mf)f.

Daci se procedeazd ca mai sus se giseste ca ea este nula cind:
sin (az/l) .tg (mz/l) = — b/roy,
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Daca se face aceeasi aproximatie ca in cazul precedent. se gaseste
c¢i ea este nula in aceleasi puncte: x = 1l si 2 = 3L

Tot din expresia acestei forte se vede ca inintervalele extreme
ea este dirijatd citre + y,deci deecarca sina dreaptd, iar in inter-

-alul central fiind dirijata catre — y, o incarca. Ea n’are nicio

actiune asupra sinei cu hop.

3°. Momentul /qml'(;pu‘tem sa-l punem sub forma: bfy. Jaw,’ //1:1;7'
in care am notat Z, = ,Jaml /b. Am inlocuit deci momentul prin
cuplul format de fortele + Z, si —Z, cari se gisesc la distanta b.

Din semnul momentului se vede ca sina dreapta este parcursi
de forta —Z, pe cand cea cu hop de + Z,. Se vede lardsi cd sina
dreaptd pe intervalele extreme se incarcd, iar pe intervalul central
se descarca. Pentru sina cu hop, pe aceleasi intervale lucrurile se
petrec exact invers.

Pentru hopuri scurte si addnci si pentru viteze mari aceasta
fortd provoacd ruperea sinelor.

4% In fine momentul 2 J,amyow,y il punem sub forma:

— bfa 2 Juawewy /b = — bX,

in care am notat X = a.2 Jaw,w,/b. Din semnul momentului
se vede cdl gina dreaptd este parcursi de forfa + X, iar cea cu hop
de —X.

Si forta X schimba de valoare si semn pe parcursul hopului si
esle 0 cauzd care favorizeazi serpuirea.

b) Caleulul eforturilor din osie.

Componentele calculate mai sus, luate cu semn schimbat repre-
zinta reactiunile sinei asupra rotii. '

Pentrucd pe parcursul hopului ele schimba de valoare si semn,
pe figura 505 s’au indicat cu semnele ce ele le au in primul
interval extrem, adica intre 0 si 1L

Si considerdm in osie o secliune oarecare x. La dreapta acestei
sectiuni se gisesc reactiunile + X si — Z, precum s1 fortele de
mertie a portiunii din trenul de ro{l care se gaseste la dreapta acestei
sectiuni.

Acestea le vom reduce la o rezultanta R, aplicata in centrul
de greutate a sectiunii  §i la momentul corespunzitor acestei sec-
{iuni pe care-l notam M,.

Conform principiului lui d’Alembert le vom lua cu semn schimbat.
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Dacd notam cu S.p: $1 S.p. momentele statice equatoriale in
raport cu planele f si ¢, trecand prin O, a portiunii trenului de roti
ce se gaseste la dreapta sectiunu , atunci din (8) si (9), dacd no-
tam prescurtat:

4 1 o na N ’ o Y 7
(‘S,,f P02 — .S,,),,,.(:)l D= (Seﬁ_,-m1 Ui Swl-(of);l 8 A
avem:

_f{.r o T'l + Z.r-

Sa evaluam pe M,. Notam cu a, distanta dela centrul de greu-
tate a sectiunii @ pana la punctul A si cu 2 abeisa respectivd ma-
suratda dupa f.

In aceste condifiuni avem:

a, =rsing.a + x.f + rcose.y.
Daca facem operatiile indicate de formula (8) si daci notim:

& X xr
oy S ba dm -+ S r? cos?¢ dm |+ r, ? S xdm= Ma, S risin®edm—J,a.,
o o J Jo

&£

o

atunci gasim:

M, = Maa + 2 Jeaz0,0,7.

In rezumat, in sectiunea consideratd, avem forta axiala Y., for-
* tele taietoare X, Z, si Z,, momentele incovoioetoare 2Z,, X si M.,
si momentul de rasucire r,yX, asa dar, toate elementele pentru
calculul acestei sectiuni.

Concluziuni. Din cele de mai sus se vede cid neregularitatea
caii produce tot felul de eforturi in osie si ca aceste eforturi schimba
de valoare §i semn pe parcursul hopului. Aceastd schimbare are
loc intr'un interval de timp foarte scurt. Dacd hopul are ecuatia
data, atunci aceste eforturi apar si dispar bruse deci dau lovituri
foarte importante atat in materialul de cale cat si in cel rulant.

6. Caleulul unui volan.

Un volan se compune dintr’o obadad ecirculard de sectiune si
moment de. inertie 2, si [, fixatd printr'un numiar oarecare de
spite, cu sectiunea si momentul de inertie 2 si I, de un butue. Obada,
spitele si butucul se fac din acelasi material. Butucul se fixeazi
pe un arbore.
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Volanul se toarna intr'o singurd bucatd sau in doua bucati
cari se buloneaza intre ele. In aceste conditii spitele sunt incastrate
in obada s1 butucul volanului.

Ne vom ocupa de un volan turnat dintr’o singura bucata.

Volanul serva ca regulator al miscarii de rotatie. La un mo-
ment dat, el se migca cu o vitezdi de rotatie o si are acceleratia o’
In perioada in care acumuleazi lueru mecanic, © este pozitiv.

Mai notam cu r raza dela axa de rotatie pana la centrul de
greutate al sectiunii obezii, 2¢ unghiul intre doua spite, si m masa
unitiatii de volum a materialului din care este facut volanul.

Sistemul se vede ca este static nedeterminat. Si-l transformam
in unul static determinat.

Vom face cite o sectiune la mijlocul intervalului dintre doua
spite si in fiecare din ele vom introduce necunoscutele static ne-
determinate N, T si M (fig. 506).

Din motive de simetrie, se vede c¢i valorile celor trei canti-
tatl sunt egale in cele
doud sectiuni. Un ele
ment de obada de lun-
gime ds= 1 este supus
la o forta centrifuga
m&,0%  dirijata dupa
raza respectiva.

Daca n’ar exista
spilele sau daci exista
siaravea 2 =0, atunci

tensiuneainobada arfi:
(1) No=mQ,w*? Figura 506
In acest caz, forta
F dirijata dupa directia spitei, care soliciti portiunca de obada
din intervalul 2¢, are valoarea:
F =2 N,sin g
Prin faptul ca exista spite, tensiunea in obadid nu va mai fi
N, ¢l una mai mica pe care o notam cu N,— N. Insid atunei in
spita se desvoltd o tensiune F,.
Daci proiectam totul dupé directiunea spitei, avem:
F—2(N,— N)sme— F; =0,
din care scoatem:
(2) Fy = 2Nsine.
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Asa dar, am gésit o relatie intre tensiunea din spid si canti-
tatea cu cat variazi N,, atunci cdnd finem seami de aceasta tensiune.
In aceste conditiuni, in sectiunile 1 si 3 vom considera aplicate
fortele axiale N,— N, in care N, este forta definita de relatiunea
(1) i care nu este altceva decdt tenmsiunea ce se desvolta in
obadd cénd am considera-o singurd sub actiunea fortelor centrifuge:

m,m3r.

In acest caz, cercul este curba funiculari a acestor incarcari.

Sd serim acum expresiile forfelor axiale si momentelor incovoie-
toare din obadd si spifd.

Ne vom ocupa mai intdi de N, si M, adica de acelea datorite
sarcinilor din sistemul static.

In obadd. Tensiunea N, in obada este constantd si egala cu N,.

Momentul datorit fortelor centrifuge este M, =0, pentruci
cercul este curba funiculard a acestor incarciri.

Pentru ca obezii si 1 se imprime acceleratia o', va trebui ca in
2, la contactul intre spita si obadi, si se desvolte o reactiune V
normala pe spita:

Fortele elementare mQ,m'r?dy sau N,dy, daci notim:

(3) N, = mQ,w'r2,

dirijata dupa tangenta la obada, dau in sectiunea 6 o forta axiali
N0

Din motive de simetrie se vede c& in sectiunile 1 si 3, acest
Ny=0, iar in sectiunea 0 de pe cele doud intervale 1—2 si 23,
are respectiv valorile:
(4) Ny =+ Nb,
dacd sensul acceleratiei pozitive este acela din figura, adica dela
1" spre 3.

In aceste condifiuni, reactiunea V in spitd, definita ca mai
sus, este:

(5) V=2Np .

Fortele elementare N,dy, dau in obadi, in sectiunea 6, si un
moment a carul valoare este:

"0
M =— rS Ng [1— cos (6 — y)]dw.

0

Daca in aceastdi expresie punem in locul lui N; valoarea sa din
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sectiunea y, adicd N,y si daca integram intre 0 — 0, atunci gasim
pentru cele doud intervale 1—2 si 2—3, respectiv valorile:

(6) M, = 5 Ny (462 +'cosf — 1),

directia pozitivd a lui ' raménind aceeasi ca mai sus.

In spitd. Fortele centrifuge din obada
fiind echilibrate de N,. nu dau niei o ten-
siune in spita.

Forta centrifuga din spita datorita
masei acesteia di o tensiune N, a cirei
valoare (fig. 507) este:

Figura 507

Ny = mQw? g (2, + w)du,

0
considerand sectiunea spitei constanti. Dacd facem calculele s1
notam:

(7) Ny = mQw??,

gisim

(8) Ne = LNy (r + ;) /r2.

Reactiunea V' da in spita un moment:

(9) M, = z¥.

Momentele M, date de formula (6) dau, in capul spitei, un moment:
(10) M, =2 N, r(ie® + cos ¢ -—1).

In fine, pentru a imprima masei spitei acceleratia ', in sectiunea
x se desvoltd momentul:

X
M =mQw’ S (2 + uw) u du,
o
a carui valoare, daci notim:
(11) Ny = mQaw'r?,
este:
(12) M, = Ny 2® 2r + x,)/r%

2°. Sd ne ocupiam de cantititile static nedeterminate: N, si M,.
In obada, de pe figura 506 se vede ca, pe cele doua intervale
1—2 si 2—3, avem:
i Np =— N .cos@ £ T sinf,
(13) : .
M, =M + Nr (1 — cosfl) = Trsin$,
iar in spifd:
(14)

Ny =2 N sing,

M, = —2 T sing.
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Putem acum scri expresiile complete ale lut N, st M, in orice sec-
{iune.
In obada, pe cele doud intervale, avem respectiv:
N; = Ny &£ N;6 — N cosf = T sinf,

15
(1) M, = F Ny (4 0% + cost —1) + M+ Nr (1-— cosf) = T'rsinf,

lar in spijd:

) 4\'4‘ = ».1;-;\"217 (7‘ _]L .L«I)/’.‘& + 2 J.V Sill @,
g 2
M, =2N;[zo+r (1,4;2—{—(:0‘(‘5—1‘)] +1 Nya? (2 r+a)/r*—2 x; T sing

Acestea fiind stabilite si aplicam teorema lui Castigliano.
Daca aceste valori le introducem in expresia lucrului mecanic
si facem 8L/eM = 0, gasim:
(17) M =—Nr(p—si

ne)/ e.

Daca facem acelasi lueru cu N si notam:
1 /1, = [(¢/sing + cose)/2, + 4sing/Q]/r?

/

+ (¢/sing + cosg — 2 sing/ ¢) /I,

g@sim
(18) =5t monzlns
In fine, daca facem aceleasi operatiuni si cu 7 si daca notam
, P
k, sing = ¢ sing + L sin?g —Lg? cose + 2 cosg — 2,
¢ ¢ 5 ¢ ¢ ¢
(19) ky =1 4+ Lg®* +cosp—1,

k= r2sing (ky Q,/1, + ky 2,/1 + 2/30I) + ¢ cosp — sing,
I/], = (¢ —+sin2¢) (1/r2Q2, + 1/1I,) + § sin®¢/1,

2

(2()\ T = 2 mw'kl,.

Caleulul facut este aproximativ fiindead nu s’a tinut seama de
deformatia butucului si fiindea, penlru spild, integrarea s'a facut
intre zero si r in loc si se facd numai pana la marginea butucului.
Cele doua erori se compenseazii intr'o masurd oarecare.

Se mai observd c¢a N si M depind numai de o, pe cand 7 nu-
mai de o'. Acceleratia o’ este pozitivd sau negativa dupda cum
energia cineticd a volanului creste sau scade. Dacd cunoagtem va-
riatia cuplului motor si a celui rezistent putem afla numai decat
raloarea lui @’ in orice moment. Rezisteniele datorite lui 7 sunt
deci alternative si de acest fapt va trebui tinut seamd la fixarea
rezistentelor admisibile.
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- Mai trebue observat ca o parte din termenii cari intra in for-
mulele de mai sus au valori mici si pentru calculul numeric
putem sd-i suprimidm.. De exemplu in valoarea lui k termenul
care contine pe k, este foarte mic. De asemenea §1 termenul
gcosg—sing este mic fald de ceilalti. In expresia lui 1/, putem
neglija 1/r2Q2, fata de 1/1,.

Asa fiind in cadrul aproximatiilor curent admise lufim:

k =r*sing (k,Q, 4 Q/30)/1

(19,) : :
1/1; = (¢—Lsin2¢) /I, 4 4 sin2p /1.

Elementele geometrice ale volanului fiind cunoscute, toate canti-
tatile de mai sus se pot numaidecat caleula. Avand N, T st M,
putem construi curba fortelor axiale. tiietoare si a momentelor
incovoetoare.

Se gaseste, de exemplu ci momentul in obada, in dreptul spitei,
cdnd o =0, este + Nr(sing/¢ —cose) si ci este sensibil egal
cu dublul momentului din sectiunea 1, ete.

In genere volanele se fac cu 6 sau 8 spite. Dam mai jos
valorile lui 1/1,, si ale lui k si 1/1, calculate dupa formulele sim-
plificate (19;) pentru 4, 6 si 8 spite.

Pentru 4 spife:

(¢ —sing) /o= 0,100 ; sing/¢ —cose = 0,193;
1/1n=(1,818/Q, +2828/Q)/r2 + 0,017193/1,,
k=1r?(0,2467 Q, + 0,02357 Q) /1,
1/1, =0,2854/1, + 2/3 1.
Pentru 6 spite:
(¢ —sing)/¢ = 0,0451  : sing/¢ —cose = 0,0889;
1/1,=(1913/Q, +2/Q)/r* + 0,003365/1,
k=17*(0,1682 Q, + 0,01667 2)/1,
1/5=0,0906/1, + 1/3 1.
Pentru § spite:
(p—sing) /o = 0,0255 ;  sing/¢ —cose = 0,0506;
1/1,= (1,950/9, + 1,531 /Q) /r* + 0,001063/1,,
k=7r3(0,1279 2, + 0,01276 2)/1,
1/1,=0,0391/1, + 0,19526/1.
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B) Sarcini dinamice.

In aceasta categorie de probleme intrd acelea in care sarcinile
nu se aplicd in mod static, adicd crescind continuu dela valoarea
zero la valoarea lor finald F, ci se aplicd sau cu intreaga intensi-
tate sau cu o intensitate initiald oricare, alta afard de zero.

Daca deplasarea grinzii, si zicem sub actiunea fortei /¥ staticd.
este ¢, atunci sigeata ce se produce in oricare alte conditii va fi:
P =95 Yq,

¢4 poartd numele de sigeatd dinamici.
Din relatia precedentd se mai deduce urmitoarea:
o = on (L 4 0a/0)
Raportul ¢,/¢; poarta numele de impact si se noteazi cu li-
tera 7, deci:
7 = va/¥s,
iar coeficientul: 145 =
poartd numele de multiplicatorul impactulut.

Vom ardta in cele ce urmeaza cd dacd intr'un mod oarecare
am deduce pe 7, atunci putem calcula grinzile sub actiunea sarci-
nilor dinamice. In adevir, si presupunem ci o grinda oarecare este
actionatd de o forta F,.

Lucrul mecanic acumulat de grinda va fi:

Ly =4 Fyoyp =4 Floy = 5o /on

Daca aceeasi grinda, exact in aceleasi conditii, este supusi la
forta F,, adica dupa aceeasi directiune si acelasi punct de aplicatie,
vom avea: :

Ly =4 Fypp = § Fiong =1 v3/¥n,

L/Ly = F1/F} = o3 [o1.

Deci, lucrul mecanic acumulat de 2 grinzi identice gi solicitate exactin
aceleasi condifiunt dar numai sub valori diferite de forfe, este propor-
tional cu patratul fortelor, cu patratul sdgefilor sau cu patratul rezisten-
felor, cum usor se poate demonstra

asa dar:

3

/-l‘ ajutindu-ne de formula lui Navier.
4 Sa presupunem cd o sarcind [
h cade pe o grindd dela indltimea h
i ] & (fig. 508). In momentul cind atinge
Figura 508 grinda, lucrul mecanic al forfei este:

o =Th

Dupa ce atinge grinda, parcurge impreuna cu punctul de apli-
catie sigeata ¢; + ¢4 cu intreaga intensitate 7.
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Lucrul mecanic total pe care trebue si-1 acumuleze grinda este
PR (vs + oa)
S& presupunem ci aceeasi sarcini in aceleasi conditii o aplic static.
Lucrul mecanic va fi
Ly =L Fo,
Aceste doud lucruri mecanice se gasesc intre ele in raportul
Le/Li +2(1 +9)
care este egal cu raportul patratelor sagetilor, deci cu:
(¢ + va)2 /o = (1 4+9)?,
asa dar,
Ly/L, + 2 (1 4 ) = (8 £,
de unde deducem:
n =)/ T+ LJL,.
Asa dar am gasit valoarea impactului, si deci am gasit norma dupa
care vom caleula piesele. Asa dar, vom caleula piesa noastri ca si
cind ar fi solicitata de forta:
Fu=F(1+9).
Prin urmare, la sarcina statica F se adaugd cantitatea Iy
Nu tot lucrul mecanic exterior L, este acumulat de grindd prin
deformatiunea ei. O parte produce sgomot, alta defo matiuni lo-
cale, caldurd, etc. In acest caz, raportul L,/L; se afecteazi de un
coeficient totdeauna mai mic ca 1. Mai existd o pierdere de lucru
mecanic din cauza lovirii sarcinei F de grinda.
se poate calcula.

Sa presupunem ca sarcina F cazand dela inaltimea h are fu-
feala V, datd de relatia: '

Aceastd pierdere

)
h =V3:/2¢

Aplicind teorema cantitatilor de miscare avem:

Vo F +0. S pda = VF +S pVeda = (F + pS Vedz/V)V,

V fiind iuteala punctului de aplicatie al fortei,

Daca in membrul al doilea multiplicam iutelile V,, V, cu timpul
t in care au loc, atunci V, ¢ — vy ¥t =9 ne di tocmai sagetile
in diferite puncte ale grinzii si sigeata in punctul de aplicatie
fortei. Insd ¢, /0 = ¢, /0y, deci:

a

S pVadx/V = pl S vaydz /vyl = plk, .

Asa dar, plk, este o greutate conventionald care echivaleaza, din

45. 1934, Gh. Em. Filipescu. Statica constructiunilor si Rezistenta materialelor.
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punctil de vedere al cantitatii de migcare, cu grinda ale carei di-
ferite elemente au diferite uteli. Din relatia precedenta deducem:
V =FV,/(F + plky)

Grupul compus din forta F' animata de iuteala V' si grinda ale
carei iuteli sunt variabile, insd avand in punctul de aplicatie iu-
teala V se vor misca, pina se stabileste echilibrul, adica pana cand
wteala ajunge zero.

Lucrul mecanic care trebue acumulat de grinda va fi:

L = (1/2g)[FV? + S pdz. Vi) = (V2/2g) (F+ R pdzV3i/V?).

Daca facem aceeasi operatie ca mail sus, gasim o alta greutate con-
ventionald care din punctul de vedere al fortelor vii sa fie echiva-
lentd cu grinda ale carei diferite elemente au diferite iuteli, deci:

plhy= S pda V3/V2 = pl \ plda /o3l ;
Lucrul mecanic va avea expresia:
L = (F + plky) V?/2 g = Fh.(F + plk,)F /(F + plk;)>.
Insa Fh = L,, §1 dacd notam:
k =F (F + plky)/(F + plky)*,
atunci avem: :
L =Ly
s1 deei: ;
= [/’mLe/Ls,

cu notatiile:

prkh= S paday Feiiale= S Perda.

Aplicatia Nr. 150. Sarcina F cade dela indltimea h pe o grinda orizontala
simplu rezemata la ambele extremititi (fig. 509). Grinda se va caleula ca si

73 cand s’ar aplica pe grinda in acelasi loc
o= a o Rl forta u F. Pentru a determina pe u=1 + 7,
, =3 : ne trebuesc:
! A Le=Fh , Ls=F?a®?/6EIl
xr $ T 7 vy = a*b2 /3 EIL,
it o vpy = @b (2 — b* —a?) /6 Ell

l
Figura 509

vnlk; = S vpdx -, vhlks = S v;l'dw.
Daca punem:
a= al 4 b:ﬁl §l aﬁ'—_"s’
k= (14 8/8¢
kFe=1]21(1 + &2+ £]/105 &.
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Pentru @ = f# = 1/2, avem &=1/4 si:
ky=5/8 , ky=17/35
Pentru ¢ =1/3, B = 2/3, avem &= 2/9 si
ky =11/16 |,  ky, = 41/70, ete.

Aplieatia Nr. 151, Sa presupunem ca in aceleasi conditii, I' cade pe o grindi
incastratd la o extremitate (fig. 510)

Avem:
“wm=a"/3El |, A,= a/2EI r
3 ; B —— e
Sigetile sunt: 7 s ;
Pe partea din stinga, 2 : L ‘
ey = (3 aa* — a%) /6 EI, 7 £
: s 7w ——
1ar pe partea din dreapta, K
va1 = (2 @® + 3 a%2) /6 EI. Figura 510
Se giseste, cu notatiile a = al, b = fI:
bi=@B+28+p)/8a |, k= (33 + 41af + 70 B2 + 2 %) /140 .
In cazul cénd sarcina cade la capul grinzii:
a=1 , f=0sideci:
ky=3/8 , ky=33/140
In cazul cind sarcina cade la jumitatea grinzii
e=1/2 , B=1/2 , af=1/4
i deci:

ky=17/16 ,  ky— 61/35.

Aplicatia numericd 1°. O greutate de 100 kg cade dela 8 cm indltime pe
o grindd incastrata la un cap. Sarcina cade la jumitatea grinzii. Grinda,
de 4 m, este formatd dintr'un fier / profil 24, pentru care:

lunga
E=21x10 kg/em?, p = 36,19 kg/m, I = 4246 cm?®, W = 354 cm?.
Daca sarcina s’ar aplica static, atumci rezistenta ar fi:
X = M/W = 200 x 100/354 = 56,5 kg /em?2.
Sa determinim valoarea lui ky §i ks, multiplicate cu pl. Avem
plky = 36,19 x 4 x 17/16 = 153,7

plks = 36,19 % 4 x 61/35 = 252.3.
Deci:

k = F (F 4 kypl) /(F + kypl)* = 100 x 352,3/253,72 = 0,549
Le = Fh = 100.8 = 800 kg cm,
Lx = 3 F2oy = F*a®/6 EI = 100® x 200%/6 x 2,1 X 10% X 4264 — 1,49 kg em.
Deci:
kLe¢/Ls = 0,549 x 800/1,49 = 2948

n= V1 F kLs/Ls = 17,2.
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Deci g = 18,2 si rezistenta totald datoriti lui I va Ii:
% = 18,2 X 56,5 = 1028 kg/em?,
la care va trebui si adiugim rezistenta datoritd greutatii proprii care este
9, = M /W = pl2/2 W = 82 kg/cm?
Deci rezistenta totald va fi 1028 + 82 = 1110 kg/cem®.
Aplicafia numerici 2°, Si presupunem ci avem exact acelasi caz insa
sarcina se aplici la extremitatea grinzii.
Daca sarcina s'ar aplica static rezistenta ar fi:
9 = 400 % 100/354 = 113 kg /em™.
Avem:

plk, = 36,19 x 4 x 3/8=1543 ; plk,= 3619 X & X 33 /140 = 34,1.
Deci:
k= F (F + plk,) /(F + plky)* = 100 x 134,1/154,3° = 0,565,
Ls = F213/6 EI = 100® x 400%/6 x 2,1 x 10° X 426% = 11,9 kg cm
kLe/Ls = 0,565 x 800/11,9 = 37,98 ; n= /3898 = 6,24
Rezistenta datoritd fortei F este
(1 4+ 7) %= 7.24 x 113 = 818 kg /cm?,
la care addugand si cea din greutatea proprie adicd 82 kg /cm? ne da 900 kg /em*
Asa dar, in acest caz, rezistenta este mai micd decét in cazul precedent cu
210 kg/cm?. Deci cazul precedent este mai defavorabil cu 210/900 ~ 239.

Aceasta se datoreste multiplicatorului impactului care in primul caz a
fost 18.2, iar in al doilea 7,24, adicid de =~ 2,5 ori mai mare.

C) Vibratia grinzilor.

Aceasti chestiune nu are numai un interes teoretic, cum ar
parea la prima vedere.

In adevar. S& presupunem ca avem o grindd incércata cu un
sistem de sarcini dat si ca echilibrul static si elastic e satisfacut.
Sa presupunem ca pe grindd mai aplicam static un sistem de
sarcini arbitrar, insa infinit de mic. Este evident ca grinda se
va gasi de asemenea in echilibru static si elastic.

Sa presupunem insi ci sistemul infinit mic de sarcini se aplica
intermitent cu o frequentd de n ori pe secundi. Aceasta sarcind
actionind in acest mod se numeste excitatie.

Daci in aceste conditiuni grinda vibreaza, atunci inseamnd ci
ea are mai muite positiuni de echilibru sub actiunea sarcinilor
date, cu alte cuvinte nu mai are stabilitate.
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Pentru ca grinda sd vibreze trebue si fie in rezonan{d cu
excitatia. Ca si nu vibreze trebue ca numarul de vibratii propriu
al grinzii sa difere sensibil de frequenta excitatiei.

Se vede cd aceasta nu-i de cAt o chestiune de stabilitate,
absolut analoagd flambajului.

Fiecare magind din cauza migcarilor sau aplicarii sarcinilor
are o excitatie de o anumita frequenti. Toate piesele masinei carl
sunt in rezonan{d cu excitatia vibreazi puternic si sfarsesc prin
a se rupe.

Accidente clasice intdmplate in constructia turbinelor cu aburi
au explicat cu prisosinta aceasta.

Desigur, ca §i multe din accidentele avioanelor, calculate corect
dupid toate celelalte reguli de constructie, se datoresc lipsei de
stabilitata a unora din piesele lor, stabilitate inteleasd in sensul
celor spuse mai sus.

Asa dar, cunoasterea numirului de vibratii proprii a unei
grinzi este de o importanti capitali.

Problema e complexi si dificild. In cele ce urmeazi ne vom
ocupa de cateva cazuri simple.

1. Vibratia grinzilor neglijind masa lor.
Ne vom ocupa mai intai de cazul cand se neglijeazi greutatea
proprie a grinzii.
In cazul eand sarcinile se aplica static pe grinda, sageata in
secliunea ¢ este:
{
(1) vy =P 0t
In cazul cind sarcinile F; sunt in miscare in directia sagetilor,
valoarea fortei care se aplicd asupra grinzii nu mai este Fy el
7 2 2
Fy — (Fy/g)d?e; /de2.
Daca introducem aceastd valoare in ecuatia (1), avem:
(2) vi=2ZF, viy — (1/8)2ZF; viyd2e, /de2.
Primul termen din partea doua a acestei ecuatil nu este altceva
decat sageata staticd produsa in sectiunea i, pe care o notam v,

iar al doilea termen este sigeata dinamica in aceeasl sectiune, pe
care o notam ¢;,.
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(3) 9i= 9is + Vid,
(4) gvia= — 2ZF, v;y d?oy/dP.
Din ecuatia (3) deducem:
d%,/d® = d0ia/dP?,
asa ca ecuatia (4) se transforma in:
(5) gvia -+ ZFI i dﬁt’l,[/dtz‘—': 0.
Desvoltand ecuafia (5) se gaseste:
goa—+ Fy o d010/d2+ Fy 039 dP0pa/dP+ ... =0,

(6)
gvaa+ Fy oy @010/ A+ Fy 09 dP0pa/d?+ ... = 0.

Vom avea atitea ecuatii cAte forte F; avem.

Acest sistem de ecuatii diferentiale se rezolva in modul urmator:

Se elimina d2p,q/d? intre primele doud ecuatii, si se capiti
atunci vyq in functie de vy, d?05/di?, ete.

Daca vy4. astfel capatat, se deriveaza de doud ori in raport cu ¢
si se introduce in ecuatia doua, capatam o relatie numai intre ce-
lelalte sageti si derivatele lor, fara ¢;s si derivatele sale.

Daci cu restul de ecuatii procedam la fel, ajungem la fine la o
ecuatie de ordinul 2n, numai cu derivate de ordin par si numai
in nd-

Chestiunea, dupa cum se vede, nu este asa simpla decat in ca-
zuri foarte simple. '

Vom face cateva aplicatii.

Aplicatia Nr. 152. O sarcini concentrati Iy este asezati pe o grindi simplu
rezematd si care vibreazd transversal ei (fig. 511).
Din ecuatia (6) deducem:
d2pyq /A2 +na g /Fyoyy = 0.

i
Dacid se noteazi:
b ! = V'g/Fn:
b g atunci:
| - . -

| ] J d = A cosit + B sinil.
e Al phek. ] O N s
: Durata i, a unei oscilatii complete,

Figura 511 este datd de relatia:

= 2%,
iar numirul de vibratii este:
n=1/2x=g/Fwu/2x,
in care ¢ are valoarea:

vy = atb? /3 EIL.
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Valoarea fortei care actioneazi asupra grinzii este:

Fy — (Fy/g)d*na /de®,
deci:

Fy + ¢ /vn.

Pentru ca forta s fie dirijatd de sus in jos si deci pentru ca reactiunile sd
fie oricand pozitive, trebue si avem:
Fy > va/on,
adica:

d< Iy vy = ¢
1d < Iy ¥y 15+

Altfel avem reactiuni negative.

Aplicatia Nr. 153. Si considerim acelasi caz insi cu doud sarcini concen-
trate (fig. 512). :
Daca intre ecuatiile (6) elimindm pe ¢@ sau pe oy si dacid notiam:
5 2 .
Fy Fy (o v—s12) /g% = o, £
2
(Fy vn + Fy vu) /g = B2, 3

in care:

vy = a; b3 /3 EI, = : 77 &
ve=ay by (B—al —b3)/6 EIl, R b, —
2 Ty N : @ B
obtinem ecuatia’ diferentiali: | / |
adivq /dit + Bd?vq/dt* + vq = 0. I
Radacinile ecuatiei caracteristice Figura 512

sunt date de relatia:
42 = — (B4 VB — ket /208),
care ne da solutiile: s
d = Ay cosht + By sint + C, cosiyt + Dy sindyt,
vad = Ay coslyl + By sinkt + C, coshyt + Dy sindyt,
Se vede de aci cd punctul de aplicatie a fortei Fy este supus la o miscare
care rezultd din suma altor doud miseiri simple si a ciror numir de vibratii

sunt respectiv:

n=h/27 s§ing=h/27

Daca se scoate d*vya/di* si d*vyq /di® din ecuatiile (6) in functie de vd si vy,
putem gisi valoarea:

Fy— (Fy/g) d*0a/de,
adica actiunea fortei F, asupra grinzii si care este:
Fy + Fy (01d s — 0sd v1a) /(001900 — 03),

care are o parte constantd F si una variabild cu timpul. Partea doua este nuli
cand:

Yid Yoy — Vpd V3o = 0.
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2. Vibratia grinzilor t{indnd seama de masa lor.

Greutatea grinzii pe unitatea de lungime o notam cu p, iar masa
respectivi m = p/g.

Grinda fiind in migcare, elementul de masi, mdx, va fi supus
la o acceleratie oarecare.

Daca sageata intr'un punct oarecare este ¢, atunci avem:

(1) v =9 + o
adica sageata se compune din doud pirti: una staticd si alta
dinamica. Vom avea:
d% /dP? = d%v,/de2.
Elementul de masa fiind in migcare, el este supus la forta:
— mdx.d?oq/dt2.
Pe de alta parte, avem:
Eld*/da* =—M , Eld%/dz* =—T,
El d*v/dz* = py,
in care p, este incarcarea pe grindi. Din (1) deducem
dy /da* = d% [da* + dPq/dat.
Deci:
EI d*,/da* + EI d%,/da* = p, + pa,
pa fiind o incarcare dinamica conventionala care are valoarea:
pa = EI d*v,/da?.

Prin urmare, elementul de grindd produce o reactiune verticali
dirijatd de jos in sus — py.da.

Sub actiunea acestor forte, elementul de grinda trebue si fie
in echilibru, deeci:

— Eld*y/dat.dx — mdx.d?0./di2= 0,

sau
(2) Eld,/da* + (p/g) d?0a/dt2= 0,
ecuafia generald pentru vibratia grinzilor supuse la incovoiere.

Integrarea ei se face in modul urmator: Se ia
(3) Va — XT,

in care X este o functie numai de x si 7, functie numai de ¢.
Dacd aceasta valoare se inlocueste in (2) si se imparte cu pro-
dusul X7, se capata:

(EI/X)d*X /da* + (p/gT) 2T /de2 = 0.
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Aceasta este satisfacutd cand prima parte este egala, de exemplu,
cu o constanta A, 1ar a doua cu — k% Deci avem:

0 d*X /dat — (K*/EDX =0,
d*T/de + (K*g/p)T = 0.
Se noteaza:

2

KM/EI =a* |, Kg/p =12,
din cari scoatem:
(5) i =a*|/Elg/p
si atunci ecuatiile (4) se transforma in:
d*X /dat — a*X =0,
AT /di2 + 2T =0,
cari ne dau:
X = A cos ax + Bsin ax + Cch ax + Dsh ax,
(6) - - -
T = A, cos it + B, sin it.

Pe a il deducem din conditiile de rezemare sau fixare a grinzii.

Aplicatia Nr. 154. Sa presupunem ca P
» ti % o “AP p_ P e * S Z T T ]
avem o grindd simplu rezemata, incir- & . A

catdi cu o sarcind uniform distribuiti Z i
p (fig. 513). ! —
In acest caz, pentru o = 0 si 2=/, "
g Figura 513
sigetile si momentele sunt nule. 5
Avem:
X = A cosax + B sinax + Cchaz + D shaa,
(*X /da®) /a® = — A cosax — B'sinax + Cchax + Dshar.
Deci:
A + B.0 4+ CA DO =10,
A cosal + B sinal + Cchal + Dshal = 0,
— A1 —B.0 +CA1 +D.0 =0,

s

— A cosal — B sinal + Cchal + Dshal = 0

Pentru ca sa avem deplasiri pentru vq, trebue ca:

1 cosal —1 — cosal

0 sinal 0  —sinal |

1 chal 1 chal i =il
l 0 shal 0 shal

care ne da:
2 sinal shal = 0.
O primi valoare care o satisface este:
al=n , si deci «®* = a2/B,
care ne da:

A= n* |/ Elg/p/*
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Aplicatia Nr. 155. Si presupunem ci avem o grindi incastrati la o extre-
mitate si liberd la cealaltd si incircati cu o sarcini

= p uniform distribuitd p (fig. 514).
: : | In acest caz pentru =0, avem ¢3=0, dyy/de=0,
S—7— | darpentru 2 = I: M =0, si T= 0 si se obtine:
=y { cosal chal +1 = 0,
Figura 514 a cirei primi radicind este:
al =11,8751,
si deei:

1= 3,5160 l/'EIg/’p/lz,
iar numarul de vibratii este:

n=0,5596 |/ Elg/p /L. A P

IO 1

Aplicatia Nr. 156. Pentru o grindi incastrati 2 —
la o extremitate si simplu rezemata la cealalti l

(fig. 515) gasim: tgal = thal, care ne di: Figura 515

al~2x

3. Vibratia grinzilor incireate cu sarcini concentrate tiniand
cont si de greutatea proprie.

Ecuatia axei deformate intre doud sarcini concentrate este:
Vg = ‘XT,

care comportd constantele A, B, C, D, A;, By, 1 si a, in total '8
constante.

Dacd avem n forte pe grindd, vom avea (n + 1) intervale si deci
8 (n + 1) constante. '

Se observa, mai intai, ¢a, in dreptul fortelor mi§caréa este aceeasi
pentru ambele ramuri de curbe cari se racordeaza in dreptul ei. Asa
dar, in dreptul fortei F;, pentruci si sagetile sunt aceleasi, avem:

(Ay cos 4yt + B, sin Ait); = (Ay coslpt + B, sin Jyt);,
care este satisfacutd pentru
Ay=Ay — .i.i=A BBl S =B
by =Rg = in =k

De aci rezultd ca §i ¢ =a, = .... = a. Daca originea timpu-
rilor o luim asa ca pentru ¢t =0, v; = 0, atunci:

A =0si Bil luam egal cu 1. In aceste conditii, ecuatia sagetii
este:

gq = o sin At X.
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Prin urmare, ne ramane si determinim numai constantele A,
B, C, D, deci in total 4 (n + 1) constante.

Din acestea; patru constante le determin prin conditiile de
rezemare a grinzi, iar celelalte 4n precum urmeazi:

In dreptul fiecirei forte, pentru doud ramuri adiacente de curbi,
avem aceeasi sdgeatdi, aceeasi tangentd si acelagi moment inco-
voietor. Tot in dreptul fortei, forfa taietoare variaza cu F;. Asa dar,
in dreptul fortei avem 4 conditii, deci avem tocmai atitea ecuatii
cati coeficienti. Asa dar, vom putea gisi eliminantul lor.

Chestiunea, in general, nu este simpla.

Aplicatia Nr. 157. O grinda incastratd arve la extremitatea liberd o forta F.
Si se gaseasca numirul de vibratii tindnd cont de masa grinzii (fig. 516).
Avem conditiile: pentru @ = 0, vqg = 0, dva/da = 0, iar pentru & = [, M = 0
si. T= + (F/g) d®va/de.
Deci:
EL.T.d#*X Jda® = — (F /g) X.d*T Jde.
Punand:

Y, F

pl/F = B,

st tindnd cont ca:

i=a® |/ Elg/p,

Figura 516

ajungem la:

1 0 cosal (B sinal — al cosal)
0 1  —sinal — (f cosal + al sinal) i
1 0 chal (f shal —al chal) :
0 1 shal (B chal — al shal)

din care scoatem:

al cosal chal (tgal — thal) /(1 + cosal chal) = B.

Aceasta ecuatie transcendentd in al se rezolvd prin incercari.

In cazul cind F =0 , f# = o0 si deci 1 + cosal chal = 0, adica dim peste
cazul deja tratat.

Se mai vede cd, atunci cand f = 0, o valoare care satisface exuatia de con-

' ditie este si al = 0. Deci, pentru valori foarte mici ale lui f§, corespund valori
mici pentru lui al.

Daci desvoltim in serie termenii cari dau pe f, obtinem:
B = o*l*/3,
si deci:
at = V/3p/e
Asa dar:

i= /' 3EIgf/p/t =1 g/Fey.

in care ¢y este sigeata care se produce la extremitatea grinzii sub sarcina
I = 1. Aceasta corespunde cazului cand neglijam greutatea proprie a grinzii.
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4. Viteza criticd a unui arbore care se roteste.

Arborii de turbini, pompe cenfrifuge, ete. suportd greutitile
rotorilor calati pe ei. Sub actiunea lor, in dreptul punctului de
aplicatie, arborele prezinta sigeata:

v=Fa*b*/3 EIl,
in care I’ este greutatea rotorului.

Aci am neglijat si in cele ce urmeazi vom neglija greutatea
arborelui.

Pe de alta parte, oricite precautiuni am lua nu putem monta
rotorul asa ca centrul lui de greutate si coincida exact cu axa
matematica a arborelui. Va rezulta neapiirat o excentricitate c.
Asa dar, centrul de greutate

£ al rotorului se gaseste la distania
; ¢+c de axa lagarelor (fig. 517).
a —_—

In aceste conditiuni, rotorul

este supus la forta centrifuga:

(F/g) o (v + o),

= in care ® este viteza de rotalie.

T Acestei forte se opune fortia

P ce rezulta din inertia masei:
Figura 517

(F/g) d?v/de?
si forta ce rezulta din rigiditatea grinzii:
3EIlo/a? b
Pentru echilibru avem:
(F/g) @ (¢ +¢)—(F/g) d*/d2 —3 EIle/a?b = 0.

Dacd notam:

. S 2

() w, =3EIllg/Fa?p® |,  w,— 0®=a2,
atunci avem:

(2) d /de: + a®p = wc.

@, se numeste viteza critica de rotatie si vom vedea numai
decdt de ce se numeste asa.
Pentru a integra ecuatia (2) vom presupune ci o creste de la
zero la o valoare oarecare.
Vom distinge doua cazuri.
Primul: o < o, In acest caz, ¢* > 1 si deci:

p= A cosat + B sinat -+ c/(mf/co'2 —1)
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Din aceasta ecuatie se vede cid arborele are deplasari finite
atata timp cit o < o Cind © = ,. atunci arborele are deplasiri
infinite, deci se rupe. Pentru acest motiv o, se numeste vitezi
criticd §i valoarea ei este datd de ecuatia (1).

Al doilea caz: o > w,. Avem a*® < 1 si deci:

p= Ae + Be =% —¢/(1 — mf/mz).

Termenul al doilea dispare cu cat creste ¢, iar primul este nul
pentru ca experienta arati ci ¢ are valori finite. Asa dar:

2
v =—c/(l — g /0.
A 05l o - Aoe =
Cand raportul w;/w?* este neglijabil, adicd atunci cand viteza de
rotatie depaseste cu mult viteza criticd, atunei:

p= =

Asa dar, rotorul se aranjeaza asa ca centrul lui de greutate sa fie
pe axa lagarelor. Cand ¢= o, atunci i 9= o. Prin urmare, arborele
nu suporta nici o greutate.

Pentru acest motiv arborii turbinelor cu un mare numar de
rotatin se fac destul de subtiri.

Cénd wviteza o trece prin viteza criticd, , arborele vibreaza
puternic insd nu se rupe pentru ca trecerea se face destul de repede.

Acest frumos exemplu de stabilitate se datoreste lui Stodola.

5. Vibratia longitudinald a barelor.

Vibratia longitudinala a unei bare.
Cand bara este supusa la o forta axiald NN, incircarea ei in sen-
sul lungimei fiind p, atunci am avut:

z/EQ , dufde =N/EQ,
© d*ufda® = (1 /EQ)dN/dz ., . dN/dx =—p,

st deci:
EQd*u/dx® = — p.
Daca us este deplasarea staticd si ug cea dinamicd, atunci avem:
U = Us + Ug.
Din care deducem:
dPu/da® = dPu/dx® + dPuq/da>
d*>u/dt? = d*uq/de>.
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Vom avea deci:
EQd*u/da? = EQd?u,/da? + EQd?u,/da? = — P— Pa,
in care p, reprezintd incircarea dinamici, deci:
EQd*u,/da? = — p,.
Reactiunea barei asupra elementului de bari dz, va fi:
Pa = Edeud/d.L‘2.
Din cauza acceleratiei elementului de bara, se desvolta forta:
— (p/g) doua/det
Pentru echilibru suma acestor doua forle trebue si fie nula,
deci:
EQd?uy/da® — (p/g) d2uq/di2 = 0.
Notam
EQg/p = a2
Ecuatia precedentd se transforma in:
a*dPug/da* — d?uq/di? =0,
a carel una din solutiile particulare este:
g =X T
s1 urménd calea aritatd la celelalte cazuri anterioare, ne da:
d*X /da® + *X =0,
d*T/de2 + 22T =0,
notand:
b =ak.
Avem deci:
X = A cos kx + B sin ka.
T = A, cos it + Bysin it.
Aplicatia Nr.158. 1°. S presupunem ca avem o bari incastrati la o extremi-
tate si libera la cealalta (fig. 518).
Pentru # =0, u= 0, pentru & = I du/dx = 0, deci coskl = 0 , si deci

A=amn/21
si numarul de vibratii este:
ot ' n=1%/2x= a/skl
i 2°. Sa presupunem bara intepenitd la ambele
5 e capete.

Figura 5 ; ;
gur In acest caz, u= 0 pentru 2= 0 si 2 =1 deci:

sinkl = 0

si deei:
n=a/21
3% Sa presupunem bara liberd la ambele capete. Atunci pentru x = 0 si
x =1, trebue ca du/dx = 0, deci

sinkl = 0,
ceea ce ne da tot n = a/21
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In ultimele doud cazuri, vibratiile sunt duble ca in primul caz, pentruci
undele parcurg numai jumitate din lungimea barei.

Aplicatie numericd. Si presupunem cid in primul caz avem o bari de otel
lunga de 1 m. Avem:
; EQg/p = EQg/yQ = Eg/y = &,
in care y este greutatea specificd a otelului egala cu 7,85 si
E =241 X 10° kg/cm?.
Avem:
a= |/Eg/y = 516.10°
n = 1290 per./sec.

Din wa = X T, putem deduce lungirile specifice si rezistentele cind ni se
dia amplitudinea misearii.

In exemplele precedente s’au fiacut o serie de simplificari.

Prima este c¢i nu s’a considerat decat vibratia fundamentali,
deci s’au neglijat celelalte secundare.

A doua simplificare este ca s’a neglijat influenta mediului, care
se traduce prin o franare sau amortizare a vibratiilor. Daca s’ar fi
tinut seami si de acesti factori formulele ce ar fi rezultat ar fi fost
mult mai complicate.



XXX. PLACL

S’a spus chiar dela inceput, ci elementele geometrice cari vor
caracteriza o placa sunt forma si dimensiunile suprafetei mediane
si grosimea placii pe care o vom nota totdeauna cu h.

Admitem ca suprafata mediani imparte peste tot grosimea placii
in doua parti egale.

Alt element care va caracteriza o placd este materialul din care
este facuta. ‘

Din acest punct de vedere, pentru calculul lor vom admite
aceleasl ipoteze ca pentru grinzi §i anume:

1. Ca avem de-a face cu materiale isotrope in sensul admis in
rezisten{a materialelor.

2. Ca materialul ascultd de legea lui Hooke, s1

3. Ca L se aplica ipoteza lui Bernoulli i anume ca sectiunile
plane si normale pe suprafata mediani inainte de deformatiune,
riaman plane si dupa deformatiune si normale pe suprafata mediana
deformata.

In ce priveste ultima ipotezi, admitem ci este adevirati numai
pe latimi de sectiuni infinit mici, pentruca pe latimi finite nu este
adevarata.

In privinta calculului placilor vom urma exact norma dela grinzi.

A) Geometria suprafetelor.

1. Elementele geometrice ale suprafetei mediane.

Si presupunem cd avem o placd a cirei suprafatd mediand este oarecare.
Pe suprafatd, si consideram un punct oarecare O si si ducem prin el pla-
nul tangent la suprafati si alte douad plane normale intre ele si normale pe pla-

nul tangent.
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In cele ce urmeazi vom boteza fiecare plan cu numele normalei lui.
Intersectia acestor trei plane determini triedrul Z-",q,{'. Sensul positiv al

acestor directiuni il vom lua asa ca si avem & = + 1 §i prin urmare si avem
de exemplu:

(1) EE=7.

Directiunea 7), normaléd in O pe planul tangent si care este identici cu in-
tersectia planelor normale pe planul tangent, ne fixeaza directiunea normalei
la suprafata in punctul 0. Celelalte doui directiuni Z si 7 situate in planul tan-
gent la suprafatd, vor fi tangente la suprafata.

Planul £ care contine directiunile & si 17, taie suprafata datd dupi o curbi
0A,. In vecinitatea punctului O, pe aceastd curbi, si considerim punctul A:
la distanta dz, misurati dupid elementul de curba.

In aceste conditiuni tangenta la curba OA, in originea O, este chiar E.

Absolut analog, planul g taie suprafata datd dupa curba OC, = dz, a cirei
tangentd in origine este (.

Ambele curbe, fiind situate in cite un plan, sunt curbe plane.

Un punct de pe suprafati, de exemplu O, este perfect determinat cand
Cunoastem raza vectoare r dela un reper dat la acest punct.
In aceste conditiuni, expresiile tangentelor la cele doud curbe plane sunt:

(2) E=f3y, , T=3/0m
Daca derivim odatd aceste expresiuni, avem:
) Frfat=Efay=q/rz , Frfost =0 [on = G/r:
in care rg §i r; sunt razele de curburi a arcelor de curbi 04, = dz, i 0C, = dz,.

Sa presupunem cd voim si gisim raza de curburd dupi arcul ds.
Avem evident:

ds= Edoy + {dzy  , doyfds=a , dgn/ds=c,
si deci:
3r/3s = a 3r[3a, + cBr 3z,
(4) 3 /35 = a%% 3x} + 2a ¢ 3% [dx,3z, + % /333,

Normala la suprafatd in punctul A, diferi evident de aceea din punctul O
si avem:

(5) 3% /o3, = 3F fow, = 3% foapn, = 7 /ry.
Din ultimile trei ecuatii, daci punem:

32 /352 = 1)- /ry

scoatem:

(6) 1/r= a®/rz + 2ac/ry + ¢/rs.

46. 1934, Gh. Em. Filipescu. Statica constructiunilor si Rezistenta materialelor.



722

Aceastd formuld ne di legea de variatie a lui 1/r, adica a curburei in pun-
tul O dupd un plan oarecare normal la suprafata.

Se recunoaste numaidecat analogia intre aceastd lege si aceea a variatied
rezistentelor in plan.

Prin urmare, intocmai ca si acolo, vom avea doud plane principale dupa
care avem razele principale ry si 7y, din care una este maxima iar cealaltd mi-
nima.

Pentru planele principale vom avea 1/ry = 0. Raza ry poarti numele de
razd geodesicd de rdsucire.

Daci raportim totul la planele principale, vom avea:

(7) 1/r=a®/r, + /rg S 1/ry = ac(l /ry— 1/rs).
Mai rezultd ca:

(8) Vfrg +1/rs=1/ry + 1/rs sio. U/rg—A/rars=—1/rms

sunt invariantii suprafetei.
Daci derivim ecuatia (1) mai gasim si:

9) 35/31?1=—§/Tz'—":-/"y ’ a;)/azl=_f/r3—g/ry'

Cu aceste elemente suprafata este complet determinatd in punctul O.

2. Curbe trasate pe o suprafati.

Putem oricand considera raza vectoare r, care fixeaza punctul O la un re-
per dat, ci este o functiune de scalarii @ i z. Pentru evidentiere 0 vom pune
sub forma #(z,3).

Daci dam lui z o valoare oarecare z, constantd, atunci -r'(:v,zo) reprezinta
o curbd cuprinsid in intregime pe suprafata dati. Déand diferite valori lui z,
obtinem o familie de curbe cari se gisesc de asemenea, in intregime, pe su-
prafata data.

Daca facem aceeasi operafie si cu z, obtinem altd familie de curbe cari se
gisesc si ele in intregime pe suprafata data.

Aceste doudt familii de curbe impart suprafata datd intr'o serie de patrula-
tere curbilinii.

Notam cu £ si T directiile tangentelor la cele doua familii de curbe in punc-
tul O.

Cand in orisice punct al suprafetei avem:

=0,

zicem cd cele doud familii de curbe sunt ortogonale.

In cele ce urmeazi ne ocupiam numai cu astfel de curbe.

Sa presupunem ci prin O trece curba OA = dx. Aceastd curba se giseste
in planul ei osculator.
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Sa considerdm in punctul O (fig. 519) triedrul lui Frenet, 6 0., ﬂ dirijat dupa tan-
genta 0 la curba, dupd normala pnnmpali v pe care se gaseste centrul curbei
0A de raza re si dupa binormala f, care este in acelagi timp si directia planu-
lui osculator.

Sa mai consideram in punctu] 0 si triedrul lui Darboux, E,'q T dirijat altfel
in cat & s coincidd cu tangenta 0 la curba OA in origine, iar 7 cu normala la
suprafatd in acelasi punct.

Aceste doud triedre au o laturd comuni (EEE), iar celelalte fac intre ele
unghiul ¢.

Avem deci:

(10) 'r;ﬁ =3 Eﬁ = ¢os.

S’a viizut insd ci planul normal ¢ taie suprafata dupa curba 0A, = dz,
a cérei tangentd
in O este tot E
Si curba:

0A4; = da,,
proiectia curbei s
OA pe planul 3 O 7
tangent la supra- /'*y’\\>
fatda in punctul iy -
0, are in origine b
aceeasi tangentd 4%
E N

In aceste con- \‘
ditii, ecuatia
curbei 0OA, in i
planul ei oscula-
tor, este:

3E oz = v/r..

Ecuatia  curbei
OA; in planul ei
£, este data de J
relatia (3), deci: Fighird 519
3z = /ra.

Ecuatia curbei OA, cuprinsi in planul 1_), tangent la suprafatd este:

35/312 C [raz,

in care raz este raza de curburd geodesicd dirijatd evident dupa  pe care se gé-
seste punctul Ogs;, centrul curbei OA,.

Sad ducem prin A un plan paralel cu planul £ Acest plan taie tangenta £
si curbele 04, si OA4, pe rand in punctele O, 4, si A, Patrulaterul 0; 4, A A,
neglijand infinitii mici de ordin superior, este un dreptunghiu.

De pe figurd se vede cia avem:
Oy = 4 A = (o) day, , O A= PEfa)da , OA,= (3F/0z,) day.

Elementele diferentiale dz, dz, si dx, a celor trei curbe, toate tangente

in O la’g, difera intre ele prin cdte un infinit mic de ordin superior si deci avem:
dz = dz; = dx,.

7
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Din triunghiul 0;4,4, drepunghic in A, avem:
0.4 = 0,4, + A,A sau 3¢z = 3&/dx, + 3F Jox,.
Dacd in aceastd relatie punem valorile de mai sus, cipatdm:
(11) v/re =1/rz + T/ras

Aceastd ecuatie reprezintd o dreaptd paraleld cu E care trece prin centrul
de curburd O; a curbei OA.

Ea detageazi pe directiile 7, v si C, plecAnd din O, segmente egale cu rz
re §i rzz. - .

In adevar, dacd o multiplicim scalar pe rand cu 7 §i {, capatim:
(12) e = Iz COSQ = rzz sing.

Relatiunea (11) este fundamentald si putem si o punem §i sub alte forme.

Daca valorile din (12) le punem in (11), avem:

(11,) 7= 7)' cosQ + Z" sing,

care multiplicatd vectorial cu & ne di si

(11,) B=t1 cosg —7) sing,
din care scoatem:
(13) ;)'= v cosgp—ﬁ sing y = ;singp + [§ cosQ.

Cu ajutorul acestor relatii putem gisi si legitura intre raza de rdsucire rr
a curlg:ai OA si raza geodesicd de rdsucire ry, care corespunde tangentelor + &
si + ¢

Se demonstreazi foarte lesne ci pentru ambele curbe OA si OA, care au
aceeasi tangentd in O, avem:
(14) o [0z = oy [om,.

Dacéd derivim ecuatia (10) in raport cu @, dacd tinem seama de ecuatiile
(9), (14) si formulele lui Frenet (pag. 19), gisim:
(15) 1/ry=1/rr + do/dx.

Dacd derivim acum ultima ecuatie (13) si tinem seamid de (13) si (15)
avem §i:
(16) 3 foa = /ry — E/rss.

In rezumat, pentru familia de curbe z, avem:

(17)  3&fox =7 /rz + &/res, ¥ Px = —Efro—C/ry, 3Pz = q/ry— E/ras.

Daca facem acelasi calcul si pentru cealaltd familie de curbe, z, in ipoteza
din figurd, gidsim absolut analog:

(17)  8C/0z = q/rs + &/raz, [0z = —T/r: — &/ry, 883z = /ry — /raz.

Asa dar, putem studia o curbid pe o suprafatd oarecare cu ajutorul elemen-
telor geometrice ale sectiunilor normale pe suprafatd si cu ajutorul razelor
geodezice de curbura (rzs).

Formulele (17) au pentru plici aceeasi importantd ca formulele lui Frenet
pentru grinzi.



725

Pentru ceea ce ne trebueste noui, mai avem nevoie de o formuls.
Sa considerdm si curbele infinit vecine curbelor 0.4 si OC. Ele impreuni
determind un patrulater curbiliniu a cirui suprafata este dz. dz = dQ.
Pentrucd dz diferi de da, cu un infinit mic de ordinul al doilea, vom avea:
0day /dxy = ddx /dx = — dz /rzs.
Vom avea deci:
(18) 3d:t=—-d.Q/ru y 8dz=—d!)/r;z
Am pus semnul minus, pentrucd atunci eind rz; este positiv, adica dirija
caire + {, arcul dz scade cand dz creste.

B) Studiul general al plicilor.

1. Echilibrul plécilor.

Sa presupunem ca elementul de suprafatda OABC este un patru-
later curbiliniu marginit la doua familii de curbe ortogonale. Lungi-
mile de arc 0A si
OC masurate dupa
cele doua familii de
curbe le notim cu
dz i dz (fig. 520).

In fiecare punct
al patrulaterului
presupunem ca gro-
simea plicii o ma-
suram dupa direc-
tiunea normalei din
acel punct.

Pe fata superi-
oara a placu avem
o incarcare p kg/m?.
Fata superioari a
placii este sensibil
egald cu suprafata mediana. In cele ce urmeaza vom presupune
ca sarcina p se aplica pe suprafata mediana.

Notam cu A, si M, forta si momentul din fata 04 (fig. 520), pe
unitatea de lungime de arc. In aceleasi conditiuni, in fata OC vom

avea R, s1 Mg,

Figura 520

Pe fetele opuse vom avea aceleasi solicitari, cu directiuni contrare
plus cresterile respective.
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Lungimile dz §i dz fiind infinit mici, vom presupune ca fiecare
din solicitarile de mai sus se distribuie uniform pe intervalul res-
pectiv si c& se aplica in centrul de greutate a suprafetei respective.

In aceste conditiuni, si scrim echilibrul elementului de suprafata
mediana.

a) Poligonul fortfelor.

Pe fata OC vom avea o forta R, dz, iar pe fata opusi (R, + @ R.)
(dz + 3dz) a caror rezultanta este evident:
[8(_1?, dz)/oz] dx
sau: >
(BR;/3x — Ry/ry,) dL2.

Daca facem aceeasi operafie si pe fata OA si daca {inem seama cé
forta exterioara are expresia pdf, scriind c& suma fortelor este
nuld, gisim:

{1) BI_I_,/SI—Ex/r”-}— SE/’BZ—FZ/ru—&—; ==1);

b) Ecuatia de momente.
Sd scrim ecuafia de momente in raport cu centrul de greutate al
suprafefet mediane.
Daca repetam rafionamentul de mai sus, gdsim cd momentul
rezultant de pe fata OC si opusa ei, este:

(@M, /9z — Mg/re) dQ.
Aci mai avem si momentul dat de ;{-z a cirul expresie este:

1[E] [R. + 9 Ra] (dz + 3dz) da + 4& Ry da da.
Daca neglijam infiniii mici de ordinul intdiu fata de valorile
principale, gisim: o
&R, dQ.
Daca facem aceeasi operatie si pentru celelalte fete, obfinem:
() OM,/9 — My/rs + 0M, /05 — My/res + ERs + LR:=0.
Ecuatiile (1) si (2) sunt ecuatiile de echilibru cele mai generale

ale unui element de placa oarecare.

Se recunoaste numaidecat analogia intre aceste ecuatii si acelea
stabilite la grinzile curbe.

In cazul cind nu avem momente, deci cand M, = 0, 8M,/3x = 0,
etc., atunci ecuafia (2) se reduce la:
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2. Legitura intre H...... si rezistentele din placi.

Si considerdim o prizma triunghiulara ale cérei laturi dz, h si
dz sunt dirijate dupi laturile triedrului &, 7, , dup cum se aratd pe
figura 521.

Lungimea do si latimea dz fiind infinit mici, vom presupune
cd rezistenjele dupad
aceste direcjiunt se

distribue  uniform.
Nu aceeagt presupu-
nere o putem face
dupd grosimea sau
indlgimea h a pldcit,
care este finita. Prin
urmare, dupd direc-

{iunea 1, yom presu-
pune cd rezistenjele
sunt variabile.

Sa consideram pe
suprafata laterald a
prizmei o fasie de
suprafata, inalta de

o

dy si la distanta y 7
de suprafata me- Figura 521
diana.

De pe figura 521 avem:

N, = Sfx, dy , Ny= Sat dy,

Tgi= SG, dy 5 Te== SG,, dafoit et = SG, dy
(4)
M’=Smydy s Mv=0 s M:=S9fzydy

) = SG, y dy.
Tot de pe figura se vede cd avem:
) Be=EN+7T4IT, ), Re=TNeAET,+7Ts
M,=—EFD+TM. , M~=FD—FM,

Aci pentru simplificarea scrisului i evidentiere, am notat momentul
de rasucire cu D.
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Se observa ca axele momentelor sunt in planul tangent la supra-
fata mediana.

Daca valorile din (5) le introducem in ecuatiile (1)—(3) vom gasi
condifiile de echilibru ale unui element de placd in functiune de
Ny Nee Ty, ete.

Formulele stabilite sunt absolut generale si se aplicd pentru orice

fel de placd.

3. Variatia lui R si M in jurul unui punct.

Sa gasim pe R si M intr’o sectiune infinit vecina originii O:
Aceasta secfiune de lungime ds, impreund cu planele de coordo-
nate 1 cele doud fefe ale placii formeaza o prizmi-triunghiulara.
Perimetrul bazei acestel prizme triunghiulare si suprafata totala
a el1, vectorial vorbind, sunt nule, deci avem:
(6) Ods =—¢dz+ Cdz : ;ds=gdz+zda:,
din cari scoatem:
(6) ';f=——575=a=d:v/ds ’ E=52=c=dz/ds.
Daca serim c¢a suma tuturor eforturilor este nuld, avem:
(7) aRi+cR. =R , aMy,+cM,=M,
neglijand infinitii mici de forma ipacds, i ERqadz,..... .
Daca in cele doua expresii de mai sus punem, valorile din (5),
capatam:
(8) Rv =a®N,+2acTy+ N, =N,
My = a?Mz+2acD 4+ c2M, = M.
Se vede 1mediat cd aceste cantitifi urmeazd exact aceeasi lege
de variatie ca §i rezistentele in plan.
Exact ca acolo, vom determina valorile si directiile principale

pentru cari avem T, =0 si D = 0.
Intocmai ca la studiul rezistentelor, cantitatile:

‘N1 + ‘Nz = Pl
(9) ' Ty — Nz N. =@,
M:c = lwz — M; .

D:— M, M, = L2

sunt niste invarian{i intr'un punct dat al suprafetei mediane.
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4. Clasificarea plicilor.

Din punctul de vedere al calculului, plicile se clasific in trei
categorii:

a) Plici subfiri.

Se numesc asa acele placi in care nu se desvoltd niciun moment
st cart, dect, au pe toatd intinderea lor:

My = M; = D=0,

Intoemai dupa cum cablul este o curba funiculara a incarcarilor
ce-l solicitd, tot asa si aci placa subtire este suprafata de echilibru
a Incdrcarilor ce o solicita.

Se vede numaidecat, ca placa pland subfire este un caz particular,
pentrucd ea nu poate fi o suprafatd de echilibru decat dupa ce s’a
deformat sub actiunea sarcinilor. Acest caz este analog aplicatiilor
54 si 55.

b) Plici plane groase.

Ele in genere sunt supuse la incarcari dirijate dupa normala la
plan.

La aceste plici, pe tot cuprinsul lor avem:
Ny =N, =Ty==0.

Ele fac echilibrul incarcarilor numai prin momentele M, M,,
si D si prin fortele taietoare T, si T, ce se desvoltd in diversele
sectiuni ale placii. _

Cazul lor este absolut analog grinzilor drepte care fac echilibrul
incércirilor numai prin momentele incovoietoare, de risucire $1
fortele taietoare ce se desvolti in diversele ei sectiuni.

¢) Pldci oarecari.

Aci vom cuprinde placile de orice formi si la care se desvolta
toate solicitarile de care s’a vorbit pana aci.
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S’a vazut ca placile subfiri s’au definit prin condijia ca:
M, =M, =D=0.

In aceste conditii, exista relatia (3) care exprimé ci momentul
tuturor eforturilor din placa este nul.

Daca valorile din (5) le ducem in (3) gasim si

T,= T,==a0.
In acest caz, avem:
Ez - EN.z i ETy ’ Ex = Z:-Nz o= ETy

Asa dar, R. si R, sunt cuprinse in planul tangent la suprafata

mediana.

Daca aceste valori le introducem in ecuafia (1), daca facem
operatiile aratate de acea formula si dacd punem:

(10) p = &pz +py + Tps,
atunci rezulta:
ON./3z 4 (Nz— Ng) /122 + 8Ty /85— 2Ty /res + pz = 0,
(11) Ng/rz 4+ No/rs+ 2Ty/ry + py =0,
ON;/3z + (Nz — Ny)/raz + 8Ty /32 — 2Ty [12s + ps = 0.
Acestea-s ecuatiile de echilibru cele mai generale a unui element

de suprafata a unei placi subtiri, a carei suprafaid mediana este
oarecare.

A) Suprafete de rotatie.

In practicd, in genere, nu avem de-a face cu suprafete oarecari.
Suprafetele curent intélnite sunt cele de rotatie.
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Sa ne ocupam de elementele lor geometrice.

Vom presupune ca un element de suprafatd este definit prin
intersectia suprafetei cu planele meridiane si paralele.

Vom presupune ci axele 7 si ¢ sunt cuprinse in planul meridian.
Se vede numai decat ca, in acest caz, 9£/8z = 0 si deci 1/ry, = 0.
Prin urmare, planele meridiane si paralele sunt plane principale ale
suprafetel.

Dacé notdm cu r, raza paralelului, atunci avem si:

frsa =0 , . 1y =TzC080i =1z sing
In acest caz, ecuafiile (11) se transforma in:

ON./ox + 9Ty /32— 2T y/res + pz = 0,
(11,) Ng/rz + Ni/rs+ py =0,
ON;/3z + (N2 — Ny)/raz + 8Ty /3z + p, = 0.

Aceste ecuatii sunt aplicabile oricirei suprafete de rotatie.

Aci avem un caz interesant prin aplicatiile sale si anume, cazul
cdnd suprafata de rotajie si incdrcdrile
au azul de rotafie al suprafefei ca ax
de simetrie.

In acest caz, din motive de sime-
trie, avem 9Ngz/oz =0 si T, =0,
cu alte cuvinte, planele principale
ale suprafetei sunt §i plane principale
de rezistente.

In adevar, daca luim momentul
tuturor fortelor care solicita elementul
de suprafatd in raport cu axa de
rotatie (fig. 522), se ghseste ca
momentul lor este nul, afara de al
fortelor T, din fetele OA si BC.
Or, Ty din aceste doua fefe sunt
egale, insa atdt suprafetele pe cari
se exercitd cit si bratele de parghie
pédna la axa de rotajie sunt ma- Figura 522
nifest diferite.

Momentul lor nu este nul decat in cazul cind 7,'= 0.

Vom avea deci:

— —

(gl) % z =EZ\T1 ’ R: T Z-Nz
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In aceste condifiuni, ecuatiile (11,) se reduc la:

aNz/ax =0 ’ N:c/rz + N;/r;s + Py = 0,
AN, /3z + (Ng— Np)/ras + ps = 0,

ecuatii a caror simplicitate ne permite a face o serie de aplicatiuni.

(11,)
Ne vom ocupa deci intdiu cu acest caz.

B) Plici subtiri de rotatie si incéarcéari continui,
ambele fiind simetrice fata de axul de rotatie.

In cele ce urmeaza ne ocupiam numai de suprafeele cele mai
usuale, intrebuintate in constructii, precum: cilindrul, conul, sfera si
elipsoidul de rotatie.

1. Cilindru cu bazia circulara.

Problema care se pune curent este urmétoarea: un vas cilindric
este supus la o presiune interioara p.

Cilindrul se presupune destul de lung ca s putem neglija in-
fluenta fundurilor asupra deformatiei peretilor cilindrului. Sa se
gaseascd valorile lui V.

In acest caz avem:

re =t e iy, 0 e RSN pINERE < 5y BRI i s G
Gasim:
Ngie=cpririy & 0Nz Oz =0 a8 Sttt Ve i— o},
Din cauza presiunii pe funduri avem:
par? =2nrl, si-deci N, = ipr.
Daca grosimea peretelui este h, atunci:
o= Noh = o T — Nk

Aceste rezultate se pot gisi si direct foarte ugor.

2. Con de rotatie.

Notam cu ¢ unghiul ce fac intre ele axa conului, presupusa
verticala, cu generatoarea suprafeter mediane.

In acest caz avem: 1/r, =0.

Problemele care se pun practic sunt cam urmatoarele.
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a) Eforturile sub actiunea greutitii proprii.

S se gaseasca eforturile N intr'o cupold conicd, cu varful in
sus, de grosime constanti, sub actiunea greutatii proprii.
Daca notdm cu p greutatea pe unitatea de suprafatd mediand a

conului, atuneci:
py =p sing , p,=—p cose.
Dacé introducem aceste valori in a doua ecuatie (11,), avem:
Ne = — protg¢ = — pra; sine tgo.

Pentru a gisi pe N;, vom utiliza ultima ecuatie (11,). Vom
observa insa cd, din modul cum s’au luat axele, rezulti ci la o
crestere dz corespunde o scidere de aceeasi valoare pentru rg; si
c¢d deci avem: dz = — drg;. In aceste conditii, ecuatia de care este
vorba se transformi in:

ON:/3rss + Ni/rzs— Nefray— p: = 0,
in care introducénd valoarea lui N, de mai sus, ne di:
ON;/0rss + N3/res + p/eose = 0.
Daca integram aceastd ecuatie in intervalul 0 — ry;, gisim:
Ny =—1pre/cose = — pry/sin 2¢.

Se vede ca, in acest caz, atat N, cat si N, cresc liniar cu r,.

b) Eforturile sub acfiunea unei incéredri uniforme.

Sé presupunem aceeasi cupold conicd incdrcatd cu o sarcini p,
uniform distribuitd pe unitatea de suprafajd orizontald.

In acest caz, sarcina pe unitatea de suprafati mediana va fi
p sing. Asa dar, in formulele precedente inlocuim p cu aceastd
valoare. Avem:

Ny = — presin?¢/cos¢ N; = —{ pre/cos¢

¢) Eforturile in fundul conic al unui rezervor.

Sa presupunem ca in conditiile de mai sus cupola cu varful in
sus este fundul unui rezervor plin cu api. Inal{imea apei deasupra
varfului conului este h,.

Daca p este greutatea specificd a apei, atunci avem:
Py =7 (ho+ sz cosg) , p: =0.



734

Din a doua formula (11,), deducem:
Nz = — yrg (ho + rzz c0s@) = — yraz (ho + 1y cOSQ) tgo.

Cu aceastd valoare din ultima ecuatie (11,) deducem:
ON,/0rz; + Nijraz + y (ho + 12z cOs@) tgo =0,
care integratd in intervalul 0 — ry;, ne da:
N, = — yr; (ho/2 cos@ + L 1z;).

Daca suprafata conului are vérful in jos si daca h, este inaljimea
- nivelului apei deasupra vérfului, atunci facand calculele, ob{inem:

2= Tz (ho—Tgz cos@) ., Nz = yre (ho/2 cosg — § 7sz).

In acest caz, avem numai tensiuni pe cand in cazul precedent
am avut numai compresiuni. Primul caz convine constructiilor de
beton, al doilea acelora facute din table de fier.

3. Sfera.
In acest caz, avem:
re = rye=ir;

Problemele cari se pun in practicd sunt cam urméatoarele.

a) Cupola sferied sub actiunea greutitii proprii.

Sa se gaseasca eforturile V la o cupold de forma unei calote sferice,
de grosime constantd, sub actiunea greutdtii proprii.
Din a doua ecuatie (11,), deducem:

Ngz+ Ny + pyr =0.

Daca aceasta valoare o introducem in ultima ecuatie (115) si daca
{inem seama de valorile lui p, si p,, gisim:

ON./3z — 2N, /ry; — p/cose = 0.
Daca mai finem seamid ca avem:
dz =ir dp.s1 1, = 1°COSP = Tz SINOD.
ecuatia de mai sus se transformd in:
ON;/d¢ — 2N, tgg — pr/cos¢ =0,
care integratd in intervalul dela ¢ la L7, ne da:
N, =— pr/(1 + sing). "
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Valoarea lui NV, este:
Ng=pr [1/(1 + sin¢g) — sing¢].
Pentru valori ale lui ¢ cuprinse intre zero §i +m, N; variaza

intre — pr si — ipr, iar N, intre 4+ pr si — Lpr, fiind nul pentru

o = 38° 10'.

b) Cupold sferici sub actiunea unei sarcini verticale uniforme.

Aceeasi cupold este supusd numai la o sarcind p uniform distri-
buitad pe unitatea de suprafati orizontald.

Atunci inciircarea pe unitatea de suprafata inclinatd va fi
p sing si deci:

Py = p sin¢, p; =—p sing cosg.
Procedand ca in exemplul precedent, avem:
ON;/e¢ — 2N, tge — prige =0,
care integratd intre ¢ si 1z ne di:
Ny =— 1 pr,

cu ajutorul cireia deducem:

Nz = Lpr cos2e.

¢) Fund sferic de rezervor.

Aceeasi cupola formeazd fundul unui rezervor in care nivelul
apei este la indltimea h, deasupra crestetului cupolei.
Avem:

Py =7[he+r (1 —sing)] , p.=0,
sl prin urmare:
Nz + N+ yr [hg + r (1 —sing)] =0,
ON; /d¢—2 Nytge — yr [hg+ r (1 —sing)] tgp = 0.
Ultima ecuatie integratd intre ¢ si iz, tinind cont ca avem:
(1 —sin®¢)/cos?¢ =1 + sin2¢/(1 + sing),

ne da:
Ny =—yr (3 (ho+ 1) — §7 (1 + sin®g/(L + sing))],
cu ajutorul careia gisim:
Ng=—ypr[§ (hg+ 1)+ 4 r (1 + sinp/(1 + sing)) —r sin ¢].
Cand ¢ variaza in intervalul dela zero la 4im, atunci NN, variazi
dela — § yr (hg + 4r) la — Lyr hy, iar N, dela — Lyr (hg + $r) la
— Lyr hy.
Toatd cupola este supusd numai la compresiuni.
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Daca cupola este intoarsd cu fundul in jos si dacé kg este inal{imea
apei deasupra fundului rezervorului, atunci avem:
Py =—plhy—r (1 —sing)] , p.=0.
Cu aceste valori, gisim:
Nz + Ne—yr [hg—r (1 —sing)] =0,
ON;/3¢ —2 Nytge + yr [hy—r (1 —sing)] tg ¢ = 0.
Procedand exact ca in cazul precedent avem:
Ne = yr [§ (ho— 1) + v (1 + sino/(1 + sing)).
Ne=yr [ (hg—r) — % r (1 + sin?¢/(1 + sing)) + r sing].
Cand ¢ variazi intre zero si L7, atunci NV, variaza dela:
3 yr(hg—4r)la Lt yr hy, iar Nydela § yr (hg—$ 1) la L yr by,
Daca hy > %r, vom avea pe toatd intinderea cupolel numai ten-
siuni.
Ca si la cupolele conice primul caz convine constructiunilor de
beton armat, al doilea acelora facute din tabla de fier.

4. Cupold eliptica.

Sa presupunem ca avem o cupold cu varful in sus a carei curba
meridiana este o elipsé, suprafata fiind bine inteles de rotatie, avand
axa de rotatie verticala (fig. 523).

Sa stabilim mai intai elementele geometrice ale acestei suprafete.

Ecuatia elipsei o scoa-

J‘? tem din una din pro-

i prietatile sale, de exemplu

din construcfia ei cu aju-

torul a douad cercuri ale

caror raze sunt respectiv

semi axa mare §i micd a
elipsel.

Vom avea:
rn = & acosy + 1 bsiny,
in care ;1 este raza vec-

7 toare ce pleaca din centrul
& elipsei la un punct oare-
care al ei, iar y unghiul

Figura 523 din figuré dintre- & 51 0C.

Daca expresia de mai
sus o ridicam la patrat, gisim valoarea numerica a lui ry, deci:
L 2. 2 s1n2
r? = a? cos?y + b siny.
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S@ ne ocupam de tangenta la elipsa.
Din relatia evidenta dr, = dz, scoatem:

dry/dy = dz/dy = —E&asiny + 1, b cosy.
Valoarea numericid a lui dz este:
dz = rydy.
in care am notat:
r3 = a® sin*y + b2 cos?y,
raza conjugatd lui r,. ‘
Ca sa gisim directia tangentei, n’avem decit sa impar{im vec-

torul dr, prin valoarea sa numerica, adica dz.
Avem deci:

T = dry/rydy.
Ca sa avem cos ¢ si sin ¢, facem produsele ¢ 7, si £ & cari ne dau:
cosg = b cosy/r, , sing = a siny/r,.

Avem tot ce ne trebue ca si gasim raza r, a cercului paralel,

razele principale r; §i r;, precum si raza de curburid geodesici rg.
Avem:

Te =acosy , rz=uar/b , r=r}/ab , ra=rcigy.

Ne mai trebue unghiul ¢,, pe care raza vectoare r, il face cu+ Z,.
Din relatia evidentd r, = r, cosg,, deducem:

Cos¢; = a cosy/ry.

Acum avem tot ce ne trebue ca si putem aplica ecuatiile (11,).

a) Cupold eliptici supusa la greutatea proprie.

Ca aplicafie, vom determina eforturile din cupold sub acfiunea
greutdfii proprii, presupundnd grosimea peretelui cupolei constantd.
In acest caz, avem:

py=pbsny/r, , p;=-—pacosy/r,.
Introducand aceste valori in ecuatiile (11,), avem:
Ny =—N;a?/r} — p a®sinyp/b
0N, /3y — Ny(1 + a2/r2) tgy — p r3 /b cosy =0,

ecuafii analoage celora gasite la sfera pentru cazul similar.

47. 1934, Gh. Em. Filipescu. Statica constructiunilor si Rezistenja materialelor.
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Din prima ecuatie, rezulti ca in crestetul cupolei unde N, = N,
avem r, = a, siny = 1 si deci:
N, =N, =—pa?/2b
Integrarea o facem ca §i in cazurile precedente i anume, punem:
N; = up.

Daca aceasta valoare si derivatele sale le introducem in ecuatia
diferentiald, obtinem urmaitoarele doua ecuatii:
do/dy =v (1 + a®/r}) tg y, -
du/dy = p r?/vb cosy.
Daca notam:
(a* —b%) /a® = &?,
atunci din expresia lui r,, obtinem:
r3 = a? (1 —&? cosy).
Daca ducem aceastd valoare in expresia lui do/dy si integram,
gasim:
¢ = Cry/a cos?y,
in care C este o constanti de integrare.
Aceastd valoare dusd in a doua ecuatie diferentiald si inlocuind
pe r, cu valoarea sa, ne da:
A du = (pa®/bC) |/ 1 — & cos®p. cosy dy,
care integrata ne da:
u =1 (pa/bC) [ry siny + (b%/ac) arsh (ae siny /b) + Cy],
in care C; este 0 noud constantd de integrare.
“ Valoarea lui N, va fi deci:
N; = L (pro/b cos?y) [ry siny + (b%/ag) arsh (ae siny /b) + C,].
Noua constantd de integrare C, o determinidm prin conditia ca
in, crestetul cupolei, si avem, pentru NN, valoarea gasita anterior.
- Trebue s& avem deci:
— 1 pa?/b = § (pa*/b.0) [a + (B*/ac) arsh (ac/b) + Gy,
din care rezultd numaidecit:
Cy = — a— (b?/ae) arsh (ac/b),
cu ajutorul careia, dacd notdm prescurtat:
B = arsh (ae/b) — arsh (ae siny /b),
avem:

Ne = — 4 (pra/b cos®y) (a— r, siny — b%B /as).
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Aceasta-i valoarea exacti a lui N;.

Se observa ci, in crestet, IV, se prezinta sub forma nedeterminati.

Pentru a ridica nedeterminarea, punem:

cos®p =1 —sin®y = (1 + siny) (1 — siny).

Se gaseste numaidecit, ca pentru p =1 7w, avem valorile ade-
varate:

(@ —rysiny) /(1 —siny) =a+r, B/(1 — siny) = 0.

Daca se tine seama de aceste valori, se giseste ca in jurul creste-
tului cupolei avem formula aproximativa:

(1) N:=—1pra(a+n)/b (1 + siny),
care pentru crestetul cupolei este riguros exacti, dupd cum usor se
poate recunoaste.

La baza cupolei (ecuator), adica pentru p =0, avem:
N: =—4 p [a + (b®/ae) arsh (ac/b)].
Formula aproximativa (1) de mai sus ne da:
Ny =—1p(atd),

ale cérei rezultate sunt mai mari ca cele exacte, in cazurile practice,
cu cel mult 109%,.

Avénd pe V;, avem numaidecat si pe Nz. La baza cupolei (ecua-
tor), avem:

Ny =— N, a?/b?,
deci o tensiune, pentruci N, este compresiune.
Exista deci un paralel unde N, = 0. Valorii lui y ce corespunde

acestui paralel nu i se poate da o expresie simpla analitica, valoarea
lui se giaseste prin incercari.

b) Cupoli eliptic cu sarcind verticald uniform distribuiti.

Sa presupunem aceeasi cupolid supusd la o sarcing uniform distri-
buita pe unitatea de suprafatd orizontald, cum ar fi de exemplu greu-
tatea p a zapezii.

In acest caz, p sing reprezinta valoarea incarcarii verticale pe
unitatea de suprafata mediana si atunci rezulta:

py = pa®sin®p/r} , p;,=—1 pabsin2y/r,
Dacé introducem aceste valori in ecuatiile (11,), gisim:
Nz =—N; a®/r? — pa® sin? y/br,
oNz/3y — N (1 + a*/r}) tgy — pary tg /b = 0.

47%
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Daca se urmeaza exact calea din cazul precedent, punind con-
ditia, la determinarea constantei C,, ca in crestetul cupolei sa avem:

N, = —4 pa*/b,
se gaseste:
N, = — % pary/b.
La baza cupolei, avem:
N, = — % pa.
Daca ducem valoarea lui N, in expresia lui N, gisim:
Nz = & pa® cos2y /brs,
care este nuld pentru y = 1, iar la baza are valoarea:
Ny pabfbs.
Observare. 1°. S&a presupunem ca in toate cazurile precedente
taiem cupola printr’o sectie orizontald. S’a vizut ca IV, in aceastd

sectie, este dirijat dupa tangenta la meridian. Componentele lui
N, dupd o verticald si orizontald sunt:

V =Nz cosp &, H = Nysine.

Pe tot conturul sectiunii valoarea componentei verticale va fi
27r N, cosg. Aceasta echilibreazi forta F verticald a incarcarilor
de pe cupola din interiorul sectiunii facute.

Dacd notam F, = F/2ar, atunci avem:

F; = N, cosg,

relatie din care deducem valoarea si variatia lui N; in diversele
sectiuni ce facem.

Pentru ca sa gasim pe N, n’avem decat si introducem aceasta
valoare de exemplu in ecuatia doua (11;).

2°. Bazele acestor cupole se fixeazd intr’un inel care va trebui sa
desvolte niste reactiuni care sa echilibreze eforturile cu care cupola
il solicita. '

Pe unitatea de lungime de inel, vom avea solicitérile verticale i
orizontale:

Ve T =T e
Solicitarea verticald V va trebui sa fie luatd prin reazime, iar cea
orizontald, H, prin tensiunea sau compresiunea ce se desvoltd in
inel. Dacd raza centrului de greutate a inelului de reazim este r,
atunci forta axiala NV din acest inel este:
N =+ Fige
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Vom avea tensiune cAnd N, este compresiune §i invers in cazul
contrar.

Forta N, din inelul de reazim, este destul de importantd. Intze
a imaginat rezervoare de forma din figura 524. In acest caz, dacd F
este greutatea sarcinei din interiorul ine-
lului de reazim si F' aceea din exteriorul ‘
lui, pentru ca cele doud solicitari orizon-
tale sa se anuleze, trebue sa avem:

Ftgo =F'tge'.

In acest caz, inelul de reazim se calcu-
leazd numai la solicitirile verticale V.

Aplicatia Nr. 159. Ezemplu numeric. Si se {
giseascil rezistentele intr’o cupold elipticd facuta Figura 524
din beton armat sub actiunea greutatii proprii
si a unei incdrcidri cu zdpadd de 100 kg/m?, presupunidnd a = 30m, b= 15m
(semiaxele elipsei meridiane).

Sa determindm mai intdi elementele geometrice care intrd in formule.

Avem: &= (a®—b?)/a®= 0,75, ¢= 0,866, as/b= 30.0,866/15 = 1,732,
arsh(as /b) = 1,317, b*/aec = 152/30.0,866 = 8,660, (b*/ac) arsh(ac/b) = 11, &1.

1°. Sd ne ocupdm de rezistentele date de greutalea proprie.

Greutatea specificd a betonului armat este 2400 kg/m®. Dacd grosimea
cupolei este i em, atunci 24 h, h fiind exprimat in cm, ne da incarcarea pe
m? de suprafati mediand si deei:

p= 24 h kg/m?

Daca in formulele de pand aci punem toate dimensiunile in metri, atunci
obtinem N in kg/m. Ca sa avem rezistentele in kg/em? vom impirti pe N
cu suprafata 2 = 100 A. .

Prin urmare, daca in formule punem in loc de p, valoarea:

p/f2 = 24 h/100 h = 0,24,
obtinem chiar valoarea rezistentelor respective.

Rezultd numaidecat, cid pentru incdrcarea proprie, rezistentele sunt inde-
pendente de grosimea piretelui, depinzind numai de greutatea specifici a
materialului din care e facutd cupola. Am fi tentati si facem grosimi foarte
mici, dacid n’ar interveni stabilitatea cupolei, adici o chestiune analoaga flam-
bajului barelor supuse la compresiune.

In crestetul cupolei avem:

9 = g = —+ 0,24.302/15 = — 7,20 kg/cm?,
iar la ecuator:
9 = — -+ 0,24 (30 + 11,41) = — 4,97 kg/cm?,
Rz = 4,97.30%/152 = 19,88 kg/cm?

Dacd utilizim formula aproximativi, la ecuator, gasim:

9z = — 5 0,24 (30 + 15) = — 5,40 kg/em?,
deci un rezultat cu aproape 9%, mai mare ca cel exact.
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2°. Sd ne ocupim de rezistentele date de zdpadd.

Dacéd punem in formule, p = 100 kg/m?, celelalte dimensiuni fiind expri-
mate in metri, pentru rezistentele datorite zdpezii, obtinem N in kg/m.

Pentru a avea rezistentele direct, vom imparti totul prin Q = 100 &, h
fiind exprimat in em. Prin urmare, daci in formule in loc de p = 100 kg/m?,
punem p/100 & = 100/100 i = 1/h, obtinem chiar valoarea rezistentelor.

In crestetul cupolei avem:

K= Wy = — Y, 30°/15 h = — 30/h,

iar la ecuator:
Np=—130/h=—15/h , Ry=1 30°/15%h = 60 /h.
Dacé luim pentru cupold o grosime de h — 12 cm, obtinem in crestetul
cupolei:
Iz = Rz = —30/12 = — 2,50kg/cm?,
iar la ecuator:

= —15/12 = — 1,25 kg/em?, 9y = 60/12 = 5kg/em?.
Insumand rezistentele din cele doua incdrcdri, avem:
in crestet:

Wz = Nz = — 7,20 — 2,50 = — 9,70 kg/em?
la ecuator
Hz= —6,17 kglem®* , 9= 24,88 kg/em?
Tenstunea datd de %z se ia prin fierdrie Grosimea paretelui fiind %, atunci,
pe fiecare cm de meridian, avem:
Nz = 12.24,88 ~ 300 kg/cm.

Daci, de exemplu, ludm rezistenta fierului 600 kg /em?, atunci avem nevoie
de ¢ = 300/600 = 0,5 em®/cm, ceea ce ne di 10 @ 25 mm/m. Asta la baza

cupolei. Pe rest, fierdria se proportioneazi cu valoarea lui Nz din regiunea
intinsd.

C) Plici subtiri si inciirciri nesimetrice fata de axul
de rotatie. '

Incércarea curent intalnitd este presiunea vantului.

O constructiune pusd in calea vantului deviazi curentul de
aer dind o presiune pe
fata batuta de vant si o
suctiune pe partea opusa
(fig. 525 si 526).

In calculele noastre
valoarea presiunii o luam
egala cu a suctiunii.

Figara 525 Daca in calcule {inem
seamd numai de valoarea
presiunii, atunci zicem cd avem o incircare nesimetrici, daci
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insa tinem seamd de valoarea presiunii si a suctiunii zicem ca
avem o inciircare antisimetricd.

Daca notdm cu p presiunea vantului pe unitatea de suprafata
normalé directiei lui, daci ¢ este directia vantului i 7 directiunea
normalei la suprafatd, atunci pentru pre-
siunea normald pe suprafaté, se 1a valoarea:

i
(1) Py =P cos, lﬁ |
— —_ |
in care ¢ este unghiul intre 4 ¢ si 47 & ‘;
(fig. 526). g 1 :
Aceasta formuld ne da valoarea pre- 1
siunili §i a sucfiunii, cici pentru fata

pentru care avem ¢ > Y% 7w, avem 0
presiune negativi.
Experienta aratd insa ca valoarea:

(2) py = P cos®e,

dedusa din legea de variatie a rezisten-
telor, este mai aproape de realitate.
Aceastd expresiune a lui p, insd, nu-si
schimba semnul pe fata supusid suctiunii. Figura 526
Pentru a scoate in evidentd semnul minus
pe intervalul 14 7 — =z, redresim funcfia f = cos®¢.
Seria Fourier care reprezintia in aceste condifiuni functia f,
adicd isi schimba semnul cind ¢ trece de 1% 7, este:

1 - 1
[ = 8/7) (% cosg + 35 cos3p— 23 cosdo+...... ).
In caleule intervin derivatele de ordinul intaiu si al doilea a ace-
stei functiuni.
Derivata intdia este:
df/de = —2 Csin2e,
in care:

C =coso—4 cos3¢p+ 4 cosdp—......

Se demonstreaza foarte lesne, ca valoarea lui C pe cele doua
intervale 0 — % @ si Y m— 7 este respectiv 4+ Y4 @ si — @ si
ca dC/de =0 pe tot intervalul 0 — z.

In aceste conditiuni, derivata doua este:

d*f/d¢* = —= C cos2¢.
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Valoarea acestei derivate pentru ¢ = % 7 — 0 este + 2, iar
pentru g =1 a + 0 este — 2, deci prezintd un salt, avand pentru
¢ = Y% 7 valoarea zero.

Din motive de continuitate, admitem ci racordarea celor douz
ramuri ale functiuni d?f/d¢?* se face, pe intervalul + 7 — 2 , luénd
pentru C, pe acest interval, valoarea arbitrara:

Wipz -
C=7%sn2o.
In aceste conditiuni, pe acest interval, avem:
df/de =sin®2¢ , d¥f/dg* = — sinko,

Aceastd solutie arbitrara are, fata de toate celelalte solutii, de ase-
menea arbitrare, avantajul ci cel putin pe intervalele 0—4x
$i} #— 7 si in punctul { 7, rezultatele sunt riguros exacte, insa du-
bioase sau arbi-
trare pe interva-
hl iz—3n. Ad-
mitdnd acestea,
rezultd ca, pe in-
tervalul 1n—3x,
valoarea lui cos?¢
nu mai este dati
de seria Fourier
de mai sus, ci de
o alta functiune.
Avand insa in
vedere ca intre
i1msida avem
cos?p < 1, eroa-
rea care se face
nu este prea mare.

In aceste con-
difiuni, admitem

Figura 527 cd, pe diversele
intervale, functia
f si derivatele sale au valorile din urmatorul tablou:

Intervalul 0 n/hk =2 3m/4 7
Functia cos?o | — cos?o
Derivata I |—sin2¢ —sin®2¢ | sin2¢

5 II |—2 cos2¢ |—sinkg

2 cos2¢
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Pe figura 257 s’a trasat in linii intrerupte functia f= cos¢ s1pri-
mele sale doua derivate, iar in linii pline aceleasi elemente ale func-

tie1 f; = cos®¢, in conditiile ardtate mai sus, pentru a se vedea
diferentele.

D-1 Duschinger, luénd:
cos?o = 0,85 cosg + 0,15 cos3 ¢,

adicd numai primii doi termeni din seria Fourier — cu aproxi-
matie — a ajuns cam la aceleasi rezultate.

1. Cilindru circular,
Sa presupunem cd avem o suprafatd cilindrica dreaptd, cu
axul vertical, batutd de un véAnt orizontal.
Vom lua in cazul acesta axa & paraleld cu axa cilindrului. Ele-
mentele geometrice ale acestel suprafete sunt:
V/irg =1/ =1 /res =4 /e =0"" = "1, =1/ =7,
Dacad notam:
Py = Pl
atunei ecuatiile (11) se transforma in:
ON/ox +98Ty/3z =0 , Ny/r+ pf=0 , 3N;/8z+ 9T,/3z =0,
doua ecuatii diferentiale independente.
Din a doua ecuatie scoatem:
N, =— prf.
Daca derivim pe N, in raport cu z si finem seami ca dz = rdo,
din ultima ecuafie deducem:
Ty = padf/de
Constanta de integrare este nulid pentrucd pentru z = 0, trebue

sia avem T, =0.
Aceasta valoare dusd in prima ecuatie, ne da:

N =— 1§ (p2®/r) &*f/d¢?,
constanta de integrare fiind de asemenea nula, pentrucd pentru
z =0, avem de asemenea N,=70.
Sa ne ocupdm de citeva cazuri de incarcari.
1°. Sé presupunem partea din stinga bdtutd de vdnt; iar pe partea
opusd py = 0. Pe aceastad parte vom avea peste tot:
N Tyl =0,
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Aceste valori trebue si coincida cu cele de pe partea stinga
pentru ¢ = 47. Nu se poate aceasta, deci echilibru nu poate
exista. Pentru ca si existe trebue si intervini i ecuatiile de
momente. Deci, cilindrul dat nu este o suprafati de echilibru a
acestor incarcari.

2°. Sd presupunem cd partea opusd este supusd la sucfiune §u cd
legea de variafie a lui py este:

Py =pP[=p cosg

In acest caz, se gaseste:

Ny=—preosg , Ty=—pazxsing , N,= 1 pa® cosg/r,

Se vede imediat
ca pentru ¢ =1 7,
avem aceleasi valori
pentru toate canti-
tatile.

Asa dar, supra-
fata cilindrica este
o suprafati de echi-
libru pentru acest
fel de incarcari.

Valorile maxime

in sectiunea 2, sunt:

N; = — pr,
% ¥ Ty=—pa,
el T 2
Figura 528 Ne=tpai/r.

3°. Sa presupu-
nem acum cilindrul supus la incdrcarea antisimetricd datd de:
Py =pf=p cos’e.
In acest caz, pe diversele intervale, avem:

Intervalul 0 /4 /2 3z /4 n
Ny =iprecosie pr cos®o
iy —pzsin2g| —pax sin?2¢ | pax sin2e
W patcos2o/r| Lpatsinde/r| —pa?cos2e/r

Variafia lui Tysi N, este aritata pe figura 528, pe care se vede
& pentru IV, existd trei axe neutre.

Daca se compara aceste rezultate cu acelea din cazul precedent
se vede ca T, are aceeasi valoare maximi, insa altd distributie,
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iar IV, pe langa alta distributie are si valoarea maxima dubla. Prin
urmare, in acest caz, desi valorile numerice ale lui p, sunt mai mieci,
totugi din cauza legii de distributie a lor rezulti eforturi mai mari
in peretele cilindrului.

Mai rezultd cid suprafata mediana a cilindrului este o supra-
fata de echilibru a incarcarilor antisimetrice p, = p cos?¢.

2. Bolti Zeiss-Dywidag.

Sunt bolti cu pereti subtiri ale caror suprafete mediane sunt
in genere niste cilindri cu axa orizontala. ‘

Sectiunea transversala este o curba definitd prin raza de cur-
bura r,.

Elementele geometrice ale acestei suprafete sunt:

1 gl =lofy 5= fipes o=l (B edd 2, dp

In privinta incércérilor, ludim cazul curent intdlnit in practici
sianume al sarcinilor provenite din greutatea proprie, presupundnd
grosimea pldcii constantd st a unei incdrcdrt uniform distribuitid pe
unitatea de suprafajd orizontald.

In acest caz, avem p, = 0 si ecuatiile (11), dacd notém:

T =9N,/3z + p.

se reduc la:
AN /fox + 3Ty [z =0 ., Ny=—pyrs , T +3T,/0z=0.

In cazul incarcarilor noastre, p, si p, sunt functiuni numai de
z §i atunci rezultd cd N, si 7 sunt de asemenea funcf{iuni numai
de z.

In aceste conditiuni, dacd integrim ultima ecuatie in raport
cu @ si dacd ludm originea absciselor in , = 0, avem:

Ty = —aT + f(2),

in care f(z) este o funcfie de integrare.

Daca derivata lui 7y o introducem in prima ecuatie diferen-
tiala si integrdm iarasi in raport cu z in aceleasi condifiuni, avem:

Nz = 129 T /oz — = 3fy(3) /32 + f4(2),

in care fy(z) este o noud funciiune de integrare.

Functiunile f; si f, le vom determina tindnd seama de sistemul
de rezemare.

Rezemarea, intelegem c@ se face totdeauna pe toata intinderea
sectiunii transversale.

Vom da doud exemple de modul cum se determini aceste doud
functiuni.
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1°. Sa presupunem cd avem o boltd incastratd la o extremitate si
libera la cealaltd. In capatul liber, unde luim originea lui z, avem
y=0. Rezultd, in acest caz, f(z) =0 si deci si 8f(z)/3z = 0.
Tot in capatul liber avem: N, == 0, care ne da si fy(z) = 0.
Asa dar, in acest caz, avem:
Fy=—azT . Ng=tao'oT [0z

2°. Sd presupunem cd avem o boltd simplu rezematd la extremi-
tafile sale. Luam originea abciselor z in unul din cele dou# reazime
cari se gasesc intre ele la distanta l. In acest caz, pentru acel reazim
avem z, = 0.

Bolta fiind incircatd peste tot, din motive de simetrie, trebue
ca la mijlocul deschiderii s& avem 7T, == 0, oricare ar fi valoarea
lui z. De aci deducem:

HT =fi(z) , 119T [0z = 3fy(z)/ez
cu ajutorul cirora gisim:
Ty=#l—2)T.

Daca aceste valori le introducem in expresia lui N, si daca
punem condifia ca pentru x = 0 si @ = [, si avem N, = 0, oricare
ar fi valoarea lui z, gasim fy(z) = 0 si deci:

Ny =—1a(l— z) 3T /ez.

Procedénd astfel §i pentru alte sisteme de rezemare, gdsim cd
cei doi coeficienji cari multiplici pe T gi 8T /3z sunt forfa tdietoare
st momentul incovoietor (acesta cu semn schimbat), ce se produc intr’o
grindd dreaptd care are acelagi sistem de rezemare ca si bolta datdi si
care este incdrcatd cu o sarcindg uniform distribuitd de-a-lungul e,
egald cu p = 1.

Dacd notam acesti coeficienti respectiv cu T, si M, atunci
avem: .

Ty=T,T .y Np=— M;T/e:.

Vom face cateva aplicatiuni.

a) Boltd semicirculard simplu rezemati la capetele sale.
Suprafata mediana fiind un cilindru circular, avem r, = r.
1°. Ne ocupdm mai intdi de greutatea proprie. Avem:
Py =p sing , p =—p cosg,
Ny =—prsing , T=—2pcos¢e , 3T/oz=2p sing/r
Ii={—az , M =1z(l—2)
si deci:
Ty=pQR2z—I) cos¢ , N,=—paz(l—a) sing/r.
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Pentru ¢ =0 si ¢ = 7, avem:
Nee=0'5 Ny&= 0% “PH=p Qe 1),

N; fiind nul, marginea bol{ii n’are nevoie sa fie sprijinita.
Lunecarea produsd de Ty, se ia de o grindd suplimentard pusa
la marginea inferioard si in care se desvolta tensiunea:

N =—S Tydx =pz(l— z),

a carei valoare maxima, N = 4pl?, are loc la mijlocul deschiderii.

Avand valorile lui N, N;5i Ty in fiecare punct al boltii, pu-
tem, dupd normele cunoscute, s determinam directiile principale
a rezistentelor in fiecare punct.

Se vede usor, ¢ pentru ¢ =0 §1 ¢ = x, directiile principale
fac cu generatoarea cilindrului unghiuri egale cu 47, iar pentru
¢ = im ele coincid chiar cu directia generatoarei si a directoarei.

Asa dar, cind facem bolta din beton armat, avem numaidecat
directiile dupd care trebue sa dirijam in fiecare punct fierdria in-
tinsa.

In cazul cdnd n’am avea un semicerc complet, ci un arc cuprins
intre ¢, §1 @ — ¢, atunci la marginea plici avem:

N; = — pr sing,
si deci va trebui si punem un reazim care si ia aceastd compresiune.
2°. Sa presupunem acum bolta incdrcati cu o sarcind uniform
distribuitd pe unitatea de suprafatd orizontald, cum ar fi de exemplu
greutatea zipezii.
Urmam exact calea de mai sus. Avem:

Py =p sin’¢ ,  p.=—ip sin2e,
Ne=—prsin?¢ , T =—3psin2eg,
T /ez = —3pcos2 ¢/r
care ne da:
Ty=3%pR2z—1l)sin2¢ , Ny;=3pz(l—2z) cos2¢/r
Pentru ¢ =0 51 ¢ = 7, avem:
fipdes oo g =0 o LNe=2pe{l=—"x21r
deci nu mai avem nevoie si punem grinda suplimentara care si
ia lunecarile provocate de 7.

Se mai vede ci pentru ¢ = iz, avem o axd neutrd pentru
Nz, unde T, este maxim.
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In cazul cand bolta este ficuta din beton armat, trebue sa de-

termindm directiile principale cari se vede ca diferd complet de
cele din cazul precedent.

b) Bolti semieliptice.

Au avantajul asupra celor precedente, ci necesiti o inal{ime
de constructie mult mai mica.

Vom presupune si aci cit sunt simplu rezemate la capete (fig. 529).

Figura 529

Elementele geometrice ale suprafetei mediane sunt aceleasi ca

in cazul precedent cu singura deosebire ci:
rm=r3/ab , dz=rdy,
in care ry, s’a vizut ca are valoarea:
r; = a®(l — & cos?y).
1°. Sa ne ocupdm mat intdi de greutatea proprie.
Avem:
Py =pa simyp/r, , p,=—pb cosy/r,
N, = —pr? siny/b
T'=—p (3r2—0b cosp/br,,
8T [ez = p (6 — 3 a®/r2 — a%?/r}) siny/b,

valori cari le introducem in expresiile lui Ty si N,.
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La crestet avem:

Ny=—pa?/b, Ty=0, Ng=—14pa(l—2)(3—b2/a?)/b,
iar la bazi:

Ny=Ny,=0 , Ty=p(2z—I).

Grinda suplimentara care ia lunecarea longitudinald T, se
dimensioneaza la fel ca in cazul precedent.

Se mai vede cd atunci cind a2 > 1,5 b2, vom avea pentru N, o
axa neutra acolo unde:

6—3a%/r} —a®?/ry =0 .. r2 =1a® (1 + |1+ 85%/3 a3).

In acest caz, pentru valori mai mici decat unghiul y ce corespunde
acestor egalita{i, avem tensiuni, iar pentru valori mai mari compre-
siuni.

2°. Sa presupunem bolta incdrcatd cu zdpad.

Avem:

Py =pa® sin’p/r} , pi=—4pab sin2y/r,
N; = — par, sin® y /b,
T'=—3pasin2y/b , 3T /32 =—3 p a cosy/br,,
valori pe cari le ducem in expresiile lui 7'y si N,.
La crestet, pentru v =1 7, avem:

Ne=—pa’/b , Ty=0 , No=—3pa(l—x)/b,
iar la bazi, pentru y = 0:
N:=Ty=0 , Ny=3paz(l—2) a/tc
Pentru acest sistem de incareari, avem, pentru N, o axi neutra
la y =4z
Unghiul ¢, al razei vectoare ry, ce corespunde acestei valori a
lui y, este dat de relatia:

cos¢; = a/)a* + b2

Observatiuni.

1°. Calculul este identic in cazul cand sectia transversala a supra-
fetei mediane ar fi o parabola, un lantisor, etc. Bine inteles, ca,
pentru fiecare caz in parte, trebuesc gasite elementele geometrice
ale suprafetel respective.

Avantajul acestor bol{i consta intr’aceea cd necesitd grosimi
foarte mici.
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Incercérile facute, aratd o concordantd perfectd intre caleul si
rezultatele incercarilor.

Problema interesanti ce urmeaza a se rezolva este de a se gasi
suprafata mediani a unei bol{i Zeiss-Dywidag, pentru un sistem de
incarcari dat, altul decdt greutatea proprie si zapada.

2°. Reazimile acestor bolti constau din péreti sau grinzi rigide.

In cazul grinzilor, ele se calculeaza ca o grinda curba simplu
rezematd la extremitatile ei, supusa la reactiuni si la eforturile 7,
aplicate pe spinarea ei. Acest calcul se face dupa norma data la
grinzile curbe, cu deosebirea cd T, este dirijat dupa tangenta la
conturul grinzii.

In acest mod, nu avem nici impingeri orizontale in reazime si deci
pentru incércari verticale putem sprijini toatd constructia numai pe
stalp1 verticali.

Aplicatia Nr. 160. O bolti de beton armat sistem Zeiss-Dywidag, are o lun-
gime [ = 24 m si e simplu rezemati la extremitati.

Sectia transversald a suprafetei mediane este o elipsi cu a = 6 m, b= 3,6
‘m s§i cu o grosime de perete de h = 5 em.

Sa se gaseasca rezistentele ce se desvolta in bolta sub actiunea greutatii
proprii §i a unei incdrciri cu ziapadd de 100 kg/m?.

1° Sd ne ocupdm de greutatea proprie. S'a vazut, cu ocazia aplicatiei Nr. 159
ca greutatea in kg/m?® de suprafatid mediani este p = 24 h, in care h este gro-
simea peretelui, exprimatd in cm.

S’a vizut, tot acolo, ci daci in formulele care ne dau valorile lui Ny, ...
punem p = 0,24, obtinem chiar rezistentele in kg/cm2.

Ne ocupiam numai de rezistentele maxime.

La crestet avem:

%= —pa’/b=—0,24.62/3,6 = —24 kg/em* , Ty=10
Ho=—F p I (3 — b*/a?) /b = — §. 0,24.24%(3 — 3,62/6%) /3,6 = — 12,67 kg/em?.
La bazi:
=Nz =0 , &y=—pl=—0,24.24=—576kg/cm2

Rezistentele 90; sunt nule pentru ¢, = 9 = 0 si acolo unde avem:
ri=1a(1 + VT +85/3 & = 465m?; r} = 5,23m?
cireia corespunde ¢, ~ 25°.
Asa dar, rezistentele 9 sunt nule pentru ¢ =0 si ¢ = 25° fiind posi-
tive in acest interval §i negative in intervalul 25° — 1 7. Pentru cealalts ju-
mitate de elipsd, avem simetrie.

Tensiunea maximi in grinda suplimentari, care ia lunecarea longitudi-
nald este:
N=1 pit= 1 24.5.242 = 17280 kg.

~ Daci ludm in armitura de fier o rezistentd admisibila numai de 600 kg /em?,
avem nevoie de 6 25 mm.
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2° Sd ne ocupdm de zdpadd. Daca punem in formule p = 100 kg/m2, ob-
tinem pentru N valori exprimate in kg/m. Ca si avem direct rezistentele in
kg/em® impartim totul cu 100 4 = 500. Asa dar, in formule punem in loe de
p valoarea 100/500 = 0,2.

La crestet avem:

9% =—0,2.62/36 = —2kg/em* , Gy=0,
Ry = — 7.0,2.122/3,6 = — 12 kg/em®.
La baza:
=3y =0 ,  Hp=+$.0,2.122.6/3,6>= + 20 kg/em>.

Asa dar, pentru 9, este o axii neutri acolo unde cos ¢ = a/l/ a* + b,
pentru care corespunde ¢, ~ 31°.
Tensiunea 9y, daci admitem in armatura de fier o rezistenti numai de
600 kg/em?, necesiti o sectiune de fier:
0 = 20.5.100 /600 = 16,67 em?/m = 10 @ 15 mm/m.
3° Pentru a avea rezislentele din ambele solicildri, vom suprapune efectele
calculind in fiecare punct rezistentele.
In crestetul cupolei, de exemplu, vom avea:
Ky = — 12,67 — 12 = — 24 67 kg/em®,
Daca in regiunea comprimata adoptim un procent de armare de 29, atunei
rezistenta in beton este:
Ky = 24,67/(1 + 0,02.15) ~19 kg/em?

Evident ca distributia fievariei, care trebue si ia toate tensiunile din bolti
se studiaza dupd normele cunoscute.

Avantajul acestor bolti este evident. Din exemplul de mai sus
se vede ca putem acoperi o suprafata de 12 % 24 = 288 m?, numai
cu o placd groasa de 5 cm, fara alte reazime decit cele din cele patru
colturi.

Convin in special pentru acoperisuri.

48. 1934, Gh. Em. Filipescu. Statica constructiunilor si Rezistenia materialelor.



XXXIil. PLACI PLANE SUBTIRL

Se intAlnesc rar in constructiuni. Au mai mult un interes teoretic
dupi cum se va vedea mai tarziu.

Vom considera placile solicitate numai la incdrcart uniform
distribuite normale pe planul pldcui.

Se vede dela inceput, ci eforturile cari se desvolta in asemenea
placi, dacd nu tinem seamé de deformatia lor, sunt infinite, pentru ca
razele 7, 7z, ry..... sunt infinite.

Un calcul, nu-1 putem face decat in starea deformata a placii,
cind suprafata plani se transformé intr'o suprafatd de echilibru
a incircarilor si cand apar razele 7.

1. Deformatia plicilor plane subtiri.
Deformatiunile specifice &z, & si 7y

Raportdam placa la sistemul de axe rectangular & =41,
care are axele & si £ cuprinse in planul plicii, 1ar » 7 normala pe placa
si dirijatd dupad directia positivi a incarcarilor p,.

Sa presupunem cd un punct oarecare O al placi, a parcurs in
directia celor trei axe de coordonate drumurile u, v, w.

Punctul A (fig. 530) de pe axa &, infinit vecin lui O, va parcurge
drumurile:

Edz.du/dx , wndx.dv/ex , Tdx.dw/ox.

Vectorul 0A = &dx, prin deformatie, se transformi in 0A;, a carui
expresie este:

(1) 04, = [§(1 + du/3z) + 72 0z 4 low/da]da

Avand aceastd expresie, avem tot ce ne trebue.
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Putem gdsi acum valoarea lui e, adicd lungirea specificd a lut
OA. Se stie cd avem:

£s = (04, — 0A)/OA.

Partea scalara a lui OA este da. Pentru ca sa giisim partea sca-
lara a lui OA;, n’avem decit si ridicaim OA, la patrat si si extra-
gem apoi raddcina patrata.

Dacd facem aceasta, gisim:

(2) &; = Ou/ox + § du/dx)* + L (dv/ox)? + L (Ow/0x)?,

neglijind la extragerea radécinei patrate infinitii mici de ordin
superior ordinului doi.
Daca procedam absolut la fel si cu OC, gasim:

1) 0C, = [L(1 + 3w /3z) + 7dv/3z + Edu/dz]da,
din care scoatem:
(2) & = 0w /%z + 1 (qu/0z)% 4 L (3v/0z)% 4 L (Ow/z)?.

Dies iz ot
aca negiijam inii 0 o 4w : .

nitii mici de ordinul al 7
. . \ .
doilea, obtinem: &/ |\ Sz v
/ \ ~
/4
&; = du/ox. / \ denfii 4 dwr
("'1 ! dur /a’z, \ A \\\
£, = Ow /0. c / \ >
: o / \\
Pentru placi cu de- % St B
formatiuni mart, ter- //C' G
menii d¢/dx si dp/dz B
au valori relativ impor- 7
tante si atunci pentru Figura 530

aceste placi se ia:
2 &; =u/x + L (v /3x)2 , & = ow/dz + L 9 /dz)?
=2 / 7\ / 7\

Putem gasi acum directia & a vectorului OA,. Pentru aceasta
n‘avem decat sa-l impartim cu partea lui scalarid care este evident
(1 + &) da. Daca facem aceastd impartire si neglijam infinifii mici
de ordin superior, gisim:

(3) & =&+ 7y vz + I ov/or.
In mod cu totul analog gasim si:
(4) Z:l =E+Z' v /03 —I—?au/az.

48*
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Putem gdsi acum si valoarea lui y,. Din relatia TE = cos ! a,
axele fiind normale intre ele, gasim_cd prin deformatie. unghiul
drept se modifica cu:

A(LE) =dcos L = —sinix.de = —de.

Ori, cantitatea cu cAt se micsoreazid unghiul drept, este tocmai
7y, deci:
(L&) = ry-

Prin urmare, daci facem produsul scalar C,& si din el scadem
C&, adica zero, atunci odsim S(EE)

Facind aceastd operatie, gésim:

(4) vy = 0u/dz + ov/3x + (3¢ /o) (2p/oz)

Pentru ca si gasim directiunea normalei la planul OA,C,, n’avem
decat sa facem produsul vectorial [,&,. Partea scalard a acestui
vector este sinusul unghiului ce fac intre ele directiile’C, si &, adica
sin (L7 + p) care, in cadrul aproximatiilor ce facem in mod cu-
rent, este egal cu 1.

Daca facem acest produs vectorial si neglijam infinitii mici de
ordin superior, gisim:

(5) m=n—&ddfex—T v /2z.

In rezumaf, am gasit directiunea axelor dupa deformatie si

deformatile specifice ¢ si y.

2. Echilibrul unui element de placai.

Sa presupunem ca avem o placa dreptunghiulara. Sa presu-
punem ci axele & si C le luam paralele cu laturile placii, iar 7 di-
rijat in jos, ca in figura 531.

Sa presupunem c@ prin drepte paralele cu cele doud axe, impar-

0 g lim suprafata placii in o serie de
/ dreptunghiuri cu laturile dv si dz.
5. Prin deformatia placii, aceste
=z drepte se transformd@ in niste curbe,
suprafata insisi a placii transfor-
7 méandu-se intr'o suprafatd oarecare.

S’a vazut la deformatia acestor
placi, cari sunt directnle ce le
iau directiile & si C intr’'un punct oarecare si am determinat si di-
rectia normalei intr’un punct oarecare al suprafeel.

vyl

Figura 531
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Sd consideram un dreptunghiu oarecare. Prin deformare el se
transforma intr'un patrulater curbiliniu, oarecare (fig. 532).
Sa serim  ecuatia de echilibru a acestui element de suprafata.
Dacd se urmeaza exact norma indicatd la echilibrul placilor
subtiri, se giseste imediat:
) dz .8[dz,(E, N, + L, T,)] /ox +
() dz.8[d2y (5N, + & T,)]/0z + pdaydz = 0.
Aceasta-i ecuafia cea mai generald a placilor subjiri plane, su-
puse la sarcini normale pe planul lor.
Ca sa facem calculele indicate de aceastd formula va trebui sa
observim urmitoarele:
1°. Cu aproximatia unor infinitii mici de ordin superior, avem:
dadz = dx,dz = dzdz, = drydz, = dQ.
2°. Valorile lui 3§, /3, ¢&,/3z,. .. le scoatem din formulele (3).
3° Din relatia evidentd da, = (1 + &;)da, scoatem da,/dz =
da .9e;/3z, si prin urmare, avem:
dz.2dx, [0z = dR2 [*u/adz + (3v/dz) 82 /823z)],
dx.2dz [0x = df2 [w /929z + (3¢ /3z) (3% /023z)].

4°. Sarcina p, am spus cd e normald pe planul plicii si deci,

avem:
P=npy=1np , pz=0 : = 0.

In aceste conditiuni, integrarea ecuafiei (6) este foarte grea. Pu-
tem ajunge la o ecuatie mai simpla,
daca tinem seamd ca, in cazul deforma-
tiunilor mici, putem neglija o serie de

Wiy

terment.

e

1°. In acest caz, termenii du/dz si
ow/dx sunt foarte mici si deci luim: s
dufez =0 , 3w/ox =20, cr /E,*()f,
9%y [0z = , Pufoxdz =
Pw/fox: =0 |, %y/010z =
2°. Se neglijeaza de asemenea si valoarea tangentelor si deci
se ia:

0, Figura 532
0.

oz =0 , d/oz=0.

Dacd tinem seami de toate aceste consideratlii si aproximatii
si daca facem calculele indicate de formula (6) pe care o multi-
plicim apoi scalar succesiv cu 7, & [, obtinem:

1 N% [3a® + 2 T,2% [920z + NR% [0z + p =0,
(9) aN,/ox + 3T, /3z = 0, 3N, /9z + 3T, /ox = 0.
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Dacé gros'mea plicii este h, atunci avem:
Ne=3%,.h1 , N.=%.h1l ., Ty="05y.h1.

Avem de asemenea dupé ecuatia (5) dela pag. 300:

Ry =E (ez + pe)/(1 — p®) , Ry =E (& + pes) /(1 — p?),

Gy = Gyy.

Daca tinem seama de aproximatiile ce am facut pentru a de-
duce din ecuatia exactd (6), ecuatia aproximativa (7), rezulta ca
am facut implicit §i aproximatia y, = 0. Asa fiind, pe toatd su-
prafata, avem T, =0 si deci N, = N, = N.

In aceste conditiuni, dacid notam:

(8) Vo = 3% /dx® + 3% /322,
ecuatiile (7) se reduc la:
(9) Ve + p/N =0.

Sd presupunem cd avem o plasd pland formatd din doud siruri
de fire normale intre ele §i inodate la intersectia lor.

Dacéd fiecare nod se incarcd cu aceiasi sarcinid F normala pe
planul plasei, aceasta se va deforma. Prin deformare, firele se vor
lungi si deci in ele se vor desvolta niste tensiuni N. Este evident
cd plasa fiind formata din fire, prin deformare, nu se vor desvolta
rezistente &, si deci nici eforturi 7.

Sa presupunem firele din ambele siruri infinit apropiate. In
acest caz, sub actiunea sarcinilor pdfQ, toate nodurile se vor afla
pe suprafata data de ecuatia (9) care indeplineste tocmai conditia
Ty=0. :

Asa dar, ecuatia (9) este ecuatia suprafetei deformate a unui
plan subtire care se numeste si membrand, sub actiunea sarcinei
p, in cazul cand nu se desvoltd eforturi 7.

3. Analogia intre suprafata "¢ si curbele funiculare.

Sa presupunem ca, in plan, considerdim reteaua de noduri de-
lerminate prin intersectia a o serie de drepte paralele cu axa Oz,
asezate intre ele la distanta 7; §i altd serie, paralela cu Oz, la di-
stanta 4.
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Ele determini nodurile o, hy mq. ete. (fig. 533). Prin deformatia
planului, e'e parcurg drumurile 040, heh.... §i ocupd o noud po-
zifie, aga cum se aratd in figura. Z

La limitd, cAnd punctele o, h, m,... sunt infinit apropiate,
dreapta oghgmy din plan, se transforma in curba ohm cuprinsd pe.
suprafata deformata.

Sa consideram in special
nodul 7. S& presupunem ca tan- / 7 4 :
genta la curba hij este 0 si ci , mf o kf i R)
tensiunea pe unitatea de lun- /?t/ WA i/

oA ——— e =y

oime de curba kil este N;. Vom » / / -
= PAE 3 3 n
presupune analog ca tangenta / QA p
in ila curba kil este & s1 in ace- / }

A ol . o TS v 3 0 2
leasi conditiuni, dupa kil, avem J
tensiunea N, pe unitatea de l

curba hij.
Intocmai ca la curbele funi-

culare, sa serim echilibrul no- ¢

dului i. Figura 533
avem:

(9) 7 p da dz + dz.3 (N0) + dx.3 (N.H) = 0.

el

“n
&

)

Daca aceastd ecuatie o multiplicam scalar respectiv cu
obtinem:

A

3(N,.E)) =0 . 3(N.CB) =0,

care ne da:
(10) No Bl = Hy=ct ', NTh =H, Za.

Daca aceeasi ecuatie o multiplicim scalar cu 751 dacd urmam
aceeasi cale ca la curbele funiculare, gasim:

(11) H,9% /32* + Hp% /32 + p = 0.

In privinta semnelor, raméne valabila conventia facuta la
curbele funiculare. In cazul cAnd H, = H; = H, avem:

Ve =—p/H,

adicd, tocmai ecuatia (8), cu singura deosebire ca aci H este pro-
iectia lui N, care, pentru deformatiuni mici, sunt sensibil egale.

Si serim  aceleagt ecuafit, insda peniru distanfe finite intre no-
duri.
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In acest caz, curba hij se compune din douad segmente de drepte
th si 17. Acelasi lucru in celalalt sens.

Notam cu Ny efortul pe uuitatea de lungime in senzul axel
Oz, dirijat dupa direetiunea 1h Dlrecpunea p051t1\a hi o notam
eu H,,, iar directiunea positiva l] cu 6',, analog ki cu ¥y sl il cu ¥y

In aceste conditii, sd scriem din nou ecuatia (9). Vom avea,
dacd p; e sarcina ce revine nodului i:

(9) ;I—Pii\a:;-'z + A(— Nip Oy + Nij 8) - Ao(— Niw O + Na &) = 0.

Dacdi aceastd ecuatie o multiplicam scalar respectiv cu &, si1 ¢,
obtinem:

(10,)Nip OE = Ny G,E =Hy =t , Ny s L = Ng 9l = H, = o,

expresii care ne aratd cd proiectiile pe planul 20z, a celor doua
serii de eforturi N, si N;, sunt constante.
Sa multiplicim aceeasi ecuatie (9,), scalar cu 7. Vom avea:

Pitals + 7a(—Nin Oy 4 Nij 0p) - Ao(— Ny + Nafay) = 0.

Primul termen din prima parantezi putem sa-1 punem sub
forma:

Nabwg = NaOn€. 0w/ 0nE = H, O/ 93
Insa:
0w/ Bn& = tg (Bny &) = (v — ) /s

Facind aceeasi operatie si pentru ceilalii termeni, obtinem:

(1) pi + He (on— 200 + o) /22 + Helow — 205 + 00) /13 = 0.

Daca facem o apropiere intre ecuatiile (11) s1 (11,) si daca no-

tam:
Avin = L(05—n) e A =10 —Pr),
(12 A% =0 — 20,4+ 9; , A% =0 —20+ 0y,

L2010z = ${0o + Vp — ¥m— ¥
constatam ca:
(13) oz =lim Aviy/l, ,  v/9z = lim Aoy [,
2o /3Rl —Tm 20 2250 NS0 9 STl R ]

9% /3x9z = him A%9;., /Ashs,

cdnd A, si Z; tind respectiv catre dx s dz.
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Asa dar, ecuatia ¢ putem s'o inlocuim cu o ecuatie cu dife-
rente finite.

Intocmai dupi cum putem construi curbele funiculare cu aju-
torul unui poligon funicular, tot asga si aci cu o plasi dati de ecua-
tille (11,) si (12) putem afla puncte ale suprafetei .

In cazul cand H, = H, — H, avem:

(14) A0 /03 + A2, /22 + pi/H = 0.
Daca i, =1, = 4, atunci avem:
(15) 4oi —vp — pj—op — gy — pil?/H,

care o aplicim de atatea ori, cite noduri avem.



XXXIIIl. PLACI PLANE GROASE.

A) Teoria generald a placilor groase.

1. Generalitati.

Acesta e cazul curent intalnit in practica.
Ele rezista, in genere, prin momentele incovoietoare care se
desvoltd in diversele sectiuni.

La aceste placi, eforturile N,, N: si T, sunt nule. Se desvolta

numai momentele incovoietoare M, si M, momentul de risucire,
D, si fortele taietoare, T si 7.

In aceste conditiuni, ecuatiile (3) dela pag. 727 se reduc la:
) g, R s
i M,——ED+IM, , M.=[D—EM..

Sub actiunea sarcinilor, placa se deformeaza oarecum.

Sa presupunem ca tdiem placa prin plane verticale paralele cu
axele 0, si O.. Intersectia lor cu suprafata mediani ne da doud serii
de curbe, care au, intr'un punct oarecare, sageata ¢ si tangentele
& s G

Intru cAt nu avem eforturi N, si Nz, vom presupune ci deplasarile
u si w, ale suprafetei mediane, precum si derivatele lor, sunt nule.

Dela deformatia placilor subtiri, in acest caz, avem:
§ =&t nwfor , m=n—¢& dvfax—Cowfoz , Ly=C+1 3w /9z.
Daca se face aproximatia curent admisi si anume de a neglija
valoarea tangentelor vom avea:
~ & N~ 3

& . aols =
1= 3 h =17 2 61 =6,
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si dela studiul liniilor trasate pe o suprafatd curba, se recunoaste
ca, in acest caz, avem:

1/r2e = 1/r.; = 0.
Astfel, ecuatiile (17) dela pag. 724 se reduc la:
9 98, fox = ;7-/"1 , Oy /e = — Efre — Tiry 3Ly /ox = /7y,
3, /32 = ;?/": , oy /on = — /r— F e 38, /82 =q /1,
Daca toate aceste valori le introducem in ecuatiile generale de
echilibru (1) si (2) dela pag. 726, obtinem:
(3) 0T, /3z 4 3T [ox = — p,
(4) Fafredk Tofry =0 .t Pifrsd Tafry=0,
(5) oM;/ez +3D/ox = T, , @M,/aw+ aD oz = T,
(6) DQ/r,—1/r)+ (M, — M.)/r, =0.
Se vede ca ecuatiile (3) si (5) nu depind de deformatia placii.
Ecuatiile (3)—(6) sunt generale, oricare ar fi deformatia placii.
Daci eliminidm pe r,, intre ecuatiile (4) si pe T, si T, intre ecua-
tiile (3) si (5), obtinem si:
(7) T:/r: = Ti/re,
(8) M, /8z* + 2 32D 229z + M., [oa® = — p.
Aceastd ultimé ecuatie stabileste o legitura statica intre momen-
tele M, M. si D si intre incircarea p-
Se vede, de asemenea, ci ecuatiile (3), (5) si (8) sunt absolut

analoage acelora gisite la grinzile drepte.
La grinzile drepte am avut:

2M, /22% = — p.

Cu alte cuvinte, sarcina p este echilibrata de momentul M. din
sectiunea z.

La placi, sarcina p este echilibratid de cele trei momente M., M.
$i D, cari se desvolti intr’un punct oarecare al plicii.

2. Relatia intre solicitdrile M.,... si deformatia placii.

Intocmai ca la grinzi, dacd ¢ este sageata, atunei avem:
9) u=—ydv/dx, w =— ydv/dz,
din care deducem:

(10) & =—yd0/oa® , & =—ydPp/ozt | y, =— 292 30z,
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Daca observam ca avem:
(1)  Pefoa2 =1/r, , P/ =1/r, , ¥/0wdz=1[r,
atunci ecuatiile (10) se scriu:
(10) & =—Yfts\ s 8 =Y Ty vy =—2y/ry.
Pe baza ecuatiilor (5) de la pag. 300, avem:
K, = — Ey (1/rz 4+ u/rs)/(1 — p2),
X, =—Ey (1/r: + p/ra)/(1 — 1?),
G, =—2Gy/ry.
Pe de alta parte, daca {inem seama de ecuatiile (35) ale lui
Cauchy (pag. 254) avem:

(11)

- 06, /oy = — 3K, /0x—235,/,
(12) 06,/dy = —2N;/02—05,/ou.

- A=

Daci integrim pe toatd inaljimea placii i finem seama de valorile
lui 9, 9 si &, din ecuatiile de mai sus, cipatim:
6, =— ES3(1 /r; + 1/r3)/9z (1 — p?)

G ES3(1 /ry + 1/r2) oz (1 — p2)

=

in care am notat:
¥ = h*— 1 9%

momentul static al partii care tinde si lunece.

In rezumat, avem exprimate toate rezistentele in functiune de
deformatiunile placii.

Cum intre rezistente si solicitari avem ecuatiile de legaturd (5)
dela pag. 727 si dacd facem integrarea pe intreaga indltime a
placii, gasim:

M, = —EI, (1/r: + p/rs)

M, = — EL(1/re + p/r)
(13) D =—2GI/r,

T, =—EIL31/r: + 1/r.) /%2

T. =—EI3/r: + 1/r.) /22
in care am notat:

=48, IL=4K/01—m,

momente de inertie, exprimate in cm®.

Daca in locul rezistentelor efective 9T, si 9 luam rezisteniele
reduse, atunci avem evident:

Rarea == By frin. iy Kggg =By /1s;
i dacd integrim pe intreaga inal{ime a plicii, avem si:

S
(13) My — —EI/r; ', Mae =— El/r..
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Daca intr'un mod oarecare am gisi valoarea solicitarilor M,,. . 4
atunci ecuatiile (11) si (13) ne permit si gisim valoarea rezisten-
telor. Intr’adevar, daca impartim intre ele aceste ecuatii, ob{inem:

SIIZM:y/I 3 f)‘C::J“lzy/l ) G!j:l)y/l!
(14) %zred =M zred y/ 1 s 3t:l‘ed G “’Wf"ed y/ 1 ’
8, =ST./l , &, = ST,/I

In rezumat, am exprimat toate solicitirile si rezistentele in
functiune de deformatiile placii.

Toatd chestiunea care se pune este sd se gaseascd deformafia pldcii.

Daca valorile lui M., M. si D din (13) le punem in (8) si {inem
seama de (11), obtinem:

15 ot /3t 4 2 3% /022322 + 3%y /x4 — p El,
/ I )

ecuatia clasicd a lui Lagrange.

Solutia acestei ecuatiuni rezolva complet problema, cici odata
avut ¢, avem tot ce ne trebue.

Este evident ci ¢ va fi o functiune de incarciri si de variabilele
2 81,7,

In cazul incarcirilor continui st uniform distribuite pe toata
placa, ¢ va fi functiune numai de = gz

Funcfia ¢ se determind aga fel incdt sd [ie satisficute condifiunile
pe contur.

Sa ne explicam.

Sa presupunem ci avem o placa dreptunghiulara simplu rezemata
pe conturul ei, pe care deci se pot desvolta si reactiuni negative.

In aceste conditiuni, functiunea ¢ va trebui s satisfaci conditiile:

0=0 , M,=0 , M,/ =0

pe tot conturul ei.

Daci placa este incastrati pe tot conturul el, atunci ¢ va trebui

sa satisfaca conditiile:
¢=0. , cvfdz=0 , dpfoz=0
pe tot conturul siu.

Daca placa, pe unele laturi, e simplu rezemata, iar pe altele
incastratd, vom pune pentru fiecare fel de laturi una sau alta din
conditiile de mai sus, ete.

Determinarea functiei ¢ este dificila.
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3. Analogia intre placi si intre grinzi.

Daca am notat cu 7 operatorul:
y = 22/da% + 92/ez?,

atunci ecuatia (15) a lui Lagrange putem s’o scrim sub forma:

(15) K2 =i p/ L
Daca punem:

(16) Py =—(1—p) M/EI

atunci rezulta: '

(17) VM =—{1+p)p.

Ecuatiile (16) s1 (17) sunt, intru totul, analoage ecuatiilor:
20 /022 = — M/EI , *M /x> = —p,
dela grinzi.

'S’a vazut la grinzi cum, cu ajutorul incércarilor p, putem
construi curba momentelor M si cum apoi, eu ajutorul lui M si cu
un poligon funicular, putem construi curba lui ¢, deci axa deformata
a grinzii. '

Absolut analog aci. Cu sarcinile (1 4 p) p ce revin nodurilor unei
plase plane, construim suprafata momentelor M, care nu sunt altceva
decat ordonatele nodurilor p]aqu pentru care luim N = H = 1. Cu
aceste valori Mluate ca incarcari ale nodurilor sicu N =I = FI/ (1—u),
gasim deplasirile ¢, care sunt chiar sagetile placii date.

Sd gedem care este semnificarea lut M.

Din ecuatia (16) rezulta:

(18) Py =%/ oa2 4+ 8% /822 =1/ra+ 1/r: =—(1—pu) M/EL
Daca adunim primele ecuatii (13), cu ajutorul ecuatiei (18),
glsim:

(19) M, -+ M, =M,

care s’a aritat cd este un inoariant, intr'un punct oarecare al su-
prafetei mediane a placii.

Asa dar, ceea ce gasim prin integrarea ecuatici (17), este inva-
riantul M.

Sé presupunem cd voim sd construim suprafejele a cdror ordonate
sd ne dea chiar pe M,, M., D, prin urmare suprfefele V M., V M.,
st 7 D. ;
" Din ecuatia (19) scoatem: ;

VM; =y M—pM..
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Daca facem desvoltirile necesare tinand cont de cele de mai
sus, gisim:

(A+p) P M, =23°M f3z2 | M /a2
(20) (I+m) VM. =M jea? + po2M Joz2
A+ VD = (1 — u) M /aa2z.

Asa dar, dacd prin integrarea ecuatiei (17) gasim expresia lui M,
si daca valorile lui 3M /222, ... le introducem in (20) si integram
din nou, avem pe M,, M, st D.

Din (18) si (13) mai deducem:

(20) (L+p) T, =0Mfz si 1+upT,= oM /3x.

Asa dar, am exprimat deformatia placii §i toate eforturile

interioare in functiune, de functiunea M. Asa dar, totul s’ar reduce

la determinarea acestei functiuni. Aceasta pare a fi calea naturala
a rezolvarii chestiunii placilor.

4. Lucrul meecanic.

Sub actiunea sarcinilor verticale, placa, presupusi orizontals,
se deformeaza, sarcinile p dQ parcurgand drumurile ¢.

Lucrul mecanic, L,, datorit fortelor exterioare, in acest caz, este
evident :

(21) : Lo =1[pvdQ.

Sa vedem care este expresia lucrului mecanic interior L.

La pag. 302, s’a stabilit formula (11), care ne da expresia lui L;
acumulat de un volum V =1, in functiune de invariantii p si ¢

Dacd in acea expresie se pun valorile din formulele (11) dela pag.
764, daca se integreazi pe toatad inaltimea placii, dacd se negli-
jeazi, ca de obiceiu, efectul lui T, si T:, atunci expresia lui L;, in
functiune de invariantii M si L2 din formulele (9) dela pag. 728, este:

(22) L = (1/2EI) S M2AQ + (1/2G1) S_Lz Q.

Daca exprimam pe M si L2 in functie de elementele geometrice
ale suprafetei deformate, gasim:

(23) L = %Ech[(i/rx +U/rP 4+ 20— p) (A/r5—1/r 1] 4,

exprimat in functie de cei doi invarianti ai suprafetei.
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B) Placé dreptunghiulard simplu rezemata pe contur.

Aceastid problemd a fost rezolvatd in mod elegant de Nayier,
inca dela 1820.

Metoda indicata de el constd in a reprezenta printr’o serie Fourier
dubla functiunea p = f (xz), care defineste sarcina intr'un punct
oarecare al placii.

Orice functiune f(zz), de doud variabile, poate fi reprezentata
in interiorul dreptunghiului cu laturile I, si [, sau dacd notdm:
(24) E =nafls , Ewe/l.,
in intervalele:

0 <

Ve

< 'm o5y OrSElE= 7,
prin seria dubla:
f(2z) = ZZ (@ma cosm& cosnl +..... - by sinmé sinng)
in care b,n, de exemplu, are valoarea:
T T
b = (Gig2%) R g f(&C) sinmé sinn d§ di.
0 0

Napier a considerat fiecare element de suprafata al placii incércat

cu sarcina elementard:

(25) Prn = bmn sinmé sinn,

data de fiecare termen al seriei. In aceste conditiuni, suma tuturor
termenilor seriei di valoarea sarcinei p de pe elementul de suprafata
considerat.

Ecuatia lui Lagrange, care corespunde acestel incércari elemen-
tare, este:

P20 = (1/EI,) bpy, sinmé sinng.

Aceastd ecuatie este satisfacutd de soluia:

(26) Vmn = Cmn SInmME simnd.

Daca aceasta valoare o introducem in ecuatia lui Lagrange,
capatdm condifiunea: -
(27) Cun = bun/@® EI, (m2/13 + n2/L)2.

Deocamdati se observa, fira mare greutate, ca functiunea pun
a fost aleasd asa fel incat conditiunile pe conturul placii sa fie sa-
tisfacute.

Se recunoaste numaidecat ca pentru: £ =0, £ =a, [ =0,
{ = =z, avem pe conturul placii vy =0, M, = 0, M. =0

Din seria Fourier se vor lua atdtia termeni p,, pana f(zz) ne
va da cu aproximatia ce voim valoarea sarcinei p din punctul con-
siderat al placii.
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Incéreare uniform distribuiti.

Sa presupunem ci avem de-aface cu o sarcind uniform distribuiti:

P = f(xz) =ct.
Coeficientul b, din seria lui Fourier are expresia:

JO 0

T Tt
bun = (4p/7%)\ sinmé dé S sinné di

= (4p/7®) (1 — cos ma) (1 — cos na)/mn.

Se vede numaidecat, ci b,, este nul pentru toate valorile pare
ale lui m i n si are valoarea:

(28) byn =16 p/mn=2,

pentru orice valori impare ale lui m si n. Acum putem scri expresia
tuturor elementelor ce ne intereseazi.

a) Expresia siigetii 0.

Dacd notim:

(29) lin = 1/mn (m2/12 4 n2/12)2,
atunel avem:
(30) v =16 p/a EI,) X 13, sinmé& sinné.

Aceasti expresie 0o mai transformam in modul urmétor.
Daca notam:

(31) LiL=Fk , L/l =k
atuncr 4, ia formele:

lin = B B/mn (m® ky + n? k)2,
(29,) lin = U/mn (m? 4 n® k2)2,

lin = U /mn (m? k? 4+ n?)2

e g Kol =

In fine, daca notim:
a = (16/a%) X sinmé& sinni /mn (m2 k, - n2 k)2,
(32) a(k) = (16/a%) X sinmé sinnl /mn (m?® + n? k2?2,
a(ky) = (16 /2% X sinmé& sinnl /mn (m? ky + n2)2,
atunei gisim, pentru sigeata, urmatoarele expresii:
v =apl2l2/EI,
(30,) v = a(k) p &/EI,
v = a(k;) p B/EI,.
Intre seriile a, a(k) si a(k), exista niste relatiuni foarte simple.

49. 1934, Gh. Em. Filipescu. Statiea constructiunilor si Rezistenta materialelor.
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Intr’adevar, in acelasi punct, avem aceeasi sigeatd si deci re-
zulta:
(33) a =k2a(k) =k} a(ky) , a(k) = k! a(ky) , a(ky) = k* a(k).
Asa dar, e suficient sd calculdm valoarea unei serit, peniru a avea
pe toate celelalte.

b) Expresiile celorlalte elemente geometrice ale suprafetei.

Daci derivam succesiv pe ¢ in raport cu i z, obtinem:
\/r, = — B(k) p B/EL,
1/r; = — B(k)p B/EL,
(34) L/ry = p(k)p LL/EL,
oL /r, + 1/r) [0 = — 8(k) ple/EL,
oA /ry + 1/rs) oz = — o(ky) pl:/EL,
in care am notat:
Blk) = (16/a%) X sinmé& sinnl.m/n (m* + n® k?),
Bky) = (16/a%) X sinm& sinnl.n/m (m® k* + R
(35) p(k) = (16/a*) 2 cosm& cosnf/(m? ky + n? k)3,
8(k) = (16/7%) X cosmé sinnl /n (m* + n*k?),
v

(
o(ky) = (16/7%) X sinmé& cosnl/m (m® k* + )

Daci aceste valori le introducem in ecuatiile (13), gasim:

M, = [Bk)+ ul2 p)] pl2  ,  Maea = Blls) (L — 1) I,
M, =[Bk) + pk2BR)I pB  , Mau=pE(1—p)k
=—2k) 1 —pwplls

T, =0(k)pl: , T:=0k)pls,
formule, de altfel, destul de simple dacd cunoastem valoarea seriilor.

In cursul: Résistance des Matériaua et Elasticité (1920) a’d-lui Gaston
Pigeaud, dupa care am luat cele de mai sus, se demonstreaza ca

(36)

aceste serii sunt absolut convergente si nu ne vom mai ocupa aci de
aceastd chestiune.

¢) Calculul momentelor M. si M: la mijlocul placii.

Pentru acest punct, avem § = [ =4 7. In acest caz, seriile f} se
reduc la:
Bk)y = (16/7%) 2 (—1) e +2=32 m/n (m? + o

GO g = (16/a%) 5 (— 1) o+ n=22 n/m (m2 k} +n?)2
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Or in aceste serii, ordinea factorilor m si n este absolut indiferenta
st cum k este inversul lui &y, atunci rezulta ci ambele serii reprezinta

una i aceeasi functiune de k, in care acesta ia toate valorile cuprinse
intre 0 s1 co.

Valorile seriilor (k) si B(ky) pentru k = 0, sunt respectiv :
B0) = a%/128 , (o) — 0.

Pentru aplicatii, notam:
(38) B=Bk)/BO) , B = Pky)/B(0).

In tabloul de pe pag. 772, am dat valorile acestor rapoarte
pentru diferite valori ale lui k.
In aceste conditiuni, expresiunile momentelor incovoietoare la
mijlocul placi, sunt:
M, = ”s‘ (ﬂl aF /‘]‘2 ﬂ) P lf 3 1‘/11:1'1’,1! s elf ﬂl ('l—-‘ll,z)plf,
M= (B +pkiB)pE |, Muw =1 B (l—p)p.

Yy

(39)

Pe restul suprafetei placii, momentele variazi precum variazi

seriile B(k) si B(k,) din formulele (35).

d) Caleulul momentului de risucire D.

Din expresia lui din formulele (36), se vede ca variatia lui este
datd de variatia seriei y. Are valorile maxime la colturi. Pentru
§=0=0s5ié=¢= 7, are aceeasl valoare maxima negativa, iar
pentru grupul de valori &= 0, l=m, 51 é=m, [ = 0, are aceeasl
valoare maxima, insa pozitiva. Sa gisim aceasta valoare.

In acest caz, seria y se reduce la:

(40) y(k) = (16/a% X 1/(m? ky + n2 k)2,
Aceasta serie pentru k = 0 si k = 1, are valorile:
70 =0 , 1) = (5/87%) sh L & = 0,0464.

Daci, intocmai ca in cazul precedent, notim :

(41) y = y(k)/7(1),
atunci valoarea momentului de rasucire la colturi, este:
(42) D =0,0464 y (1 — ) p L, L..

49*
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In tabela de mai jos sunt date valorile lui y pentru diferite valori
ale lui k.

0,0 1,0000 0,0000 | 11,0000} 1,4 0,1236 0,9158 | 0,5161
0,1 1,0000 0,1463 | 0,9999] 1,5| 0,09961 0,8815| 10,4851
0,2 0,9960 0,2925 | 0,9993] 1,6| 0,08041 0,8462 | 0,4572

0,3 0,9603 0,4385| 0,9912] 1,7 0,0650%4 0,8111| 0,4320
0,% 0,8796 0,5813| 09679 1.8| 0,05271 0,7769 | 0,4091
0,5 0,7717 0,7125| 0,9298] 1,9 0,04280 0,7440 | 0,3884

0,6 0,6564 0,8228 | 0,8821] 2,0 0,03482 0,7125| 0,3695
0,7 0,5465 0,9061 | 0,8299) 2,2 0,02318 0,6549 | 10,3365
0,8 0,4485 0.9615| 0,7761) 24| 0,01555 0,6042 | 0,3088
0,9 0,3644 0,9915| 0,7242) 2,6| 0,01049 0.5598 | 0,2851
1,0 0,2947 1,0000 | 0,6752] 2,8 0,007110 0,5208 | 0,2648
1,1 0,2374 0,9930 | 0,6297| 3,0 0,004848 0,4867 | 10,2472
5 0,1909 0,9741 0,5881] 3,5 0,001891 0,4176 | 10,2129
1,3 0,1534% 0,9473 | 0,5503

Pe restul suprafetei, momentul de rasucire [) variazi ca valoarea
seriei p(k) din formulele (35).

w% T | f

LN / ‘\l[ i[ i‘l T;L‘A,
PR i LN ™ || l 1
l|\ =it [ ] : i} | |
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Figura 534
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e) Calculul fortelor tiietoare 7. si 7= la mijlocul laturilor pe contur,

Sd ne ocupam de exzemplu de T-. Din formulele (35) s1 (36), se vede
ca pentru & =0si { = 47, seria 0 se reduce la:

(43) O(k) = (16/2%) (— 1) * = V2 /n (m2 + p2 1),

Se mai vede, ci ambele serii 0(") si 6(",) sunt una si aceeasl
functiune de , atunci cind acesta ia toate valorile cuprinse intre
0 si co.

Valorile seriei 8, pentru k =0 si k; = oo, sunt respectiv:

0(0) = #3/32 , d(co) =0

st dacd, intocmai ca in cazurile precedente, notim:

(44) 5 = 8(k)/6(0) , 8, = dky)/8(0),
atunei avem:
(45) Te=46pl , T,= 20 p L.,

Valoarea rapoartelor 6 este datia in tabloul de pe pag. 772.

Variatia fortei taietoare 7., de-a-lungul laturii I, este data de
seria O(k) din formulele (35), in care facem cos mé = 1. Fortele
taietoare la colturile plicii sunt nule.

Curbele din fig. 534 reprezinta grafic variatia rapoartelor f,
7 §1 0 in functiune de /.

Aplicatia Nr. 164. O placi de 4 X 5 m., simplu rezemati de contur, este
incdrcatd cu o sarcind uniform distribuiti p=11t[m2

1°. Sa gasim momentele incovoietoare la mijlocul plicii.

Luam lp = 4 m, l: = 5 m, de unde rezulti k — 0, 8 si ky = 1,25. Din tabeli
gasim:

B= 04485 , B =01721,

pentru aceastd din urma valoare ficind o interpolare liniari.
Sd presupunem = 0. In acest caz, avem:

My = £0,1721. 52 = 0,538 tm Im , M:= %0,4485. 42 = 0,897 tm [m.
Sd presupunem p = 0,23. Vom avea:
Ma= % (0,721 + 0,25. 0,82, 0,4485) 5% = 0,762 tm [m,
M; = § (0,4485 +0,25. 0,1721) 4* = 1,031 tm [m,
iar momentele reduse au valorile:
Marea = (1 — 0,252) 0,538 = 0,504 tm| m 3 Mzyeq = 0,841 tm |m.

Pentru plici de beton armat A. Mesnager, in ,,Cours de béton armé”, veco-
mandd pentru g valoarea p=0,1.
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2°, Sd gdsim momentul de rasucire la colturi. Din tabeld, pentru £=0,8, gisim
y = 0,9615. Sd presupunem p = 0. Avem:

D = 0,0464. 0,9615. 4. 5 = 0,892 tm [m.

Pentru p = 0,25 avem: D = 0,669 m /m.

La colturi, momentele incovoietoare My si M- sunt nule. Atunci rezulta cé,
pentru directiuni cari fac unghiuri egale cu 7, cu axele de coordonate, vom
avea momente incovoietoare ale ciror valori sunt egale cu + D. Aceste momente
produc tensiuni pe fata superioarii a plicii, in directia bisectoarelor unghiurilor,
iar pe fata inferioard in directia normali pe bisectoare. Asta explied foarte clar
cripiturile ce se ivesc la plicile de beton armat in regiunea din apropierea
colturilor,

Fortele tiietoare maxime la mijlocul laturilor l; si lz , ecu d = 0,7761
si 0 = 0,5692, luate din tablou, sunt:

Tz = + 6, pls = +0,5692. 1.5 = 1,423 ¢ [m,
Hee— i— 0 plz = é 0,7761.1 4 = 1,552 t/m.

Din exemplul numeric facut, se vede ci momentul de rdasucire e de
acelasi ordin de marime ca si momentele incovoietoare dela mijlocul
placii si ca, prin urmare, nu poate fi neglijat. Mai trebue observat
ci momentele incovoietoare + D, dela colturi, trebuese sa fie luate
de o constructie suplimentari. Deci, placa va fi prelungita dincolo
de reazim suficient pentru ca in dreptul reazimului si poatd fi
incircata cu momentul respectiv. Daca aceastd masurd nu este
observatd, crapaturile de cari am vorbit mai sus sunt inevitabile.

C) Placi circulare.

Vom presupune cd avem de-a face cu plaei orizontale supuse
la sarcini verticale, uniform distribuite pe toatd suprafaja saw numai
pe un cerc concentric cu periferia pldcti.

Elementele geometrice ale acestei suprafete, daca luam razele
ce pleaca din centru drept meridiane si cercurile concentrice de
raze r drept cercuri paralele, sunt: :

Pirp=ry =4 rs = Ufrap =0 7 A frs =11

In aceste conditii, ecuatiile (17) dela studiul suprafetelor ne

dau:
(1) 8Efox=C/r , omfz=0, , B8jox=—2E&r
8(/0z = an/d; = 3&[8z = 0.
Si serim ecuafiile de echilibru. Mai intdiu vom presupune ci

in planul suprafetei mediane avem N, = N; = 0, cand rezulta ca
si Ty=20.
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Pe de alta parte, din motive de simetrie, toate elementele apar-
tindnd aceluiasi cerc concentric, se comportd la fel si prin urmare,

toate derivatele, d.../dx, ale cantitatilor scalare sunt nule.
Asa fiind, ecuatiile (1) si (2) dela pag. 726 se reduc la:
(2) oK, /3x + 3R, /0 — Rz/l 0,

p=
OM,/3x + oM, /0s— M,/r + £R, + (R, —
iar ecuatiie (5) dela pag. 727 la:
(3) =9Ts , R,=yT,,

M, , M.={D— M,

=JI

M =

Crel
N
+

Daca aceste valori le introducem in ecualia (2), daca {inem
seamd de ecuatiile (1) de mai sus si punem z — r, gisim:
dT/dr — T./r + p = 0,
(4) 2D /r —dD /dr — '[-:0
(M — M) /r — dM,/dr — T, =.0.

Se recunoaste, din motive de simetrie, ca 7. =0 §i cd prin

urmare, avem:
2Djr —dD/dr =0, .-. D =Cr.

In origine, din motive de simetrie, avand M, = M;, avem si
D =0, iar pe conturul plicii avem de asemenea, D = 0. De aci
rezulti ci pe intreaga placi avem: D = (),

Asa dar, directia razelor si a cercurilor concentrice, in fiecare
punct al placii, sunt directii principale pentru momente.

Prin urmare, din grupul de ecuatii (4) nu putem utiliza decat
prima si ultima.

Sé ne ocupam de prima ecuatie.

. Sd presupunem placa incdrcatd cu o sarcing uniform distri-

I;ulta pe toatd suprafaja et.

In acest caz, valoarea lui T, este:

T, = part/2ar = Lpr.

st deci:
) dTz/dr = —4p .-, To=—ipr.
Asa dar, forta taietoare T, variaza liniar cu r.

2°. Sa presupunem ci avem la mijlocul plicii o fortd concentratd F.

Vom avea analog, p fiind nul:

o — It/ 2vh;

care ne da:

(6) dT; jdr —F [2art = 0] .+, T) = — F [2ar.
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Se vede

placii, dupa aceastd formula avem

£ > , =S

|
1
i
l}
|
1

|

!
1
|
)
[}
I
|
1

Figura 5

cd in acest caz 7' variaza dupd o hiperbola. In centrul

T, = . S’a atras atentiunea chiar
dela inceput (pg. 22) ca fortele con-
centrate nu existd in realitate, ci
rezultd dintr’o conventiune ce o
facem. Asa dar, s1 ele se reparti-
zeaza pe o suprafald oarecare.
In acest caz, curba fortelor ta-
1etoare se prezinté ca in figura 535.
Prin

absolut analoaga ca la grinzi.

urmare, e o chestiune

1. Legatura fintre solicitdrile M, ...si deformatiunile placii.

Sub actiunea sarcinilor continui simetric asezate fata de cen-
trul placii, suprafata mediand deformatd va fi o suprafatd de ro-

tatie.

S’a notat cu r raza unui cerc paralel. Dupd cum s’a aritat la
suprafetele de rotatie, elementele lor geometrice sunt:

l/l'y

1/ree =0 ;.1 =1z sing =, cose.

Sa gasim pe ry sir; in funciie de deformafiunile pldcii. Vom ob-

serva mai intai cd deformatiile placilor

sunt de acelasi ordin de marime ca

la grinzi

st deci vom face aceleasi aproximatii. |

Daca ¢ este sigeata unui punct

al placi, atuner unghiul ce face

la curba meridiana cu

valoarea:

(7) 0 = dv/dr.

Alel am si facut aproximatia 0 = igf.

In aceste condifii, avem:
(8) 1/r, = dO/dr= d?c/dr?.
facdnd §i aproximatia dz = dr.
De pe figura 536 se vede

6+ ¢=1L1zn s din relatile de mai sus

deducem:
Fep == O
care ne da:

(9) Vi =)

orizontala, are

oarecare
tangenta

ca avem

Figura 536
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Dacii aceste valori le introducem in ecuatiile (13), gisim:
10 My = —EI (d0/dr+ u 0/r),
(10) M: =—EI (6/r+ u dfl /dr),

iar invariantul M are valoarea:
(1) M=—EI, (1 + w) (dO/dr + 0/r)=—=iE¥; (1 4 ) d(r) /rdr.

Dacéi aceste valori le introducem in ultima ecuatie (4), ob-
finem:

(12)

iar din (11), avem:

El, d(d0/dr + 0/r)/dr + T, — 0,
dM/dr = (1 + 0T,

(13) rf = —[(1 — w)/EI] S Mrdr,
pentrucd pentru r = 0, avem 0.6, = 0.

Prima ecuatie din grupul (4) si ecuatiile (12) si (13) sunt ab-
solut aseminitoare celora dela grinzi.

Acum avem tot ce ne trebue pentru a gasi momentele inco-
voietoare si rezistentele din placa.

In genere, se cauti valoarea rezistentelor reduse, rezultate numai
din momentele incovoietoare.

Din formule rezulta si se poate arata si direct, ca valorile ma-
xime a rezistenelor reduse, sunt:

9-'r red — — —;—l‘, h (,la/dl‘,
Kerea =—LEh 0/r.

Vom face cAteva aplicatii.

(14)

2. Placd inecircati cu o sarcini uniform distribuiti
pe toata suprafata ei.

S’a vizut in acest caz ca forta tiietoare are expresia:
Ty =—4pr,
Introducind aceasta valoare in ecuatia (12), gisim:
M =My—} (1 + ) pre,

in care M, este valoarea lui M in origine, adici pentru r = 0,

Cu aceastd valoare a lui M, din (13) scoatem :
48 0/r = [(1 — w)/2EN[ (1+ a) prt— My,

d0/dr = [(1 — p)/2EL] (3 (1 + ) pr — M),

Valoarea lui My, o vom determina dupa sistemul de rezemare al
placii. :
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1°. Sd presupunem ci avem o placi de razd ry incastratd pe tot
conturul ei. In acest caz, pentru r = ry, avem 0 = 0, de unde re-
zulta:
(17) My =4 (L+ ) pri.
In origine, vom avea:

0/r =db/dr = — (1 — u) My/2EI,
1ar la periferie:
6/r=0 , do/dr=(1— u)M,/EI,

Ca sa gasim rezistentele reduse, n’avem decét sa introducem
aceste valori in formulele (14).

Dacd luam u = 0,3, gasim cil rezistenfa cea mai mare are loc
la periferia placii si are valoarea:

I rea = — 0,68 pr2 /h2.
Ca si gasim sagetile n’avem decdt sd integrim ecuatia:
(18) dy/dr = 0.

Daca facem aceastd operatie si punem condifia i, pentru r = ry
sd -avem ¢ = (), gasim:
v =p(r! —r?)?/64EL.
Sageata maxima la mijlocul placii este:
o — 04T pr ¥ (IORES
2°. Sd presupunem aceeast placd simplu rezematd pe conturul ei.
In acest caz, pe toatd periferia ei, adicd pentrur = r,, trebue
sa avem: M, =0, 51 deci:
do/dr + u 0/r = 0.
Din ecuatiile (16), gasim:
My =§ (3 + ) pri-
Cu aceastid valoare, pentru r = 0, gisim:
Ireq = 0,866 pr2/h2.
iar la periferia placii:
Korea =092 pri/mE " , Howa.— — VA0 pri /b2,
Pentru aflarea sagetii, daca proceddm ca mai sus, gisim:
p = [3p (1 — w)/16ER®] [(1 + u)r*—2r%r2 4 (5 4 w)ril,

iar la mijlocul placii: ,
var—=10,70"prt (B |



Uik '

3. Pldci inecircate partial.

Vom considera placa incarcata numai pe suprafata unui cerc
de razi r;, concentric cu periferia. Sarcina o considerim uniform
distribuita.

Chestiunea este absolut analoagd cu aceea dela grinzi.

Pe partea incdircatd, suprafata deformati va avea o ecuatie,
pe partea descircati, o alta. Cele doui suprafete se racordeazi pe
cercul de contact, avand acelasi 0 si d6/dr, dupa cum foarte usor
se poate demonstra cu ajutorul ecuatiei (13)

Vom avea:

par: =K,

Pe cercul de raza r < r,, elementele geometrice ale suprafetei
deformate sunt date de ecuatiile (16).

Sé stabilim aceleasi elemente pe partea descdrcatd, adici pen-
tru-r > r,.

Am avut:
(19) T:=—F/2ar = — Ltpr2/r.

Cu aceastd valoare, din ecuatia (12), dedudem:
&
(20) M=M—ip(1+pn rila(r/r),
in care M, este valoarea momentului M pe cercul de racordare a
celor doua suprafete. '

Daca aceasta valoare o introducem in ecuatia (13) si dacd ex-
primam pe M, si #0, in functiune de M,, gasim:

O/r = [(1—w)/2EL [§(1 + ) pri(r}/® + 4lg(r/r)) — M)

O

9
5 a0 e = [ 1 /2B1) 141 410 prih—rt /2 - (e iy — M.

Asa dar, pentru r < r,, elementele geometrice ale suprafetei
sunt date de ecuatiile (16), iar pentru r > ry, de ecuatiile (21).

a) Sd presupunem cd avem o placd de razi r, incastratd pe
tot conturul ei.

In acest caz, pentru » =, avem 0 — 0 s1 deci:

My =11+ p)pri(r2/r2 + 4le(rs /).

Avem, prin urmare, valoarea invariantului M, in centrul placii,
deci tot ce ne trebue. .

Din aceasta expresie se vede ci. atiata timp cat p sau pr, pa-
streazi o valoare constanta, atuncir?lg(ry/r) si rilg(rs/ry) sunt nule
pentru r, = r; si pentru i, = 0.
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Ambele expresii sunt maxime pentru o anumitd valoare a
lui ry/r;. Cum raportul ry/r, << 1, putem presupune ci maximul
expresieir? (r? /ri-+4lg(ry/r;)) ave loc odata cu al expresiei 4r}lg(ry/ry).

Daca pr? pastreazd o valoare constantd cind r, =0, cum ar
fi cazul unei sarcini concentrate, aplicatd in mijlocul placii, cand
avem F = par?, atunci se vede ci pentru r; = 0, valoarea lui M,
este infinita.

In acest caz, va trebui s presupunem neaparat ci forta con-
centratd F se repartizeazi pe o suprafatda oarecare.

1°. Sé cautdm rezistentele reduse la mijlocul pldcii.

Dupa formulele (14) si (16), avem:

O S0 L 3 (] == /l) on/hz.
Daca inlocuim M, cu valoarea lui, gasim:
Wrea = 3 (1 — u) (r?/r} + 4lg(ry/ry)) F /87h?,
— 0,1086 (r2 /r} + 4lg(ra/r)) F/R2,
= (0,11 r2/r2 + k) F /R
in care k este dat de relatia:
v/ mpre=rli@k

Asta ne aratd ca, in cazurile reale, rezistentele 9.4 la mijlocul
placii nu ating niciodata valori infinite.

2°. Sa gdsim rezistengele reduse pe conturul pldcui.

Avem evident N, ,eq = 0.

Gasim apoi:

Krrea = —3 (1 — p®) pr3(2 —ri/r3) /402

Daca avem la mijlocul placii sarcina econcentrata F = mpr}
alunei: :

Wi rea = 043 F RE
deci independentd de r,.

Ca si gasim sagetile, vom integra ecuatia 0 = dv/dr, pe cele
doua intervale. Constantele de integrare le vom determina prin con-
difia ca ambele curbe sd aibd aceeasi sdigeatd pe cercul de racordare
de raza 1y, §i sdgeata zero, pentru r =r,.

3°. Sa gdsim sdgeala maaimd cdind placa este incarcatd cu o
sarcind concentratd la mijloc.

In acest caz, avand r; = 0, valoarea lui ¢, datid de ecuatia (16)
pe partea centrald, va fi nulda pe intervalul 0 — r;. Nu ne ramane
deci de integrat decat prima ecuatie (21).
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Se recunoagte numaidecat, ca pentru r =r; =0, avem 0 = 0.
Daca in ecuapa (21) punem valoarea lui M, si neglijam tofi ter-
menii cari se anuleaza odata cu ry =0, gasim:

= (F/4nL1,) rlg(r/r,).

Daca integrim aceasta ecuafie st punem conditia ca si avem
¢ =0, pentru r = r,, gsim:
= (F/16aE1l,) (r} —r2 4+ 2r%g(r /1)),
tar la mijlocul placii:
vo = 0,22 Fr2 /ER3.
b) Placi simplu rezematdi pe contur, incircatd cu o sareind con-
centratd la mijloc.
In acest caz, pentru r = rg. avem M, =0 si deci:
db/dr + n 0/r =0,
care ne da:
Mo =¥prils—(1 — u)ri/r} +4 (1 4+ u)lglry/n)]
1°. Sa cdutim rezistentele reduse la mijlocul placit.
Dacd urmam exact calea de mai sus, avem:

Ryea =3 (L —p) (4/0 + ) — (L — @) r2 /(L + p) r2 +
blg(ry/ry)] F /87h? = (0,33+ — 0,058 r?/r2 + k) F/R2,
in care k are aceeasi valoare ca mai sus.
2°. Sd gdsim sageata la mijlocul pldcii.
Daca procedim exact ca in cazul precedent, gisim:
v=(1— @)1 + p) le(r/ry) —1) r2 — 22+ (84 p) r3} F/16nEI,
care, pentru mijlocul placii, ne da:
vy = 0,55 Fr3 (ER®
Aplicatia Nr. 161. O plat;ﬁ in forma de coroana circulari de raze r, si r, este

simplu rezemata pe conturul siu (fig. 537). Pe marginea interioard suportd o
sarcind uniform distribuiti p asa ca

2zrip=F. !
Sa se giseascd rezistentele din placi ; E
i sdgeata in dreptul razei r,. r o x|
Valoarea fortei taietoare in dreptul —A- ol e A
razei r, este: z i
Te=—F/[27r = — pry/r, 5 s
Cu  ajutorul ecuatiilor (12) si (13), Figura 537
deducem:

M=M— {1+ p) prylgr/r),
0 /r=r8, /r—[(1—p) /AET] (2(1—r2 /1) M—(1+ i) pry(@ lglr /r)—1 +r2 /3]
rlﬂ/dr=—~r,61r’—[(1—;1)_/’4E1] [2(1 —I—rf /¥ Mi—(1 + ) pry(2lg(r /ry) -M—rf /r].
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Avem de determinat constantele 0, si M,.

Pentru acest caz, vom pune conditia ca pentrur = r, si r = ry,sd avem
My = 0, adica dO/dr + p 0/r = 0.

Daca facem caleulele respective, gisim:

0y /r =

M/EL,  My=prils (1 — p) + Ig (ra/ra) /(1 — 1 /r})],
avem deci tot ce ne webue, pentru a caleula, fie rezistentele reale, fie cele re-
duse.

Ca sa gasim o expresie simpli pentru sigeatd, vom presupune r; foarte
mic fata de r,.

Daca se urmeazi aceeasi cale ca in cazurile precedente, giisim:

o= (1—p) (ri—r%) M,/2 EI
iar la ry pe care-l luim r; ~ 0, avem:

vo=(1— ) r3 M,/2 EI

Observare. Dupi tipul calculelor date pand aci se poate re-
solva orice problemia relativd la plicile circulare incarcate cu sar-
cini simetrice fatd de centrul plicii.

Aplicafia Nr. 162. O placi de r, = 50 em, simplu rezematd pe contur, su-
portd la mijloc o sarcind concentrati de 10 tone. Sa se dimensioneze placa in
ipoteza ci rezistentele reduse si nu treaci de 1400 kg/em?® si E = 2.1.108
kg /em?,

Vom presupune sarcina concentratd repartizati uniform pe un cerc de
razd ry, asa ca sa avem p = 1400 kg/cm?

Avem 02 = 10000/1400 = 7,15 em?, r, = 1,51 cm, r,/r, = 33,1, rl/ri~0,
k= 4,520

Wpea = 1400 = 1,854.10000 /A2

care ne da:

h = 3,65 ~3,7 em, vo = 0,55.10000.502/2,1.10%.3,7% = 1,3 mm.

Aplicatia Nr. 163. Sa presupunem ci plicii din aplicatia precedenti, i dam
o gaurd la mijloc de @ = 3 em. Ce sarcind maximi uniform distribuiti, de-a-
lungul cercului de razi r; = 1,5 cm, poate suporta placa, asa ca rezistentele
reduse maxime si nu depdseascii g = 1400 kg/em?®? Care-i sigeata ma-
xXima in acest caz?

Avem:

M, = p.1,5[0,35 + Ig (50/1,5)/(1 —1,52/50%] = 5,78 p,
0:/i=— M,/EI , d6,/dry = p M,/EI,
Kret = 1400 = 5,78.6 p/h* , p= 550 kg/em, F = 5200 kg,
M, = 3180 kg em/em , ¢y = 3,15 mm.

Asa dar, prin gaurire placa nu poate suporta decit Vs din sarcind si di o si-
geatda de 2V ort mai mare.

T ST RRS—



XXXIV. BLOCURI.

In aceastd categorie intra o serie de piese al caror calcul difera
evident esential de calculul barelor si a placilor.

Caleulul bilelor sferice sau cilindrilor cari servii de rulementi,
al sectiunii marilor barage, al rezistentelor ce se desvoltd in masivele
indefinite sub actiunea sarcinilor, etc., intra in aceastd categorie.

1. Calculul tevilor.

Nu ne vom ocupa aci decat de o singurd problema si anume de
caleulul tuburilor cilindrice cu baza circulara insi cu pareti grosi,
cum ar fi de exemplu tevile de tun.

La studiul tuburilor cu pareti subtiri am presupus ca rezistentele
intr'o sectiune meridiana se distribue uniform. La- tuburile cu pareti
grosi pe care le vom numi tevi, aceasti ipotezd nu mai este adevirata.

a) Tevi cilindrice

Sa presupunem ci sectiunea
normald pe axa tevii este o co-
roand circulara.

Sa consideram un element
de suprafatd dQ, limitat intre
doua cercuri concentrice distan -
tate intre ele de dr si marginit
intre doud raze ce fac intre ele
unghiul d¢ (fig. 538).

Notam cu 9 si %K, rezis

tentele dirijate dupa tangenta
si raza ce trec prin elementul Figura 538
de suprafata dQ.
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Din motive de simetrie, se vede ca rezistentele & dirijate dupi
raza sunt nule. Atunci urmeazi cd cercurile concentrice si razele
sunt linil isostatice.

Formulele (34) dela pag. 253, in acest caz, ne dau:

€h) A9, /dr + (%, — ) [r + 7, = 0.

Cealalta ecuatie se reduce la zero, pentruca d9./ds = 0 si raza
de curburé a razei ce pleaca din centru, este oco.

In cele ce urmeaza, vom neglija valoarea lui y,.

Ecuatia (1) o punem si sub forma:

2) d(r 96, /dr = %,

Aceastd ecuatie se poate stabili ugor si direct, urménd aceeasi
cale ce a servit la stabilirea formulelor (33), mult mai generale, dela
pag. 253.

Sa stabilim deformatiunile paretului tevii. S& presupunem ci
elementul de suprafata se deplaseazi in sensul razei cu cantitatea
w. Dupa formula (3) pag. 275 avem:

(3) & = du/dr.

Dac@ raza s’a marit cu u, atunci cercul s’a lungit cu 2z7u si lun-

girea dupa tangentd va fi:

(3) & = 2nu/2nr = u/r.

In acest caz, formulele (5) dela pag. 300 ne dau:

W=E(du/dr+pu/r)/(1 —u?) , =E (u/r+updu/dr)/(1—u?).

Introducand aceste valori in ecuatia de echilibru (2), capatam:

(4) r2d*u/dr® + rdu/dr—u =0,
a carel solutie este:
“(5) . u=ar -+ b/r,

care ne da:
6) u/r=a+b/r* , du/dr =a—b/r2 , e=gte=2a.
Cu aceste valori gisim:
X =26 [a(l + p)/(1 — pw) —b/r?],
W =26G[a(l + p)/(L — pn) + b/r?],
1ar rezistentele reduse:
(8) e =E(a—0b/r*) , Ryea =E (a+ b/r).

Constantele @ si b le vom determina prin conditiile pe contur.

(7)

S e
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Sa presupunem ca valoarea lui I pe fata interioara a tevii
adicd pentru r = 7, este presiunea p;, iar pe cea exterioard, adici
pentrur = r,, este presiunea p, (fig. 539).

In aceste conditiuni, tindndseami de semnele lui P avem:
= — P =2 Lall + /(1 — ) — ),

—Pe=2G[a(l + u)/(1 — M) —b/r3,
din cari, daci notim:
(11) k=g/rt , X = (pi—k pe)/(k — 1),
scoatem:
a = (1 — u) K/E,
b=(1+ 1) (pi— po) r2/E (k—1)

Daca aceasta valoare a lui g
o introducem in ecuatiile (7)
atunci capatam:

(13) %G =R—2Gp/
X =R+ 2Gb/r

Din inspectarea acestor for
mule se vede ci rezistentele 9,
$1 90, cat si cele reduse, variazi
dupa o hiperbola (fig. 539).

Din formulele (8) se vede ca
rezistenfa cea mai mare este
Hirea, pe baza careia se si face
dimensionarea. Daca punem
condifia ca aceasti rezistenti
sd atingd maximum Hgite
zistenta admisibila, atunci, din
formula (8), avem:

Ko =E (a + b/r2). Figura 539

(12)

b

Dacd in aceasta expresie introducem valorile lui a $i b de mai
sus, capatam:

o =[0—p+ (1 + ) k) po— 2k p J(k — 1),
IRk (1= 1) /16— (k) 49
B = [ (h—1) + 2k pJ/1 — g+ (14 ) i,

formule care servesc la dimensionarea sau la verificarea unei tevi.

b

50. 1934, Gh. Em. Filipescu. Statica constructiunilor si Rezistenla materialelcr.
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b) Tevi infundate.

Formulele de mai sus sunt valabile numai in cazul cand in lungul
tevii nu se desvolta rezistente .

In cazurile practice, tevile fiind infundate, vom avea sl rezi-
stente 9C,.

Sa le evaluim. Din cauza presiunii interioare, p;, se produce in

=]

lungul tevii o rezistentd la tensiune egald cu:

piart/a (12 —r8) = pif(k— 1),
presupundnd ci ea se repartizeazi uniform pe sectiune, ceea ce nu
este de loc adevirat, mai ales in apropierea fundurilor. Asa dar, e
vorba de o solufie aproximativd.

In acelasi mod, presiunea exterioard, p,, produce rezistenta la
compresiune:

pe /(12— 12) = k pu/(k— 1),

Rezultanta lor este:

%, = (pi— k p)/(k— 1),
adica tocmai valoarea datda de formula (11).

Sa presupunem ci lungirea specifici in lungul tevii este &;.

In acest caz, avem de-aface cu rezistente in spatiu si vom aplica
deci formulele (5) dela pag. 298 sau 299.

Introducand valoarea rezistentelor date de aceste formule in
ecuatia de echilibru (2), gasim aceeasi ecuatie diferentiala (5) si deci
aceeasi solutie.

Asa dar, avem:

u/r=a-+ b/, du/dr =a—b/r*, e =2a+ é&.
Cu aceste valori gasim:
KN, =2G[a—b/r2+ & pu/(1 —2 )],
(15) W =2G[a+b/1*+ e p/(1 —2 w)l,
K, =2G [e; + & u/(1 —2) p)].
Rezistentele reduse 90, si 97, au aceleasi expresiuni ca si in cazul
precedent (formulele 8).

Constantele de integrare le determinam dupi aceleasi norme.
Facand calculul, gasim:

(16) a'= & =1 = (1 -2 n) K/E,

iar b are aceeasi expresie ca in cazul precedent (formula 12).
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Daci aceasta valoare a lui a o introducem in formulele (15)
gasim toemai formulele (13) din cazul precedent.
51 in acest caz, rezistenta maximi redusi este:
“')tll‘l‘ll =E (ll + b/rzi)

care va trebui sa fie cel mult egala cu 9,

)

Daca in aceastd expresie se pun valorile lui @ si b de mai sus,
se capata:
Ko =[(1—2p+ (L4 pwk)p—2—p) k pel/(k—1);
(D) k= (T + (1 —2 @) pl/[Fa— (1 + ) pet @ — ) pil,
Po = [%a (k—1) + (2 — @k pd/H —2 e 4 (14 ) k]
Daca se examineaza formulele (14) si (17) se constata ca nu este
o diferentd prea mare intre ele.

¢) Tevi cercuite (fretate).

Din formulele (14) sau (17) se vede c& daca am avea o teava de
grosime infinitd deci cu k = »,
atunci valoarea lui p,, in cazul te
vilor infundate este:

Pi == [9(11 &l (2_‘ ) P:-J /(l + u).
In cazurile obisnuite, p, = 1,
adica presiunea atmosferica si deci
neglijabila.

Asa dar, cu un material a ciirui
rezistentd admisibild este 97, nu
putem realiza fevi care sa suporte
presiuni mai mari decat 9, /(14 u).

In practica insi avem nevoie
de tevi care si suporte presiuni mai
mari.

In acest caz, teava se cercueste
sau se freteazd cu un manson, sau
fretd, care stringe teava asa ca
inainte de a se exercita presiunea
iterioard, p;, el sa fie supus la

compresiune. Pentru aceasta daca

Figura 540

diametrul exterior al tevii este
ceva mal mare decat diametrul
mterior al mansonului este suficient si introducem tubul in mangon

50%
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cu forta, cu ajutorul unei prese hidraulice. In acest mod, se realizeazi
in tub o compresiune initiala.

Notam cu r;, 7. 81 F respectiv raza Interioard a ';evu raza ex-
terioard a mansonului si raza lor comuna (fig. 540). Mai notam:

(18) ki =r2/rt , ke=r/rt , k=1%/rl

Sub actiunea presiunii p;, la contactul intre feava §i manson,
se desvoltd o presiune p. Aceasta se determind aga cd in mangon
si avem e cel mult egal cu 9. Avand p cu ajutorul formulelor
(17) deducem pe p;.

Grupul format din feavi si manson lucreaza ca un singur bloe si
putem gisi pe Hyeq la interiorul tevii, Myeq care este evident mai
mare decit 90,. Daca teava inainte de exercitarea presiunii a avut
o compresiune ez, atunci trebue sa avem relatia evidentd:

(1 9) gz:tretl 7 f)tlireed = 9(11

Insa 9ra nu poate avea o valoare mai mare decat I, deci
yrea mu poate avea o valoare mai mare decat 2 9, (hig. 540).

Prin urmare, chestiunea care se pune este urmatoarea:

1°. Ce presiune p trebue sd fie intre feapd gi mangon, inainte de
exercitarea presiunii p;, deci cind p; =0, asa ca la interiorul (evii s
avem compresiuned Wpeq.

Dacit p; = 0, atunci teava si mangonul se comporti ca doua {evi

desfundate.
Vom aplica in consecintd tevii formulele (14), care ne da imediat:
(20) p = (ki— 1) Kiirea/2 ki.

Mai raméne de rezolvat urmitoarea chestiune:

2°. Cu cdt trebue sd fie mai mare raza exterioard a {evii fald de raza
interioard a mangonului asa ca prin introducerea forfatd a fevii in
mangon sd se realizeze presiunea p?

Sa presupunem ci raza r a fevii se scurteazd prin compresiune
cu cantitatea u;, atunei raza inainte de deformatiune trebue sa fie
r -+ u;. Daca raza r a mansonului se lungeste cu w,, atunci raza
mansonului inainte de deformatiune trebue sa fie r — w..

Diferenta lor este:

(21) U = Ui + U

Cantitatile u; si u, le calculim pe fiecare in parte insa ele fiind
cantitati infinit mici de ordinul intiu fata de r, valorile lor indivi-
duale n’au importantd. Importd numai suma lor. Prin urmare,
ajungem la rezultatul dorit daca diferenta razelor r este u.
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S caleuldm valoarea lui u. Teava este supusi la presiunea exte-
rioard p datd de formula (20), iar mansonul la aceeasi presiune p
insd interioara.

Cu ajutorul formulelor (11), (12) si (5), gasim:

(22) w = pr [(ki + 1)/(ks — 1) — p]/E, v, = 2 pr/E (k, — 1),
w= pr{(k+ 1)/(hi— 1) 4 2/(he— 1) — p]/E.

Daca avem p si coeficientul de frecare intre tub si manson, avem
si forta I cu care trebue sa apese presa hidraulici feava in manson.

Aplicatia Nr. 165. Si se giiseased grosimea unei tevi a ciirei razi interioara este
ri= 6 em, si care suportd o presiune p; = 600 kg /em?, in ipoteza 9, = 1200
kg /em? si p = 0,25. Vom presupune teava infundati.

Presiunea exterioard pe fiind presiunea atmosferica, deci p, = 1, o vom
neglija.

Dupi a doua formuli (17), avem:

k= [1200 + (1 — 2. 0,25) 600] /[1200 — (1 + 0,25) 600] = 10 /3,
refri= /103 = 1,83; re — ri= 6 (1,83— 1) =4,98 ~ 5 cm.

Aplicatia Nr. 166. Ce presiune interioara p; poate suporta teava dimensionati
ca in aplicatia precedentd, daci 9%, = 1500 kg /em??

Avem ri=6 em, r, =6 + 5= 11 cm., A = 112 /62 = 3,36.

Din ultima formula (17) avem:

pi = [1500 (3,36 — 1)] /[1 — 2. 0,25 + (1 + 0,25) 3,36] = 753 kg jem?.

Aplicatia Nr. 167. Ce presiune interioard poate suporta tubul din cazul pre-
cedent daca se cercueste cu un mangon gros de 3 em. Resistentele admisibile se
iau 9, = 1500 kg /em?.

Avem ri= 6 cm, r = 11, r; = 14 cm,

ki= 11%/6* = 3,36 , ke= 142112 = 1,62 , k= 14262 = 5,44

Mangonul poate suporta o presiune interioard lui, dupa ultima formuli (17)

in care facem p, = 0,

pi = [1500 (1,62 — 1)] /[1 —2. 0,25 + (1 + 0,25) 1,62] = 368 kg /em?,

iar feava, dupd aceeasi formuli, in care acum facem p, = 368 kg [em?, suporti
o presiune interioara de:

pi= {1500 (3,35 —1) + (2 —0,25) 3,36. 368] / [1 — 0,25. 2 + (1 + 0,25) 3,36]
pi = 1214 kg [em?.
Aceasta presiune di in teavii, considerdnd grupul teavi si man@n, o tensiune
maximi data de prima ecuatie (17) in care facem pe = 0 si pi = 1214 kg /em?,

T=[1—2.0,25 + (1 + 0,25), 5,44. 1214] /(5,45 — 1) = 1996 kg [em®.
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Prin urmare, in teavi trebue sid avem o compresiune initiala de:
9N = 1996 — 1500 = 496 kg [em?.

Efectul mansonului este cd teava poate suporta o presiune de cca 1.6 ori
mai mare ca in cazul cind n’are manson.

Daca fac:m ca pi = 0 atunci in teavi trebue si avermn Qg = 496 ke./em?®
Formula (20) ne da p = (3,36—1) 496/2. 3,36=174 kg/cm?*

Teava va trebui presata in mangon asa ca la contactul lor sd avem p = 174
kg /em?®. Pentru aceasta este suficient ca diferenta razelor de 11 em. sa fie:

u= 176%11[(3.36+ 1) /(3:36 —1) + 2 /(1,62—1) — 0,25] /2,1. 108 = 0,0044% cm.

w = 0,044 mm.

2. Caleulul unui dise care se roteste.

Chestiunea este analoagd celei precedente, cu deosebirea ci in
sensul razel avem si acceleratia y;, aga cum aratd formula (1).
Ecuatia (2) in acest caz, ia forma:
d(r 9, /dr — G + yyr = 0.
Daca m este masa unitatii de volum, atunei avem:
Y = m @?r,

in care o este iuteala de rotatie a discului.

aj Disg: cilindrie in rotatie.

Deformatiile sunt aceleasi ca in cazul precedent. Daca valorile
I, 51 I date de ecuatiile (5) dela pag. (300) le introducem in ecuatia
de echilibru de mai sus, cipatam:

r2d*u/dr 4 rdu/dr—u -+ 8cr® =0,
in care am notat:
Ll — u?)mo*/E =ec.
Solutia acestei ecuatii este:
u=ar—+ b/r—cr*
care ne da:
u/r=a+b/r*—cr? , du/dr =a—>b/r2—3cr2
Avem:s
‘:)L, a4 pu)—bd—pu)/r*— 3+ p)e?] E/(1 — ud),
=la(l+p)+b(l—pu)/r2— 1A+ 3 p e E/(1—u2.
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Constantele @ i b le determinim prin conditia ca 97, = 0, pentru
Fi §1 ¥y,
Avem:
‘ A o _ e
a=@B+ we(2+r)/(14+ n sy b=@B+ wer2r/(1 — p).
Ne intereseazd rezistenfa redusd maximd. Se vede numaidecit ci
Iyea va atinge valoarea maximi.
Valoarea ei este:
Kirea = §mw® [(34+ 1) (1 — p) P24+ + 3+ ) (L4 p) r2 02 /2
2) .2
— (145 ]
care, pentru r = r;, ne da:
Hipea =+ m 0 [(3 4+ p) r2 + (1— w) r2].

Daca discul este plin, avem r; = (.

b) Disc de egali rezistenta.

Din exemplul precedent se vede ¢a 9K,,4 variazi foarte repede
cu r. Acelagi lucru se petrece si cu 9%, si 9.

Se pune chestiunea si gasim un
profil de disc asa ca si avem peste tot j
I, = Wy =K = ct, adica sa fie de egala --_IA__
rezistentd. Sa presupunem ci grosimea
discului la distanta r de axul de rotatie
este x (fig. 541).

“cuatia:

d(rd)/dr— %, +yr=0,

a fost stabilitd in ipoteza ca in sensul

axei de rotatie avem un element de vo Figura 541
lum de lungime 1. Daca luim o lungime
egald cu @, variabila cu raza, vom avea, tindnd seama ci 9 — cf:

d(rz)/dr — z + yra /3 = 0,

sau:
dx/dr + m 0?*r /X = 0,
care, daci notam:
m? r2 /20 = my? /2N =k,
ne da: ‘
T = Tyehh

Acest profil se da discurilor turbinelor cu iuteala mare de rotatie.
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Coeficienti nedeterminati (metoda) 586,
644,

Coker 390.

Conjugat (plan) 49.

B (poliedri) 50.

Contractiune 286.

Contraverticald pe reazem 464,

Coulomb 258, 263.

Cremona 152, 153, 217, 226, 227, 229,
230, 654.

Culmann 97, 155, 217, 265.

Darboux 723.
Deformatie 273.

o (a arcelor) 488.

o elastica 291.

5 grinzilor drepte 352.

i mare (limita lor) 285,

% permanentd 291,

3 specifice (lungiri, lunecari)

274, 275.
Deformatie specifice (variatia lor) 277,
Deplasiiri 274.
5 virtuale 164,
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Deplasaii virtuale (ecuatia lor) 23.
Dinam (rasucitor) 48.

Dinti (grinzi cu) 393.

Dise, — de egald rezistentd, 790, 791.
Dischinger 745.

Dualitatea rezistentelor & 240,

Echilibrul constructiilor 22.
Eforturi in bare 148.

- dinamice 685.

3 suplimentare 658.
Elastica (regiune) 446.
Elasticitate (coeficient de) 283.

5 (limita de) 291.
Elemente de constructie 3.
Epruveta 282.
Euler 533, 540, 542, 543, 545, 547, 550,
551, 552, 553, 554.
Excitatie 708,
- (frecventa ei) 709.

Flambaj 528,

s (coelicient de) 545.
3 (grinzilor curbe) 562,
5 (prin incovoiere] 561.
o (lungime de) 540.

o (rezistenta la) 542,
Flexibilitate 411.
Foppl 164, 308, 310.
Forte (vezi incirciri).
o (compunere si descompunere) 26.
(coordonatele lor) 24.
x (de lunecare) 392
o (normale sau axiale) 101.
»  (poligon de) 28.
,»  (reprezentarea lor) 24.
5 (tadetoare) 101.
curba) 104
i &, maximi) 115
Fourter 408, 743, 744, 745, 768.
Frenet 19, 220, 224, 723.
T'unicular (curba) 72.

EE) ( 2]

s (lantisor) 81.
i (oarecari) 84.
T (parabola) 78.

Greutate elastied 571.
Grinzi 3.
M armate trapezoidal 591.

Grinzi armate triunghiular 590.

continue 460.

., eu contrafise 593.

»» curbe 195.

. drepte 100.

= 5 static nedeterminate 453.

) rigide 142.
suspendate 597.

5 cu zibrele, plane (diagonale,

montanti, talpi) 141, 142.

Girinzi cu zabrele, cu bare suplimentare
187.

Grinzi cu zidbrele, cu diagonale in k
181.

Grinzi cu zabrele in spatiu 225.

Grath 308.

Guest 309.

Henneberg 159, 227.

Hodgkinson 290.

Hooke 284, 286, 289, 290, 291,292,
293, 305, 342, 343, 368, 369, 442,
465, 467, 483, 720.

Huber 312, 313.

Hysteresis 295.

Imbinari 492,

Impact (multiplicator) 704.

Impingerea pamantului 257.

Incaredri, accidentale, concentrate, con-
tinuie, dinamice, mobile si perma-
nente 20, 21.

Incareari echivalente 132.

Incastrari 61.

Incovoiere specifica 342.

Indeformabilitate stricta 146, 510.

Inize 741.

Invarianti 244, 279, 299, 728, 766.

lonescu ITon 137, 140, 508, 510, 544.

Isostatice (suprafete) 251.

Isotrop, isotropie 300.

Johnson 542, 543, 545, 546, 547, 532,
553, 554.

Jurawski 387.

Kirkaldy 323.

Lagrange 766, 768.

Lamé 253.
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Linii de influenta, coeficient de, supra-
fata liniei de influentd, multiplicato-
rul ei 113, 114, 115, 126, 174.

Idem, la sistemele static nedeterminate
669, 670.

Ljungberg 295,

Lucru mecanie, admisibil, exterior, in-
terior 316, 318.

Lueru mecanie, admisibil, interior, prin
deformatiune 302.

Lucru mecanic minim 568.

specific 228.

»” ”»
3 - virtual 23, 164, 577,
632,

Lunecare specifica 275.

5 (forta de) 392.

Lungire (efectiva, la rupere, specifici)

143, 274, 286, 307.

Mazwell 573, 574, 575, 577,
604, 609, 670,

Mesnager 773.

Molr 97, 247, 250, 259, 269, 272, 309,
310, 311, 312, 313, 324, 347.

Moment incovoietor (curba lui, maxim,

578, 579,

maximum maximorum, suprafata mo-

mentelor, moment static al supra-
fetei 101, 104, 120, 131, 355.
Moment de rasucire 101.
% de rdsturnare, ‘stabilitate 270.
sy rezistent (efectiv, necesar) 344,
365.
Moment statie, static absolut, static

ecuatorial, de inertie, ecuatorial, axial,
centrifugal 95, 96, 347, 447, 695.
Miérsch 312,

Navier 343, 344, 345, 346, 348, 350,
351, 387, 451, 768.

Nituri 505.

Noduri 142, 225, 582,
" (metoda separarii) 144, 226.
5 virtuale 162,

Oboseala (r;.lpere prin) 293.
Osii 69%.

Pendul 689.

Pene 502.
3 - '(grinzi cu) 393;
Piez 235.
Pigeaud 770,
Piobert 310.
Placi, clasificarea lor 4, 720, 729.

»  lecuatii generale de echilibru) 726.

»» (plane groase, dreptunghiulare,

circulare) 762, 768, 774.

Plici subtiri (echilibru) 730, 756.

5 »»  plane (deformatia) 754.
Plan (conjugat, al momentului) 49.
Plastica (regiune) 446.

Plasticitate (coeficient de, limitd de)

285, 305.

Pleostire 215.
Poisson 286, 298, 299, 301, 302, 303,

304, 305, 306, 308, 329.

Pol, distanta polard, raza polara 33,

36, 37.

Poligon (de forte, de pozitie, funicular)

28, 34, 36.

Polonceaw 150.

Pozitii false 161.

Potentiala (legea) 296.

Prandtl 557.

Presiune (curba de) 619.
Proportionalitate (limita de) 285,
Puncte fixe 463.

Rankine 258, 542, 543, 550, 551.
Rispandire (coelicient de) 545.
Rasucire specifica 398.
Rasucitor 48.
Raza (de curburd, de rasucire) 19.
» (de curburd geodesicd, princi-
pald, de risucire geodesica) 722, 723.
Reactiuni 22, 60.

% (curba de reactiuni) 119.
. (a suprafetelor de momente)
461.
Reazime (elastice) 465.
o (simple, articulatii, incastriri)
60.

Reazime (a grinzilor cu zibrele in
spatiu) 232.

Rebhan 263, 271.

Reciproce (figuri) 39, 50, 153.
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Reciprocitatea deplasarilor 574.
Resort elicoidal 224.
Rezistenti, normald,

compresiune, tangentiald, de taiere,

de tensiune, de

de forfecare, de lunecare 235, 236.
Rezistentd de adeziune 326.

Gy la rupere, totald, prin obo-
seald (alternativi si repetata) 286,
294.

Rezistente active si pasive 261,

3 componentele lor 239.

5 variatia lor, directii princi-
pale, direetii conjugate, valori prin-
cipale, diagrama wvariatiei lor 238,
239, 240, 241, 242, 245, 246.

Rezistente in plan 248.
= admisibile 316.
o5 reduse 301.

& compuse 415,

oy (coeficiznt de) 288.
X flambaj 542.

3 (suprafete de) 348.
o (solid de egald) 330.
~ (disc de egala) 791.

Rigiditate (modul de) 352.
Ritter 156, 181, 217.

Sigeatd 356.
3% grinzilor in zabrele 572. .
Sambure central 421.

Saint-Venant (Barré de) 308, 312, 324,
Sarcini (vezi incarciri) 405, 408, 410.

- critice 527.
. dinamice 704.
5 directe si indirecte 127.
ol elastice 323.

Scari 38, 435, 470.

Schiile 290.

Scurgere (limita de) 285.

~ Sectiune (a barei) 3.

5 brutid, netd, ideala 325, 327.
. periculoasa 326.

IFICA
2007

CEETRALA URIVERSITARL
%\ ’{LJ'L':'._."U’?;:-‘A \ £

Scetiune (metoda sectiunilor) 100, 154,
228.

Sigurantd (coeficient de) 316.

Simpson 437, 595.

Sini 694.

Sistem nul 50.

Stabilitate 525, 708.

Sten 235.

Stodola 717.

Stramutiri (vezi deplasiri).

Subtirime (coeficient de) 542.

Suprafete (geometria lor) 720.

Suprapunerea efectelor 149, 297.

Taluz natural 257.
Teava 783.
,» cu manson (cercuitd) 787.
Temperaturd (variatie de) 566.
- (influenta ei) 597.
Teren elastic 466.
Tetmajer 542, 543, 545, 546, 547, 553,
554.
Timocenko 533.
Trisectoare 463.

Utilizare (coeficient de 514.

Vectori 5.

= (scalarul, directia si algebra)
5, 6. ;

Vectori (diferentierea lor) 17.

Vibratia grinzilor 708.
33 (frecventa ei) 709.

Vierendeel 660, 661, 665.
Vitesa critica 716.

Whitworth 495, 496.
Winkler 119.
Whler 294.

Zeiss-Dyswidag 747, 752.
Zid de sprijinire 257.




