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VIII. GRINZI CU ZABRELE iN SPATIU.

A) Consideratiuni generale.

Aceste constructiuni le obtinem in acelasi fel ca si grinzile cu
zabrele plane, cu singura deosebire ca in spatiu, pentru fixarea
unui punct in mod invariabil de o constructie, avem nevoie de 3
bare (fig. 167) articulate la capetele lor si invariabile ca lungime.
Dupa aceastd regula, daca grinda cu zibrele are
n noduri, avem nevoie de 3 n bare. Se observa
ca pentru a lega in mod invariabil primele trei
puncte avem nevoie numai de 3 bare, deci in
total regula de mai sus ne di un surplus de 6
bare, si deci numarul barelor este:

(1) m=3n—6

Ca si la grinzile cu zdbrele in plan, putem
suprima o bard inlocuind’o cu alta, cu condifia Figura 167
insd ca sistemul si raménd nedeformabil, adica o

parte a grinzii si nu poati avea miscéri, de orice fel, fata de
cealalta.

Daca se pleaca dela consideratiunea .gasirel eforturilor din bare.
se gaseste aceeasi legatura intre numarul barelor s1 numarul noclu-
rilor. In adevir, daci avem n noduri, vom seri 3 n ecuatii de echi-
libru. Sistemul fiind in echilibru sase ecuatiuni intre fortele dela
noduri — forte date si reactiuni — trebuesc satisfacute, asa ca
pentru determinarea eforturilor din bare nu dispunem decat de
3n —6 ecuatii si deci acesta trebue si fie numirul barelor,

Pentru ca eforturile in bare sa fie finite, trebue ca acelasi deter-
minant 4, = 0, determinant care are exact aceeasl structura ca
la grinzile plane.

15. 1934, Gh. Em. Filipescu. Statiga
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Pentru determinarea eforturilor din bare vom scri echilibrul
fiecirui nod s1 vom cépata un sistem de ecuatii liniar s1 omogen
in /7, intocmai ca la grinzile plane, s1 deci expresia efortului va fi
de forma:

(2) 1\7[]; = Ny Fl + ... + Nifesi F,' -—I— oleisle

Asa dar, putem utiliza suprapunerea efectelor, ete.

In fine toate consideratiunile generale avute acolo in vedere
sunt aplicabile si aci.

B) Determinarea eforturilor din bare.

Avem s1 aci aceleasi metode ca la grinzile plane.

1. Metoda separarii nodurilor.
a) Metoda lui Cremona.

Vom scri echilibrul fiecarui nod in parte, deci vom aplica metoda
lut Cremona.

Pentru a putea aplica aceastd metod#, este nevoie si incepem
descompunerea dela un nod din care pleacd numai trei bare si conti-
nudnd descompunerea sd ajungem la un nod la care avem iardsi numai
trei necunoscute.

S’a dat morma graficd si analitici pentru efectuarea acestei
descompuneri.

Procedand in acest fel pe cale graficd, se obfin in cele doua
plane de proiectie doud figuri reciproce, a caror laturi ne dau in
proiectie eforturile din bare, pe cari apoi putem sa le aflim in ade-
varata marime.

Numarul barelor fiind m =3 n—6 si cum o bara apartine la
doud noduri, inseamna cia m mediu intr'un nod este:

(3n—06)/(n/2) =6 —12/n bare.

Se poate usor recunoaste, ca, chiar pentru un numair restrans
de noduri, putem avea grinzi cu zibrele la cari din fiecare nod sa
plece mai mult decat trei bare si deci nu putem aplica metoda
lui Cremona. :

Pentru a o putea aplica, grinda va trebui si mai indeplineasca
o condifiune speciala, intocmai ca la grinzile cu zabrele plane.

Daca se urmeazi exact acelasi rafionament ca acolo, se giseste
ca acea condifiune este ca grinda cu zdbrele in spafiu sd rezulte din
juxtapunerea a o serie de piramide triunghiulare, cari nu se pdtrund.
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Dupé aceastd norma s’a alcituit grinda cu zabrele din fig. 168.

De triunghiul 123 s’a fixat nodul 6; de triunghiul 163 s’a
fixat nodul 8; de triunghiul 138 s’a fixat nodul 4; de triunghiul
168 s’a fixat nodul 5; de 368 s’a fixat nodul 7, de 568 s’a
fixat nodul 9, etec.

Se recunoaste numaidecat cd pecand dela nodurile 13 si 15,
putem gasi eforturile in toate barele, pAnd la nodurile 6 si 8. Daca
plecam si dela nodurile 2 si 4, gasim
eforturile si in restul barelor.

b) Metoda lui Henneberg.

In cazul cand grinda nu indeplineste
conditiunea de aplicabilitate a metodet
lui Cremona, vom aplica metoda lut
Henneberg.

Suprimdm din grinda cu zabrele o
serie de bare si introducem din nou tot
atitea, cate avem mnevoie pentru a
transforma grinda in una careia
putem sd-1 aplicim metoda lui
Cremona. Sub actiunea sarci-
nilor date, aflam eforturile in
toate barele acestei grinzi astfel
transformati.

Fie Ny, Ny, N;. .. eforturile
din prima, a doua etc., din
barele introduse din nou.

Suprimém apoi toate fortele

Figura 168

de pe grinda si dupid directia
primei bare suprimate, intro-
ducem in nodurile respective doui forte egale cu 1¢ si de sensuri
contrare si aflam din nou eforturile in toate barele grinzii transfor-
mate. Fie ny, ng, ny... eforturile din prima, a doua etc., din
barele introduse.

Suprimam apoi aceasta forta si introducem alte doua egale cu 11,
in aceleasi conditiuni, dupi directia celei de a doua bara suprimati.
Fie ny,, ngy, ngy ... eforturile din barele introduse.

Facem acelasi lucru pentru toate celelalte bare.

Notam cu X, Y, Z etc. eforturile din barele suprimate.

15%
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Dacé facem exact acelasi rationament ca la grinzile plane, barele
introduse le putem suprima cind:

R = e e Yoy S 2
— Ny, =X Ny +Y ng SE e Ay

(3)

Vom avea atitea ecuafil cate inlocuiri am avut, cari ne de-
termind valorile lui X, Y, Z, etec.

Bazati pe suprapunerea efectelor, deducem eforturile din ce-
lelalte bare.

Metoda este avantajoasa pentrucd rezolvam, in orice caz, un
numér mai mic de ecuatii decat in cazul ciAnd am proceda direct
la aflarea eforturilor, cAind am avea de rezolvat 3n—6 ecuatii.

2. Metoda sectiunilor.

Dupa norma dela grinzile cu zibrele plane, facem o sectiune in
grinda cu zibrele in spatiu.

p Toate fortele ce se gasesc de aceeasi
parte a sectiunii se reduc, dupd cum
se stie, la o rezultanta unica R, aplicati
intr'un punct ales dupa voie s1 la un
moment M care corespunde acelui punct.

S’a aratat la forte in spatiu, cum
putem gisi din grupul R si M compo-
nentele dupa 6 directiuni diferite in
spatiu.

Prin urmare, daca sectiunea facuta
taie 6 directiuni diferite, problema este
rezolvata. '

Se intdmpla ca la unele grinzi
s8 nu gdsim sectiuni cari si
taie numai 6 bare ci mai multe
si totusi descompunerea si fie
posibila fara a mai recurge la
rezolvarea intregului sistem de
3 n— 6 ecuatii.

. In  majoritatea cazurilor,
Figura 169 aceasta posibilitate ne-o dau
elementele geometrice ale grinzii
care prezintd anumite particularitati.
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Particularitatea curenta este aceca de a avea mai multe directiuni
cuprinse in acelasi plan sau concurente.

Vom ilustra cele de mai sus printr’un exemplu.

Grinda din fig. 169 are zibrelele astfel dispuse ¢& nu-i putem
aplica direct metoda lui Cremona.

Are particularitatea c& nodurile 1, 2, 3 si 4 sunt in acelasi plan.
De asemenea si grupurile de noduri 2, b, 758—3, 7,8, 4-—1, b,
8, 4—5, 6, 7, 8, ete. sunt cuprinse in aceleasi plane.

Facem o sectiune care taie barele: 1, 5— 1, 6—2,6—2,

7—3,8—4, 8si4, 5, in total 8.

Fortele din nodurile 1,2, 3 si 4, cari raiman de aceeasl parte a
sectiunil, le compunem intr’o rezultanti unica R, aplicata sa zicem
in nodul 1 si la un moment M,. Daca aceasti rezultanti am aplica-o
in nodul 8, atunci avem evident:

(4) M, =M, + 18 R

Vom nota in cele ce urmeazi directia 18 de exemplu, prin 18.

Vom lua momentul fortelor si al eforturilor din barele taiate de
sectiunea consideratd, mai intaiu in raport cu nodul 1 s1apol cu
nodul 8.

Proiectdnd aceste momente dupa directiunea 18, vom capata
momentul dupé aceasta axid. Se vede de pe figura ci in raport cu
aceastd axd momentele a cinci din necunoscute sunt nule pentruca
o intéalnesc.

Vom avea deci:

) e Nog 12.26 + Ly Npp 12. 27 4 b3 N3, 13.37 + Ly N, 13. 38
5 Al L B D a8
+ by Nyg 14. 48 { [,; Nys 14. 45 = M,

lzg Naq 87. 72 + lzg N3z 87. T3 + lgg Nyg 86. 62 + Igy N, 86. 61

6 y Sl AT Fo
(©) + lss Ny5 85. 5T + by Noy 85. 54 — M,

Daca se multlphca aceste ecua'gu scalar cu 18 daca se line seama

sunt complanarl cu 18 capdtam

by Nog 12. 26. 18 + L, N, 1227 18 + L, N,, 13. 37. 18 = M. 18
lgg NVog 86. 62. 18 + I, Nyy 87. 72. 18 + 1,5 Ny, 87. 73. 18 = M,. 18
doud ecuatii intre cele trei necunoscute din planul 2673.

Daca, dupa aceeasi normi, luim momentele dupa axele 25, 36
s1 47, vom capata in total 8 ecuatii cari ne dau valorile cautate.

£
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In cazul cand planul 1234 este paralel cu 5678, s1 acesta-i cazul
curent in practicd, atunci si vectorii 12, 27 si 78 sunt complanari cu
18, si ecuatiile de mai sus se reduc la:

i b Npg 12. 26. 18 + 1, N,, 13. 37. 18 = M,. '8
(7) los Ny B6. 62. 18 + 1, N,, 37, 73. 18 — M. I8

doua ecuatii cu doui necunoscute, cari ne dau direct efortul din
montanti 26 si 37.

Eforturile din montanti fiind cunoscute, pentru rest aplicam
metoda lui Cremona, incepand descompunerea sau reciproca dela
nodurile unde avem trei necunoscute, ceea ce este totdeauna posibil.

Asa dar, avem posibilitatea si gasim, oarecum direct, eforturile
din barele unei grinzi cu zibrele, rezolvand pe grupe restranse cele
3 n—6 ecuatii, a ciror rezolvare directi e o munecid foarte mare.

Chiar asa fiind, calculele sunt mai numeroase ca la grinzile cu
zabrele plane.

Volumele ce formeazi coeficientii diferitilor termeni se evaluiazi
grafic sau analitic dupa normele date, {indnd bine inteles seama de
semnele lor.

Aplicatia Nr. 44. Si determinam eforturile in barele grinzilor cu zabrele
din figurile 170 si 171 presupundnd ca la partea superioara se aplica dous forte
orizontale, egale si de directii contrare, cari
dau un moment M al cirui ax este evi-
dent vertical.

Fiecare grinda are cate 16 noduri. Gru-
pele de noduri 1, 2, 3, &4, —5, 6, 7,
8, — etc., sunt .situate in plane orizontale.

De asemenea grupele de noduri 1, 5, 8,
4 =125 =5 0 16 T gt
situate in cite un plan.

ete. sunt

Ambele grinzi, prin intermediul articu-
latiilor 1, 2, 3 si 4, sunt fixate de cate o
fundatie.

Peniru ambele grinzi, pentru fiecare nod
pulem scri cite trei ecualii, ajard de nodu-
rie 2 si 4 din prima figurd, unde nu putem
seri decdt cdle o singurd ecuatie si afard de
“nodurile 1, 2, 3 si 4 din a doua figurd,
unde nu putem scri decal cite dou ecuatii.

Deci pentru ambele figuri nu putem

Figura 170 scri decat cAte 3 X 16— 4& — 44 ecuatii.

Ca necunoscute avem eforturile in cele

m bare ale grinzii si reactiunile din articulatiile 1, 2, 3, 4. cari, in ambele
cazuri, au in total 8 necunoscute.
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Deci avem 44 = m + 8 si deci m = 36. Ambele grinzi au cate 36 bare,
deci sunt static determinate si putem gisi reactiunile si eforturile din bare.

a) Sd ne ocupam de grinda cu zdbrele din fig. 170. Facem o sectiune care
taie toate barele cari unesc grupurile de noduri 1, 2, 3, 4 cu 5, 6, 7, 8.

Daci luim momentul tuturor eforturilor din barele astfel taiate, mai intaiu in
raport cu nodul 1 si apoi cu nodul 3 si il proiectim pe directiunea 13, cipatim:

Lo Nag 12.26.13 + Ly Ny 14.48.13 = 0
lan Npe i 32:26.31 + Uy, Npet 35,483 0
din cari deducem:
Nasi— Niag—0%
Daca facem acelasi lucru si in etajele
superioare gasim:
Ngg=Nen =10 si Ny = Npys = 0.

Sa considerdm echilibrul nodului 5. Am
gasit Ng=0, rezultd numaidecat cd avem si:
Ny = Ngg="Ng; —="0.

Daca procedam astfel si cu nodurile 7,
10 si 12, gidsim ca eforturile din toti mon-
tantii si toate barele orizontale sunt nule.

Fac exceptie numai barele orizontale
cari leagd nodurile 13—14—15 si 16, ale
caror eforturi sunt independente de efor-
turile din restul grinzii si depind numai
de modul cum fortele F se transmit acestor

noduri.
Cu aceasta exceptie se vede cd numai

N

: £ Al i € Figura 171
diagonalele acestei grinzi se incarca cu 5

eforturi.

Sa le determindm. Sa ne ocupim de diagonalele 1-—6 si 1—38.

Momentul M putem si-l inlocuim cu un cuplu a doud forte orizontale
trecand prin nodurile 1 i 3. Fiecare din aceste forte trebue si fie cuprinsi in
planele determinate de nodurile 6—1-—8 si 6—3—38, deci vor fi paralele cu
6—8 sau 2—4.

Daca notim cu a, distanta intre nodurile 1 si 3 masurati dupd normali
la 2—4, atunci valoarea fortei ce se aplicd in nodu! 1 sau 3 va fi:

M/a = Fy,

Aceastd fortd, din planul 6 —1 —8, o descompunem dupd regulile cunos-
cute dupi directiile 16 si 18.

Astfel procedam si pentru celelalte. Prin urmare, problema este complet
rezolvata.

b) Sd ne ocupdm de grinda din fig. 171. Facem aceeasi sectiune ca in cazul
precedent, si luim momentele tuturor eforturilor din barele tdiate in raport
cu nodul 1. Se vede cad acest caz a fost tratat la metoda sectiunilor si expresia
momentului este datd de relatia (5). S’a vazut acolo ca eforturile din 2—6 si
3—7 sunt date de formula (7) si cd deci avem eforturile din montanti.



Dacéd facem si alte sectiuni similare, gisim eforturile din toti montantii.
Ca sd gisim eforturile din diagonale vom lua momentul in raport cu doud no-
duri asa fel incat, multiplicate convenabil, si dispard o serie de termeni si s
ne rdmana grupe de ecuatii cu cAt mai putine necunoscute.

Dacia expresiile lui 8, din (5) si a lui M, a cirui expresie este:

ln Nis 8115 + Uy Nyg 8116 + I, Ny 42.26 + I,y Ny, 42,97
+ by Ny; 48.87 + lyy Nyg 43.38 = M, — M

le multiplicam scalar cu 14 si daca tinem seama ca M 14 = 0, obtinem:

~

4+ Iy N, 12.2

l
f

3
o
=

Ly Nyg 12.26.7% + L; N,, 18.37.

~1
=N
N

4+ L3 Ny 13.38.14 = 0

lis Ny 52.26.14 + 1,; N, %3.37.14 + I N 5095

4 + I3 Ny 43.38.146 = 0

(=

doud ecuatii cu doud necunoscute in Nyzy Nyg, pentruci pe Ny si Ny, ii cunoastem
din ecuatiile precedente.

Asa dar, am gasit eforturile si in toate diagonalele.

Daca seriem echilibrul nodurilor 5, 6, 7, etc., gisim si eforturile din barele
orizontale 5—6, 6—7, ete.

. In acest mod-am gisit eforturile din toate barele grinzii cu zibrele.

Din aceste doud exemple se vede ci modul de asezare al diagonalelor
influenfeazd distributia eforturtlor in toate barele grinzit cu zdbrele.

C) Reazimile grinzilor cu zibrele.

Echilibrul grinzilor cu zabrele se asigurd in genere prin reazime
simple si articulatii, cari se aplica diferitelor noduri.

Se stie ca in plan o articulatie are doua necunoscute, un reazim
simplu una singura.

Daca notdm cu a numirul articulatiilor si cu s acela al reazimilor
simple, atunci in plan aceste reazime vor avea 2 a -+ s necunoscute.

In spatiu vor avea 3 a -+ s necunoscute.

La grinzile cu zabrele am gasit eforturile din bare scriind echllibrul
fiecarui nod in parte $i am vizut cum din acele ecualiuni rezults
si reactiunile.

Daca n este numarul nodurilor, m numarul barelor grinzii cu
zdbrele, a numarul articulatiilor si s numarul reazimilor simple cari
asigura echilibrul grinzii cu zabrele, atunci in plan numirul necu-
noscutelor trebue si satisfaca relatia

(1) m-+2a+s=32n
iar in spatiu ‘

(1) m+3a-t+s=—3n
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Dacd pentru o grindd pland avem m = 2n — 3, atunci rezulta:
s

Prin urmare, o articulatie i un reazim simplu asigura echilibrul
grinzii.

Relatia (1) este satisfacuta si atunci cAnd de exemplu mai adaugam
un reazim simplu, insd micsoram numiarul barelor cu una.

Acelasi lucru si in spatiu.

Se va avea griji ca bara care se suprima si nu permiti defor-
marea sistemulul.

Echilibrul oricarei grinzi cu zabrele va fi asigurat si vom putea
determina valoarea reactiunilor si eforturile din bare, ori de cite ori
sunt satisfacute relatiile (1) de mai sus.



IX. REZISTENTE.

A) Rezistente. in spatiu.
1. Generalitati si definitii.

Un corp gasindu-se in echilibru sub actiunea fortelor exterioare,
va trebui ca si fiecare particicd din el si fie de asemenea in echi-
libru sub actiunea fortelor ce lucreazd asupra ei.

Daca, din interiorul corpului, separdm un element de volum, 1,
marginit de o suprafatd (2, acesta va trebui de asemenea sa
satisfaca ecuatiile de echilibru.

Sa vedem fortele cari lucreazd asupra lui. Mai intdiu vom avea
greutatea  sau atracfiunea ce exercitd asupra lui
restul corpurilor inconjurdtoare, sau fortele ce
rezulta din acceleratiile la cari este supus. In al
doilea réand vin reacfiunile ce le exercitd corpul
asupra suprafetii acestei particele de volum, reac-

tiuni egale cu actiunile ce le exercitd acest element
de volum asupra corpului din care a fost detasat. Figura 172
Acestea sunt evident forte.

Daca consideram un element de suprafata dQ (fig. 172), si daca
asupra ei se exercitd o fortda dF, atunci limita raportului:
(1) dF/dQ =R
poarta numele de rezistenja.

Rezistenta R va avea o valoare numericd, care, din definitia ce
i s’a dat, se vede ca se masoard in forta/suprafati. In mod curent
noi o exprimam in kg/em? kg/mm?, sau t/m?*).

*) In sistemul m, ¢, s (metru, tond, secundd) unitatea de fortd este stenul =
102 kg greutate, adica forta care da unei mase de 1 tond o acceleratie de 1 m/
sec®. Unitatea de rezistentd se mésoard in sten/cm?® = piez. Rezulti deci: 1,02
kg/mm?® = 1 piez sau 1 kg/mm?® = 0,981 piez. Aceastd unitate este putin
intrebuintata.
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Rezistenta R va avea st o direcfiune care va i aceea a lui dF.

In definitia lui R intra si elementul de suprafata, care pe langa
mérime are si o direcfiune, care este fixati prin directiunea », a
normalei la elementul de suprafata.

Se va considera » positiv, ori de cate ori este dirijat din
interiorul corpului spre exteriorul Iui.

Rezistenta R are in genere o directiune oarecare. O putem deci
descompune, in planul determinat de ea si normala la suprafata,
in doudt componente: una dupd normala v la suprafata d 2 si alta
dupd tangenta 0 la aceastd suprafafd si cuprinsi in planul deter-
minat de R si ». :

Componenta dupi normali poarta numele de rezistentd normals.
iar cea dupa tangenta, rezistenfd tangentiald.

Prima se mai numeste rezistenta la tensiune sau compresiune,
si valoarea ei se noteaza cu . A doua se numeste si rezistenta la
litere sau forfecare si valoarea ei se noteaza cu .

Asa dar:

(2) Kooz Ripecl GLR D

Vom avea evident:

=9y —Rvr , B—80—=T6.5

+ % =R sau 9(1_/—}—6(922

&l

2. Ecuatiile de echilibru.

Elementul de volum V trebue si se gaseasca in echilibru sub
acliunea urmatoarelor forte:

1°. Greutatea G, a elementuluj de volum, care este egala cu y v,
7 fiind greutatea specifica a materialului din care este facut corpul.

2°. Daca elementul de volum este in miscare, el mai este supus
la jorta m de/dt in care m $i ¢ sunt masa si 1uteala elementului
de volum.

3% Fortele cari rezulic din rezistentele R, de pe toatd suprafata
elementului de volum i care au valoarea:
F=[Rde

Pentru echilibru trebue s avem:

yV+mds/dt+F —0
EV—f—m M/dt+a7=0

adica rezultanta si momentul, in raport cu un punct oarecare,
sé fie nule.
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.

In cazul cand acceleratia este nuld, avem:
yVALF=0 ayViagh=6

Acestea sunt ecuatiile pe cari ni le di mecanica.

3. Valoarea rezistentei R dupi o directiune oarecare.

S& presupunem cd avem un element de volum de forma unui
tetraedru (fig. 173). Trei fete ale lui sunt ortogonale intre ele, cum ar
fi planele de coordonate ale unui sistem de axe rectangular, iar
fata patra ABC un plan oarecare. Directia acestui plan (ABC)
este fixata prin directia normalei sale v, valoarea suprafetii fiind O.
Notam cu Z“, ;]‘, Z directiile axelor de coordonate Z, Y, % Planul
OBC, normal pe axa o z, va avea
directiunea — &, cieci directiunea
lui este aceea a normalei sale
(totdeauna din interiorul spre
exteriorul corpului). '

Suprafata OBC va fi egala
cu proiectia suprafetii ABC pe
planul y 0 z si va avea valoarea Q

multiplicatd cu cosinul unghiului
ce fac intre ele directiile norma-

Yvij
Figura 173

o]

lelor lor. Cosinul acestui unghiu

este — & = — a si deci valoarea suprafetii este —&1v Q = 4 O,
Pentru celelalte suprafete, dacid notim i p o b. {v =¢, avem
—b802 51 —cQ.

Pe fata ABC avem o rezistenta R, iar pe fetele ce corespund
directiilor &, ;7, ¢ avem rezistentele R, ﬁy, si R, ale caror valori
si directiuni sunt oarecari si cari in genere diferd de normalele la
suprafetele respective.

In aceste conditii, si scrim ci suma fortelor este nula, avem:
PVHR2 —RaQ—Rb0 —Ro0Q =0

In tot ce urmeazi, vom presupune suprafata 2 infinit mics,
aga ca sa putem presupune oricind, cd rezistentele de pe fetele
respective sunt uniform distribuite si ca rezultanta lor se aplica
in centrul de greutate al suprafetei.

Daca impartim cu 2 si observim ca V/Q2 =h/3, in care h
este indlfimea tetraedrului coborita din O pe planul ABC, si daca
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facem elementul de volum infinit mic, deci h = 0, atunci ecuatia
precedentd se reduce la

(3) i:air%—bi,,#—ci;

Cand dam diferite inclinari planului ABC, R, ﬁy si R, raman
constante, ceea ce variazd este numai directiunea normalei 7. Asa-
dar, R este o funcgiune liniard de cosinurile directoare ale normalei
la faja ABC.

Sa aplicim aceluiasi element de volum ecuatia momentelor.

Luam momentele tuturor fortelor in raport cu 0, centrul de
greutate al fetei ABC.

Forta R 2 va da evident un moment nul. Momentul greutatii
elementului de volum va fi egal cu hy 7 V, in care hy este distanta,
ca mirime s1 directiune, dela centrul de greutate al tetraedrului
pand la 0,. Momentul fortei ce corespunde rezistentei de pe fata
OBC va fi —aQ.ER, dz/3. Insa afl2dz/3 =V, volumul
tetraedrului si deci momentul este egal cu — & R,. V.

Daca facem acelasi rationament si pentru celelalte fete, facem
suma, impar{im cu £ si trecem la limitd considerand elementul
de volum infinit mic, capatam:

(4) ER+n Ry + IR, =0

Ecuatiile (3) si (4) ne arata ca rezistenta R, in un punct oarecare
din interiorul corpului, depinde de rezistentele R, ﬁy S ﬁ;, deci
de 9 elemente. Ecuatia (4) ne aratd ca intre ele existy 3 relatiuni
si deci R este complet determinat cind cunoastem 6 elemente.

Din ecuatia (4) mai scoatem o concluzie foarte importanta.

O multiplicdim vectorial cu » s1 capdtam:
(5) RzaRx—}—bRy—i—CR;:-E.;ir-{—ﬁ.;ﬁy—{—
Pentru o alta directiune 7, vom avea:

) R=En Rk R, L E5 R

z

Co R,

Daca multiplicam (5) scalar cu 71, se observa, numaidecat, ca
avem:

(6) Ry, = R, ».

-Cu alte ceuvinte: proiecfia rezistenfei R, ce corespunde planului v,
pe direcfia vy, este egald cu proteclia rezistentii R, ce corespunde pla-
nului vy, pe directia ».

Directiile pentru cari avem Rpy=

Ry v =0 poartd numele de
direcfiuni conjugate.
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In special sa presupunem cd avem o directiune 7,

corebpunde remsten‘;a R §1 dlrecylunea infinit vecina 1 +
ii corespunde rezistenta R -+ dR.
In virtutea relatiei (6) avem:

R v+ dy)

(R + dR)

= |

care ne da:

(7) Rdv =vdR

4. Componentele rezistentei X.

Vom determina aceste componente asa ca ecuatfia (4) sa fie
satisfacutd, deci vom determina cele 6 componente ale lui R

Pentru aceasta descompunem remsten’ga + 1n trei componente
paralele cu cele trei axe de coordonate (fig. 174).

Componenta paraleld cu aza Oz si deci normala pe planul OBC
0 notam cu I, iar cele dou# componente continute in acest plan
s1 normale pe axele OJ §10z, le notdm respectiv cu &, si 5. Daca facem
acelasi lucru si cu R, si R. avem:

“»%
oe

S
Il

T
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Rezistenta normala 9,
se defineste ca positiva,
ori de cate ori este diri-
jatd din interiorul corpu-
lui spre exterior, cu alte

cuvinte, cand este diri-
jata dupd sensul positiv
al normalei la suprafata.
In acest caz poartd nu-
mele de rezistentd la

R

tensiune. In caz con- -
trar, rezistenfd la compre- Figura 174
stune. :
In mod general, vom avea in primul caz 90 iar in al doilea — 90.
Din aceasta definitie, rezulta ca semnul lui 9C este absolut inde-
pendent de sistemul de axe la care am reperat elementul de volum

si fetele lui §i independent de orientarea felii pe care se aplica.
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Din definitia de mai sus pentru 9 si din ecuatiile (8), rezulta
si sensul positiv al rezistentelor &. Daca 9U positiv este dirijat citre
directiunea negativa a axei cu care este paraleld, atunci §i & este
positiv, cind este dirijat citre directiunea negativi a axei cu care
este paralela. In adevar, dacd prima ecuatie din (8) o multiplicim
cu —1, avem:

— R =— &N, —46,— (5,

cu alte cuvinte, daca + 9T este dirijat citre — &, atunci Sl G, si
+ G, sunt dirijate respectiv catre —» si — C.

Dupa modul cum s’au facut notatiile, se vede ca s’a notat cu
G, rezistenta tangentiala din planul OBC, normali pe axa Oz si
tot cu &, rezistenta tangentiald din planul OCA, normala pe aceiasi
axa Oz. S’au mnotat cu aceeasi literd pentruci sunt egale.

Acelasi lucru este si cu &, din faja OCA si OBA si cu G, din
fetele OAB si OBC. :

Aceasta se poate arita fie efectudnd produsele vectoriale aritate
de ecuatia (4), fie luaind momentul tuturor fortelor in raport cu
cate o axa, paralela cu cele trei axe de coordonate, trecand prin
centrul de greutate al fetei ABC.

In adevir, lnAnd momentul in raport cu o axa paraleld cu Oz,
vom avea:

1°. Momentul fortei ce rezulta din rezistenta R este nul, pentruca
Intalneste axa.

2°. Momentul fortelor ce rezulta din rezistentele &, vor fi:

T (8. aRdz/3 —B,bQdy/3) =T (6.5} V.
3°. Momentul greutatii tetraedrului va fi
yhy.V
4°. Momentul fortelor ce rezulta din rezistentele 97, Iesio I,
sunt nule pentruca intilnesc axa de momente.
5. Momentele fortelor ce rezulta din rezistentele T, $1 6, sunt
nule pentruca fortele sunt paralele cu axa.

Suma momentelor este:-

= ~

& (G:‘05)+7’ hl =0
Facand elementul de volum infinit mic, avem h, = 0, st deci

C

:Gz

a

2

Aceastd proprietate poartd numele de dualitateq rezistentelor &
§1 se exprima astfel:
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Daca intr'un plan oarecare existd o rezistentd tangentiald &, atunci
intr'un plan normal pe precedentul va exista o rezistenfd tangentiald
G, egald cu precedenta st simetric dispusd fatd de muchia comund
a celor doud planuri.

Prin urmare, rezistenta R se poate exprima in functiune de e
R, si R, intre cari exista relatia (4), sau numal in functiune de
sase elemente: 9T, %, I., G,, G, si G, relatia (4) fiind satisfacuti
in acest caz.

Componentele lui R, dupa cele trei axe de coordonate, le notim
cu Rg Ry st Re. Vom avea evident

in care:
i q g R e
Daca in aceste relatii punem valorile din (3) si apoi cele din (8),
avem:
(9) Ry =bR,+¢6,+as,
Re=¢cX,+a6,+ b6,

Aceastd ecuafie se poate deduce si proiectand dupi cele trei
axe fortele ce actioneazd asupra elementului de volum.

5. Variatia rezistentelor 9T

a) Rezistente si directiuni principale.
Din ecuatiile (2) s (3) rezultd imediat:
1) B S e e
Se observa mai intdiu ca pentru valori finite ale lui R,. .., avem

valori finite pentru 9T, céci cosinurile directoare variaza intre ——1
si +4. Din expresia de mai sus, mai rezulta ca 9 pastreaza acecasi

valoare pentru —-» si —7.
Daca plecam dela directiunea - » si trecem prin toate directiu-
nile, pana ajungem la —», N fiind finit, va trece prin unul sau

mai multe maxime §i minime, pentrucd revine la valoarea initiala.

S presupunem ci ludm ca directiune de plecare directiunea
ce corespunde unui maxim. Facdnd acelasi rationament ca mai sus
se vede ca I trece cel pufin printr'un minim.

16. 1934, Gh. Em. Filipes

(ATREA DNKERSIT LR,\))

a2

ilor si Rez'stenta materialelor.
Y
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Daca, dupa diferitele directiuni », purtim pe raza vectoare v,
valorile lui 9, extremitatile lor vor fi pe o suprafata inchisa, care
Va avea un centru de simetrie si care va avea raze vectoare maxime
si minime.

Sa gasim valorile maxime gi minime ale lui K si direcfiunile dupd
cart au loc.

IC va fi maxim sau minim pentru valoarea lui » care face d9U=0.

Din ecuatiile (2) si (7), deducem:

di =2 Rdy

Se stie ca dv este cuprins in intregime in planul normal pe »
si are ca valoare numerica unghiul d e, dintre directiunea » siv—+d .
Sa notam cu 0 acel vector, vom avea deci dy — 0de, si deci

dq/2de = R G

In planul normal pe » este si directiunea 6, din planul determinat
de R si 7, pentru care avem relatia (2), adicda R § = 3.

Deci:
(11) dRN/2 de =RO =73

Asa dar, derivata lui 9T in raport cu unghiul 2 ¢ este egald cu G.
Deci maximile si minimile au loc atuncj cand

dX/2de =& =0

adica pentru directiunile pentru cari & = 0. Pentru acele directiuni
R si 9 sunt paralele, adici coinecid.

Directiunile, pentru cari avem 9% maximum sau minimum,
poarta numele de direcfiuni principale, iar valorile lui 9¢ ce cores-
pund acelor directiuni, poarti numele de rezistenfe principale.

Sd presupunem ca, prin un mijloc oarecare, am gasit o direc-
tiune principald »;, si vom vedea maj in urma cum o gasim.

Sd consideram planul normal aceste; directiuni si in acest plan
o directiune oarecare v, cireia ii corespunde o rezistenta R,.

In virtutea relatiei (6) avem:

Ryvg = Ry, =0
pentrucd R;v, =0 si deci R, este cu

prins in intregime in planul
normal pe ;. In acest plan vom gasi

o directiune principala v, si
0 rezistenta principala 9T, asa cum s’a aratat mai sus,
Sé consideram o, perpendicular pe v, si 7,

: X 2> §1 rezistenta respec-
tiva R,
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Avem, tot in wvirtutea relatier (6)

si deci:
Rl — R =10

Prin urmare, R, este normal pe 7, si 7, 51 d1r1]at dupa Vg
Asadar, avem trei direcfiuni principale vy, vy §i v, normale intre
ele, cdrora le corespund trei rezistenfe principale 9C;, 9, IC;. Rezisten-
tele & in aceste plane sunt nule.
Daca luam ca axe de coordonate axele principale, atunci avem:

L — SRS S ) S

si ecuatiile (3), (8), (9) si (10) se transforma in:

(12) R = av, 5+ by, %+ cvs s

(13) R = 171 N if/ =39 R 1’—3 Iy
(14) Re=a R, ;, Rp=0b% , R=c%X,
(15) W =a?>N, + 029 2%

si daca ridicam (12) la patrat, mai gasim:

(16) R = a2 02+ b2 2 4 e K2

b) Elipsoidul rezistentelor.

Daca ridicam ecuatiile (14) la patrat si daca t{inem cont ci
(17) a®+ b+ 2 =1
avem:
S e e e 2

Prin urmare, extremitatile rezistentelor R, pentru orice direc-
tiune, se gasesc pe un elipsoid ale carui axe principale sunt chiar

directiunile principale.

¢) Determinarea rezistentelor principale.

Daca intr’'un plan avem o rezistentad principald, atunci ea coin-
cide cu normala la acel plan si componentele el dupa cele trei axe
vor fi:

Re = adt 300 Ry = A : Re==0)C

Wrp

16%
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Punand aceste valori in ecuatiile (9), avem:

a(H;—RN)+ 035, T+ ¢, =
2, e I 9
a6, + 53, + ¢(d, — ) =0

Daca elimindm a, b si ¢ intre aceste ecualil gasim ecuatia de
gradul al treilea in 9C:

(I, — xN) 6, G,
5: (K — %) 6, =0
Yttine Oor g0

G

Gt

Daca se desvolta acest determinant si dacd se noteaza:

2 (%) =p
(19) Z(— T 4+ B,2) = ¢
Ko Ky KN, + 26,8 ,8, — 3 (N, 5,2) —
gasim
(20) — B+ pI+ 2L =0

ale ciarei ridacini sunt cele trei rezistente principale 9, Koo Iy
Cantitatile p, ¢, r sunt invariante si deci avem Si:

2 =p, " ZHH, =g s KK, =

d) Determinarea directiilor prinecipale.

Vom presupune directiile principale »,,
cauta directia & a axei oz, asa fel ca in planul ce-i corespunde si

avem tocmai R,, acel dat. Prin urmare, vom avea de aflat cosi-

nurile directoare ale axei oz cu directiile v,
prescurtarea scrisului,

Vg, V3 cunoscute si vom

Vs $1 3, cari pentru
le vom nota dupi tabloul urmitor:

E
Ui £

Uy

V3 ¢y Covill ey

In acest caz ecuatiile (17), (15) si (16) se transforms in:

Beiaqoibs oL o o f
a3 9 + b2 K, + o2 K, — 9%,
@ 93 4 b2 K3+ o2 32— R2
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Avem trei ecuatii cu trei necunoscute a0 Rs1es
Numitorul necunoscutelor este:

1 1 1
Xy My Ny |=(9 — 9G) (9 — Ky) (9, — 9,
xy vy 91G
lar numiratorul necunoscutei a?;, de ex. este:
( 1 4 1
Ko I Ky | =(9 — ) (9, (9T, + Ig) — I, Iz — R
E i

Asa ca vom avea:
(21) a?=[R®— % (9, + K,) + K, Il /(T — T,) (Hy — K,)
Analog gasim pe b? si c2.
Pe aceiasi cale gasim:
(21) a3 = [k, — I, (9 + ) + 9, K] /(9 — %) (9, — %,)
a? = [R; — 9, (%, + Ky) + I, K] /(T — 9,) (9, — 9X,)

Cu aceste Va10r1 putem fixa pozitia axei prmc1pale v, fata de
cele trei axe &, 7, £. Facem apoi acelasi lucru cu », si v, '1fland cele
9 valori cari ne intereseazi.

6. Variatia rezistentelor G.

Am viazut ca aceste rezistente sunt nule, dupa directia axelor
principale, iar dupd o directiune oarecare au valoarea dati de
ecuatia (2). £.5]

6= RH sau & =R2— 92

Deci rezulta din ecuatiile (15), (16) si (17) ca B2 este functie de
a?, b? i ¢* functie finitd cu maxime §i minime. S studiem variatia
lui 6. Ea va fi maxima cind d&/da? = 0, deci:

dR?/da® — 2R dRK/da®—k =0,
in care k este un coeficient nedeterminat, pentruci avem ecuatia
de legatura (17). '

Din ecuatiile (16) si (15) deducem:

dR*/da? = J2, dI/da® = 9.
Procedand la fel si cu b si ¢ gisim:
X2 —2%9%, =k
(22) g2 — 29595, =k
e 2009, — [
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Scazand intre ele aceste ecuatlil, avem:
(23) = ¥ (9 + ) , A= ¥ (9 + X)) , A= 3 (W5 + 9)
acele

Prin urmare, maximile sau minimile Iui @ au loc pentru
directiuni, pentru cari sunt satisficute relatiile (23)

a) Valorile maxime si minime ale rezistentii .
Daca multiplicim pe rand ecuatiile (22) cu a2, b2, ¢? si le adunam,
avem:
RE—DME —J “sani G2 9L o}
Introducand valoarea lui k in (22), obtinem:
6=+ (% —xN) , = 4+ (e —xN) , 5= + (93 — 9N)

In cari introducand valorile din (23), avem:
£y (L—%,) , Gy td (3 — ) Gy=+44 (W;—K,)

I

(24) &,
minime ale rezistentelor .

Acestea sunt valorile maxime si

b) Directiile dupi cari avem § maximum si minimum.

N’avem decat si punem in ecuatia (15) valoarea lui 9T:

(@ —4

) Xy 4 (02— L) K, + e — ()

relatie care este satisfacutd, 9, 9, st I, fiind oarecari, pentru:
e s R

Acestea insd sunt cosinurile directoare ale planelor bisectoare.
corespunzand rezistentelor principale G 51 Ky, Prin urmare, rezis-
tenfele tangenfiale sunt mazime in planele bisectoare planelor prin-
cipale si au valorile date de ecuatiile (24).

~

7. Diagrama variatiei rezistentelor % si 3.
Am vazut ca valorile lui R variaza ca razele vectoare duse din

centru la un punct al suprafetii elipsoidului rezistentelor.
Se poate da insd o diagrama plana, care si reprezinte variatia

lui R, 9T i .
Din ecuatia (21):
a3 = [R®—I (I, A 9y) + 9, 9,]/(9K, — ) (T — )
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se vede, ca daca ne ocupam de planul care confine axa principala »,,
atunel §v; = a; = 0 s1 cum R2 = N2 | G2, vom avea:

G2 LR AR T L B R, =0

Oricare ar fi orientarea acestui plan care contine pe ¥, variatia
rezistentelor 9 1 G este datd de un cere, al carui centru 0, se gaseste
pe axa 09, la distanta 1 (90, 4 9C3) si de raza & (96, —90,) (fig. 175).

Abscisa unui punct de pe
cerc este 90, ordonata G, iar
distanta dela punct la origine R.

Daca presupunem ca luam
planul care contine axa v, vom
gasi alt cerc, in aceleasi con-
ditii, cu centrul in O,. Acelasi
lucru pentru ;3, pentru care Figura 175
gasim centrul 0.

Orice punct de pe aceste cercuri ne da 9 1 & pentru orice plan

care contine o axa principala.
S& presupunem ca luam un plan care face un unghiu constant
cu axa vy, rotindu-se in jurul acestei axe. Din ecuatia (21) deducem:

RE— I (I, F Ky) + 6% 4 Wy Ty — a2 (K, — ) [y — ) = 0

Legatura intre 9T s1 G este tot un cerc, de centru tot in Oy, insa
de raza:

(25) ri = aj(9 — I (W — ) + § (T — Ay)?

1

O directiune oarecare &, se fixeaza in spatiu prin cosinusurile
directoare, cu cele trei axe principale (a, b, c).

Formulele (21) ne dau pentru fiecare din acestea, cite un cerc
de'raza’ 7y, s, T

Se demonstreaza ca aceste trei cercuri se intélnesc intr’'un punct
din regiunea hasurata a fig. 175.

Prin urmare, orice punct din aceastd regiune ne di o stare po-
sibila de rezistente. Fiecarui punct ii corespund trei raze, (ry, r,, r3,)
si deci o directiune (a, b, ¢). Din aceasta figura se vede c&, daca
9P, > 9, > N, atuncl cea mal mare rezistentd tangentiald cores-
punde planului bisector ce contine axa 7y, ceea ce de altfel rezulti
si din formulele (23). Acest cerc poarta numele de cerc principal.

Aceastd reprezentare grafica se datoreste lui Mohr.
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8. Cazuri particulare.

a) Sa presupunem c#, in interiorul unui corp, rezistentele tan-
gentiale sunt nule peste tot, adica pentru orice directie. Acesta
ar fi cazul lichidelor perfecte in repaos, cand se stie ci nu exista
frecare intre diferitele elemente ale lor. In acest caz, orice directiune
este o directiune principala st din diagrama se vede ca rezistenta
este aceeasi dupd orice directiune, iar cele trei cercuri se reduc la
un punct. Prin urmare, cazul lichidelor perfecte nu este decat un
caz particular al presiunilor din interiorul unui solid oarecare.

b) Sa presupunem ca tn interiorul unui corp avem o tensiune 95
si dupa o directiune normala pe prima, avem o compresiune
Iy =9, iar dupa o directiune normala pe precedentele 9T, — (),
Daci se construeste diagrama in acest caz, se vede cd R este con-
stant dupa orice directiune cuprinsi in planul », », §i ca in planele
bisectoare & = - 9T,

B) Rezistente in plan.

Cazul curent din practica este acela in care H;=0,8: =0, Gy i—=0;
Observim ca rezistentele 97, Xy si &, sunt complanare.
Acest caz se poate studia ficand in formulele stabilite pana aci

%, W E e .

= Se poate studia si direct ca in
cazul precedent, insi in loc de
a lua un element de volum in
forma de tetraedru, se ia unul in
forma de prizma triunghijulara, a
.cérui inadltime misurata pe nor-
mala la bazi este h, arbitrara,

Figura 176 , care se poate lua egald cu uni-

tatea (fig. 176).

De pe figura se vede imediat ¢a avem:

(26) R:ﬂwg+wa)§+w%y+aa)ﬂ

Daci se ia momentul tuturor fortelor in raport cu 0y, centrul
de greutate al fetei AB, se constats numaidecat ci 3, din fata A0
este egal cu @, din fata BO si deci avem exact rezultatul gisit Ia
cazul rezistentelor din spatiu.
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1. Variatia rezistenfelor 9 si G.

Am avut ecuatia (2)
e — "Ry
Dacd multiplicam (26) scalar cu vy, avem:
H=a?I, + b2 K, + 2ab6G,

S& notim cu ¢ unghiul ficut de » cu & Avem:

Ev =a =cosp 7Y =b =sing

si tindnd seama cd avem:

cos?g = 1(1 4 cos2¢) , sin?¢ =1(1— cos2o)

L& 3
(27) I = LI, + IKy) -4, — ) cos2 ¢ + 6, sin2 o

Sa multiplicam aceeasi ecuatie (26) vectorial cu », avem:
Ry =(aWat+05,) Ev+ bR, +aB,) nv

Insa:

Ryv=—=0C ; Ev=Csing=Cb ; 77_1)=—é'cosg;=-—5a
si deei: :
(28) 6 =—1 (H;—X,) sin2¢ | G, cos2o

Din (27) si (28) se vede numaidecat, ca: di/2do =6, si ca
9T este maxim sau minim, pentru directiile pentru care & = 0. Din
(28) deducem
(29) 1820, =26, /(X — K,).

Prin urmare, am gasit directiile axelor principale.
Daca introducem aceasta valoare in ecuatia (27) gasim valorile

rezistentelor principale:

(30) Wi =4 (W +K,) + 4 /(0 —N,)2+43.2

Maximile Tui & au loc pentru d&/2d¢=0. Derivand ecuatia
(28) avem:
(31) 1/tg2 ¢y = —28,/(N, — K,)

Comparand aceastd valoare cu aceea dati de ecuatia (29), vedem
ca ele diferd cu z/2, deci unghiurile @, si ¢; diferd intre ele cu
7 /4, iar maximile si minimile lui & au loc in planele bisectoare

planelor principale.
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Daca se introduce valoarea lui 182 ¢, in (28) si daca se tine
cont de (30), gasim:

6=+ 1 (%, —9K,)

2. Diagrama variatiei rezistentelor 9T si . Cercul lui Mohr.

S& presupunem ci am gasit directiunile principale s1 cad serim
expresia rezistentelor 9T s1 G in raport cu aceste axe.
Ecuatiile (27) si (28) se transforma in:

(27") = 3%, + 9%,) + I — 9T,) cos2 ¢
(28) 6= — 1(9; — 9,) sin2 ©

Daca se ridica la patrat si se aduna avem:
(32) [P0 — 309 + I)P + &2= (%, — 9,2

2
Ecuatia de legitura intre 9t si G
este un cerc de razi +(,—9C,) si
al cirui centru se gaseste pe axa
“‘.,\? x  absciselor 0%, Ia distanta (97, -97,)
X, (Tl 7
Cu ajutorul cercului lui Mohr
Figura 177 gasim pe cale grafica si alte ele-

mente carl ne intereseazi.

S& presupunem ca cele dous directiuni principale 7y si v, sunt
dreptele A, si AN, de pe fig. 178 si 179. Ele sunt evident paralele
cu cele doud directiuni.

Daca vrem sia gasim 8
I 51 G dupd directiunea /
n (AB), care face un-
ghiul ¢ cu »;, ducem
dreapta AB, care tae
cercul in punctul B.
Abscisa O si ordonata
XB ne dau pe N i3,
dupa aceastd direc-
tiune.

Suprafata pe care Figura 178
se exercita aceste re-
zistente este normala pe », deci paralela cu DB, punctul D
gisindu-se pe diametrul AO.D.
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Sa gasim pe epurd directia lui R, caci valoarea lui este OB.
Daca am cunoaste directia »,, conjugata lui », atunci stim ci
avem:

Ry = Ry5 =0
deci R este normala

pPe Yo
Avem 1insa:
R=%Nr+50

si Ro= Ty v By,

Figura 179

dec1
I vy~ B Ovg= 9y vor + Bp Ogp=0
s1 inca
Ovg/vvg = — K/B bov vy = — Ky /B,
De pe fig. 180 avem imediat ca:
bvy = — v, si deci
N6 =—95,/5,

Asa dar, directiile » si 7, sunt conjugate,
cand unghiurile COYX, si BOX; sunt egale.

Se vede numai decit, c¢i punctele B si
C sunt pe coarda care trece prin punctul P,
polul originii axelor de coordonate O in
raport cu cercul lui Mohr.

Asa dar, am fixat directiunea v, conjugata

luiv. R va fi normal pe v, deci va avea
Figura 180 directia CD.

C) Suprafete isostatice.

In interiorul unui corp, in care se dezvolta niste rezistente oare-
cari, si intr'un punct anumit, putem determina, asa cum s’a arétat,
directiunile axelor principale si valorile rezistentelor respective.

1° Sa presupunem ci pe axa principala »; considerim un punct
infinit veein O, in care caut de asemenea directiunile axelor prin-
cipale. Noua axd principala »; va diferi de aceea din punctul 0,
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considerat anterior. Dacd continuim asa, din aproape in aproape,
vom gési in definitiv o curbi la care axa principald 7, este mereu
tangenta.

Daca din punctul initial O plecdm in directiile v, si 7, vom gasi
incd doud curbe cu proprietati analoage, adici axele v, $i 73 sunt
mereu tangente la ele.. Aceste curbe sunt ortogonale intre ele in
punctul O.

Pentru orice punct din interiorul corpului, se pot construi cate
3 asemenea curbe.

2° Sa presupunem ca punctul infinit vecin 1l ludm in planul
determinat de 7, si 75 Inacest caz, noul plan determinat de vy si vy
ramane mereu tangent la o suprafal:é.

Acelasi lucru putem spune si despre planele determinate de
vy cu » si 73 cu .

Aceste suprafete se bucuri de proprietatea evidenti, ci in planul
lor nu exists rezistenta &, pentru
cd coincid cu directiile planelor
principale.

* Reteaua acestor suprafete im-
parte corpul in o serie de parale-
lipipede curbilinii, pe suprafetele

%" clirora nu se exercitd decat re-
Figura 181 zistente normale 9.

S& consideram un asemenea
paralelipiped, ale cirei laturi ‘trecind prin originea O a axelor de
coordonate au lungimea dsy, ds, si ds; (fig. ik

Laturile opuse vor fi evident ds; 4+ A ds,, ete.

S& proiectim toate fortele ce rezulta din rezistente, dupi
directiunea »,, dupd care avem I 51 dsy.

a) Pe fata care trece prin origine avem forta 9 ds,ds,. Pe
fm;i opusa avem: 9, ds, ds; -+ d (9, dsy ds3). Suma lor dirijatd dupg
+ 7, va fi d (K, ds, ds;) adica:

V.dX,/ds; 49, dsy Adsg + K, ds, A ds,

in care V = ds, dsy dsg, este volumul paralelipipedului curbiliniu
infinit mic.
Avem insi 4 ds, — ds, dsy /1y
St deci:

st Adsy =ds, dsy/rs,

(df)cl/d'gl =t %l/r!il ot %1/"21) i,
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In aceste expresii ry;, este raza de curburd a arcului ds, 1 in planul
vy vy, iar ry, este raza de curburd a arcului ds; in planul v, ;.

b) Pe fata ds, ds; avem rezistenta 9T, care ne da o forta 93, ds, ds;,
1ar pe fata opusa avem 0, ds; dsg + d (9T, ds; dss).

Aceste forte proiectate in planul ds; ds, ne dau niste compo-
nente egale chiar cu ele, pentrucad unghiul fiind foarte mic, cosi-
nusul lui este aproximativ egal cu 1.

Aceste componente dau o rezultanta dirijatd dupd —»;, a

carei valoare este
— [9, dsy dsg + Ld (I, ds; ds3)] dsy /1
pentrucd unghiul lor este egal cu ds,/7y;. Dacd neglijam, ca
infinit mic, termenul al doilea din parantezad, avem:
— X, V/ry
¢) In mod analog gasim pe fata ds; ds,:
— X5 V /gy

d) Daca greutatea specifici dupd directia -+ 7, este y, atunci
mai avem si forta y; V.
Si ecuafia de proectii pe »; conduce la:
(33) dI, /dsy + (g — IG) /1y + (9 — W) /151 + 1y =
In mod analog avem:
dIy/dsy + (g — Ns) /1 + (Hp—Ny) /115 + 72 =0

33
o dI;y/ds, (9C5 Ky) /s + (90 — y) /o3 + 93 =10

Suprafetele acestea cart impart corpul in o serie de paralelipipede
curbilinii, pe suprafata cdirora nu se exercitd decdl tensiuni saw com-
prestuni, poartd numele de suprafefele isostatice ale lui Lamé.

In cazul cand avem de-a-face cu rezistente in plan ecuatiule de
mai sus se reduc la
dRy/ds; + (W —Ry) /1, + 71 =0
d3Cy/dsy + (g — ) /11 + 72 =0

pentrucd toti ceilalti termeni sunt nuli.

(34)

D) Ecuatiile lui Cauchy.

Ecuatiile (33) si (34) sunt datorite lui Cauchy si le vom traduce
aci in coordonate carteziene.
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Vom presupune ca luam un paralelipiped de laturi dz, dy, dz.
pe fetele caruia, conform conventiilor de pand acum, vom avea
rezistenfe N si & (fig. 182).

In fetele cuprinse in planele de coordonate avem rezistentele
I si &, pe cand in fetele opuse, la distantele dx, dy si dz, vom avea
aceleasi rezistente plus niste cresteri 99T §i 3.

Daca se iau momentele tuturor fortelor ce rezulta din rezis-
tenfe, se gaseste principiul dualitatii rezistentelor .

Sé aplicam ecuatiile de proiectie dupa axa Oaz.

1°. Pe fata OBA,C
avem rezistenta 97, care

Gy e
q Fahn ne da o fortd dirijata

4 dupa — &, a carei va-
loare este — 9,dydz,
lar pe fata opusia avem,
g 4 dirijata dupa + &, o forta
N, (9 + 3N,) dy dz, a ciror
= rezultanti este 390, dy dz

/.'-‘Z _________ ] e b sau (39, /2x) dV in care
e / 5 dV = dx dy dz.
= 2°5iPe Aata OAB,C

(&2

e Bz+08z avem, dupa axa Oz, o
h- } . forta — &, dadz, iar pe
Tat 1y fata opusi (8,4-95.) dz dz

Figura 182 a caror rezultanti este
(8B./3y) dV.

3°. In mod identic gasim ci, pe fetele OAC,B si DA,CB,,
avem o rezultantd (9G,/3z) dV.

4°. Daca y, este greutatea specifica dirijata dupa Oz, vom avea
o fortd y,dV.

5% Daci elementul de volum este in miscare si animat de
iuteala ¢,, vom avea o for'gé‘_ dm.dp,/dt in care dm este masa ele-
mentului de volum si anume (»/g) dV, si deci forta rezultanta
este (y/g) dV .dp,/dt.

Daca facem proiectiile si dupa celelalte axe obtinem urms-
toarele 3 ecuatii:

/30 + 85, /0y + 35,132 + Y, - (/) dos /dt—0
(35) Oy /0y + 98,/0z + 35, /0x + y, + (y/g) dyy /dt=0
o /3z 4 9B, /ox - 36, /3y + v, + (v/g) dvs/dt=0
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- Este evident ci atunci cAnd corpul este in repaus, ultimii ter-
meni sunt nuli. Acestia au o importantd oarecare la corpurile cari
au miscéri repezi §i se va tine cont de el.

De obicei se neglijeaza si penultimii termeni, din cauza ca sunt
micl.

In adevar, pe fefele unui cub de otel cu muchia un ecm, se
exercitd rezistente cam de 1000 kg /cm?, ceea ce da forte de marimea
a 1000 kg, pe cand greutatea unui cm? de otel este 7,85 grame. Asa
ci in mod curent se utilizeazd primii trei termeni.

In cazul rezistentelor in plan, ecuatiile de mai sus se reduc la

99, /ox + 96, /9y = 0
N, /3y + 86,/6x =0
considerand neglijabili ultimii doi termeni.
In coordonate cilindrice, evident cd aceste ecualil se prezinta
altfel si se pot stabili pe aceleasi consideratii ca cele expuse mai sus.
Ecuatiile suprafetelor isostatice se pot deduce si din aceste
ecuatll.
Aplicatia Nr. 45. Se da un punct si dupd trei directii ortogonale Oz, Oy si

Oz avem:
9z = 700 kg /em?; 9y = 500 kg/em?; 9Tz = — 400
Gx = 300, » Gy =—100 » Gz = 200
Sa se giseascd rezistentele principale si sd se figureze pe diagrama lui Mohr
pozitia punctelor ce reprezinta directiile Oz, Oy si Oz.
Avem din ec. (19):
p =2 %z = 700 + 500 — 400 = 8.10°
—q* = 2 (9y %z — &) = 700 x 500 — 500.400
— 400 x 700 — 3002 — 1002 — 200% = — 27.10*
3= 9g Ky Nz + 262 6y 6z — 2 AN és.#
= —700.500.400 — 2.300.100.200
— 700.3002 — 500.100% + 400.200% = — 204.10°

Ecuatia (20) de gradul al treilea, este:
— 93 + 8.10% 92 + 27.10* 9% — 204.10° =0
care rezolvati prin incercari ne da:
9, =829 , 9, =482 , 9= —511 kg/em®

ridacini aflate cu o eroare < -+ 0,5.
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Pentru control avem:

= 9t, = 800
Z9, K, = — 270343
9%, Ky Ky = — 204 184358

Diferenta se explica prin faptul ci ridicinile sunt aproximative.

Fig. 183 reprezinta diagrama lui
Mohr si pe ea s’au fixat punctele ce
reprezinta directiile axelor date prin
coordonatele lor.

®

Aplicatia Nr. 46. S
in care avem:
Kz = RNy = 9%z = 0, Bz = 300,
Gy = —100, B: = 200 kg/em?
Sa se giseasc valorile rezisten-
telor principale.
Avem: p=0 , q* = + 14.10% , 3 — — 12,408, cari ne dau:
SR 08 g g9 qpe S
Ale carei radicini sunt:
96 =820, 96, — 91, o9v, — - 411 kg/em?
Fig. 184 arata reprezentarea grafica
respectivi.

o

dd un punct

Figura 183

Aplicatia Nr. 47. Se da:

'.')(_-r s 3(1/ = 3(3 = O; ‘(‘5,); = G” — ?5'; = G.

Se cer valorile rezistentelor principale.
Avem: p = 0; ¢ = +38%; 3= L 9253

=- X8 3G90 L oiEstaly
Ale carei radicini sunt:

Figura 184

K —26, 790 — G, G s

b ' !

X6
28 2@ O 72 G
Figura 185 Figura 186
Varianti. Acelasi caz insy O =%y =6, 6; — —5,

Avem: 9 — 3629t 4 98 0
care ne da:

atlz‘)tz:z;, Wg=tl O o

Fig. 185 si 186 ne arati reprezentarile grafice respective.



X. IMPINGEREA PAMANTULUI.

Adeseori avem ocazia si facem misciri de pdmant si suntem
obligati a-i da anumite forme.

Daca incercam sa facem o movila din pamant faradmitat,
vedem ca el nu ia forma pe care o voim noi, ci se ageazi sub un
unghiu anumit fatd de orizontala.

Acest unghiu poartd numele de unghiul taluzului natural pe
care-l notam cu .

Experienta aratd ca acest unghiu diferd dela padmant la pamant.
unul este pentru petris, altul pentru argila, altul pentru nisip, ete.

Mai mult inc#, acest unghiu depinde si de starea de umiditate
a pamantului s1 in genere cu cdt un pamént este mai
umed, cu atit unghiul taluzului natural este mai mic.

In constructiuni suntem obligati de foarte multe
ori s dim pamantului o inclinare alta decdt aceea
a taluzului natural si va trebui sa sprijinim pa-
méantul intr'un mod oarecare. Aceastd sprijinire se
face cu ajutorul unor ziduri de piatrd, beton sau
caramida, cari poartd numele de ziduri de sprijinire Figura 187
(fig. 187). Pentru a le putea calcula, va trebui sa
gasim forta cu care paméantul impinge asupra zidului. Aceasta
forta depinde de natura paméntului. Prin urmare, ne vom interesa
mai intdiu sd stim cu ce pamant avem de-a-face, pentrucd natura
lui diferind foarte mult, diferd §i valoarea impingerilor. Orice
pamant va fi caracterizat, in cele ce urmeaza, prin taluzul luc

natural y st prin greutatea sa specificd y.
Pentru calculul fortii cu care paméantul impinge asupra zidului
avem la indemand mai multe teorii. In toate se presupune cad masivul

de pamant este format din particule, cari n’au nicio coeziune intre ele.

17. 1934, Gh. Em. Filipescu. Statica constructiunilor §i Rezistenta materialelor.
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A) Teoria lui Rankine.

In interiorul pamantului se dezvolta niste rezistente 9 si G,
cari diferd dela punct la punct si dupd directia care se considera.
Masivul de paméant este in echilibru atita timp cadt o miscare in
interiorul lui nu este posibila. Sa presupunem ca, intr'un punct
oarecare si dupd o directie oarecare in interiorul pamantului, avem
rezistentele 9 si . O miscare este posibild numai atunci cand dupa
directia lui &, este posibild o lunecare. Daca coeficientul de frecare
intre diferitele particule este u, atunci lunecarea este posibila
numai cind &> p9C. Ori: coeficientul de frecare cel mai mare este
u =tgy. Asa dar, la limitd, o lunecare in interiorul masivului
de pamant este posibila cand
(1) G =gy

" Aceasta este relapia fundamentald care serveste la determinarea
impingerit pamdntulutr si este ‘datoritd lut
Coulomb. 4
© In aceastd stare a rezistentelor, lune-
carea producéndu-se, masivul ce luneca va
impinge asupra zidului cu o for{a oarecare.
In aceste conditii, si determinam forta de
impingere. '

S&  presupunem cid avem un masiv in-
definit, mirginit la exterior cu un plan
care face cu orizontala unghiul e (fig. 188).

Figura 188 S8 presupunem ca ‘in interiorul paAmAn-

tului considerdm un element de volum pa-

ralelipipedic, marginit cu 4 plane verticale s1 2 paralele  cu

suprafata pamantului. Secfiunea orizontald a acestui paralelipiped

este 2. Greutatea pamantului de deasupra elementului de volum
esteyh,. Q iar rezistenta R, pe fata AB, este:

(2) Rp = yhy 2 cose/Q = yhycos e = yh

Rezis‘;en;a verticala R, o descompunem in doui componente:
(3) X = yh cose.y, & :iyh sin .

Asa dar, la adéncimea h, masurati normal la suprafata paméan-

tului, pe un plan paralel cu aceastd suprafata, cunoastem valoarea
lui ¢ 51 G.
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1. Calculul grafic al rezistentelor.

Sa reprezentam pe. diagrama lut Mohr aceste rezistente (fig. 189).
Din originea O, pe o dreaptd paraleld cu suprafata pamantului,
luam o lungime OB = yh. . :

In aceste conditii proiectiile lui 0B pe cele doud axe, reprezinta
tocmai 9 s1 G date de ecuatia (3).

Ca sa gasim variatia, rezistentelor in jurul acestui punct n’avem
decat sa ducem un cerc prin B care s& aibd centrul O; pe dreapta O.

Observam ca putem duce o infinitate de cercuri. In conditiile

Figura 189

de mai sus sa ducem cercul tangent la dreapta OC, care face un-
ghiul 9 cu axa OX. Rezistentele reprezentate de punctul C,
satisfac conditiei (1) si anume:
(1) e =Ty
Asa dar, acest cerc reprezinti variatia rezistentelor in punctul
considerat, cdnd o lunecare in interiorul padméntului este posibila.
" Aceastd constructie graficd ne da si valoarea rezistentelor prln-
cipale, cari se vede c& sunt 97, si 9C,. <
Putem gasi cu ajutorul construcl;lel de ‘mai sus si celelalte ele-
mente ce ne intereseazi. ¢ 3 af
Daca din B ducem BA normal pe BO, adicd pe suprafata
paméntului, gasim punctul A pe cerc, care ne di directia axelor

17%
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principale A%, s1 A9, adica vy siv;. Unghiul din B fiind drept,
punctul A se giseste pa diametrul DO;A.

Punctul C, pentru care corespunde lunecarea, se gaseste pe
directia AC, deci lunecarea se face dupa directia CD, normala pe
AC. CD poarti numele de suprafajd de alunecare.

In conditiile punctului C se giseste §i simetricul sau C;, pentru
care avem & = — I tgy. Pentru directiunea AC;, corespunde planul
de alunecare DC;. Asa dar, avem doud plane de alunecare: DC si DC,.

S presupunem cd ni se di un plan oarecare DC, si ni se cere

Figura 190

valoarea lui I, & s1 R, ce corespund acestur plan precum si o, di-

recfia lut R.

Directia normald pe DC, este AC, deci abscisa si ordonata
lui €, ne dau pe I si &, iar rezultanta lor pe R.

Direcfiunea conjugatda lui AC,, este AB,, dreapta B,C, tre-
cand prin polul P, si direcfia normala pe AB,; este B,D, deci
directia o a rezistentii R este B;D.

Din modul cum s’a fiacut constructia, rezulti ci se mai poate
duce un cerc prin B, tangent la dreapta OC cu centru in 0, (fig. 190)
pethru care f:or'espund alte directiuni principale A9, A, si alté
rezistente principale 90, si 90, diferite de cele din primul caz. Si

pentru acestea avem planele de alunecare DC si DC,. evident
diferite de primele. : x
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De pe figura se vede ca planele de alunecare fac unghiuri egale
cu {7 — jy cu directia AXN, in primul caz §i cu AN, in al
doilea caz.

Primul caz, adicid atunci cdnd 9; < 90, ne da rezistentele cari
imping asupra zidulut de sprijin, atunci cAnd o lunecare in interiorul
paméntului este posibild. De aceea aceste rezisten{e se numesc
rezistenfe active. La aceste rezistente vom calcula un zid care spri-
jineste un masiv de pamant oarecare.

Al doilea caz, adicd atunci cAnd 90; > 9, ne da rezistentele
din interiorul pamantului cind zidul impinge asupra masivului de
pdmant si cand o lunecare este posibilda in interiorul masivului.
Aceste rezistente se numesc rezistenfe pasive. Cu ajutorul lor
vom calcula inaltimea de pamant necesaria pentru a rezista la o
impingere data, care se exercitd asupra pimantului dupi un plan
dat. Asa se face calculul ancorajelor in pamant.

2. Calculul analitic al rezistentelor.

Vom calcula mai intéiu valorile rezistentelor principale.

a) In cazul rezistentelor active.
Avem (fig. 191):
X, =00, — 0,C =00, — 00, siny =00, (1 — siny)
X, = 00, + 0,C = 00, + 00, siny = 0 O, (1 + siny)
Deci:
(4) /% = (1 —siny) /(L + siny) = tg* ({7 — Jy)
Pe de alta parte:
OB + 0D = (%, + 9,) cose
OB.0D = 0C2 =002 cos?y = L (I = 9,)? eos?y
Asa dar, OB si OD sunt radicinile unei ecuatii de gradul al
doilea, deci:

(5) OB, OD =+ (%; + %) (cos & + ]/ cose — cos?y)
De pe figurda se vede ca OB = yh > OD, deci:

(6) yh =1 (R, + K,) (cos & + |/ cos?e — cos?y)
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Din ecuatiile (1) si (3) scoatem:
9,y = ph (1 — siny)/(cos & + ]/cos & — cos’y)
oy = ph (1 + siny)/(cos € + ]/m
In cazul cAnd & = 0, avem:
Wyo = yh 18° (; 72— 59)
96— h

(7

(8)

b) In cazul rezistentelor pasive.
Avem (fig. 191):
K, = 00, + 0,C = 00, + 00, siny = 00, (1 4 siny)
R, = 00, — 0,C = 00, — 00; siny = 00, (1 — siny)

Figura 191

Deci:
(4;) Wy /Ay = (1 + siny) /(1 —siny) = 1g® (L7 + Lo)

OB si OD au valorile date de relatia (5) de mai sus, si se vede
de pe figura ca OB = yh < OD, deci

(6,) rh =% (9 + ) (cos & — |/ cos?e — cos*y)
Din ecuatiile (4;) si (6,) scoatem ers
%y = yh (1 + siny)/(cos ¢ — |/ cos?e — cos?y)
RKop = 7k (1 — siny)/(cos & — l/coszs — cos?y)
In cazul cand ¢ =0, avem

L%y, =ph gt (Lo 4 L)
(8,) :
NS ¥ P ‘%217 = yh

(7)
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In cazul cand & =0, se vede cd cele doud axe principale sunt
una verticala alta orizontala. .

Din formula (8) se vede ci dacad rezistenta dupa verticald
este yh, sau p, atunci in sens orizontal este yh 1g%(Lim— Ly)
sau pig*(i T —3y). :

Daca am avea de-a-face cu apa, pentru care = 0, atunci avem:

e 98, — i

Asa dar, din cauza frecérilor interioare, paméantul poate fi con-
siderat ca un lichid imperfect. e ;

In al doilea caz, formula (8,) ne aratd, — ca dacid impingem
orizontal in masivul de pamant cu 9, = yhtg*(Ln + ly) atunci
in sens vertical se desvolta 9y, = ph. :

In cazul apei 9%, = N,, = ph. :

Numai in cazul lichidelor perfecte, y = 0, presiunile’se transmit
egal in toate sensurile.

Pentru determinarea celorlalte elemente, mai avem nevoie de
unghiul @ pe care il face axa A, cu OX.

Sa notam cu 2@; unghiul BO,9,. Avem:

9) tg2ay = yh sine/[yh cos ¢ — LI, + I)]
iar din triunghiul ODI,, deducem:
(10) a=a,—¢
In cazul rezistentelor pasive, avem:
(91) tg2a; = yh sin &/[L(9; + 9;) — yh cos ¢]

si din triunghiul DI00, deducem: °
(10,) a=ua +¢

In constructia epurei am considerat axul O orizontal, deci
unghiul a ne fixeaza directia principald »; fatd cu orizontala. Daca
voim rezistentele dupa un plan a cérui normald face cu orizontala
unghiul g, atunci aplicdm formulele (27') si (28') dela rezistente,
unde ¢ = — a.

B) Teoria lui Rebhan.

Se bazeaza tot pe tpoteza lut Coulomb i anume cd o miscare in
interiorul padmAntului este posibild, atunci cdnd o lunecare este

posibila.
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Sa presupunem ci lunecarea are loc dupa planul AC, care face
unghiul a cu planul taluzului natural, inclinat cu y fatd cu ori-
zontala (fig. 192). In acest caz, masivul de pamant ABC, impreuni
cu sarcina de deasupra, lucreazid asupra planelor AB si AC
fntocmai ca o pani. Forta E, care lucreazd asupra planului A B,
face cu normala la acest plan un unghiu egal cu coeficientul de
frecare intre pamént si zid sau intre pamant si pamant.

Daca acesta din urma este
mai mic, atunci lunecarea are
loc intre pamant si pamantul
care aderda de zid. In aceste
conditii, E face cu verticala un
unghiu f. Forta (@, care se
aplicd pe planul AC, face cu
normala la acesta unghiul y
pentrucé lunecarea se face intre
pamant si pamant. Greutatea

Figura 192 penei de paméant cu sarcina de
deasupra este verticala si i1
cunoastem valoarea F si pozitia, cind planul AC este dat.

Aceste trei forte F, E si Q ca sa fie in echilibru, trebue sa fie

concurente si si formeze un poligon inchis, ca in figurd, din care
rezulta:

(11) F/sin(a + B) = E/sina = Q/sinf

In cazul cind spinarea zidului este poligonala (fig. 193), pe
diferitele portiuni de linii drepte
avem impingerile E;, E, E; In
acest caz, va trebui ca E,, E,, E,,
F si Q sa formeze un poligon inchis
ca in figura. Daca prelungim pe E;
pAna tae pe F, atunci se formeaza
triunghiul Fy, E, Q,in care F; este
portiunea detasatd din F de pre-
lungirea lui E,.

-

n

Se observa in acest caz, ci intre
F,, E si Q exista aceeasi relatie (11).
Dacé pe directia AD, care face unghiul v cu orizontala, luam
o lungime egala cu F si dacad de aci ducem dreapta DG car,‘e face
unghiul f cu AD, cipiatam la intersectia cu AC 1;unctul G.

Figura 193
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Observam insda cd ADG nu-i altceva decat triunghiul fortelor F, E, Q
(fig. 192).

Asa dar, daca am cunoaste pozifia planului de lunecare AC
am cunoaste si punctul G, deci valoarea lui E.

Facand sa varieze inclinarea lui AC, punctul G descrie curba
lui Culmann si se observd ca E trece printr'un maxim. Zidul va
trebui s@ reziste la acest E maxim. Ca si gasim pe £ maxim vom
anula derivata lui, din ecuatia (11), in raport cu variabila a.

Avem:

(12) dE/da = sina.sin(a + B) dF /da & F sinf =0

Sa evaluam pe F si pe dF/da.

Vom observa mai intdiu ci atunci cAnd F creste, a scade, deci
dF /da < 0.

Mai observam ca cresterea dF este independentd de faptul daca
spinarea zidului este dreaptd sau poligonald si deci concluziile cari
se scot, sunt aplicabile ambelor cazuri.

Notam cu h distanta dela A la tangenta in C la suprafata
pamantului, cu ds distanta CC, cuprinsi intre dreptele AC si AC,
cari fac intre ele unghiul da.

Daca greutatea specifica a pamantului este y si suprasarcina
p kg/m?, presupunind cd normal pe figurd luam o grosime egala
cu unitatea, atunci:

(13) dF = Ly hds |- pds = Ly hds
in care am notat:
(14) Y =y+2p/h
In aceste condifii avem:
(15) F =40

in care £ este suprafata ABC.
Pe de alta parte, suprafata triunghiului ACC, are si expresia
1 Pda, 51 deci

(16) dF/da = — 142

in care ! este lungimea AC.
Introducand in (12) valorile din (15) si (16) avem:

(17) Q = 1 Psina.sin(a 4 f)/sinf
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. Din € ducem dreapta CD,, asa ca unghiul CD;A sa fie egal
cu f. Notim CD; =e, AD, = b, iar perpendiculara din C pe AD
cu f. Avem (fig. 192): .

f =1 sina
(18) - sin(a 4+ B)/b = sina/e = sinf/l
Introducand aceste valori in (17), cipatam:
(19) ‘ ' Q=10bf=AACD,

Asa dar, dacd AC este planul de lunecare, atunci suprafafa triun-
ghiului ACD, este egald cu Q. Aceasta este condifia care ne [izeazd
pozifia planului de lunecare.

In cazul general aceastd pozitie se gaseste prin incercari.

Prizma ABC astfel determinati, poartd numele de prizma de
impingere.

Ca sa gasim valorile lui- E si Q n’avem decat sa multiplicam
ecuatia (11) cu (18) ceeace ne da:

(20) F/b=E/e=Q/l

in care punénd in locul lui F valoarea sa din (15) st (19), adica

= &0
capatam:

1) CE=3yfe 5 Q=1yfl

Caz simplu. Sd presupunem cd avem un zid care sprijind un
teren mdarginit printr’o suprafagi
pland i incircat cu o supra-
sarcind p (fig. 194).
Impingerea E face cu nor-
i mala la zid un unghiu Yy, care
| variaza intre zero §i v cand
frecarea intre pamant si zid
variaza intre aceste limite.
Daca AC este planul de
lunecare, atunci CD, face cu
Figura 194 AD unghiul B.
A Dreapta BD, paralela cu
CD, face, in acest caz, cu AB unghiul 9 + v, cum usor se poate
arata. In acest caz, lungimea AD; = a este cunoscuti.
Dacd AC este plan de lunecare, atunci A ABC = A ACD,.
Ducem D,C,//AC. S$i A ACD, = 4 Acc,,

pentruca au aceeasi
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bazi s§i aceeasi inaltime. Rezulta atunci BC = CC;. Lungimea
AD = b, masuratd din.A pana la.intersectia lui AD cu BD, este
de asemenea cunoscutd. Notdam AD; = 2. Din triunghiurile DD,C
si DD,B, deducem:

(b—z)/(x—a) e LbE — DC/CC
Din trlunghlurlle DCA st DCy D deducem
DEICCy<"b}a:

Din aceste doud relatiuni scoatem:

(22) ~ a* —ab.

Asa dar, z este medie proporfionald intre cantitifile cunoscute
a st b. Se poate calcula sau construi grafic cu ajutorul unui cere.
Avand punctul D;, avem imediat pe C si deci pe [ si e.

Dect avem pe E, a cdrut direcfiune o cunoastem.

Mai trebue sa-i gasim punctul de aplicatie.

E este rezultanta unor rezistente R, cu aceeasi directiune ca
si E, multiplicate cu suprafata pe care se exercita.

‘Daca notam suprafata AB cu hj, si pentrucd R este variabil

avem:
E = [ Rdh,
care prin diferentiere, ne da: :
(28 i : R =dE /dhy
din care putem deduce distributia lui R dupa AB.
Punem_ ;
(24) E=E + &,

in care FEy este impingerea datorita numai pamantului si E,
datoritd numai suprasarcinii. Avem evident:

Ey=%yfe si E,=pfe/h

‘De pe figurd se vede ca atat f, e cit si h sunt funci;lum liniare
de h; si deci putem pune

Ey—kh? o B =k
in care k si ky sunt niste constante.

De aci scoatem:

(25) e TR e S
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Asa dar, rezistenfele Ry datorite presiunii pamdntului variazd
liniar cu h, deci dupi ordonatele unui triunghiu, tar cele datorite supra-
sarcinet — R, — sunt constante st variazd dupd ordonatele unui
dreptunghiu.

Forta Ey, rezultind din rezistentele Ry se aplica la 1h, de
punctul A, iar cea rezultand din rezistentele R, — adica E,—se
aplicd la distanta 1h; de acelasi punct. Daci notdm distanta A
cu ¢ si daca luim momentele in raport cu A, avem:

(26) ¢ = (3Ey hy 3Ep h)/E

Deci am gdsit si punctul de aplicatie al lui E.

Sa gasim acum valoarea rezistentelor Ry si R,. Notim cu Ry y
cea mai mare rezistentd Ry, adicd cea din punctul A.

Conform celor de mai sus vom avea:

By =2%uh =iyfe , E, =R b =pfe/h

din care scoatem:
(27) Kya =yfe/lh ; Ry=pfe/hh,
Am fi putut lua variatia rezistentelor dupd inil{imea #,
am fi luat h ca variabild, in acest caz obtinem:
(28) Kya=yfe/k , R,=pfe/h

Suma celor dou# rezistente Ry 4 R, variazi dupi ordonatele
unui trapez. Centrul de greutate al acestui trapez ne da de ase-
menea pozifla rezultantei E.

adica

Sa& presupunem ci laturile neparalele ale acestui trapez se
intalnesc la distanta y dela suprafata pamantului,
directia lui k. Vom avea, din figura:

Rya/h-=R,/y
sau din formula (28) deducem: Yy =p/y
Aceasta ne aratd ci putem inlocui sup

fime de pdmdnt p/y. Rezistentele
ordonatele unui triunghiu iar impi

masurata dupa

rasarcina p printr'o indl-
R in acest caz variazi dupa

ngerea E este datoriti numaj
trapezului care se aplicd pe spinarea zidului.

Aplicatia Nr. 48. Un teren cu panta 20°
prafata face cu verticala un unghiu de 10°
mala la suprafata terenului, este 6 m (
tului este 1,8 t/m?
impingerii,

» este sprijinit de un zid a cirui su-
§1 & cérui indltime masurati pe nor-
fig. 195). Greutatea specifici a paman-
» 1ar unghiul taluzului natural 270,

S3 se giseascd valoarea
presupunadnd ci luim o latime de zid de

4y
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a) Rezolvare cu metoda Mohr.

+ Mai intdiu cu ajutorul formulelor (7) vom determina valoarea rezistentelor
principale 9a $i 9. Vom face aceasta la addncimea h = 1 m. Pentru adan-
cimea h = 6 m, vom multiplica rezultatele precedente cu 6.

Avem:
cose= 0,940 ; sine = 0,342 ; cos2e= 0,883
sin p = 0,454 5 cos>y = 0,794
paliocos ei= 1,692 .:; . plisine=0,6156

9% = 1,8 (1 — 0,454) /(0,940 + /0,883 — 0,79%4) — 0,794 t/m?
9%, = 1,8 (1 + 0,454) /(0,940 + /0,883 — 0,794) — 2,112 t/m?
T (9 + 9) = 1,453 t/m?.

La adincimea h-1m
V079 Em?  J02-212 tm?

Figura 195

Cu ajutorul formulelor (9) si (10) deducem orientarea axelor principale.
Avem:
g 2a; = 0,6156/(1,692 — 1,453) = 2,576

2@, — 680 AT iy — 1349, 2315 S U S 14959875
Asa dar, axa principala A9 face cu orizontala un unghiu a = 14° 23’,5.

Zidul fiind inclinat cu 10°, va trebui deci sd gasim valorile lui R, % si &
pentru directia AC, care face cu A9 unghiul:

o= 0+ a= 10° + 14023’ 5 = 249235
adica dupa AC,.
Vom utiliza formulele:
K= F(M + %) + 5(% — %) cos 29
= —5(%— %) sin2¢p
R = F(KT + H3) + (AT — K3) cos 29
Cu:
cos 2¢ = cos 48° 47" = 0,659 si sin2¢ = 0,751
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Avem:
RN = 5(0,79% + 2,112) + +(0,794 — 2,112) 0,659 = 1,019 t/m?
C B =—1 (0,794 — 2,112) 0,751 = 0,496 t/m?
R* = 30,7942 - 2,112?%) + 3(0,7942 — 2,1122) 0,659 = 1,283
si : = 1,132 t/m?

Ca si gisim rezistentele la 6 m adaincime vom multiplica cantititile de

mai sus cu 6. Aceste rezistente pe iniltimea ziduluj variaza liniar, dela zero
la valorile calculate.

Valoarea fortelor respective se va cipita multiplicAnd rezistentele de maij
Sus cu suprafata pe care ele se exercitd, tinand seams de distributia triun-
ghiulari, ;

Cu .l = h/cosé — 6/0,985 = 6,09 m

By =100 - 12.6,09.1.6. R — A8 275
Avem:
! B8 0 gl = 18,27.:1.132 = 20,68 ¢

E; — 18,27 9t — 18,27.1,019 — 18,62 4
En= 18,27 &= 18,27.0,496 — 9,06 7.

Aceasti forta Ey, sau componentele ei Ey si £y, seiaplicd la a treia parte a
lungimii AB, deci la 2,03 m dela punctul A4. &

Sd presupunem ci ziduluj de sprijin, care suporta aceasti Impingere, ij
dam o sectiune trapezoidald avand baza de sus, de exemplu, de 60 cm.

Baza de jos se dimensioneazi intre altele si, pe consideratia urmatoare,

Impingerea E, tinde sa ré‘stoarl‘lehzjduI‘ rotindu-1 in jurul punctuluj D.
Momentul lui E, in raport cu D poarti numele de moment de rdsturnare M,.
La aceastd risturnare se opune greutatea ziduluj care, in raport cu D, ne dz
un moment de stabilitate M,

Se prescrie si avem: -

Ms>15 M,
Daci notim cu b mirimea bazei de jos, atuhci:
M, = 18,62 (2,08 — b. sin 10°) — 9,06 b cos 100,
si cum: t ; F
3 sin 10° = 0,174 ¥ eos 109 — 0,985,
avem:
My = 37,80 — 12,16 b

Sd evaluim momentul de stabilitate M.

Masivul de zidarie il Presupunem dintr’un material a cirui greutate spe-
cifica este y = 2,9 t/m3, dirijatd dupi vectorul ¥ de sus in jos. Trapezul
ABCD il descompun c¢m in triunghiurile 4 BC $i ACD in ale ciror centre de
greufate sunt aplicate G, si G, (fig. 195) respectiv de:

Gr=6.06.227%/2 =306 vt
G:=6.b.227%/2= 66 byt
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Dacd notim cu a si f directiile A B si D A, atunci distanta D G, este:
BB+ 3 (6,09 a—+0,60 B = (b—02) F+4,06a
iar D G,: b §

0B+ 1 (16 + + 6,09 a—0,60 B = =(36—0,2] f+203a

Momentul acestor greutéti in raport cu D, daca se tine seami ci:-

ﬂ_yz_—'l 3 e = —sin 10—+~ 0,174
este: : e

Als_44b3+031b—359

Dm conditia M, = 1,5 M, scoatem:

, [ 44 b4 18,555 — 60,29 =0
care ne di f
b=2,16 m.

Vom lua rotund b = 2,20 m.

Pentru calculul rezistentelor pe sectiunea AD, ne intereseazi punctul unde
rezultanta E, + G inteapad planul AD. In acest punct, descompunem rezul-
tanta in doud componente N si 7, una normali pe planul AD si alta

cuprinsd in acest plan. Dacd notdm cu e distanta dela D la punctul cautat,
si dacd ludm momentul in raport cu D, avem:

Ms— M, = Ne
in care b= 22 m

Ms— My = 4% b®+ 12,67 b — 41,39 — 7.34 tm
N =18,62. 0,174 + 9,06. 0,985 + +. 1.6 (b + 0,60) 2,2 — 30,64 1.

Deci e = (Ms— M,) /N = 7,34/30,64 = 0,239 m “—. 0,24 m.

. Sunt alte cazuri cind ni se impune ca e 7 +b. Sd determindm pe b in
acest caz. Avem
N = 16,12 + 6,6 b.
Vom pune conditia e = 4b si deci:

My — M, — LNb

care ne di b= 3,015<3 m.
Epura (fig. 195) da aceleasi valori cu o aproximatie suficienti.

b) Rezolvarea cu metoda Rebhan.
Presupunem ci E face cu normala la planul zidului unghiul y, = 10°

Avem: 0 = 10° rezulti: ff = 90° — § —y, = 70°. Mai avem: p = 27°, & —20°
si rezultd v + y; = 37°.
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a = hy sin(yp + y,)/sinf = 3,90 m
b = h, sin(37 + & — §)/sin(y — &) = 49,21 m
z=1382m , b—xz=3539 m
e = (b—a) sin(py —¢)/sin(f —y + &) = 4,84 m
f = esinf=4,55 m
E = Y yef=1218. 484 455=198 ¢

Rya= E/Q = 19,8/+ 6.1. = 6,60 t/m?.

Dupi cum se vede rezultatele sunt foarte apropiate. Nepotrivirea vine de
acolo, ci aci am luat pentru w; = 10° pe cind in teoria lui Mohr acesta
rezults, pentrucd este unghiul intre R si 9.

Evident cid neavind suprasarcind, E se aplici la 1/3 din h,, adica la
2,03 m de punctul A.



XI. DEFORMATIL.

Orice corp este deformabil. Prin deformatie un corp trece dela
o forma la alta.

Vom admite ca aceastd trecere se face in mod continuu, asa
fel ca formele intermediare, oricare ar fi numarul lor, diferd pufin
una de alta.

In aceastd transformare vom lua o formia oarecare ca reper
in raport cu care vom compara toate celelalte forme.

Aceastd formd, luatd ca reper, o vom denumi forma nedeformatd
a corpului. Toate celelalte le vom denumi forme deformate ale primei.

Sa presupunem cd in pozitia nedeformatd a corpului, consi-
deram in interiorul lui un punct O. Prin deformarea corpului, acest
punct ajunge in O;, parcurgand dru-
mul Tpn alt punct va parcurge alt j-'»‘\
drum j, si asa mai departe. Toate '
punctele corpului vor parcurge dru-
muri ] oarecari, diferind dela punct

la punct. 4

Sa presupunem ci mai conside- . s B
ram doudi puncte A §i B cari dupa : hegs 3;{{
deformatie ajung in A, si B, (fig. 196). ' \\I ¥

Sia dam corpului in stare defor- g g
mati o translatie — j, pind cand O, \‘EL

ajunge in O, apoi o rotatie asa ca Figura 196

dreapta O; A, s se suprapuna peste

OA (A" nu se va suprapune peste A) si apoi o altad rotatie,
in jurul dreptei OA, pand cind planul 'B,0”A,"" se va suprapune
peste planul BOA (dreapta B,"’O nu se va suprapune peste BO).

Drumurile j fiind oarecari, rezultd cid vor exista puncte ale

18. 1934, Gh. Em. Filipescu. Statica constructiunilor si Rezistenia materialelor.
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formei deformate, altele afara de Oy, cari nu se vor suprapune peste
punctele corespunzitoare ale figurii nedeformate.

Zicem ci avem o formd deformatd a unui corp, atunct cdnd prin
miscari de translafie gi rotajie, aceastd formd nu se suprapune com-
plet peste forma nedeformatd.

Cand o forma oarecare a unui corp prin miscari de translatie
si rotatie, se suprapune complet, punct cu punct, peste forma
nedeformatd, atunci zicem ci acel corp nu a suferit nicio deforma-
tiune, a ramas rigid.

Asa dar, migcarile de translajie si rotajie date corpulut intreg
nu-l deformeaza.

o3
1. Deplasari.

S& presupunem cd in apropierea punctului O, care a parcurs
drumul j, mai consideram punctul infinit vecin A, la distanta ds
(fig. 197). Acest punct se va deplasa cu cantitatea ] + dj, ajungand
in A,. In acest caz, nici ds nu raméne invariabil, ci va avea lungimea
si directia O; A,, egalda cu ds + A ds. _

4. Elementul ds il presupunem infinit mie,
§74 asa ca sa-l putem oricAnd considera ca
/ o portiune de linie dreapta.

De pe figura se vede numaidecat ca A, A4,

are valoarea si directia:

dj =Ads
Figura 197

Aceasta. relatie stabileste o legatura
intre deplasarea punctului O si variatia cantitatii ds.

Expresia de mai sus putem sd.o punem si sub forma 4ds, 2
fiind drumul parcurs de A'in raport cu O, ca marime si directie
3 b

cand ds =1

Vom denumi mdrimea . drum saw deplasare specificd
Avem deci:

(1) dj =Ads =7ds

2. Deformatiuni specifice.
a) Lungire speeiﬁcﬁ.

Sa presupunem c@ elementul ds se lungeste in directia » a lui
cu cantitatea A.ds. Raportul ’ .

(2) Ads/ds = ¢

se numeste lungire specificd.
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Acelasi lucru, dacd o lungime oarecare I se lungeste cu canti-
tatea Al, atunci raportul 41/l = ¢ se numeste tot lungire specifica.
Cand vom avea o scurtare vom avea — Ads/ds = — &.
-Cand vom avea lungiri avem & > 0, ¢ind avem scurtari avem
e < 0.

Lungimile lor, dupa ce s’au lungit sunt
ds + Ads = (1 + &)ds I+ Al=(01+ ¢l
Sa notam cu u deplasarea ] dll‘l]afa dupa 7, directia elementului ds.
Vom avea: : A
dj =vdu
Ads —Avds = Ads —veds

care, in virtutea relai;lel (1), ne di
By 1 ' + du=-¢eds

ecuatie care stabileste, in acest caz, o relatie intre deplasarea u,
a punctului O si deformatia elementului ds.

b) Lunecare specifica.

Sa presupunem c& avem un unghiu drept A0 B (fig. 198) 5i ca el s’a
deformat in planul sdu ocupand pozitia A; O; B,. Figurii deformate
ii dam o translatie in planul siu, asa ca
punctul O, sa se suprapuni peste O.

In acest caz, perechile de drepte OA-
cu OA," si OB cu OB/, fac intre ele unghiu-
rile d ¢, si d ¢,, unghiuri ce rezulta din rotirea
dreptelor OA si OB in jurul unui ax normal ’
pe planul AOB. Figura 198

Dupa deformatie unghiul B;’0OA,"  are
valoarea 11— (d ¢;—d ¢»), deci s’a micgorat cu cantitatea: d ¢; —d ¢,.

- Cantitatea:
/l /I (4) y=doy—do,
T ~/ cu care s’a micsorat unghiul }z, poarta numele
de lunecare specificd. Cand unghiul se mareste
Figura 199 avem y < 0.

Se numeste asa, pentruca este unghiul cu
care s’a micsorat unghiul drept al unui dreptunghiu, cnd una
din laturi lunecd in directia ei cu o cantitate oarecare, deforméand
dreptunghiul intr’un paralelogram (fig. 199).

18*
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Bisectoarea unghiului drept face cu OA unghiul 1z Bi-
sectoarea unghiului A,’0B,’ deformat face cu aceeasi dreapti unghiul
7+ 3(der + dgy). '

Asa dar, sistemul A,0B; s’a rotit, fatda de AOB, cu unghiul :

(4) Hder+deo) = o
Din relatiile (4) si (4) deducem:
() doy =47+ o s degp =— 4y + o

Din cauza rotatiei w, conform definitiei ce s’a dat, nu se produc
deformatiuni in interiorul corpului.

c) Deformatiune specifici.

Cu ajutorul lungirii specifice & si a lunecdrii specifice y, se pot
exprima deformatiunile de orice naturd a corpurilor.

Sa facem aceasta pentru elementul ds, a
carui directiune este ». '

Avem (fig. 200):
Ads =A (vds) =3 Ads + Av.ds — 1 ds
si deci: :

__160ds s

Feds

T=%e4 Ay
Vectorul 4 » rezulta din rotirea directiei »
in jurul unui ax ®, cu unghiul d ¢ 1 prin urmare
are direcfia @» = 0 si valoarea numerici dati
ia (5) si anume 1y :
Figura 200 de ecuatia (5) si anume 37 + o, asa dar:

Ay =10y + o = 10y + w»

ds

Rezulta:
(6) h=ve+ 1y + o
- Prin urmare, deplasarea specifica 1 se compune din doudi parti:
prima
(7) O =ve - %52/
formata din primii doi termeni, datorita deformatiunilor specifice &

sl ¥, pe care o vom denumi deformagiune specifici $i o vom nota

cu 0, si o a doua parte datoriti rotafill @ care nu produce defor-
mafiuni. .
Vom avea deci:

(6" A=3+ v
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Ecuatia (6') stabileste legitura intre deplasarea j deformatia
_specificd o si rotatia intregulul sistem. ’

Daca se multiplica (7) scalar cu » si 0, avem:
(8) v6 =& - 00 =1y
adica, deformatia specificd proiectatid pe », ne di pe & si proiectata
pe 0 ne da i y.

Daca ridicam pe (7) la patrat, mai avem:

(8) 0 =2 4 1 92

3. Variatiunea deformatiunilor specifice.

a) Componentele deformatiunii specifice 0.

S& presupunem ca in apropierea punctului O ludm punctele
A, B si C, dupa directile a trei axe de coordonate normale, res-
pectiv la distantele dz, dy, dz (fig. 201). Sa consideram elementul ds

corespunzator.
Avem evident: i) /i
ds = dz + dy + dz g A | =
. . . //// \\\ - i
Sa aplicim acestei egalitati e G \\\\\_\{,3
ecuatia (1) {inand seama side (6). ! // / 4
Lo
Vom avea: | 4 /
% 11 23 it 8
Ads =7ds =dds +wrvds o
* ////'I/
= 8%
Pentruca deplasarea wv ds v

este datoritd wunel rotatiuni Figura 201
care nu di deformatiuni, vom
aplica elementului ds numai operatiunea care da deformatiuni si

vom avea:
o ds :gzdx—l—gydy 48, dz
care impartitid cu ds, ne da:
(9) 8=ad, +b0,+cd;
in care: a =dxz/ds =E&v, b=dy/ds =nv, si c=dz/ds =L,
sunt cosinurile directoare ale directiunii #, a elementului ds.
Si determiniam pe 0, Navem decat s aplicim ecuatia (7)

axei Oz.
Vom observa mai intdiu ci elementul ds are o lungire speci-

fica & si ci elementelor dz, dy, dz vor corespunde niste lungiri spe-

cifice &g, &y, &:-
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Mai observdm c& elementul ds se roteste in jurul axului
cu unghiul 1y si ca elementul dz de ex. ‘se roteste, in jurul axelor
de coordonate Oy si Oz, cu cantitatile — Ly, si + iy..

De pe figura se vede cd avem:
=Ee+ oy + %‘2‘71/

:; &y + “;E'Vx = %g?’z
0: =L & +4& yy + i s

Daca multiplicim aceste ecuatii vectorial succesiv cu &, 7, Z,

si le adundam, capatam:

(10)

0Oy
3,

(11) LT R e
Notidm cu g, o, or componentele lui 6 .dupa cele trei axe, avem:

12)  0e=E6,0p=16,0=C2o
i
13y i 6=Ed+tnéytTor
Daca in (12) se pun valorile din (9) si (10) s= capata:
0 =ae; +3by:+ fcy,
(18 © by =bey+ foyat jar.
0t =ce+tay, + 1b y,

Se observa ca ecuatiile 7, 9, 10, 11 si 14 sunt absolut identice
cu ecuatiile 2, 8, 3, 4 si 9 gésite la studiul rezistentelor, cu singura
deosebire ci, in loc de R aci avem 6, in loc de % avem & si in loc
de & avem 1.

—~~ i

Prin urmare, toate proprietatile gisite acolo se aplica intocmai aci.

b) Variatia lungirilor specifice «. ]
Daca se urmeazi aceeasi cale, ca la studiul varialiei rezistentelor
I, se gsesc exact aceleasi rezultate i anume: cd existd trei direc-
fiuni principale vy, v, Vs, dupd cart lungirile specifice €, &, si &4
sunt maxime §i minime, st cd lunecdrile specifice corespunzdnd acestor
aze sunt nule.
Dacéd raportim totul la axele principale avem:

- Bibei—a. ;ﬂzb . 1—;;3:
@B o O =am e L b et vy
(16) Go=vier , Sy=rne 8. =y &
(47) OEE e B Oy =b e 0z = c &g
(18) = g € =ate +be 4+ c? ey
(19) 0 =a%e + b2 g2 + ¢ £
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Avem. si aci un elipsoid al deformatiunilor a carui ecuatie este:
0% /ey + 0%/e} + 0% /e =1
Valorile lungirilor specifice maxime se determind absolut in
acelasi mod, insa coeficientii ecuatiei de gradul al treilea au valorile
Dide i —c,
2
(20) 2 (kye—gy &)=1"
N 2
By Ey &+ s Yy Vs — 32 e, yr = 12
si ecuatia care ne da valorile principale &;; &, &5 este:
(21) £ n=—vebickuc et Eintetildi—0
Cantitafile &, # si k sunt de asemenea invariante.
Pentru gasirea direcfiuni axelor principale ne servim de ace-
leasi relatii ca la rezistente.

c) Variatia lunecérilor specifice .

Urmand aceeasi cale ca la rezistentele &, se gisesc aceleasi
rezultate s1 anume: cd lunecdrile specifice sunt mazime in planele
bisectoare planelor principale, in cari avem:

(22) ps=x(e1—&); Nn==x(aa=—8); V2= (53— &)

Daca in fiecare punct din. interiorul corpului, determiniam
directiunile axelor principale si urmand acelasi rationament ca la
rezistenfe, vom g#si §i aici niste suprafete de izodeformatiuni. Aceste
suprafete impart corpul in o serie de paralelipipede curbilinii dupa
muchiile cirora nu existd decat lungiri specifice.

Ecuatiile acestor suprafete sunt absolut identice cu acelea dela

rezistente.

4. Exprimarea deformatiunilor in coordonate carteziene.

Sa presupunem cé deplasarile unui punct dupa cele trei axe
de coordonate sunt u, ¢ si w.

Dupa ecuatia (3) avem evident:
(23) oufox =¢e, , Woy=¢ §1 Wz =¢

Cantitatea cu care se modifici unghiul drept 20y, adica y; este
y.= du/dy + 9 /3x, pentruca deplasarile fiind mici putem confunda

unghiul cu tangenta sa. Deci avem:

vy =9 /3z 4 Ow /Ay
(24) Yy = Ow [0z + du/oz
y: = du/dy + v /ox
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Putem exprima si valorile unghiurilor de rotire, w,, ®,, ..
Am avut = {(d¢; + d¢) din care deducem

Wy = 13w /0y — 3¢ /3z)

o, = 1(0u/dz — dw /3x)
(00 oz — du /ay)

I

Nl e M

@z

Incheiere.

Din compararea studiului celor dous notiuni, rezistenfe si
deformafiuni specifice, se constata un paralelism perfect.

Aceste doud notiuni cu totul diferite, ascults de aceleasi legi,
ceea ce va avea de efect o simplificare importanta a calculelor ce
vor urma.

Mai mult. In cele ce preced nu s’a ficut nicio ipotezd asupra
materialului din care este fiacut corpul, in care se dezvolta rezi-
stente sau se deformeaza, deci aceste legi se aplica tuturor mate-
rialelor din cari sunt facute corpurile.

Aplicatia Nr. 49. Si presupunem ca dupa trei axe de coordonate avem:
ez=8 , g=2 , e&g=-—6 |, Yo =HB iy — 10 vz =14

toate multiplicate cu 10—5, pentruca in:genere sunt de acest ordin de maérime.

Se cer deformatiunile specifice principale; avem:

EpsSinaly st SO s 0 g,
si deci ecuatia
— & L 424+ 1826—92 — 0
ale cirei radicini sunt:
§=1262 ; =597 H g3 = —13,89
Valorile maxime ale lui » vor fi:

n=E1916 5 y— 4251 5 o, - 735,



XII. LEGATURA INTRE REZISTENTE SI
DEFORMATIUNI PENTRU SOLICITARI
INTR’0 SINGURA DIRECTIUNE.

In rezistenta materialelor se studiaza echilibrul corpurilor reale,
cari sunt deformabile, pe cdnd in mecanicad se studiazi echilibrul
corpurilor rigide.

51 unele si altele trebue sd satisfacd ecuatiile din mecanici.

Corpurile deformabile trebue si mai satisfacd si alte conditii,
dupa cum vom vedea.

S& presupunem cd avem o grindd orizontald, simplu rezemati
pe doud reazime de nivel (fig. 202). Sa mai presupunem ci este su-
pusa la o fortd F' asezatd la mijlocul grinzii.

Reactiunile reazimilor vor fi LF. Deci

in aceste conditii grinda se gaseste in echi- ; g 2
libru. S& mai presupunem cd grinda este mem : A
facuta din ofel. Daca forta F creste, dela F\\Q\\\-_—::::///’
valoarea zero pana la o valoare oarecare, |[? H
experienta aratd ca grinda se indoaie ludnd Figura 202

o forma curbd ca in figurd. Dacd forta

F continua a creste, se observa ca grinda se incovoaie §1 mai mult.
Daca din contra, facem ca forta I’ si descreasca, se observd ca
grinda — in oarecare masurd —revine spre pozitia initiala.

Din aceastd simpla constatare, rezulta ca intre valoarea fortei I
si deformatia grinzii exista neapidrat o relatie oarecare. Se mai
constatd c#, oricare ar fi valoarea fortei I, reactiunile raiman mereu
egale cu iF.

In aceste conditii, sa facem ca F sd creascd necontenit. Expe-
rienta aratd ca, la o anumita valoare a lui F, grinda se rupe si deci
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echilibrul se distruge. Prin urmare, cu toate ca echilibrul dat de
ecuafiile din mecanicid e mereu satisfacut, el nu existi, pentruca
la fiecare crestere a fortei F corespunde o noua deplasare a ei din
cauza deformatiei grinzii, si echilibrul este distrus cind forta F
a trecut peste o anumitad limita.

Din acest simplu fapt experimental, vom trage doua concluzii
sl anume:

1. Pentru ca echilibru sd existe trebue ca ecuafitle din mecanicd
sd fie neapdrat satisfdcute, deci ecuafiile din mecanicd sunt necesare.

2. Pentru ca echilibru si existe grinda noastrd trebue si mai sa-
tisfacd gi alte ecuajii. Asa’ dar, ecuatiile: de echilibru’ date ‘de me-
canica corpurilor, rigide, nu, sunt suficiente si grinda ,va‘.trebui sa
satisfacd si alte ecuatii pe cari le vom numi ecuafiile echilibrului
elastic. S LN FREERT L e

Toata chestiunea care se pune este a stabilj legatura intre
forta F si deformatia grinzii. Asa pusd, chestiunea ‘este mai com-
plicata. Vom pleca dela cazuri foarte simple si vom ajunge apoi
pand la cele mai complicate. :

A) Relatia intre rezistentele normale 9T
si lungirile specifice «.

Incepem cu cazul cel mai simplu posibil. Aceasts relatie, oricat
de simpla ar fi ea, nu se deduce decat pe cale experimentali.

Experienta mai arata ca relatia intre 9 si & depinde de natura
s e VA : materialului.

i o £y T [ I,,,L :%:I ! Din materialul -care ne
L : | 1ntereseaza se confectioneaza
0 epruvetd de forma celeia din

Figura 203 fig. 203; care are o portiune

. cilindrica si capetele, de ase-

menea cilindrice, .racordate intre ele: cu doud trunchiuri de con.

Epruvetele normale pentru metale au portiunea centrali cilin-

dricd lungd de 220 mm si pe ea se inseamns o lungime de 200 mm.

Diametrul partii cilindrice centrale, la epruvetele normale, este de

2 cm. Vom nota cu / lungimea de 200 mm st £2 valoarea sectiunii.

Piesa astfel pregatitd se introduce cu capetele ei intre falcile

unei masini de incercat materiale, care poate in
fortd variahila F.

i 3 1 ; ¥ i i
W) ——— 20— 50— 3 == 25—

tinde piesa cu o
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“Dela *zero; cat este F' in primul moment, facem ca efortul de
tensiune exercitat asupra barei si atingd o valoare F; =500 kg
de ex. ; : g 5

Daca admitem’ ca fori;a F, se distribue- uniform pe sectlune,
atunci avem:

: dF /df2 =F1/Q — e 5004

Daca in aéeasté pozitie masuram distanta intre repere, constatam
ca lungimea ! = 200 mm. a crescut cu o cantitate oarecare, avand
lungimea totala [,.

Se stie ca S — = — ey

Sa variem acum pe F dela valoarea F;, = 500 kg la F, = 1000 kg.
Vom avea o rezistentd 9, = F,/£ si vom constata ca bara s’a
lungit cu u,, careia ii corespunde lﬁngiféa specifica ey — Uyl
Dam apoi lui I valoarea Iy s1 a. m. d. /
Pe o foaie de hartie, trasim doua axe de coordonate rectangu-

lare Oe 5i OX (fig. 204), pe care fixdm 9% . )
punctvelre [ D T s 9 G e ' (\\-9// -
In felul acesta se capatd o curba X @‘f

continui, care reprezinta chiar legi-
I TRl E N PO e e g e A 7
tura intre rezistentele norimale 9T s1
lungirile specifice e, ale epruvetei x

e

1ncercate. by
Aceasta curba poarta numele de
curba caracteristicd a materialului din

d
!
|
!
i
!

& &

8 e . 9 ¥ Figura 204

care este facutd epruveta fincercata.

Daca aceasta incercare se continud, bara se lungeste mereu,
pand cand, la un moment dat, se rupe.

Continuénd a trasa caracteristica pana la ruperea barei, ea se va
prezenta ca in figura, punctul D corespunzind momentului ruperii.

Legitura intre rezisteniele normale 9C si lungirile specifice e,
reprezentatd prin curba construiti, o putem traduce analitic in

i : A
Limita raportului:
(1) A /de = f/(e) = E

adicd valoarea tangentei trigonometrice la curba caracteristica,

forma:

intr’un punct oarecare al ei, se numeste prin conventiune coeficient
de elasticitate si se noteaza cu E. Din experienta se vede ci E n'are
o valoare constanta pentru acelasi material, ci depinde de punctul
de pe curba unde s’a luat ‘tangenta.
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Dimensiunea cantitatii E se vede ci este kg/cm? deci aceeasi
ca a rezistentelor.

Repetdnd experienta cu un alt material, vom obt{ine o curbi
caracteristici mai mult sau mai pufin aseminitoare cu precedenta.

Incercand materialul la compresiune vom obtine de asemenea
curbe caracteristice.

Fiecare material are o curba caracteristici a lui. Mai mult, chiar
pentru materiale de aceeasi naturd se gisesc curbe caracteristice
deosebite, aceasta depinzind de compozitia lui, de procesul de
fuziune sau de tratamentul lui termic. Acelasi otel de ex. di curbe
caracteristice diferite, dupd cum este calit sau nu, ciocanit sau nu,
si dupé cantitatea de carbon, siliciu, crom, nickel, etc. ce el contine.

Pentru lemn, evident, objinem altd curba caracteristici decat
pentru piatra, etc.

Cu toatd aceastd mare varietate, totusi le putem grupa in doui
mari grupe:

1. Grupa caracteristicilor materialelor cari ascultd de legea lui Hooke.

2. Grupa caracteristicilor materialelor cari nu asculti de aceast lege.

1. Caracteristica materialelor cari asculti de legea lui Hooke.

In aceastd grupa intrd toate varietitile de otel si lemnul.

b Cu toate ca celelalte mate-

b i riale nu asculta de aceasts lege,

totusi cateodatd, pentru sim-

S plificarea calculelor, se admite
st fp cd si lor li se aplica.

: ) Curba caracteristica a ote-
i lului moale este prototipul ace-
; “stor caracteristice.

Supunénd la tensiune o
epruvetd de otel moale si ridi-
cand diagrama, cu ajutorul
aparatelor inregistratoare, ea
se prezinta ca in fig. 205.

Se observa ca pana la un
punct oarecare A, caracte-
ristica se compune din o linie

dreaptd. Pentru aceastd porfiune avem:

2) E=d%/de =% /e = Cta

Figura 205
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adica lungirile specifice sunt proporfionale cu rezistenfele. Aceasta
e legea lui Hooke, care a descoperit-o in 1660, exprimind-o prin
cuvintele: ut tensio sic vis.

E este numit impropriu coeficient de elasticitate. Pentru oteluri
are valori cuprinse intre 2.10% si 2,2.10¢ kg/cm.2 O valoare medie
este 2,1.10% kg/cm2. Pentru lemn se ia o valoare medie de 0,1.108
kg/em?, cu toate cd sunt varietdfi pentru care E nu atinge va-
loarea 0,08.10%, pe cind pentru altele trece de 0,18.10°% kg/cm?2.

Valoarea 9, a rezistenti, pana la care se mentine legea lui
Hooke, adica

(2) e—H/E"

poartd numele de limita de proporfionalitate. Dincolo de limita de
proportionalitate tangenta se inclina, curba caracteristica afectand
o forma usor curbd. Din cauzéd ca curba caracteristicd nu paraseste
brusc linia dreaptd, ci pe nesimtite si din cauza aparatelor, cari
dau oarecari erori, nu se poate determina cu preciziune punctul
de tangentd. De aceea s’a admis, in mod convenfional, si se nu-
meascd limitd de proporfionalitate rezistenfa peniru care lungirea
calculatd §i cea mdsuratd pe epruvetd diferd cu mai mult de 0,001 mm.

Dincolo de limita de proportionalitate tangenta se inclind pana
cand la un moment dat ajunge orizontala (B).

Asta inseamnid c#, fard si creascd rezistenta, bara continui
a se deforma.

Rezistenta pentru care are loc aceasta, poartd numele de limita
dejormaiunilor mari, sau limita de scurgere sau limita de plasticitate,
pentruci bara se deformeaza fara ca fortele exterioare sa creasca.

Din acest punct B, tangenta sau se meniine orizontald sau in
majoritatea cazurilor devine negativa si chiar paraleld cu axa O,
ordonatele descrescAnd brusc pana intr'un punct C, de unde ur-
meazi o porfiune nesigurd, in care tangenta schimba alternativ
de sens, pand intr'un punct D, unde capita o valoare oarecare.

Rezistenta care corespunde punctului B poartd numele de
limita superioard de scurgere a materialulut, iar aceea ce corespunde
punctului C limita inferioard. Porfiunea de caracteristici BCD ne
arati ci bara se deformeazd chiar sub rezisten{e mai mici, decat
cele ‘ce corespund punctului B.

Din punctul D unde tangenta are o valoare oarecare, ea scade
mereu, pana in punctul F, unde ajunge iardsi orizontald. De aci
inainte iia valori negative, pand in punctul G, unde bara se rupe.
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Pe portiunea DFG se reproduce acelasi fenamen ca pe por-
tiunea OABC, cu singura deosebire ca nu exista o portiune de linie.
dreapta.

- Rezistenta care corespunde. punctului F  poartda numele de
resistentd totald §i se inseamni cu 97, iar aceia ce corespunde
punctului. G, resistenfa de rupere, 9%,.

Se vede ca bara se rupe la o rezistentd mai mici decat rezistenta
maximi ce o poate suporta.

Lungirea barei, in. momentul ruperii, poartd numele de lungire
la rupturd si se noteazi cu ¢,. .

La aceasta caracteristica deosebim doui regiuni distincte: prima
care este o linie dreaptd si care exprima legea lui Hooke si singura
care ne intereseazd din punct de vedere practic si restul curbei
care nu are acelasi interes pentru noi ca prima parte. i

Dacéi lungimea intre repere dupa ce bara s’a rupt — juxta-
pundnd cat mai bine cele doud capete ale barei rupte — este [,
atunci diferenta- (I, — 1)/l exprimata in. procente ne da pe .¢,.

Contractiunea transversald. Experienta mai arata eca, pe masuri
ce bara se lungeste, sectiunea ei transversali se micsoreazi §i invers,
daca bara ar fi supusa la compresiune, deci s’ar scurta, sectiunea
transversala se mareste. Tot experienta aratd ci, in prima aproxi-
matie, contractiunea transversala este o fractiune din lungirea spe-
cificd in sensul intinderii, deci este de forma — w e. Coeficientul
i poartd numele de constanta lui Poisson si in prima aproximatie
este o constanta cuprinsa intre 0,25 si 0,30. In calculele practice
se ia 0,3 pentru oteluri si 0,25 pentru celelalte materiale.

Dacd tinem seami de aceasti contractie si dacd notam cu £,
sectiunea contractati, atunci rezistenia reald este F/Q,.

Din cauza contractiei avem:

Q=(1—pe2Q~(1—2 ne)Q
pentruca & este foarte mic fata de 1.
In acest caz
o KB~ D ye) Qb (142 ue)/0Q
deci mai mare ca F/Q. _ :
Cu toate acestea, in pfacticé, la constructia curbei caracteri-

stice, nu se {ine seamad de acest spor de rezistenia, rezistentele
socotindu-se -totdeauna raportate la sectiunea . inifiala.

Mai mult. Experienta mai arata cd, indata ce trecem .de limita
deformatiunilor mari, contracfiunea care era pand aci uniform
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distribuitd pe toata lungimea barei, se concentreaza in o anumiti
regiune, unde bara se gitue, si ¢ in acea regiune lungirile sunt
cu mult mai mari ca in restul barei. -

Asta inseamnd cd, curba caracteristicd construitd in felul aratat
mai sus nu este caracteristica reala a materialului, ¢i numai o curba
conventionald, pentruca in sectiunea in care se face ruperea, in
genere in secfiunea gatuitd, nici rezistenta si nici lungirile specifice
nu sunt cele ce figureazd in curba caracteristica. :

Cu toate acestea, pentrucid in constructiile curente 9 ramane
iotdeauna sub limita deformatiunilor mari pentru cari caracteri-
stica este aproape de realitate, se pastreazi la incercari normele
aratate aci. ;

Totusi, pentru ca rezultatele 1ncercar110r sa fie comparabile si
pentru celelalte elemente, s’a convenit ca epruvetele de incerciri
sa aiba anumite dimensiuni.

Tarile mai inaintate ca noi au fixat norme precise, in mod ofi-
cial, dupd cari se confectioneaza epruvetele asa ca rezultatele si
fie comparabile intre ele.

Daca Q, este sectiunea barei in punctul unde s’a ficut ruperea
s1 dacd £ este sectiunea inifiald, atuneci

(@—2)/2 =y

exprimat in procente, ne da coeficientul de contractie.

Cu cat lungirile specifice §i contractia transversald sunt mai
mari cu atadt materialul este mai ductil si invers.

Pana acum am stabilit pe bazi de experiente sase coefictenti
cart vor da caracteristica unui malerial oarecare si anume: E coefi-
ctentul de elasticitate, 9, limita de proporjionalitate, 9y lLimita de-
formagiunilor marv, 9 rezistenfa totald, & lungirea la rupere si y
contracfia totala la rupere.

2. Luecrul mecanic necesar ruperii unei bare.

S& presupunem cid la un moment dat in bara avem o rezi-
stentd 90. Din curba caracteristica se vede ca la aceastd rezistenta
corespunde o lungire specifica ¢. S& presupunem ca 9T creste cu
cantitatea dI0. Prin urmare, valoarea fortei in acest interval a
fost la inceput N, iar la sfarsit (I 4 dIq) L2 si deci valoarea
medie este L(29T + dI0) Q.

Daca se neglijeazd  dJ fata de valoarea principala 29(
capatam 2.
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Sa vedem drumul parcurs de ea. ;

S& considerdam doua sectiuni infinit vecine la distanta dz. Cand
rezistenta trece dela 9 la 9 -+ dX, ¢ trece dela ¢ la ¢ + de s1 deci
elementul dz se lungeste cu cantitatea dz.ds.

Lucrul mecanic produs va fi:

AL = N0 .dzx.de — Nde.dV

In care am notat 2dz = dV, adici volumul elementului de bara.
Lucrul mecanic acumulat de intreaga bara va fi:

L = [%.de.dV

Am vizut ca atat % cat si ¢ dincolo de limita deformatiunilor
mari nu se mai distribue uniform pe lungimea barei, si deci suma
de mai sus trebue ficutd finind seama de aceste variatiuni.

Daca insa raménem in cadrul conventiunilor admise pentru curba
caracteristici §i anume rezistentele le raportam totdeauna la sec-
fiunea inifiala si lungirea specificd ¢ o deducem impartind lun-
girea totald a barei la lungimea initiald a ei, atunci 9 sl & sunt
acelasi pentru toate elementele de volum si deci avem:

3) L:VSe)tde

in care V este volumul barei.

Formula aceasta deci, este exacts pand la limita deformatiu-
nilor mari, pana unde 9 si ¢ se distribue uniform pe toatd bara,
si conventionald pentru restul curbej caracteristice.

Se observa insa ca, [ 9de este suprafata curbei caracteristice
cuprinsa intre ea, axa Os si ordonata ce corespunde lui 9T si .

Asa dar, suprafata curbei caracteristice, in cadrul convenfiunilor
de mai sus, ne reprezintd lucrul mecanic necesar pentru a obfine
in elementul de volum V — 1 rezistenfa 9.

Lucrul mecanic necesar ruperii barei de un volum V, dupa
formula (3), este dat de suprafata caracteristicei cuprinsi intre
axa Oe si ordonata ce corespunde rezistentii la rupere.

Aceastda suprafata se exprima in kgem/cm?3 $1 poartd numele
de coeficient de rezistenti al materialulu; sau lucr
pentru a rupe un element de volum V — 1,

Fiecarui material 1i corespunde un coe
este egal cu suprafata caracteristicei,
planimetrelor sau metodelor grafice.

In practica, aceasta suprafatd se inlocueste cu suprafata drept-
unghiului circumseris curbej caracteristice, laturile lui fiind para-

u mecanic specific

ficient de rezistentd care
care se afla cu ajutorul



289

lele cu axele de coordonate, multiplicatd cu un coeficient a < 1
(fig. 206).
In acest caz, suprafata dreptunghiului este 9;¢,, si deci:
L=V.a%; e,
a se numeste coeficient de reducere, iar produsul ;& se numeste
coeficient de calitate i

In privinta lui a, el variaza delamaterial la material, insd, pentru
aceeasl categorie de materiale, valoarealui este aproape constanta.

In acest caz, pentru materiale din %
aceeasi categorie, pentru a le compara Jor-——— o musi
din punctul de vedere al coeficientului ]
de rezistentd, e suficient s comparam
numai coeficientii lor de calitate, ceea
ce este mult mai usor.

Revenind la expresia lucrului me- o)
canic, dacd presupunem cad ramanem
sub limita de proportionalitate consta-
tam cd suprafata este un triunghiu si deeci:

= Veate
si dacd finem seama de legea lui Hooke, avem:

(4) L =1VXe =4 VR/E = 4 VEe?

Figura 206

Deci lucrul mecanic se poate exprima in functie de forta exterioara
F, in functie de lungirea specifica ¢, sau in functie i de unasi de alta.

Prin urmare, la ceilalti coeficienti cari caracterizeazi un
material, se mai adauga si coeficientul de rezistenfd, care se poate
inlocul cu coeficientul de calitate.

La aceste corpuri, dacd sunt supuse la compresiune, se obtine
o curba caracteristica identicd.

3. Caracteristica materialelor cari nu ascultid de legea Hooke.

In aceastd categorie intra: rocile de naturd eruptivd si sedimen-
tard: (granitul, porfirul, calcarul, gresia, etc.), mortarele (de var
gras, de gar hidraulic saw ciment), betoanele de ciment (sau pu-
zolane), apoi fonta, aliajele cuprulut si aluminiului, in fine cauciu-
curile, curelele, funiile de cdnepd, etc.

Pentru unele din aceste materiale, se poate face inca uz de legea
lui Hooke, intru cat in limitele practice in care se intrebuinteazi,
nu se departeaza prea mult de ea.

19. 1934, Gh. Em. Filipescu. Statica constructiunilor si Rezisten{a materialelor.
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In schimb altele, intre cari in primul rand pieirele, mortarele
st fontele, nu permit de loc a aplica aceasta lege.

Ca s1 pentru materialele cari asculta de legea lui Hooke, pentru
a gasi legatura intre rezistente si deformatiuni, vom pregiti in mod
identic epruvete, cari se vor supune la tensiune. Pentru pietre
si betoane, vom pregéti cuburi cari le vom supune la compresiune.

Notand rezultatele pe o diagramia, se construeste curba carac-
teristicd, al carei aspect este ca cel din fig. 207.

% s Aceasta curba se

e 6t ‘ inchnd mereu si spre
deosebire de caracteri-
i stica celeilalte grupe,
o1 @ et ig Du prezinta nicio par-
: ticularitate pana in

: momentul ruperii.

0 & 0 & Pentru calificarea
Figura 207 materialului curba con-

struita este suficienta,
insd pentru calcul ne trebue o expresie analitica a ei.

Diferiti experimentatori au propus diverse formule.

Lumea tecnica s’a oprit la formulele propuse de Biilfinger si
Hodgkinson, verificate apoi de Bach si Schiille.

Tata aceastd formuli:

e =N/ E,

care mai poartd si numele de legea potengiald.

‘Cantitdtile a si E, se determini prin experienta s1 diferd pentru
acelagi corp dacad este supus la compresiune sau tensiune.

In ceea ce priveste pe a el este mai mare ca 1, aproape pentru
toate materialele, si este mai mic decit 1 pentru curele, funii de
canepa, bumbac, etc. Alura curbelor este ca in fig. 207.

Dupd cum am spus aceste curbe nu prezinta nicio particulari-
tate, n'au nici limita de proportionalitate s1 nici limita a deforma-
tiunilor mari.

La aceste materiale 9, = 9,.

$i aci, ca la materialele cari asculti de legea lui Hooke,

mecanic specific sau coeficientul de rezistent
curbev caracteristice.

lucrul
d este egal cu suprafaja

Trebue sa mai observim aci ca ecuatia desi da rezultate bune
In regiunea de solicitari obisnuite, totusi in origine da rezultate
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inacceptabile. In adevir, valoarea coeficientului de elasticitate este:
E =d%/de = E;/a92—1

Pentru corpurile pentru cari a > 1, pentru 9 =0, capatim
E = 0, dupd cum pentru corpurile pentru cari a < 1, capatim
E =0, pentru 9 = (. ' :

Ambele rezultate sunt inacceptabile, pentru ci nu existd nici
corpuri rigide si nici corpuri cari s se deformeze firi vre-o solicitare,

In privinfa contractarii transversale se dau foarte putine date,
s1 coeficientul x al lui Poisson nu este constant, ci variaza cu 9.

4. Limita de elastipitate.

Sa ludm o epruvetd dintr'un corp care asculti de legea lui
Hooke; daca am supune aceastid epruveti la Incercare, am obtine
caracteristica din fig. 208.

Incercarea insa o facem altfel. Intindem mai intaiu bara la o
forta de exemplu de 500 kg si marcim pe diagrama punctul ce
corespunde rezistentei 9 si alun-
girii specifice &, pentru acest caz. /®

Dupa aceea facem forta F =0,
adicd ddm drumul barei. Daca
masurdm distanta intre repere,
constatdm ca a ramas aceeasi, prin
urmare bara s’a comportat ca o

o>

bara perfect elastica. . ; 0
Intindem bara acum ecu 1000 Figura 203
kg, marcam punctul pe diagrami
si ddm iardsi drumul barei. Constatam si de astd datd, ci bara a
revenit la pozitia inifiala. Procedind mereu in acelasi fel si facand
ca forta F si creascd, constatim ca dela o anumita rezistenta
bara nu mai revine la pozitia initiala, ci rimane cu o deformatie
oarecare, pe care o numim deformajie permanentd, spre deosebire
de cealalta deformatiune, care dispare odati cu suprimarea. rezi-
stenfei §i pe care o numim deformagiune elasticd.
Rezistenta maxima, pentry care corpul are numaij deformatiuni
elastice, poarta numele de limita de elasticitate naturald.
Mésuritori de precizie aratid ca in realitate nu existd corpuri
perfect elastice, adicd dupi ce au avut o rezistentd, oricat de mica,
sd revie apoi in starea absolut identica starii initiale, asa ci defi-
nifia de mai sus nu este exactd decit in prima aproximatie.

19+
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In practica limita de elasticitate naturald este rezistenfa pentru
care deformafia permanentd ajunge la 0,03%, iar limita deforma-
fiuntlor mart este rezistenfa, pentru care lungirea este 0,3%,.

Sa continuam experienta §i si presupunem cid am intins bara
pana am ajuns pe curba caracteristicd in punctul M.

Daca suprimam forta, experienta aratd, ci bara se scurteaza,
iar punctele de pe caracteristicai se miscd pe dreapta M B, para-
leld cu porfiunea dreapta a caracteristicii corpului, ramanind cu
deformatia permanenta OB = ¢,,.

Dacé se reincepe experienta, se constatd cid punctele de pe
caracteristicd se miscad pe dreapta BM.

Dac& nu trecem de punctul M si dam drumul barei, punctele
de pe caracteristicd se misca lardsi pe dreapta M B, deci avem nu-
mai deformatiuni elastice.

Deci, un corp care a suferit o deformajiune permanentd, rdamdne
elastic pentru toate rezistenfele inferioare celeia care a produs defor-
majia permanenid.

In acest caz §i punctul M este o limita de elasticitate si de aceea
prima s’a numit limita de elasticitate naturala.

Asa dar, prin deformatiuni permanente se modifici limita de
elasticitate naturala a corpului. j

Pentru a lua o deformatiune permanentd, corpul consumia o
cantitate de lucru mecanic, proportionala cu suprafata OMB, asa
cd, pentru a-l rupe, este nevoie numai de suprafata hasurati.

Deci, prin deformatiuni permanente, corpul isi micsoreazi coe-
ficientul de rezistenta sau coeficientul de calitate, si nu mai are
aceeasl capacitate de a acumula lueru mecanic.

Prin o deformatie permanenta, se schimba oarecum structura
interioard, pentru ci atdta timp cAt bara este intinsi cu rezistente
sub limita de elasticitate, ea absoarbe calduri, pe cand dincolo
de limita de elasticitate — oricare ar fi aceasta — degaja caldura.

- Corpurile cari nu ascultd de legea lui Hooke au de asemenea
o limitda de elasticitate.

B) Relatia intre rezistentele tangentiale &
si lunecérile specifice 7.

Cum s’au stabilit relatiuni intre 9 si ¢, tot asa se stabilesc si
relatiuni intre & si . Lucrul este ceva mai greu, pentruci nu se
pot face experiente la forfecare propriu zisi.



293

Se wva ardta ulterior ca avem rezistente tangentiale pure,
neinsotite de alte rezistente in aceeasi sectiune, numai in cazul cand
avem o bara de sectiune circulard supusid la un moment de tor-
siune. La capitolul respectiv se va ardta cum calculam valorile rezi-
stentelor & §1 valorile lui y.

Daca se supune o bard la torsiune si dacad se calculeaza & si y
dupa datele experientii si dacad se construeste curba caracteristica,
atunci pentru corpurile cari ascultd de legea lui Hooke, se gaseste
o curba caracteristica absolut analoaga.

Si aci se defineste coeficientul de elasticitate transversala G,
ca limita a raportului:

G =ds/dy
Si aeci existd o limita de proportionalitate pand la care avem:
G =d6/dy =6/y =t
s1 deci: :
¥ =BG
Si aci existd o limitd a deformatiunilor mari, lunecare totala,
lunecare specifica la ruptura, etec.

Bazati pe aceleasi consideratiuni, avem pentru expresia lucrului

mecanic acumulat de volumul V:
L=V([&dy
si in cadrul acelorasi conventiuni ce am facut acolo.

In mod identic ca acolo, se poate demonstra aceasta formula.

Panid la limita de proportionalitate avem pentru lucrul
mecanic specific sau pentru coeficientul de rezistentd valorile:

L=31V6y=LtV&|G =%VG;/2
Corpurile din a doua grupi, acelea cari nu asculta de legea lui
Hooke, prezinta alté legatura intre & si p, putin studiatd pand acum,
pentru ci nu se intdlneste curent in practica si deci nu prezinta

interes pentru noi.

C) Ruperea materialelor prin oboseala.

Pan# acum ne-am ocupat numai de cazul cdnd bara supusa la
o forta, a fost intinsd pana cand s’a rupt.

La stabilirea limitei de elasticitate ne-am ocupat cu cazul cénd
bara e supusi de mai multe ori la incercare si am vézut ce

rezultate ne-a dat experienta.
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S& presupunem ca dintr'un acelasi material luim mai multe epru-
-vete §1 ca prima, supunand-o la tensiune,; o rupem la o rezistenfa I,.

A doua eprubeta o supunem la rezistenta 97; < 9. Bara evi-
dent nu se va rupe. O incercim a doua oari pani la 9(; si vedem
iardsi cd nu se rupe.Dacd repetam experienta de un numir foarte
mare de ori, constatdm ca bara se rupe, cu toate cd nu s’a depasit
rezistenta 9U;. Asa dar, efectul repetirii solicitirilor face ca bara sd
se rupd sub o rezistenja I, < ;.

Incercim acum a treia epruvetda la o rezistentd 9, << 9. Sa
presupunem- cd si aceasta se rupe. Luim rezistente din ce in ce
mal mici, pand cind ajungem la o rezistentda 97,, la care supunand
bara de milioane de ori, constatim c& nu se mai rupe.

Aceastd rezistentd 9, poartd numele de rezistenti la rupere a
baret sub acfiunea rezistenjelor repetate dela 0 la 9,, pentruca de
indata ce este depisitd, bara se rupe sub actiunea ei repetata.

S& presupunem ca repetim experientele, insi in loc ca rezi-
stentele si varieze dela 0 la 9%, variaza dela — 9, la -+ Ay
A <IN, Se observd si acum, cd dupi un numir oarecare de
incercdri bara se rupe. Dacd ludam 9T, < 90, constatim ci bara
lardsi se rupe: Continudnd constatdm ci ajungem la o rezistenta
Iy, la care bara fiind supusi de milioane de ori nu se rupe. Aceasta
rezisten{d poartd numele de rezistenfa la rupere sub acfiunea rezi-
stengelor alternative.. . :

Primul care a relevat aceastd chestiune a fost Wahler, inginer
la ciile ferate prusiene, care a observat o rupere prematura a
osiilor de vagoane. _ :

In adevér, osia de vagon este supusd la o incovoiere, partea de
sus fiind intinsd, iar cea de jos comprimata.

Printr’o invartire cu 180°, sensul rezistentelor se schimba, luand
aceleasi valori insad de sens contrar.

Dupé un numar- oarecare de invartituri, rezistentele intr'un
punct oarecare al osiei, schimbi tot de atitea ori de semn $1 prin
urmare osia, din punctul de vedere al rezistent{ii, nu se mai com-
porta ca o.epruvetd supusda o singurd. dati la. Tupere.

Experientele aratd ca 9, < 9, < JG,.

Explicatia fenomenului este urmitoarea:

S’a ardtat la limita de elasticitate, ci daci un corp se intinde

péna la rezistenta 9T, ce. corespunde punctului: A de pe curba
caracteristicd, atunci el este elastic

pentru aceasta rezistenta sicele
inferioare ei. -
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Masuratorile de precizie au aratat, ¢i aceasta nu este adevarat
si ca atunci cand intindem bara, parcurgem curba BDA, iar cand
ii ddm drumul curba - ACB, inchizand intre ele o - suprafata
BDACB, care reprezinta
lucrul mecanic neredat de
bara (fig. 209). Asa dar, bara
nu este perfect elastica.

Sa consideram fig. 210.

Sa presupunem cd am intins

bara pana la rezistenta I
corespunzitoare punctului B. Figura 209

Dacd dam drumul bare:

ajungem in punctul C, bara ramanand cu o "deformatie per-
manentd OC = e. Pentru a anula aceasta deformatie, comprimam
bara la o rezistenta ce corespunde punctului D. Si presupunem
ca continudm comprimarea pand ajungem in punctul
F. Daca dam drumul barei, adicd facem 9T = 0,
ajungem in G, bara ramanind cu o deformatie per-
manenta — &. Daca o intindem din nou asa ca sa
ajungem in H, de unde facdnd pe 9 =0, si ajungem
iarasi in C.

Observam ca desi am ajuns in acelasi punct, adica
am adus bara intr’o pozifie anterioari, am consumat
un lucru mecanic. Curba aceasta este analoaga
curbei hysteresis dela studiul magnetismului i poarta
si aci acelasi nume. Sa notdm cu L, suprafata
acestel curbe, atat in primul caz cit si in al doilea
si fie L, suprafata curbei caracteristice ce corespunde

Figura 210 rezistentei 9(,, adicd atunci cadnd bara este rupta
dintr’odata.

Prin experiente, d-1 Ljungberg a stabilit c¢d numirul incerca-
rilor, dupd cari se rupe o bara, este foarte aproximativ:

n = Lr/Lh

ceea ce inseamna ca oricare ar fi felul in care este solicitata bara,
lucrul mecanic specific peniru a o rupe este constant s egal cu acela
ce corespunde curber caracteristice, adica lucrului mecanic necesar
pentru a rupe bara printr'o singurad incercare.

In experientele citate n este de ordinul 10%. Desi s’a trecut
dincolo de limita deformatiunilor mari, L, este foarte mic fata de L,.
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Se intelege ca Lj; este si mai mic in cazul ¢dnd raménem cu
rezistentele sub limita de elasticitate naturald, si deci n este exa-
gerat de mare, dar totusi are o valoare oarecare.

In mod practic se admite c& un corp, supus la rezistente sub
limita de elasticitate naturala, nu se rupe niciodata oricare ar fi
felul de solicitare, intrucat 9T < I, < I, < 9.



XIII. LEGATURA INTRE REZISTENTE SI DEFORMA-
TIUNI PENTRU SOLICITARI IN MAT MULTE SENSURIL

Pana acum am studiat numai relatiunea intre rezistente si de-
formatiuni pentru solicitari simple, intr'o singura directie.

Ne propunem sa studiem relatia intre rezistente si deforma-
tiuni cénd corpul este solicitat in mai multe directiuni.

Problema este evident mai complicatd si experimental este greu
de realizat, intru cat in experientele ce se pot face nu se pot evita
frecarile cari se produc intre piesa de incercat si masina s cari
falsificd rezultatele. Singura cale care rdmaéne deschisi, este aceea
a studiului analitic si compararea rezultatelor cu rezultatul expe-

rientelor. .
In prealabil vom stabili urméatoarea lema, zisd a suprapunerii

efectelor.
S& presupunem ca o bard, sub actiunea fortei F;, se lungeste

cu cantitatea u; = &l.

Lungimea ei finala va fi [ (1 + &).

Sa presupunem cd acum ii aplicim forta F,, care va produce
lungirea u,, care este egala cu I (1 + &) &, iar lungimea finald va
fi 1(1+ &) (1+ &). Daca aplicim n forte, vom avea, lungimea
finala:

I+ e)(l+&)....(l+&)=Il[1+2e+ 2 ecer+
2eiener + . . .+ £185. . . &4]
Ultimii termeni din parentezd sunt mici fata de primii si deci
lungimea finald este [ (1 4 2 &) sau:
(1) Sh==tD e

Asa dar, dacd mat multe forte Fy, F,.. F, aplicate unei bare,
prod’uc lungirile specifice &, &...&,, atunct lungirea specificd a
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barei, cand aplicim rezultanta lor R = 2 I, este € si egald cu suma
lungirilor specifice, produse de fiecare for{d in parte.

Din cele de mai sus se vede ca aceastd lege este aproximativa
si nu este valabila decat pentru cazul deformatiunilor mici cand
putem neglija termenii X &; &, . - -

T, Ecuatiile lui Poisson.

a) Rezistente si deformatiuni in spatiu.

Sa presupunem  cd.un element de volum paralelipipedic este
supus pe fetele sale la remsten;ele principale 9Ty, 90, 90,

'In sensul directiunii 1, se va produce o lungire spemflca X,/E
insa, din cauza rezistentelor de pe celelalte fete, se va produce o

contrac’;i{me egala cu— p (9 + ;) /E. Asa dar, dupa directiunea
1 vom avea:

(2) E & =3 — p (3 + %) .

In mod cu totul analog, avem: !
(2) E & =9 — p (% + 9)

Ee&; =3 — p (9 + X)

S’a ardtat ‘cad N, 4 Wy 4+ Ny = p estée un invariant si deci
ecuatiile (2) le putem pune sub forma:
3) Ee,=(1+p) %—pup

S’a aratat de asemenea cd §1 & '€ | & = &, este un inva-
riant. Dacd adunam ecuatiile (3) avem:
(4) Ee,=(1—2p)p

valablla pentru orice alte axe, normale intre ele, fie ca ar fi axe
principale sau nu.

Daca scoatem pe p din (4) s1-1 inlocuim in (3), avem trei ecuatil
de forma:

(5) Ky = E &y + & n/(1—2 w)]/(1 + p)

Relatiile (2) sau (3), ne dau lungirile specifice in functiune de
rezistentele principale, iar ecuatia (5) exprima rezistentele princi-
pale in functiune de lungirile principale.

Si scddem ecuatiile (5) una din alta, avem:

G —N, =E (&1 — &) /(1 + p)
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Insa 2k - ;

Xy =Ry =28, ey —e&=p3 y By=0yp
cari introduse in ecuatia precedenté,‘-ne dau: -
(6) G =E/2(1 + p)

Asa dar, ecuatiile (5) unphca 0 anumita legatura intre coefunem,u
E, G si p, de asemenea invarianta.
Tindnd seama de ecuatia (6) putem scri ecuatiile (5) sub forma:

(), iyt 8, =2 G b2 )
Sa Vedem ce. forma tau aceste. ecuafit, pentru alte directiuni decdt
cele principale. _ ; :
Ecuatiile (4) si (6) pastreazd evident aceleasi forme.
Ecuatiile rezistentei si lungirii specifice dupd o directiune oare-
care sunt: oy .
X =a29 + 23 4 2%,
e =ae + b2+ ey
Daci ecuatiile (5) le multiplicim respectiv cu a2, b? sitctisile
adunam capatam: S '
5) % =26 e+ eop/(L— 2]
Deci si pentru o directiune oarecare, ecuatiile lui Poisson
pastreaza aceiagi forma.
Pentru o directiune oarecare & vom avea:

Tl Ry = 26 e, + eop/(1 — 20)]
S& consideram trei axe rectangulare dupa cariavem 90, 9%,. . ;. .
S &g, Eyeo Vaeo si s vedem dacad ecuatiile lui Poisson pastreazi

aceeasi forma
Din ecuatiile (2), (3) st (8) dela studiul rezistentelor si (8), (9)
si (10) dela deformatiuni, avem:
K = Za? N, + 2 ZbeB,
& =2Za’e; +  2bey,
Daca fiecare din ecuatiile (5) le multiplicam cu a?, b2, ¢* si le
adundm si tinem seama i de ultimile doud ecuafii, capatam:
=N ey — 2G[e + eop/(1 = 2u)]—2GZbey,
Se vede ci ele pastreazi aceeasi f;)_fmé décé avem
By e e @ O T8 =Gy 6, 2 Gy
Din cele de mai sus rezultd ci am admis pentru ecuatiile Tui

Poisson urmatoarele ipoteze:
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1. Am rdamas sub limita de propor{ionalitate;

2. E, G si p sunt constanfi dupd orice direcfiune.

Corpurile cari indeplinesc aceste conditiuni poarta numele de
corpurt izotrope.

O condifie a isotropiei este si relatia (6) de legatura intre E,
G siop. '

b) Rezistente si deformatiuni in plan.

S& presupunem cd in loc de un element de volum solicitat in
spatiu, am avea acelasi element de volum supus la rezistentele

- . A 2
R, si I cuprinse intr'un plan.

Vom repeta aci intocmai rationamentul de mai sus si vom
capata aceleasi formule insa cu alti coeficienti.
Ecuatiile (2) se reduc la:

Ee =3 — pnJ,

@ Ee =% — pu,

Dacé se noteazd si aci invarianfii:
NG+, =p
£+ & = &
atunci avem: :
3) Ee =1+ w3 —pup
(4) Eee=(1—pp
Si aci deducem:

5) G =E(a+ pe)/(l—p) =26+ eu/(l— w)]

iar dupa o alta directie oarecare avem:
(5) L W =E(eatpey)/(1— p?)
Am putea deduce §i aci pe aceeasi cale relatia (6).

Obseryafie. Am avut mai sus invariantii &, si &. S& vedem care
este semnificarea lor fizica.

Sa presupunem cad avem un element de volum paralelipipedic

~ . . . G

ale carui laturi, egale cu unitatea, se lungesc cu lungirile specifice
€1, &, €3 Volumul dupa deformatie va fi

(A42) (d1+e) (L+e)=1+¢&+e+ est 26 81 ¢ 58,
Dacid se neglijeazi termenii X &, &,..., se vede ca:

€ = & + & | &,
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este dilatatia elementului de volum. Tot asa, & este dilatajia
elementului de suprafata.

2. Rezistente reduse.

Daca avem o bard supusid la tensiune numai intr'un sens,
legatura intre deformatiuni si rezistente este data de relafia £ ¢ =9,
bine inteles dacd rdmanem pana la limita de proporfionalitate.

Daca corpul este supus la rezistente in mai multe sensuri, atunci
aceastd legaturd este datd de ecuatiile lui Poisson cari evident
diferd de precedenta.

Rezistenfa care ar produce la o bard supusi numai la tensiune
(sau compresiune) aceeasti lungire specificd, ca la un corp solicitat
in mai multe sensuri, poartd numele de rezistenfd redusd.

Cu alte cuvinte, daca la un corp solicitat in mai multe sensuri
avem dupda o directiune oarecare o lungire specificd &, data de
ecuatiile lui Poisson, atunci rezistenta redusa 9, .4, este rezistenta
care, la o bara supusd numai la tensiune sau numai la compresiune,
ar produce aceeasi lungire specificd. Deci

Kira =Eey "7, "Ryra—rbigg ", Waigy = Eeg.
Punand acestea in ecuatiile (2) avem: _
(1) I rea =9 — p(Wg + ), Nprea = Iy — p(I + 9Ty
Ky rea-— Kg— w(IWyt=-90,)s
In cazul rezistentelor in spatiu nu se poate da o expresie a lor in
functie de 9%;... G,... pentrucd 9G. .. rezultd din rezolvarea unei.

ecuatii de gradul al treilea.
In plan chestiunea este mai simpld, pentruca avem de-a-face

cu o ecuatie de gradul al doilea.

Avem:
%1 red = f)ﬁcl ha /ug(2 3 9(2 red — 9(2 o #%1

Am avut insa:
3t1’ S ?1‘ (%I + S‘)z:!/) ZI: ;']/<9tz—9(y)2 _|‘4 6:2

Dacd se pun aceste valori in expresia rezistenfelor reduse de

mai sus, avem:
B) s =3 (ot Ty) (1— ) & 3 (1) |/ I P402
Pentru x = 0,25 avem:

Nyea = 0,375 (9 + K,) + 0,625]/ (5, —K,)2 - 4 6.2
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iar pentru u = 0,3, avem:
Wea = 0,35 (N, + K,) + 0,65]/ (9, — K,)2 +

In cazul cand avem numai rezistente & avem

9) Wrea = + (1 + p) G..

"(
[

w

G)

3. Lucru mecanie.

Vom nota cu L lucrul mecanic acumulat de elementul de volum V.
Am viazut ca dacid avem rezistente normale, expresia lucrului
mecanic este
Li= 10t
iar daca avem rezistente tangentiale
S e
L =1Gy
Sa presupunem ci elementul de volum este supus la rezistentele
Koy Ry, Ay 6oy By, G, dupd cari se produc deformatiunile e, £

&4 Y Yy Yz date de ecuatiile lui Poisson.
Vom avea:

(10) e L T e

Aceastd expresie putem si o exprimim fie in functie numaij
de rezistente, fie numai de deformatiuni.

a) Lueru mecanic in funetie de rezistente.

Daca in ecuatia (10) se introduc valorile Iui ¢ din ecuatia (3)
a lui Poisson, daca se tine seama ci:

T = pr—=2-29,9C,,
daca se fine seamd ci am notat invariantul:
2 (B —XI) = ¢
si cd intre E si G exista relatia (6)
G=E/2 (1 +
atunci capatam:

(11) L= (P*/E + ¢2/G)

b) Lueru mecanic in functiune de deformatiuni.

Daca in ecuatia (10) de mai sus punem v

in e alorile lui 9 din ecuatia
(5) a lui Poisson, daci tinem seami cx:

2 2
2£x=£v~22616y
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§1 ca am notat invariantul:
Z (fri—ese) =P
capatam
(12) L=2G (ke + )
in care am notat:
hk=0—=w/2 1—2p

Observatiuni. Sub actiunea rezistentelor corpul se deformeazi
modificandu-gi lungimile si unghiurile. Prin modificarea lungimilor
corpul isi schimba golumul, iar prin modificarea unghiurilor corpul
isi schimba forma.

Pentru fiecare din aceste modificiri este nevoie de un lucru
mecanic.

Vom nota cu L; si L, lucrul mecanic necesar pentru modificarea
volumului si respectiv a forme;.

Sa presupunem ca un corp este supus la rezistentele 9./, 9C,/,
XN, asa ca:

(13) 296 =0

In acest caz, ecuatia (4) a lui Poisson ne arati ci &, — 0. Asa
dar, un corp supus la rezistente normale cari indeplinesc conditia
(13) de mai sus, nu-si schimba volumul, ¢i numai forma.

Un corp supus numai la rezistenfe tangenfiale nu-si schimbd
volumul ¢i numai forma. In adevir s& avem un paralelipiped de
laturi a, b, c. :

Dreptunghiul de baza ab se transformd intr'un paralelogram
care are baza a si inalfimea b cosy.. Or y; fiind mic, cos y, ~ 1,
si deci baza ramane egald cu ab. Daci aceastd bazi se multiplica

cu ¢ cosy, avem, pentru acelasi motiv, ¢ cosy ~=c. Asa dar,
volumul, in prima aproximatie, rdimane neschimbat sub .actiunea
rezistentelor &, corpul schimbindu-si numai forma.

Putem pune oricAnd 9%, =9, + ip, etc., in care 9, ...
indeplinesc conditia (13) de mai sus. In acest caz:

2 ’ ’
P =26—2N, X,/ —4p?
Punand aceastd valoare in ecuatia (11) avem:

L=21 [p*/E—p?/3G+ = (63—9‘({ xX,)/G]

Din aceastd expresie se vede ca ultimii doi termeni servi la
schimbarea formei elementului de volum, si atunci primii doi ter-
meni servd la modificarea volumului.
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Asa dar:
(14) L= p(1/E—1/36) = (1 —2 W) p*/6E
(15) Ly=(p*+ ¢)/26

Avand evident:
L=L,+ L

Putem exprima aceste lucruri mecanice si in functie de
deformafiuni.

Cu ajutorul formulei (4) a lui Poisson, avem:
(16) L, —=E&/6(1—2u) =2Ge (k— %) =pe/6
(17) Ly =26 ($e2 47

Asa dar, am gasit expresmmle lucrului mecanic acumulat de
un element de volum. Am mai vazut cidt anume din acest lucru

mecanic serva la dilatarea si cdt anume la modificarea formei
volumului.

S stabilim aceleagi formule cind avem de-aface cu rezistenfe
in plan.

Aci notam:

Stz’Jr‘%y:P 5 8£+£g/:35

2 S 2
G, — WX, =¢q Ve e Ly N

o
Daca se urmeazi absolut acelasi rationament si daca se noteaza

E=1/2 11— u)

se gaseste ca formulele (10), (11) si (12) rdméan absolut identice.
Daca urmam mai departe rationamentul, daca avem 9, +9C,/ =0
si daca notam

X, =% +3p , =% +4ip

gasim pentru expresiile lucrului mecanic necesar pentru dilatarea
suprafetii si modificar iel, 1 i i
prafet area formei ei, in functiune de rezistente:

(18)  Le=4p*1/E—1/4G) = (1—p) p*/4E—Lpe,
(157) Ly =({p* + ¢%)/2G

iar in functiune de deformatiuni

(16") Ls =1kE¢&

(17) =2G (L &5+ 7?)
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4. Relatia intre rezistente si deformatiuni la corpurile plastice.

Nu toate corpurile au o limita elastici ridicatd. Sunt unele cor-
puri cari chiar sub actiunea unor solicitiri mici capitid deforma-
tiuni permanente. Acelasi lucru se petrece si cu corpurile cari asculti
de legea lui Hooke, insd dincolo de limita deformatiunilor mari.
Pentru acest motiv, aceastd limiti am numit-o si limita de
plasticitate. :

Si pentru aceste corpuri avem o curbi caracteristica. Si aci
(18) dX/de =D
defineste coeficientul de plasticitate, care este o functiune de 9.

La corpurile plastice se admite cd un corp sub actiunea rezi-
stentelor 9 151 schimbd numat forma, volumul ramanind constant.
Aceasta, bine inteles, in primd aproximatie.

Asa dar, pentru corpurile plastice avem:

Iy gy—0
Din ecuatia lui Poisson: E¢&, = (1 —2 u)p, deducem:
(20) =05

Aceste douad condifiuni definesc relatia intre rezistentele i
deformatiunile unui corp in regiunea plasticd a caracteristicii lui.
In acest caz, ecuatiile lui Poisson pentru directiunile principale
se scriu sub forma:
De =3 —0,5(90 +9C5), ete.
si dacid notam
(21) 2% =p,

avem:

2Deg =3, —p
(22) 2D e =3%—p
2De; =3%;—p

sau
X =5p+2De&)
(23) X =5p+2Dg)
Rz =4p+2Deg)

Daci se scad aceste ecuatil una din alta, daca se {ine seama ca,
N, — N3 =26, , &— & =7y, etc.

si dacd se noteazd ca la corpurile elastice:

(24) G =yH
se obtine:
(25) H =D

20. 1934, Gh. Em. Filipescu. Statica constructiunilor §i Rezistenfa materialelor.
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Asa dar, relajia intre coeficientul de plasticitate transversal H §t
cel longitudinal D este acelasi ca si intre E §i G la corpurile elastice
dacd se face u = 0,5.

Intocmai ca la corpurile elastice si pe aceeasi cale, se aratd ca
ecuatiile (5) pastreaza aceiasi forma si pentru alte directiuni si ca
deci avem:

(26) X = 4(p+ 2 De) = ip + 2He

La fel se aratd ca aceasta ecuatie subsista sub aceeasl forma
daca D si H pastreaza aceeasi valoare s1 ecuatiile (24) si (25) sunt
satisficute pentru orice directie.

Aceste ecuaii se aplicd intocmai si corpurilor elastice, dincolo de
limita de elasticitate.

Dincolo de aceasta limita, ¢ se compune din doud parti:
elasticd ¢, §i una permanenti sau plastica e,

Daca 9T, este limita ‘de elasticitate, atuneci e, este datorit
rezistentii 9 — 9T,. Daca in ecuafia (26) punem aceasta valoare si
dacd noua suma a rezistentelor % o notim tot cu Ps
ecuatia (26).

Asa dar, ecuatiile lui Poisson sub limita de
au forma:

o lungire

capatam iarasi
proportionalitate

X =2G[e+ e,u/(1 —2u)]
iar peste aceasta:
I =2 He ip
In prima formula & sunt numai deformatiuni elastice, in a doua
numai plastice sau permanente.

In prima formula G este constant, in a dou

a H este o functie
de 9 sau de e.



XIV. IPOTEZE ASUPRA RUPERII MATERIALELOR.

1. Solicitdri intr’o singura directiune.

Cel mai simplu exemplu de rupturad este ob{inut prin incercarea
unei epruvete la tensiune si asupra céreia se exercitd o forta care
creste mereu pana obtinem ruperea epruvetei.

Am vazut de asemenea cum construim curba caracteristica.

Fie 9C; rezistenta totala §i e, lungirea specificd la ruptura.
Se zice ca un material se va rupe in momentul cind rezistenta 9T,
ce se desvoltd in el, va atinge valoarea 97;. De asemenea, dacd com-
param lungirile specifice, vom zice cd un material oarecare in ace-
leasi conditiuni se va rupe cand lungirea lui specifici va atinge
valoarea ¢,.

Prin urmare, ne este absolut indiferent dach e face compararea
rezistentelor efective sau a lungirilor efective, cu aceleasi elemente
din momentul ruperii. ;

Mai mult. Pentru a rupe o epruveta cheltuim un anumit lucru
mecanic L., lucru mecanic al fortei exterioare. Acesta este acu-
mulat de bara, prin deformare bara, inmagazinind lucrul
mecanic L;.

Atat timp cat intre aceste cantlta'gl ex1sta relai;la

(1) ’ L, =L

existd §1 echilibru intre-fortele exterioare si eforturile interioare.
Din momentul in care aceastda relatie nu mai e satisfacuta, echi-
librul este rupt, nu mai exista. ;

Daca voim s impunem unei epruvete sd inmagazineze un lucru
mecanic mai mare decat L;, adicd mai mare decAt lucrul mecanic

necesar ruperii, atunci bara se va rupe.

20%
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Prin urmare, pentru a sti dacad o bard supusd la tracfiune se va
rupe sau nu, va trebui si compardm unul din cele trei elemente: 9%
rezistenfa, & lungirea specificd, sau L lucrul mecanic, cu aceleasi ele-
mente la rupere.

Aceasta putem sd o facem, pentruci intre cele trei elemente
X, & si L exista o singurd relatiune precisi, curba caracteristicd.

In acest caz simplu nu avem nicio indoiala 1 putem sd spunem
cu precizie, daci un material, solicitat la o tractiune oarecare, se
va rupe sau nu.

Acelasi lucru se petrece si cind avem de-a-face cu o compre-
siune simpla.

2. Solicitdri din mai multe directiuni.

Chestiunea se complicd in cazul cand corpul este supus Ia
rezistenfe dupd mai multe directiuni.
Exista asupra acestei chestiuni mai multe ipoteze :

a) S’a emis ipoteza ci un material se rupe cind rezistenta efectivi
atinge rezistenta de rupturs a aceluiasi material supus la tractiune
sau la compresiune.

Daca avem un element de volum supus la rezistentele 9,. . . G,y
se pot gisi rezistentele normale principale I, Ny, ANy si rezistentele
tangentiale maxime. Comparand rezistenta maximi — sa zicem iN,—
cu rezistenta la ruptura, s’ar putea — dupa aceastid ipoteza — si
stim daca corpul se va rupe sau nu.

Numeroase experiente ficute in aceasts directiune, au ariitat ci
aceastd ipotezid nu este adeviarata.

Dupa experientele lui Foppl st Groth cari au supus diverse
materiale la presiuni pani la 3000 at in interiorul lichidelor, a rezultat,
cd afard de citeva exceptiuni, materialele nu se sfardma, nu se rup.

In urma acestor experiente ei trag concluziunea ci ruperea n’ar
avea loc nici la presiuni si mai mari.

b) O altd ipotezd datoriti lui Barré de Saint-Venant, este de a compara
lungirile reale din interiorul corpului, cu lungirile la rupturd al unei
epruvete supusi numai la tensiune sau numai la compresiune.

Cu ajutorul formulelor (2) sau (5) si cu (6)
deduce lungirile ‘§i lunecarile specifice &;...p,..., cu ajutorul lor

am vazut cum putem deduce lungirile specifice principale e;...
si lunecarile specifice maxime Pk s

ale lui Poisson, putem
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Dupa aceasta ipotezd, cind lungirea specifici maxima — si
zicem & — a atins valoarea lungirii specifice la rupere, ¢, a unei
piese supuse numai la tensiune sau numai la compresiune, atunci
vom zice cd pilesa se va rupe.

Aceasta-i ipoteza in general admisd in toate tratatele de rezistenta
matertalelor de pdnd acum.

St aceastd ipotezd este in dezacord cu rezultatele experiengelor.
In adevar, a .compara lungirile specifice intre ele, este a compara
rezistenta redusa din interiorul corpului, cu rezistenta la rupere a
aceluiagi material supus numai la tensiune sau numai la com-
presiune.

Cand un corp este supus numai la rezistente tangentiale, formula
(9) dela rezistentele reduse ne da:

Kreg = (1 + p)6z

Pentru valori ale lui u cuprinse intre 0,25—0,30 capatdm pentru
G respectiv valorile:

G = 0380 Krea 0:77 E')Cred.

Or, dupa experientele lui Mohr si Guest, rezultd pentru oteluri si
alte materiale ca existd relatia

6 =—0,69C
deci o nepotrivire prea mare.

Mai mult. Cuburile de beton sau de piatra
supusd la compresiune se distrug — se rup —
ca in fig. 211, adica,
de pe laturi se deta-
seaza dupa niste pla-
nuri inclinate portiuni
de material. Prin ur-
mare, ruperea a inceput
sa se facd dupa plane
inclinate si numai dupa

: aceea trunchiurile de |
Figura 211 piramida tind sa pat- Figura 212
runda unul in altul.

Din cauza frecarii ce se produce intre cele doud baze ale
cubului cu piesele masinii care le comprima, dilatarea lor este impie-
decatd si ruperea se face ca in fig. 211. In cazul insa, cind suprafetele
in contact dintre material §i masind se ung, atunci ruperea se face
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si dupa plane dirijate dupa direcfia solicitdrii, asa cum se arata
in fig. 212. Asta probeaza suficient ca ruperea nu se face dupa
directia dupa care avem cele mai mari deformatiuni e.

Mai mult inca, Fépl a supus un cub la compresiune dupa o
singura directie si I'a rupt la o rezistentd 9T. Supunind in aceleasi
conditiuni un cub din acelasi material, insa la rezistente dupa doua
direc{iuni normale, a observat ca se rupe la aceeasi rezistenta IU.
De aci rezulta ca lungirile specifice n’au nicio influenta, caci cal-
culdndu-se, se vede cd au valori diferite in cele dou# experiente.

Alt fapt. Cand o epruvetd se supune la incercare, de indatd ce
a aparut contractiunea transversald sau dilatarea, se observa pe
fata epruvetei niste linii inclinate cam la 45° cari indicd in mod
clar, cd dupa directia lor au loc niste lunecari. Acestea sunt asa
zisele linii ale lui Piobert.

Aceste nepotriviri au condus pe Mohr si admita:

c) Ipoteza lui Couloumb si anume eci ruperea unui material se produce
din cauza rezistentelor tangentiale.

Ruptura are loc atunci cand & din interiorul materialului atinge
valoarea G; a rezistentei totale la forfecare.

Se stie ca valorile maxime ale lui & sunt date de diferentele
63 = (9, — N,) /2, ete.

Prin urmare, dupé aceastd ipotezd ruptura va avea loc cind una
din aceste diferente atinge valoarea &,.

Aceastd ipotezd este justificatd prin o serie de experiente, cari,
pentru anumite materiale, dau rezultate concordante.

S& presupunem ci un material este supus la rezistentele prin-
cipale 9y, 9 si Ay, cari satisfac relatiunea 9, > 9, > 9,

Asa dar, dupa aceastd
ipotezd ruperea materialu-
lui depinde numai de dife-
renta & (9 —9;) si e inde-
pendenta de 90,.

Sa presupunem ca incer-
cam o epruvetd la tensiune
simpla si cid ea se rupe la

e

Doe Xi) X6

Figura 213 rezistent{a 3& Cercul care

trece prin origine si abscisa

+ 9 in diagrama lui Mohr, reprezinti starea rezistentelor din inte-
riorul corpului dupa diferite directiuni in momentul ruperii (fig. 213).
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Sa presupunem ca supunem acelasi corp la compresiune, vom
avea in aceleasi conditii cercul care trece prin origine si prin 9.

Sa presupunem ca supunem corpul la o rezistentd de tensiune
intr'o directie si compresiune in altd direcfie. Si presupunem ca
variem una din ele panad obtinem ruperea corpului. Starea rezisten-
telor din interiorul corpului va fi reprezentatd iardsi prin un cerc.
Daca facem astfel de incercari variind oricum rezistentele in cele
doua sensuri panad corpul se rupe, obtinem o serie de cercuri cari
sunt inviluite de o curbi, numitd curba limitd a lui Mohr.

Prin definitie, orice cerc din interiorul acestei curbe, reprezinta
o stare a rezistentelor din interiorul corpului pentru care ruperea
nu este posibild, un cerc tangent la aceastd curbd reprezinta starea
rezistentelor corpului in momentul ruperii si orice cerc avand centrul
pe axa O si care tae curba, reprezintd o stare dincolo de ruptura,
deci cand echilibru nu mai exista.

Punctul A unde aceastd curba tae axa OJ corespunde cazului
cand corpul ar fi solicitat numai la tensiuni egale in dou# sau trei
sensuri normale.

Totul este sa construim aceastd curba, ceea ce nu este tocmai usor.

In cazul cand rezistenta
intr’'un sens creste liniar fata de
cealalta din sensul normal,
atunci cercurile raman tan-
gente la o dreapta (fig. 214).
In acest caz, dacd ducem cercul
cu centru in originea axelor de "

coordonate, acest cerc repre- Figura 214
zintd cazul cdnd avem corpul
solicitat in dou# sensuri cu -+ 9 si — 9T s1 deci avem rezistenta

tangentiala G = 9. De pe figura se vede c@ in acest caz avem:

T = %N K /(I + )

In cazul cand 9C; = 9, cum e cazul otelului moale, avem
& = 0,5 9%, formuld care corespunde cu experientele lui Mohr si ale
altora.

Din aceastd teorie s’a admis ca sigur pand astdzi:

1°. Pentru materialele uzuale, precum ofelul moale, arama, elc.
rezistenfa 5; maximd este constanid si hotardste ruptura materialulus.

2°. Pentru materialele cassante, precum betonul, marmora, ete.

ruperea se face prin lunecare.
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Nici aceastd ipotezd nu concordd cu altd serie de experiente.

Bach gaseste de ex. tot pentru otelul moale &=~3T, ceea ce
se apropie mai mult de ipoteza lui Saint-Venant.

In alta serie de experiente, Mérsch gaseste pentru beton
Gz]/m; asa dar, rezultate variind dela simplu la dublu.

d) Ultima ipotez# constii in a compara lucrul mecanic acumulat de

un element oarecare de volum, supus la rezistentele %z... Gz..., cu

luerul mecanic la rupere al aceluiasi element de volum supus numai
la tensiune sau numai la compresiune.

Huber, care a emis aceastd ipotezd, aratd ca in cazul p >0
trebue s compardam lucrurile mecanice L, iar in cazul p < 0 sa com-
param numai lucrul mecanic de deformajie L;.

Sa presupunem ci facem doud experienfe, una la tensiune si alta
la forfecare.

Dupd Huber avem:

R22E =62/2G

de unde:

& =R|/G/E=3/)/2 (1 + u)
care pentru u = 0,25 ne da:
G =0,63 KT

Aceastd valoare este o medie intre valoarea obtinutd
toda rezistentelor reduse si metoda lui Mohr.

Aci avem de ficut o observatie. Cand un corp este supus la
o incercare oarecare, lucrul mecanic exterior se transformi in cal-
durd, in lucru care modifica volumul, lucru care modifica forma, ete.
La o alta incercare, lucrul mecanic exterior se transforma in acelasi

ey - % SDEEMET
fel, insd in alte proportii. Dacé solicitarile in cele doud experiente
sunt diferite unele de altele, atunci pentru a compara efectele din
punctul de vedere al ruperii, pare ci trebue si comparam intre
ele numai lucrurile necesare pentru modificarea formei

De exemplu, dacd voim sa comparam rezistentele la tensiune

cu acelea la forfecare, vom compara intre ele numai lucrurile me-
canice L; din cele doud experiente.
3

prin me-

Dupa formula (15), dela lucru mecanic, avem in cele dous cazuri:
L =95/6G = G2/2G
si deci

G =%/]/3 = 0,58%
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Aceastd valoare este intermediard si aproape media celor obti-
nute de Mohr si Huber. :

In cazul cAnd corpul este supus din toate partile la rezistente
egale, formula (15) ne aratd ca L; =0, deci n’ar exista rupturd,
fapt dovedit experimental in ceea ce priveste compresiunea.

Aceasta pare a arata ci, cel putin in limitele practice, variajia
volumului corpului n’are nicio influenta asupra ruperii si cd ea
este datoritdi numati variajiei formei corpului.

In cazul cand 9 = 9, > I, sau I > I, = I, avem:

30° + ¢ = I —%y)°

Dacid 9 este rezistenta echivalentd a lucrului mecanic L;, a
unei epruvete supusd numai la tensiune, din ecuatia (15) rezulta:
R =9, — %,
si dacd G, este rezistenia echivalentd a unei epruvete supusd la

forfecare, rezulta:

6 = (3G — I) / l/§: 0,58 (I, — ITy)

In cazul cand 9 > 90 si W, = LI -+ I3) avem:
1P + ¢ = {(9 — I)?

i in aceleasi conditiuni ca mai sus

R (T W) /3 /2= 0,87 (K, %)

B = 43— %) =05 (3 — 9)

Ultimul rezultat este conform cu ipoteza lui Mokhr.

In cazul general 9T, > 9 > 9y, oricare ar fi valoarea lui 9T,
se giseste cid I §i G variaza intre:

0,87 (9 — Mg) LN LG — N,
0,5 (9 —N3) L6 £0,58 (I — Iy)
Asta aratd ca influenta rezisteniei intermediare este intr’adevar
mica.
Concluzie.

Din cele aritate pana aci, rezultd ca chestiunea ruperii unui
material, cand este solicitat in mai multe sensuri, nu este com-
plet clarificata pana acum. Diversi cercetdtori cauta a pune la
punct ipoteza lui Huber, adici a lucrului mecanic echivalent, care
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pare pand acum singura care di rezultate mai concordante cu
rezultatul experientelor.

Dificultatea provine de acolo ci ideile nu sunt bine fixate nici
asupra modului cum se rupe o epruvetd la simpla tensiune, sau
numai la simpld compresiune.

In adevir, imediat ce rezistenta in piesd trece dincolo de limita
deformatiunilor mari, in regiunea unde se va produce ruperea,
apare o contracfiune a sectiunii in cazul tensiuni; si o dilatare in
cazul compresiunii. Aceste variatiuni de sectiune se intind pe o
regiune oarecare, ca in
fig. 215. In aceste regiuni
sa considerim elementul
de volum din A. El va fi
supus la niste rezistente de
tensiune sau compresiune
dupa caz si la o rezistenta
tangentiala @, ca in figura.

Daca se cauta direc-
tiunile principale in cele
doud cazuri, se vede cj
Ay, liniile izostatice se diri-
jeaza citre centrul sectiu-
nii. Rezulta de aci in mod
clar ca, cel putin pentru

lunecare

smulgere barele supuse la compre-
siune, rezistentele nu se

il distribuesc uniform pe sec-
tiune si anume, pe partea

Figura 215 centrald a sectiunii sunt

mai mari ca pe rest.

Pe figura s’au schitat liniile isostatice ale rezistentelor 9, si 9,.
Daca presupunem c3 epruvetele sunt cilindri cu baza circulara,
atunci avem de-a-face cu linii isostatice in plan. Am gasit ecuatia lor.
Daca se face abstractie de greutatea elementului de volum st daca
se line seamd ca % —9,)= B, atunci ecuatiile (34) dela re-
zistente se transformi in

d/ds, + 26 /r, =0
dXy/ds, — 2T /r, = 0
Existd un punct C, pe conturul -barei, in care expresia:
T, d¥; /ds;, — 2 @



315

are o valoare maxima. Daca plecand din acest punct construim
isostatica CB a rezistentelor G, aceasta tae sectiunea din mijlocul
contractiunii in B.

Rezulta in mod clar ca pe regiunea OB ruperea se face prin
smulgere, detasare (rupture d’arrachement, break by severing,
Trennungsbruch) pe cind pe portiunea BC se face prin lunecare
(rupture de glissement, break by glinding, Gleitungsbruch). Exa-
minarea pieselor rupte confirmi acest punct de vedere.

Din cele aritate mai rezulti ci pand acum nu avem o teorie
care si explice in mod satisfacitor ruperea materialelor.



XV. APLICAREA PRACTICA A ECUATIEI DE
ECHILIBRU ELASTIC.

A) Rezistente admisibile, coeficient de siguranti.

Din cele aratate pana aci rezultdi c& sub actiunea fortelor
exterioare corpul se deformeazi, acumuldnd un lucru mecanic, L,,
al fortelor exterioare. La fiecare valoare L,, corespunde un lucru
mecanic interior L;, intre ele existand relatia:

(1) L. =L,

De indatd ce aceastd relatie nu mai subsistd, nu mai exista
nici echilibru.

Am vizut i pe L; putem sa-l exprimim in functie de rezistentele
9 s1 & din interiorul corpului. De indatid ce aceste rezistente,
intr'un punct oarecare al corpului, trec de valorile ce corespund
ruperii materialului, corpul se rupe si echilibrul nu mai exista. Asa
dar, L; nu poate trece de o anumité valoare, si deci nici L,, in vir-
tutea relatiei (1).

L, fiind cunoscut, putem deduce sarcina sau sarcinile maxime
ce le poate suporta constructia noastri.

Am mai vizut ca pe L; putem si-l exprimim si in functie de
deforma;iile_specifice € sy sl ca cu ajutorul lor putem deduce
deplasarile j, ale unui punct oarecare al constructiunii.

Pentru a avea o construcfie stabila, trebue ca 7, sub actiunea
sarcinilor, sa aiba o valoare finita sau o valoare care si nu treaca
de anumite limite.

Asa dar, si in acest caz, L; nu poate de

Pasi o anumita valoare,
si deci §1 L.. Ca si mai sus,

L, avand o valoare limitata putem de-
duce sarcinile /' maxime ce poate suporta constructia.
3
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Asta din punct de vedere teoretic. Practic insa, trebue sa avem
in vedere urmitoarele consideratiuni:

1. S’a vdzut cd nu putem evalua exact sarcinile cari acfloneazd
o construcjie si cd facem o serie de aproximajit.

2. Formele geometrice objinute din calcul nu se pot realiza exact
in practici. O bard dreaptd in realitate, nu este o dreaptda mate-
maticd, ci este o dreapta cu oarecare aproximatie, avind in anu-
mite puncte o curburd apreciabila sau nu. Avem tolerante si la
forma si valoarea sectiunilor.

3. In formulele stabilite pand acum si pe cari le vom aplica,
am presupus corpurile izotrope, adicd cu acelagi E, G gt p in toate
sensurtle.

In realitate, corpurile nu sunt nici méacar omogene. O bard din
otel laminat are un E in sensul laminajului si un altul in sens trans-
versal.

O roci sedimentara are de asemenea un coeficient de elastici-
tate in sensul stratificatiei si altul in sens normal.
Mai mult. La lemn acesti coeficienii sunt
variabili dupi cele trei directiuni: in sensul fibrelor
lemnul are un E;, in sens normal pe fibre E,, iar
in directia normald pe precedentele E; (fig. 216).
Nu putem {ine seama in calcule de toate acestea,

cici calculele s’ar lungi atdt, incat ar costa mai

Figura 216

mult decit construciia.

4. Nu cunoagstem caracterele materialelor decdt in mod aproximatiy,
pentru cd nu putem incerca absolut toate piesele ce intra intr'o
constructie. In genere se incearcd o parte din piese si zicem ci §i
restul ar avea aceleasi calitati. Nesiguranta este si mai mare, cind
cumpéiram materiale din comert.

5. Nu realizim in practicd ipotezele de calcul. De ex. o grinda
a unui planseu are capetele incastrate in doud ziduri de caramida.
In genere, o calculam ca si cand ar fi rezematd pe ziduri.

In realitate ea este incastratd, pentruca face corp cu zidul.
Experienta aratd ca nu putem si o consideram ca incastratd la
extremitati. Ea ar trebui calculata la o stare intermediard, intre
o grinda simplu rezemata si alta complet incastrata. Intru cat nu
cunoastem masura in care este incastrata, vom admite o 1poteza
de calcul, sa zicem: ca este simplu rezemata la cele doud capete.
De aci rezultd ci una este starea de fapt si alta este ipoteza de
calcul.
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In acest caz mestesugul inginerului este de a gési care este ipo-
teza de calcul care se apropie mai mult de realitate.

Toate aceste consideratiuni ne fac sa nu calculam construc-
tiunea la limita ei de ruptura sau de stabilitate, ci ceva mai
departat, asa ca dela starea la care am calculat-o si pana la limita
de rupturd sau stabilitate, s& mai avem oarecare margine, oare-
care joc.

Daca materialul din care facem constructia are o rezistenti
totala 9T, atunci pe baza consideratiunilor de mai sus, in constructia
noastra, vom admite numai o rezistentd 9%, = 9(;/¢, adica o frac-
tiune din 3. 9, poartd numele de rezistentd admisibild, iar ¢ coe-
fictent de siguraniad.

In cazul cand intervine stabilitatea constructiei, daca ea trebue
sd suporte sarcina ', atunci o vom calcula la sarcina cF, in care ¢
este coeficientul de siguranta.

Pentru diferite materiale §i diferite solicitiri, practica construc-
tiunilor de pand acum a stabilit valoarea rezistentelor admisibile
9y s1 G, precum si valorile coeficientilor de sigurantd c.

Asa de ex. pentru piese de masini supuse la eforturi alternative
se fixeaza pentru otelul moale 9, = 600 kg /cm?.

In aceleasi conditii pentru ferme metalice se fixeazi 9¢, — 1400
kg/em?, cand am evaluat complet toate fortele, tinand cont de
zépadd, vant, etc. Cand insd la evaluarea lor s’au ficut oarecari
aproximatii, se prescrie 9, = 1200 kg/cm?.

La stabilitatea pieselor supuse la compresiune, se admite in
genere un coeficient de siguranta ¢ = 3,5.

In manualele de inginerie, pentru fiecare fel de constructie sau
solicitéri, se dau valorile rezistentelor admisibile st ale coeficientilor
de siguranta pe cari practica constructiunilor le-a stabilit pAna acum.

In concluzie, daca constructiunea in momentul cand incepe
ruperea sau in momentul cand inceteazi de a mai fi stabila, a acu-
mulat un lueru mecanic L;, atunci, pentru a ne pune la adapost,

vom lua pentru sarcinile F acele valori cari ne dau pentru L,
valoarea :

(2) Lo =Lifc = L;,

in care L, este lucrul mecanic admisibil. .
Aceasta este ecuatia fundamentald a echilibrului elastic.
Evident ca aceasta ecuatie va fi satisficutd si cand

Le < Lia

dar atunci constructia nu mai este economica.
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B) Calculul rezistentelor la grinzi.

In partea intdia a cursului am stabilit rezultanta momentelor
si fortelor aplicate in centrul de greutate al sectiunii, care asigurd
echilibrul grinzii.

Fiacand o sectiune normald pe bard intr'un punct al ei, vom
avea o rezistentd X, pe care o descompunem
dupa cele trei axe in 9,, G,, si 6.. Conform
conventiilor facute pentru semnele rezisten-
telor, sensurile lor positive sunt cele din fig. 217.

Fortele si momentele ce rezulta din aceste
rezistente trebue sa fie tocmai fortele si

momentele aplicate in centrul de greutate
al sectiunii. Figura 217
Vom avea:

(3) S‘)”c,d.Q SN Sz;de g Sz;; qo 7

Acum se explica de ce forta tdietoare este pozitiva cand in
sectiunea ce o consideram este dirijata de jos in sus, adicd este
dirijatd citre — y si — z. Aceasta rezultdi din semnele rezisten-
telor .

Sa luam acum momentele in raport cu centrul de greutate.
Vom avea:

(%) S(zz;;— o7, A M Sffczz g =N S%zy i = M,

Pentru momente am tinut seamd de sensul lor pozitiv de
rotatie.

Prin urmare, am gisit 6 ecuatii de legitura intre rezisteniele
ce se dezvoltd in o sectiune a barei si eforturile din acea sectiune.

Aceasta in cazul general. Putem insd sa avem toate eforturile
nule afara, de exemplu, de N,. In acest caz, avem o singurd ecuatie
si anume [, dQ2 = N, Aceasta insd este insuficientd pentru
determinarea rezistentelor 90, din seciiune. Prin urmare, gisirea
rezistenfelor intr’un punct oarecare al secfiunit este o problemd static
nedeterminatd.

Daci insa, intr'un mod oarecare am putea gasi legea dupa care
variaza 90, pe sectiune, atunci problema este rezolvatd. Singura
cxperienta poate si ne dea aceasta variatie.
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Ca norma generald vom presupune cd in sectiune acfioneaza
izolat numai cate un efort. De ex..numai N, sau numai T, etec.. ..
si, pe baza ardtarilor experienfei, vom deduce legea de distributie
a rezistentelor pe secfiune §i cu aceasta determinim chiar rezi-
stentele.

Vom presupune apoi ci lucreazi mai multe sau toate efor-
turile deodatd, §i vom vedea ce se intAmpla.

Vom studia urmitoarele cazuri cind efortul se reduce la:

1. Forta axiala V. 3
2. Momentul incovoietor M;.
3. Forta taietoare 7.
4.
5!

Momentul de rasucire M,.

O combinatie oarecare intre cele patru cazuri de mai sus.



XVI. DETERMINAREA REZISTENTELOR iN
GRINZILE SUPUSE LA FORTE AXIALE.

1. Bare cu sectiune constanti. Legea de distributie
a rezistentelor pe sectiune.
In acest caz am vazut cd singura ecuafie de care dispunem
este:
(1) S?)t iQ =N
Daca am presupune cé in sectiune existd si rezistenie &, ecuatia
de proiectii pe tangenta la axa barei ne da:

S?Sd.Q=O

care in genere nu este satisficuta decdt in cazul
cind &= 0, pe toatd sectiunea.

Pentru a gasi legea de distributie a rezisten-
telor 9T se recurge la experienta.

Se ia o bara cilindrica cu baza circulara, patrata,
sau dreptunghiulard. Pe conturul ei se traseaza o
serie de generatoare si directoare, cari impart astfel
suprafata intr'o serie de dreptunghiuri (fig. 218).

Directoarele trasate pe piesd, le trasam astfel ca sa fie conti-
nute intr'un plan perpendicular pe axa piesei.

In acelasi mod se pregétesc si epruvetele supuse la compresiune.

Figura 218

Experienta arata ca, atata timp cidt nu atingem limita defor-
matiunilor mari, pe toata intinderea piesei, toate dreptunghiurile,
trasate inainte de deformatie, raman dreptunghiuri si dupa defor-
matie si ca toate directoarele raman mereu in plane normale pe
axa piesel.

21. 1934, Gh., Em. Filipescu. Statica constructiunilor i Rezistenta materialelor.
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De aci rezultd in mod clar, ca cel putin pentru elementele cari
sunt pe conturul barei, lungirea specifica in sensul lungimii barei
este aceeasl pentru toate.

Din faptul ca dreptunghiurile ramén tot dreptunghiuri, urmeaza
¢i nu avem deformatiuni y si deci, pentru toate elementele & = 0.

Pentru c& n’avem posibilitatea pentru corpurile opace de a veri-
fica, admitem ca acelasi lucru se petrece si in interiorul barei.

Pentru materiale transparente, cu mijloace optice, s’a putut.
verifica ca aceastd ipotezd este adevarata.

Asa fiind, toate elementele unei sectiuni cari se giseau intr'un
plan normal pe axa piesei, dupa deformatie se gésesc de asemenea
intr'un plan normal pe axa. Aceasta se exprimd zicand:

Sectiunile plane inainte de deformagie rdamdn plane si dupd
deformae. 3

Aceasta este legea fundamentald admisd pentru tensiune si
compresiune.

Sa considerim o portiune de bard cuprinsd intre doud plane
normale pe ax. Si impartim suprafata £ a sectiunii intr’o serie de
suprafete df2 elementare. ;

Cilindrii cu baza dQ si cu generatoarele paralele cu axa piesei
impart corpul in o serie de fasii longitudinale, pe cari le vom numi
fibre.

In conformitate cu cele spuse mai inainte, toate fibrele se lun-
gesc cu aceeasi cantitate, deci avem:

& =9/ Ee—lE

si deci 9 este constant pe toatd sectiunea barel Asa dar:

\oae =¥
si deci ?
2) K = N/Q.
Avem inca:
(3) & = NJEQO.

iar lungirea totald a barei este:
e — N/ HO.
.Pentru expresia lucrului mecanic am avut la studiul caracte-
risticei materialelor formula:
P Wi = L VX2 /E = L VE
in care inlocuind V =1Q, avem:

(&) L =34 Nu=1}NI/EQ = 1 EQu*/l



In prima parte a cursului, la grinzi s’a stabilit

(5) ~ dN/dx =—p.
iar la deformatiuni (ecuatia 23):
du/dz = ¢

Dacd aceastd ecuatie o derivam in raport cu x, dacd derivam
si (3) si tinem seama de (5) avem:

(6) EQd2u/da?® + p.= 0.

In aceastd ecuatie, dacd p, este positiv, atunci primul termen
este neaparat negativ, si daci punem aceasta in evidenta avem:

(6) — EQd*u/dx® + p.= 0

Aceastd ecuatie are mare asemanare cu acelea din mecanica.
Precum acolo md2?u/dt? s’a numit forta de inerfie care se opune
miscarii, tot asa si aci vom denumi E.deu/d:v2 sarcina  elasticd
a barei si care se opune deformérii, si care se vede ca Iucreaza in

sens nvers SEII‘ClIlll Pa-

2. Bare cu sectiuni variabile.

Ipoteza distributiei admisé mai sus este adevérata numai in-
tru cat conditiunile ce se realizeazd sunt analoage acelora in care
am facut e\penentelc.

Prin urmare, daci bara nu este cilindrica, ci cu sectiune varia-
bili, sau in apropierea capetelor unde sarcina se aplicd intr'un mod
ce nu corespunde cu situatia din cursul piesei, evident cid nu se
realizeaza distributia uniforma a rezistentelor. Totust st in aceste
cazuri vom admite cd rezistenfele se distribuese in mod uniform, desi in
realitate lucrurile se petrec cu totul altfel, riménénd ca nepotri-
virea intre realitate si calcul sa o lasam pe seama coeficientului
de siguranta si a datelor empirice, pe care ni le da experienta.

In cazul cind sectiunea este continuu variabild, putem admite
ci rezistenta se distribue uniform pe sectiune.

Nu e tot asa cand avem variatiuni bruste de sectiune. In aceste
cazuri experienta si calcule de naturd mai complicata, aratd ca
rezistenta nu se distribue uniform in sectiunea slabita.

Mai mult, forma barei influenteaza si asupra rezistentei

Pentru aceasta vom cita experientele facute de Kirkaldy

si altil.

21*
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C. Bach a reluat incercirile cu bare rotunde cari aveau sec-
tiunea longitudinala ca in fig. 219 a, b, ¢ sid.

Pentru bara b a obtinut rezistente cu 7%, cu bara ¢ cu 18%,
si cu bara d cu 399, mai mari ca pentru bara a, in cazul cand ma-

| terialul a fost otel moale. Cu
®l’ﬁ epruvete din materiale cas-
s sante, precum fonta, a ob-

f finut pentru bara b rezistente
sl Z Col -
'1 T ) | (% cu 59, iar pentru bara d cu
i g 7% mai mici ca in cazul
2, ! :
) 4 barei a.
i : f Aceste diferente in primul
Figura 219 caz se explica prin aceea ca

in sectiunea redusa contra-
ctiunea este impiedicata din cauza vecinatatii sectiunilor alaturate
si deci lungirile la ruptura sunt mai mici dupa ipoteza lui Saint
Venant. In al doilea caz, unde ruptura are loc dupa ipoteza lui
Mohr, tranzitia de sectiune face sa apara rezistentele & cari hota-
rasc ruperea.

Practiceste insd este bine sd evitdm asemenea tranzifii bruste de
sectiune.

Piese supuse la compresiune cu sectiune variabila avem destul
de des, mai ales la constructiuni de zidarie, unde
avem blocuri suprapuse, unele peste altele. Cazul
cand un bloc mai rezistent, de suprafata Q,, 4
reazima pe un bloc mai putin rezistent, a cirui
suprafata este £y, este cel mai frecuent (fig. 220).

Daca notdam 97, rezistenta din sectiunea 0,
si 9% cea din £,, neglijdind greutatile proprii,
vom avea relatia:

(7) RN, Q, =%, Figura 220

intre rezistentele presupuse uniform distribuite pe cele doud fete Q,
3 5 “ . - o OR 5 ;
si ;. Intr'o sectiune intermediari s1 in special in apropierea
fetel £2,, e foart i abi i 5 istri i
: { o arte puin probabil ca rezistentele sa se distribue uni-
orm., §1 cu siguranta cad nu toata suprafat,a este interesata la com-
presiune.
Chestiunea aces S i icata
ceasta este mai complicatd de cum se vede. S’au

dat diferite f asi rezi iferi i
e ortllule pentru a gasi rezistentele la diferite distante
de suprafetele in contact. ’
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Cea mai comoda normi este aceea datd de circularile oficiale,
cari prescriu: suprafafa efectivd, pe care se exercitd compresiunea
pe un plan paralel cu suprafaja de contact, se capdtd ludnd inter-
sectia acestut plan cu planele inclinate la 45°, cari confin laturile
suprafeter 2, (fig. 220 bis).

Prin urmare, pe langd formulele cari s’au dat, pentru ca pro-
blemele reale n’au asemanare perfectd cu cele
teoretic studiate aci, va trebui si se {ina seama
si de alte consideratiuni trase de pe urma unor j Wiaidas
incercari si observatiuni indelungate. ,f 2

Incepatorii trebue sa faca ucenicie, prin cal- e L
cule dese si variate, pentru a prinde sensul noti- ‘5[1

Vg
/i

unilor cari singure fixeaza in mod exact fenome- o
nele reale. Calculul matematic ne pune la

indem4nd numai instrumentul de a le putea  Figura 220 bis
masura.

Aprecierea modulului cum lucreaza un material in cutare con-
ditiuni, avind in vedere diferenta intre realitate si calculele pe
cari le facem noi, nu se poate preda, ea se capata pe de o parte
prin- munci, iar pe de alta prin aptitudini speciale si formeaza, ca
si zicem asa, partea artistica a inginerului.

3. Sectiuni brute, sectiuni nete.

In practica se intdmpla foarte rar si avem de aface cu bare a
caror sectiune este constanta.

Din cauzi ca barele trebuesc imbinate — innadite — cu altele,
ele trebuesc giurite sau forjate, intr'un
mod special, pentru a obtine legatura
lor cu alte piese. In aceste cazuri vom
avea in vedere in totdeauna secfiunea
cea mat. redusd a pileset, care poartd
numele de sectiune netd. De ex. platbanda
A (fig. 221 a) o prindem de placa B, cu
ajutorul niturilor din figurd.

In special cand avem bare supuse

la tensiuni cari cer sectiuni mari, pe
cari nu le putem obtine dintr’o bucat,
le alcituim din piese mail mici, cari se

Figura 221

giuresc si apoi se nituesc dupd cum se aratd in fig 221 b.
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Secfiunea curentd a barei, nesldbitd — negduritd — poartd nu-
mele de secfiune brutd.

In cazul platbandei din fig. 221 a, dacd latimea ei este b si gro-
simea h, sectiunea brutd este £2,= bh. In sectiunea m m, daca dia-
metrul gaurii de nit este d, sectiunea barei este £ = (b— d)h. In
sectiunea m; m;, unde avem doud nituri, secfiunea este 2= (b—2d) h.

Secfiunea in care se objine rezistenfa cea mai mare, poartd
numele de secfiune periculoasa.

Daca la dimensionarea barei — cazul platbandei — ne-am servit
de sectiunea m m, atunci sectiunea neta este (b—d) h = 2,; daca
insa ne-am servit de secfiunea m; my, atunci (b—2d) h = 2, este
sectiunea netd a barel. Sectiunea bruta in ambele cazuri este £2,=bh.

Cand o bard este compusa din mai multe elemente — cum este
fig. 221 b din doud fiare | ; §i douad platbande — acestea se solidari-
zeazd intre ele prin nituri, cari evident sldabesc sectiunea bruta.

Se considerd sectiune neta care serva la dimensionarea barei,
sectiunea cea mai micad, normala pe bara.

4. Bare compuse din materiale neomogene.

Dese ori avem de-aface cu bare supuse la tensiune sau com-
presiune formate din materiale neomogene, cum ar fi combinatiuni
de beton cu fier, lemn cu fier, sau oteluri de diferite calitatgi.

La acest fel de piese, avem de-aface cu materiale distincte si
va trebui la calcul sd {inem seami de aceasta. :

Sa presupunem ca avem
de-aface cu un stalp de be- | |
ton armat. Stalpul se com- \/
pune din beton in care sunt
implantate bare de otel moale
(fig. 222). Betonul are pro- o
prietatea de a se lipi de otelul

. . J
moale $1 prin urmare face un ﬂ
) 8

Figura 223

el .
Figura 222 tot cu el (monolit). Pentru a

smulge o bara de fier din beton

trebue fa intr:ebum}ém o fortd oarecare, deci intre beton si fier se
desvoAlta ) remsten;a? la lul.lecare, care se numeste rezisten{d la adeziune.
. C.and facem o piesd din mai multe bucati de otel, insa de calitati
diferite, acestea se solidarizeazi intre ele legédndu-le cu nituri (fig. 223 as.

Cand compunem o piesa din otel si lemn, acestea se solidari-
zeazi intre ele in buloane (fig. 223 b).
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In orice caz, cAnd o piesi se face din mai multe materiale
diferite intre ele, se solidarizeaza intre ele asa ca sa formeze, pe cat
posibil, un singur bloc.

Pentru calculul lor vom admite aceeasi ipoteza si anume cd
seciunile plane inainte de deformafiune rdmdn plane gi dupd
deformajiune.

Dacii sectiunea transversala £ a piesei se compune din sec-
tiunile 25, Q... 2,, ai caror coeficienti de elasticitate sunt: E;.
E,... E,, si daca in ele se desvolta rezistentele 97;, 9. . . 9, atunci
avem:

®) e =%, By = Fi by = o =90, B,

Multiplicdnd fiecare raport respectiv cu £2;, £,..... 0, si adu-
nand, obtinem:

R, By By = S B0 9,

Insa 9, 2, = N, adica forta ce revine sectiunii O ar 2N —tINE
adica forta ce revine intregei sectiuni o)
Asa dar:
I =NE, (2 E0
(9) N, = N.E, 2,/3E,Q,

In acest mod am determinat si rezistenta pe fiecare suprafata
Q, si sarcina ce-i revine Nj.

Observare. Si presupunem ca avem un stalp de beton armat,
supus la compresiune, a carui sectiune de beton este £, lar cea
de fier 2;, coeficientii lor de elasticitate fiind respectiv E,= 0,14.108
kg/em? si E; = 2,1.10° kg/em®.

Avem dupa formulele (9):

Daci se impart ambii termeni cu E, gi se fine seama c&
E;/E, = 15, avem:

W, = N/(2s+ 15 2)) = N/
{44 9, = N /(2 + 2,/15) = N/

Qi si Qi poartd numele de sectiuni ideale de beton si fier si se
vede din formule care-s valorile lor.

Deci si in acest caz, al secfiunilor neomogene, putem pune
9 = N/Q, adica formula generala, insa in loc de 2 punem £2; res-

pectiv.
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Dacd am fi avut acelasi stalp supus la tensiune, pentru care
avem FE; =21.108kg/cm?, iar E, = 0,056.10¢ kg/ecm?, atuneci:
Ky =N/(2,+ 375 2,) = N/Q,,

Aci Q5 si 0;; sunt sectiunile ideale de beton s1 fier la tensiune,
pe cand in cazul precedent au fost la compresiune.

Dacd am fi avut o bara compusd din o sectie de lemn care are
E, =0,1.10° kg / cm?, atat la tensiune cat s1 la compresiune,
atunci sectiunile ideale pentru ambele aceste solicitari sunt res-
pectiv:

(10°)

Qu=0,+ 21 9
-Qi/ = -Qf =l 91/21

Asa dar, avem mijlocul de a calcula si piesele formate din
materiale neomogene.

(107)

5. Calculul barelor la cari dilatarea transversali
este Impiedecati.

Experienta arati, dupa cum s’a mentionat si cu alty
¢d atunci cand contractiunea sau dilatarea transversala
piedicatd, sau cand lateral se exercitd rezistente, atunci r
in sens longitudinal se modifica.

ocaziune,
este Tm-
ezistenta

Ne intereseazi numai cazurile cand rezistenta

& in sens longitudinal este maritd. Un caz este
urmatorul. Pe un bloc de piatra de suprafata

£, reazima un altul de suprafata Q, (fig. 224).

La suprafata de contact, se poate admite o
2 rezistentd mai mare. Bauschinger a aratat ca
pentru pietre, daci rezistenta admisibila pentru
suprafata 2, este 9 i
Figira 22 prafata £, 1a; atunci la suprafata de

contact intre Q, si Q
tenta 90,, mai mare, care in limitele pra
empirica:

(11) %oa:%m \3/91/90
Aceasta se explica prin faptul c3 restul din suprafata D

neacoperitd de suprafata 2,, in planul de contact al celor dous

corpuri, nu se dilatd si deci Impiedica dilatarea transversala a
elementelor de sub suprafata Q,

1, Sé poate admite o rezis-
ctice este data de formula
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Cazul cel mai curent e al stalpilor supusi la compresiune, facuti
din beton armat cercuit (fretat). La acesti stalpi, dupa cum se
arata pe fig. 225 (sectie transversald) pe langéd fiarele longitudinale,
se mal pun niste cercuri de fier formate dintr’o
sdrma in elice, care impiedica dilatarea transversala.

Daca 97; este rezistenta in sensul lungimii
stalpului si daca 90, este rezistenta in sens tran-
sversal (fig. 226), atunci dilatarea transversala (e,)
are valoarea data de ec. (2) ale lui Posson:

oy Ey = — %, + (%, + %) Figura 225
Aceasta fiind aproape nula, avem:
— I+ (3 + ) =0
in care punidnd x = 0,25 avem:
;=39

Daca stalpul n’ar fi cercuit, n’ar exista 90, s1 deci niei 97, dar
I 2 5 1>

atunci poate suporta rezistenta 97,. Daca este
cercuit va suporta rezistenta:

R =Rk K, = K350,

Prin urmare, dacd lateral se exercita o
rezistentd 90,, atunci rezistenta in sensul lungi-

mii creste cu 3 9G,.

Foarte numeroase experiente aratd ca intr’a-

devar rezistenta 9T are expresia de mai sus
numai cifra 3 fiind aproximativa.

Daca £ este sectiunea fierului, care formeaza
cerc si dacd rezistenta este 9(;, atunci 9; 2 este
tensiunea din cerc (fig. 226).

Forta de impingere pe distanta h, dintre doud

Figura 226 cercuri si pe lungimea ds este: 94 hds. De pe
figurd se vede ca avem:
Yo hds =9 Qde
sau
Ry =W l2 /b1
Se noteaza:
adQ2/h = 2,
care nu este altceva decat sectiunea de fier continutd in planul
sectiunii, echivalenta unei spire de cerc. Aceasta revine la a
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inlocui cercurile de fier cu un tub cilindric care infisoara betonul
i care are sectiunea transversala Q..
Ducand aceasta valoare a lui 2 in ecuatia precedentd, avem:

9(2 Qs o %9(]' Qc

in care ar* =, adica sec{iunea sdmburelui de beton, cuprinsa
in interiorul cercului.
Partea doua a acestei ecuatii o putem pune sub forma:

Valoarea parantezei este aproximativ egala cu 1. In adevar,
9 variaza intre 1000—1200, iar 9T, intre 30—A40.
Atunci avem in mod aproximativ:

X2, =15 0, %,

Ori, am vazut c& surplusul de sarcini pe care-l poate suporta
miezul de beton este 3 97, Q, si deci 3.15 Q.90
Asa dar, incercuirea echivaleaza cu un surplus de sectiune egal cu:

3.45Q;

Am ardtat cad coeficientul 3 este aproximativ. Numeroase
experiente arata ci acest coeficient variaza intre 2,4 si 6. Circularile
oficiale 'au luat egal cu 3.

Asa dar, daca stalpul are sectiunea de beton cuprinsa in cerec
£, sectia fiarelor longitudinale Ly, iar sectiunea echivalents a
cercurilor £, atunci sectiunea ideald echivalent

a In sectiune de
beton este:

Q,‘b — Qs + 15 Qf + 315 ‘Qc
cu care calculdm stalpii cercuiti.

Diametrul d se socoteste din ax in axul cercului.

Acest exempl a ca at at si i
cest exemplu aratda cd atat calculele cat §1 rationamentele
pentru cazuri nou,

trebuesc controlate cu rezultatele experientelor
respective.

6. Solide de egala rezistentd la tensiune si compresiune.

Un solid, se zice ci este de e

gald rezistentd, cand are o astfel
de formd incat in toate sectiunile

sale are aceeasi rezistentd. De ex.
o bard supusi la forta axiala N, netindnd seami de alte forte, va
. - 2 ~ 4 A . ;

fi de egala rezistentd atunci cand sectiunea va fi constanty

Intr’adevir, conform definitiei avem NI = - Levonss.



331

Sa gisim, pentru alte cazuri, forma solidului de egald rezistenta.
Sa presupunem cd voim sd gasim ce formd trebue sd atbd o bara
care sub acfiunea fortei N, si a greutdfii proprii, s fie solid de egald
rezistenjd. _

Si notam cu y greutatea specificd a materialului. In o sectiune
oarecare avem dupd fig. 227:

Q= N, + Vy.odx
Derividnd in raport cu z, avem: 3
KR /dx = 2 2 |
sau
dQ/Q = yda/% <
No

care ne da
Figura 227
IgQ = yz /RN + C .
Determinarea constantei C se face punind conditia ca pentru
z =0, avem 2 = Q,, deci

Q= g
Variatia sectiunii in genere este foarte lentd, asa ca practic se

da barei sectiuni constante pe anumite poriiuni, satisficand con-
ditia ca in seciiunea periculoasd rezistenta si nu fie intrecuta.

7. Aplicatii.

Aplicatia Nr. 50. Sa se gaseascd deplasarea capatului unei bare, de sectiune
constanti, sub actiunea fortei Notindnd cont de greutatea proprie (fig. 228).
Presupunem ci greutatea barei este p kg/m.

Intr’o sectiune oarecare z, avem:
N = Ny + px

¢ =N/EQ = (No + pa)/E 2

|
1
f
|
! ; -
| si deei
|
|
[
|
|
i

I Lungirea barei pand in sectia z va fi
5
CX (x
l e \ edx :\ (No + pa) da/ES2 = (Nox + +pa?) JEQ
Jo Jo
‘/V. Pentru lungimea [ avem:
Figura 228 u = ( No+ 5pl)l/EQ.

Aplicatia Nr.51. O sind foarte lungi este asezatd pe pamant. Ea are sectia
Q, coeficientul de eiasticitate E, si cintireste p kg/m. Coeficientul de frecare
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intre sind si pamant este 0,4. Sina este trasd de un cap cu o fortd F si apoi
i se da drumul. Cu ce fortd trebue si tragem de cap sina, asa ca dupa ce-i dam
drumul, capul sinei si rdméani cu o deplasare de 1 cm. (fig. 229).

! 10— Am avut
¢ , i F
E 1 = EQd?u/da®* = — 0,k p
A 7 Tk i e a a o T T . T L .
! i care ne da succesiv
——2
Figura 229 EQ(du/dx — &) = — 0,4 px

EQ(u— uy— g 2) = — 0,2 pa?®
Forta F este echilibratd de actiunea frecarii de pe o lungime oarecare L
deci F = 0,4 pl. La lungimea [/, vom avea si ¢ si u egale cu zero, deci
EQ¢e, = 0,4 pl
EQ(uy + gl) = 0,2 pl?
Din cari deducem
&= 0,4 pl/EQ
uy=—20,2 pl*/EQ
Dacid am cunoaste pe uy, avem toate elementele ce ne trebuesc. Daci facem
ca forta F si scadd lent dela valoarea sa la zero, capul sinii se va retrage

inapoi. Ea se va retrage pana cind se va stabili un echilibru intre fortele cari
o trag si frecarea care se opune.

Din motive de simetrie se vede c¢d mijlocul lungimii ! va rdaméne pe loc.
Deplasarea u; a mijlocului sinei va fi data de relatia:
u=—0,2 pa?/EQ + u, + gox
in care punem in loc de z valoarea sa 1/2
uy = ——0,05" plr/EQ,
Capitul sinei in acest caz va fi deplasat fatd de pozitia initiala cu 2 u,, deci cu
2u, = — 0,1 pl?/EQ.
Aceasta trebue si fie egalda cu — 1 cm, deci:
1:=10,1. pl2 fAEQ,
de unde
1= VI0EQ)p
Exemplu numeric. E = 2,110%, Q = 65 cm?, p = 50 kg /m.
Av.em l= §22 m, iar F = 0,4 pl = 10440 kg. Valoarea lui u, = 2 cm.
Prin urmare, daca de capul sinei tragem cu 10440 kg, el se deplaseazi cu2 em

si dacd ddm drumul incet, capul sinei se retrage inapoi cu 1

ul em, ramanand cu
o deplasare asa zisd permanentd de 1 cm.

Aplicatia Nr. 52. Sectiunea unei bare a unei erinzi cu zabrel Q 7 A
o 2 g abrele, este £2,, avand
coeficientul de elasticitate E,.
ezistenta 1 a = ica i
R ; s ll?lbara evste g(jf%p—l-g(»gn, adicd rezistenta din sarcinile per-
fnanen e si mobile. Dacid sarcinile mobile au crescut cu k%, atuneci rezistenta
in bara creste. Pentru a evita aceasta, sectiunea se mireste ;
N . o m g %
adaugd o sectiune £2,, cu coeficientul de elasticitate E;
™ . . ?
veche sd avem aceeasi rezistentd maximi 9T

adicd 1 se mai
asa c¢d in sectiunea
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Aceastii operatie se chiami consolidarea secliunii £,. Se cere si se giseascd
valoarea sectiunii £2;.

Sectiunea ideald exprimatd in materialul vechi, daci E;/E,= n, este:

Qi= 0y, +n 02,

Sarcina care revine sectiunii din incercérile mobile este (1 + k) 2,90,

si rezistenta in piesa veche trebue si fie 9. Asa dar, avem:
(1 =+ k) Qo g(rm/-Qi = %nz
din care scoatem:
2, =%k 82/n

Eaxemplu numeric. Sa presupunem c¢a rezistenta in o piesd de sectiune
0,=60 cm? datoritd incarcarilor mobile este 9Tp = 800 kg/em?, si ca din
cauza sporirii sarcinilor mobile 9y, ar ajunge la 1100 kg/em?®. Cu E,=2.10°
kg/em?, E; = 2,2.10° kg /cm? rezultid n = 2,2/2 =1,1. Sporul sarcinilor mobile

este:
k — (1100 — 800) /800 = 37,5% si
=k /n=0,375.60 /1,1 = 20,5 cm?

Aplicatia Nr. 53. Un punct O este legat de n puncte fixe prin n bare arti-
culate la extremitatile lor in O si in fiecare din punctele 1,2...n (fig. 230). Fie-
care bari este caracterizatd prin elementele [, l 4
E si 9. Sa se giseasca eforturile din bare.

Sub actiunea eforturilor, fiecare bara se va
lungi cu o cantitate oarecare u. Dacd notam:

Uy = L/E1Qy, s = L/ES,. ..

si cari nu sunt altceva decat lungirile barelor
respective sub o sarcind egald cu unitatea, atunci
lungirile barelor le putem pune sub forma:

ug = Ny ugg, Uy = N tss-: .

punctul O dupa deformarea barelor ajunge in Oy,
parcurgand drumul ], fiecare bard modificandu-si
Jungimea cu wsi directia cu d 7. Avem evident:

o+ w) o +dh)—bk=7]

Figura 230

sau

= w &y + (h+ w) dh p
Unghiul pe care il fac intre ele direc;iilez si Ty + d 2y este egal cuv, /(h + w)

si deci avem:

-
=
2
5
)
|
=
5
=
B
S
I

din care scoatem:

si deet
N, = jh/un, No= Jh/usy.-.

Luand sensurile din figurd si seriind  echilibrul nodului O, in pozitia

nedeformatia a barelor, avem:
3 NGy — o
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in care introducAnd valorile lui N de mai sus c@patam:

ZZ-,’TZ_I./’UH =F ‘?
o ecuatie care contine singura necunoscuta j si din care putem deduce valoarea
si directia ei.
De fapt ar fi trebuit si scrim echilibrul nodului in pozitia deplasata O,
deci facem o aproximatie de altfel general admisa.
Pentru a rezolva aceasta ecuatle, notam cu f un vector normal pe c §1 0
multiplicim scalar en ¢ si 0. Capatam:

Z;L-;L/lﬁl:F H

Mai notim cu 4, . ..a unghiurile pe cari directiile 4, 4...j le fac cu
directia ¢ a fortei, miasurate totdeauna in sensul miscirii acelor unui ciasornic.

Avem:
0 M.] Ay = j coshycos(l — a) 7 le—ll = j sinkcos(4; — a).
Daci se introduc aceste valori in ecuatiile de mai sus si dacd notam:
Z (Afug)=a 5 Z (cos2X/uy) =0 3 X (sin2 i /un) = ¢
gdsim:

tga=—c/(a—b)

> a2 . 3 Cr el . TAo 1. D] e 9 B

j=2 F/[(a + b) cosa + ¢ sinaj = 2 FV/ (a —b)2+ ¢/ (a® — b2 — ¢?)

Avand valoarea si directia lui j, putem calcula valorile lui N;, N,,...

Pentru descompunerea unei forte dupa n directiuni in spatiu, concurente
intr’un punct urmiam exact calea indicatd mai sus, utilizidnd incid un vector -f}
normal pe ¢ si 6. Acesti trei vectori formeazd sistemul de axe de coordonate
in raport cu care vom fixa directiile barelor.

Pentru a rezolva aceastd problemia static nedeterminati se vede ci avem
nevoie de elementele geometrice si materialele din cari sunt ficute barele ce
reprezintd directiunile date.

Formulele stabilite mai sus nu se aplicd in cazul cind avem de descompus
o forta dupa doud bare articulate cand cele trei articulatii sunt in linie dreapta

t2 = -~ . aye .

var, d i 4 . 3 G
Intr ad.e .r,. .acaA scrim echilibrul nodului O in pozitia nedeplasata gasim
eforturi infinite in bare. De asemenea daca dupd norma indicati mai sus
cautam pozitia nodului O,, o gis

im la infinit. Asa dar, nu
metoda aproximativi.

putem aplica

Vom scri deci echilibrul nodului in pozitia O,

t ,

neglija valorile lui #; si u, cand vom scri
pozitia deplasata.

deplasata, si nu vom
expresia directiunii barelor in
In acest caz se procedeaza dupid norma indicati la aplicatia Nr. 54
Aplicatia Nr. 54. Un fir este intins in linie dreapta intre doud puncte 0 si 1
situate pe aceeasi verticali. Transversal este actionat de forta orizontala F
(Fig. 231). Se cere tensiunea in fir. 2
Din punct de vedere static, firul fiind nedeformabil,

posibila, pentruca da eforturi infinite in fir sl se poate rezolva numai daci
Z0lva
se tine seamd de lungirea firului.

problema este im-

Sub actiunea fortii F, punctul ei de aplicatie se v

a deplasa cu canti )
pentruci firul sub actiunea eforturilor N plase 1tatea ¢,

; Ny si Ny se va lungi cu cantititile
(1) uy = Nyga/E Q si u, = N, b/EQ .
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La grinzile cu zabrele in acest caz, s’a stabilit formula
(2) 2 =2 (o + uy) ab/l ;
singy = aGg =g gy =v/a , sinag =0 =180 = v/b
cosagg=1—9v2/2a®> , cosaqpz=1—¢?/20%
Descompunand pe F dupd N, si Ny, cele doud ecuatii de proiectie ne dau:
N, sinay + N; sing; = F :

N, cosag= INN; cosa;

sau
3) No/a + Ny/b=F/v
A Ny (1 —v2/2a%) = N; (1 — ¢2/20%)

Ecuatiile (1), (2), (3) si (4) sunt suficiente si ne dau valoarea lui Ngsi Ni.
Aceasta conduce la rezolvarea unei ecuatii de gradul 6.

Se rezolvd prin incercari. Noi o vom rezolva in mod G
aproximativ.
Din ecuatia (%) scoatem: i
(5) No/Ny=1 + 2l (b—a)/a*b? ¥
Termenul al doilea este foarte mic fatd de 1, deci avem /4
Ny~ N, = N, care dusd in (2) da: [ 2 -
(6) vt =2 Nab/EQ MmN |
\ !
care introdusd in (3) ne da: R T
N3 =F?abEQ/21 (\1 '
P
iar valoarea rezistentii va fi Figura 231

SU—=F2ab E/2 I Q?

Ezemplu numeric: F=400 kg, l=4m, a=1 m, b=3 m, E= 21.10°
kg /cm?, iar firul are & =2 cm, deci 2 = 3,14 cm? Ecuatia de mai sus ne da

9rs= 4002 100.300.2,1.108. 3,14 /2.4002

sau

N = 4620 kg. 9 = 1470 kg/cm?

Daci vrem sa gasim exact pe Ny si N, gdsim mai intdiu o valoare aproxi-
mativa pentru ¢* din formula (6), in cazul nostru ¢* = 42, iar din formula (5)
gasim: \

No/Ny =1 1,12:10+#
deci N, si N; sunt foarte sensibil egale, diferind intre ele numai cu 0,5 kg si

ne multumim cu valorile gdsite anterior.

Se mai observi cd pentru o fortd de 400 kg. gasim pentru NV valoarea 4620 kg

deci de 11,5 ori mai mare.
Deci, acesta nu e un sistem economic de constructie §i se evitd.
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Aplicatia Nr. 55. Intre doud puncte se intinde in linie dreaptd un fir
de otel cu sectie constantd de @ = 2 em si cu E = 2,1.10° kg /em?. Normal pe
fir avem o incarcatura.de p = 35 kg/m. Sa se giseascd rezistenta din fir, daci
distanta = 10 m (fig. 232).

Si aceastd problem# din punct de vedere static este imposibild, dacd nu
se tine seami de lungirea firului.

=35 Hyim Sub actu.mea sarcinii, firul de lungime
. & 5¢ V2 lungi, lund valoarea s. La calculul
STy T firelor am avut ec. (67).
om | (s—U/l= e=a?/6

Fig 232
e in care a, = pl/2 H.

Lungirea specifica a firului este N/E Q si cum aci N cos 6 < H, iar 0 este
foarte mic, avem aproximativ
e—=H /[ E Q
Din relatia de mai sus avem
H =p* P EQ /24
N3I=—p P E /26 .0¢
Pentru cazul mostru avem:
E = 0,352 10002. 2,1.10¢ / 24.3,142
sau

M = 1030 kg/cm2.

Aplicatia Nr. 56. O bard de lungime [ cu sectiune constanti (fig. 233), este
articulatd la ambele extremitati. Intr'un punct al ei si in sensul directiei barei,
se aplicd o fortd F. Sa se giseascd reactiunile la capetele barei.

Sa notdm cele doud reactiuni cu V, si V,, cari evident sunt dirijate dupa
directia barei.

Portiunea 1 A se lungeste cu cantitatea

uy=V,a/EQ 1 4. F 2

i . 4 VA

iar A 2 se scurteazi cu: -—a b =
u,=V,b /EQ Figura 233

Deplasarea punctului A este aceeasi,

| deci u in cele doui cazuri sunt egale.
Deci avem:

Via/EQ = V,b/EQ
Via= Vb
care ne da

Vi/b=Vifa= (Vi + Vi) /la + b) = F/i

si deci

'V1=Fb/l - szFa/]‘
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Aplicatia Nr. 57. Un cablu de sectiune Q suporta o incircare permanentd
si mobila p + ¢, uniform.distribuitd pe unitatea de proiectie orizontald. Cablul
este suspendat de doud puncte de nivel de deschidere I (fig. 23%).

La o anumiti temperatura sigeata la mijloc este — ¢, iar rezistenta maxima
. Coelicientul de elasticitate al cablului este E, iar cel de dilatatie prin tem-
peraturd 1 / E¢. Sa se gdseascd rezistenta maxima in cablu cand temperatura
a crescut cu {0 si suportd numai sarcina p.

In ambele cazuri curba funiculard va fi o T e

parabola.
In primul caz, pe baza ecuatiei (37) dela

curbele funiculare avem: v i
shag=4vfl  , H=(p-+aq B8y L o R
Avand sh a, putem calcula si tensiunea maxima Figura 234

din cablu, care va fi H ch a,.

Dandu-ni-se rezistenta maxima 9T, putem deduce si sectiunea £2. Cu ele-
mentele ce le avem putem deduce si lungimea s a cablului.

Sa trecem la partea doua.

Din cauza variatiei de temperaturd lungimea cablului se schimba. Ea se
mai schimba si din faptul ca variind sarcina, se va schimba si tensiunea N
din cablu. Curba va fi o altda parabold. E vorba ca tinind cont de aceste
variatii, din elementele primei parabole sa deducem pe acelea ale celei a doua.

Din cauza variatiei de temperaturd lungimea cablului va fi

s (1+1/E)=1(L+e) [+ t°/Ey)

Sa presupunem ci in primul caz tensiunea intr'un punct oarecare al cablului
era N si ed in cazul al doilea este IN;. Lungirea specifica a elementului ds de
cablu va fi (N;—N) / E Q. Lungirea totald a cablului, presupunénd ci are
sectiunea constantd este: (1/E Q) [ (N;—N) ds.

Caleulul acestei expresii este mai complicat, insa avand in vedere ca
valoarea acestui termen este micd in raport cu a celorlalti, se face aproximatia

N,—N=~H,—H
asa ci lungirea totald este aproximativ:
(H,—H)s | EL

Lungimea totald a cablului va fi:

L1+ &) (0 +©/E) (1 + (H,—H)/E Q]
si deci cresterea lui & este:
Ae =1/E + (H,—H)/E Q2

Cu ajutorul formulelor (47) sau (48) dela curbele funiculare — dupi gradul
de aproximatie ce voim a avea in calculele noastre, — gasim pe A sh a, si deci
elementele cablului in noua sa pozitie.

E zemplu numeric. Fie | = 100 m. p = 300 kg/m, ¢ = 500 kg/m, ¢y = 8 m,
o = 2000 kg/cm?, E = 2,1.10° kg/em?, 1/Et = 11,4.10-° si cd temperatura
variazi intre — 20° si + 309, deci t° = 50%

Avem:

H= (p+q) B/8¢= (300 + 500) 100%/8.8 = 125.000 kg
shag=&y/l=%4.8/100 = 0,32 .~ ch ag = 1,05
N, = Hch ay = 131.250, 0 = N,/9 = 65,6 ~ 66 cm*

22, 1934, Gh, Em. Filipescu. Statica constructiunilor si Rezistenta materialelor,
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Vom face un caleul aproximativ utilizand formula (47), din care deducem
A shay.shag = 3.4 &

Cablul in noua sa pozitie are sh ay + A sh a,. Dacd punem aceastd valoare
in formula (36) dela curbe funiculare, avem:
: H, = pl/2 shay (1 + 3 A &, /sha,)
sau
H, = 46875 /(1 4+ 29,3 4 &)
Valoarea lui 4 &, este:
A& = 50.11,4.10-° + (H, — H) /2,1.10°.66
= [570 + 0,007215 (H, — H)] 10-¢
Daca luam pentru H,; valoarea aproximativa H; = 46875, gisim
A & = 0,0000055
si deci
H, = 46875/1.000161 ~ 46867 kg
iar
A shay, = 0,0000165 /0,32 = 0,0000516
Asa dar, cablul rdméane sensibil in aceeasi pozitiune. In adevir, noua sageata
este 8,0013 m.
Rezistenta maxima in noua pozitie este insia

|9 = 46867.1,05/66 = 745 kg /cm?,

Aplicatia Nr. 58. Intre doua puncte A si B, cari sunt intre ele la distantele
I si h, masurate pe o orizontald si verticald, se intinde un cablu de o sectiune
datd si care poate suporta o rezistenti maximia de asemenea dati. La tempe-
ratura 19, suportd sarcina p, iar la o temperaturi mai ridicati cu 19, suporta
sarcina p + ¢, ambele socotite pe unitatea de lungime de cablu (fig. 235)

Cum' trebue montat cablul la
temperatura 19, 4 19, 4 o, sub ac-
tiunea sarcinei p, astfel ca rezistenta
maxima si nu fie intrecutd in nici-
unul din cazurile precedente ?

In cele trei cazuri lungimile ca-
blului vor fi respectiv sg, sy, s,, ciirora
le corespund cantitatile &,, &, &,.

Cand trecem dela prima pozitie
la ultima, &, are valoarea:

€0 = & + (4 + &) /E: + (112_110)/5:-(-)

cand trecem dela pozitia doua la ultima, &, are valoarea

P
“p gt

Figura 235

&n = & + &/Et + (H,—H,) /E Q

Dacid &, > &, adicid &, — &, > 0, atunci rezistenta maximi este atinsa
de cablu in prima sa pozitie; iar daca &, &y < 0, in pozitia doua. Prin
urmare, dupd cum diferenta &9 — & = 0, adica

&g— & -+ 4 /Er— (Hy—H,}/E- Q = 0,

rezistenta maximi in cablu va fi atinsd mai intai in prima sau in a doua pozitie.
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In cazul cand aceasta diferentd este nula, atunci rezistenta maximai este
atinsd in acelasi timp in primele doud pozitii.

Pentruca este vorba de a face numai o comparatie, vom face uz de for-
mulele aproximative.

Daca tinem seama de formulele (26), (61) si (67) dela cable, diferenta de
mai sus se transforma in:

(@ — @?) /6 + t/Et— [p/ay— (p + q)/a] /2 EQ=0

Pentru a este suficient si ludm valorile date de formula aproximativa (75).

Exemplu numeric. O funie de aramd, care cantdreste p = 0,9 kg/m si are
=1 ecm?, E= 0,78.10° kg/cm? 1/E;= 17.10—°9, este intinsi intre doua
puncte A si B, intre cari [ = 350 m, A= 50 m.

In ce pozitie trebue pusid aceasta funie la + 15° C astfel ca la —20° C sub
actiunea greutdtii proprii si la —5° C sub actiunea si a umei greutati supli-
mentare ¢ = 0,8 kg/m de cablu, rezistenta de 9T = 1.200 kg/em? si nu fie
intrecuta.

Vom lua prima pozitie acea dela —20° C, a doua cea dela —5° C si a treia
acea dela +15° Cantititile referitoare la prima si a doua pozitie le vom afecta
de indicii 0 si 1.

Avem N = 9.0 = 1200.1 = 1.200 kg.

¢o = N/p=1200/0,9 = 1333 m
a= N/(p + q) = 1200/(0,9 + 0,8) = 706 m
= (2 + h?) /(2 co— h)? = (350* + 50%)/(2.1333 — 50)* = 0,0183
si a, = 0,1352
a%=(350% 4+ 50?) /(2,706 — 50)>=0,0674 si ¢=0,2596 , 4, = 20° —5°=15°C

Calculim diferenta ardtata mai sus. Avem:

(a?g— a?)/6 + t/Ei—[p/ac—(p + q)/a] I/2 E Q2 =
(0,0183 — 0,0674) /64+17.15.10—° — [0,9/0,1352 — 1,7/0,2596] 350/2.0,78.10°
— [— 8183 -+ 255 — 22] 10— = — 7950.10—° < 0

Prin urmare, pozitia doua, adicd aceia dela —5°C si cu incircitura supli-

mentard ¢ = 0,8 kg/m trebue avuta in vedere la asezarea cablului la +15° C.

Vom ciauta mai intdi elementele cablului la —5°C sub actiunea sarcinei

p + q¢=1,7 kg/m. E cazul chestiunilor tratate la pag. 83 si 89. Plecam dela:
@ = 0,27 , shag=0,27329 , cha = 1,03667

si facem calculele cu rigla

A = 3502/0,272 + 502/0,27329% — (2.706 — 50)2/1,036672 — 12280

A o = — 12280/2 [350%/0,27° + 502.1,03667 /0,27329°
— (2.706 — 50)? 0,27329/1.03667%] = — 12280/2.5895000
= —0,00104%

Avand g = 0,26896 avem toate elementele cablului. Nu ne intereseaza

decat:
H=(p+q l/2 aa= (0,9 + 0,8) 350/2.0,26896 = 585,6+520,5=1106,1 kg

E vorba ca dela aceastd pozitie — la —5°C si cu o incarcatura p + ¢=1,7
kg /m — si trecem la pozitia cablului dela +15° C si cu incarcatura p=0,9 kg /m.

22*
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E cazul problemei precedente si vom urma aceiasi cale.
Avem: H,=pl/2 (y + Ada)=pl/2 o (1 + 4 /)
Din ecuatia (67) dela cable, avem

a Aia—8 A&
si cu

A& =t,/E + (H,— H,) /E Q

avem:
H, = pl/2 a, {1 + 3 [t/Et + (H,— H,) /E 9] /o2 }
Valoarea parantezei este:
1+ 3 (20.17 4 (H, — 1106,1) /0,78.1) /0,268962.106 ==
1— (67480 — 52,9 H,) 10—*¢
sl prin urmare
H, = 585,6 /[1 — (57480 — 52,9 H,) 10—°] = 601,04
din care scoatem
a, = pl/2 H, = 0,9.350/2.601,04 = 0,26205

Avand pe a,, avem toate elementele cablului in aceastd pozitie. In genere
ne intereseaza tensiunea maxima

Avem g = a%/6 = 0,011445
shy = tg B/(1 + &) = 50/350 (1 + 0,011445) — 0,14110
p=1013778 ; y+a=039983~04 ; ch(y + a) — 1,081
i et N = H ch(y + a) = 601,04.1,081 — 650 ke

Cum temperaturile de montaj sunt variabile, se calculeazi ca mai sus ten-
siunea maxima ce corespunde fiecirei temperaturi si se intinde cablul pana
cand un dinamometru aratd tensiunea ce corespunde temperaturii la care se
face montajul. In acest mod se aseazi cablul exact in pozitia care trebueste.



XVII. DETERMINAREA REZISTENTELOR LA
GRINZILE SUPUSE LA MOMENTE iNCOVOIETOARE.

A) Grinzi facute din materiale omogene.

1. Ipoteza lui Bernoulli.

In acest caz, rezultanta tuturor fortelor se reduce la un mo-
ment al cirui ax este cuprins in planul sectiunii.

Chestiunea care se pune este sd se gaseascd distributia
rezistentelor pe sectiune. Numai experienta ne da indicatiuni

in acest sens. A ¢

Sa luam o bara cilin- # #
dricd si pe conturul ei [
sa trasim dou# directoare L R TR L T T
ABsi CD, normale pe axa m 12
barei, la o distanta oare- 5 3 7

care si dupa aceea sa o
supunemla douda momente
incovoietoare egale si de # .

sens contrar (fig. 236 a).
Observam c& bara se
indoaie si cd cele doud
directoare isi modifica

pozitia relativa una fata o5 3, D a —

de alta. Figura 236

Mai intaiu se constata,
ca cele doud directoare, cari erau cuprinse in plane normale pe
axa barei, rdman cuprinse tot in plane normale pe axa barei, in

noua sa pozitie deformatd fig. (236 b).

S
L5
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Daci aceasta se petrece pentru fibrele barei situate pe contur,
pe cari le vedem si le putem verifica, admitem ca acelasi lucru se
petrece si pentru fibrele din interiorul corpului. Asa dar, admitem
ed seciunile plane si normale pe axa barei inainte de deformajiune,
ramdn plane si normale pe aza barer si dupd deformajiune.

Prin deformatiune, axa barei se transforma intr'o curba.

Intr’adevar, dacad intre cele doua directoare trasam si masuram
inainte de deformatiune niste lungimi mn, toate egale intre ele si
dacd in pozitia deformatd masuram aceleasi lungimi constatam ca
unele din ele s’au lungit iar altele s’au scurtat. Dacd pe o bucata
de hartie figuram pozitia dreptelor A, B, si C; D, inainte de
deformatie, cu lungimea fibrelor inainte de deformatie, s1 daca pe
aceeasi figura punem lungimea fibrelor dupa deformatie, vom
capata o curba C; D, ca cea din figura 236 ¢, din care ese in evidenta
ca unele fibre s’au lungit’iar altele s’au scurtat.’

Dupa cum am spus, experienta aratda ca chiar pentru corpuri
cari nu ascultda de legea lui Hooke, in prima aproximatie, extre-
mitatile fibrelor deformate se gasesc pe o dreaptd, adica curba
C, D, este o dreapta.

Aceastd ipoteza, verificatd experimental foarte tarziu, este
datoritd lui lacob Bernoulli (1705), si-i poartd numele.

Se mai vede ca existd pe conturul barei o fibra care nici nu
se lungeste nici nu se scurteaza.

In interiorul corpulu existd de asemenea astfel de fibre. Admi-
tand ca sectiunile raman plane dupa deformatiune, rezulta ca aceste
fibre se gasesc pe o dreaptad. Aceasta dreapti, care contine extremi-
tatile tuturor fibrelor cari nu-si modifica lun-
gimea, poartd numele de aza neutrd a sectiunii.

In aceste conditiuni, putem considera ca
1N sectiunea din pozitia nedeformata ajunge in

l_ \ pozitia deformatd prin rotirea ei cu un

| unghiu oarecare in jurul axei neutre.
\ Sa consideram doud sectiuni la distanta
: dx i egald cu 1. Sa presupunem ca aceste sectiuni
Figura 237 se rotesc una fata de alta cu unghiul @. Un-
ghiul @ poarta numele de incovoiere specificd.

Doua sectiuni la distanta dz, se vor roti intre ele cu unghiul o da.

Sa considerdm o fibrda de lungime da ‘i la distanta y de axa
neutrd (fig. 237). Lungirea ei va fi y o dz, iar lungirea specifica
(1) e = yodz/dz = oy

wdx—
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Asa dar, lungirile specifice sunt proportionale cu distanta dela
axa neutra.
Aceastd formuld interpreteazd analitic tot ce am spus pand aci.

2. Distributia rezistentelor pe sectiune.

Am gisit paAnd acum expresia lungirii specifice e.

Se stie ca intre lungirile specifice §i rezistente existd relatia
de legaturd care este datd de curba caracteristica si pe care putem
sa o punem sub forma:

e=1 (%)
Tindnd cont de formula (1), avem:
e=wy=Ff (@)

formuld care ne aratd ca distributia rezistentelor pe sectiune, se
face dupa ordonatele 9T ale curbei caracteristice a materialului.

Aceasta este concluzia importantd a ipotezii lui Bernoulli.

In special in cazul cand bara este ficutd dintr’'un material care
asculti de legea lui Hooke i rezistentele raman in limita in care
este aplicabila aceasta lege, atunci avem:

et—196/ L
si deci
(2) X=Eow.y
adicd, in acest caz, si rezistenfele sunt proporfionale cu distanfa dela

axa neutrd.

3. Aflarea axei neutre si a rezistentelor. Formula lui Navier.

Odata legea de distributie a rezistentelor gasita, chestiunea este
rezolvata. De aci incolo n'avem decét sd aplicam ecuatiile de echi-

libru.

Vom scri ca N =0, deci
Zgeds— )
care tinind seama de (2), ne da
Eo [yd2 =0
Insa [y dQ2 =S, este momentul static al sectiuniiin raport cu
axa neutra. Deci avem condifia

(3) §=0
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Asa dar, aza neutrd lrece prin centrul de gl"euta.te al sec;zunu:
Luam axa neutra ca axa oz, iar normala pe directia momentului
ca axa oy (fig. 238). =

Sa luam momentele in raport cu axa oy. Momentul M, fiind
perpendicular pe oy, da o componentd egald cu zero. Momentul
provenit din rezistentele 9 este [ d2.z si avem:

(4) Eo {y2d2 =Ew.I,, =0

Asa dar, axa neutrd este conjugatd directiunii normale momentului.
Prin urmare, daca ni se di axa momentului, aflaim numaidecat
directiunea axei neutre. Si luim momentele in raport cu axa neutra,
cu care directiunea momentului face unghiul 6. Vom avea:

Mcosd = [RdQ y = Ew [y2dRQ2 = Ewl

deci
(5) Ew = M cosd/1
Vom nota totdeauna cu I momen-
\< tul de inertie in raport cu axa neutra.
Asa dar, am gasit si unghiul o adica
o A . ST v,
a» incovoierea specifica.

Deci, avem toate elementele: pozijia

axei neutre: trece prin centrul de greutate ;

% direcfia ei: e conjugatd normalei la

Figura 238 directia momentului ; si incovoierea spe-
cificd, datd de formula (5).

Daci valoarea lui E o din (5) o introducem in (2

2), avem:
(6) I =My cosd/I

Rezistenta va fi maxima acolo unde Y este maximum. Se no-
teaza raportul

() 1/Ymaz =W

si se numeste momentul rezistent al secfiunti. Atunci rezistenta
maxima are valoarea

In cazul cind axa momentului coincide cu o axs principald a
sectiunii 6 =0 si deci

9tma:c = 1“/“7

Aceste formule poarta numele de formulele lui Nagier.
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Observatie. In cazul cind axa momentului nu coincide cu o axa
principald, atunci trebue si determindm unghiul d.

S presupunem ci mnoi cunoastem directia axelor principale
y,0z, si cd axa momentului face cu axa Oz unghiul 0, (fig. 239). Sa
mai presupunem ci axa neutrd Oz face,
cu aceeasi axia Oz;, unghiul d,. Axa
neutri este conjugatd directiunii Oy
si deci trebue sa avem [, =0. 0

De pe figura se vede cd avem:

y = 1y; cosdy — 7 sind,

z =y, sind; + % cosd;

T —————

si notand

————
o«

Sy% 42 =1 ,S z2 d2 = I, avem:

Figura 239

I,.=1I; sind, cosdy—Iy sind, cosd; =0
pentrucad axele y; Oz, fiind principale, avem I,; =0, si deci
(9) I 1gdy = I, tg0,

din care deducem tgd,, si deci 0.
De pe figura se vede ca: 0 = 0y — 0;.
Determinarea lui cos 0 prin urmare, necesitd calcule suplimentare.

4. Alta forma a formulei lui Navier.

In loc sa raportam elementele sectiunii la axa neutra si la nor-
mala pe directia momentului, le raportim la doua axe oarecari
y O z, normale intre ele si dupd cari componen-
tele momentului sunt respectiv M, si M..

Prin deformatie sectiunea pland se roteste
in jurul axei meutre cu unghiul . Aceasta
rotatie o descompunem in doud componente,
w, si o, dupa cele doud axe (fig. 240). Sa
consideram un element de suprafata dQ, de
coordonate y si z. Fibra care trece prin acest
element de suprafatd si care are lungimea dx
se va lungi cu cantitatea w;y dz, rotirea fa-
candu-se in sensul dela z spre y.

Figura 249
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Din cauza rotafiei w,, aceiasi fibrd se va scurta cu cantitatea
w,z dz, rotirea facAndu-se in sensul dela z spre . Lungirea
totala va fi

E=W:Y— Wy 3
si deci
(10) X =E o;y — w)yz)

Aceasta expresie ne aratd c@ rezistenia variazi liniar pe sec-
fiune si cd este functiune de coordonatele elementului de sectiune
considerat.

S& scrim ecuatiile de echilibru. Nu e nevoie si scrim ecuatiile
de proiectiie, fiindca s’a demonstrat ca axa neutra trece prin centrul
de greutate al sectiunii. S& scrim numai ecuatiile de momente. Avem:

M. =E[(0:y— wy2)yd2 =E (0, I.— D d)

(11)
My=—E|[ (0:y— 0y2)7dQ2 =—E (w1, — w, I,)

cari ne dau:
Ewy, = (M, I. + M, 1,)/(I, I.— 12,
o, = (M, L. + M. 1)/(I, I.— I*,)
si deci

(12) I = [(My LysA-M: 1)) y—(My I.4-M. 1) z]/(1, I.—I2,.)

Din aceasta formula generala, putem deduce toate cazurile par-
ticulare de pand aci.

S& presupunem ca am ales axele asa ca ‘axa Oz si coincidi cu
axa momentului. In acest caz M, = M, M, =0, si deci

(13) XN =M (y-’y—ZIyz)/(Iy bz sored 2o

Sa presupunem ca Oy si Oz sunt axele principale ale sectiunii.
In acest caz: I, =0, si deci

(14) HK=M.y/l.—M,z/I,

Formula aceasta este importanta cici, comparatd cu formula
lui Navier, din cazul cand sectiunea este supusa la un moment
incovoietor dirijat dupa o axi principala, ne arati ca in cazul cind
este supusd la doud momente, dirijate dupd cele doui axe prin-
cipale, rezistenta este egala cu suma rezistentelor din cele doua
cazuri, deci putem suprapune efectele.
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5. Caleulul rezistentii maxime din sectiune.

Ea se va produce in punctul de pe sectiune care va fi la cea
mai mare distantd de axa neutrd. Pentru aceasta ducem, la con-
turul sectiunii o tangentd paralela cu axa neutra.

Punctul de tangentda are evident distanta cea mai mare dela
axa neutra.

Aceasta putem si o facem grafic sau analitic.

a) Metoda grafiea.

Sa presupunem seciiunea raportatd la axele y; Oz in raport cu
care avem momentele de inertie I, Iz s momentul centrifugal Iy
(fig. 24 ). Cu ajutorul acestora gasim pozitia centrului 7' de inertie.
Sa presupunem ca directia

momentului M, este dreapta
OM. Directia normala lui
OM, este Oy. iar directiunea
conjugatd acesteia. dreapta
Oz care trece prin extremi-
tatea corzii ce trece prin T
si se taie cu Oy si Oz pe
cercul lui Mohr.

Momentul de inertie [

este lungimea perpendicu-

larii ce pleaca din T la tan-

genta la cercul lui Mohr unde i, 281
dreapta Oz taie acest cerc.

Se observa de pe figura ca dreapta TA este tocmai I/coso.
Daca ducem o tangentd la contur paraleld cu O z, aceasta va atinge
conturul intr'un punct care va avea cel mai mare y. De obiceiu
putem duce doud tangente. Vom lua, evident, pe y care corespunde
tangentei celei mai departate. Deci in formula

gz = Myma;r COS(S/I = ]Wy,,,a,r/(l/cosé)

avem toate elementele cunoscute.

b) Metoda analitica.

Vom lua cazul cel mai curent, adica al formulei (14). Directia
axei neutre se determind prin conditia evidentd, ca pe ea rezisten-
tele sunt nule, deci 9T = 0 sau

M,y/l,—Myz/I, =0



348

sau dacd notam M,/M. = igd; si y/z = tgd,, dam tocmai peste
formula:
9) 1g0rl, — tgds- I,

Odata gasita directia axei neutre putem giasi si punctul cel mai
departat pe axa neutrd, ale carui coordonate sunt si zicem Yo, 3q-
Notém I./y, = W si I,/zp = W,. in acest caz formula (14) se
reduce la:

(15) Wnae = M (cosd; /W, — sind, /W )
dacid notam:
M. =M cosd, s1 M, = M siné,.

In aplicatiuni este comoda formula lui Navier sub aceasti forma.

a y Aplicatia Nr. 59. O grinda de lemn de sectiune
20 X 15 cm este supusd la un moment incovoietor

de 80.000 kg cm al cirui ax este paralel cu latura
” 7 mica asectiunii (fig. 242). Se cere rezistenta maxima.
z

8 o Axa momentului coincizand cu o axa principala a
sectiunii, 6 = 0, si deci avem:
X = M/W.
Insa
W=W:=21/h={bh?®=1.15.20® = 1000 cms.
y Asa dar:
Figura 242 NMmar = M /W = 80000/1000 = 80 kg /em?.

Aplicatia Nr. 60. Care-i momentul maxim care-1 poate suporta sectiunea
aplicatiei Nr. 59 daci ea este inclinati cu 25° fata de axa orizontali a momen-
tului, asa ca rezistenta si nu treaci de 80 kg /em?
(fig. 243).

In acest caz avem:

B

- M
Mz= Mecos 25° , . My= — M sin 259 {
Directia axei neutre o gisim din relatia: Banl
18 0y = 1g 6, Is/Iy = — 1g 25°.20%/152 = — (830 o‘\/@;\/
: : ’ ; &
si deci 0, =-—39° 40’. De pe figurd rezulta ~
c.z'x rezistentele maxime vor fi in punctele A Figura 243
si B. Cu:

Wz = 15.202/6 = 1000 cm?, Wy = 20.152/6 = 750 cms,

cos 0y/W: + sin 8, /Wy = 0,906 /1000 + 0,423 /750 — 1,471.10—3
avem:

M = (80/1.471) 10° = 54250 ke om,

6. Suprafata rezistentelor.

Daci in fiecare punct al sectiunii ridicam o normald pe sec-
{iune, pe care luam un segment egal cu rezistenta in acel punct,
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capetele segmentelor vor fi pe o suprafata, care am vazut ca- este
un plan, cici am avut N = Eo.y (fig. 244). Aceasta suprafata poarta
numele de suprafaja rezistenfelor.

Se observd ci volumul corpului astfel format, din regiunea
comprimatd, este tocmai egalda cu suma compresiunilor si o vom
nota cu N, Avem deci

(16) chEwSyd.QzEwSc

in care S, este momentul static al portiunii de sectiune compri-
matd, in raport cu axa neutra.

Acelasi lucru si pentru partea intinsa:
(16) Ny =E w- S
ori suma lor este nula, deeci:
(17) N+ N, =0, 8+ S =0
sau netindnd seama de semne, avem:
(17) N,=N., , S=8

Vrem si stim care este pozitia lor.
N’avem decit si luim momentul fiecareia
in raport cu axa neutra.

Vom avea:

Eol\ydQ =y.Eo SCde

€

Han: Figura 244

(18) I. = Y. S,

in care y, este distanta dela axa neutra pana la pozifia rezul-

tantel compresiunilor.
Pentru partea intinsd avem la fel:

(15) L=y S

Distanta y,, intre cele doud rezultante N; si N,, este egald cu
suma lor, deci
(19) ' Yr =Yt T Yo

Putem, cu ajutorul acestor elemente, si dam o altd expresie
lui I, adica momentului de inertie total al secfiunii. Avem

(20) =1+ 1L =8y + Sy =5Sy =5y

In anumite cazuri, este comod a utiliza valoarea lui I sub aceasta

forma.
Valoarea lui N, va fi evident

(21) N, = M/y,
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7. Rezultatele teoriei comparate cu rezultatele experientelor.

a) Din cele ardtate pina acum, rezultd cad pe suprafata sec-
fiunii se desvolta rezistente la tensiune si compresiune ca la piesele
supuse numal la tensiune sau numai la compresiune.

Daca supunem la incercare o bara pana la rupere prin incovoiere,
se constata ca rezistenta la rupere prinincovoerc 97, este todeauna
mai mare ca rezistenta totala, 97, a unei bare ficuta din acelasi
material, insd supusd numai la tensiune sau numai la compresiune.

Diferiti autori au deosebit rezistenta la rupere, de rezistenta
la rupere prin tensiune provocatd de incovoiere, recomandand valori
diferite pentru cele doua feluri de
rezistente admisibile.

Aceasta deosebire se explica prin
faptul ca experientele se fac in condi-
fiuni cu totul diferite. Am vazut. ci
admitand ipoteza lui Bernoulli si trecand
dincolo de limita de proportionalitate,
distributia rezistentelor se face dupa
curba  caracteristici a materialului,
(fig. 245). In aceste conditiuni este
greu de facut un calcul al distributiei
rezistentelor pe sectiune. Diferentele
insa, intre 97; si 9¢; nu sunt asa de mari.

Bazapi pe acest fapt st pe acela cd in
constructiile noastre ramdnem cu rezisten-
fele admisibile sub limita de proporfiona-
litate, consideram formula lui Navier exactd panad la aceasti limitd, si
admitem rezistenfele admisibile pentru tensiunea

Figura 245

§ compresiunea pro-
vocald de incovoiere, exact aceleasi ca pentru piesele facute din acelagi
material, supuse numai la tensiune sau numai la compresiune.

b) Din formula lui Navier rezulta ca la aceeasi distanta de axa
neutra, avem aceeasi rezisten{d. C. Bach supunind la incovojere
un fier [ a obtinut rezistentele inscrise pe fig. 246 a, deci in
neconcordantd cu formula lui Navier.

Aceste diferente se explica in modul urmaitor:

Mai intdiu sectiunea nu e supusi numai la un moment finco-
voietor, ci si la alte solicitari. Daca presupunem ci
ar fi formata numai din inima fierului [ atunei
ar rezista la momentul incovoietor.

sectiunea barei
aceasta singura
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Fierul [ avand si aripi, pentru ca acestea s intre in actiune,
va trebui ca in sectiunea de contact intre inima si aripi sa se dess
volte niste rezistente la lunecare. De aci rezultd ca rezistentele in
punctele A si C sunt in orice caz mai mari ca in B si D. Asa fiind,
aripile fierului [ vazute in plan, se vor deforma ca in fig. 246 b, luand
formele AABB si CCDD, curbe. Asa fiind si sectiunea fierulu
|~ se va deforma ca in figurd.

Aceasta ne aratd, ca rezistentele pe sectiune nu depind numai
de elementele geometrice y si I, ci si de alte elemente in care forma
sectiunii joacd un rol important.

Alte exemple, date de Bach, arata diferente si mal mari.

Un calcul in acest sens este dificil.

Practiceste, ne mulfumim

a face calculul pe baza for- 4 Bisy .
mulei lui Navier, care este = 4 )
foarte simpla, corectand toate [ — %
aceste nepotriviri cu ajuto- 4 8 A
rul rezistentelor admisibile. ¢ G

¢) O alta nepotrivire vine
din faptul c& grinzile nu o s
sunt supuse numai la mo- 4 /) 0
mente ci si la alte solicitéri. . ¥ €
In genere sarcinile se aplica Figura 256

pe grindd in anumite puncte
si deci se desvolta si niste rezistente 9,, de cari nu se tine seami
in formula lui Navier.

Acestea au o valoare cu deosebire importanta in dreptul sar-
cinilor concentrate si a reazimelor.

Cu ajutorul calculelor de alta natura decat cele indicate aci si
mai ales cu ajutorul experientelor facute pe corpuri transparente
cu ajutorul luminii, s’a ardtat cd pentru grinzi de sectiune drept-
unghiulara de laturi b X h, formula lui Navier da rezultate absolut
neconforme cu realitatea pe o lungime 2,5 A dela reazime. De ase-
menea, in dreptul sarcinilor concentrate, rezultatele diferd de acelea
date de formula lui Navier. Calcule exacte in acest sens nu exista.

Pentru aceste motive vom aplica in toate cazurile formula lui
Navier si vom corecta rezultatele cu datele experientelor, fixdndu-ne
rezistentele admisibile in consecin{a. Cu alte cuvinte, rezistentele
admisibile ce se fixeaza pentru o grinda de 10 m deschidere nu se
vor aplica fara discerndmant pentru o grinda de 10 cm deschidere.
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8. Deformatia grinzilor prin incovoiere.

a) Ecuatia diferentiali a axei deformate.

In cele ce urmeazi ne vom ocupa de deformarea axei grinzii.

Prin incovoiere am vazut ci doua sectiuni cari se gisesc intre
ele la distantd egald cu unitatea se rotesc intre ele cu unghiul:
(5) o =M cosd/EI

Pentru prescurtare, vom denumi produsul EI: modulul de rigi-
ditate al grinzii in sectiunea considerats.

Din cele de mai sus, rezultd ca raza de curburi si deci si centrul
de curbura al axei grinzii deformate, se gaseste intr’un plan normal
pe axa neutrd si trecand prin centrul de greutate al sectiunii.

Atata timp cat dealungul grinzii directia momentului si directia
axelor principale raméan constante, curba in care se transformi
axa barei e confinuta intr'un plan. Altfel, curba va fi oarecare.

Ne vom ocupa cu primul caz, cel mai curent intalnit.

Avem, r, fiind raza de curbura:

(22) : rew =1
pentruca elementul de arc luat a fost ds — 1. Avem deci
(23) o =1/r, =M cosd/EI

Asa dar, avem raza de curburd in fiecare punct al axei grinzii
deformate si deci putem s
0 construim.

Din aceasta formula se
vede cd dacd elementele
din partea doua a ecuatiel
(23) rdaman constante pe o
portiune oarecare de grinda,
atunci, pe acea porfiune,
axa deformata a grinzii va
Figuca 247 fi un cere.

g™

. In genere insd nu este
asa, cici M variazi ca valoare, de asemenea si I. Mai mult. E mai
comod s& avem axa deformati a piesei ra
axe de coordonate.
Ecuatia unei cur a i 7
i be plane—raportata la polul O (fig. 247 a), este:
d®r/ds® =y/r,

in care r este raza vectoare ce pleacd din O 1a un
1ar 7, este raza de curburd a curbei in acel pu

portatd la un sistem de

punct de pe curba,
nct.
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In cele ce urmeazi presupunem axa piesei coincizdnd cu axa Oz,
iar axa Oy cuprinsd in planul normal pe axa neutrd.

Un punct A de pe axa grinzii, ale carui coordonate sunt z si
y = 0, dupa deformatie ajunge in punctul 4;, parcurgand drumu-
rile u si ¢ dupad cele doud axe de coordonate (fig. 247 b).

Daca luam O ca origine, avem:

i (z + u) B 1_7'
IntroducAnd aceastid valoare in ecuatia de mai sus avem:
E d2u/ds® + 7 d?0/ds* =v/r.

Aceasta este ecuatia axei deformate a grinzii.
Daci o multiplicim succesiv scalar cu £ si 7, cipatdm urmatoarele
doud ecuatii:

d20/ds® =qv/r. du/ds® =Ev/r

Ecuatiile acestea, sub forma de aci, sunt greu de integrat si
de aceea se fac urmatoarele aproximatii. Se noteaza cu 6 unghiul
care il face tangenta la axa deformata a grinzii cu axa Oz, si avem:

nv =—cosf &y = sin 0 = dp/ds.

Am pus semnul — , pentruca in cazul cand momentul este pozitiv
in sectiunea consideratd normala la curba este dirijata catre — 7.
In genere unghiul 6 este foarte mic, asa ca daca punem cos 0 =1
si sin 6 = 0, eroarea care 0 facem este de marimea unui infinit
mic de ordinul al doilea.

In acest caz prima ecuatie se reduce la:

(24) d2o/ds® =—1/r,
Daca in ecuatia doua, introducem valoarea lui &7 sir, de
mai sus capatam:
d2u/ds? = — (dv/ds)(d? /ds*) = — d(de/ds)?/ds
care integratd ne da:

du/ds = — 1 (dv/ds)? + C

Constanta de integrare este nuld in cazul cind ludnd originea
ax-lor in sectiunea in care sinf = dg/ds = o, avem si du/ds = o.
in adevar in aceastd sectiune, adica acolo unde tangenta la axa
deformata este paraleld cu axa Oz, elementul ds care nu se lun-
geste se proiecteazd in adevarata marime si deci du/ds = o.

23. 1934, Gh. Em. Filipescu. Statica constructiunilor §i Rezistenta materialelor.
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‘Aceastd ecuatle ne mail arata ca daca ¢ este un infinit mic
de ordinul intdi, atunci uw este de marimea unui infinit mic de
ordinul al doilea.

Si sub aceastd forma ecuatiile sunt greu de integrat. Vom mai
face 0 a doua aproximatie.

Avand in vedere cad ds® = (1 + tg2 60 )da® si ca 0O este foarte
mic atunci in paranteza putem neglija infinitul mic de ordinul al
doilea g0 fata de 1 si putem lua: ds = da.

Asa fiind cele doud ecuatii se transforma in:

(24) d¥/dx* = —1/r, , du/dr =—4 (dv/dx)®+ C

Sub aceastda forma vom utiliza aceste doua ecuatii in tot ce
urmeaza.

Tinand cont de (23) prima ecuatie (24) se transforma in:
(25) d?o/da* =— M cosd/EI

In cazul cind 6 = 0, avem
(26) d*/da* = — M/EI

Cand directia momentului incovoietor este oarecare, in locul
formulei (25) putem intrebuinta formula (26), descompunéand
momentul M in doud componente M si M, dupa cele dous axe prin-
cipale si atunci aplicam de doud ori ecuatia (26), deci:

d*/dx* = — M,/EI,.

dw/da* = — M,/EI,,

s1 astfel gisim cele doud componente ale deplasarii, pe cari le com-
punem apoi intre ele.

Am gisit astfel ecuatia diferentialda a axei deformate a grinzii.

(26)

b) Integrarea analitici a ecuatiei diferentiale a axei deformate.

Plecam dela ecuatia (26), pe care integrand-o odatd, avem:
(27) dv/dx = — [ M dx/EI

Sa stabilim constantele de integrare. S presupunem ca avem
o portiune de grinda supusi la momentele incovoietoare date de
curba momentelor (fig. 248). Extremitatea din stanga a bucatii de

grindd o luam ca origine a axelor de coordonate, axa grinzii ca axi

Oz, si normala pe ea, cuprinsa in planul normal pe axa neutri, ca

i e . iy
axa Oy. Daca in fiecare sectiune, Imparfim valoarea momentului

prin EI, capitim o curba a cantitatilor M /EI.
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In origine, d¢/dx reprezintd tocmai tangenta la axa deformata-
a grinzii §1 pe care o notam {g 0,.

In intervalul dela O la @, partea doua are valoarea Sz (M/EI) dz,

care nu e altceva decAt suprafata curbei ale cirei ordonate sunt
M/EI, si pe care o notam:
x
\M/ED do = 2.
Jo
Avem deci:
(27) dy/dx —tg 0y = — 2,
Asa dar, diferenja tangentelor, intre doud puncte ale axet defor-
mate a grinzii este tocmai suprafaja 2., definitd ca mai sus.
Sa mai integram odatd, avem:

v—vo—mtgﬁoz—ngdx

In membrul intdi am pus limitele, notdnd cu ¢, deplasarea in

sensul lui Oy a originei grinzii,

pe care o vom denumi sdgeata | M/EL
in Origine_ /_\A\

Partea doua a ecuatfiei, o in- :
tegram prin parti i avem: & &—
£ P part i h '|Q' ;
\ Qdx= ‘ z 02 —g xd 0 ¥
Jo 0 Jo
\5(\ ‘Zf,
5 S
% 5 2z, Y
S (JW/EI) dx :Qoz \\\ deform
[
deducem: y

Figura 248
(M/EI) dz = df, ¢
si tindnd seam#d ca L2, in origine este nuld, avem:
o o
5 Qdx — xQz—S (M/EI) xda
0 [

Partea doua a membrului al doilea al acestel relatii nu este
altceva decat momentul static al suprafetei, ale carei ordonate sunt
M /EI, in raport cu originea si deci o putem pune sub forma e, 2,,,
dacd e, este distanta dela origine pand la centrul de greutate a
suprafetei £,,. Pundnd aceasta in ecuatia de mai sus si tinind

seam# de pe figura ca e + e; =, avem

Sw Qs e g 0 s

23*
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adicd momeniul static al suprafefei a cdret ordonate sunt M /EI,
in raport cu secfiunea z, si deci:

(28) p—y,—xtg 0o =— Sz

In cazul cdnd EI = ct pe toatd lungimea grinzii, atunci for-
mulele (27) si (28) le punem sub forma:

(27%) dv/dv—tg 0, = — Q,./EI
(28") p—vpo—atg 0p = — Sy/EI

in acest caz, 2, 51 S, reprezintd chiar suprafata si momentul stalic
a suprafeter momentelor.
Prin urmare am gasit valorile sagetilor ¢ si ale tangentelor dv /d.r,
explicit, in functiune de curba momentelor si de elementele grinzii.
Aci avem de facut doua observatii si anume in cazul sarcinilor
concentrate.

Observatia I-a.

Sa presupunem ca avem o grindd supusid numai la sarcini con-
centrate, §i sd vedem cari sunt tangentele si sigetile de o parte
si alta a unei sarcini concentrate.

Am vazut ci diferenta tangentelor intre doua sectiuni este egald
cu £2,, cuprins intre acele doud sectiuni.

Sé consideram doua sectiuni infinit vecine, de o parte si de alta
a sarcinei concentrate. Dacd facem ca distanta intre ele sa fie nula,
atunci si Q.. este nul si deci §i diferenta intre tangentele celor dous
ramuri de curba de o parte si alta a sarcinei concentrate este nula,
deci au aceeasi tangentd. Asa dar, axa deformati a grinzii este o
curbd continud, fara coturi oricare ar fi sistemul de incarcari.

In aceleasi conditii si consideram diferenta sigetilor. Din formula
(28) se vede cd atunci cand distanta intre cele doui sectiuni tinde
cétre zero, atunci x si S, tind de asemenea citre zero si deel si
diferenta sagetilor este nuli. .

Asa dar, ramurile de curbd ale aze: grinzii deformate, de o parte
st a.lta. a unei sarcini concentrate, au in dreptul sarcinii concentrate
aceeagt tangentd $i aceeasi sdgeatd.

Observatia II-a.
Din ecuatia (26) se vede ca expresia lui ¢ depinde de expresia

lui M. Deci pe grinda in cazul cAnd EJ — ct vom avea atatea
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expresiuni ale lui ¢, cite avem pentru M. Asa dar, in special in
cazul sarcinilor concentrate, cAnd expresia momentelor este diferita
in diferitele intervale, vom avea atdtea curbe diferite cite intervale avem
sntre sarcini. Toate aceste curbe sunt legate intre ele prin legaturile
stabilite mai sus si anume, ele auw in dreptul sarcinilor concentrate
aceleasi tangente si sdgefi.

Practiceste noi vom proceda asa.

In cazul cind expresia momentului este simpla, vom proceda
direct la integrarea ecuatiei (26), iar in cazul cand este mai com-

plicata vom utiliza norma generald indicatd mai sus.

Aplicatia Nr. 61. O grinda simplu rezematd pe doud reazime de nivel, are
EI=ct si suporti o sarcind p kg /m. Sa se gdseascd sageata la mijlocul ei (fig. 249).
Expresia momentului pe toatd lungimea grinzii este

M — Sp

In acest caz putem proceda direct la integrare.

Avem:
d2o /da? = — p @ (l— ) |[EL
care ne da:
do /dx —1g 0y = —p =* (L1 —=5a)/2 Bl
oy g Oy = ——pat(2 I— 2) /24 EI

Avem de determinat cele doui constante v, si tg 0, Daca reazimul din origine
DD g

nu se deplaseaza atunci ¢o = 0.

Pentru determinarea lui g 0y, avem trei cdi. Sau scerim ca pentru & = '2 1
tg§ =0 din motive de simetrie3 g
sau ca pentru z=[ pentru acdeat T
motive tg 0= — tg 0,, sau ca pentru 4 %
z=1 v=0. e x X 44'
A i
|
|

Din una din ele capatam: ;
tg 0= p I3/24 EI i

Avem deci

p=pz(?—2z*+ 28) /24 EI

Aceasta este ecuatia axei defor-

erinzii. bisnueste a se nota 3 S S s Sl e S
mate a grinzii. Se obis S § g I § 8§88 3 g 8
S ) A < < <3 < S )

raportul z/l= & si atunci avem:
p=plE(1—28&+ £3) /24 EI Figura 249
—pBEE (1 + EE) 24 EI
Pentru z = + [ sau § = 4+, avem
vmax = 5 pl*/384 E L.
Pe curba (fig. 249) s’au inseris coeficientii & (1—2 &24£°) din 0,11 in 0,11
Curba desenatia la scard mare di o ideie de alura axei deformate a piesei.
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Aplicatia Nr. 62. O grindi de sectiune constanti incastratii la o extremitate
si liberd la cealaltd, suportd o sarcind p kg/m. Si se giseasci sigeata la extre-
mitatea el (fig. 250).

5 SV 3 s 1 2 A ‘.
Expresia momentului intr'o sectiune oarecare este M = — 5 pa?, si deci:
oddat— p x>/ EI.

care ne da:

T dv/dx —tg 0, = p x*/6 EI

1 v—¢o—axtg 0= p a*/24 EIL
x—

Punem conditia ¢i pentru z =1
atat g 6 cat si ¢ sunt nule, deci

tg 0= —pl/6El , v, = pl*/SEI

deci:

v=p@BEl—&la+ 2% /2 EI

= S 8
T 8388853 8 § .
Sin S B S8 R % = sau cu notatia x/l = &:
Figura 250

v=pl*(3—4¢&+ &) /2 EI
Curba din fig. 250 di alura axei
deformate a grinzii, iar cifrele scrise reprezinta coeficientul 3—4 & + & din
0,17 in 0,1 L

Aplicatia Nr. 63. O grinda, de sectiune constanti, este
mitate si suportd o sarcind F. Si se gaseasca sigeata m
deformata a piesei (fig. 251).

incastrati la o extre-
axima si ecuatia axei

Luam originea in dreptul sarcinii F. Pe portiunea b momentul

este nul,
raza de curburd infinita, deci axa

ramane dreaptd, nedeformati. Pe : JF
portiunea [ avem M= ——F z. §¥ H 3
: : ST
Avem: 5 —x— e g
1 = 1 : d b
d*v/da® = Fx /EI

dv/dx —1g 0, = Fz%/2 EI
9 —vg— xitg 6= Fa? /6 EI.

1

Pentru a=1, avem g 6=0, v=0,
deci

L B
$:3.8 38385

< A N

tg 0= —FIP/2EI , v,=FB/3FI
Figura 251
iar:

FQP—3Pz+ % /6 EI = FI5 (2—3 & + &) /6 EI.

Curba din fig. 251si cifrele scrise dau alura curbei si v
parantezi. La dreapta fortei I sigeata este egald cu ¢
dreapti ciici variaza cu a'.

aloarea expresiei din

o + @' tg O,, care este o
Tangentele la extremitati se taie la & L
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Si calculdm pentru acest caz si valorile lui u. Vom utiliza ccuatia doua
(24) in care intrad expresia lui dv/dz. Pentru cazul b= 0, avem:

dv/dx = F(z*— I?) /2 EI
si deci:

l
u= —% (F/2EI)* S (a2 — 12)2dw
o

Punind conditia ca pentru x = [ si avem u = o, gisim:
u = (8 —10& + 105> — 3£%) F2I° /120 E°I*
care pentru & = 0, ne da:
u, = F2P5 /15 E*I? = Fl2v, /5 EL.

Aplicalie numericd. Sa presupunem [ = 4 m b = 0 sicd grinda este formatd
dinte'un fier dublu I profil 20 ¢m ymae = 10 cm. La extremitate suporta o
sarcinid F asa ¢d 9maz = 1400 kg/cm?.

Dacid tinem seamad maz = Flymaz /I atunci gasim:

¢y = 92 /3 Eymax = 1400.400%/3.2,1. 10¢.10 = 3,56 cm
uy= 9y, /5EYymaz= 1400.400.3,56 /5.2,1.10°.10 = 0,02 cm.
Din aceste cifre se vede cii u are valori intr’adevar foarte mici.
Sa calculam si g0, avem:
tg0, = — F12/ EI = — 9 /2EYymaz = — 1400.400,/2,2,1.10%,10 = — 0,0133

valoare care justificd aproximatiile ce s’au ficut la stabilirea formulelor.

Aplicatia Nr. 64. O grindd de sectiune constanti, simplu rezemata la extre-
mitati, este incarcata cu sarcinile verticale concentrate Fy, F,, etc. Si se giseasca
sigeata maxima (fig. 252).

Suprafata momentelor de pe intreaga grindd dati de sarcina F; este:

1 1
5% (Flalbl/l) l= 5 F;ab
iar de toate sarcinile va fi
2y = 5 2 Fuaib;

Momentul static a suprafetei momentelor dat de sarcina F; in raport cu

reazimul din dreapta este + Fyayby. (L + by), iar pentru intreaga grinda:
S0 = & = Fiabi (1 + b))

Pentru grinda noastrda avem conditiile a a A |/
ci pentru =0 si x=1 si avem si ¢v=0,

A : g A

deci
1g0,—1tgb0= — 0, /EI ;—-——az—*——j, —
Lig 6, = Sy /EI = / a

Figura 252

din care deducem si:
ltg 0, = — So/EL
Asa dar, avem tnclinarea grinzii la cele doud capete ale sale.
Expresia sdgetii intr'un punct oarecare al grinzii va fi:
¢ = aig O — Saxo/EI
Sigeata va fi maxima acolo unde fg 0 = 0, deci in sectiunea in care:

.QOI —EL tg 90
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De aci determinim pe x, adici sectiunea in care sigeata este maximi. N'avem
decat sd scrim expresia lui Szo In aceasta sectiune gi avem valoarea exactda
sagetii.

Se poate face si un calcul aprozimaliy insd mai expeditiv ca precedentul.

Si presupunem cd avem o singurd sarcind pe grinda la distantele a = al,
b= Bl, asa fel ed a + =1 si a > B (fig. 253).

Avem:

2= 3F2af , Syy= FPBaf(l +B) , EIlighy= S5/l = Qoz

Suprafata momentelor pani in dreptul sarcinei F este F a?h/2 [, iar pani

in dreptul sectiunei #, Qozsi ele sunt in raportul a?/z?, de.i:
F a?b/2 a®l = Qoz /2% = S,,/1 22

de unde deducem pentru sectiunea cu sigeata maximi:

Emi= a/l = ]/'1? a(l+ ﬂ)

Cand sarcina este la mijlocul grinzii, a = f = § si rezulta &, — &, iar
cand sarcina este la limitd, pe reazimul din dreapta, a = 1, f = 0 si rezulta
fm= 1/1/3 = 0,577. :

Asa dar, oricare ar fi pozilia sarcinei pe grindd, sectiunea in care are loc

sdgeata maximd se gdseste in intervalul

05771 —0,51= 0,077 l, mdsurat dela mij-

2 locul grinzii, deci intr’un interval foarte mic.

& Sectiunea in care avem sdgeata maximd §i
!
g |
!

|

T
H
'
|
t

v}

pozilia fortei, se gdsesc de aceiasi parte fald
de mijlocul grinzii.

l

! ‘ Practiceste nu 5 T
Figura 253 L ¥ ige face o eroare apre
ciabila, daci se ia ca

Y

sdgeata maxima
sageata dela mijlocul grinzii.
Eroarea maximi ce se face, cAnd am avea o singur

; a sarcina pe grinda, foarte
aproape de o extremitate, este de

o Pl . 3% ;
) : 2,59%,. Sarcinile de o parte si alta a mijlocului
grinzn apropie sectiunea in care are loc sigeata maxim

Pentru sarcini simetrice ea coincide cu mijlocul grinzii.

Pentru aceste consideratiuni si pentr
sunt mici, putem lua practiceste
mijlocul grinzii.

Si o calculam.

a de mijlocul grinzii.

u faptul ci in jurul maximului variatiile
drept sigeats maximi, sigeata dela

Cand sarcina este la dreapta mijlocului grinzii, adica pentru § £ 0,5, expresia
sdgetii la mijlocul grinzii este: o ’
v=FP B3 —4& B2 /48 EI
iar cand este la stanga, adici pentru a £0,5:
v =FIPa(3 —4 a?) /48 EJ.
Sageata totald va fi egald cu suma celor doud expresii.
Cand avem o singurd sarcina la mijlocul grinzii,
Ymaz = Fl3/48 El,
Din expresiile de mai sus se vede cj:
R = ZFa3—1a? + ZFBB—4 p2)
este o for{d concentrald care aplicatd la mijlocul grinzii,
in aceastd sectiune, ca si sistemul de sarcini I" dat,.

avem:
(29)

produce aceeasi sigeati
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In expresiile de mai sus vom grupa sarcinile asa ca si avem totdeauna a
si #£0,5.
Ezemplu numeric. Fie o grinda de 10 m deschidere cu sarcinile din fig. 254.

Avem:
3000.0,2 (3 — 4.0,22) = 1704
5000.0,5 (3 — 4.0,52) = 5000 5 s e
!
8000.0,4 (3 —4.0,4%) = 7552 }
1000.0,3 (3 — 4.0,32) = 792 = L :
f—to® 3% L " OB
R=15048 kg | 3 |
Asa dar, forta R = 15,048 ¢, apli- Figura 254

catid la mijlocul grinzii produce in
aceastd sectiune aceeasi sigeatd ca si sistemul de sarcini dat.
Aplicatia Nr. 65. Sd se scrie ecuatia axei deformate a grinzii din fig. 255
pentru o sarcind I care ocupd o pozitie datd. Presupunem deci a si p dati.
Pentru sectiunile dela stinga sarcinei avem
Szo— Faba*/6al=FPEBE
si deci v are expresia:
ps=FBB&E[a(l+ p)— &/6EL

iar pentru sectiunile dela dreapta

sarcinei

pi=FPBal [B(1+a)—E&?]/6EL

IS
wmmpngggggag“gﬁﬂﬁt :
Qh?’gg“g““Q‘&g‘”%nQRac 1 LA
S38S85838S8S8ssssSss iar in dreptul sarcinei sageata
este:
£ ORE
Figura 255 v = F PPa2p?/3 EL.

In fig. 255 s’a presupus a = 0,7, B=0,3, si s’au calculat coeficientii
B&fa( + p)— & din 0,05 1 in 0,05 . Sageata maxima are loc pentru &= 0,55
si se vede ca ea difera de cea dela mijlocul grinzii cu 1,2%.

Aplicatia Nr. 66. O grindd formata
ca in fig. 256, dintr’o cornierd cu aripi
egale, suportd o sarcind F la mijlocul
ei. Cu cat se lasd sarcina in jos?

Sarcina fiind verticala, axa momen-
tului face cu directiunile principale ale
sectiunii unghiuri +7. Momentele dupa
cele doua directiuni principale vor fi:

M., =F1/4)/2 si My,=—F1/5)/2

Asa dar, asupra grinzii putem pre-
supune ca dupd cele doud axe prin- ‘
cipale actioneazi doud forte egale cu: 7

_F/]/Q— Figura 256

Sagetile sunt respectiv

o=FB/48EI; /2
w=FB/48E I, |/ 2
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sdgeata totali j va avea valoarea datd de relatia:

2= et 4 w2
sau

j=FF‘hﬂ3+1ﬂjA&V§E
Aceasta siigeatd este normald pe axa neutrd deci face unghiul §, cu axa Oy,.
Componenta pe verticala va fi egald cu proiectia celor douia componente ale

sigetil pe verticald deci
Ny — FIBB Ip/QGE Iyl Tz
¢) Integrarea grafici a ecuatiei diferentiale a axei deformate.
La curbele funiculare s’a stabilit ecuatia:
Hdy [ ds* =—p
care s’a integrat. Cu alte cuvinte am gasit pe y in functie de z si p,
cu ajutorul unui poligon funicular.
Daca se compard aceastd ecuatie cu:
Eld [da® =—M
se vede cd sunt absolut identice.
Prin urmare, axa deformatd a grinzit o vom gdsi cu ajutorul unui
poligon funicular, ludnd ca incarcari suprafata momentelor, iar ca

distantd polard pe EI. Deci, chestiunea este complet rezolvati.

i Avem de facut urmatoa-
ﬂmenie or M o
m rele observatii. Suprafata
momentelor se méasoara in
kgem. em = kgem?, EI in
kg em?, deci in aceleasi uni-
tati.

Distanta polara EI, este
o cantitate foarte mare, asa
cd poligonul funicular iese
foarte intins si deci sagetile

foarte mici. Dac# distanta po-
lara se reduce la EI/n, atunci ordonatele curbei funiculare vor fi

At

Figura 257

de n ori mai mari. Dacd scara desenului pentru lungimi este 1/n
si dacd ludm distanta polara EI/n, atunci ordonatele curbei funicu-

1ayre vor fi dti n ori mai mari, deci pe desen le vom avea in ade-
varata lor marime.

Ecuatia diferentiald a axei deformate este de ordinul al doilea
si necesita doud constante de integrare. Am viazut analitic eum
pentru c?iferitele cazuri fixdm cele doud constante. Grafic este tot
asa de sun}zlu. pacé de ex. avem o grinda simplu rezemata si daca
la capete sagetile sunt nule, linia de inchidere o v

e ] om trasa asa ca
sagetile la ca 5 : - ?
get pete sa fie nule (fig. 257) . a. m. d
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In constructii se intilnesc grinzi cari nu au I constant pe toata
lungimea lor. Analitic e greu de integrat, cici pe diferite intervale
trebue sa modificam M in consecintd, luand valorile M /EI diferite.

Figura 258

Aci e mai simplu. Luam pentru diferite portiuni de grinda
distante polare EI diferite, dupd cum se aratd pe fig. 258.

9. Lucrul mecanic acumulat de grinzi prin incovoiere.

Plecam dela formula fundamentala stabilitd pentru un element

de volum s1 care este:

dL :;59(2 dV /E

tn care in loc de dV punem dQ. da.
Notim cu dL lucrul mecanic acumulat de elementul dx de

grinda, deci: <
d L/dx :;Sat'de/E

- ot o
integrarea facandu-se pe toata suprafata sect,;lunln. Daca in loc
de 9T punem valoarea sa data de formula lui Nagier, avem:

(30) d L/dx =+ M? cos?/ EI
sau
(31) g SO M2 cos?d.da/ET

Am avut insa:

@ = M cosd/EI



a4

(32) Jh Slt M cosd. . dzx
¥ 0
sau inca
(33) T y Elo*de =4 \" EI (d%/de)? da
=)o Jo

Cand 0 =0, atunci primele formule se reduc la

(31%), (32) L=} [M*dz/El =4 [M o da.

Asa dar, am exprimat lucrul mecanic in functie de fortele exte-
rioare (M), sau in functie de deformatia barei (o si d*v / da?) sau
in functiune de ambele.

Aceste formule se pot stabili si direct. ‘

Rotirea, ® = Mcosé/EI, are loc in jurul axei neutre. Momentul
care produce aceastd rotire este proiectia lui M pe axa neutra,
deci Mcoso.

Lucrul mecanic este produsul intre moment st unghiul de rotire.

Pentruca o creste liniar cu M, suprafata lucrului meecanic este
un triunghiu si deci vom multiplica expresia de mai sus cu fac-
torul }. Acestea toate au loc pentru un element de grinda de
lungime 1, pentru lungimea da, vom avea

(30) dL/dx =1 M? cos?0/E1,

ecuatie stabilitd anterior.

10. Dimensionarea grinzilor la incovoiere.

De fapt aceasta este adevirata problema care ni se pune si
anume: dandu-ni-se momentul incovoietor §i rezistentele admi-
sibile, s& gisim sectiunea care satisface acestor conditiuni.

Am avut X = M/W, si deci W — M/, deci
& gasim sectiunea care are un W dat.

Problema pusa asa are o infinitate de solutiuni.

Numai pentru sectiunile care depind de un singur parametru,
precum patratul si cercul, avem o singurid solutie pentr

chestiunea e

uca pentru ele:
Wi=1a® si W = 473,

Aceste sectiuni insi nu se

: prea mtrebuxm,;eaza decat in cazuri
speciale.
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Pentru toate celelalte sectiuni, care depind de doi sau mai multi
parametri, li se pune condifia ca si fie economice, adica W cerut,
sd_se realizeze cu cea mai micd secfiune practiceste posibild.

Pentru sectiunile dreptunghiulare de lemn, pentru care W ={bh?,
se pune condifiunea ca, dintr'un arbore de

sectiune rotunda, sa se scoatd dreptunghiul !.._..é___.,

cu Wyae (fig. 259). Daca se tine cont de i ]

conditia b® + h* = d? se gaseste h = b/ 2 /

care ne da W = 15b3 },v/ 4

si deci b=v'3W // J
In practica raportul h/b S/ 2 e in < =

aproximativ egal cu 1,5. Figura 259

Aplicatia Nr. 67. O grindid de lemn este supusd la un moment incovoietor
de 800 kg m si rezistenta admisibila este 9s = 80 kg / cm? Avem
W = M /9% = 80000/80 = 1000 cm?.
deci b= V/3W = #/3.1000 = 14,54 cm, h=1,5b= 20,4 cm.

Aceste dimensiuni se rotunjesc respectiv la b = 15, h = 20 em.

W cerut de calcul, adica W = M/9,, poartd numele de W
necesar, iar cel realizat din rotunjirea dimensiilor poartd numele
W efectiv. Va trebui deci ca W, = W,. Peniru a fi acoperift, cind
nu putem realiza aceastd egalitate, vom rotunjt asa dimenstile, incdt
si avem W, > Wp.

In cazul nostru se intampla ca b h*= $15.202 = 1000 cm?, adics,
We = Whn.

Pentru grinzile de fier, cérora prin laminare li se pot da
diferite forme de sectiuni, se obtin cele mai economice grinzi, atunci
cind materialul este asezat in sectiune cdt mai departe de axa
neutra. Asa sunt fécute grinzile in I sau [_. In tabele, pentru
diferite profile, se da valoarea lui W.

Aplicatia Nr. 68. Fie o grindi de otel moale supusd la un moment incovoietor
M = 50 im, cu o rezistentd admisibild de IMe = 1400 kg /cm?2.

Avem Wyp = M /%a = 5000000 /1400 = 3570 cm?®. In tabele gisim profilul
I Nr. 55 care are We = 3610 cm® In acest caz rezistenta efectivd va fi

9. = M/We = 5000000/3610 = 1385 kg/em?.

Daca am fi luat profilul imediat mai mie, adici Nr. 50, care are W = 2750

cm?, rezistenta ar fi fost de 1818 kg /em?, deci mult peste rezistenta admisibila

impusa, de 1400 kg /em?2.
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La dimensionarea grinzilor intervine si deformajia lor si anume,
ni se impune ca sigeata maximd sd nu fie mai mare ca ¢ = l/n, in
care n pentru grinzile de fier este cuprins intre 500 si 900. 5

Sa presupunem cid avem o grinda simplu rezematd, incarcata
cu o sarcind uniform distribuita.

Avem

RN =M/W =pl>h/16 I
g =5 plt/384 EI
Din cari scoatem
h=9%nl/48 E
In aceleasi conditii, pentru o sarcind concentrata la mijlocul
grinzii, avem:
h=%nl/6 E
Daca in aceste doud cazuri, A este mai mare decat valorile in-
dicate aci, ¢ este mai mic decat cel ce ni s’a impus. Daca este mai

mic, atunci dimensionarea se va face pe baza deformatiei, dedu-
cand I ce corespunde.

Aplicatia Nr. 69. O grindd de 8 m deschidere, este incircati cu o sarcini

de p=3t/m. Sa se gaseasca fierul I, care si satisfaci: %o = 1400 kg /em?
si sdgeata sd fie 1/900 din deschidere.
Avem:

M=4tplt=>%.3.82= 2 im.
Wn = M /% = 2400000 /1400 — 1712 cm®.

pentru care corespunde I Nr. 4235 cu We=1740 cm?® si are iniltimea h=425 em.
Inidltimea trebue sa fie, presupunind E = 2.1.10°¢ kg /em?

h = X nl/48 E = 1400.900.800/2,1.10°. 4,8 — 100 cm.

Asa dar, cu profile I nu se poate realiza in acelasi timp 9maz=1400 si p— 1/900,
din cauzd cd cel mai mare profil este Nr. 60, cu i — 60 em. i

Asa dar, renuntam de a avea 9 = 1400, vom avea o rezistentd mai miea,
insd cu ¢ = 1/900 = 0,89 cm. ' A

Din ¢ =5 pl*/384 EI, deducem: I =5p I'/384 E¢, care ne da:
I = 5.30.800%/384.2,1.10°.0,89 — 85.500 em?

la care corespunde profilul T Nr. 55 care are 7 — 99.180 cm?, si W, = 3610 em?
Deci daci conditia de siigeatd e satisfdcutd, aceea a Teziste;}telor nu ; acestea
sunt mai reduse. In adevir 9%, — 2400000 /3610 = 665 kw/c;n2 '

g L
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Observatia I-a.
Daci ne-am impune ¢ =1/700 si 9, = 1.400 kg/em? cu
E = 2,1.106 kg/cm?, atunci rezultd pentru grinzile de fier, in cele
doud cazuri: a unei sarcini uniform distribuite §i a unei sarcini
concentrate la mijloc:

h =1 /10,28 ~1/10, si h = /12,8 ~1/12.

Pentru grinzile pe cari le alcituim pentru a satisface conditiel
de deformatie, luam in regula generala

bt L8~ 1l12

Observatia II-a.
In cazul cdnd sectiunea este slibitd cu gdurt de nit sau bulon,
atunci se va fine seama de aceastd sldibire, ludndu-se W al secfiu-

nit nete.

Aplicatia Nr. 70. Exemplu de alcdtuire de sectiune. S& presupunem ci sectiunea
unei grinzi este supusd la un moment incovoietor,

M = 400 tm, si ni se impune 9 = 1400 kg /em?. 2
Avem : L 41&
W — 40000000 /1400 = 28570 cm?®. i '
Sectiunea o vom compune din o inim#, patru cor- T e
niere si niste platbande (fig. 260). o 5
Si presupunem ci deschiderea g grinzii este | =16m, &
inaltimea /o indicatd in figura o luim [/10 = 1,6 m.
Toate elementele sectiunii se solidarizeaza intre §
ele cu nituri de 23 mm . &
Momentul de inertie al inimei este:
bh3/12 = 1,2.160°/12 = 409600 cm?*;
se admite eci niturile, prin diverse imbiniri, sldbesc niuri 23§
inima cam cu 15%, deci: momentul de inertie al
inimel eshe | » . oo At (e e RSy ) A S
I; — 0,85.409600 = 348160 cm*. A

Si gasim momentul de inertie al cornierelor. Dis-
tanta, dela centrul de greutate al. cornierei pana la
axa neutrd, este 80 — 3, 44 = 76,56 cm, si momen-
tul de inertie va fi 4 (39% + 29,7.76,562) = 697900 - em*.
In sectiune cad niturile indicate pe figurd, al caror moment de inertie trebue
seizut. Avem 4.2,3.1,3 (79,35% + 752) = 142600 cm?, deci
1, — 697900 — 142600 = 555300 cm*

Figura 260

Asa dar, inima si cele patru corniere au un moment de inertie net:

Iy= Ii + I = 348160 + 555300 = 903500 cm*

caruia i corespunde W, = 2 I,/h = 11294 cm?, deci cu mult mai mic ca cel
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ce ni se cere. Mai adiugim platbandele indicate in figurd. Dacd notim cu ]
grosimea totalda a platbandelor, vom avea:

I=1I,4+b[h+20°—h]/12= I, + +bd(h + 0)*

neglijind termenul § b 6% care este mic in comparatie cu ceilalti.
In acest caz i
W= [+ b6 (h+ 06)2]/(5h + 9)
Daca notim W — W, = A W, atunei avem:

S=hAW/b (h + 6)2—2 W]

care se rezolva prin incerciiri, ludnd in partea doua a ecuatiei pentru 0, ca primi
valoare, 6 = 0. Dac# latimea brutd a platbandelor este 280 mm si dacé se scad
doud gduri de nit, avem latimea netdi b = 28 —2.23 = 23,4 cm, AW =
28.570 — 11.294 = 17.276 cm?®.

Rezolvand ecuatia de mai sus — calculele facute cu rigla — ne da succesiv
pentru 6 valorile 5,1 em, 4,74 cm, 4,76 em. Vom lua patru platbande de cite
12 mm grosime deci in total 4,8 em.

Pentru aceastd grosime, cu ajutorul formulei de mai sus, se giseste

We = [903500 + + 23,4.4,8(160 + 4,8)2]/(+ 160 + 4,8) ~ 28600 em®

deci sensibil egal cu cel cerut.

Momentul incovoietor pe grindd variazi dupd curba momentelor, asa ca
acolo unde momentul este mai mic, putem suprima din platbande.

In aceste conditiuni dacid W, este momentul rezistent al grupului format
din inima si corniere, W, al grupului precedent cu cite o platbanda, W, al aceluiasi
grup cu cate 2 platbande, etc., atunci ele pot suporta urmitoarele momente:

Wy = 11290 em? suporti un M = 158 tm

W, = 15630 ,, 2 »w M= 219 tm
W, = 19960 ,, pa »» M = 280 tm
W, = 24300 ,, ”» s M = 340 tm

W, = 28600 ,, » s M = 400 tm

Asa dar, pe regiunea din grindad pe care momentul incovoietor este mai mic

decat 158 tm este suficientd sectiunea ce corespunde lui W, pe regiunea pe

care 158 < M < 219 e suficientd sectiunea ce corespunde lui W; 5. a. m. d.

11. Grinzi facute din materiale cari nu asculti
de legea lui Hooke.

La aceste materiale legiatura intre rezistente si deformatiuni
este datd de relatia: ¢ =9"/E, Si pentru aceste corpuri, la
incovoiere, se admite ipoteza lui Bernoulli. Chiar admitdnd aceastd
simplificare, formulele ce rezulta sunt asa de complicate, incat si
pentru aceste corpuri se admite legea lui Hooke. Rezultatele
evident nu sunt exacte si atunci se fac corectiunile necesare
potrivind rezistentele admisibile in consecinta.
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B) Grinzi ficute din materiale neomogene.
Grinzi de beton armat.

1. Generalitati.

S1 pentru aceste grinzi, la incovoiere, se admit cele doud ipo-
teze: a lui Hooke st Bernoulli.

In baza celei de a doua ipoteze, rezultd o axa neutrd, in jurul
careia secfiunea se roteste cu unghiul w, incovoierea specifica.

Vom avea deci:

e = wy.

La sectiunile neomogene ale grinzilor, fiecare element de suprafata
este caracterizat prin cdte un alt E. Lungirile specifice in diferite
puncte ale sectiunii vor fi:

e — 0 H e — 9 W Tete.
si deci:
N = Ewy , N, = E 0y, ete.

Daca expresiile de mai sus le inmulfim $1 imparfim cu E, si
daca notam: ‘
ny —rEgfE sy — B jietct
atunci avem:

(1) X = Ewy, I3 =n Ewy, ete.

Asa dar, rezistentele in diversele materiale cari se gisesc la
o aceeasi distantd de axa neutrd, sunt aceleasi ca si cind secfiunea
ar fi facutd din materialul al cirui coeficient de elasticitate este E,
multiplicate respectiv cu ny, ny, etc.

Ecuatiile (1) ne dau distributia rezistenfelor pe sectiune si pe
diversele materiale.

Pentru a gasi pozifia axel neutre si valoarea rezistentelor, vom
aplica cele doud ecuatii de echilibru §i anume:

fRd2 =0, [HRyd2 =M,
cari ne dau respectiv:
(2) nyd2 =0 (3) Eo [n, y*d2 =M.

Eaxpresiile de sub semnul sumei nu sunt decdt momentul static
si de inerfie al sectiunil, ca §i cdnd aceasta ar fi fdcutd din materialul
al cirui coeficient de elasticitate este E, insd fiecare element de supra-
fagi mérit de ny, ny... ori, dupd materialul ce compune fiecare

element de secfiune.

24. 1934, Gh. Em. Filipescu. Statica constructiunilor si Rezisten{a materialelor.
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In cadrul acestei conventiuni putem scri:
JriydQ =85  ['n) y?*dQ =1
§i atunci ecuatiile (2) si (3), le putem scri:
(2) (3) S=0 ., Eowl=M

adicd tocmai sub forma care am avut-o la incovoierea barelor cu
sectiunea facutd dintr'un material omogen.
Ecuatiile (1), in acest caz, le putem scri sub forma:

(1) % =My/I , K =n, My/I, ete.

Asa dar, ecuatiile cari ne dau rezistentele pentru acest fel de
sectiuni, le-am adus la tipul sectiunilor omogene.

Vom face citeva aplicatiuni la grinzile de beton armat, cari
au o intrebuintare curenta in constructiuni.

S’a mai spus ca vergelele de fier bagate in beton, adera de
acesta si formeaza un monolit.
Intr'o sectiune transversali a unei grinzi de beton armat vom

avea elemente de suprafata de fier si de beton,

Z | supuse la tensiune sau la compresiune.
i’ Se admite ci fierul are la tensiune §L compre-
; siune acelagi E;, a cirui valoare este: Ey=21.10%

kg./em®. Pentru elementele de suprafati de beton

supuse la compresiune se ia [, — 0,14.105 kg/cm?.
%ie-o o o1t Pentru elementele de suprafati de beton, supuse
s ] la tensiune se ia E — 0, cu toate ci betonul la

Figura 261  tensiune, are o oarecare rezistentd, care insa este
mica in raport cu celelalte aratate mai sus.

Daca se raporteaza totul la sectiunea comprimati de beton,

atunci pentru fier avem
n=EkE/E =15

lar pentru sectiunea de beton supusd la tensiune
alte cuvinte ca si cand sectiunea de beton intins

In aceste conditiuni, armditura de fier se pune in regiunea intinsd
a secfiunit grinzii. O sectiune supusi la un moment pozitiv, se va
prezenta ca in fig. 261. Regiunea hasurata este formata din beton
supus la compresiune, vergelele de fier, a caror sectiune totald este

2, vor fi supuse la tensiune, iar sectiunea nehasurata este formata
Asa se prezinta in genere o sectiune

avem n = 0, cu
& n’ar exista.

din beton supus la tensiune.
de grinda de beton armat.
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In cele ce urmeaza vom nota cu y distanta dela axa neutra
pana la fibra de beton cea mai obosita, adica in care avem rezistenta
maximia 97, iar cu h distanta dela centrul de greutate a sectiunil
de fier, Q;, pana la aceeasi fibra. Cu b notdam latimea grinzii.

In aceste conditii rezistentele maxime T, in beton si 9, in
centrul de greutate a sectiunii de fier, dupa formula (1) de mai

sus, vor fi:

(4) o, =My/I , % =nM (h—y)/I
Dacid se impart intre ele aceste relatii si daca se noteaza:

se gaseste:

(6) y = kh

Cu alte cuvinte, pentru niste rezistenfe %, si N, date, raportul
intre y si h resulid. ! :
Se mai obisnueste a se pune:
(7) Q; =¢.bh
in care caz ¢ poarta numele de coeficientul de armare a secfiunit.
Formulele (5) — (7) sunt generale si le aplicam la toate sectiunile.

2. Sectiuni dreptunghiulare cu armitura simpla.

Ele se prezinta ca in fig. 261. Pozitia axel neutre o vom gasi
seriind S =0, sau S;— Se—=08 :
Avem:
S —tby s Si=nQ (h—y)
si deci:
by: —2nR2; (h—vy) =)
Dacé tinem seama de (6) si (7) capatam:

)
ke D (i) =0

care ne da:

(8) E=noll/2/n ¢+ 1—1]
) o — k2 n (I—B) = kI/2%,

Asa dar, din (8) gasim pozitia axei neutre. De ecuatia (9) vom

face uz mai tarziu.
Acum putem gasi momentul de inertie care are valoarea:

(10) I=3by* +n 2 (h—y)p

24%*
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E comod a da i alte expresii pentru /.
Avem:
I =yS8 =y S
Si:
Ye=1./S:= % y; Yk = y; Yyr=h—3y=h (1—1%tk

si deci:

Daca ducem aceste valori in (4), capatam:
o =2M/by (h—1Ly) =2 M/bh*k (1 — 1 k)
W=M/Q; (h— 1 y)= M/ b (1— L k) =M/bh* ¢ (1—4k)

Aceste expresiuni putem si le scrim st direct, luAnd momentul
fortelor interioare in raport cu axele ce trec prin punctele de apli-
cajie ale lui V; si N,. Avem intr'adevar

M=y N, =y N,

(12)

Dacad in locul lui N, si V;, punem valorile lor:
ch-%—by%b s ]Vt=9(f.Q/

gasim tocmai relatiile (12).

Prin urmare daca ni se da M si dimensiunile grinzii,
rezistentele din fier si beton.

In practica, in genere, ni se pune problema invers s1 anume,
dandu-ni-se momentul M, latimea b a grinzii §1 rezistentele 9, si
X, din beton si fier, s gisim pe h. Odata gasit k, din relatiile 9)
si (7) gasim pe 0Q,.

In aceste condifiuni relatiile (5) si (9) ne dau direct valorile
Iui & s1 o.

putem afla

Daca aceste valori le introducem in ultima relatie (12) si daca
notam:

(13) ' @ =1/0 (1 —1tk) %
gasim:
(14) h=al/ MJb

Avénd pe ¢ si h, relatia (7) ne da pe £2;. Cu ajutorul acestor
formule s’au intoemit tabele, cari pentru valori date ale luj XN, si
I; ne dau direct valorile lui k, ¢ si a si cari inlesnesc foarte mult
proiectarea sectiunilor.
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Aplicatia Nr. 71. O grindi de beton armat, lata de 40 cm, e supusa la un
moment incovoietor de 8,4 tm. Rezistentele admisibile fiind, My = 50 kg /em?
si 9y = 1200 kg/cm?, sa se dimensioneze grinda. Avem:

k= n 9 /(n 3y + 9y) = 15.50/(15.50 + 1200) = 0,385
1—1k=1-—+%0,385= 0,872
o — k9Us/2 9y =0,385.50/2.1200 = 0,008
0= 1/¢ (1 —4 K 9y = 1/0,008.1200.0,872 = 0,195 .". a = 0,3457

h—=a |/ M/b= 0,3457 /840000 /40 ~ 50 cm
Si apoi:
Qf= ¢bh=0,008.40.50 = 16 cm?

Sectiunea de fier o vom face din vergele ce se gasesc in comert. Vom lua

5 22 mm a ciror sectiune totald este 2f = 19,01 em?
(fig. 262). j ——tr——

|

-{e-0 -0 o

Dela centrul de greutate al fierdriel, pand la mar-
ginea betonului, luam o distanti de circa 3,5 em, asa ca
inaltimea totala de beton este de 53,5 em. Fiindea am
luat fier mai mult decit a reiesit din caleul ludm

21—

pentru inaltimea grinzii 52 em, asa cd avem:
h =52 —3,5=48,5 em.
Si verifizim aceastd sectiune. Avem:
o= Qj/bh=19,01/40.48,5 = 0,0098
n ¢ = 0,0098.15 = 0,147

—-'if~—'—485

S @=22
Figura 262

k=no¢ [V2/n ¢ +1—1] = 0,147] V/2/0,447 + 1 —1]= 0,415

y=kh=0/415.48,5= 20,1 cm, h— Ly —485—+4201=418cm
9, — 2 M /by (k— % y) = 2.840000/40.20,1.41,8 = 50 kg/em?
9t = M/ (h— & y) = 840000,/19,01.41,8 = 1057 kg/em®.

Rezistenta in fier este mai micd decat cea impusd, pentrucd am luat o sec-
tiune mai mare ca cea datd de calcul.

Cantitatea de fier in kg/m® de beton, daci 7,85 t/m® este greutatea
specifica a fierului, va fi:

7850.0,0098.48,5 /52 = 71,7 kg/m?.

3. Sectiuni dreptunghiulare cu armatura dubla.

S’a vizut ca pentru niste rezistente date si un moment dat,
rezultd o anumitd indltime de grindd. Suntem adesea obligati de
a micsora aceastd indl{ime; in acest caz rezistentele vor creste.
Rezistenta in fier o micsordm mérind sectiunea £2;,; cea din beton
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nu o putem micsora decat adaogand fier in regiunea comprimati
a betonului. In acest caz avem asa zisele grinzi dublu armate.
Calculul lor se face dupa norma indicati mai sus.

Avem (fig. 263)

(d5) e =3by* + 0y (y—N); S =nQ; (h—y)
Daca tinem seama de (6) si notam:
2y = ¢ bh
capatam:
(16) +2n (¢4 ¢)k—2n (¢ + ¢ h'/h) =0
sl

(17 k=n (p+¢) VT (¢F &7 T B /7 (o5 & PFl1]
Avénc'l pe k avem tot ce ne trebue, adica Yoy Y, Yr s1 I care
are valorile:
] = byt 0D (y— ) 4 n R (h— gy
=24 S =30 (h—3y) +n Q) (y—1) (h—k)
Introducand aceste’valori in ectila?t,ia (4), gasim pe 9, s1 9 si
o deci putem verifica sectiunea dati a grinzii.
I 07 3 In practicdi se pune problema invers, si
y /// anume s gidsim dimensiunile sectiunii.
W 7772 o In cazul general se dg b, hy, M, %, si X,
ramdndnd sd se determine 2 51 0
Se ajunge la solutie pe mai multe ca;. Una
PSR R din ele, aproximativa insa, este .§i urmatoarea.
In loc de a determina 0, se determini o
alta, care aplicatdi la 2y dela axa neutra,
sa ne dea in raport cu aceasti axa, acelasi
moment. Noua sectiune o notam wu £2; adica o considerim in
functie de £;, armatura intinsd. Ea satisface deci relatia:
(19) YR = Q) (y—I)
Daca tinem seama de (6) si (7) si introducem aceste valori in
(15), capatam’:

hH—m

Figura 263

(20) 3k 4 fnk ¢y —ne (1 —k) =0
care ne da : b W%k ' ‘
(21) =1 2¢%—kN)/n o%N,

Daca aceste valori le introducem in expresia lui I din ecuatia
(18), gasim tocmai pe I dat de ecuatia (11), dela primul caz si anume :

@)= 5 I=n Q2 (1—Fk)(1—Lk) =bh® n o (1—k)(1—1k).
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Daci se urmeazi calea dela primul caz, se gisesc ecuatiile (13)
si (14). In rezumat, din (13) si (14) deducem pe o, iar din (21) pe y
si deci problema este rezolvata.

O metodd mai generald si exactd este urmatoarea: se 1a momentul
tuturor fortelor interioare, pe rand, in raport cu doud axe, ce trec prin
centrul de greutate a celor doud sectiuni de fier. Vom avea:
M=1by (h—%y) % + K 2 (h—H')

22
(42} M——1by Gy—W) %+ %2 h—F)

ecuatii, ce le putem utiliza sub aceasta forma. Daca finem seama ca:
K/ = n (y—H)/y 5t %/ T =n (h—1y)/y,

atunci putem sa le punem sub forma:

So [M/bh? 90 + § k(5 k—*n /R)]k/n (A1—k' [R)(1—Fk)

(23) ¢ = [M/bh*> 3 — & k(1—% k)]k/n (1—P’ /h)(k—h" / k)

Aplicatia Nr. 72. Sa luim chiar cazul aplicatiei Nr. 27, in care necesitati
de constructie ne cer i = 40 cm. S3 determindm deci pe Q7 si 277
Prima metodd. Din ecuatia (14) deducem:

1/02 = M /bh* = 840000 /40.40% = 13,125
jar din (13)
o=1/a2 (1 —F5k %= 13,125 /1200.0,872 = 0,01253
Asa dar:
Q)= ¢bh=0,01253.40 x 40 = 20,05 em®

Din (21) deducem:
p=3 (2.0,01253.1200 — 0,385.50) /4.15.0,01253.50 = 0,864
Daci luim k' = 3 cm cum y = kh = 15.40 cm, din (19) deducem:
Qp=2yp2/3y 1) = 2.15,40.0,864.20,05/3 (15,40 — 3) = 14,33 em?
A doua metodd. Avem:
M /bh® 9 = 0,2625 h'/h = 3 /40 = 0,075
1k (& k—h'/h) = 30385 (+ 0,385 — 3/40) = 0,010267
Lkl —+%k = 0,167796
o= (0,2625 + 0,010267).0,385/15(1 — 0,075)(1 — 0,385) = 0,01232
o = (0,2625 — 0,167796).0,385 /15(1 — 0,075) (0,385 — 0,075) = 0,00848
Ceea ce ne da:
Q= 19,72 em? si Q'f = 13,58 em?

Diferentele se explicd prin aceea, cd prima metodd este aproximativa, insd

mai expeditivd, pentrucd poate utiliza tabelele intocmite pentru sectiunile cu
armiturd simpla.
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4. Sectiuni in T simplu armate.

Sunt foarte des intrebuintate.
Au forma din fig. 264 i 265. In genere la aceste sectiuni se da b i d.
In calcul, in cazul celor doua figuri se ia pentru b valoarea cea

mai micd, dati de urmitoarele relatii:
bL12d42b; +by; bZ3l; b
bL4S5d+bi+b; bLil; bste+ L b,

: Y]
AR 1 i i
Z;;% / 7 ’/771,
b6d—-i & by 524 by iﬂfi‘—lt——-' — 45 4

S

Figura 264 Figura 265

in care [ este deschiderea grinzii, iar ¢ distanta intre axele inimilor
grinzilor. Se mai recomanda

g a1k bi ~=3d

In calcul nu se tine seama de racordarea intre Inima grinzii si
placa de deasupra, ci se are in vedere o sectiune ca cea din fig. 266.
Pentru verificarea rezistentelor e nevoie de pozitia axei neutre

: ¥ . Da'ce:l axa neutra cade pe placa,
7 /“9// 2 L adica daca Yy L d, atunci verifi-
; T carea se face ca in cazul sectiu-
; J nilor dreptunghiulare.
S e R Cénd cade pe inimi — ca in

figurda — se face aproximatia, ne-
glijindu-se partea comprimati a
betonului de pe inimi, adici de pe regiunea b, (y — d).

Avem astfel:

Se =bd (y—id), Si=n2 (h—y)

Figura 266

din cari scoatem:
y = (n 2 h+ £ bd%)/(n 2 + bd)
Valoarea lui I este:
I=3b[(y*—(y—dP] + nQ (h—y)?
=bd [h(y—id)—d (y—1$d)]
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E comod, in acest caz, a utiliza distanta y,, a carei valoare este:

(24) yr =h—d (y—3d)/2y—d)

cu ajutorul careia avem si

(23) I =bd (y—1d) yr =nQ (h—3) v
Introducdnd aceste valori in (4) avem:

(25) W =M/y, Qp, N =My/l =yI/n (h—y)

Asa dar, putem verifica o sectiune data.

Pentru proiectare luam y.~h—1d 1 din relatia (25)
deducem valoarea lui £2;. Prin urmare ne trebue valoarea lui A.
Daca in prima ecuatie (4), punem valoarea lui y din (6), dacd in
expresia lui I facem aceleasi inlocuiri si daca se noteaza:

(26) p=1+k d/2k + M/bd 3,
atunci h este una din radicinile ecuatiei:
h?—ph 4+ d?/3k =0
In practici ne multumim cu valoarea aproximativa.

(27) h=p—d*/3kh~=p—d*/3kp

Aplicatia Nr. 78. O grinda de beton armat in T e supusd la un moment
incovoietor de 50 tm, si are b = 1,20 m, d = 12 cm, cu Np= 50 kg / cm? si
9 = 1200 kg/cm?® Se cere h si £f.

Avem:

k= 15.50/(15.50 4 1200) = 0,385

= (1 + 0,385) 12/2.0,385 + 5.000.000/120.12.50 = 90,9 em
d?/3k = 122/3.0,385 = 125
care ne di h = 90,9 — 125/90,9 = 89,5 =~ 90 e¢m.
27 = 5000000 /1200 (90 — 5 12) = 49,6 cm?

Vom lua 10 @ 25 mm cu Q2f = 49,09 em?2 Sa verificim aceasti sectiune.

Avem:
n Qf = 736,35

y = (736,35.90 + $120.122) /(736,35 + 120.12) = 43,6 cm
yr= 90 —12 (43,6 —3.12) /(2.43,6 — 12) = 84,33 cm

9% = M /yr 27 = 5000000/84,33.49,09 = 1208 kg /em?
9y = y %7 /n(h—y) = 43,6.1208 /15.68,1 = 51,7 kg /em=.

Rezistentele sunt putin depasite, pentru ci sectiunea de fier s’a luat ceva
mai micd decAt cea reiesitd din calcul.
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In cazul cand latimea b, a inimei nu este neglijabila, atunci se
t{ine seama si de compresiunea de pe inima, ca in fig. 267.
In acest caz:

(8) S, —bd (y—1d) + 1bo (y—d)*; S =n 2 (h—y)
cari ne dau:
(28)  3bo y* + [n 2+ (b—bo) d] y— [ 2/h + L (b—b,) d*] =0

Din aceasta gasim pe y si apoi avem pe [:
(29) I = 3by> — (b—bo) (y—d)®] + n 2 (h—y)*

=bd [h (y—1d) —d (3y —4d) + q]

in care s’a notat:
(30) ¢ =1 boly — d)*(h — jy —3d)/bd
Proiectarea sectiunii necesitd calcule mai multe.
Daca valoarea lui I din (29) o

- punem in (4), tindnd seama si de
/;/ ) ] (6), se obtine aceeasi ecuatie in h,
A

6

i |

7
f ,___1//’_25,(__._ analoagd ecuatiei (27) si care’ este:
oleee) e d (31)  h=p—(3d®+ q)/kh
Figura 267 care prin incercari ne da valoarea
lui A.

Ca prima valoarea a lui h luam pe aceea dati de ecuatia (27).
Aceastd valoare introdusid in ecuatia (31) pusa sub forma:
(32) kh* — kph 4 {d®> + ¢ = 0
nu da partea doua egald cu zero ci cu A.

Corectiunea lui & o facem cu ajutorul formulei:

(33) Ah=—A/k2h—p+29/(y—d) + q(1/k— 1) /(h— Ly — 2d)]
Ne multumim, foarte adesea, numai cu prima corectiune. Avand
pe h, avem pe y deci pe y,, care cu ajutorul formulej (25) ne da pe Q,.

Aplicatia Nr. 74. Sa ludm cazul aplicatiei Nr. 29, in care presupunem b, = 50
cm. Prin metoda aproximativa, s’a obtinut & = 90 cm. Acestui A ii corespunae;
e Q,385.90 = 34,65; y—d = 22,65; h— 5y —3d = 70,45

g = 750.22,652.70,45/.120.12 = 628; 1/k — L — 2 964
4 = 0,385.90%—0,385.90.90,9 + 1122 1 gog — 644,8
Aceasta ne da:
4 h= —644,8/0,385 [2.90 — 90,9 + 2.644,8/22 65 + 644,8.2,264 /70,451
= —10 cm, deci h = 80 ¢m
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Repetam acelasi calcul pentru A = 80, si gasim A h= —1,92~—2 cm.

Daca mai repetam inca odata calculul cu A = 78 cm, gasim: AS=—=10102"
Asa dar indltimea este 78,02 ; noi vom lua h = 78. Acestei inaltimi corespunde:

y=30,03; § y=10,01; ye="3 [b y>—(b—bo) (y—d)*1/(by*—(b—bo) (y — d)*]

= 222 em; yr=h—y + yc= 70,17 em ; 2= 5000000/70,17. 1200

= 59,5 cm?® pentru care luim 10 @ 28 mm = 61,58 em?

Desi exemplul luat este cam exagerat, se vede ca influenta inimii asupra lui &
este de circa 139;.

Din examinarea aplicatiilor 73 si 74 se vede, ca in metoda aproxi-
mativi avem nevoie teoretic de 49,6 c¢m? fier, iar in cea exacta
de 59,5 cm?, deci de un surplus de 9,9 em? fier, sau 9,9 x 100.
0,00785 ~ 7,77 kgr fier pe metru liniar de grinda. In schimb
in metoda exacta facem o economie de beton:

(90 — 78). 50.100 = 0,06 m?/m.

Solutia cea mat economicd, nu este aceea care are material mai
pufin, ci aceea ce costdi mai pufin. Dupd prefurile metrului cub de
beton §i a kilogramului de fier, se vede care este solufia cea mai eftind.

Se poate face dimensionarea sectiilor §i pe baza unui calcul
de economie, care insd e mai complicat.

5. Grinzi de beton ficute cu fiare profilate.

De multe ori, in loc de vergele de fier, se intrebuinteaza fiare
profilate. Calculul se face exact ca la grinzile cu armétura simpla,
cu deosebirea ca in expresia momentului de inerfie trebue sa finem
seamid si de momentul de inertie al fierului profilat. Daca I; este
acest moment de inertie, atunci la va-

loarea lui I datd de formula (10) sau
(11), se mai adaugda aceasta valoare. 2 7// !
Vom avea deci 3
7 + n I/ J [
La vergele s’a neglijat momentul de = o ofa
inertie al vergelelor in raport cu cen- | 3
trele lor de greutate, fiindca sunt foarte Figura 268

mici in raport cu /.

O alta deosebire este ca in loc de a lua rezistenta fierului in
centrul de greutate, o luam in punctul cel mai obosit, adica la
distanta h, — y cum se arata in fig. 268. '

La vergele se neglijeaza aceasta, pentrucd distanta dela centrul
de greutate a fierdriei pana la punctul cel mai obosit este mica.



380
Si la vergele este bine sd tinem seami de aceasta, in cazul cind
ele ar fi asezate pe mai multe siruri orizontale si cdnd distanta
dela centrul de greutate al fierdriei pana la punctul cel mai obosit
ar da diferente apreciabile pentru valorile lui 9.

Daca aplicam formulele (4) la acest caz, gasim formula (6) sub
forma:

(6) y=kh

Dacd se urmeazd exact aceeasi cale ca la grinzile cu armiturd
simpla, si dacd se noteazi:

() Q; = ¢, bk,
sl hh =h -+ e
se gaseste:
(8) k=n ¢ [L/2 (1—e/h)/n o+ 1—1]
sl
(9) o =k/2n (1—k—e/h)
Avand pe k, avem pe y si deci si I, a cirui valoare este:
(10) I =3by+nQ (h— y)? + nl

si deci putem verifica rezistentele intr’o sectiune ale cirei dimensii
sunt date.

Pentru proiectare chestiunea este mai dificila $1 0 vom rezolva
prin incercari, punand pe I sub forma:

(11) I=n Q; * [(1—k—e/h;) (1—1L k_f/k1)+i2/h21]
in care
2 =1I;/8

Daci notam
(13) et =(l—e/)/%; ¢ [1—k—e/h) (L—f h—e/h)+-2 /1,

atunci gasim formula:

(14) h=a |/M/b

Se vede ca o expresie mai simpld pentru h; este greu de dat
si de aceea s’au pus formulele sub forma apropiata primului cqy
* A - _* J

pentru a putea rezolva problema prin incercari.

Aplicatia Nr. 75. Si presupunem ci facem o asemenea grindi, cu fiare 7
asezate din 100 in 100 cm si ci momentul ce revine acestei portiuni este 8 tm, Sx
presupunem ci ni se impun %= 1200 kg/em? si 9% = 40 kg/em2  Avep,.

k= 15.40/(15.40 + 1200) = +;  VM/b =895
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Presupunem pentru o primd aproximatie: e = 0, i =0, si avem:
e =1/32.2.15 (1 — §) = 1/180
2, — 180/1200 (1 — §) (1 — 5) = 0,253 .". a; = 0,503
hy = 0,503.89,5 = 45 cm , £ = 45.100/180 = 25 cm?,
Profilul I, care are o sectiune imediat superioard, este Nr. 18, care are

elementele:
If = 1450 cm?, Qf= 27,9 cm?, i2 = 52 cm?, e = 9 cm.

Pentru h, luim valoarea gésué in calculul anterior si avem e/h; = 0,2,;
i* / h* = 0,0256. Refacem calculul g gisim

oy = 1/32.2. (2 0,2) = 1,/126
a® = (1 —0,2) 126 /1200 [ (%wO,?) (3 —0,2) + 0,0256] = 0,242
a; = 0,492; hy = 0,492 x 89,5 = 44; Q¢ = 44.100/126 = 34,9 cm?
Profilul I cu sectiune imediat superioard este Nr. 22 care are elementele:
I; = 3060 cm?, ;= 39,6 em?, iz = 77,27 em?, e = 11 cm.

Luand pentru f; valoarea 44 cm, avem

e/hy = 0,25; i2/h?* = 0,0399
Refacem calculul §i gasim:
' o0 — 1/32.2.15 (2 —0.95) = /1125
= (1 —0,25) 112,5/1200 [(2 —0,25) (§ —0,25) + 0,0399] = 0,2297
a, = 0,479; hy = 0,479.89,5 = 43; Q= 43.100/112,5 = 35 cm?

Solutia este gasita pentrucd din acest calcul ne-a iesit 27 = 35 cm?, iar din

cel precedent 34,9 ~ 35 em?.

Ne fixim la profilul I Nr. 22 pentrucd in tabele nu avem un profil cu sec-
tiunea 35 cm?. In acest caz rezistentele vor fi mai mici ca cele indicate. Pentru
a le miri vom micsora pe h; pand una din cele doui rezistente 9(j sau 9p ajunge
la limita indicatd. Prin incercdri ajungem la h; = 40 em, pe care o vom verifica.

Avem:
n g, = 15.39,6/40.100 = 0,1485; e/h, = 11 /40 = 0,275.
Din formula (8) gasim:
k = 0,3387 , y = 13,55 cm, h—y = 15,45 cm, h;—y = 26,45 cm
= £100.13,55% + 15.39,6.15,45% + 15.3060 = 270.616
9t — 800000.13,55/270.616 = 40,1 kg /em?
RKNf = 15.800000.26,45 /270616 = 1174 kg /em*.

Prin urmare, sectiunea cu profilul I No. 22 si cu hy =40 cm satisface

problemei puse.
Rezistenta in centrul de greutate a fierariei este 686 kg/cm? care se vede

ca difera foarte mult de rezistenta maxima.
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6. Cazul general.

In toate cazurile de pAn#d acum, s’a presupus ci axa momentului
coincide cu o axad principald a sectiunii de beton armat, asa ¢a
direcfiunea axei neutre -era cunoscuta.

Céand axa momentului difera de o axi principala a sectiunii,
atunci va trebui si gasim si directiunea axei neutre, deci 1 sec-
tiunea de beton comprimat.

Principial problema se rezolva astfel: Se ia pentru axa neutrad
o directiune arbitrard si din ochi, daca e posibil cat mai aproape
de realitate, pentru a micsora numirul incercirilor.

Se determind fata de aceasti directiune pozitia axei neutre
pundnd conditia S, = S,. Se poate afla apol pozitia centrului de
greutate al sectiunii, — ceea ce nu este necesar — prin care sa
ducem axa Oy, normalid pe axa momentului.

Daca directiunea aleasd pentru axa neutra ar fi cea buni,
atunci ar trebui ca momentul centrifugal al sectiunii in raport cu
aceste doua axe sa fie nul, adica sia avem JzydQ = 0, adica
mentul cantitatilor y d2 in raport cu axa Oy,
verificarea. Dacd nu este nul, atunc

mo-
sd fie nul. Facem
1 directia axei neutre nu este
bine aleasd. Incercam cu alti directiune. Sa presupunem c
o directiune obtinem L2y, iar pentru alta directiune J

Pentru a gasi o directiune apropiati v
doua precedente.

Problema in genere este dificil de tratat
de obiceiu pe cale grafica.

Se alege cum s’a spus mai sus o directiune arbitrara
neutra. '

a pentru

@y
om interpola intre cele

analitic si se trateazi

pentru axa

Se imparte regiunea comprimata a betonului in fasii paralele

cu aceastd directiune si se construeste un poligon de forte cu
suprafetele 2y, Qy, .... (fig. 269). i

Se face acelasi lucru si cu suprafefele de fier, considerand in cen-
trele de greutate ale vergelelor suprafetele: n0Q,, ny. .. ; evaluate
la aceeasi scard ca si suprafetele de beton. In poligonul fortelor,
de o parte a unei origini O, asezam suprafetele Q,,, Q,,.. ., iar de
cealalta parte, a aceleiasi origini, suprafetele nQ,;, B 8.
ordinea departarii lor dela presupusa fibra de beton comprimat
care are rezistenla maximi, asa cum se arati in fig
polard si deci prima latura de poligon funicular,
mentele de suprafata Q; si Q,,.

urd. Prima raza
reazimi pe ele-
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Intersectia celor doud laturi de poligon funicular fizeazd pozifia
axei neutre, fiindcd pentru axa care trece prin acest punct de inter-
sectie, avem intr'adeydr S, = S;. Am determinat astfel s sectiunea
de beton comprimat, pastrand in poligonul fortelor numai atatea
elemente, cate sunt dela £, pAna la axa neutra.

Centrul de greutate se gaseste evident pe axa neutra. Am putea
si-i gasim chiar pozitia lui, dand alta orientare elementelor Qy;. . .
si, cu ajutorul unui nou poligon funicular, sa gisim o noud axa
pe care se gaseste centrul de greutate si deci, la intersectia cu axa
precedentd, sa gasim chiar pozifia lui. N’avem nevoie insa de aceasta.

Trebue acum

verificat daca di- o 23U nQy  nQy 2 Q1

rectia aleasa este

conjugata direc-

tiei normale pe
directia momen-
tului.

Laturile pri-

mului poligon fu-

nicular, prelun- A
Qs b~

] Spperael

““““““ =y e ——nySlp-|

gite pAna la axa
neutra, ne fixeaza
pe aceasta seg-

mentele  y O,

ete: e
o —— =g
Daca cuaceste 2 e
&’ SRR
elemente — care B
formeazid un po- Figura 269

ligon inchis—di-

rijate dupa normala la directia momentului si aplicate respectiv
in centrele de greutate ale suprafetelor Q.. ., construim un nou
poligon funicular, atunci segmentul interceptat intre laturile extreme
de poligon funicular — paralele in cazul nostru — multiplicat cu
distanta polard, ne da [y zdQ.

Pentru ca aceastd expresie sa fie nula, trebue ca laturile extreme
de poligon funicular sd se suprapund. Dacd nu se suprapun, cele
dous axe nu sunt conjugate. S& presupunem ci distanta intre
laturile extreme de poligon funicular la prima incercare a fost b.
Facem o noud incercare, cu alta direcfiune, ca mai sus si pastrand
aceleasi distante polare obtinem alta distanta b, §i aga mai departe.
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Daca dintr'un punct oarecare O ales arbitrar luam, pe directii
paralele cu directiile astfel incercate, distante OB =b, OB, = b,
etc., punctul B fixat in acest mod descrie o curbi oarecare. Directia
axel neutre, care satisface problemei, va fi aceea pentru care b= 0,
st va fi data de tangenta in O la curba descrisi de punctul B.

Dacid avem doua incerciiri cari ne dau punctele B si B, ca in
figura, pentru a treia incercare si in majoritatea cazurilor pentru
directia definitivd a axei neutre, ne mulfumim cu directia tan-
gentei in O, la cercul ce trece prin BOB;.

In acest mod se gaseste directiunea $i pozifia axei neutre.

Se determina apoi I in raport cu aceasta axa si unghiul 6, ce il
face axa neutra cu axa momentuluj si aplicam formulele ce rezulta
din formula generals 9% = M cosd.y /1.



XVIII. DETERMINAREA REZISTENTELOR LA
GRINZILE SUPUSE LA FORTE TAIETOARE.

1. Generalitati.

In acest caz, rezultanta tuturor fortelor se reduce la o forta
cuprinsi in planul sectiunii, adicd la o forta taietoare. i

Experimental se realizeazi acest caz, supunind o bara la doua
forte egale si de sens contrar, normale pe axa piesei. Pentru ca
taierea sau forfecarea piesel sd se poata executa, trebue ca fortele sa
fie putin desaxate. Un exemplu practic ni-l da tiierea barelor de
metal cu ajutorul foarfecii (fig. 270).

Din cauza desaxarii fortelor se produce neaparat un moment
incovoietor, asa c& practice§te nu putem
realiza fenomenul simplu de forfecare.

In sectiunea noastra, se vor desvolta niste
rezistente G asa fel, ca

%
l
(BgQ =T %

Rezistenta B o descompunem in doua
componente G, si Gz, normale respectiv pe Figura 270
axele Oy si Oz.

Sa presupunem cd avem numai forta tiietoare 7.. Vom avea
evident:

(1) T s T

Rezistengele G, nu se distribuesc uniform pe secfiune.

In adevir. Sa presupunem cd luam un element de volum, ale
carui doua fete sa fie confinute respectiv in planul sectiunii si pe
conturul barei (fig. 271).

25. 1934, Gh. Em. Filipescu. Statica constructiunilor si Rezistenta materialelor.



Pe conturul barei nu avem niciun fel de rezistente, deci niei

rezistente G. Atunci nici pe fata continuta in planul sectiunii nu

existd rezistenie G. normale pe tangenta la contur. Asa dar, daca
in aceastd f[ajd existd rezistenje & ele nu pot fi dirijate decdt dupd
direcfiunea tangentei la contur, dect nu existd decdt G,.Asa dar, in

Figura 271

vecinitatea conturului, cénd
conturul nu este supus la rezi-
stente G, rezistentele tangentiale
din sectiune sunt dirijate totdea-
una dupd tangentd la contur.

Sa consideram elementul de
suprafata de pe contur, vecin
tangentel la contur normala la
T.. Pentru acest element &,
este chiar G. si este nul. Cum
ecuatia (1) trebueste neaparat
satisfacuta, urmeaza ca &, nu se
distribuie uniform pe sectiune.

2. Distributia rezistentelor &. pe sectiune.

Ne ocupam, bine inteles, de cazul cind conturul barei nu este

supus la rezistente.

Din elementul de bari de lungime dx, separam un element de

volum (fig. 272) margi-
nit de planul AB A, B,
paralel cu zOz, care
confine axa neutrda a
sectiunii, si de conturul
exterior al barei ABC
A, B,C,.

Sa serim  ecuatia
de echilibru a acestui
element de volum pro-
iectand toate fortele
dupa axa Oux.

Pe fata ABC avem
o rezistenta 9T, care

—— T T

Figura 272

ne da o fOI"‘;é lvzfABC 9(d.Q, pe fat,a opusé, presupusa" egal[i cu
precedenta, si deci facem ipoteza ci secfiunea barei ridmdne constantd
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in intervalul dx, vom avea rezistenta 9 +d9C. Rezultanta lor va fi
dN = [apc dIdS2. Celelalte rezistente din fata ABC dau forte
a céror proleciie pe axa Oz este nuld. Pe conturul ACBA,C,B; nu
mai avem nicio altd forta. Pe fata ABA;B; vom avea o rezi-
stenta &, dirijatda catre — x, egala si simetric dispusa fata de
muchia AB, cu rezistenta G., din fata ABC.

Daca AB =b si daca presupunem cd G; se distribute uniform
pe lungimea b, vom avea forta — b5, dz s1 deci

AN = [ dX dQ = b5, da.

Dupa formula lui Nagier, % = My/I, daca presupunem sec-

tiunea constantd, avem:
AN = (y/1) dM = (y/I) Tdz
si deci:
b6, =T [ydQ/I

Insd, [ydf2 nu este altceva decat mo-
mentul static al suprafetit ABC in raport
cu axa neutra si pe care-l notam cu litera
S. Dect
(2) bG, =TS/I
Aceasta-1 formula lui Jurawski.

Se vede de aci, cd legea de variajie pe

seciiune a lui G, este datd de variajia raz
portulut S/b.

Observatia 1-a. In cazul cand am avea

Y
Figura 273

si o forta taietoare T, am calcula la fel
pe G,. Cand avem ambele forte taietoare, atunci avem evident

#ie i

Formula (2) stabilita este aproximativa, pentrucd am presupus
dela inceput ca G, se distribuie uniform pe latimea b. i

Observatia 2-a. Am spus c@ in punctul B, de pe contur, & este
dirijat totdeauna dupid tangenta la contur (fig. 273). Componenta

acestei rezistente dupd axa Oy este G, deci
& =05;/coso

Daca lucrul este asa, atunci in acest punct existd si o componenta
G, a carei valoare este &, = G 1g¢.

Care-i valoarea lui G, intr’'un punct E de pe dreapta AB? Asta
nu se poate sti.

25%
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Se admite pentru sectiunile pentru cari axa Oy este axi de
simetrie, ci rezultanta lui G.s1 G,, din acel punct, trece prin punctul
de intersectie, D, al tangentelor la’' contur, duse prin punctele A si

|

T 0=t

B si ca deci:

8 #1
l in care ¢; este unghiul EDO.
Asa dar, rezistenta maxima
5 e G este in punctul A sau B, are
LT T valoarea

= 2 (308 =TS B Treos

7 // si este dirijata dupad tangenta
= L // i la contur.

i‘———b——: Aplicatia Nr. 76. Sa presupunem
‘,,/& cd avem de-a-face cu o sectiune

Fiura 206 dreptlfnglnulari (fig?r. 274).
Aci ¢ = 0, deci:

B=T (Lh2—% v 126/6%% = 1,5 (T/Q) (1 — & y/h?)

Variatia lui G este dupd o parabola si are valoarea maximi
Bmaz = 1,5 T /0

in axa neutra:

deci cu 50% mai mult ca in cazul cind am presupune ca se distribue uniform.

Aplicatia Nr. 77. Pentru o sectiune circulari avem (Bg! 275):

@
b=2rsing; y=r coso; dy= —rsinegd ¢; S=S 2r® sin® ¢ cos ¢ do
0
si deci:
S/b= 51 sing

e o 1 1
Dacid tinem seamd cid I=jmr* = {02 r? avem:

G =+ T sin2o/R
a cirei valoare maximi este pentru o = -5zx:

'Gmaz = %‘ T/Q

si deci ecu 33% mai mare ca in cazul cind am
considera T uniform distribuit.

Figura 275

Observatia 3-a. Dacd finem seamd ca avem | — S, -, atunci
formula (2) putem si o punem si sub forma:

b6. =TS/y- S: = TS/y, S,
In cazul cand ciutim pe &. in axa neutra, avem:

formuld comoda in special la calculul grinzilor de beton armat.
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3. Deformarea prin forfecare.
a) Deformarea sectiunilor prin forfecare.

Rezistentele &, produc deformatiunile y.. Aceste deformatiuni
sunt maxime in axa neutra si nule acolo unde .= 0. Variatia lui .
va fi data de variatia lui S/b.

O sectie verticala plani se va deforma ca in fig. 276.

Prin urmare, secfiunea pland nu

mai rdmdne pland, caci exista depla-
sari u in sensul axei Oz, sl cari sunt
date de ecuatia

dufdy =y. =T S/b GI

In cazul unei sectiuni dreptun-

ghiulare avem:
Seldy — 15T, (1—4 y?/h?) /G2
Bn 2057, (1 — 4 y7/RF)/G2
Asa dar, sectiunea nu ramane plana dupa deformatiune, cu toate
ca la stabilirea acestei formule ne-am servit de formula lui Nayier la

Figura 276

baza careia sta ipoteza lui Bernoulli.

b) Deformatia grinzilor prin forfecare.
Din cauza rezistentelor G se produc si deformatiuni ale grinzi,

axa ei deplasdndu-se.
| Sa consideram un element de grinda

E\d iz. De po fig. 277 avem:
i s do.—udx
\

Nu putem gasi deplasarea decit cu
ajutorul lucrului mecanic.
Lucrul mecanic al forteir tédietoare

== ({I——n'
Figura 277

‘este: L Tydz, pe cand lucrul mecanic interior este:
{0 dV /G — § 62 42 du/G — } (T3/GI)[S* AQ du/b*

Egaland cele doua expresii si notand:

(5) k= (/3. [S?dQ/b?
Gasim:

(©6) y = kT /GRQ

si deci:

dv/dx =kT /G2
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Daca derivim aceastd expresie sl finem seama ca dT /dx = — p,
avem:

(7) do/dx? = — kp /GQ
forma sub care se prezinta orice deplasare. Integrand acelasi ecuatie,
avem:
(8) v —vy =(M,— M,) k/GQ
Din expresia lui k, se vede ca aceasta este o
a sectiunii.
Determinarea lui k. 1°. Secfiunea dreptunghiulard.
Avem: Q =bh, I — 5 bh3, S =g bh® (1 — 4 y2/p2).
Efectuand calculele gasim k =1, 2.

Asa dar, oricare ar fi raportul intre b si k, k pastreaza o valoare
constanta.

constanta geometrici

2. Sectiunea circulard. Am avut:
S/b =1rsin?e |, dQ — bdy = — 2,2 sin?p. do
si deci:
JS2d2/b2 =2 . 1. 3. 5/2.4.6..3.8
si tinind cont c&:
: 2 =g i A= Lard,
scoatem:
k=10/9 ~1, 11

Dacd am fi {inut seama la calculul sagetil si de &

fost mai complicat si am fi obtinut

k=1,186~1,2

Asa dar, putem lua pentru orice fel de sectiune k = 1, 2.

» calculul ar

4. Lucrul meecanie.

Dupi cele ce s’au aratat pana acum, avem:
(9) dL/dw =4T.y. =3k T;/GQ = 1GQ 2 /k

Adica de forma tipicd avuta paAni acum:

5. Comparatia rezultatelor teoretice cu datele experientelor,

S’a vazut ci la stabilirea formulei care da pe G: s’au facut oarecar;
ipoteze, cari au simplificat calculul, precum a fost de exemplu faptul
ca am admis ci &, se distribuie uniform pe latimea b. Coker, prin
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procedee optice, determinand deformatiile unor placi de nitroce-
lulozd, a gisit cd pentru sectiuni dreptunghiulare, formulele stabilite
mai sus sunt exacte, atdta timp cat h << 2b. Daca h > 2b, atunci
distributia se face dupa o curba care are doua maxime in apropierea
extremititilor si un minim la mijloc si de aceea el recomandd ca
pentru h > 2b si se considere G; uniform distribuit pe sectiune
(fig. 278).

Pentru piese mici, precum buloane, nituri, pene, in practica se
presupune ca G se distribuie uniform pe sectiune.

Pentru aceste piese, cari sunt foarte curente in constructiuni de
orice naturd, existd experiente foarte numeroase, facute chiar in

imprejuririle in cari ele au sa lucreze, SE
asa incat nu are niclo importanta faptul 5553

daci cunoastem sau nu distributia reald

3 e 7
a rezistentelor, pentrucd limita lor de 1157

rupturd s’a stabilit presupunénd T A<l ///

uniform distribuit pe sectiune. //
Rezistentele admisibile se stabilesc ;. S
¥jseecasi baza, adich: . o0 o Lol TR

. .

Pentru sectiuni mari, vom calcula tot-

- Figura 278
deauna & cu ajutorul formulelor stabilite. g

6. Caleulul sectiunilor la forfecare.

Sectiunile formate dintr’o singurd piesd nu se calculeaza la for-
fecare. Fiarele profilate sunt astfel dimensionate, incit rezistenta
Bmar TAmAne totdeauna sub rezistentele admisibile. Chiar sectiunile
de lemn, la cari rezistenta admisibild in lungul fibrelor este destul de
mics — & — 10 kg/cm*—, in cazurile practice, satisfac aceasta
condifiune. . !

Calculul pe baza rezistentelor G interyine insd, atunct cdnd com-
punem o secfiune din mai multe piese. Pentru ca acestea sa formeze
o singura sectiune, trebueste ca lunecarea intre diferitele elemente
componente ale sectiunii sa fie impiedicatd. Pentru a le solidariza
intre ele intrebuintam diverse piese auxiliare, precum nituri, buloane,
pene, etc.

Ele vor trebui astfel calculate, incAt sia impiedice lunecarea
pieselor componente ale sectiunii intre ele.
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Formula (2) ne da valoarea rezistentei la lunecare pe centimetru
liniar de grinda. :

In cazul sectiunilor constante, valoarea fortei care produce
lunecarea pe intervalul z, — a, si pe care o notam 77, este:

(10) VO T do = S[M,— M,]/I

-
ley b6, do— (S/1)
z0

Daca rezistenta unui nit, a unui bulon sau a unei pene, etc.,
este R, atunci pe intervalul x — x, ne trebuesc
(11) n="T{/R
asemenea piese.

Din formula (10), se vede ca [7 da este suprafata curbei fortei

taietoare in intervalul x—axy. Dacd

™R
gt e

o l voim ca fiecare plesd de solidarizare
Curba T : (nut, Aparia,. elc.) sd se incarce egal,
e i vom imparft aceastd suprafatd in n
e .
: 'x parfy egale, sau ceea ce este tot una cu
b a'l\ % ] a imparti diferenja M, — Mg, in
AT & 5

acelagt numdr de paryi egale.
Sa se observe ca T vafi positiv

cazuri simple, se poate face s1 prin

calcul.

i
.
! ‘
i LSS § 3 ‘\ 2 i e n s s 3
s ReE | atata timp cat T este positiv, adica
I 1 — N =] .
IR B [ M creste. Daca M ajunge la un
e e : . :
1 s e maxim s1 apol scade, atunci T si 7
—— . T e
o : schimba de semn. Impértirea su-
] 1 . A - - A
i | prafetei [T dz in parthi egale, in
<
)
I

Sa presupunem cd pe intervalul
T — 2g = a, forja tdietoare variazg
dupd o dreaptd, T fiind nul in o
(fig. 279).

1°. Ordonatele cari impart triunghiul in »n parti egale, se gasesc
la distantele ay, a,. . ..

(12)

Figura 279

de varful triunghiului si sunt date de relatia:

a21/1=a22/2=....=a2,~/i= =a?/n

Aceasta impirtire se poate face si grafic cu ajutorul unuij cerc
aga cum se aratd pe figura, fard nicio alti explicatie.

20. Cdpdatam exact acelasi rezultat dacd impargim M, — M
parft egale.

Punctele de diviziune ale su
abciselor de pe curba moment

oln n

prafetei [T dz se gasesc in dreptul
elor — parabold in acest caz — co-
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respunziand punctelor de diviziune ale momentului, asa cum se
aratd pe figuri. Aceastd metodda convine in special in cazul cand
curba momentelor si a fortelor taietoare sunt curbe oarecari.

Piesele de solidarizare se pun in dreptul centrelor de greutate ale
suprafetelor astfel determinate.

In cazul nostru, distanta dela varful triunghiului pana la centrul
de greutate al trapezului cuprins intre ordonatele ¢ si i + 1, este:
(13) 2 (a3 1 — a3)/3 (a%41— a%)
sau
(13) [G+D) Vitl—i [/i1]2a/3 |/n

In cazul cand utilizam curba momentelor, atunci penele se pun
in dreptul abciselor de pe curba momentelor, ce corespund mijlo-
cului diviziunilor care imparte M,— M, in n par{i egale, asa cum
se aratd pe figurd. Aceastd metoda este aproximativa si da pentru
distanta dela vérful triunghiului pana la pana cuprinsa intre ordo-
natele i si 1 + 1 valoarea:

(14) al/(1+20)/2n

Avand in vedere ci formula aproximativa (14), dd pentru po-
zitia penelor, distante cari difera de cele exacte cu —+ 5,7% pentru
prima pani si cu cel mult + 0,489, pentru toate celelalte, in practica
se intrebuinteazi in mod indiferent una din cele doud metode. :

In cazul cand cautim forta de lunecare in axa neutra, atunci

formula (10) se simplifica dand

(15) Ty —{(M,— M) /yr = Nig— No
si in cazul cand in origine M, = 0, deci Ny =0, rezulti:
(15) Ti = Niw [

formula de altfel evidenta.

Daca din calcul ne ese pentru
grinda de lemn o dimensiune ce nu se
giseste usor in comert, atunci facem
grinda din mai multe grinzi mai micl, lipmeksg o

suprapuse.
Pentru ca sectiunile si lucreze ca o Figura 280
secliune singuré, trebue si impiedecam
lunecarea lor. Aceasta se face cu ajutorul dinfilor sau al penelor,
ca in fig. 280. : ‘ :
In genere indlfimea penelor st a dinfilor ni se dd. ' Pentru pene
de ex., dacd indljimea unet grinzi este h, atunci indalfimea penev se
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ia 0,3 h, iar crestitura in o grindd se face de hy= 0,1 h. Ldtimea
penei se ia cam de doud ori indljimea ei. Cele doud fete laterale ale
penei se fac usor inclinate una fatd de alta, cam cu 1/10, ca sd poatd
fi ingepenite in grindd prin baterea cu ciocanul (fig. 281).

Evident ca ele se fac ceva mai lungi decat latimea b a grinzii
pentru a le bate din timp in timp, cdnd lemnul scade prin uscare.

In acest mod, in cazul a doua grinzi cu pene, inal{imea totald
a grinzii este H =2,1 h.

Grinzile se solidarizeazd intre ele cu buloane al caror diametru
d este cam 0,1 b si cari se
pun in intervalul dintre
pene. In aceste conditii, sec-
tiunea cea mai slabita este
totdeauna in dreptul bu-
loanelor, unde momentul re-
zistent este W =1 (b—d) H?,

facAnd aproximatia cad se

i

b=ach

%____ o T i _ff/ﬁ%‘ neglijeaza momentul de iner-
L i tie al partii centrale inalta
Figura 281 de 0,1 h.

Pentruca lucrarile de dul-
gherie nu se pot executa cu precizie, in calcul nu se ia valoarea de
mal sus, ¢l ea se reduce precum urmeazi:

pentru doud grinzi cu dinfi se ia 0,8 W

» » » » pene » » 0,7 W
» tret » » dingt » » 0,6 W
» » » » pene » » 0,5 W.

In acest mod am dimensionat grinzile.

In cazul a doud grinzi cu pene, axa neutrd fiind tocmai in
spatiul gol dintre grinzi, avem S/I = 1,5/H, iar y, = H /1,5. Daca
momentul maxim este M, formula (15) ne da:

T'=M/y, =15 M/H

Rezistenta unei pene este datd de rezistenta suprafetei de con-

tact intre pand si grindi, care este:
R=01hb%X =h b X

Pentruca penele se fac din lemn de esenta tare, pentru I se

ia valoarea rezistentei in lungul fibrelor din grinzi.

lemérul .d'e pene se deduce numaidecat cu ajutorul formulei
(11), 1ar pozitia lor cu ajutorul formulei (13).
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Aplicatia Nr. 78. O grindd simplu rezemald la ambele exiremitdli, de 8 m.
deschidere, suportd o sarcind totald uniform distribuila de p = 260 kg /m.

Si se dimensioneze grinda, dacd 9a = 80 kgr./cm? si Ga= 10 kg/em* si
sd se solidarizeze sectiunile.

Avem:

M — 1t pi=1260.8° = 2080 kg m.= 208000 kg cm.
W — M /9%a = 208000 /80 = 2600 cm?

Daca grinda se face din doud grinzi cu pene si dacd pentru fiecare grinda
luim h = b]/2 si diametrul bulonului d = 2 cm., avem:

W necesar = W /0,7 = 2600 /0,7 = 8714 cm?
sn—é— (bh—2) 2,12 2 b? = 3714 sau b® = 3714 /1,47 (1 —2 /D)
care rezolvatd prin incerciri da:
b= 14,34 cm.; h = 20,3 cm.
valori pe cari le rotunjim la:
' h=2 cm. si b=15cm.
Sd verificim sectiunea.
Avem: H=21h=42cm , W= + (b— d) H? = 3822 cm®
9, — M /W = 208000 /3822.0,7 = 77,7 kg/cm?,

deci in limita impusa.
Si determindgm numdrul si pozilia penelor.
Avem: Ti = 1,5 M/H = 1,5 208000 /42 = 7430 kg, cu hy = 0,1k =:2 cmj
avem: Ri=15.:2.80 = 2400 kg si n= Ti/R = 7430/2400 = 3,1.
Pentruci nu putem lua decat un numir intreg de pene, luim n = 4.
Pozitia penelor o fixam cu ajutorul celei de a doua formula (13). Cu:

2a/3)/n=2a/3=2.4/3.2=1333m

distantele dela varful triunghiului pand la pana intaia, a doua, a treia, ete.

vor fi:

1,333 (11/1—01/0)=133m 1,333 (21/2—11/1) = 2,4bm

1,333 (31/5—21/2’) —316m ; 1,333 (&4)/&—3 1/3) = 3,75m
jar distantele intre pene, intre extre- ' o
mitatea grinzii si mijlocul ei, sunt Fa20-ai= 470 00 —jpda—— 990 —{2b=—1270
cele din fig. 282. : : i': !m‘ -!-

Latimea by, a penei, se verifica ; ; e —
la forfecare dupd un plan orizontal | 5o 7

e il
AB (fig. 283), deci: P R
by b Ga=hy b Ja
Pentru aceastd forfecare se ia
Ba = 0,3 9, :
deci: b, = hy/0,3 = 2/0,3 = 6,67 cm, dimensiune prea micd; in practica
luim cam de doud ori inaltimea penei, deci: by = 12 em.

Figura 282
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Tot ca verificare, trebue ca crestiturile sd nu provoace forfecarea dupa
suprafetele CD, C,D, si EF (fig. 283), deci:

Gab (dy—b) >bh, Ra:
o , o Gab (dy—% b)) > bh, %
fo——— ,\-—1

k c D i Rezistenta admisibili
) ~ i in lungul fibrelor se ja

E P 7 D, : Ga =10 kg/cm?

N si cu

Ha = 80 kg/cm?

Figura 283 din  relatiile de mai sus
= x deducem:

h>8h b =8.9 119 295 0
dy > 8 by +1b,—8.9 + +12 = 92 cm.

Dacid se inspecteazs distantel
conditii. Daci n’ar satisface,
asa n’am rezolva chestiunea,

e intre pene, se constati ci satisfac acestor
atunci se pun penele inclinat (fig. 284). Daci nici
atunci se modifici dimensiile grinzii.

Calculul se face absolut identic cand soli-

darizarea celor dous grinzi se

face cu ajutorul
dintilor sau altor piese speciale ficute din otel.

Aplicatia Nr. 79. Grinzile metalice ficute
din mai multe piese, trebuesc solidarizate asa - i
: 7 ki Figura 284
ca lunecarea unor piese fatd de altele sx fie
impiedecatia. De exemplu la o grinda in 7
niturile orizontale, carj fixeazd grupul de corniere si
grinzii, trebuesc puse la asa distanta,

platbandele de inima
Incat lunecarea platbandelor si cor-
nierelor fatd de inima si fie impiede-
cata (fig. 285).

Daca rezistenta unui nit este R,
atunci el rezistd pe un interval oarecare
a. Pentruei distanta intre nituri este
relativ micd, putem considera 7"'= ¢f
Figura 285 pe intervalul g, si deci:

Tiy=Ta S/I=R
% relatie din care deducem pe g (distanta intre nituri). In genere

distanta la care se pun niturile de obiceju satisface aceste conditiuni.

Cea mai intinsi aplicatie o are aceastd chestiune Ia grinzile de bet

Vom reveni asupra ei la calculul barelor su
si o forta tiietoare.

puse la un moment incovoietor



XIX. DETERMINAREA REZISTENTELOR LA
GRINZILE SUPUSE LA MOMENTE DE RASUCIRE.

1. Generalitati.
a) Starea rezistentelor

Si in acest caz, ne vom conduce dupa indicatiile pe care ni le
di experienta. Sa presupunem ca avem o bara supusd la cele doud
capete la doua momente de rasucire, M,, egale si de sens contrar,
dupa axa piesei (fig. 286). ’

Mai intai se face observatia, cd dacd secfiunea barei este con-

stantd, nu este niciun motiy
ca toate secfiunile barei si nu
se deformeze la fel intre cele
doud capete ale sale.

Din bara, printr’un plan
paralel cu axa ei, sa sepa-
ram o porfiune, ABC A,B,C;.
In fata ABC neexistand forta
normali N, nu vor exista
rezistente 9., cl numal Te-
zistente G, pe cari le des-
compunem dupa directiile
Oy si Oz. Sa presupunem
ca planul ABA,B, este pa-
ralel cu planul z0z. ~ Figura 286

Daca in fata ABA,B;
ar exista o rezistentda 90y, trebue sa avem

-

Sszy dQR =0
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pentruci rezistentele din fetele ABC si A,B,C; fiind egale si de
sens contrar, dau dupi axa Oy o componentd nuld. Cum relatia
de mai sus trebue si fie satisfacutid, oricare ar fi pozitia planului
ABA,B;, rezulta:

3%, =0

Daca am duce planul paralel cu 20y, pentru aceleasi motive

gasim:

X, =0

Daca in fata ABA;B; ar exista si o rezistentd &, pentru ace-

leasi motive gasim si
G, =0
Pe de alta parte, daca
toate sectiunile se com-
portd la fel in lungul
barei, atunci si cresterile
rezistentelor in raport cu
2z sunt nule, deci:
O /9wy —.0:
In aceste conditii,
ecuatiile (35) ale lui Cau-
chy se reduc la:

(1) 98./8y + 95, /02 =0

Asa dar, rezistentele
Figura 287 G, 51 G trebue sa satisfaca
acestor conditii.

b) Ecuatiile de deformatiuni.

Sa presupunem cd sub actiunea momentului de rasucire sec-
tiunea I se rasuceste faid de sectiunea Il cu un unghiu oarecare 6.

Daca distanta intre cele doud sectiuni este I, atunci 0 / [= o
si la limita, dO/de = o, poarté numele de rdsucire specifica.
Dacé in sectiunea I consideram un punct oarecare A, acesta prin
rotirea in jurul unui punct oarecare O, va parcurge drumul A AL
(fig. 287). a carui valoare este

AA, =r wdz

dacd notam OA =r.

In deplasarea sa, punctul A parcurge drumurile u, ¢ si w, pa-
ralele cu cele trei axe de coordonate.
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Dacd notam cu ¢ unghiul y OA, avem

y =r cosg , z=rsing

si deci:

(2) dy =—zwdx , dw =yowdz

Insa

(3) 5,—G y,=G (3w /dx+3u/oz) =G (y o+u/oz)

5.=G y.—=G (3v/dzx + du/dy)=CG (—= »-+u/2y)

Daca in ecuatia (1) introducem aceste valori, capatam:
(4) 2u /oz* + 22u/oy* =0

Prin urmare, deformatiunile w in sensul axei Oz, trebue sa sa-
tisfacd ecuatia (4). Din aceasta ecuatie rezultd ci exista deforma-
tiuni in lungul axei O, deci sectiunile in genere nu raman plane,
ceea ce experienta confirma.

Din ecuatia (3), mai deducem:

(5) 3G, /oy —96:/z =26 o

¢) Ecuatiile de echilibru.

19, Poligonul fortelor. In sectiune nu avem forta taietoare, dect

rezulta:

[B,d2 =0 ; [B.dQ =0

Sa ne ocupam de prima ecuatie.
Tinidnd seamid de (3), avem:
[ wyd2 + foudR/ez =0
sau

o [ydQ + (3/3z) [ dudf =0

Am vizut insa dela inceput ca RN, = I, = KX, =0, deci corpul
nu-si mareste volumul, ci isi modifica numai forma. Or, [dudQ
este tocmai cresterea volumului barei prin deformatiune, si aceasta
este nula. Rezultda din expresia de mai sus ca s§i:

[ ydQ — 0

Analog se aratd ca si [z2dQ =0. Asa dar, punctul O se gdseste
in centrul de greutate al sectiunii. Deci, axul in jurul céruia se face
rotirea trece prin centrul de greutate al sectiunii.
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2°. Ecuafia de momente. Tinand seamia de (3), avem succesiv:

(6) VM= fz6,—y G,) dQ
M/G=—ol, + S(Z du /oy — y du/dz) dQ2

Relatiile deduse pani aci ne arati ca daca intr’un mod oarecare
am gasi expresia lui u, atunci avem toate cantitdtile cari ne in-
tereseaza. Aceasta depinde de integrala ecuatiei (4) si care va diferi
dupa natura conturului st forma sectiunii.

Expresiunii momentului i se mai poate da si altd formd. Sa pre-
supunem ca avem o sectiune inelari a cirei grosime h, in diferite
puncte, este variabila (fig. 288).  Sa presupunem ci din aceasta
bara luim o lungime dz,
marginita la  doud plane
meridiane.

Pe fetele sale se desvolta
niste rezistente T, aritate
in figura. Daca scrim echi-
librul ‘acestui element de
volum, proiectind toate for-
tele dupa axa Oz, avem

Gy hy =T, hy

$1 in genere

Gi hi =ct

Figura 288

: Dacid presupunem grosi-
mile inelului foarte mici,
atunct G este dirijat totdeauna dupa tangenta la curba mediani,

adica la curba care imparte in dous grosimile inelului.
Momentul rezistentelor & in raport cu ce

dM =G hrds

ntrul de greutate, este

daca presupunem ca de pe inel luam o lungime ds. Aci r este distanta

te la tangenta la curba mediana a inelului,
adici la @.
Momentul total va fi

M :G’h_/‘r.ds

*) Pentru acest capitol vom nota mom

entul de risucire cu M, firi indi-
cele r pentru a nu complica scricrea inutil
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Or, [rds este dublul suprafetei £, marginita de curba me-
diana, deci

(7) M=2TQh

Pentru un inel de grosime dh vom avea:
(8) dM =2 Q2 G dh

Sa revenim acum la o sectiune plina.

S’a aritat ci daca pe conturul unei
sectiuni nu avem nicio rezistenta, atunci
rezistentele & sunt totdeauna dirijate
dupa tangentd la contur (fig. 289).

Asa dar, pe conturul sectiunii avem
totdeauna

(9) 5./6, =—3y/%

Si presupunem cad avem o functiune

Figura 289

o de y si z, asa fel ca:

(10) a¢/ay =Gy agp/az = — 6,
si in genere asa fel ca:
(11) d¢/oh =06

adica, derivata dupd o direcjiune oarecare, si ne dea valoarea lut G
ce corespunde acelet direcfiunt.

Daca se pun valosile din (10) in (9) se obtine o identitate. Deci,
pentru conturul secfiunii, funciia ¢ este chiar ecuatia conturului
sectlunii.

Daci valoarea lui &dh din (11) se pune in (8), avem

(12) M =2Q4de¢

2. Distributia rezistentelor pe
sectiune. Generalitati.

Sa presupunem ca intr’un mod
oarecare am gasit valoarea si
directia rezistentel T in fiecare
punct al sectiunii (fig. 290). Sa&
consideram o curba inchisi in in-
teriorul sectiunii la conturul careia
rezistentele G sunt tangente.

Figura 290

26. 1934, Gh. Em. Filipescu. Statica constructiunilor si Rezistenia materialelor.
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Daca consideram doua curbe infinit vecine la distanta dh, acestea
marginesc un inel si caruia putem sa-i aplicim ecuatiile (8) si (12).
S& presupunem c& prin asemenea curbe am impartit suprafata
intr'o serie de inele de grosime dh.

Daca integram ecuatia (12) avem:

M =2 (2, g, — 19”1)—‘235951!2-

Primul termen este nul pentruca la limita superioara, adici pe
contur, ¢, = 0. Avem de asemenea ¢; = 0, pentruca daca sectiunea
este plind, ¢; se reduce la un punct, daca sectiunea este inelara,
atunci si spre interior sectiunea este limitata de o curba o =0.

Asa dar, avem:
(13) =—2 S @ dQ

atunci

Prin urmare, dacé intr’un mod oarecare avem functiunea ¢,
din formula (11) avem si valorile lui 3.

a) Sectiuni circulare.

Pentru simplificarea calculelor vom lua
ca axa Oy directia razei ce pleaci din O, jar
coordonatele z le masuram pe cercul ce
trece prin extremitatea razei (fig. 291).

In acest caz formulele (3) se pun sub
forma :

6 =G(or + 9u /oz)
G; =G ou/or

Pentruca toate punctele de pe acelasi cerc de raza r, se defor-
meazi la fel din motive de simetrie, avem:

du/dz =0, si deci si %u/dz® =0

Figura 291 (14)

In virtutea relatiei (4) rezulta:

2y /or =0
care ne da

uw=2Ar -\ B

Pe conturul sectiunii avem &. =0, deci du/ar — A — 0, Asa

dar, u = B =ct, dar cum pe de altd parte avem 9, — 0, rezulta
st u=0. ;
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Deci, la sectiunile circulare, secfiunile plane inainte de deforma-
fiune ramdn plane si dupd deformajiune.
In acest caz, formulele (14) ne dau:

(15) 6, =Gor *, G, =0
iar din (6) deducem:
(16) o =—M/GI,
si dect
(17) 6, =— Mr/I,
Daci se noteazd I,/rmas =W, si facand abstractie de semn
avem: .
(18) Gnaz =M/ Wp

Formulele (16) si (18) serva la dimensionarea arborilor circulari.
Pentru deformatia o se prescrie in genere sa nu treacd de 1/4 péana
la 1/5 dintr’un grad sexagesimal pe metru
de lungime de arbore. e

b) Sectiuni dreptunghiulare. Solutia aproximativa.

Conturul sectiunii (fig. 292) e format

\;o= K(y2-hYa)(z2-b74)
D
N
1

din dreptele
gt ih s == b -\ /
) \
: : s
Ecuatia conturulul este deci: 1
(y2 — 1 h?) (2 — 4 5% =0.

Familia de curbe care imparte suprafata 5
dreptunghiului o vom presupune data de Figura 292
formula:

(19) o =k (y*—1h) (@ —109)

in care k este un factor constant si in aceasta std aproximatia.
Vom avea deci conform formulei (10):

—0¢/oy =2ky (&—+b?)

——0¢/dz =—2kz (y2— 1 h?)

Ne ramane si determinim pe k.

Vom aplica fie ecuatia (6) fie (13). Aplicand ultima avem:

z;.'/
[cF

M _-_—21«S<y2—17h2) (22— 1 %) dQ =k Q3/18

deci:

e =18 M/Q?

26%



in care am notat Q2 = bh.
Asa dar:
(20) G, =36 M y (22 —1b3)/0°
G, =—36 Mz (y2—1 h?)/03
Am gasit deci distributia si valoarea rezistentelor pe sectiune.
Daca admitem h > b, se vede ca rezistentele maxime au loc

respectiv pentru y =0,z =1b s1 y =1 h, z =0, unde au va-
lorile:
6, =4,56M/2b, G,=—45M/Qh
din care cea mai mare se vede ci este
(20) Gz — B, —4,0.M/Q2 b

Din examinarea formulelor de mai sus se vede c# rezistentele &
sunt nule la colturile sectiunii si maxime la mijlocul laturilor, deci
in punctele cele mai apropiate de centrul de greutate al sectiunii.
Asa dar, sectiunea dreptunghiulard se comporta cu totul altfel
decat sectiunile circulare.

Se mai demonstreaza, cd intr'un punct oarecare al sectiunii
avem totdeauna:

By 4 B, < Bmae

Nu e nevoie de aceastd demonstratie, care e chestiune de al-
gebra, e destul si se stie aceasta.

Ne trebue sd gasim unghiul o, adici rasucirea specifica.

Formula (5) ne da

Go =18M (y*> + 22 — 1h* — 1p2)/Q2
care n’are niciun sens, intru cat unghiul cu care se rasuceste sec-
tiunea nu depinde de coordonatele unui punct de pe seci;i:Jne.

Dupé aceastda formuld, ar rezulta ca muchiile barei nu se ra-
sucesc de loc, pe cand centrul de greutate se rasuceste cu

o =45M (b* + h?)/G Q3
ceea ce nu este exact.

Determinarea lui o se face pe baza lucrului mecanic si anume :
se scrie cd lucrul mecanic acumulat de un element de bardg d’e lungime

1 51 care este M o este egal cu lucrul mecanic interior al aceluiasi
$

element de bard g1 anume | S 62 dQ /G, si deci avem:

M o =Sszd.o/(;

2

2 -~
in care &* =G, L &
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Dacd se pun valorile lui G, si &; gasite si se face integrala pe
toata suprafata, se giseste

862 d = [36 M/Q3]2 S[y2 (22 — 1b%)2 4 22 (y2— -’-hz)] dQ
care ne da:
(21) o =36M (b2 + h?)/G 23

Se obisnueste a se pune aceastd formuld sub forma dela in-
covoiere, sau dela sectiunile circulare si anume sub forma

(21]) W = I“/G I,.
in care I, este un moment de inertie conventional care si ne dea
aceeasl deformatie ca si formula (21). Se observa ca:

p=12i , k=121

. <) . < = -2 -2 2 . e g v
si daca se {ine seamd ca: i; + 1, =1, si ca 1, 2 =1, se capata:

I = QY439 T, L
In practica se ia rotund: ‘ i
1 — QL2001

dupd cum a stabilit-o de Saint Venant.

¢) Sectiuni dreptunghiulare subtiri.

A

Calculul se face ca mai sus, insd se pot face oare- Tt
cari simplificari chiar dela inceput (fig. 293).

Din formula (5) se vede cd in acest caz 9G,/dy
este relativ foarte mic fatd de 95,/9z, pentruca b
este foarte mic fata de h.

Asa dar, avem aproximativ:

96,0 =g 26w Figuyra 293

si1 deci
(22) 6, =—2G wz

Avem distributia rezistentelor &, ne mai trebue sa aflam pe .
In ecuatia (8) introducem valoarea aproximativa a lui 2 =2 hz
s1 dect :

b

M———8GwhS' 22 dz = LG w0 262

] .v\.‘

sl prin urmare:
(23) o =3M/G Q2 h?
Rezistenta maximai in acest caz este

(22,) T=3M/Qh
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d) Alte sectiuni.

Calculul de mai sus ne permite sa trecem la calculul altor seciiuni
Sa avem de exemplu un fier [ (fig. 294). Daca la acesta se aplica
ecuatia (8) si daca diferitele dreptunghiuri in care se poate descom-
pune sectiunea au latimile b, si secfiunea Q,, atunci urmand calea
de mai sus gisim
(23) ©=3M/GZ Q, b2
1ar valoarea lui & dupa formula (22) este
(22,) 6 =3Mb/Z 0 b
sl este maximi la mijlocul laturei unde avem
latimea b maxima.

Aceeasi formul se aplica cornierelor si fiarelor .

e) Sectiuni inelare inchise oarecari.
Pentru calculul rezistentelor & se intrebuin-
teazd formula (7) stability anterior.
Figura 294 Ne rdmane de aflat valoarea lui o). Aceasta o
deducem cu ajutorul lucruluj mecanic.

LMo :SM”d.QMGQ? h2
sau

(24) o = (M/4 Q2 G Sds/h

Aplicatia Nr. 80. Cari sunt rezistentele la rasucire la doud sectiunj inelare
una continui si alta tiiati dupi o generatoare (fig, 295).

La prima sectiune daci raza medie
este r §i grosimea h, dupi (7), avem:

G =1 M/arh

pe cand la a doua, dupi formula (22),
avem:

T=3 M /7rh
2. : ; i 9
Deci, in al doilea caz, rezistenta este Figura 295
de 6 ori mai mare pentru acelasi M,
In privinta deformatiunilor, in primul caz avem dupd formula (24):
o =1 M /7r3hG
pe cand in al doilea:

0 =3 M /mrhsG

deci de 3 r2/Ah? ori maij mare pentru acelasi moment M.
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f) Solutia exactd pentru sectiuni dreptunghiulare.

Solutia datd pentru cazul acesta este o solutie aproximativa
pentruci, pentru functiunea ¢, s’a luat una aproximativa si care nu
este exacta decdt pe conturul sectiunii.

De aceea s’au si observat oarecari nepotriviri mai ales la calculul
rasucirii specifice .

Integrala completda a ecuatiei (4), care va satisface pe contur
ecuatia (9), va fi solutiunea problemei.

Vom lua pentru functiunea u:

(25) U=
in care Y si Z sunt respectiv functiuni numai de y si z.
IntroducAnd aceasta in (4), cdpatam:
Z (Y Joy?) + Y (222 /3z%) =0
sau:

(@Y Joy?) /Y + (*Z /%) /Z =0

Aceasta ecuatie este satisfacuta cand fiecare din parii este egala

respectiv cu + a? §i — a@? in care a-este o constanta.
Deci
(26) azy/ayz ——a?Y =0 ; 82Z/3z2 g — 0

care ne da:
Y — A shay + Aychay , Z =B sinaz + B; cosaz.
In centrul de greutate al sectiunil u = 0, deci A, si B; sunt nule.
O solutie a problemei este si u =y z, aga ca o solutie completa
arfr:
u = A shay sinaz + Byz.
IntroducAnd aceastd valoare in (3), avem:
8,/G =yl @B} Aa shay cosaz
8./G =z(—w + B) + Aachay sinaz
Rezistentele insa trebue sa satisfaca conditiile:
G, =0 pentruz = & 1 b oricare ar fi y
G, =0 pentru y = + § h oricare ar fi z,
deci trebue sa avem:
y (o + B) + A a shay cos(Lab) =10
z (—o + B) + A ach(y ah) sinaz =0
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Prima relatie este satisfacuti cand: B = —aytcos(L ab) =0,
deci ab=m, 3 7, 5 m,. .. ..
. Relatia doua, in forma de mai sus, nu poate fi satisfacuta. Daca
insa luam pentru u solutia mai generala:

U=—0yz+ A shay sinaz + A, sh3ay sin3az 4 .. .. ...
care ne da: '

6,/6=—2wz+A4,a chay sinaz + 3aA; ch3ay sin3az + . . .
care pentru a satisface conditia doua trebue s avem:

az = (a*/2w) [A; ch(tah)sinaz + 3Asch(3 ah) sin3az+ . . i

Se pot oricind gasi coeficientii constanti A, Asy. ... asa fel
ca aceastd egalitate si subsiste in intervalul —3b<z<<1b
adicd pentru unghiul az cuprins intre — ! 7 < az < Lo

Daca se pune:
(aPw) Ay ch(L ah) = By
3 (a® ®)Ay ch(3 ah) = B,
atunci expresia de mai sus o inlocuim cu seria Fourier:
0z = B, sinaz + B, sin3az St

al carei coeficienti B sunt:

B, =4/x , B, ==—=4/n32 By =4/n 52, ...
De aci deducem pe A;, A,,... cari introduse in valoarea lui u
ne dau:
u/w =—yz + (8/a2n) [shay sinaz/ch (} ah)

— sh3ay sin3az/3%h (1 ah) +

Aceasta e solutia data de St. Venant. Se vede de acl, ca in lungul
barei exista deplasiri u, deci sectiunea se deformeazi.
Avand valoarea lui u, avem s1 valoare

a rezistentelor, introducand
aceastd valoare in (3):

6,/G o= (8/an) X shay cosaz/ch (+ ah)
6/Gw=—23 L (8/an) = chay sinaz /ch (L ah)

In aceste expresii avem toate elementele cu

noscute afara de e,
rasucirea specifics.

Determinarea lui . Vom aplica ecuatia (6) de momente, adicy

M=\ 5. y3, a0
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Si efectuiim aceste insumari.
Avem:
[z 6,d2 =G o (—+hb® + 32 A/a*m)
[yT,dR2 =G w32 (B— A)/atm
in care:
A = th (L ah) + (1/3%) th (3 ah) + (1/5%) th (3 ah)+. ..
B=(iah) (1 +1/3* +1/5* + ... .) = ahnt/192
Daca se {ine seami cd ab =7 si daca se noteaza:
=1—192 Ab/n’h

atuncit avem:
w—=—3M/Ghb¥Pk =—3M/GQVE
Valoarea lui k se calculeaza aproximativ in modul urmator.
Se observa mai intai ca th (3 ah) = th(zh/2b) variazi intre 0 sil.
Daca se {ine seama ca:

the =sho/che = (eP— e ) /(¥ + e H)=1—2 Ve

atuneci avem:
th(zh/2b) ~ 1 —2 o—Th/b

Ceilalti termeni cari se impart cu 35, 5%, etc. se neglijeaza si deci

avem:
e, e
§i prin urmare:
=4 22 0:63 (B/Ry (1= 2 &Y
Asa dar, valoarea lui k depinde de raportul h/b.
Pentru valori ale lui /b >3 se 1a:
k=1—0,63b/h

si cAnd b este foarte mic se ia k = 1.

Daca se calculeazd o pentru 0 sectiune patratd, se gaseste:

27) w = 17,014 M/G 2*

pe cand dupa formula aproximativa

27') =172 M/G Q¢

deci diferenta nu e mai mare de 2,65%.
rezultatele coincid.

(21) avem:

Pentru sectiuni foarte plate



410

Valorile rezistentelor. S’a gasit expresia lor. Ne intereseaza va-
lorile maxime cari au loc la mijlocul laturilor.

max &,/G o = (8/a n) Z th(} ah)
max &./G o =—b + (8/an) X [1/ch(Lah)]
Dacid ne mulfumim cu primii termeni ai seriilor, avem:
max G, =Gwb 8/n2) (1 — 2 e 7hib)
max 6. =Gwb[—1 + 8/7% ch(i ah)]
si daca se {ine seam# cd aci ch(L ah)~1 e “? avem:
(28) max G, =3 k; M /b%h
in care
by = (1 —1,62 ¢ /2% /11— 0,63 (b/h)(1 — 2 e hIb)]

O valoare s1 mai aproximativa e si

(29) 3k =3 4+ 2,6/(0,45 + k/b)
Pentru o sectiune patratd gasim valoarea exactid
(28) 6, =4,74 M/h?

pe cind pe calea aproximativa s’a gasit &, = 4,5 M /h3.

Pentru sectiuni plate, introducind valoarea lui G., se giseste
aproximativ:

max 6. =3 M/Q b (1 — 0,63 b/h)

iar pentru cele foarte plate, neglijand termenul b/h, ciddem peste
formula (22) gasitad pe calea aproximativa.

Formulele acestea gasite de St. Venant dau, confruntate cu datele
experientelor, abateri de maximum 1,59%,.

Aplicatia Nr. 81. Sa se dimensioneze un arbore care transmite 180 cai cu
120 rotatii pe minut. Rezistenta admisibila fiind 3z = 500 kg /cm?, iar rasucirea
specifica @ = (1/5)°/m. Momentul de rasucire se afli impartind P — pu-
terea — prin iuteala de rotatie:

P = 180 cai = 180 X 75 = 13500 kg m /sec

Iuteala de rotatie este w = 2zn /60 = 120.2 /60 = 4 7T /sec.

M= P/w = 13500/4 # = 1074 kg m = 107400 kg cm.

Deci: Wp = M /Bq = 107400 /500 = 214,8 cm? = 4 a3 sird = 136,6, .".

r~515 cm, deci un diametru: d = 11 em.

Pentru ca deformatia si nu treaca limita ceruti, ea trebue si fie mai
micd decat (1/5)°/m = 2 7/360.5 = 0,00349 rad/m = 34,9.10—6 rad /em
Avem: Ip = M/Go = 107400/0,8.34,9 = 3852 = . mr*, in care am luat
G=0,8.10° kg/cm? De aci scoatem r=7 cm, deci un diametru: d=14 em.
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Prin urmare, dimensionarea se face pe baza deformatiunii.
Putem recunoaste dela inceput pe ce bazi trebue si facem dimensionarea.
Intr'adevir, pe baza rezistentei obtinem:

& = 2Mry/zr} si decir; =2M r /7 ®
Pe baza deformatiunilor obtinem raza ry:

o = 2M/Gm rs si deci r3 =2 M/nG @

% < X o LA 4 s . = A
Dacid r, >y, atunci avem sirp >y §i deci: & > G ory. Asa dar, ori de cite
ori aceastd relatie este satisficutd si aceasta e cazul general la arbori, dimen-
sionarea se face pe baza deformatiunii, nu pe baza rezistentei.

3. Calculul resoartelor helicoidale.

Un resort helicoidal este o bara curba a carel axd este o elice
infasurata pe un cilindru sau un con. Se fac si resoarte in spirald.

Ne vom ocupa de resoartele helicoidale al caror ax este infasurat
pe un cilindru si solicitate la’o forta dirijata dupad axa cilindrului.

Chestiunea care se pune este sd se gdseascd secfiunea resortului si
deformatia lut, adicd cu cdt se intinde sau se scurteazd cdnd dupd ava
cilindrului avem o forta F = 1.

Aceasta se exprima prin asa zisa flexibilitate, care este raportul
intre deformatie si forta si care se exprimd in genere in mm /1.

Sa presupunem ca pasul elicei face unghiul a cu tangenta la
cilindru normald pe axa cilindrului. ’

Daca transportam forta F in centrul de greutate al sectiunii
vom avea:

1. O forta taietoare a carei valoare este F' cosa.

2. O forta axiala a carei valoare este I sina.

3 Un moment de rasucire a carui valoare este F r cosa si

4. Un moment incovoietor F r sina.

Unghiul a in genere este mic, asa cd la dimensionare nu se fine

seama decat de momentul de rdsucire, peniru care se ia M ~Fr.

Dacid ni se da forma sectiunii barei si rezistenta admisibila,
gasim numaidecat dimensiunile necesare.

Pentru a gisi deformatiunea resortului, ar trebui si finem seama
de toate deformatiunile produse de solicitarile de mai sus. E com-
plicat si de aceea se fine seamd numai de deformafiunea datoritd
momentului de rdsucire. Pentru a fine seama in 0 masurd oarecare i
de celelalte deformatiuni, pentru G se jau valori cuprinse intre 0,7.108
si 0,75.106 in loc de 0,8.10° kg /cm?, cat se ia de obiceiu la otelurile

obisnuite pentru resoarte.
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Sa presupunem ci avem doux sectiuni A si B la distanta ds
masuratd pe lungimea resortului (fig. 296). Ele se rotesc intre ele
cu unghiul w ds. Sz presupunem sectiunea A fixi. Daci distanta
dela sectiunea B la extremi-
rF c;f?;j‘f:;’u' tatea resortului C este lsidaca
~r—- aceasta face cu orizontala un-
!c [ ghiul ¢, atunci avem [ cos o=r.
Deplasarealui Cva fi [ « ds, iar
proiectia ei dupi axa resortuluj
va fi: lwdscose = r o ds.
Deplasarea extremit&tilor resor-
tului va fi rw s, in care s este
lungimea totala a resortului.
$1 aci se face o aproximatie.
Dacid n este numarul spirelor,

atunci se ia aprozimatie -

s=2mxrn,
st deci deplasarea totalsd 4 —
data de altfel — este

(30) u=2nrwn

Figura 296

din care deducem numdrul de spire n.

Aplicatia Nr. 82. Un resort elicoidal cilindric are r — ¢ em, sectiunea pi-
tratd (fig. 297) si are de suportat sarcina de F — 800 kg. Sa
elementele geometrice dandu-se &; = 700 kg /em?, flexibili-
tatea uo= 70mm /it si G = 0,75.10¢ kg /em2,

Momentul de risucire este:

M = Fr = 800.6 — 4800 kg.cm.

Sectiunea fiind patratd, avem:

Ga = 4,74 M /h3, — 4,74.4800 /A3
si deci h = 3,19 — 3,2 em.

se determine

Deplasarea u este y — U F' = 7.800/1000 — 5,6 cm.,
iar:

®=T7,014 M/GQ*=7,014.4800/0,75.10¢.3 24 — 4,2810~3 /em.
si deci din (30) avem:
n=u/2Ar*w=56/2 7.6 428 10~3 _ 5,78 spire.

Figura 297

Cand resortul este supus la tensiune, spatiul liber intre s
ceiu egal cu zero, cand este supus la compresiune, spatiul liber intre spire trebue
si fie asa fel incat cel mult, sub sarcina de 800 kg., resortul sd se blocheze, Deci,
acest spatiu va fi de minimum 9,6/5,78 = 0,975 cm.

pire se lasi de obi-
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4. Sectiuni formate din materiale neomogene.
Grinzi de beton armat.

Am vizut ci in o sectiune se desvoltd rezistente G, rezistentele

9, fiind nule.

In directii facand 45° cu normala la sectiune, se desvolta rezistente

9K ale caror valori sunt N = + G. i
Daca materialul nu rezistd la tensiune INis %
cum este cazul betonului, atunci in directia \ /V‘:\
tensiunilor vom pune fiare cari s reziste

la aceste tensiuni. Sd presupunem ca in
directia lui @, pe o latime db si lungime ds,
voim si evaluam forta de lunecare (fig. 298).

Ea va fi /r
dT, = G.dh.ds 47

y =
.9 e Wos
el s
V) f /
D0

LR it
Y

Valoarea fortei dirijate la 45° va fi
evident, dupa figura.

; A SR T
dN,; =G dh. ds/|/2 =dT/|/2 7
In sensul tensiunilor vom pune fiare Figura 298
la 450 cari sa ia aceasta fortd, iar in sensul

compresiunilor nu punem nimic, pentrucd betonul rezista.

Putem inlocui acest sistem de fiare cu un altul echivalent.

Dacé nu punem fiare la 45°, atunci, in sensul axei barei, se desvolta
o tensiune a carei valoare este egala cu
rezultanta celor doua componente la 45?
care este tocmai d7;. In acest caz, si
in sensul lui 3, se desvoltd o tensiune
egalda de asemenea cu dT.

In aceste directiuni vom pune fiare
care sa ia aceste forte.

Sa presupunem cd avem O sec-
tiune inelara (fig. 299). Pentru intreaga

Figura 299

secfiune avem:
T,=Ghs , Nyg= T./|/2
Insa tinind cont de (7), avem:
(31) T, = Ms/22 N45:Ms/21/§!2
Se admite ca atat timp cat T<4 kg/em?, betonul rezistd
singur si nu e nevoie si se ia vreo precautiune.
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Daca & > 15 kg /em? pentru grinzi ficute cu cimenturi obisnuite
sau & >20 kg/em? pentru acelea facute cu cimenturi speciale,
atunci se modifici dimensiunile grinzii asa ca aceste rezistente si
nu fie intrecute.

Dacd insa, 4 < & = 4b— 90, atunci se considera ci betonul
rezisti la un moment ce corespunde rezistentei' & — 4 kg /em2, iar
restul se da armaturilor de fier.

Aplicatia Nr. 83. 0O grinda de sectiune dreptunghiulard la care h/b= 1,5
€ supusd la un moment de rasucire de M =800000 kg cm; se impune 9G=1200
kg/em?. Vom dimensiona grinda de beton simplu asa ca & — 15 kg /em2,

La sectiunile dreptunghiulare supuse la ridsucire am avut (29):

k=3 + 2,6/(0,45 + h/b) = 3 + 2,6/(0.45 + 1,5) = 4,33
si din (28) rezulta:
. 15 — 4,33.800000 /1,5 p?
care conduce la: h— 80 em. si b = 54 em.

Dacid grosimea betonuluj care acopera vergelele este 2,5 em., atunci dimen-
siunile simburelui de beton cuprins intre armituri este:

h=80~2.2,5=75 cm ; b=54~2.2,5=49 cm.

Momentul pe care-l ia betonul singur cu 6:=4 kg /em2, din (28), este:

M= G:0%h /3%, = 4.49275/4. 83 — 166400 kg cm.

Restul momentului, 800000 — 166400 — 633600 kg em, se ja prin
compresiunea in beton §i tensiunea fiarelor Ia 459 care, pe metru linear de axi a
grinzii, este dati de ecuatia (31), in care luim s=100 cm. Se aplica formula
(31) pentru ci fierdria se aseazd pe limita sAmburely; de beton.

Nys=Ms/21/2 @ — 633600.100 /75.49 .9 172 = 6100 kg /m

Ne trebue o sectiune de fier:

Qf = Ny /9% — 6100/1200 = 5 038 em?/m,

Luam deci 6 @ 11 mm — 5,70 em2/m.
Daci punem numaj vergele longi S
de forta N,; /2 — 8600 kg/m ; .Q/=8600/1200=7,~13 cm?

grindd pentru sciri.
Pentru seiri, sectiunea se limiteazi intre centrul de greutate si periferie.

Vom pune deci in sensul lungimii baye; 10 & 15 mm — 17,67 em? pe
intreaga sectiune, iar ca sciri 6 2 13 mm — 7,96 em2/m.



XX. REZISTENTE COMPUSE.

Pana acum ne-am ocupat de solicitari care dideau numai re-
zistente 90 sau numai rezistente G. Vom remarca in treacat, ci la
determinarea rezistentelor U am admis ca sectiunile plane inainte
de deformatie ramén plane si dupd, pe cand la determinarea rezi-
stentelor & s’a vazut ca sectiunile plane nu mai raman plane decat

intr'un caz cu totul special si anume la rasucirea barelor cu sectiune

circulara. 1

In practicd intalnim si cazuri cAnd o sectiune este supusé la mai
multe solicitari.

Vom grupa aceste solicitari in modul urmator:

1. Solicitari care dau numai rezistente 9T

9. Solicitari care dau numal rezistente G.

3. Solicitari care dau rezistente 9éN os1 G.

Asa fiind, putem avea numai urmitoarele cazuri cAnd sistemul
care solicitd sectiunea se reduce la:

1. O forta axiald si un moment incovoietor.

2. O forta taietoare si un moment de rasucire.

3. O forta axiala sau un | < { o forta taietoare sau moment
moment incovoietor J de rasucire.
Vom cerceta pe rand aceste cazurl.

A) Determinarea rezistentelor in bare cand sis-
temul solicitirilor se reduce la o fortd axiald si
un moment incovoietor sau 0 fortd excentrica.
1. Determinarea rezistentelor.

Cazul acesta este echivalent, cum se spune si in titlul acestui
paragraf, cu o forta normald pe sectiune care nu ar fi aplicatd in
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centrul de greutate, ci intr’alt punct A (fig. 300). Intr’adevir, daca
in punctul 4 se aplica forta V normali pe sectiune, atunci rezultanta
aplicatd in centrul de greutate este /N si momentul

(1) M —=No.

Grupul de solicitari, IV, aplicat in centrul de greutate s1 momentul
M. este echivalent cu forta NV aplicata in punctul 4, la distanta ¢
daté de relatia (1). Punctul 4 poarta numele
de punctul de aplicagie al forgei N.

Ca ipotezi de calcul, vom admite st aci cd
secjiunile plane inainte de deformatie, raman
plane si dupé deformatie.

In aceste conditii, sectiunea nedeformatia
0 putem aduce in pozitia deformata, fie
printr’o rotatie in jurul unei axe oarecare,
fie prin o translatie paraleld cu axul Oz si

prin centrul de greutate al sectiunii.
Vom da mai la vale desvoltarile necesare in cele trei cazuri
aratate mai sus.

a) Primul ecagz,

S& presupunem ci forta IV se aplicd in punctul A $1 CA rotirea

sectiunii se face in jurul axei oarecare 0, z (fig. 301). Sa Presupunem
¢d incovoierea specifici este .

Facand acelas rafionament ca la
incovoiere, lungirea specifici a
unet fibre, care se gdseste la di-
stanfa y, de axa O, z,, va fi
(2) ey
sidect rezistenja, in ipoteza legii lui
Hooke:
@) R =—E oy
Asa dar, am gasit legea de di- i i
stributie a rezistentelor. Tl
Vom aplica acum ecuajiile de echilibry. V
stentelor multiplicate cuy 40O este egala cu N,

3) Eolyi0 —y

Om Scri ci suma rezi-
deci
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Insi [ y,d2 = S,, este momentul static al sectiunii in raport
cu axa neutra O,z,, pe care notandu-l cu S;, avem:

(3) E w S; =N.

Si ludm momentul tuturor forfelor in raport cu axza Oy, care trece
prin O si A, adicd prin centrul de greutate al secpiunii st punctul de
aplicatie al forfer.

Avem:

(4) Ew\yldezo

pentruci momentul lui N este zero, N intalnind axa Oy.
Asa dar, O,z este o axd conjugatd directiunii cunoscute Oy.
Si luam momentul in raport cu axa 0yz. Vom avea

(d) EwSy‘;’ dQ = Na )

in care a este distanta dela punctul A la axa O,z. Insa [y2dQ
este momentul de inertie in raport cu axa 0,7, deci I, si deci

() Ew'l;y = Na

Daca impartim (5) cu (3), avem
(6) I /8, =0
adica distanta dela punctul de aplicatie A al fortei IV, pand la axa
neutra 0,z;, este egald cu raportul I,/S;, ambele momente fiind
luate in raport cu axa neutrd a sectiunii.

Sa presupunem ca prin centrul de greutate O ducem o axa Oz
paralela cu axa neutrd Oz

De pe figurd se vede ca avem

q a=>b-+v

in care b este distanta intre cele doud axe si ¢ distanta dela A la
axa Oz, care trece prin centrul de greutate.

Daci Q este valoarea sectiunii si /: momentul de inertie in raport
cu axa Oz, avem
3 .9
In:L%lQ:(lZ+b2)Q 5 S]_:bQ

si atunci formula (6) se reduce la

2

=hbv

o

Distanja b am socotit-o positivd mdsuratd dela 0,7, spre Oz. Dacd o
socotim in sens invers, va trebui sa ludm semnul —, deci:

(7) Z=—Dbv

27. 1934, Gh. Em. Filipescu. Statica constructiunilor si Rezistenta materialelor.
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Daca valoarea lui E « din (3) o punem in (2), avem:
(8) X=Ny, /8

Asa dar, aza neutrd O,z este o direcfiune conjugati direcfiunii
Oy si pozitia ei este fixats prin relatia (7).

b) Al doilea caz.

Vom presupune deci ca sectiunea nedeformati o aducem in po-
. ~ . > 2 A 7 7 1
zilia deformata printro translatie in lungul axei Oz $1 0 rotatie ,
in jurul unui ax oarecare trecind prin centrul de greutate al sec-
tiunii.
S5& notam aceastd axi cu Oz (hig. 302). Din translatie rezulti
L
o lungire specifica €9, 1ar
din rotatie wy, daca y
este distanta unuj element
de suprafati la axa Oz.
Lungirea specificy totala
va fi:

€ =¢ +w Y,
si deci:
Figura 302 (9) I —F (80 + @ y)

Asa dar, am gasit distributia rezistentelor Pe sectiune.
seri acum ecuatiile de echilibru.

Vom

Avem:

-

E 5 (eo + wy) 42 = N
Pentruci axa Oz trece prin centrul de greutate, avem [ 4 0o __ 0
st decl rezulta:
(10) EeQ =N
Momentul tuturor fortelor, in raport cu axa Oy pe care seo g
seste punctul de aplicatie A, este nul, deci:

ES (0 + wy)2dQ =0
$i cum [zdQ =0, rezulta si [yzdQ =0, deci axa Oz este axe
conjugatd direcfiunii Oy. Momentul in raport cu Oz ne di:
E [ (¢g + wy) y dQ2 = Nyjcosd = No

care ne da:
(11) Ewl; = Ng,cos0 = Ny



Valorile din (10) si (11) le punem in (9) si dacd tinem seama ca:
w2y N =R
Avem:
(12) G — 9, (1 + yweosd/iz) =, (I + vy/i2)

Axa neutrd va fi acolo unde 9% =0 si deci distanta ei b dela
centrul de greutate este datd de relatia: ‘
7 1 + vh/iz =0

gisitd anterior.

¢) Al treilea caz.

Vom presupune ca sectiunea nedeformata o aducem in pozitia
deformata, printr’o translatie in lungul
axei Oz si doud rotatil wy si w, in jurul
axelor principale Oy si Oz cari trec prin

centrul de greutate al sectiunii. O fibra
care se gaseste la distantele y si z de
axe, va avea lungirea specifica (fig. 303).

6 =g+ WY — Oy

si deci
(13) N —E (80 4wy — Oy z) ~ Figura 303

Daca serim ecuatiile de echilibru si dacd ¢ g1 sunt coordonatele

punctului A, avem:

Eg2 =N
Eiw, I N¢
— E wy 1, =Nw

Daca punem aceste valori in (13) si daca se {ine seamia Cca:

7. il o I, =02 ; N/Q=%,

avem:

(14) ot — 9, (L + vy/iz + Wz/iy)
Axa neutra este data de conditia:

(15) 1 + vy/i + wz/ij =0

in care y s1 z sunt coordonatele e1 curente.

27*
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Observare. Formula (14) ne arata ca dacs sectiunea unei bare este
supusa la forta axiald N si momentele incovoietoare Ny si N,
atunci rezistenta totald este suma rezistentelor date de fiecare
solicitare in parte, deci efectele se suprapun.

d) Relatia intre positia punctului de aplicatie A al fortei N
si pozitia axei neutre.

1°. Dac#& punctul de aplicatie A se miscd pe dreapta 04 (fig.
304), axa neutrd, O, z;, va raiméane mereu paralela cu ea insasi, in
virtutea relatiei (4), iar pozifia ei rimAne mereu dati de relatia (7).
Aceasta ne arati cd, dacd punctul de aplicatie se apropie de centul
de greutate, axa neutrd se indepdrteazd st invers. Cdnd A coincide
cu O, atunei aza neutréd este la infinit, deci avem cazul fortelor axiale.
Cind punctul de aplicatie este la infinit si dacq N — 0, insd
No ' —0.00 — M, atunci axq neutrd trece
prin centrul de greutate st avem cqzyl
incoyoierii simple.

S& presupunem cj Punctul de apli-
catie al fortei se miscd pe o dreapta
oarecare AA, (fig. 304). Punctului 4
il corespunde evident 0 axa neutry Zi,
a cdrel pozifie si directie se determing
cum s’a ardtat mai sus, In acest caz.
rezisten{a intr’un punct oarecare 4
sectiunii, este 9T = Ewy. Daci luim momentul fortelor elementare

In raport cu dreapta AA,, avem:
Eo [y z2dQ2 =0,

pentruca forfa N se giseste mereu pe aceastd dreapta.

S& presupunem cd AA; ar fi o axd neutrd a sectiunii si capejq
l-ar corespunde ca punct de aplicatie al fortei, punctul 3. Dreapts
AA; fiind dati, punctul B este si el determinat.

S& presupunem ci axa z, se gaseste la distanta ¢ de B, 1y, acest
caz, rezistenia intr'un punct oarecare al secliunii este 97 — Eo, z,
iar momentul tuturor fortelor de pe sectiune in raport 0, z,  este

Ew fyzd2 - Nc=0

Figura 304

Comparand aceste douia relatii, rezulti ¢ =0, deci axa neutray z,
trece prin punctul B. Asa dar, toate axele neutre ce corespund. punc.
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telor de pe dreapta AA,, se rotesc in jurul punctulut B, care nu este
altcesa decdt punctul de aplicajie al fortei cdruia it corespunde aza
neutra AA;.

Si reciproca este adevarata si anume: cdnd axele neutre se rotesc
in jurul unui punct, punctul de aplicafie al forjei descrie o dreaptd.

Sa gasim rezistenta in centrul de greutate al sectiunii. Pentru
acest punct:

y =b sl cu S, =hQ
din formula (8) avem:
RN=N/Q =%,

deci, rezistenja in centrul de greutate al sectiunii este independentd
de pozitia punctului de aplicajie al fortei pe secfiune.

20, Relatia intre punctul de aplicatie A, ale carui coordonate
sunt ¢ si s si pozitia axel neutre, se =

pot studia si pe ecuatia (15) si se ajunge //
la rezultatele aratate mai sus. /P

Ecuatia (15) ne da posibilitatea de \59’/ n \\
a construi usor, pe cale grafica, pozitia S 4 o 2
axel neutre, dupa cum se arata in fig. Y gy o ot 1
305. In adevér, ca sa gasim punctul unde /‘}/ "\ V/;;;” v
axa neutra tae pe Oy, facem z = 0si / ___w‘l/,
avem:

1 49 m/if =0, 5

deci i, este medie proporjionald intre ¢ st Figura 305

m si aga construim pe m. .

¥a mod cu totul analog construim pe n. Daca in (15) punem va-
Iomle lui o/iz =— 1/m s w/iy =—1/n, avem pentru ecuatia
axei neutre expresia

1 —y/m—z/n=0

care se construeste numaidecat.

9. Samburele central.

o B . g ;

Cand ni se da punctul de aplicatie A al unel forte axiale NV,

atunci avem o pozitie determinatd a axel neutre. Cand axa neutra
: = . . & .

tae sectiunea, atunci avem 0 porfiune de secie intinsa s a}ta com

primata Materialul din care este facuta bara va trebui sa reziste
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la tensiune si compresiune. Sunt tnsa unele materiale, precum piatra,
caramida, etc. cari nu rezista la tensiune.

La asemenea corpuri, va trebui ca intreagia sectiunea si reziste
numai la compresiune, prin urmare axa neutrda nu va trebui, in
niciun caz, si taie sectiunea. Daci se iau drept axe neutre toate
tangentele la conturul sectiunii, langente cart nu tae sectiunea, atunci
fiecareia 1i corespunde cate un punct de
aplicatie A (fig. 306). Succesiunea punc-
telor A determina o curbj care poarti
numele de limita sémburelu; central,
iar suprafata cuprinsi in interiorul ei
Se numeste sdmburele central.

Pentru orice sectiune, se poate con-
strui samburele central. Conform acestei
definitii, daca A4 se gaseste pe limita
samburelui central, axa neutrs este tan-
R R e genta la contur; daca "4 este in inte-

riorul sdmburelui central, atunci

axa

Figura 306 neutra nu atinge sect,iunea; daca A

este in afara saimburelu;j centr

aXa neutrd tae sectiunea si deci avem tensiuni

sectiune. Limita simburelu] central
fara concavitati.

al, atunci
§1 compresiuni pe
este oricand o curbi convexai,

Aplicatia Nr. 83.
samburelui central.

Luidm ca axa neutrs dreapta AB (fig. 307)
de aplicatie, este dat de relatia:

Sa se determine pentru o sectiune dreptunghiulari limita

- Punctul ce-j ¢orespunde ca punct

1 ,
2h*= (3n) o
dedusa din (7), deci:

p=1h
care ne di punctul p. Laturej BC i

tul », la distanta — § p.
Tuturor axelor

i corespunde punc-

tului B e corespunde o dreapti care trece prin pune- 2 ’ .
tele p si r corespunzatoare lui AR g BC. Continuand {y
gdsim rombul Prgs. Daca  forta

ca punctul de aplicatie sx ramani in intervalul—%h silLitp
: S

+h, in jurul centrului de greut.

ate, ceea ce se expri
rAmand in treimea mijlocie.
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3. Caleulul rezistentelor la incovoiere cu ajutorul
sdmburelui central.

La incovoierea simpla am avut (formula 6):
W =My cosd/I,

Rezistenta maxima are loc la distanta cea mai mare ¥4, deci
in punctul unde o paralela la axa neutra
este tangenta la contur (fig. 308).

Avem
Ymaz/ Lz = Ymaa/12 2 =1/0 2
si deci
Ymaz €080/1; = cosd /v 2 =1/, 2

s1 deci

N =M / o 02 igura 308

in care ¢; este distanta dela centrul de greutate la limita sdmbu-
relui central, misuratd pe direcfiunea conjugatd axei neutre.

In acest caz, putem pune W =y, Q.

Asa dar, momentul rezistent este egal cu suprafata £2 multiplicatd
cu distanja centrului de greutate la limita simburelui central masurata
dupa normala la moment. Cel mai mare W va corespunde distantei
maxime ¢;. Pentru a utiliza cit mai bine o secfiune la incovoiere,
vom aseza-o asa €a Pypac S8 coincida cu direcfiunea normala
momentului care se stie ci este conjugatd axei neutre.

4. Caleulul masivelor de zidérie.

Constructiunile facute din zidarie, in genere, nu rezistd la ten-
siune. Prin urmare, ori de cite ori vom avea de facut o construec-
tiune de zidirie, ne vom aranja in asa fel, ca in ni.cio parte a el sa
nu se desvolte tensiuni, caci acolo se ivesc crapaturi. Aceasta regula
se mentine cu rigoare la calculul barajelor.de apa. ’ :

La alte constructiuni de zidarie, mentinand .aceasta norma,
ne-ar da dimensiuni cu totul exagerate, cari ar fi contrare expe-
rientei care a ardtat cd in aceste cazuri sunt sufici.ente' dimensi‘unvi
mai reduse. Pentru un zid de sprijin sau un cos de zidarie, nu exista
nici un inconvenient dacé o portiune de zidarie ar fi supusi la ten-
“siune. Aci se va produce eventual o crapitura, insd rezemarea se

face pe restul sectiunii. In acest caz, porjrunea de ziddrie supusd la
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tensiune o consideram ca neevistentd, rdamdndnd sd. reziste numai

porfiunea de secfiune supusd la compresiune §i care poartd numele
de secfiune activg.

Vom determina secflunea activi in citeva cazurj simple.

a) Sectiuni dreptunghiulare si circulare.

1°. S presupunem ca avem 0 sectiune dreptunghiulara si ca
A forta IV este aplicata pe o axa principald, in afara
' B samburelui central, la distanta e de una din latur;
] (fig. 309).
e Dupa ecuatia (6) avem

! V:[l/Sl :%by?’/l)gf:y——e

_1 din care scoatem:

Yy=3e
iar valoarea rezistentei maxime dupa (8)

este:
Figura 309

%max —) Ny/by2 =2 3(0
Asa dar, avem toate elementele cerute.
2°. Pentru sectiunea circulara utilizam tot ecuatia (6), deci din
punct de vedere teoretic chestiunea este foarte
simpli. E mai grea din punctul de vedere al
efectudirii calculelor.

Dupa Keck avem aproximativ (fig. 310):
Yre =233 0,58 e?/r2

jar rezistenta maximg:

I
Figura 310

Knaz = (0,372 + 0,056 e/r) N/el/ er

b) Sectiuni cu o axy de simetrie pe care Se giéseste
punctul de aplicatie al fortii.

; ; Sk e aceasta este di-
rectiunea conjugata directiunii 04 (fig. 311).
Oricare ar fi sectiu 1va a 3
: flunea activy trebue sz avem, in raport cu axa
neutra:
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Avem deci nevoie de I si S, in raport cu axa neutrid. Pentru
aceasta, impdrfim suprafata in fdsii paralele cu aza neutrd, si cu ele
construim un poligon de forte, si cu distanja polard H un poligon
funicular, a cirui primd laturd este B C, iar celelalte formdnd conturul

BEFD.

Momentul static al sectiunii active — sect{iunea hasurata, — este

S = H. CD
iar momentul de inertie al aceleiagi suprafete este:
I =2H%

in care £, este suprafata marginita de conturul C B E F DC.
Dacé tinem seama de prima

relatie, avem:
B, =Lig CD. 1
Dacda, din A, ducem A A4,

paralela la axa neutra, atuneci
partea doua a egalitatii de mal
sus reprezintd tocmai suprafata
trianghiului A4, D C.

Daca din ambele suprafete
se scade partea comund A; E F

-Q activ
RS

ol ok

o % N N

D C, se gaseste: \i¢
supr. B A; E =supr. D EF.7 ] Figura 311

Asa dar, dacd z z este ava neuira a secfiunit, urmeazd. ca cele douda
suprafete sd fie egale.

De aci rezulti urmatoarea norma de calcul. Se construeste, ca
lui de inertie, un poligon funicular al intregit
secfiuni, se 1a interseciia dreptet A Ay cu pruma laturd a funicularulu
si prin A, vom duce, prin incercdri, o dreaptd A; D care sd facd cele
doud suprafeje egale. Punctul D, unde dreapta A; D tae poligonul
funicular, ne fizeazd pozijia azvel neutre. ' i

i :1s& pAna la axa z z este sectiunea activa,

Partea de secfiune cuprinsa P 1
restul ca si cAnd n’ar exista. . :

Centrul de greutate al acestel secfiuni se gaseste la intersecfia
laturilor extreme de poligon funicular corespunzand secfiunit active.

Se gaseste centrul de greutate in O.

pentru aflarea momentu
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¢) Cazul general (sectiuni oarecari).

S& presupunem ci avem o sectiune oarecare, sau o sectiune cu
axe de simetrie, insa punctul de aplicatie nu se gaseste pe nicio axa
de simetrie.

Chestiunea se rezolva cu ajutorul cazului precedent. Si presu-
punem cd A este punctul de aplicatie (fig. 312).

Luam pentru axa neutri o directiune absolut arbitrara, cat
se poate mai aproape de realitate, si repetand constructia precedenta,
gasim pozitia axei neutre ce corespunde acestei directiuni.

Daca aceasta ar fi axa neutra adevarati, atunci rezultanta fortelor
interioare ar trece
chiar prin 4. Fortele
interioare sunt pro-
portionale cu y dQ,
deci cu segmentele
interceptate de latu-
rile primului poligon
funicular pe axa
neutra.

Daca cu acestea.
considerate ca forte, apli-
cate in centrele de greu-
tate ale suprafetelor, con-
struim cu polul O, un al
doilea poligon funicular,
atunci pe dreapta paralelz
cu directia luaty si care
S tref:e prin Intersectia la-

turilor €xXtreme, se vg

gasi rezultanta fortelor.
Se constatd ca aceasty dreapta nu trece prin A, dar taje dreapta

punctul B. Ny cunoastem
Punctului 4 cunoastem dous
rin aceste trei puncte, B A s

aceasta curba. Daca de o parte si alta a
puncte B si B, construite ca mai sus, p
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B;, putem duce o curbd oarecare, de exemplu un cerc. Tangenta
in A la acest cerc ne da directiunea axei neutre. Aceasta directiune
va fi cu atat mai exactid cu cAt punctele B si B, vor fi mai aproape
de A.

In cazul fig. 312 s’a luat o sectiune dreptunghiulard si la care
am presupus ci forta se aplici in punctul A, in afara simburelui
central. Pentru o prima incercare luam ca directie a axel neutre,
directia care face 45° cu laturile dreptunghiului, si facand construc-
tiile indicate, gisim punctul B. Daca axa neutra ar fi paraleld cu
laturile verticale, punctul B s’ar gisi in By, pe axa de simetrie ori-
zontala a dreptunghiului, la aceeasi distanta de latura verticala ca si
punctul A. Asa dar, avem doud puncte B si By, de o parte st alta a
lui A. Tangenta in A la cercul ce trece prin aceste trei puncte este
Az, pe care o verificam repetind constructia de mai sus. Yerificind-o
se constati ci este sensibil directia axei neutre ce corespunde punc-
tului A. Metoda duce foarte repede la rezultat.

5. Sectiuni formate din materiale neomogene.

Sectiuni de beton armat.

In aceastd categorie intrad grinzile de beton armatl supuse la o
forta axiala de compresiune si un moment incovoietor.

In cazul cand axa neutra este in afara sectiunii — cu alte cu-
vinte daca punctul de aplicatie al fortei este in interiorul sdmbu-

relui central — atuncl toatd sectiunea de beton este comprimata, si

aplicaim formulele stabilite pAnd aci §1 anume:

N/Q + My/l ;5 G =n%

(16) Ry =
in care:

Q:.Qb—l—an; I:Ib+nI/

a caror demonstratie nici nu e nevoie sa o mai facem.
In cazul cind axa neutrd tale secfiunea, o parte din ea va fi
supusd la tensiune si nu vom {ine seamd in calcul de rezistenta el
2 .

a) Sectiune cu doui axe de simetrie.

Ne vom ocupa mai intaiu de cazul cand punctul de aplicatie
se gaseste pe o axa de simetrie a sectiunii (fig. 313). Forta N fiind
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aplicatd in O, centrul de greutate al intregei sectiuni de beton, ra-
portul M/N =y¢ ne da pozitia fortei NV fata de acest punct, apli-
4w catd excentric pe sectiune.

Distanta dela axa neutra

4 &
! X6k R = .
a | ! pana la punctul de aplicatie

T JOr 9 L Z’ & it , .
| 7 7 — fiind cunoscutd, in virtutea
Yy / Qf 7 e/
% = ~Xope/n e o :
i) A / relatiei (6), cu notatiile din
, ’ figura, serim:
A /| 7
2 i e TS )
| o ecuatie de gradul al treilea
.!L_.__.___...-_.#'g’_. Qf! in y care se rezolva prin in-
S i P ot cercari, fie sub forma de aci,
Figura 313 fie sub forma explicita.

Din punct de vedere al
calculelor numerice este absolut indiferent. Aci avem:

(18) I =$by® + nQ/(y— k) + nQyh — gy
(19) S =3by® +nQ/(y —h') — nQ,(h — Y)
Rezistentele in beton si fier vor fi:
B0 %% =Nu/S =N/[1by +n (2 +2/)—n (0, 1 K0y)y)
X =n % (h—y)/y

Rezistenta la compresiune in fier este
se poate vedea.

X ATh e
In cazul cénd Q; = Q/ si ambele armaturi se gisesc la aceeasi
distantad %’ dela marginea betonului, avem:

satlsfécuté, cum lesne

(18) I =30y + n0, [ (y — by +h—g)3]
(19) S =1by* + nQ; 2y — b,
(20) Yo =N/[+by + nQ,2 — ho/y) |

In calcule, pana la stabilirea
{iunii, se ia A’ = 0,07h.
Cénd Qf =0, avem:

dimensiunilor definitive ale sec-

(18) =30y + nQy(h — )
( 19) S =1byr—n0h—y)
(20)

I = N/[+by + n,(1 —h/y)]
Prin urmare, cand pj se da M, N,

si dimensiunile sectiyn::
7 : S ectiunii,
putem face verificarea rezistentelor. ; '
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In practicd problema se pune invers si anume, ddndu-se M, N
§i N, — in cazul pieselor comprimate — sd se gdseascd dimensiunile
secfiunti.

In genere, rezistenja in fier la tensiune si compresiune este sa-
tisfacutd, asa cd sectiunile de fier se determind numai prin conditia
ca rezistenja in beton sd nu fie intrecutd.

Sectiunea de fier raménand nedeterminata, se impune conditia
ca si fie minima.

In genere, indlfimea secfiunii de beton, ne-o ludm, sau o deter-
mindm prin mijloace cu totul aproximative.

Pentru determinarea sectiunilor de fier, luam momentul tuturor
fortelor in raport cu centrele de greutate ale celor doua armaturi
de fier s1 avem:

My =1 % by (h—+ty) + %2 (h— 1)
M,=—1 % by Gy—h)+ X2 (h—1)

In care:
My=M+ N (h—=Lth) ; Mc=M— N (4 hg—h")
Daca {inem seamd cé avem:
Kye/F =n (y— W) /y st Fp/W =n (h—y)/y,
si daca notam:
o =Q//bh si ¢ = £/ /bh
capatam:
@ :[]Wc/b}ﬂ 9 + L+ k(3 k— h'/h)] k/n(1—h/h) (1 —k)
@ =|M/bh? %, — 3 k(1 —% k)] k/n(1—h'/h) (k—N/h)
Prin incercari gasim valoarea lui k care face minima valoarea
lui ¢ + ¢. .
In cazul cAnd nu avem armdturd in regiunea comprimatd, avem:
M, =M — % Nhy
M, = — 19 by® + R £ h
o = [M/bk? % + 4 k2] k/n (1—K)

cari prin incercari ne dau pe k pentru care ¢ este minim.

Aplicatia Nr. 85. Sa presupunem ci avem un stalp de beton armat supus

la M — 18000 kgm, si N = 20000 kg, cu conditia ca Ny < 40 kg/cm?
si 9% < 1200 kg/cm?®

Liatimea stalpului este b = 40 cm. Pentru a gisi o valoare cu totul apro-
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Ximativa a iniltimii, vom presupune cd betonul lucreaza la fel la tensiune si
compresiune.

Avem deci:
Wy = M/W + N/Q = 6M /bhi + N /bh,
care ne da h, = 86,35 cm.
Luam h, = 80 em, »' — 0,07 X 80~5 e¢m, h = 75 em,. k' /h' = 1/15.
M, = 18000 + 20000 (0,75 — 0,40) = 25000 kgm.
M, = 18000 — 20000 (0,75 — 0,40) = 11000 kgm
M. /bh® 9, = 0,277778 3 M. /bh? 95, — 0,122292
Cu aceste valori avem:
¢ =[0,122222 + L j (r — 0,20)jk /14(1 — k)
@' = [0,277778 — k(3 — k)Jk /14 — 1/15)
Valoarea lui k pentru care ¢ 4+ o' este minimi, o gisim Prin incerciri.

Ludm pentru k valori simple si la intervale destul de mari pentru a le cal-
cula usor, de exemplu:

k=030.. o+ ¢ = 0,369 + 1,311 — 1,6809,
k=042.. o1 ¢ =0,712 + 0,825 — 1,5379%,
k=054 o4 ¢ = 1,281 + 0,459 — 1,7409,

Valoarea cea mai mici corespunde lui k — 0,42, dar

nu stim daci este mij-
nimi. Daci am avea valori intermediare sufi

ciente, am Putea descrie curba
Xact valoarea lui % pentru care
argini la 1 cdri mai putine, bazati si pe fap-

tul ¢d in jurul minimuluj valorile Iui ¢ + ¢’ variazi putin.
Din inspectarea valorilor de mai sus,

pare ca minimum are loc intre k = 0,30
$i k= 0,42 si foarte aproape de acest

a din urmi. Incercim cu k= 0,414

si

B =10,405 . | i ®' = 0,691 + 0,846 — 1,5379,
Asa dar, minimum are loc intre k = 0,414 si 0,420 si are valoarea sensibil egali
cu.o+ ¢ = 1537 Ne oprim in mod indiferent la una din cele dous valori,
de exemplu la k — 0,42.

Avem deci:
Qf = 0,712%, x 40 x 75 — 21,26 cm?
Q' = 0,825%, x 40 x 75 — 24,75
,
Qf 4 Qp = 46,11 cme,
Avem y = kh = 315 cm, Din valoarea luj f; — nay, /
T = + 829 kg /em?®.

e fier nu are loc pentru rezistenta maximy

(9, + ), deducem

a acestuia.
Acest caz $i mai sunt si altele, ne arata,

5

unei piese nu este suficient numai
anume trebue addugat.
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b) Alte sectiuni.
10, Sa presupunem ca avem o secjiune care are o axd de simetrie
st ca punctul de aplicajie se gdaseste pe ea.
In acest caz, axa neutra va fi evident normalda pe axa de si-
metrie si ceea ce va trebul determinat este numai pozifia ei.
Se imparte sectiunea de beton in fagii paralele cu axa neutra
si se construeste poli- ; R actew

gonul suprafetelor de
beton si fier si primul
lor poligon funicular,
exact dupa norma care

s’a indicat la incovo-
ierea barelor de beton
armat (fig. 314).

Sa& presupunem ci
EF este axa neutra.
In acest caz, momen- |
tul de inertie in raport

Figura 314

cu axa neutra este:
I =2 H supr. BCDEFB, iar S = H.EF

Din relatia I /S =a, gasim:

supr. BCDFB = supr. A,DE

Prin urmare, prin incerciri ducem dreapta A,E asa ca cele doua
suprafete hasurate sa fie egale.

20, In cazul si mai general, cind secfiunea nu are o axd de si-
metrie sau cdind punctul de aplicafie nu se gdsegte pe o axd de simetrie,
procedam prin incerciri. Ne luam o directiune oarecare drept axa
neutra si gasim pozilia ei, asa cum s’a indicat in exemplul prece-
dent. Numai un singur punct B, de pe dreapta AA,, este punctul
de aplicatie al fortei N, caruia ii corespunde directia axei neutre
luate. Sa gisim acest punct. Cu elementele y£2yy..., dirjjate dupa
o directiune oarecare, construim un nou poligon funicular. Rezul-
tanta fortelor proportionale cu yQyy. .. taie dreapta AA; in punc-
tul B. Prin urmare, axa neutrd luata corespunde acestul punct B.
Facem o noui incercare cu altd directie si obtinem alt punct, B;.
De aci incolo, repetam constructia cu cercul ce trece prin cele trei
puncte BAB;, a cérui tangentd in A ne da o directie pentru axa
neutri mai aproape de cea reald. Putem repeta constructia pana
ajungem la solutia definitiva, cu gradul de exactitate pe care poate

sa ni-l dea o constructie grafica.
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6. Ecuatia axei deformate a barei.

In acest caz, din cauza fortei axiale IV, axa piesei se lungeste
cu cantitatea &, ds si expresia razei de curbura 7, este:

ds (1 + &) =r,do .- 1/re =db/ds (1 + &) — o/(1 + &)
Vom avea deci:
dv/da? = — M/E] (1 + &)

Avand in vedere ci termenul & este mic fatd de 1, se vede ca
influenta fortei axiale V este mics.

B) Determinarea rezistentelor in bare cand sistemul
solicitarilor se reduce la o forta taietoare si un
moment de risucire.

Ambele feluri de solicitiri ne dau rezistente la lunecare. Pentru
acelasi element de suprafati, ele sunt cuprinse in planul sectiunii,
dar pot avea directiuni deosebite. Pentru a avea rezistenta intr’un
punct, vom compune geometric cele doug rezistenfe. Vom ciuta pe
sectiune sa gisim unde aceastd rezultantd are valoarea maximi.

N’avem nimic deosebit in acest fel de solicitiri.

C) Determinarea rezistentelor in bare cangd sistemul
solicitirilor se reduce la o forta axialjy say un
moment incovoietor si o forta taietoare sau un

moment de risucire,

Observim ci primele douy feluri de solicitar; produc in bars
rezistente normale Iy, iar cele de al doilea rezistenfe tangc
Asa fiind, in fiecare punct putem determina fie valoarea re-

zistentelor normale principale, sau rezistentele maxime tangen-

tiale:
(1) Tn=1{ (% + |52 14559
(2) e e SR

fie aceleasi rezistente reduse:

(3) %1?2red ='-}~ [(1 T ,u) 9(1; + (1 +— /,1,) Vm

(4) Svwma = £ 4 (1 + ) /92 {450,
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In fiecare punct, de asemenea putem deduce directia axelor
principale cu ajutorul formulelor date la variafia rezistentelor. In
cazul rezistentelor in plan avem:

(5) tg 20, = 28/N,

care ne fixeaza directia axelor principale fata de directia axei Oz.

1. Cazul cind avem un moment incovoietor si o forta
taietoare.

In acest caz, rezistentele maxime 9, se produc la periferia sec-
tiunii, deci tocmai acolo unde & este nul si invers G, este maxim in
axa neutra unde 9, = 0. "

Pentru orice element de sectiune cuprins intre axa neutra sl
fibra cea mai departatd, vom avea un 9N, s1un G, cu ajutorul carora
putem gasi rezistentele principale 94 si 90, precum si directiunile
axelor principale.

Daci am construi liniile isostatice pentru o grinda simplu re-
zemata, incarcata cu O sarcini |
uniformi, am capata curbele din 2 =
fig. 315. ak : 14:;__“.&“@_

Dupa directia unor linii avem =
numai tensiuni, dupd directia celor-
lalte numai compresiuni.

Pentru sectiunile obisnuite, facute din fiare profilate sau
sectiuni dreptunghiulare obisnuite de lemn, 90 sau R, mazime,
dintr'un punct oarecare al secfiunii, nu trec peste valoarea Tt "I
dela periferia secjiunii, asa cd, dimensionarea acestor secfiuni se
face numai pe baza rezistenjelor 9, maxime la periferia secfiunit.

Sunt insid unele cazuri, cand in dimensionarea grinzilor trebue
sa finem seami si de rezistentele 97, din cuprinsul seciunii. Aci

avem doud cazuri mai importante.

Figura 315

a) Grinzi de fier cu inima plind.

Acestea se alcituesc din-
ST b tr'o inim#, corniere si plat-
7 l._ bande. Inima in genere este
T~ {foarte inaltd fatad de grosimea

e %, i Ay ei (fig. 316).
_Afﬁ" EEEEE O * y Daca se construesc liniile
Figura 316 ‘ isostatice, se constatd cd in

+ + + ++ + /4

x

+ o+ 4
|

x

I
++++4'+++]*
|

28. 1934, Gh. Em. Filipescu. Statica constructiunilor si Rezisten{a materialelor.
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dreptul azei neutre, la 45°, avem intr'un sens tensiunt, ar in celd-
lalt sens compresiuni.
Tabla de fier rezista bine la tensiuni, insi nu rezisti la compre-

siuni; ea fiind subtire se scofalceste.
,,./ \ Pentru aceasta se intareste cu fiare
Wﬂ% profilate cari se nituesc pe inimai.
! /"l s Rezistenta la compresiune la 45°
7 g : - - In axa neutrs, este egala cu &, iar

; i forta corespondenti intervaluluj dx,
i | este (fig. 317):
: 'i-\a’x\_.
i T >~ 3
Figura 317 (6) ) ANy =b (»J;d;v/l/l

lar pe intervalul finjt o Ty R

(7) Nos = S[Mz— M, |/1 /9 — (Mz— Mo)/y,]/2
Daci I este variabil Pe acest interval, se va {ine seama de aceasta
ludnd pentru fiecare interval intermediar valoarea lui I respectiy.
In practica, aceste intdrituri se pun la distanfe egale. Se cq
pentru fiecare intdriturd valoarea lu; Nys de pe intervalul ce-;
$t se dimensioneazd ca sd nu flambeze lateral.

leuleazdi
aparfine,

b) Grinzi de beton armat,

1° Cazul sectiunilor constante. La acestea lucryl se petrece
tocmai invers decat la grinzile cu inim3 plini.
la tensiune si deci tensiunile
la 45° trebuesc luate de ftare
speciale, dirijate dupd aceastq _ |
direcfie (fig. 318).

In toatd regiunea intinsz
a betonului avem aceeasi re-
zistenta G.,deci aceeasl rezi-

Betonul ny tine

Figura 318
stentd la tensiune si compresiune egali cy G..
Liniile isostatice in aceasta regiune si in i
admise, se prezinta ca in figura 318,
Daci se face acelasi rationament
expresie pentru NN,,.
Dam in cele ce urmeazs norma de caleyl,
Se caleuleaza mai inta; cu ajutorul formule; -

(8) b8, =Ty,

Potezele de calcul

ca mai sus, se gaseste aceeasi
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valoarea maximi a lui G.. Dacad aceastd rezistenla trece de 14
kg/em? atunci se modifica dimensiunile grinzii schimband pe b sau
y, pina obtinem &. £ 14 kg/cm?.

Pentru grinzile fdcute cu cimenturi obisnuite si la cart 6. L4
kg/em? sau G. £ 5,5 kg/cm? pentru acelea fdcute cu cimenturt spe-
ciale, se admite cd betonul suportd singur aceste rezistenje i nu e nesgote
sd se ia yreo precaujiune in aceastd privinid.

In cazul cAnd aceste rezistenie sunt depasite, toatd tendinia la
Junecare se da pe seama scarilor si a fiarelor la 45° ridicate in sensul
tensiunilor principale din axa neutra.

Pe regiunea din grindd, pe care nu putem pune fiare inclinate
la 459, existd compresiuni la 450 cari tind sa indeparteze armatura
de fier intinsa de regiunea comprimatd a betonului. Pe aceast@

regiune se pun scari (fiare verticale) cari —
si impiedice aceasta tendinta de indepar-
tare (fig. 319). Valoarea tensiunii dN, este
tocmai rezultanta componentelor Tul dN g5 =
pe o verticala, care din cauza inclinarii

de 45° este egala cu cea orizontala adicd
cu dT;. Asa dar, pe intervalul x — z,=a

vom avea:
9) N, = T, = (wa — .M,,)/y,. Figura 319

Daca sectiunea orizontala totalda a unei scari este £2,, daca re-
: .
zistenta la tensiune a fierului din care sunt facute scarile este 9Ty,

atuncl pe intervalul a ne trebuesc:
(10) n = N,/2;

scari.
Ele se distribuie exact dupi norma indicatda pentru pene la
grinzile de lemn. I . '
Pe portiunea de grinda unde putem ridica fiare la 45°, tendinta
z - . - . . A
la lunecare se ia prin scari si prin fiare ridicate la 45° in sensul ten-
siunil. s .
Pe acest interval, scarile se aseazd de obiceiu la distante egale.
Daca dimensiile si numarul scarilor este cunoscut, atunci din
formula (10) deducem pe N,. Aceasta forta echivaleazi, in sensul
la 459 cu N,/ 2. o
Asa dar, din N,; dat de formula (7) vom scadea pe N,/V/2 s

diferenta va trebui sa fie suportald de fiarele care se ridica la 45°.

28%
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Asa dar, ele se calculeaza la forta

(11) Nis— N, /12
Scarile, astfel puse, iau pe seama lor o rezistenti la lunecare:
(12) G, = N,/ab

a fiind intervalul pe care sunt puse.

Fiarele la 450 se ridick numai pe regiunea unde G > G, si distri-
butia lor se face ca la pene.

Fixarea cotelor pozitiei scirilor si fiarelor la 453° se face pe o
dreapta care imparte indltimea h, a grinzii de beton, in doua parti
egale.

20. Cazul sectiunilor varigbile. La grinzile de beton armat, in
special in apropierea reazimilor incastrate complet sau partial (fig.
320), sectiunea de beton variaza foarte
mult, asa ci formulelor de mai sus trebue
sé li se aducd oarecare corectiuni.

La studiul lunecsri Iongitudinale, am

o et gasit cd in axa neutrs valoarea tendintii
r_ah—i la lunecare a fost, dup# formula (15):
Figura 320 Bi—=ANF M,)/y,

de unde pentru sectiuni variabile scoatem

(13) ATy =d (M /y,) —dN, — 4N,

sau

cd dh/dv =tg q, sica dT/dx —p G, atunci avem -

(14) 88 =T —iz o Mi/h)

primatd a betonului.
In adevar, rezistenta Principals in beton 9
tangenta la contur (fig. 321) si avem deci:

= T L .
Xy = 9Ny, cos?a HE =90 sindey

b este dirijaty dupa
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Asa dar:
N,y = I,/ cos?a, G =— 9 tga
Pentru inclindri mari trebue s se find seama de aceste corecfiuni.
Pentru gésirea tendintii la lunecare Ty apem doud cdt.
Prima. Cu ajutorul formulei (14) calculdm pe & in diferite puncte
ale grinzii si gisim curba rezistentelor G, a carel

suprafata ne di tocmai pe T pe intervalul consi- ok
derat. conform formulei T,=/ b G dzx. Z"
A doua. Cu una din metodele aproximative inte- l@ e
o

gram ecuatia (13). Pe intervalul considerat luam 3 %

Sy, . .. . Figura 321
sectiuni, doua la capete si alta la mijlocul inter-
valului. Daca in cele trei sectiuni avem respectiv. Mo, ¥, k' M,
Yrms P s Mz, Yras h,, atunci primul termen din formula (13) ne da,

cu ajutorul formulei lui Simpson:

(15) (Me— Mo)/yr

in care am notat:

(16) 1/yr =4 (1/tro + %/Yrm + 1/yra)
In acelasi mod, al doilea termen ne da:

(17) M./y.

daca notam:

(18) M, = (gre — Wro) r(Mo/Yoo + % Man/yim + M|y
In aceste conditii:

(19) Ty L R

Sub aceastd forma, se vede cé primii doi termeni sunt ca la grin-
zile cu secfiune constantd ; al treilea este un termen de corectiune
si de aceea l-am notat cu M..

Pentru calcule mai aproximative ne mulfumim cu:

16) Yr = Yrm

si fiindca pentru sectiunile dreptunghiulare avem intre y: si h un
raport aproape constant, a carui valoare este circa y,/h =7/8,
atunci formula (18) putem s’o punem sub forma:

(18 M, =t (ha—h) ke (Mo/R* + & M /b2, + Mo/h3)

care pentru calcule si mai aproximative, putem s’0o ludm sub
forma:

(18) M, = (hy— h) Mu/hm
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Astfel pregatita, formula (19) ne permite, numai cu ajutorul curber
momentelor, sd gdsim atdt pe T cdt gi distribugia scirilor st a fiarelor
la 45°,

De aci incolo se urmeazi intocmai ca la grinzile cu sectiune
constanta.

Intervalele a se fixeaza intre punctele in care sectiunea schimbi
modul siu de variatie,

3°. Rezistenfa la adeziune. Fiarele supuse la tensiune tind, sub
actiunea fortei NV,, sa fie smulse din beton, deci la contactul intre fier
st beton se desvoltd o rezistenic la lunecare pe care o numim rezistend
la adeziune si o notim G,.

Daca perimetrul tuturor fiarelor din secflunea considerata este
s, atunci avem:

Ga =T/yrs

Valoarea astfel calculaté nu trebue sg depdseascs & kg /em?2.
Evident, valoarea maxim# are loc acolo unde 7 este maxim.

In cazul cind T; este luat in intregime de scdri st fiare la 450,
atunct pentru calculul lu; G, se ia numai 1 hs

In cazul grinzil_or simplu rezemate, aceste conditii ne fixeazi
numérul minim de fiare ce trebue sd avem pe reazim, desi din
punctul de vedere al momentulu;j incovoietor am putea sj

a nu
avem nici un fier.

4% Aranjarea fierdriei in secfie transversald. Fieraria trebue aco-
perita cu un strat de bheton de 2 cm sau 1,5 cm, dupa cum grinda
este supusd sau nu la intemperii, adica dacx este afard
riorul unei cladiri. Pentru suprafetele verticale
recomanda sa fie 2,5 cm.

Distanta intre axele vergelelor de diametry & trebue sy fie
>20>3 4+ 2cm.

In cazul cAnd vergelele sunt aranjate in siruri orizontale sauy

verticale, se recomandi ca aceasts distanta s3 fie 29¢e. Cénd
fiarele unui sir sunt asezate la mijlocul intervaluluj celuilalt sjp

< h - $ir,
atunci pentru distanta intre axele (¢

elor doua siruri se recomands
1 2/3 .

Aplicatia Nr. 86. O grindi de beton armat, simplu re
de 8 m deschidere, suporti o sarcing totald de 10 ¢/m.
b=180m,d=12 cm. (fig. 322). Ca rezistente se impu
(RN S kefond s By = 5 Ly fon,
sioneze grinda. Dimensionarea sectiunii se face la incov

Zemats Ig extremititi,

Grinda este in 7, cu
ne: N = 40 kg /em?,
Se cere s3 se dimen-
olere,
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Momentul maxim si forta tdietoare maximia sunt respectiv:
M = $10.82 = 80 tm si Vo= 310.8 = 40 ¢

Mai avem: k = n9%/(n9%% + 9;) = 15.40/(15.40 + 1200)= + si
p=(1+k d/2 k+M /bd%p = +(1+%) 12.3+8000000/180.12.40 = 116,59
em, dupia formulele dela incovoierea sectiunilor neomogene.

Dupi metoda aproximativd gisim h~115 cm. Dupa metoda exactd
indltimea va fi mai micd, si zicem cu 13%. Ludm rotund h = 100 em
pe care o vom verifica ulterior. Pentru a gasi r 1800
pe bo, trebue si avem dimensiunea fierdriei. 7 =
Avem yr ~ 100 — 312 = 96 cm, Qf = M /yr 9% ///////"/
= 8000000/96. 1200 = 69,5 cm? pentru care I —'g-‘j”i’- A
e nevoie de 10 @a 30 mm = 70,69 cm?. Pen-
tru aranjarea fieririei acesteia, dacd ludm
sciri de @ = 8 mm. avem nevoie de o la-
time bo = 2.25 + 2.8 + 30 + 4.30.2,75 =
42.6~43 cm. Trebue si ne asigurdm, grosso

]
modo, ci © nu depdseste 14 kg/cm® Avem Figura 322

in adevir © = 40000/96.43 = 9,7 kg/cm?®

Deci bo este bun si pe baza lui putem stabili celelalte dimensiuni. Sd gd-
sim valoarea lui h. Vom aplica procedeul, exact cum s'a indicat la dimen-

sionarea grinzilor in 7.

Daca plecam dela h = 100 cm si facem corectiunea indicatd acolo, gisim
h = 102,3 em, y = 341 cm, yr= 94,7 cm. E nevoie de o sectiune de fier
de Qf = 70,4 cm? Asa dar, sectiunea de fier din 10 Ja 30 mm. = 70,69 cm?
si litimea bo = 43 cm sunt bine alese.

Pentru ca adeziunea si nu fie intrecutd, in dreptul reazimului trebue sa
avem, acolo:

n=T/2 yr.s.Ga = 40000 /2.94,7.9,42.5 = 4,48 fiare;
9,42 este perimetrul unui fier. Prin urmare, vom pastra in dreptul reazimului
5 @, iar 5 le vom putea ridica la 45%.

Nu putem ridica niciun fier pe regiunea in care suni necesare 10 @. Putem
ridica acolo unde 9 @& sunt suficienle peniru moment, adicd acolo unde momeniul
a scdzut cu partea corespondenld unui fier.

Abcisa a corespondentd, masurati dela mijlocul grinzii, este data de re-
latia:

: p (2a)2/8 = pl2/8.10
admitiand aproximativ cd un fier ia a 10-a parte din moment.
Deci: -
a=1/2]/10 = 1,26 m.

Pe aceastd regiune:

Ny =AM Jyr = 8000000 /10.94,7 = 8450 kg.

Daca punem sciri cu 2 sectiuni gi de 8 mm diametru, cu 97 = 1200 kg
avem nevoie de:

n= Ny/Qs X = 8450/2.0,5.1200 =~ 7 sciri

care se distribue dupd regula dela pene (fig. 323).
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Pe restul intervalului 4,00 — 1,26 = 2,74 m, avem:

Ny =AM/ y, = 3000000.9/10.94,7 = 76000 kg.

Fiarele la 45° jau o tensiune:

Nis = np Q7 9 = 5.7,069.1200 = 42400 Lkg.

Valoarea lui NV, corespondents este:
Nys. = N 1/ 2 = 60.000 kg.

i 20 200+

~

|
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Figura 323
Ramane si dam Peé seama scirilor:

76000 — 60000 = 16000 kg
pentru care este nevoie de-:

n = 16000/2.0,5.1200 — 13,32

cari se pun la distante egale de:

~ 14 seiri

274 /14 = 19,5 em, ~ 20 cm.

Pe figura 323 sunt indicate aceste distributii.

Aceasta Putem si o facem
st grafic cu ajutorul curbei momentelor.

cel mai obosit al sectiu