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PREFATA

Primele capitole ale acestor lecfiuni confin expunerea proprietd-
{ilor generale ale functiunilor analitice de doud variabile complexe,
deduse din expresiunea lor in serii de putery st din teoremele lui
Cauchy asupra integralei unei funcfiuni de variabild complexd. Un
capitol este consacrat proprietifilor generale ale functiunilor alge-
brice de o variabila, cuprinzind teorema lui Puiseux, relativd la se-
paraiunea ramurilor-in domeniul unui punct critic. Se introduce, in
aceste lecfiuni, nofiunile cele mai simple relative la suprafefele lut.
Riemann i la studiul funcfiunilor uniforme pe aceste  suprafefe.
Se face studiul integralelor eliptice aduse la formele normale clasice
§1 se demonstreazi teorema celebrd a lui Abel, relativi la adifiunea
integralelor eliptice de speja intdia. :

In capitolele urmdtoare se studiazé functiunile eliptice. Aceastdi
parte a fost litografiatd in anul 1911; eq apare act mai complectd
decit in prima edijiune. Plecénd dela integrala eliptici de speta
intdia, a cdrei inversiune se efectueazd, se deduce existenja functiu-
nilor uniforme dublu periodice. Se adoptd, ca punct de plecare,
funciiunea ou a lui Weierstrass, de unde se deduce funcfiunea pu
st derivata ei p'u. Cu ajutorul acestor elemente se construeste efectiy
o functiune eliptici oarecare. Tabla de materie indic chestiunile tra-
late in acest curs.

«Casei Scoalelor, care a avut bunavoingi a dispune tipdrirea
acestui volum, exprim addinca mea recunostinid.

Editurii «Cultura Nationaldy datoresc mulfumirile mele pentru
atenfiunea susfinutd in tot timpul tipdririi acestor Lecfiuni.

D-lui Inginer A. Froda, care m’a ajutat la revizuirea corectu-
rilor st d-lui Inginer E. Abason, la desenarea figurilor, exprim oiile
mele muljumiri. /
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TABLA DE MATERIE

E CAPITOLUL T.

Funciiuni analitice de doud variabile.

Pag,

§ 1—21. Domeniul unui punct reprezentat prin doua variabile complexe.
Serii de puteri; cercuri de convergentad- asociate. Serii intregi. Seria
Taylor. Prelungire analitici. — Extensiunea integralei lui Cauchy la o
functiune de doua variabile. — Teoreme generale asupra functiuniior
analitice de doud variabile, olomorfe intr'un cdmp dat. Puncte singulare.

- CAPITOLUL II1.

Functiuni algebrice.

§ 22—34. Definitiune. Ramurile unei functiuni algebrice.” Permutarea ra-
murilor in domeniul unui punct critic (punct de ramificatiune). Deter-
minarea ciclelor relative la un punct eritic, Metoda lui Puiseux. Pro-
prietatile caracteristice ale functiunilor algebrice de o variabild

CAPITOLUL III.

§ 35—36. Ezemple de Functiuni algebrice. .- . .

CAPITOLUL 1V.

Suprafetele lui Riemann.

§ 37—39. Generalititi. Construirea unei suprafete Riemann pentru o func-
tiune algebrica datd. Tdieturi sau Linii de trecere dintre foile cari for-
meazd suprafata. Exemple particulare, Cazul general .

e CAPITOLUL V,

Functiuni uniforme pe suprafetele lui Riemann.

“n

siunea functiunii in domeniul unui punet al suprafetii. Desvoltarea in
serie in domeniul unui punct de ramificatiune. Teorema lui Cauchy

40—58. Punct analitic. Domeniul. unui punct pe suprafata T. Expre--

46

60
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Pag,

pe o suprafatd a lui Riemann. Teorema relativd la suma reziduurilor
unei functiuni uniforme care, pe toatd suprafata T, are un numér limitat
de singularitdti. O functiune olomorfi pe suprafata T este o constanta.
Functiuni rationale pe suprafata T. Ordinul unei asemenea functiuni . 67

CAPITOLUL VI.

Functiuni ragionale pe o suprajai@ T cu doud foi.

59—66. Forma sub care se poate pune o aseme‘nea functiune. Ordinul
minimum al unei functiuni rationale pe suprafata T in cazul cand
numdrul punctelor de ramificafiune ale suprafefii este > 2. Exemple
de functiuni rationale. Conextunes suprafetelor T. ‘Conexiune simpla

si comexiune multipld. - Transformarea . suprafefei T cu conexiune
multipld intr'o suprafati T’ cu conexiune simpld (conturul suprafetei):
Exemple v 0w i e R R s R S AU e O

- CAPITOLUL VII.

Integrale eliptice. .

67—7%. Reducerea integmalei la elemente simple. Cele trei spete de in-
tegrale eliptice. Multiplicitatea valorilor integralelor eliptice. Modul de
periodicitate (perioade). Determinarea perioadelor . . . . . . . . . . 90

CAPITOLUL VIIIL.

Integrala eliptica de speta 1.

75—84. Perioadele integralei determinate de un sistem dat de taieturi
ale suprafetei T (conturul suprafetei T'). Raportul perioadelor este ima- -
ginar. Schimbarea sistemului dé taieturi si transformarea corespunzi-
f00T6 B PeriOadelor et o ok alno s TR ESRE L L SS BV 200

CAPITOLUL IX,

Teorema lui Abel pentru adifiunea integralelor eliptice de speta I.

85—90. Demonstrarea acestei teoreme. Diferite forme sub cari se poate
enunta teorema lui Abel. Aplicatiuni. Ecuatiunea lui Euler . . . . . 109

CAPITOLUL X.

Transformarea iniegralei eletzce de speta I prm subsutuzwm lmeare

91—105. Substitutiuni lineare. Invariantii polinomului de gradul al pa-
trulea. Reducerea integralei la trei forme normale. Forma normald a
lui Weierstrass. Forma normali a lui Riemann. Forma normali a lui
G R el e R g s | TR RS L R S L



TABLA DE MATERIE
CAPITOLUL XI.

Inversiunea integralei de speta I.
‘§ 106—110. Functiunea inversi a integralei
T
- dz :
U = SS9 £
VR (2]
o
R(z) fiind un' polinom de gradul 3 sau 4, este o functiune uniformé
dublu periodicd. Reprezentarea conformi a suprafetei T’ pe planul (u)
printr'o integrald eliptici de spefa I. Reprezentarea conformi a unui
semiplan (z) pe un dreptunghiu in planul () printr'o integrald a lui

Weierstrass, in cazul cand radacinile ecuatiunii R{z) = o sunt reale .

'‘CAPITOLUL XII.
~h F unctiunt dublu periodice.

§ 111—135. Functiune elipticd. Reprezentarea geometric a periodicitatii
duble. Paralelogramul perioadelor. Perioade primitive. Nu existd func-
fiune intreagd dublu periodicd. Ordinul unei functiuni eliptice. Ordinul
minimum este 2. O functiune analitici uniformd de o variabild nu ad-
mite mai mult decat doudi perioade distincte. Transformarea perioa-
delor. Teorema asupra sumei reziduurilor. Teorama asupra numarului
zerurilor si al polurilor. Relatiuni dintre suma zerurilor si suma polurilor
intr'un paralelogram de perioade. Analogii intre proprietatile functiuni-
lor rationale pe suprafata T cu dous foi si & puncte de ramificatiune si
proprietatile functiunilor eliptice intr'un paralelogram de perioade.

’

CAPITOLUL XIII.

Funcjiunile ou, tu, pu.

§ 136—172. Functiunea ou definitd printr'un produs dublu. Functiunile
Cu, pu definite prin serii duble. Seria dubli a derivatei p'u. Dubla perio-
dicitate a functiunii pu. Ecuafiunea diferentiald a functiunii pu. In-

variantil g,, g;. Desvoltarea functiunilor pu, fu, ou in domeniul u = o, —

“ Definitiunea functiunii pu prin invarianti. — Marirea argumentului
cu o perioadd in functiunea Cu. Cantititile 1> s 7. Relagiunea lui Le-
gendre. Mirirea argumentului u eu o perioadd in functiunea ou. Ex-
presiunea functiunilor eliptice prin functiunea ou. Formule de aditiune
pentru functiunile fu, pu. Expresiunea functiunilor eliptice prin func-
tiunea {u. Orice functiune eliptica se poate exprima printr’o functiune
~rationald de pu si p'w. Orice functiune eliptici admite o teorems de
aditiune algebrics. — Integratiunea functiunilor eliptice .

CAPITOLUL XIV,
Multiplicafiunea argumentului funciunii pu.

§ 173—174. Expresiunea’ p2u. Functiunea @, (u). Formule generale pentru
_expresiunea pnru . : ; !

VII

Pag.

. 144
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SV Al Pag,

CAPITOLUL XV.
Relatiuni algebrice intre funcliuni eliptice. Ecuatiune algebricd intre o June-
{iune elipticd §i derivata sa. .

§ 175—182. Intre douid functiuni eliptice, cari au un sistem comun de pe-
rioade, existd o ecuatiune algebricd cu coeficienti constanti. Orice func-
tiune elipticé satisface o ecuatiune diferentiald de ordinul intaiu cu coe-

Sy > > Tt 3 dx
ficienti constanti. Forma necesard a ecuatiunii diferentiale Fla, —| = o

du
pentru ca z si fie functiune elipticd de u. Cazurile, in cari integrala
e da\m S Y
ecuatiunii binoame ((TL; = [ (2), este o functiune eliptici . . . ,

CAPITOLUL XVI.

Funcliunile 6 cu indici. Functiunile eliptice ale lui Jacobi:

wn

183—211. Functiunile oqu, (a=1, 2, 3). Mirirea argumentului cu o pe-
rioadd. Mirirea argumentului.cu jumatati de perioade. Expresiunea
functiunilor 6qu prin produse duble. Transformarea functiunilor og
cand se inlocuesc perioadele date prin’ perioade echivalente. Determi-
narea radicalelor ]/ ¢, wep . Relatiuni algebrice intre patratele func-

tiunilor o. Raporturile functiunilor o. Functiunile eliptice ale Iui Jacobi.

Ecuatiuni diferentiale. Desvoltarea integralelor .
1
1 »
K=\ ———_ K - ——
\ V=27 T—F%7) V{a*—1) 1—k2Y)
o = 1

dupd puterile modulului k. — Formule de aditiune pentru funetiunile
SAY5CNP QRO i R S e e e R

CAPITOLUL XVII.

Eapresiunea_funciunii tu, pu prin serii de funciiuni simplu periodice.
Functiunile ou, ogu exprimate prin_produse de functiuni simplu periodice.

§ 212—221. Transformarea seriei duble a functiunii Cu in serie trigono-
metricd. Seria trigonometrici a functiunii -pu. Produsele trigonometrice
ale functiunilor 0.—Valorile functiunilor ¢ pentru jumititile de perioade.

8 =
Determinarea radicalelor l/ea~eﬁ 2 l/ A% ‘I/E)ﬁ s
2 7

CAPITOLUL XVIII, i

Functiunile 9(p) ale lui Jacobi.

§ 222—244. Seria 9(¢) dedusd din functiunea ou. Tunctiunile 8, (¢),

¥4 (), @9 (v). Expresiunea functiunilor & (v) sub formi de serii si de
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TABLA DE MATERIE X
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e s : 1 T il gs
produse. Marirea argumentului ¢ respectiv cu —, —, —

3’3 o Ecuatiune

diferentiald. Expresiunea radicalelor |/, Va7 V& prin funectiunile

#. Expresiunea invariantilor g, g5, J prin functiunile . Expresiunea
functiunilor ¢ prin functiunile 9. Expresiunea functiunilor sn, cn, dn
prin functiunile §. — Transformarea lineard a functiunilor & (¢). Trans-
formarea functiunilor sn, ¢n, dn prin substitutiuni lineare de perioade. -
— Observare asupra’ diferitelor notatiuni ale functiunilor 4 . . . . . 255

CAPITOLUL XIX.

Functiunile eliptice de speta II si de speta II1.
245—261. Proprietati generale ale functiunilor eliptice de speta II. —
Functiuni eliptice de speta IT1. Ordinul functiunii. Functiuni de speta 111
intregi. Caracteristice. Relatiuni intre functiuni de speta 111 intregi de
acelas ordin si aceleasi caracteristice. Aplicatiuni . . . . . . . . . . 281

CAPITOLUL XX.

& Degenerarea functiunilor eliplice.

262—273. Degenerarea considerata relativ la perioade: Una din perioadele
devine infinitd, . sau amandous, Degenerarea considerati relativ la anu-
lapea diserimumantulon A5 00 Fih e e e S cans vt i O,

CAPITOLUL XXI.

Funcfiunea pu cu invarianti reali.

274—289. I. 4>0. Existi un dreptunghiu de perioade primitive (2w, 2w;).
Variatiunea functiunii pu si a derivatei p'u dealungul dreptunghiului
(@ @g). Valorile lui w pentru cari pu si p'u sunt reale impreuna.
II. 4 <0. Existd un romb de perioade primitive. Valorile lui u pentru
cari pu si p‘'u sunt reale améndoud. — Variatiunea functiunilor sny,
¢ng, dny dealungul dreptunghiului (K, iK'). Reprezintare conformi. —
Functiunile pu, {u, ou in cazul cAnd unul din invariatii g,, g5 este nul. 302

CAPITOLUL XXII.

Problema Inversiunii. Integrale eliptice.

290—302. Integratiunea ecuatiunii

dx)2
() = :

prin aplicarea unei substitutiuni lineare, X fiind un polinom de z de
gradul 3 sau 4. — Altd metodd. Rezolutiunea ecuatiunii de gradul al
patrulea.— Integrale eliptice . . . . . . . . . . R e R e 89T
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CAPITOLUL XXIII.

Tmnsfor marea functiunilor eliptice,

§ 303—320 Problema generald a'transformirii. Transformarea rationald

de un grad n. Transformare de gradul al doilea: Transformarea Landen, -

Transformarea Gauss. Transformarea de gradul al doilea prin care se re-
duce cazul diseriminantului 4 <0 la cazul A>0 . .

CAPITOLUL XXI1V.

Problema Diviziunii.

e

numar intreg n. Diviziunea prin 2. — Ecuatiunea diviziunii perioadelor
functiunii pu. Diviziunea prin 3. —Dlwzmnea prin 2 a argumentulul
TN cTnilor sy, —eRe, -GNl oo 1 S o SRS e s

- CAPITOLUL XXV.

Calcul numeric al functiunilor eliptice.

326—337. Perioadele find date, se poate alege un sistem echivalent
prin care valoarea absolutd a cantititii q=6"T 53 fie cea mai mica posi-
bild. Calculul functxuml prin seriile #. — Invariatii fiind dati, avem
-valorile modulelor &, k’. Calculul lui q prin k sau k'; sau in fuuc(:mne
de una dm cantitatile

e

1=/ ¥ _1—]/1?’
1+VF 14Uk

7=
— Calculul integralei de speta I. ... . . . .

CAPITOLUL XXVI.
Aplicatiuni geometrice,

§ 338—358. Cubica pland. Teoreme generale. Cazurile A>0,‘ A4<0. —
Lemniscata. — Teorema Poncelet. N S B R X e e

CAPITOLUL XXVII.
Funetiunt modulare.

359—409. 1. Perioadele integralei eliptice

“n

T
dn

2V =7 1t

considerate ca functiuni de modulul i al integralei. Ele sunt functiuni
olomorfe in domeniul oricirui punct A=£0, 1, . Variatiunea perioadelor
in domeniul punctelor 1=0, 1=1.

321—325. Ecuatiunea diviziunii argumentului functionei pu printr'un

Pag.

. 340

359

. 367

. 382
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IL. Raportul z al perioadelor privit ca funcpiune de 1 si, vieeversa,
A privit ca functiune de 7.

III. Substitutiuni modulare. Grup modular. Grupu] G al functiunii 1.
Reprezintarea functiuni 4 () pe semiplanul 7>0. Domeniu funda-
mental. — Substitutiuni modulare de speta I1. Grupul modular ampli-
ficat G. Substitutiuni modulare de speta II periodice. Linii de simeftrie.
Impdrtirea semi planului 1>0 in domenii fundamentale ale funetiunii
A (T).

IV. Grupul modular I’ (z). Grupul G este un subgrup inyariant al
grupului I'. Functiunea modularda J(z). Grupul amplificat I". Liniile
de simefrie corespunzitoare. Domeniul fundamental al funetiunii J(z).
Reteaua modulard. Functiunea J privitd ca functiune de . Reprezin-
tarea functiunii- J pe planul - (3). — Functiunea inversi (J) v -« 401

CAPITOLUL XXVIII.

Teoremele D-lui Picard.

410—413. L. O functiune intreagi primeste orice. valoare finiti. excep-
tand poate una singuri.

II. O functiune uniforms, avdnd un numir oarecare de poluri si un
singur. punct singular esential z=o00, _primeste orice valoare finita,
exceptand cel mult doud valori finite.

ITI. O functiune uniformi f(z), care admite un punect singular
esential @y, primeste, in domeniul acestui punct, o infinitate de ori,
orice valoare, exceptind cel mult douid valori, printre cari una
poaterfifourupyi s Esmt e R S e R T P e e U

NOTA I.

Despre functiunile uniforme cari-admit o teoremé de aditiune albebrica. 461

NOTA 1II.
Despre transformarea functiunii modulare J(z) prinir'o su,bstitugiurie de

/7 < R R e e e S S i O e .........463

NOTA III, e

Multiplicatiunea complexd . 5L A R e e S 1

NOTA IV.

=B p2 s 3- = %
Seria Xa™ nu se prelungeste in afari din cercul siu de convergentd
(2] ,



ERRATA VOLUMULUI 1

Pag. _ﬂa_ In loc de Citeste

79 13 A-B 2A 2B
85 s (15) (10)

87 Nota ; A se adiugd (§ 171)

96 17 Nan apa™

99 A mprin mta—w x prin @, + (2—2z,)
109 6 (de jos) ar ap

115 16 a, 0,

122 11 (de jos) a se adaugd linia: wnul din ele ar fi pre-
lungirea celuilalt (2° § 331): ceeace este imposibil (§ 138).

126 7 = p<r o<r

130 (§ 172). Acest paragraf trebuie inlocuit prin urmétorul:

§ 172. Fie a=&+4in, f(z)=u(§, n)+iv(E, 1), u i ¢ functiuni

reale de variabile reale &, 1. Valoarea mazimd a funcjiunilor
u(&, ), v(& 7), in domeniul punctului a, =&y +iny, nu este atinsi
decdt pe cercul |z— x| =r.

In adeviar, din egalitatea

ao=f(2g) =u(&, 1,) +i0(&o, 7o)
rezulta [ (6), (8), § 114] egalitatile

27

1[0 e g
u(&os 7o) *s \0 u(r, g)dp, (&0 1o 7 g‘o #(r, @)dep.

n‘

Fie A maximul functiunii u(£, 1]) si B maximul functiunii ¢(& %)
1in cercul |#—a5/=r; din egalitatile precedente rezulti megalitdtile

u(‘so: 770><A’ "(50’ 770)<B

Nota. Nici una din valorile u(é, 7,), ¢(&, 7o), nu poate fi egali cu ma-
ximul respectiv fird ca functiunea u(g, %) sau ¢(£, 1) s se reducd la o con-
stantd, Vom vedea mai departe daci una din aceste functiuni este o con-

stantd, rezultd cd si cealaltd este constanti §i prin urmare f(z)=ctd,
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_Pag. linia - In lo¢ de 7 - Citeste
134 formula (2) ™ (z) - 1™ (zo)
142 Nota m-4-n m=£=n
143 =ib fperias w7 a
BE et S eisd
148 8 (jos) | &)= lw|=1
- 148 10 (jos) bolet : | zj=4
163 3 (jos) fig. 12 fig: 13
164 - 11 < fig. 13 fig. 14
164 12 (jos) fig. 14 o T o)
164 11 (jos) Bl i - £<0
165 2 7n<0 n=0
167 A7 in loe de (1—22) (u-fo--1)—2(1442) o2
se citegte (1—722) (w2 +92+1)—2(1+22)¢
167 19 s : AT
169 2 (jos) cel ceea
AT PG T e Ly
] . dz d
173 14 (jos) i d=0nduip k=0, 1,... p—1
180 9 fig. 1 fig. 20
180 i omb | anc amb | anc
180300 omb amb
181 1 and " end
192 fig. 1 M (—z) M (—a2)
192 . 1 (jos) M AN M AN,
194 14 (jos) parte unui parte, unui
196 % P (2— =) Py (z— zy)

197 A se adiugh dupi a doua linie: S& mai considerdm seria

n :
2, care se poate scrie

n2
@ gn . w( T - 2 e = s
se st A Fary  f(egl—s)
1 I 1Jo N - T 1 n Jo- T
: log (1—=) &7y ’ 7
- Functiunea — 5 Du are altd singularitate decat punctul .

- @=1; de unde rezultd aceeas concluziune pentru integrald §i prin
urmare seria datd are, pe cercul siu de convergentd, unicul punct
singular x=1. ' =

198 8 (jos) A suprima prepozifiunea pe.
199 3 (jos) A inchide |
2 212 -5 (jos) S” fata de S S’ fata de S



linia

Pag.

223 D)
223 8
230 1
230 24
235 5
244 3
244 7 (jos)
245 5 (jos)
250 5 (jos)
254 4
255 6
255 18
267 3 (Jos)
277 1 (jos)
279 2
283 6 (jos)
287 5
289 3
291 13 (jos)
291 - 4 (jos)
293 1 (jos)
297 16
298 18, 19
298 »

300 4
302 24
302 25
326 10

» 14

ERRATA VOLUMULUT I

S
In loc de Citeste
famt@as  a={1@a
cu z cu ¢
Fize= Big s
1 B
(3—2)? (z—a =h) (z—a)? (z—a—h)
1 =N
iR 2iz
xn— x—n
. an a,
z—ar—(r—ay) T—ag—i(z2—ay,)
F (z+1) F (z,-+)
toate toata
/ (@ i@
—a 2=
iz (102
e 3 SZE_d
S o i Sa‘o+2:m
To
1
0 So :
A, An
r—a™ (z—a)™
e alf L
en en
legaritmicei logaritmice
¢ (2) ¢ (2)
e fle)
(3) (2)

a; by ay by
P(a); P(o) P, (a), P, (0
(©), ©);

A A L e

A sefinlocuiin fig. 4, A’ prin &, &/’
lz—&|=7r ' z—z|=r
A (&
A 7
4G a3
= |
iy 5

=
ay
az
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326 8 (jos) fig. 70 fig. 75
g9l - 708 a se sterge (hig.2)
335 8 (fig. 82) (fig: 83)
338 15 LR 0 et [-1,-%) : {1,+%)
» 16 (fig. 84) - (fig. 85)
339 9 (jos) + K+ K+2iK’ + K ,+ K4+2iK
343 5 (jos) (fig. 88) (fig 89)
: A se inlocui, pe fig. 89, punctele 7/, z” prin 2/, 2"
345 9 (jos) (fig. 89) (fig. 90)
347 1 (jos) Rez R ez
zl=z z=zl’
359 5 (Nota) o 3P, (2) & 3p, (2)
v v
361 9 z 3
: m+1
370 20 A se inchide parenteza dupa e&®
372 . 6 1) f (z)=o0
375 6 : :
380 . 6 (jos) s 1laco 1 51 tinde catrew cu a.
380 5 (jos) avem |sin 7z | < 1. avem agadar [sinzz |[<1.
386 2 (jos) z Y
387 1 (jos) ap ‘ ro
391 6 Y1 Y2 Ty Y1 Yo Ys
391 1213 punctelor punctele
2 . 2 ;
393 7 p— RTelﬂ = RTe“”
393 10 2 r
S BETPRET _ao+b
394 5 a—ca—}—d a'_—ca+d
398 15 (jos) (N T,
400 11 93 b

400 Literile A §1 B ale primului cerc trebuie permutate intre ele
400 Ultima linie trebuie descompusa si scrisa astfel:

1 QA OB ol 1 OA+OB,
7 GEsmese A o b U ) R eyt
insa OA +0B=20C, prin urmare :
1 e e
oA T OB - 4 DD



ERRATA VOLUMULUI II.

Pag. Linia > In loc de ; Citeste
33 14 , A5 o Azi 4 ()
67 1 Numarul VII si fie sters.
1 :

72 (Nota) r—a=2a'P ] T—a=aP

» e i

97 (fig. 25) Semnele +, pe taietura A, si fie permutate.
108 (fig. 29) Litera B lipseste pe taietura din stanga

176 Adaos (dupé egalitatea (12)): Coeficientii desvoltarii lui
ou se pot obfine, introducind in identitatea

oulu=o'u.

seria ou=u-+a;u’ +aub+au’+. .. si identificind ambele membre,
dupd ce s’a inlocuit {u prin seria (11).
186 16 u+9+w=o u+e+w=o
201 12 (Jos) p'u p'2u
u n
x40 o ‘ =1
309 (hig. 52) w; 5 1+, W3, 01+ 0y

453 3 T 3



CAPITOLUL I.

FUNCTIUNI ANALITICE DE DOUA VARIABILE.

I. — PROPRIETATI GENERALE.

1. Fie = $1 y doua variabile complexe independente. l.e vom
veprezentd pe douad plane diferite: planul (z), planul (y). Un
sistem de valori x =1, y =y, se zice ci constitue un punct (g, o).
‘Domeniul unui asemenea punct este format din ariile cercurilor

|2—a|=1r ly—wl=e,
7 si p fiind doud numere pozitive destul de mici.

Fie A §i B doua arii situate respectiv in planul (2) si in pla-
aul (y); vom zice c¢a un punct (2o, y,) este situat in regiunea (A,B),
dacd 2 este in interiorul lui A si y, in interiorul lui B.

O variabili complexi z se numeste. functiune de variahilele
@, y definite intr’o regiune datid (A,B), daca fiecirui punct situat
in acea regiune corespunde una sau mai multe valori defermi-
nate pentru z. Continuitatea si continuitatea uniformi a unei
functiuni de doud variabile complexe se defineste ca in cazul
variabilelor reale. O functiune continud intr’o regiune dati este

uniform continud in acea regiune.
2. Fie
folz ) fo (2 9)yeene. s [ (%5 )y oo
un sir nelimitat de functiuni de variabilele z si y; s considerim
seria
@

Totalitatea punctelor in cari aceastd serie este convergenti
constitue regiunea sa de convergenia.

Definifiunea convergentei uniforme a unei serii de func-
fiuni de doud variabile independente intr’o regiune (A, B) este

1 DAVID EMMANUEL
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aceeas ca in cazul unei singure variabile ; inlocuim punctul z prin
punctul (z, y) si aria A prin regiunea (A, B).

Avem propozifiunile urmitoare a ciror demonstraliune este
aceeas ca in cazul functiunilor de o singurd variabila:

1% Daca ewisti un sir de numere pozitive

Apy Qgyevney Oy guvon
astjel ca oricare ar fi punctul (z, y) in regiunea (A, B) sd avem
| fn(2, y) | Lan (n=1,2,:v5)

st dacd seria Z a, esle conyergentd, seria’

2 fal2, 9

este absolut st uniform congergentd in intertorul lui (A, B).
2% Suma

@®

me=§n@w

a unet serit uniform convergente de funcftuni continue intr’o re-
giune datd este o funcflune continud in acea regiune.
3% Serit de putert. O serie de puteri z, y este de forma

w0

DI P 1

m,n=—w«

coeficientii @, , fiind cantitati constante. Dacd m si n prlmebc
numai valori intregi §i pdzitive, seria se zice intreagd.

Teoremd. Dacd pentru un sistem de valori x= x5, y=1y, mo-
dulele termentlor seriev intregt :

o
Rl R S e
m, n=o0

sunt mat mict ca wn numdr pozitiy dat M, seria este absolut gt
uniform convergentd pentru tloale valorile lui x st y cart salisfac
inegalitdjile

|z <], y]<lul :

Aceastd teoremi este o extensiune a teoremei lui Abel rela-
tivd la seriile intregi de o singura variabila. Sa punem
o] =16 lwl =0 2] =1, ly] = 0.

Vom avea, in virtutea ipotezel,

(1) Lamnat g M;
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r m Q n
Pt M (r_) 0— :
\ Ty 99

Presupunand r < ry, 0<<g,, avem

E (L) ’i &1 g, (i')": 1 :
v To == 5 Q ) T, R i
o 99

Multiplicand aceste doua serii intre ele, obtinem egalitatea

de unde

(2)

Qm, n

* o W g 1
: (R
m,n=¢ \ Ty %o (1 e ’_) (1 e A)
To Qo
de unde rezulta (19 § 2) ca seria propusi esie-absclut st uniform
convergentd in regiunea considerati,
Corolar. Daca seria P (z,y) este convergentd intr’un punct
(%9 ¥o) ea va fi absolut si uniform convergenti pentru toate va-
lorile Tui z si y cari satisfac inegalitatile

lz | <=z |, [yl <]|wl

De unde rezultd ci dacd seria este divergentd intr’un punct
(20, ¥o) ea va fi divergentd pentru toate valorile lui z sl y cari
satisfac inegalititile

21> 2|, [y]l>]wl

4. Cercuri de convergenti asociate. Fie R si R’ doud numere
pozitive astfel c¢a pentru [z | <R si |y | <R’ seria P (z,y)
este convergentd, iar pentru [z |>R,|y| > R’ aceasta serie
este divergenti. Vom zice ci cercurile |:v[ =R, |y| =R’ sunt
cercurt de convergentd asociate ale seriei P (z, y). Existi o deose-
bire esenfiald intre cercurile de convergen(i astfel definite si intre
cercul de convergenta al unei serii intregi de o singurd variabila.
In cazul din urma cercul de convergenta este unic, pe cAnd in cazul
a doud variabile, avem in genere o infinitate+de sisteme de cer-
curi de convergentd asociate. De exemplu seria:

+ .
(m+n)! R L
- ml‘/ru ghgrE- (z + )
m, n=o0 2 '; n =0

este convergentd pentru [z | 4 |y | <1 si numai in acest caz;
prin urmare razele R si R’ ale cercurilor de convergenti asociate
satisfac egalitatea R+R’= 1. Numirul lor este deci nelimitat.
Se poate insa intdmpla, ca si in cazul unei serii intregi de dou#

I*
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variabile, si existe un sistem unic de cercuri de convergent
. . g i
asociate. Astfel seria

@ ® 0=
= x"‘y":(Z x”‘)'(zy"‘)
m, n=o m=o0 n=o
este convergentd numai pentru |2 | <1,|y|<1; prin urmare
R=H =1 '

5. Dacd o serie intreagd .

o
Pi(ady) =2, gt yv
m, n=o
se anuleazd pentru o infinitate de valori ale yariabilelor z si y, inde-
pendente intre ele si vecine cu zero, ea este identic nuld.
In adevar, sd presupunem y fix, dar avind o valoare oarecare
vecind cu zero, si si ordondm seria dupa puterile lui x

*-3 w
Plz,y) = Z Ana™, A= 2Z awny".
m=o0 n=o
=]
Seria X~ A, 2™ fiind, prin ipotezd, nuld intr'o infinitate de
m=o

-.“ -
puncte a cdror limitda este @ =o, rezulta
Nt g ni=ro; 1227

Aceste egalitili fiind adevérate pentru o infinitate de valori
y a caror limitd este ¥y = o, rezultd ci toli coeficientii seriilor

5 ahinicy (m- =0, 020 5)

n=o

sunt nuli. Ceeace demonstra teorema. S

Corolar. Daca doui serii intregi P (z, y), Py (2, y) sunt egale
fntr’o infinitate de puncte (2, y) vecine cu punctul (z = o, y = o),
ele sunt identice. :

6. Inegalitifi ce satisfac coeficienjii unei serii intregi.

Fie : :

w (o}
Pz, 4= 1 ZOnn 2" Yt = Z Anz™

m, n=0 m=o0

@

Am ) 2 A, n y” 3

n=o
r si o doud numere pozitive, respectiv mai mici decAt razele cer-
curilor de convergenta relative la variabilele x, y. Fie M modulul
maximum al seriei P (@, y) pe cercurile (r) si (g); avem
M

r'";

[ Am | <
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prin urmare coeficientii seriei

o
Ap= X A, nY"
n=o
vor salisface inegalititile :
T M
; o

7. Sumd de. serit intregi. Teorema lui Weierstrass asupra sumelor
de serii de puteri de o singura variabila se aplica si seriilor de
puteri de mai multe variabile. Ne marginim a considerd o suma
de serii intregi de doud variabile.

Fie
(.t P 1(29) Py (2, ),..., Pi (e p),.
un sir nelimitat de serii intregi, convergente in cercurile o ) 2

|y | = R, reprezentate prin egalitatile

@ .
2) Pz, y) = Jafd o yn
mmn=g ’
§i sd presupunem ci seria -
@»
(3) 2Pz
i=1
este uniform convergentd dealungul cercurilor fz] =r |y| =p,

r si o fiind doud numere pozitive mai mici respectiv decat R si
R" insd putind fi oricat de aproape voim de aceste numere. Voim
si demonstram —in aceasta consisti teorema’ lui Weierstrass —
cd suma (3) se poate inlocui printr’o serie intreagi, convergenti
in interiorul cercurilor lz| =R, |y|=R.

In virtutea convergentii uniforme a seriei (3), la un numar
pozitiv ¢ arbitrar de mic, corespunde un numir intreg u astfel
incdt sa avem

(4) 2 Pi(z, ) <£’ Z'Pi(a:,y)'<f;
| i=H 2 i=M4-p 2
de unde inegalitatea
‘ M+p
(5) & Pl gl e
i=

oricit de mare ar fi numarul intreg pozitiv p. Primul membru al
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acestei inegalititi contindnd un numar limitat de serii, putem

grupa termenii dupa puterile lui 2, y si s& serim

o» utp
2 Zal) lamyt | < e
m, n=o0 '=,ll

si prin urmare, in virtutea inegalitifilor ce satisfac coeficientii

unel seril intregi (§ 6),
pn+p [
(i) = =
2 Qpn S e T
l=”

De unde conchidem c¢i seria
o0

Z a(l)
m,n

este convergentd. In locul inegalitétii precedente putem dar scrie

pe cea urmatoare

)3 = .Z @AM Er g
t=p

Sa punem
by = Z' a“)
Py
si sa consideram seria
ow
(7) 2y ahak
FoE m,n=o0

Vom proba cad aceastd serie este convergentd in regiunea con-
sideratd. Pentru aceasta si punem

’ )
bm.n_' Z a,(n)n ? b;rlt, T 2 arsz n oy
=1 =p

vom avea
m,n = bm R m ny

sl prin urmare ;

! ) »
4 5 r

me,nwmy o i m,n T Y"

m, n=o0 m, n=o0

®)  Z by namyn=

m, n=o0
cu condifiunea

(9 [ b | < & r=m g,
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De aci rezultid cd pentru toate valorile lui #, y cari satisfac
inegalitatile

le=W<n lyl =¢ <o

avem

m,n=o0

: @® l @ \m
(10) | = b"m,nm'"y"ks 5 (’—)

Seria

o
> b:’:{,n xm yn

n, n=—0

este asa dar absolut §i uniform convergentd in interiorul cercuri-
lor |z| =7, |y |=0. De alté parte, seria

(11) Zb,,,,,x yr = ZP(xz)

=1

fiind suma celor dintai p#—1 serii (1) este convergentd in acecleasi
cercuri. Prin urmare seria

o
SF Slbac ey

m,n=0

este absolut convergenta pentru valorile
lzl<rsilyl<eo.

Sa considerim acum diferenta
@ @
2 Plr:y)— 2 ban2™y",
i=1 myn=:
care, in virtutea egalitatei (11), este egald cu diferenta
o 3 @
2 Pifz,yy— 2 b mn 2™ Y™
. i=H nyn =0 -
prin urmare
w

;‘ L Pila, =2 by @9

§oi=1 m,n=o0 |,_—

ZP (s, y>‘+‘ Z Blaary
=

m,n=o0

 ;

De unde, in virtutea negalitafilor (4) si (10), rezultd inegali-
tatea

» 2 3 1 ro )
5P, ()i B o o re
BN A 6(2+(r~r)(e—e ))
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Insd membrul int4iu fiind independent de e, rezultd ci ef
este riguros nul; de unde egalitatea

o 2]
f)
(12) P ey =8 2 B wvy
i=1 mmpn=0
valabila in interiorul cercurilor |z | =7r, |y|=p §i prin ur-
mare in interiorul cercurilor de convergenta |z | =R, |y | = R’;

céel prin ipotezd, r si o difer respectiv de R si R’ oricat de putin
voim.

8. Consecinfe. Din teorema precedentd decurg consecinte ana-
loage cu cele relative la seriile de o singurd variabila, anume:!)

I. Produsul a dou# serii intregi P, (2, y), Py (2, y), conver-
gente in aceleasi cercuri |2 | =R, |y | = R’, se poate inlocui
printr’o singurd serie intreagd convergentd in aceleasi cercuri:
De unde rezultd o consecint{d analoagd pentru o funciiune ratio-
nala intreagd de un numar limitat de serii intregi. convergente
in cercurile |2 | =R, |y | =R.

II. Fie

L] co
(13) PHu, o) =22 apgidton
& m,n=0
o serie intreagh de variabilele complexe u si ¢, convergenta in cer-
curile |u| =R, |¢| = R’; de alti parte, fie

(14) s P1 (x’ Y, v = P2 ("E: Y)

doud serii intregi convergente in cercurile |z | =Ry, |y | = R{.
Inlocuind in seria (13) u si ¢ prin seriile (14), P (u, ¢) va deveni
o serie intreagd de 2 si y convergentd in domeniul punctului
(z =0, y = o) sub conditiunea necesard si suficientd ca si avem
inegalitatile ; :

| Py(o,0) | <R, |Py(o,0) | <R

Aceeas demonstratiune ca in cazul seriilor de o singurd va-
riabila. :

III. Fie P (z, y) o serie intreagd convergenti in domeniul
origineli ¥ = y = 0 si si considerim cétul '

. ¢
P (z,y)

1% Dacd numitorul nu se anuleazi in punctul z = g =0,

existd, in virtutea continuitdiii, un numar pozitiv rastfel ca pentru

[ac]<r,[yl<r

1) I & 120.
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sa avem
| P (2, ) —P (0,0) | < | P (0,0) |
~ Punand pentru prescurtare A

Pl (x’ y) =k (.’L‘, y)—P (03‘ 0)7

avem dar
I)1 (xi y) }
1
oo =g |<
§1 prin urmare
fe s : ol g (Rulmay
.y (xi Z/) P(O, 0)+P1 (l‘)y)—P (0’ O) R 15 (0? 0)
sau
() Ll g
Py TP

adica catul considerat se poate exprimd printr'o serie intreagé
convergenta in domeniul originei.

2°. Dacd P (o, 0) = o, egalitatea (1) este imposibild ; cdci in
vecindtatea originei z = y = o, membrul intaiu poate in va-
loare absolutd deveni mai mare ca un numir pozitiv, oricdt de
mare voim, si nu poate prin urmare fi reprezentat printr'o serie
intreaga % (z, y).

Sa consideram acum doua serii P (2, y), P, (2, y) convergeifte:
in acelas domeniu si catul

(2) Py (rc, y)
P (a2, y)
Din cele ce preced rezulta ca daca P (o, 0) = o; cAtul (2); privit
ca produsul lui Py (2, y) prin 5 se va exprimad printrlo
I BB IR s P

serie intreaga P (z, y) convergentd in domeniul punctului 2 = o,
= 0. Daca P(o,0) =0 5i P, (0,0) 0 asemenea expresiune
este imposibila.
Daca o egalitate de forma
Py (=, y)
PGy Y

este posibild, se zice ca seria P; (2, y) este divizibild cu seria
P (x, y). Avem atunci

Pl (zs y) o P (.’L’, y) ’?(‘% y)‘
Divizibilitatea astfel definitd este totdeauna posibila daca
seria P (2, y) nu se anuleazi in punctul z — Y = 0.
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Daca ambele serii P (z, y), P, (2, y) nu se anuleazi in punctul
{0, 0), fiecare din ele este divizibila prin cealalta.

Cazul cand ambele serii se anuleazi in acelas timp il vom
studia mai departe.

9. Seria Taylor. Fie

%
(1) Pla, y)=2" aum 2™ y»
mn =0

o serie intreagd convergentd in cercurile |z | = R, [yl =R g
%o, %9 + h, Yo, Yo + k puncte situate respectiv in aceste cercuri.
Vom avea

(2) P (z+ h, Tiiidel =% A (g + h)™ (Yo + k).

m.n=o0

Membrul al doilea se poate transforma intr’o serie intreaga
de h §1 k convergenti, sub condifiunile

B Ja. |+ k| LRy [yo] +1k]| LR,

Ry si Ry fiind doua numere pozitive respectiv mai mici ca R
si R’, insa oricat de apropiate voim de aceste numere.

Pentru a justificg aceastd propoziliune, si privim h si k ca
puncte variabile raportate respectiv la @, si y, ca origina. Atunci
inegalititile (3) exprimi ca aceste puncte sunt situate in interiorul
sau pe cercurile, avand punctele 2, si y, ca centre si razele

r=R,—|az, | o =Ry = ]gods
In aceste puncte avem :
l@n,n (2o + D)™ (y, +8)"| L |@n,n| Ry Ry™ ;
prin urmare seria. ai céirei termeni sunt functiunile rationale si
intregi de & si k
@m,n (T + 1)" (y, + K",

este absolut §i uniform convergenti si suma sa se poate reprezenta
printr'o serie intreagd de h si k, convergentd in cercurile.consi-

derate.

Putem dar scrie egalitatea - ,
2 : ) ; hm kn

(4) P(xg+h oy +k = Z_Pm,n (@0s Yo) By

in care coeflicientii P, , (2, %) sunt serii intregi de ¥, ¥, s1 anume:

w0
Poo (25 9p) = 2 aman 7™ Yoo,
m,n=o0
w o »
Pio (20, Yo) = Z mam,n 2"y, Po,i (29, Yo) = 2 1, n 29" Yo !,
: m, n=o e : m, n=0 3
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cuprinse toate in expresiunea generala

Pu,v (@5 Yo) =2 m(m-1) ...(m—p+1)n(n-1)... (n—v+1) Wi,y T MH Yy v,
m=u
n=y

o= 1, 25557, -
(S& nu uitim c& punctele z, si y, sunt interioare cercurilor
=] =R, y|- R)
Seriile
«w

= 3
: — - O
Pio(2, y) = Zmay, , am! Yy Por(@,4) = Z 1 G oy
M, n=0 : m,n=o

se numesc derivate parjiale de ordinul intaiu ale seriei P (@, y)
respectiv in raport cu « si y; ele se reprezintd prin
OP (z,y) P ()
B e 0 y.

Aceste seriiau aceleasi cercuri de convergenta ca seria primitivi ;
cédcl, precum am zis mai sus, ele sunt convergente in interiorul
cercurilor |z| =R, |y| =R si se recunoaste fird greutate
¢ ele sunt divergenie pentru valorile |2 | > R, | y| > R/, pen-
tru cari seria datd este divergentd. (A se vedea cazul seriilor de o
singura variabila 1).

Grupul de serii

P2,0 (xul/)y Pi,i (.’L‘,y), P0,2 (:C,y)

constitue derivatele partiale de ordinul al doilea; le reprezen-
tam prin
¥P(zy) 8P(zy) 0P (zy)
a2 dady i dy? '
Intr’un mod general, P, ,(2.y) se reprezinta érin
dmtn P (z,y)
oam o yn

si se numeste derivatd partiali de ordinul m -+ n a seriei primi-
tive, luata de m ori in raport cu « si de n ori in raport cu y.
Din expresiunea (5) rezultd ca valoarea unei derivate par-
{iale oarecari, este independentd de ordinea in care operatiunea
este efectuata.
Punénd _
: By Y= iy, Fh=y

4 L § 100:
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egalitatea (1) se va putea scrie

(6) P (z, y) = ¥ (bm+" P (=, y)) (m—zo)™ (y_.’/o)”_
: O™ Oy Jo = n!

m, n=0

In aceastd dezvoltare consista seriaTaylor pentru o functiune
de doud variabile.

10. Reprezintand membrul al doilea (6) prin P, (z—ay y—y,),
avem egalitatea

(7) P (2, y) = Py (a—ap, y—yp),

valabila in toate punctele 2 si y situate in interiorul cercurilor
avand punctele z, si y, ca centre $i tangente respectiv la cercu-
rile|2| =R, [y| =R

Razele cercurilor de convergenta ale seriei P; (z—zg, y — y,),
dedusad din seria P (@, y), ale caror centre sunt punctele 2, si y,,
sunt cel putin egale cu ;

R_Ixoj) R’_’yol

dar ele pot fi mai mari. In cazul din urma se zice ci.serja data
se prelungeste in afard din cercurile sale de convergenia. Se
probeaza ca si in cazul unei singure variabile ca egalitatea (7}
subsista in toatd regiunea comuni de convergentd a seriei pri-
mitive P (2, y) si a seriei deduse P, (2 — 2, y— y,).

11. Notiunea de prelungire analiticd si de funcjiune analitics
de doua variabile se introduce ca si in cazul seriilor de o singura
variabila 1). Fie

S =P(x_xo;?/_?/o)

o0 serie intreagid convergenti in cercurile C si C'. Presupunind
ca seria se prelungeste in afara din aceste cercurl, reprezentim
prin
S =P (a0 ay Y—Yo5 %1, Y1)

seria prelungitd, z; fiind un punct in interiorul cerculuj G sty
un punct in interiorul lui C'. Fie C, si C} cercurile de convergenti
corespunzitoare. Dacd seria S, se prelungeste afara din aceste
cercuri, reprezentim prin .

B8y =P (2 —+ 2, Y— Yo5 Z1y Y15 Ty Ya)
seria prelungita, z, fiind un punct in C; §i y, un punet in AL

etc. Totalitatea seriilor S, S, S,,... constitue o functiune ana-
litici f (x, y) de variabilele independente 2, y; una oarecare din

1) 1. & 145.
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aceste serii se numeste element al functiunii. Regiunea acoperita
de totalitatea cercurilor de convergentd ale acestor serii for-
meazd regiunea de existenid a functiunii.

Notiunile de functiune uniforma si multiformi a funetiunilor
analitice de doud variabile se introduc prin consideratiuni ana-
loage cu cele din cazul unei singure variabile.

O functiune analitica [ (z, y) se zice olomorfd sau regulatd, in
domeniul unui punct (zy, %), daca in domeniul acestui punct ea
se poate pune sub forma :

(1) f(z,y) =P (af—xo: Y—Yo)-

Functiunea se zice olomorfi intr’o regiune datd, daci este
olomorfé in domeniul fiecirui punct al regiunei; ea se zice intreaga
daca este olomorfd pentru toate valorile finite ale variabilelor o
s1 y. Dacd numarul termenilor lui P (@, y) este limitat, functiunea
se zice inireagd rajionald; in caz contrar functiunea se zice trans-
cedenid. ;

Dacé in domeniul unui punct (2, y,) egalitatea (1) este impo-
sibild, punctul (2, y,) se zice punct singular al funciiunii.

12. In privinta functiunilor analitice intregi de doua varia-
bile, avem teorema urmitoare, analoaga cu aceea a lui Liouville.

O funcfiune intreagi f (x, y) nu poate rdméanea finitd in tot cam-
pul de variatiune al variabilelor z st y Y, dacd nu se reduce la o
constantd. :

In adevar, fie

=
) [(#y) = 2 amnomy
m, n=o
© funcfiune intreagh; si presupunem ci existd un numir pozitiv
M astfel ca

(2) (=) | <M,

pentru toate valorile z, y satisficand egalitatile 3
,Isz,ly‘=R’,
R si R’ fiind dou# numere arbitrar de mari.

Vom avea pentru coeficientii @, , inegalitatile (§ 6)

M
P R

Insd R si R’ fiind prin ipoteza oricit de mari voim, rezulté ci
tofi coeficientii apm, » sunt nuli exceptind coeficientul ap . Ceeace
demonstrd teorema.

]am,nl<

!) Adici in tot planul (z) si in tot planul (y)-
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13. Daca -in locul inegalititei (2), avem inegalitatea

{2, 9)

< M,
P yq 2

L]

P si ¢ fiind cele mai mici numere Intregi satisfacand aceastd inega-
litate, functiunea f (z, y) este un polinom de gradul p in z §i de
gradul ¢in y. Caci, in virtutea acestei inegalitati, coeficientii a,,
satisfac inegalitdtile M '

l Qm, n , = R“m__pR,_n_‘q

§1 prin urmare sunt nuli pentru toate valorile m>p, n> q.
q.e.d.

14. Eaxtensiunea integralei lui Cauchy la o funcfiune analiticé
de doud variabile, olomorfd intr'un camp dat.

Fie f(z,y) o functiune olomorfi in cdmpul format dintr’o
arie limitatd de o curbi inchisia C situatad in planul variabilei z
s1 dintr’o arie limitatd de o curba inchisi C’ situatéd in planul va
riabilei y, continua pe ambele curbe. Avem egalitatile

(1) o= L e,
(7

oL f (3 u) 3

@ , f@w-zm&;;r;m,

de unde integrala lui Cauchy

B Fay=— 1&&4 Py

wf ), ) =2 e—yp)
15. Egalitatile (1) si (2) dau respectiv:
n 1 =
(4) 0 f(x’ :‘i)z m: S ( f("ﬁ y) d
c

0 21.3). (z— z)mt1 &

wf@m=nxg B [

()

o y" 217 B 5
de unde
o7 (o, o) enamlEn T [ (z, u)
(6) b pm b yn gt -4—;—52 BCSC' (z_x)m+1 (u___y) n+1 dz du’

) Nu ne ocupim aci de teoria integralelor duble de variabile complexe,
Integrala dubld (3) are un sens bine determinat, consistind in dou#i integra-
tiuni simple consecutive, precum rezulti din operatiunile (1) si (2). Mem-
brul al doilea (1) reprezinti o fﬁnc@iune olomorfd de z in interiorul curbei
C, oricare ar fi punctul y in interiorul lui C’, si membrul al doilea (2) re-
prezintd o functiune olomorii de y in interiorul lui C', oricare ar fi punctul
z pe conturul C. Rezultatul celor doud operatiuni consecutive, reprezintat
prin integrala dubli (3), este o expresiune analitici a functiunei olomorfe
f (xz,y) in domeniul considerat.
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J

integralele fiind luate in sensul pozitiv dealungul fiecireia din
curbele C si C',

Corolar. Daca C 5i C' sunt cercuri avand centrele lor respectiv
in punctul  si in punctul y cu razele r si »’
[zr=zl=r " lu—y =+
s1 dacd M este maximul lui [ Fz u) ] dealungul acestor cercuri,
formula (6) ne da inegalitatile
ot f (z, y)l M
l

N

Cdamdyn L Elp i
16. Fie @ = a4, y = b un punct ordinar al functiunii f (2, y)
si f(a, b) = 0. Zicem ca punctul (a, b) este un zero al functiunii.
(Trebue sa observam ci un zero nu este un ‘punct izolat, ci
face parte dintr’un continuum de zeruri. Aceasta rezulta din fap-
tul c&, in virtutea ecuatiunei f (2, y) = o satisfacutd intr’un punct
ordinar, fiecare din cele doud variabile z, y variazad intr’'un mod
continuu impreund cu cealaltd, precum se va veded mai departe).
Sa considerim desvoltarea functiunei in domeniul unui zero
si, fard a restrange generalitatea, putem presupune ca acest punct
coincide cu origina. Este deajuns pentru aceasta, sa facem sub-
stitufiunea  =a + 2/, y =b + o si s considerdim functiunea
e+, b+y)=f (), olomorfd in domeniul punctuluj
2’ =y’ = o si anulandu-se in acest punct. :
Functiunea f (2, y) olomorfa in domeniul punctului z =y = o
i nuld in acest punct este reprezentatd printr'o serie intreaga
de forma

(D12 y) =anr +agy +aya? +ayay + Qoo Y +....
convergentd in doud cercuri |2z | =R, |y| =R/ R si R’ fiind
doua numere pozitive. _

S& presupunem intr’'un mod general cd to{i coeficientii a; ,
in cari indicele © < m, m intreg pozitiv, sunt nuli s1 coeficientul
@ m, o 0; avem expresiunea de forma

(2) {(z,y) =amP (z, y), P (0,0) = Am,o

Functiunea / (z, y) admite punctul = = o ca zero de ordinul
m, oricare ar fi valoarea lui y satisficind inegalitatea |y | < R’
ceeace constitue pentru functiunea dati o infinitate de zerurg
neizolate in domeniul punctului z — y =o (fapt fara analogie
in cazul functiunilor analitice de o singurd variabila).

Daca toti coeficientii @;; in care k < n sunt nuli si a,, =+ o
avem expresiunea de forma

(3) f(.‘L‘, y) o i (.'L‘, y), [P (0; 0) = am,n]-
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- Punctul y = o este un zero de ordinul n al functiunii, oricare
-ar fi punctul @ in interiorul cercului |z | = R: concluziune ana-
loaga cu cea de mai sus, funetiunca admite o infinitate de zeruri
meizolate in domeniul punctului » = y = o.

Daca toti coeficientii a;j pentru i < m si k <n sunt nuli
$1 @, o7 0, avem expresiunea de forma ;

(4) iz y) = a"y" P (z,y); [P(o,0) =amal.

Functiiunea admite punctul @ = o ca zero de ordinul m, ori-
«are ar fi punctul y in interiorul cercului |y | = R’ si deasemenea
punctul y = o ca zero de ordinul n, oricare ar fi punctul z in in-
teriorul cercului |z | = R.

Daca functiunea f(a, y) nu contine ca factor comun nici una
«din cele doud variabile, functiunea f (o, y¥) nu poate admite in
cercul |y | = R’ decit un numar limitat de zeruri, deasemenea
functiunea f (z,0) nu se poate anula in cercul |a| =R decat
intr’un numar limitat de puncte.

II. TEOREME GENERALE.

=

17. Teoremd. I'ie f (z, y) o funcfiune analitici de variabilele iy

olomorfd pentru toate valorile acestor variabile satisfdcdnd inegalitdfile
l#] <R, |y|<LR,

R si I fiind doud numere pozitive. Daci pentru z = o func-
fiunea f (o, y) admite y = o ca zero multiplu de ordinul n, existd
doud numere pozitive r < R, p < R’ astfel incdt pentru o valoare
@ satisfdcind inegalitatea |z | <'r, funcliunea f(z,y), admite
n zeruri agand modulele lor mai mici ca g, cari tind céitre zero cind
& tinde cdtre zero.

Pentru a demonsird aceastd teorema, sa desvoltim f(a, )
-dupa puterile crescande ale lui z

(1) F (@) =1 (0,y) 4o Py (y) +a2 Py(y) +... +% Pu (y) .. .,
coeficientii Py (y), Py (y),... fiind serii intregi de y, convergente

in cercul |y | = R’ §i pe acest cerc. Reprezentind prin M ma-
ximul ui [f(z, y) | pentru valorile [2| = R, |y | = R’, avem,
pentru coeficientii seriei (1), inegalititile
M

q = é :

(Z) I P'" (y) ] Rm
oricare ar fi y satisficind inegalitatea |y | < R’. Prin urmare
pundnd |z | =r < R, avem, in regiunea consideratd a lui y,

=P P4t Pl <0 E (i
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sau

(B = |aP,(y) ... —j—w"‘Pnz(y)+...[<l\IR

T

—r
De altd parte, putem determini un numir pozitiv ¢ < R’
astfel ca pentru valorile lui y satisficand inegalitatea |y | < g,

f (o, y) s& nu se anuleze decat pentru y = o; céci, in virtutea
ipotezei, f (o, y) este de forma ’

(4) o o y) =y Py (y), :

Py (y) fiind o serie intreaga convergentd in cercul |y | = R’
§i Py (0) = 0. Fie m minimul lui | f (o, y) | pe cercul |y | = asa
determinat; mi este mai mare ca zero. Si determinim numirul
r astfel ca sd satisfaca egalitatea

r

M

Bl
de unde
m R
4 r—\M o
Punand g
(5) 'P(x,y)=$P1(y)+x2P2(y)+---,

avem, in virtutea inegalitatii (3),

IQ’ (w’y)l<,f(0;y)l7

pentru toate valorile 2, y satisfacand conditiunile
lz[<r, ]y[=g.

Prin urmare functiunile @ y) =f(o,9)+ ¢ () sif (o, y)
au, in interiorul cerculuj ly| =0, acelas numiar de zeruri oricare
ar fi punctul z in interiorul cerculuj |z| =r (1. § 348). De
unde rezultd c& oricare ar fi valoarea Jui zsatisficand inegalitatea
| # | <r, funciiunea I (%, y) are n zeruri si numain: Y1 Yo il g,
ale ciror module sunt mai mici ca 0. Toate celelalte zeruri ale
acestei functiuni, dacd existd, sunt exterioare cercului |y | = p.
Prin urmare daci facem 2z si tinda citre zero, ¢ (z,-y)
tinzdnd astfel citre zero, ridicinele Y1 Y., Ynale ecuatiunei
f(%,y) = o si numai acestea, vor tinde citre zero in acelasi timp,
In virtutea ecuatiunii (4). ‘ q.e.d.

18. Teoremd. Cele n zeruri infinit mici, a ciror existenid a fost
stabiliti prin teorema precedentd, satisfac o ecuafiune de forma

(7) V' F@i(@) y ! + ..+ ga(a) = o,

P1(2),. . .,0n (2); fiind functiuni oloforme in domeniul lui & — o,
cart se anuleazd pentru z — 0.

2 DAVID EMMANUEL
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Pastrand notatiunile de mai sus, avem, k fiind un numar

intreg pozitiv,

1 y I (9
8 dy = k &

e S(e) fay 21 i el
integrala fiind luatd in sensul pozitiv dealungul cercului |y | = @3
cici Yy, Ya- -, Yn sunt polurile functiunei de sub semnul i
situate in interiorul cercului |y | = g, iar membrul al doilea al
egalitifei este egal cu suma reziduurilor acestei functiuni relative

la aceste poluri.
Sa punem expresiunea

f(z,9) =y Poly) + 2Pi(y) + PP (y) +-...

sub forma

(@, 4} = 4" Po (3) {Hx—yﬁ—(l?%]:

de unde :
D Eafe_JAM—1 <3 P m
log[(x,y)=nlogy+logP0(y)+Z'( ) x’”( (x,y)).
. iy e y™ Py (y)
Derivand ambele membre in raport cu y, obfinem, pentru
Zy_(iy_), o expresiune in serie de forma
I (% 9)
P (y)
9 iy—u L4 2 Qu(y) + 2P ) I
Q; (v), Q, (y),. 522 fund serii Laurent, convergente pentru valorile
lui y cari satisfac inegalitatile

0, filnd un numir: pozitiv mai mic ca Q.
Multiplicand ambele membre ale egalitatei (9) eu y*si punand

1 ; P
: S Y*Qn () dy, Sk=2 9",
(@ et

(10)  a® -

m
avem (8) seria
(1) Spi=aWastaeMart i +allendiy

convergentd in interiorul cercului |z | =r, care se anuleazd im-

preund cu .
Dand lui k valerile 1, 2,..., n, conchidem cé& funcfiunile si-

metrice elementare

2y, Yy Yoy v s Y1 Yaoe- Yn
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se exprimd prin serii intregi de  convergente in eerculifaf=r
§i cari se anuleazi pentru z = o.

De unde rezultd c& y;, ys,..., ya sunt radicini ale unei ecua-
tiuni de forma (7) 1), q. e. d.

19. O expresiune foarte interesanti a unei functiuni f (2, y)
olomorfd in domeniul (o, 0) este datd de teorema urmatoare, da-
toritd lui Weierstrass. Vom presupune ci functiunea se anuleazi
in punctul 2 =y =o0; in cazul contrar este deajuns a finlocui
f(z,y) prin diferenta F (z, y) = f (2, y) — f (o, 0):

Teoremd. Fie f(w, y) o funciiune olomorfd in domeniul (0, 0);
dacd f (o, y) admite y = o ca zero de ordinul n, avem expresiunea

in care {
(13) o (2, y) = I (y—y)

i=1

este membrul intdiu al ecuafiunei (7) (§ 18) si P (@, y) este o serie
intreagd care nu se anuleazd tn domeniul (o, o). j

Pentru a demonstra aceasta teoremi, si ne referim mai intiiu la
cele doud teoreme precedente. In virtutea acestor teoreme existi dous
numere pozitive r §i g astfel ¢ pentru | z | < r functiunea admite
n zeruri §i numai n,: Y15 Y25+ -5 Ymy cari satisfac ecuatiunea (7)
si ale caror module sunt mai mici ca o.

Fiemacum y = 7 un punct situat in interiorul cercului ly| =o,
diferit de punctele y;, y5,..., ¥, §i si considersm functiunea

(14) f,!l (w: y)_ =1

f(@y) y—n

Privind punctul z fix, insd avand o pozitiune oarecare in in-
teriorul cercului | # | = r, expresiunea (14), considerati ca func-
tiune de y, n’are in interiorul cercului |y | = o, alte singularita{i
decat polurile de ordinul intdiu 7, vy, ys,.. ., Yns

Vom avea dar, aplicind teorema reziduurilor,

L S fy (@9 dy =(Q) 4ot i
2im )@@y y—n \f)y=niciyen dn - [ (-9
k=1

sau

(3

2ix

flz,y) y—n dy ® (2, n)

1) Fiind datd ecuatiunea
yr + A yn—1 + A, yr—=2 ...+ Ap = o,
avem (v. functiunile simetrice)
Si+Ai=0, S,+A;S,+2A,=0,...,

Sn+AISn_( +...+An = 0.
2%
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Sa evaluam integrala din membrul int4iu. Punctul # fiind in
interiorul cercului [y | = o pe cind y descrie acest cerc, avem

seria
4% SR e
5 =1y Tt S5
MultiplicAnd ambele membre ale acestei serii cu ;”(( ’% si
Lyl
integrand dealungul cercului |y | = g, avem
1 S fulz, y) dy = \' fu(zy) dy
2z o) (2 y) y—n lem 0 b F )yt

Expresiunea de sub semnul [ din membrul al doilea fiind
functiune olomorfd de z in interiorul cercului |z | = r, pentru
toate valorile lui y satisfacind egalitatea |y | = g, rezultd ca
aceastd integrala este o functiune olomorfa de @ in cercul consi-
derat. Putem dar pune

ok fu(2, y) dy o
i = 3 =. 05 1, 2,
) 2in»S(Q) fz, y) ymtt P (2); (m= o )

pm+1 (@) fiind o serie intreagad convergentd in interiorul cercului
L3 0

|z| =r.
Membrul intaiu al egalitatei (17) este a§é dar egal cu suma
STk i Pala A E) X

m=o
si egalitatea (15), dupa ce inlocuim 7 prin y, se poate scrie

d f(z, ) .
(19) ——log i D ym oy (7).
dy gl e

De unde rezultd egalitatea:

@ ,m41
: 2 Pri1i{a) A
b e s n e e o8 S LR

¢ (2, y)

in care y () este o funcfiune introdusd prin integrajiunea ecua-
fiunei (19). Aceastd functiune este olomorfd in cercul (r) si nu
se anuleazi in interiorul acestui cerc. In adevar, oricare ar fi va-
loarea lui y privit constant, situat pe cercul |y | = g, funcfiunile
f (=, y), ¢ (2, y) sunt functiuni olomorfe de =z, cari nu se anu-
‘leaza in interiorul cercului (#); raportul lor §i prin urmare func-
fiunea y (2) este o functiune olomorfa in cercul (r) si nu se anuleaza
in interiorul acestui cerc.

Membrul al doilea al egalitatii (20) este deci o functiune olo-
morfi de ®, y pentru valorile |z | <r, |y |<po. Putem dar
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reprezentd membrul al doilea prin P (z,y), serie convergenta in
domeniul (o, 0), care nu se anuleazi in acest domeniu. Egalitatea
(20) ia dar forma

(21) 1(2,9) =¢(z 9 P (2 ),

@(x, y) 5iP (2, y) avand semnificarile cuprinse in enuntul teoremei.
3 #L q. e. d.
Corolare I. In virtutea acestei teoreme, radicinile Y, in numar
nelimitat, ale ecuatiunilor f(z, y) = o, @ (z, y) = o, coincid in

domeniul z = o.

II. Daca functiunea f(, y) este olomorfs in domeniul unui
punct (a, b) si f (2, y) admite y = b ca zero de ordinul n, egali-
tatea (21) se inlocueste prin cea urmitoare

(22) f(#9) =9 (@y)P(z—a,y—b)
in care seria P (#—a, y —b) nu se anuleazi in punctul (a b) s

(23) ¢ (2,9)= (3—b)" + @1 (2) (3— B)" ' +. .. + g (a),
coeficientii ¢; (2),..., @, () fiind funcfiuni olomorfe 1n domemul
lui z = @, anulindu-se in acest punct.

HI. Daca functiunea f(z; y) olomorfd in domeniul (o, o) ad-

mite = o ca zero de ordinul y, oricare ar fi Y vecin cu zero §i
Yy = o ca zero de ordinul », oricare ar fi @ vecin cu zero, cétul

_ Hay)
. ho (= y)= W
este o functiune olomorfd in domeniul originei si, daca presupunem
cd f; (o, y) admite y = o0 ca zero de ordinul n, obtinem pentru
f (z,-y), expresiunea
- (24) ()= oy (2, y) P’-(fv, Y),

® (=, y) si P(z, y) avand semnificérile considerate mai sus.

.

IIT. DIVIZIUNEA A DOUA SERII.

20. Cu ajutorul teoremei lui Weierstrass putem complecta
teoria divizibilitatii a doua Seru intregi P (z, y), P; (z, y), con-
vergente in cercurile [z | =R, |y | = R’, ¢and ele se anuleazi
in punctul ¢ =y =0 1), : c Fy

Consider&nd cazul cel mai general, avem egalitatile

(1) { Pz, y) = at g (2, 4) F (z,y)
Pl <x7 y) = @t yV1 @y (“’v7 y) j?l (xl y)

) (§ 8).



22 : CAPITOLUL I - .

in cari, u, v, iy, ¥; sunt numere intregi mai mari sau egale cu
zero; functiunile ¢ (2, y), @, (2, y) sunt polinoame de y:

@ PE&U=y"+p(@) Yyt L+ pa (2),
P (% y)=y> + py(2) y L& .ok pla (2),
ai edror coeficienti p (z) si p’ (2) sunt serii intregi convergente
intr’un cerc cu centrul in punctul z = 0, avand o razi convena-
bila » <R si cari se anuleazi in acest punct, pe cAnd seriile
F (2, y), &1 (2, y) sunt convergente pentru valorile [z | <rsi
|y [< o, o0 avand o valoare convenabila mai micd decit R’ s1
cari nu se anuleazi in domeniul determinat de cercurile b dttr,
lyl=0. : ’
54 considerdm catul
3) Eolayrin o oca ey P (fc, y) f: (z, y)
P (2, y) P (2, y) & (2 y)
Pentru ca membrul al doilea al acestei egalitafl sa fie o func-
fiune olomorfa de z, y in domeniul (0, 0), este necesar ca expo-
nen{ii gy — 4, ¥; — v s nu fie negativi.

S& examinam eaturile —lsi Lige e dintdiu este o functiune
GoL:

olomorfa in domeniul (o, 0), cici seria dela nuinitor nu se anuleazi

in acest domeniu. Pentru ca al doilea cat ¥ si fie functiune

olomorfd in domeniul (o, 0) este necesar si suficient ca el si ra-
méand finit in acest domeniu; prin urmare este necesar ca la un
@ dat oarecare vecin cu z — o, radicinile corespunzatoare ¥,
Yoy - -5 Y. ale ecuatiunei ¢ (z, y) = o si fie radacini ale ecuatiunei
@1 (%, y) = 0. De unde rezultd ca ¢, (2, y), privit ca polinom de
Y, trebuie sa fie algebriceste divizibil cu ¢ (=, y), privit deasemenea
ca polinom de y. Trebuie dar sa avem n > m. Efectuind impéar-
firea si reprezentand cdtul prin

Yy pi” (@)t =l P:’z’—m (:E)
si restul prin

(244

PradEi L ek p'm (2),
avem, in domeniul originei, identitatile ,
(4) "+ P (@) g™+ ..+ pla (2)
=[ym'|‘P1 () gt o Ik py (37)]
[yn—m+ P'll (m) yn—mﬁ-i S p”n—m (x)]’

rer

() P71 (2) =0, p'3 (@) =0,..., p"'n (3) = 0.

1) Vezi teorema lui Weierstrass (§ 19).
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Din identificarea ambelor membre (4) rezultd cd coeficientii
1" (%),...5 p"nm (@) sunt serii intregi cari se anuleazd pentru
z =o. : :

Identitatile (5) formeaza conditiunile necesare si suficiente
ca polinomul ¢, (z, y) si fie divizibil cu polinomul ¢ (2, y). Ele
confin o infinitate de ecuafiuni, ce se obf{in egalind cu zero toli
coeficientii seriilor din membrul intiiu.

In rezumat, pentru ca seria P; («, y) si fie divizibila cu seria
P (=, y), definite de egalititile (1)si (2), este necesar si suficient
sd avem !

21 > L, V1>V
si ca polinomul de y, ¢, (z, y), si fie algebriceste divizibil cu poli-
nomul de y, @ (z, y).
Daca aceste conditiuni sunt implinite, avem in domeniul (o, o)

P, (2,y)
P (2,y)
Py(z,y) fiind o serie intreagi convergentd in domeniul con-
siderat.
21. Puncte singulare. Fie x=a, y=1b un punct singular al
functiunii f (2, y). Prin definitiune egalitatea
f(z: y) = P(w_a’ y__'b)
este imposibild in domeniul (a,b).
Se poate intdmpla sa existe o serie Py (z — a, y — b), care se
anuleaza in punctul (@, b) si astfel ca produsul
i(x7 y) PO (x——a, y_b)
sa fie olomorf in domeniul acestui punct, adici si avem
(1) f(z9) Po(z-—a,y—b) =P, (v—a, y—1);

de unde, pentru functiunea f(z, y), expresiunea

= P, (zy), 7

V) flay) = 1‘3; ((”f:f;’ Z:Z;

valabild in domeniul (@, b). Un asemenea punct se numeste punct
singular neesenfial.
Daci nu exista nici o serie Py(a—a, y—b) astfel ca egalitatea (1)
sd fie posibild, punctul (@, b) se numeste punct singular esenfial.
In cazul functiunilor uniforme de o singurd variabila nu
existd decat un singur tip de punct singular neesential, polul.
In cazul funcfiunilor uniforme de doui variabile, considerim
doud clase de puncte singulare neesentiale. Vom zice ca punctul
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singular (a, b) face parte din clasa I, daca Py(a, )% o. In acest
caz, | f (2, y) | poate deveni oricit de mare voim pentru. valori
destul de mici |2—a |, | y—b]|. Functiunea f (2, y) tinde. citre
unica valoare o, cand z tinde citre a $i y cétre b, oricare ar fi
drumul urmat de fiecare din aceste variabile.

Zicem atunci ca punctul (a, b) este un pol al functiunei.

Trebuie s& observim ci un pol al functiunei f(z, y) nu este
punct izolat de alte poluri, ¢i face parte dintr’un continuum de
poluri, céci un zero al seriei Py (=, y) face parte dintr’un continuum
de zeruri (§ 16). '

Vom zice c# punctul (a, b) face parte din clasa II, daca
P, (a, b) = o, tird ca seriile P (—a, y—b), Py (2 —a, y—1b) sa
aibd factor comun (ceeace se poate totdeauna presupune, supri-
mind din egalitatea (1) factorul comun, dacd existd).

In acest caz, cind z tinde catre a $1 y catre b, valoarea citre
care tinde funciiunea depinde de drumul urmat de fiecare din
variabilele #, y; intr'un mod mai precis, de limita citre care

: funcfiunea dar nu tinde citre o valoare
a

tinde raportul 7

determinata, finitd $au infinitd. Punctele de aceasti spetd sunt
puncte izolate, céci ele satisfac ambele ecuafiuni :
PO (ar b) =0, P—l'(a” b) =0

Exemple. - 1° Functiunea f (a, o ;+Z admite ca poluri

gramada nelimitata @ = Y5 0; iar punctul @ = y = o ca punct
singular neesential de —clasa II. Punand % = ¢, ea devine
functiune de variabila arbitrara ¢:

e
ey

care poate primi o infinitate de valori, reale sau complexe, cind
@ $i y tinde catre zero. '
2% Funcfiunea
1 _l_' 1
' 2ty @y
z =—Y¢
I (= 9) e
admite punctul 2 =y =0 ca punct singular ‘esential.
21. Functiuni implicite. Fie f(#, y) o functiune olomorfa in
domeniul unui’ punct @ = g, y =b, in care ea se anuleazi. Si
presupunem cd .y =b este o raddcini  simpla a ecuafiunei
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f(a, y) = o. Vom avea, in virtutea teoremei lui Weierstrass, in do-
meniul punctului (a, b), egalitatea

1) (2 y) =[y—b—(2—a) P(a—a)] P, (2—q, y—b),
P (z—a) fiind o serie intreagid convergentd in domeniul punctu-
lui 2 =a si P, (2—a, y—b) o serie intreagd convergenta in do-
meniul punctului (a,’b), care nu se anuleazi in acest punct. De
unde rezultd ci unica rddicini y a ecuatiunei

@ f(z,9) =o, |
care se reduce la b cind « tinde ciitre @ este exprimati prin seria
(3) y=b+(x—a)P(z—a)

convergenta intr'un cerc |a—a | =r. Daci aceastd serie se pre-
lungeste afari din cercul de convergenti, prelungirea sa satisface
ecuatiunea (2), in virtutea permanentii relatiunilor analitice )

Seria (3) este un element de funciiune analitica amplicitd,
definita de ecuatiunea (2). Fiecirei radicini simple a ecuatiu-
nei f(z, y) = o corespunde cate un element de functiune anali-
ticd. Functiunile implicite asd definite sunt ramurile unei func-
fiuni analitice  multiforme, cu un numér limitat sau nelimitat
de ramuri. J

Ne vom mirgini in cele ce urmeaza numai la cazul cand f(z, y)
este functiune rationald de z si y, adica la cazul functiunilor alge-
brice. ' k

CAPITOLUL IL

FUNCTIUNI ALGEBRICE.
22. Fie :
(1) . Ko y) =fola) y™ + h (=) g™+ .. A (2)
o functiune rationala intreagi de variabilele z, y de gradul g in
raport cu amandoua variabilele, coeficientii f, (2),. .., f. («) fiind
functiuni rationale si intregi de z. Sa considerdm ecuatiunea

(2) f (w: ?/2 =l
pe care o presupunem ireductibild, adici membrul intiiu nn se
descompune in factori, de grade mai mici, rationali si intregi in
~ La o valoare {initdi z care nu anuleazi coeficientul fo (&) co-
respund, pentru y, m valori finite yy; ys,.. ., Ym , in genere

1) 1. § 170.
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inegale. Trebuie si exceptdam valorile lui @ cari anuleazi diserimi-
nantul D (2) al ecuafiunei (2), adicd rezultanta eliminatiunei lui
y intre ecuatiunile

f(z,y)=0, ~-=o.

Ecuatiunea (2) fiind ireductibild, polinomul D (z) al carui
grad este mai mic sau egal cu u (© —1)nu poate fi identic nul ?);
prin urmare punctele z, ciror corespund valori egale pentru y
sunt in numar limitat §i prin urmare puncte izolate. '

Daca 2 coincide cu o ridécind a ecuatiunel f,(z) = o, una cel
putin din valerile corespunzitoare ale lui y este infinita. Daca

x = 0o, facem substitufiumea z’ =;§i reducem astfel studiul

radacinilor y in domeniul (2 = o) la studiul radacinilor ecua-
“tiunei transformate in domeniul punctului 2’ = o.

23. Fie # = a o valoare a lui @ diferitd de valorile exceptio-
nale considerate mai sus si fie

(3) Ol by
. o s S § .
valorile corespunzatoare ale lui y. Vom avea, in virtutea teoremei

asupra functiunilor implicite, in domeniul punctului z = a, m
elemente de functiune analitici:

(4) Yn = by +(z—a) Py (rv—a), (n = 1;2,..; m),

cari, pentru @=a, se reduc respectiv la valorile (3) si cari satis-
fac ecuafiunea (2). Fiecare din elementele (4) defineste o ramuri
a unei functiuni analitice y (), multiformd cu m ramuri, numiti
functiune algebricd- de . -

1) TFie intr’'un mod general, f (z, y) si fi(2, y) doud polinoame de z, y re-
spectiv de grade m si n, m>n si D (x) rezultatul eliminatiunei lui y intre
ecuatiunile f(z, ) = 0, fi(%, y) = 0. Daca D (z) = o, cele doud polinoame
au un divizor comun polinom de z, y. In adevar, aplicind operatiunile celui
maj mare comun divizor intre polinoamele f(z, y) si fi(x, y) ordonate dupi
puterile lui y, fie egalitdtile obtinute

f=hf Q+ fu
fi=rt Q. + I3
fe—1= fr Qr + fr+1,
fre = fr+1 Qrt+1 + D (2)
Dacd D (2) = o pentru orice valoare a lui @, rezulti ci polinemul fr+1
divide polinomul j si prin urmare divide polinoamele fr—1, ... f; §i /.
Polinomul f (2,y) ar admite asa dar ca divizor un polinom de un grad mai
mic ca m i prin urmare n’ar fi ireductibil, ceeace este contrar ipotezei.
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24. Calculul elementelor relative la un punct ordinar dat. Fie

=a o valoare a lui z si y=b o ridicina simpla a ecuat1une1
f (a,y) = o. Punand, pentru prescurtare,

“ : _ [ fay)

(1) Ai,]ﬁ == (W _;:(Ill
si {indnd seama c¢& Ay =f(a, b) =0, vom aved, in domeniul
punctului (z = a, y = b), dezvoltarea

Ho9) Al Ay =D+ ] Au(a-0252 Aoy D) Anly 02

in care coef1c1entul Ag; este, in virtutea ipotezei, diferit de zero.
Elementul care se reduce la b cﬁnd 2 tinde catre a este dat
de o serie de forma

(3) y—b= a; (a—a) + Oy (‘1’—““)2

ai cérei coeficienti
1 dn
[ S e
(d g% ) rT=a

sunt determinati de ecuapumle ]

of bf dJ

B3 1o ¥ 03f dy 0%f 'dy 2 of dy
b'L2 e e by dv dy? (ﬁ) dy d’r2

=—=0

in cari inlocuim z prin @ si y prin b adlca de ecuatiunile
Ap a + Ap = o
(4) l A @ + A a? + 24,0, + Ay =0

- -

Fiecarei rddacini simple a ecuatfiunei (a, y) = o corespund(_
o desvoltare de forma (3) ai cérei coeficienti se calculeazi in acelas
mod. Cercurile de convergentd ale acestor serii cu centrul comun
in punctul #=a pot coincide sau si fie diferite.

Prelungind fiecare element din aproape in aproape, obtinem
ramura corespunzatoare, care raméne olomorfa in orice arie ce.
nu contine nici un punct critic. ;

Observare. Daca coeficientii ecuatiunei (2) sunt reali s1 a,b
numere reale, b fiind ridicind simpld a ecuatiunei f(a, y) =o,
coeflclen'gu @n sunt reali; prin urmare elementul corespunzitor

= b+ (2—a) P (z—a) este real impreuni cu z.

Ezemplu. Fie ecuatiunea

Y3y +3x = o.
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Lui 2 = o corespund pentru y valorile distincte 0,]/3,—]/3.
Cele trei radacini y sunt dar functiuni olomorfe in domeniul z=o.
Pentru a obtine desvoltarile lor in acest domeniu, vom aplich seria

y 0 2
Y= Yo+ 1 x 127 +...
in care inlocuim y, respectiv prin 0,+ |/3 si v/, Y 0y -~ prin
valorile corespunzitoare ale derlvatelor scoase din ecuatiunea
data. Calculand primii termeni, obfinem

i Gl
yl=x—‘r§z3+§a:°—l—...

L el bty 1 135
Wore (B ginn s Ao gy yel Beke
y3=_ 3_1x i /_Vsz—iJ}:f' l 301/337—-.-

Rédacina a carei valoare initiala este egald cu zero nu contine
in desvoltarea sa decAt puteri impare a lui @; cici schimband z
in —a, una din radécini isi schimbé semnul, sau toate ist schimba
semnele. Cazul din urma insd nu este admisibil, deoarece riadaci-
nile fiind functiuni continue de z in domeniul z— 0, numai acea
rddacind i schimbd semnul care se anuleazi impreunid cu a.
Aceasta raddcind este o functiune impara de z.
25. Permutarea ramurilor in domeniul unui punct critic. S
examinam efectul produs asupra ramurilor functiunei y (2) cand z,
plecand dela un punct ordinar a, descrie

Y- o curbd inchisd in jurul unui punct critic
% fard a trece prin niciunul din punctele critice.
s Fie z=a un punct critic §i y=>b una din
= radacinile ecuatiunei f(a, y)=o. Putem in-

locui curba inchisd printr’un contur ele-
mentar echivalent, adicd printr'un drum
Fig. 1 - format dintr’un cerc foarte mic descris din
punctul a ca centru si dintr’o linie dreapta
sau curba care uneste punctul initial 2 cu un punct a al acestui
cerc (fig. 1).
Fie
(1) Yv Yoo -5 Ym

valorile ramurilor in punctul z, si

(2) Yia, Y2q:+ -+~ Yma
valorile ce primesc respectiv aceste ramuri in punctul « cénd z
descrie linia x, a.
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Dealungul cercului- (@) fiecare ramurs variazi intr'un mod
continuu. Si considerim ramura a cirei valoare in « este yia
Dupi ce z descrie cercul (a), revenind la punctul @, se poate in-
timpla ca aceastd ramura s regiseascii valoarea sa initiald sau nu.
In cazul intdiu ramura- consideratd este olomorfa in domeniul z=a
si descriind conturul elementar 2, a(a)a 2, regdsim valoarea initiald
Y1- In cazul al doilea, y;4 se schimba intr'una din celelalte va-
lori (2).

Fie y,, valoarea in care y;, se schimbd cAnd 2 descrie cercul
(a) in sensul pozitiv; acelas cerc descris in sens invers cu_valoa-
rea inifiala y,q va’ reproduce prin urmare pe %;4. Dacd descrim
cercul (@) in sensul pozitiv cu valoarea initiald 1,4, valoarea fi-
nald va fi diferita de cea inifiald; caci altfel, acest cerc descris
in sensul negativ ar schimba y,, in el insugi, pe cand, precum dm
vazut, in acest sens, yYsq se schimba in y,,'). Asd dar 9,4 se schimba
intr'una din celelalte radacini (2). Dacd yyq se schimbi in y,q,
atunci Y4 §1 Yoq se permuti intre ele cand 2z descrie cercul (a);
prin urmare y; si y, formeazi relativ la punctul @ un sistem cir-
cular. S& presupunem cé y,, se schimbd in y,,. Descriind cercul
(@) cu ysq ca valoare initiald, nu putem obtine ca valoare finala
DiCi Ygq Mici Yaqj cdei dacd ar fi agh, ar urma ca acelas cerc de-
scris in sens invers si ne dea in cazul intaiu y3a si in al doilea y;q,
pe cand valoarea finald trebuie s fie aceea care, cand cercul a fost
descris in sensul pozitiv, a dat pe yyq, adicd trebuie si obtinem
valoarea ¥,q; rezultd dar ¢ y;, se va schimba intr’una din can-
titatile (2) diferita de yoq §1 yaq. Daci y.q se schimbi in Y16,
atunci cele trei radacini ¥4, Yoq. yéa prin. urmare ¥y, Ys, Ys, for-
meazd un sistem circular relativ la punctul de ramificatiune a.

Continuénd in acelas mod, recuncastem ca dupa un numir
n de invartiri in jurul punctului a, n £ m, regisim in punctul 2,
valoarea initiala y;. Presupunind dar ci daci z descrie conturul
elementar considerat de n ori dupi rand si in acelas sens, y; se

schimba in y,, y, in y5... Yoy in y, §U Yn In yy, zicem cd ra-
murile ale caror valori in #, sunt respectiv Y1;-+ -5 Yn formeazi

relativ la punctul critic @ un ciclu sau un sistem circular de or-
dinul n. Punctul critic, relativ la un ciclu de ordinul n, se numeste
punct de ramificajiune de ordinul n—1.

Daca n < m, plecind dela %, cu “ma din radacinile ra-
mase, de exemplu y,.;, vom obtine, relativ la acelag punct de

) Doud valori initiale diferite nu pot duce in a« la o singurd valoare,
.edci a nu este punct critie,
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ramificatiune, un sistem circular format din n’ ramuri diferite de
cele precedente, n+n' 2 m, cte. ‘

Este evident ca tot ce am zis pAna aici se aplica la orice punct
de ramificatiune i ci ciclele formate de ramurile functiunei y (z)
nu depind dé punctul origind @, ci numai de punctul de ramifi-
cafiune considerat. Cand trecem dela un punct de ramificatiune
la altul, ramurile carise permuté intre ele sunt in genere diferite.
Putem dar enuntid propozitiunea urmitoare:

Cele m ramuri ale funcfiunii y (), definitd de ecuajiunea (1),
se grupeazd, relatiy la un punct critic oarecare, intr’unul sau mai
multe sisteme circulare, ale ciror ordine pot fi egale sau diferite,
dacd convenim a privi ca formdnd un ciclu de ordinul intdiu ra-
mura care se reproduce pe sine insd-si.

26. Determinarea ciclelor relative la un punct critic dat. Inainte
de a trata cazul general, voim si examindm doua cazuri simple.

1% Fie y = b o radacind multipld de ordinul n a ecuajiunei
f(a, y) = 0. Pastrand notatiunile de mai sus si presupunem ci
‘avem : I :

A =App= ... Agn1=0; ApFo, ApyFo.

Coeficientul A, Yind diferit de zero rezulti ci = — a este o
ridacind simpla a ecuatiunei f (2, b) = o. Privind dar = ca func-
fiune de y, vom aved, pentru ramura z care se reduce la a cind
y tinde citre b, o serie de forma

(1) z—a=(y—b)" [a+a (y—b) +a, (y—bP+...],

in care a 7 o. Extrigind réddcina n® a ambelor membre, obti-
nem :

ik
n

i 1
= 1 (y—0) +ﬁz(y—b)2+...;,31= aﬁq’:o

De unde, prin inversiune,

(z2—a)

: ox _ &
2) y—b=p(z—a)"+y(z—a)" +...;7l=ﬁi—1_

Punctul & = a este asa dar, relativ la radicina J=—-bian
punct de ramificatiune in jurul ciruia se permuti cele n ramuri

cari devin egale cu b, cAnd z tinde citre a. Aceste ramuri sunt
1

reprezentate prin seria (2), in care inlocuim radicalul (z—a)™
prin cele n valori de care este susceptibil; ele-formeazi un singur
sistem circular,

2%, Cazul cind ecuajiunea (1) ordonatd dupd putertle crescinde
ale lut a—a, y—b incepe cu un grup de termeni omogeni de gradul n.
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Fie : :
: - ;
(3) f(m,y)=_'[Am,(x_a)n-%A,H,l(m_a)w(y_b)+...+Aa,,(y-b)n]+...=o,
n.

Putem presupune ca coeficientul Ay, este diferit de zero. In
adevar, aplieAnd substitutiunea
z—a=az' +y, y—b =ﬁw‘"+ 7Y,
coeficientii a, ﬂ, y fiind supusi la unica conditiune
ay—FFo,
ecuatiunea (3) se transformi intr’o ecuatiune de acelas grad,

ordonatd dupé puterile lui 2’, ¥ in care grupul omogen de gradul
cel mai mic este n. Coeficientul lui y'* in acest grup fiind

1
;“[An,o 2 % An—i,] s S e Aon ')’n]:

este deajuns a da lui y o valoare care si nu anuleze parenteza.

precedenta.
Si revenim la ecuatiunea (3), in care vom presupune Ag, == 0
s1 sa facem substitufiunea

Syl
@ . i T
Ecuatiunea (3) va lua forma
(8). “Falz)*+ (@—a) fori (B +.. (z=a)" " fn(2)... =0,
fn (8), frt1 (3);... fiind polinoame de grade egale cu indicii lor.
Se poate intampla ca radacinile ecuafiunei
(6) fn (2) =0

si fie toate simple sau nu. S consideram mai intaiu cazul cand
radacinile ¢, ¢, ..., ¢, ale acestel ecuafiuni sunt toate simple.
Reprezentand prin ¢ una din ele, vom aved pentru elementul z
care se reduce la ¢ cand 2 tinde citre a, o serie de forma

z =g ftqda——a) ok ay(T=a)d 4
§1 prin urmare

(7) y—b =c(z—a) +a, (r—a)? +...

Fiecareia din radécinile ¢; (¢ =1, 2,... n) corespunde céte o
desvoltare analoagd cu cea precedentd. Cele n ramuri cari devin
egale cu b, cnd z tinde cétre @, sunt aga dar olomorfe in domeniul
punctului z = a. :

Fie acum z = ¢ o ridicind multipla de un ordin k-2 n-a ecua-
tiunei (6) ‘§i s& presupunem ca polinomul f,y¢ (2) nu coniine
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factorul z—e. Ordonand polinoamele f, (2); frts (2),... dupa pu-
terile crescande ale lui z—¢, ecuafiunea (5) va lua forma

(8) Afz—a)+ Ay (z—e)eH £, st Ak (z—o)"
A% ~+~a) [B + By(z—¢) +...] 4 ... =o,

primul coeficient A si primul coeficient B din parentezd fiind,
in virtutea ipotezei, diferili de zero. e
De unde rezulta desvoliarea

T—a — %(z—c)"‘—}—A' (2=e)icilot ot

§i, prin inversiune, :
2
z—c =0 (¢ —a)k +ay (x—a) « +...(a;7o0).
Prin urmare, pentru ramurile corespunzitoare Yy, avem des-

voltarea
I4-2

1

(9) y—b=c(z—a)+ o (a:—a) —l!c_ + o (x—a) Tk 4.

Fiecarei radacini multiple a ecuafiunei (6), corespunde cate
un grup de ramuri (y) forménd sisteme circulare compuse din
atatea ramuri cate unitdfi sunt in ordinul de multiplicitate al
radacinii. Asa dar cele n ramuri (y) cari se reduc la b pentru z=a,
se grupeazd in diferite sisteme circulare corespunzitoare radici-
nilor multiple ale ecuatiunei (6).

27. Cazul general. Metoda lui Puiseux '). Fie = a un punct
critic cdruia corespunde, intre alte rddicini, o radicind y=b de
ordinul n de multiplicitate. Ficand substitutiunea z = a + 2/,
y="b +y', ecuatiunea transformaté f (@ + 2’, b +'y’) = o va avea
pentru 2’ = o radacina y’' = o multipld de ordinul n. Ficand dar
in aceastd ecuajiune z'= o, exponentul termenului in y' de gra-
dul cel mai mic va fi n. Ecuatiunea transformata fiind ireducti-
bila in acelas timp cu ecuatiunea primitivi 2), va confine cel
pulin un termen in 2, A 2%, b >1 independent de ¥ si cel pu-
tin un termen in y’, independent de 2/, al cirui exponent in vir-
tutea ipotezei este n. Supriménd accentele si pasirand simbolul
{ pentru membrul intdiu, ecuafiunea ordonatid dupi puterile
crescande ale lui y va avea forma

(1) fley) =Azt + Al L f(Aja% +. . Dyt (Apa% .. )ybavt. ..
" i
S e B A +a2’53Aa,ﬂx Y ;

) V. Briot et Bouquet Fonctions doublement periodiques p. 42.
*) Dacdamavea f(a + 2',b + ¥) = @ (2, ¥') f. (2, y'), @ 5i f, polinoame de
@', y', ar urma s avem f (2, y) = @ (z—a, y — b) fi{& — a,y —b). Contraipotezei.
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in care parentezele fiind ordonate dupi puterile crescAnde ale
lui 2, exponentii a, a,, ... ai primilor termeni din fiecare din ele
sunt > 1 si exponentii # din ultima sum& sunt mai mari ca n.
In acelas timp coeficientul A al lui 2" si_coeficientul B a lui y*
sunt diferiti de zero. Voim si aratim ci cele n ramuri cari se a-
nuleazd impreund cu z, admit desvoltari in serii de forma

' ’ rr
y = aoml‘ + a; D + a, b e o i3

]

4, #'y... fiind numere pozitive, rafionale ce va trebui si deter-
minim,

Sé facem substitufiunea

(2) y =uak,

u fiind o noud variabild care nu se anuleaza pentru 2 = o. Ecua-
{iunea (1) va deveni - 3

B)Azt H (A +.. )zt BB By (xR BB
+(B+...)z™yn + 2 Agg e % Bu b _ . :

Variabila w fiind diferitd de zero pentru z — 0, si punem
u =ag + u, ay fiind o constantd diferitd de zero, ce va trebui
sd determinidm si u' o variabild care se anuleazi impreund cu z.
In virtutea acestei substitufiuni, termenii cari contin z la gradul
cel mai mic nu se pot afla decat printre cei urmatori

Az" A, 2Bt By By A, 2% TPy (S S Baliipr.
Daca facem sa creasca u dela zero, exponentii lui «

(4) h7 a1+ﬁ1 My a2‘+/32 M, "'3‘n/'f’
afard de cel dintaiu care este constant, cresc necontenit si cu

atadt mai repede cu cdt multiplicatorul lui {1 este mai mare, Do
unde rezultd, tinAnd seama de inegalititile

it e e T

cd pentru valori destul de mari ale lui g, unul oarecare din nume-
rele (4) poate intrece pe toate cele cari il preced. Insd pentru p
foarte mic, n u este cel mai mic numir, prin urmare ficind sa
creascd 4 dela zero, intr’un mod continuu, vom intilni neapirat
o valoare s = y; pentru care n u va deveni egal cu unul sau mai
multe din numerele (4). Fie

a +Bilty &y +Biy .. (Bi<Biy<...<n)
numerele cu cari nu devine egal; vom avea, pentru y = y,
artPiti=ay+Bpy=...=n pu.

3 DAVID EMMANUEL
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De unde 5 iy
. = n —ﬁi

Facand acum g sa creascd dela p,, numarul a; + f; u, care
creste mai incet decit numerele situate la dreapta lui, va deveni
mai mic decidt numerele a; + B u,..., ny cu cari a fost egal
pentru 4 = u;. Fie 4 = py > g, cea dintdiu valoare ce intilnim
pentru care a@; + f; p devine egal cu unul sau cu mai multe din
numerele (4) ramase. Fie a; + i u cel mai de la stinga din a-
ceste numere; vom aved, pentru g = Uy,

ar + Bi pa= 1t P plo = - = a;i + Bi s,
B < Bru<< -.-< B
De unde :
L a; — ay 2
= ﬂi _.B/i

Continudm in acelag mod pind ce printre numerele cele mai
mici se giseste numirul . Introducem astfel succesiv acele va-
lori ale lui # pentru cari douid sau mai multe din numerele (4)
sunt egale intre ele si mai mici decat toate cele ramase. Toate
aceste valori ale lug p sunt numere rajionale.

28. Repreziniare geomeiricd care faciliteazd determinarea nu-
merelor p. S3 consideraim doudi axe rectangulare 0 a, 08 si sa
fixam punctele ale ciror coordonate (a, f) sunt exponentii ter-
menilor consideratli mai sus, anume

(5) (hr O): (al’ 181) (a"b ﬁ2)s- =) (Oa n)'

Cu modul acesta fieciruia din acei termeni ai ecuafiunel
date corespunde cate unul din punctele (3).
Printr’unul din aceste puncte (a;, ;) sd ducem dreapta
4
Y—fi= P (X—a),

avand — — drept coeficient unghiular ; abscisa la origind a acestei

drepte este Gl B

numir care coincide cu gradul termenului corespunzator acestui
punct. De aci rezultd cd dacd prin toate punctele (@, f) ducem

drepte paralele cu direcfiunea — o7 punctele cari se afla pe acelas
dreaptd reprezintd termeni de acelag grad §i cd dreptei a carei
abscisd la origind este cea mai micd corespund termeni de gradul

cel mai miec.
Prin urmare dreapta care confine cel pufin doud puncte (a, f)
si care lasd deasupra sa (de partea opusad cu origina) toate punc-
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tele cari nu se afla pe dansa, d3 un grup omogen de termeni de
gradul cel mai mic.

Din ceeace precede rezultd modul cum putem determind va-
lorile ce se cuvin si luim pentru y.

Prin punctul (o, n) s& ne inchipuim o dreapta care coincide
mai intdiu cu axa 08 si care se Invérteste in jurul acestui punct
in sensul axei 0o, pani ce intal-
neste unul sau mai multe din &l
punctele (5). In jurul ultimului
punct sa facem sa se invarteascs .
dreapta in acelas sens, péna ce va
intélni unul sau mai multe puncte
rimase. Continudm astfel pana ce
dreaptava trece prin punctul (h,0),
Forméim cu modul acesta o linie
poligonala convexi, cu convexite-
tea spre origine. Fiecare dinlatu- 0
rile poligonului prelungita lasi de
partea opusad originei toate cele- .
lalte puncte. Valorile ciutate ale lui & vor fi dar ingersii coefi-
cienjilor unghiulari, cu semnele schimbate, ai laturilor poligonului
considerat. :

S& considerim una din aceste laturi, si fie (fig. 2)

(ai, ﬂi)} (ain ﬂix)v < (ak’ lgk)

grupul de puncte situate pe aceasta laturd, dispuse dela 08 spre
0.0, adica Bi> ,3,">... bl
Valoarea coeficientului © va fi

Fig. 2

a a a :
6 i e A N SR B e
©) S Bam 8, P

g

e fiind o fracfiune ireductibils.

Pentru aceasta valoare a lui #, substitutiunea (2) devine

; a4
(7) y=uzP =uzg1, g=30,

Ecuatiunea (1) sau (3) va lua forma

8) AP 4 (A .. oPutaBiyf g
T(B+...) 2" ur 4 3 Agp o'PataB B,

Grupand impreuns termeni corespunzitori laturii considerate

i al céror grad

PO + gfi = pai, +¢Bi, = ... = pa + ¢fs
3.
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este mai mic decAt al tuturor celorlalti termeni, ecuatiunea pre-
cedentd se va puted scrie, dupd suprimarea lui a'Peitabi

9) Aufit A, wbur . .4+ A, ué"—k z' @ (2, u) =o,
¢ (¢, u) fiind un polinom de 2’ si w. Ficand 2’ =o si suprimand
factorul uPr?) obtinem ecuafiunea

(10) A; uPiPr 4 A, wbiBe .4+ Ay=o,

care ne da, pentru u, B; — Bk valori finite i diferite de zero. Pen-
tru valori 2 vecine cu zero, ecuatiunea (9) va admite dar Bi—Px

raddcini infinit vecine respectiv cu ridacinile ecuafiunii (10)
a
(§ 17); y = a, @ va fi, pentru @ veein cu zero, 0 ridacina apro-

piatd a ecuatiunei (1), adlca primul termen al desvoltirei in serie
a unei ramure a funcfiunei y (z) 2). Prin urmare latura ale cérei
extremitati au ordonatele fB;, f; da primul termen al desvoltarei
in serie a f;—B ramuri. '

De unde concluziunea urmatoare:

Fiecirei laturi a poligonului corespunde primul termen al desyol-
tdrei in serie a atdiqy ramuri ale funcfiunei y (), cdte unitajt sunt
in diferenja dintre ordonatele extremitdfilor sale.

Suma acestor diferente fiind egala cu n, rezulta ca totalitatea
laturilor da primul termen al desvolidrei in serie a acelor n ramurt
cari se anuleazd in punctul = o.- ]

In virtutea ecuatiunilor (6) putem scrie

(11) {5i'—ﬂk=lp: By — Bk = 4 P,

Op—0; = A qy, O — Gy =5 G =+

4, Jy fiind numere intregi pozitive. Punénd

(12) ' up = g,
ecuatiunea (10) devine
(13) Aioh+ Ay vh+ o+ Ag=0

La o radicing simpld ¢ = ¢, a acestei ecuatiuni, vor corespunde
ecuatiunei (10) p riadicini simple date de ecuatiunea (12) in care
inlocuim ¢ prin 9.

Fie ay una din aceste raddcini; cele p radacini vor putea fi

reprezentate prin

2q . 4 2 1)q.
(1) ¥ o i (p—1) e
ay, @ =ayeP o aeeb e Ty = gge
A 1) Nu {inem seama de solutiunea u = o, cdci se cautd pentru u numai

valori finite si diferite de zero (§ 24).
?) Posibilitatea acestei desvoltari va fi stabilitd prm prezenta teorema.
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Prin urmare in domeniul lui &’ = o, ecuatiunea (9) va admite
p solutiuni de forma

we = a™ + 2’ Pp(a'); (k=o0,1,...,p—1)

carora vor corespunde ecuatfiunei (1), in domeniul Iui = =90, p
solutiuni de forma

a el e :
(14) yp==x P [ao"") +z PPy (x”)]’ {k=0,4 0 p=1)
-4
Daca « descrie un cerc in jurul lui 2 = o, termenul q, 2”
29 i, a 4
devine @y e? P = @’V 2P, termenul a4V 2P se schimbi in
5 . LS ; K4
a® zP,..., termenul g, P 2P se schimbd in a, 2P ; adica
termenii principali
; LA [} a
(15) Gy 2P, agt gk L g (1) D
ai seriilor (14) formeazi un sistem circular. In acelas timp yx se
schimba in
3
29, q 2iw 1 (21’.7; 1
ot g £ i, (5]
el P [ao()—!—.ep 2P PrlePar
. [ Mot g L (2= 1]
= Eh, ao(k-H) e P zP Pple? gP)],

Inséd yj trebuind si se schimbe intr'una din solutiunile y,
Y1>-+-» Yp—1 nu se poate schimba decat in y,41. In adevir,
sd presupunem cd y; se schimba in y,y1, h £ k; va trebui si
avem :

1z ( 1_) D L (M ik
apg™ ) L gp Py \gPp) = gt+) L o @ &P Pyite e xp),

sau

1 [ 2 (g+1) e (21'7; 1 ( 1 ]
2 | e = = 23
aO(h+1) —ao(]",'i) = P e B P/\' eb xp)_ Ph+1 mp) ;

egalitate imposibila, cici membrul intiiu este o constanti di-
ferita de zero §i membrul al doilea tinde citre zero impreuni cu
z. Trebuie dar sa avem h = £k, si in acelag timp identitatea

( 1) 2 (q+1) e (2(,; 1)'
s ; 2ig 1°
Peky \pn )= ¢.p Prler zr),

adicd y; se schimba in y;44. Asa dar ramurile Yos Y1se-» Yp1 for-
meazd un singur sistem circular si se prezintd in ordinea in care
se permutd valorile lor principale (15).
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Cele p ramuri considerate se pot reprezentd pnntro sin -

gurd serie.
9 a+1 7+2
(16) Yy=a,r? +AzP +tA,zP 4.

i :
in care se dd lui z? cele p valori de care este susceptibil.
Astfel, la fiecare rdddcind simpli ¢ a ecuafiunet (13), cores-
punde ecuajiunei (1) un sistem circular de p ramuri de forma (16).
- Dacéi toate radicinile ecuatiunei (13) sunt simple vor cores-
punde ecuatiunei (1) 2p = f; — fi ramuri de forma (16), for-
ménd 7 sisteme circulare de cAte p ramuri. Ramurile corespunzi-
toare laturei considerate sunt astfel separate de la prima aproxi-
matiune. Toate aceste ramuri sunt in raport cu x de acelas ordin

infinitezimal ')
P

. S& presupunem ci ¢ = ¢, este o riddcini multipli de ordinul
n' (n' £13) ') a ecuafiunei (13); fiecare din raddcinile ecuatiunei
2qk iy
(12) in care inlocuim ¢ prin ¢,, adiciay e ? ,(k =0,1,..., p—1)
este rddacind multipli de acelas ordin a ecuatiunei (10);
in. domeniul lui 2'%= o, ecuafiunea (9) va admite dar cate
n' radécini u infinit vecine respectiv cu fiecare din ele. Prin ur-
mare ecuafiunea (1) va admite, pentru z vecin cu zero, cite n’
rddécini y a caror valoare principala este
20kig g

age P zP (k=01,...,p—1).

Sa cautim a separda ramurile corespunzitoare. Plecind, de
exemplu, dela rddécina gy, si punem in ecuatiunea (9) g

(17) u=a +y;
ea se va transforma intr’o ecuafiune
(18) hule, y) =0 - .

care, peniru 2z’ = o, admite o ridicinid y = o multipla de or-
dinul n'. Acestei ecuatiuni vom aplica aceeag metodd ca ecua-
fiunei (1). Daca ecuatiunile analoage cu ecuatiunea (13) au numai

') Se poate intdmpla si avem n’= 1 =4 p = n; prin urmare p = 1. Ega-
litatea fi — fr = A p devine B; — B = n; de unde, in virtutea formulelor
(11), rezulta egalitatea f; = n, fi; = o, @; = 0, 4, = ng. Poligonul se reduce
la o singurd laturd ale carei extremititi sunt puuctele (0, n) (ng, o).

Ecuaiiunea (9) ia forma

Ai (u—ag)n + 2@ (z,u) =0

si cele n radacini infinit mici y au acelas termen principal a, 27 .
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radacini simple, cele n’ ramuri cari se anuleazi impreuna cu a’
se vor grupd in sisteme circulare dela cea dintdiu aproxima-

{iune.
Fie
9 a'+1 a'+2
(19) ¥ ey P Bl L B P

unul din aceste sisteme circulare compus din p’ ramuri. Acestui
sistem (y') corespunde sistemul circular

(20) y=uz?=(a + y)ar
7 rm’+<1’ ap'+g'+1
=ay,z? + a z PP +Bz o P e e

cuprinzénd pp’ ramuri. In adevir, cAnd z se invarteste in jurul
. X )
lui # = o, primul termen ayz ¥ primeste p valori diferite; dupa p

invartiri primul termen isi reid valoarea initiald, pe cénd cel
2¢' 17

d’al doilea se reproduce mulnphcat cu eqp_ Aga dar este nece-

sar ca  sd se invarteascd de pp’ ori in jurul lui = o pentru ca cei

dintaiu doi termeni (20) sa se reproducd simultan. Toti ceilalfi

termeni se reproduc in acelas caz. Expresmnea (20) reprezinta

dar un sistem circular (y) compus din pp’ ramuri.

Daca cele n' ramuri (y'), cari se anuleazii pentru 2’ = 0, nu se
separd in sisteme circulare dela cea dintdiu aproximatiune, vom
repetd operatiunile de mai sus si vom continud in acelas mod
pdnd ce vom ajunge la o ecuajiune f4 (2 y*)=o0, pentru care
ecuatiunile analoage cu (13) au toate radicinile lor simple. Ob-
tinand astfel separatiunea sistemelor circulare ale ecuatiunei f, =o,
deducem separatiunea in sisteme circulare ale ramurilor y(z)
definite de' ecuatiunea propusi (1).

Seria de operafiuni se termini neapirat. In adevir, numérul
n' (ordinul de multiplicitate al radicinei Y= corespunziitoare
lui 2 = o0 in ecuatiunea (18)) fiind £ 1 -1 p, va fi £ n. Dupa
a doua operatiune daci va fi nevoie, ecuaiiunea "(18) va fi inlo-
cuitd printr’o ecuafiune analoagi avand o radicini ¥y = o mul-
tiplda de un ordin n'' £ n/, ete.

Avem astfel un sir de numere intregi pozitive n,n’, n’,...
cari nu cresc. Dacd nici unul din aceste numere nu este egal cu
1, va trebui ca incepand dela un rang incolo, aceste numere si
fie egale intre ele. Sa presupunem, pentru a fixa ideile, ci ele
sunt egale dela cel d’al doilea, adicdi n’ =n"" =... Fie (a, Bi)
(az, B1) exponentii lui (¢, y) cari in ecuafiunea (18) au acelas rol
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ca exponentii (a;f:), (@, Pr) in ecuatiunea (1). Deasemenea
4" are rolul lui 1. Egalitatea n'’ = n’, trage dupi sine egalititile
p' =1, B8i=n, /3;:= 0, aj=o0, aj= f7iq'=n'q

si linia poligonald corespunzitoare se reduce la o singuri laturd

avand extremitatile (o, n'), (n'q’, 0). Cele n' ramuri ale ecualiunii

(18), cari se anuleazi impreund cu a’, vor aved acelas termen

principal ¥
g’

a 7,

@, fiind radacina multipla de ordinul n’ a ecuatiunei analoage

cu ecuaiiunea (13) si vor puted fi reprezintate prin expresiunea
(21) yi=a%a+ yi) (G=1,2,...,70)

7

i tinzand citre zero impreuni cu 2’
Fécand in (18) substitufiunea

(22) Yy =a' (a,+y"), X
obtinem o ecuatiune 7
(23) i f2(=',y") =0 -
L3

intre 'siy"’, cdreia prin ipotezd se aplicd concluziuni identice ca
ecuatiunei (18), adica cele n”’=n' ramuri (y”), cari se anuleaza
cu ', vor aved acelas termen principal a,2'?" si prin urmare
cele n’ ramuri (y) corespunzitoare vor aved aceiasi primi doi
termeni in desvoltarea lor si vor putei fi reprezintate prin

y: =a1a;’q' +$'Q'+‘]” [a2 + Pi(xl) ],7 (L :1,2, i n').

Continuénd in acelas mod, recunoastem, deoarece prin ipo-
tezd seria operatiunilor nu se termind, ca cele n’ ramuri (y’) con-
siderate sunt reprezintate printr'o singurd serie intreagd de 2’

(24 y'=7(2) ‘ ‘
Suindu-ne la substitujiunea (2) (§28), in care -inlocuim u
prin valoarea sa (17), obfinem expresiunea
Loand
Y, =[a+F(2) ]2 = [ao-l-f’(a:;)]zz, (i=1,2..,n")
care re};rezinté n' ramuri (y) corespunzitoare la ac:zea.; valoare

a lui @” si prin urmare pn ramuri, daca dam lui 27 cele p va-
lori ale sale. Prin urmare cate n' din valorile y (z) considerate
coincid intr’o infinitate de puncte in domeniul lui z = 0; ceeace
este imposibil, cdci punctele in cari douii sau mai multe ramuri
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au aceeas valoare sunt puncte izolate, ecuatiunea (1) fiind ire-
ductibila 1). :

In rezumat din teorema precedentd rezultd cd ramurile y (z)
cart devin egale cu un numdr b intr’un punct de ramificajiune x =a,
se grupeazd in unul sauw mai multe sisieme circulare si cé ramurile
aceluias sistem sunt reprezintale prinir’o serie unicd de forma

' L o1

(25) y—b=ay(z—a)? +a(2—a) P +...,

p reprezinidnd numdrul ramurtlor sistemului, care poate fi egal
cu 1, si g fiind un numdr intreg > 1 si. prim cu p.
29. Valori finite ale lut z pentru cari y devine infinit. Fie

(1) (@:y) =fo(2)y™ +H(2)Y™ " +. .. +fm(2) =0

ecuatiunea datd §i # = a o valoare a lui 2 care anuleazi primul
coeficient fo (2). In punctul z=a una cel putin din ramurile y
devine infinita. Sa presupunem intr'un mod general ci cei dintai
n coeficienti fo(2),fi(2),...,fa_1(z) se anuleazi pentru =z=a si
fn(a)5%0; n ramuri y vor deveni infinite. Sa facem substitu-
flunea

|
2 : =
(2) 455
ecuatiunea transformata
(3) fi(z,y') =o

va avea pentru x=a, n radicini y'=o. Cele n ramuri y'(z)
cari se anuleazi in punctul @z=a, se grupeazi, in domeniul
acestui punct, intr’unul sau mai multe sisteme circulare. Fie
LA £ pi

(% y'=(e—a)? P[(e—a)? |, P(s—a)? |omarto,

unul din aceste sisteme. De unde rezulta
S L :
(0) y=(¢—a) PP [(z—a)"], P[(z—a)?P].ouzt0,
1

P, fiind o serie intreagd de (z—a)? convergentd intr’un cerc cu
centrul In @ si trecand prin punctul critic cel mai apropiat. 7

Asa dar ramurile cari devin infinite se grupeazi si ele in-
tr’'unul sau mai multe sisteme circulare, ramurile unui sistem

) Daca exponentii n, n’... ar fi egali-dela cel dint4iu, cele n ramuri cari
se anuleazd in punctul & = o ar coincide; ecuatiunea propusd ar fi reducti-
bilad, de forma

n
ly—2P(@)]" fiz,y)=0, filo,0'50
P (2) si fi(z, y) fiind polinoame.
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filnd reprezintate printr’o serie de forma (5) in care numdrul ter-
menilor cu exponenji negativi este limitat. Punctul a se zice pol de
ordinul ¢ al ramurilor cari compun sistemul circular dat. Daca
p=1, ramura corespunzitoare este uniformd in domeniul punc-
tului @ si acest punct este atunci un pol ordinar al ramurei. Daca
p>1, punctul a este pol §i punct de ramificatiune in acelas timp
pentru ramurile sistemului, sau sistemelor corespunzitoare.

30. In fine, mai riméane de examinat cum se comportd ramu-
rile y (2) in domeniul punctului #=00. Pentru aceasta, ficand
substitutiunea :

) 1
(6) / xr = ?7
suntem condusi a studid ramurile definite de ecuatiunea transfor-
mata - ~ .
(7) ¢ (2, y) = o,

in domeniul lui 2" = o.
O solufiune a acestei ecuatiuni, in domeniul lui 2’ = o, va fi

de una din formele

pot e el e
y=b+a:"'P(a:’ ")sau y=a' pP(z' R),

dupd cum 2'=o0 nu este pol sau este pol al ramurei considerate,
presupusi ca facdnd parte dintr’un sistem circular de p ramuri
in cari p poate fi egal cu 1.

Revenind la variabila z, ramurile unui sistem circular compus
din p ramuri, in domeniul punctului =00, vor fi reprezintate
printr’o serie avidnd una din formele

q 1 E
®) y=b+z "(A+Ax P4 Ag "+...),
sau
a =t 2oy
(9) ‘y=:c"(A+A1z P 1A "+...).

Forma din urm& corespunde cazului cand o = oo este un pol
de ordinul ¢ al ramurilor cari compun sistemul circular considerat.

Numdrul termenilor cu exponenfi pozitivi in aceastd serie este
mdrginit.

31. Din tot studiul precedent rezultd ci o funcfiune algebricd
este o funcfiune analiticd multiformd cu un numdr marginit de ramurt,
neavdnd in tot planul variabilei, inclusiy punctul dela oo, alte sin-
gularitifi decdt poluri gi puncte de ramificagiune. Aceste proprietéti
sunt caracteristice functiunilor algebrice, adici:

5
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Teoremd. Orice funcfiune analiticd
y=1f(z), .
multiformd cu un numdr limitat de ramurt, care, in tot planul, inclu-
sip punctul 0, n'are alte singularitifi decdt polurt st puncte de rami-
ficafiune satisface o ecuatiune algebricé. '
: iz ) =0,
F (z, y) fiind un polinom in z si y.
In adevar, fie

(10) yl? Yoy oy yln

valorile functiunei y.= f (2) intr’un punct z oarecare.
Sa consideram functiunile simetrice

(11) thZyl Yoo 2 Y1 Yg o Y,
formate respectiv cu suma valorilor (10), cu- suma produselor lor
doua cate doua, ete.

- In domeniul unui punct ordinar, fiecare ramurd fiind funcfiune
uniformi de =, functiunile (11) sunt func{iuni uniforme in acé]a§
domeniu. ' , :

In domeniul unui punct critic — fie ci in acest punct ramurile
sunt finite, fie ¢& unele din ele admit acest punct ca pol — ramu-
rile cari fac parte din acelas sistem circular se permutd intre ele,
cand z se invarteste in jﬁrul acelui punct. De unde rezulti ci orice
functiune simetrici formatd cu aceste ramuri, reid valoarea ini-
tiala cand 2 revine la punctul de plecare i prin urmare este o func-
tiune uniformad de z im domeniul considerat. Aceeas concluziune
se aplica punctului z = oo.

Expresiunile (11) sunt prin urmare functiuni analitice unifome
neavand in tot planul (z), inclusiv punctul z = ®, alte singula-
ritdfi decat poluri. Ele sunt aga dar functiuni rationale de .

Reprezintédndu-le prin

~1(2), Y2 (2)s. . ., (~1)"pn(a),
cele m valori (10) vor fi radécini ale ecuafiunei
(12) " g™+ (@) g™+ (@) g2+ .. Fya(2)= o,

care defineste functiunea algebrica y (). q. e. d‘.

32. Teoremd. Polul unei ramure a ecuafiunei algebrice 1)
(L) Fz, y) =y™+f (@)y™' +f2 (2) y"2+. .. +fms(2) y+fun=o0,
este pol cel pujin al unuia din coeficienyii ecuatiunei si vice-versa,

. :

!) Adicd a functiunii y (z) definitd de F (z,y) = o.
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un pol al unui coeficient este pol cel puin al uneia din ramurile func-
fluner.
"~ Fie y, ramura care admite punctul @ ca pol. Sa scrim
(2) F(z, y) =(y-y) [y +01 (2) "2+ +oms(2)y +@ms(2) |;
de unde rézulté, prin identificarea ecuatiunilor (1) si (2), egalitatile
urmatoare:

fm(2) =—419m—1(2),
fm—1(2) —“yl‘Pm—Z(‘L) +<77m-1( z),

(3) ]
| ‘ @) =—4172(2) +9a(2),
hi(2) =—y1 +¢u().
Prin ipoteza y, (@) = 0o ; rezultd fn(a) = oo, afard daca gn_i()
admite & =a ca zero de un ordin cel putin egal cu ordinul
polului ramurei y; (2). In acest caz, avem

@ =—1y(a)pa
f@ =—yi(a)p@
si, in virtutea ‘aceluiag rationament, rezultd fn._, (@) = o sau

Qm —2 (a) =0, cel putin de acelas ordm ca mai sus, etc. Daca
toate functiunile :

(pﬁf_‘_ﬁ Pm—2 (2),. . ., P2 (.CC)
au a ca zero de ordinul mentionat, rezulid egalitatea

f1 (@) =—u:(a),
prin urmare f, () are acelas pol ca y; (g:)

Reciproca teoremei este evidentd, cdci dacd, de exemplu, coe-
ficientul f () are polul & = @, unul cel putin din termenii sumei
Z Yy Ys... yr devine infinit pentru @ = @ s§i, prin urmare una
cel putin din radacinile y;, ¥,,..., yan devine infinitd pentru
aceasta valoare a lui =.

33. Funcjiunea algebricd definitd de o ecuajiune ireductibild -este
monogend in sensul lur Wererstrass 1).

Fie S Z
(1) : 1z, y) =o

o ecuafiune algebrica ireductibila de gradul m in y si
(2) Y1(o), Y2(@0); - - -5 Ym(%o)

valorile ramurilor intr’un punct @, diferit de un punct critic. Daca
z, plecand dela punctul g, descrie o curbd inchisi, una oarecare

1) Adicd doud elemente oarecari se pot deduce unul din celalt prin pre-
lungire analitica. -
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din rédicinile (2) se reproduce, sau se schimba intr'una din cele-
lalte radacini. Voim sd ardtim c#, oricare ar fi valoarea inifiala a
ramurei corespunzitoare punctului z,, existd drumuriinchise astfel
ca valoarea finald sé fie una oarecare din rdddcinile (2), datd dupd
vote.

In adevar, si presupunem ci oricare ar fi drumul inchis, care
plecind dela z, reviné la a,, nu obfinem decit o parte din rada-
cinile (2): Y1, Yoy.-+5 Yu (n < m). Este evident ci in acest caz,
ridicinile ¥y, ¥s,. .., yonu pot decdt sa se permute intre ele cand
x descrie o curba inchisa oarecare. De altd parte, aceste radécini,
ca ramuri ale unei functiuni algebrice, n’au alte singularitati decét
un nimir limitat de poluri si de puncte de ramificafiune, prin ur-
mare ele satisfac o ecuafiune algebricid

(3) (s, y) =o - :

de gradul nin y. Ecuatiunea (1) admiténd, oricare ar fi valoarea
lui @, toate radacinile ecuafiunei (3), rezultd ¢d polinomul f (z, y)
este divizibil cu polinomul ¢ (z, y); ceeace este in contrazicere cu
ipoteza ci ecuatiunea (1) este ireductibila. i
Vice-versa. Daca plecAnd dela punctul z, cu radacina y; ()
de exemplu, putem, prin drumuri inchise convenabile, sa obtinem
toate riadicinile (2), ecuatiunea consideratd (1) este ireductibila.
In adevar, sa presupunem ca f (z, y) contine ca factor un polinom
@ (2, y) de un grad n < m §i fie y;(2g),. .., Yu (%) cele n radacini
ale ecuatiunel @ (2, y) = o. Este evident ca daca plecam dela punc-
tul 2, cu radacina y; (%) ca valoare initiald, nu vom puted obtine
ca valoare finala decit una din radacinile acestei ecuatiuni, oricare
ar fi drumul descris de @: ceeace este contra ipotezei. Ecuatiunea
(1) este asadar ireductibilda. Polinomul f(z, y) este dar ireducti-
bil, sau o putere a unui polinom ireductibil.
34. Obsergdri. 1° 83 ne inchipuim fixate toate punctele de ra-
mificafiune ale functiunei y () si construite contururile elemen-
tare corespunzitoare, origina fiind un punct z, dat, astfel ca a-
ceste contururi si nu se taie intre ele. Sa 1fe inchipuim deaseme-
nea determinate ciclele relative la fiecare punct de ramificatiune.
Sa presupunem acum ca plecand dela 7, cu una din valorile cores-
punzatoare y (z,) ca valoare initiald, descriem o. curbd inchisia C
care nu trece prin nici un punct de ramificajiune. Cum obfinem
“valoarea sa finala? Pentru aceasta, considerim contururile elemen-
tare cari prin succesiunea lor formeazi un drum echivalent cu C.
Valoarea finald ce objinem, dupi ce z descrie aceste contururi
elementare, este valoarea cautatd. Dacd C se tae pe sine insusi,
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inconjurdand mai de multe ori un punct de ramificatiune, conturul
elementar corespunzitor va fi descris, in sensul convenabil, de ace-
lag numér de ori. '

2°. Daca limitdm  planul (z) prin tieturi ficute dela fiecare
punct de ramificatiune pana la oo, astfel ca ele s& nu se intalneasca,
fiecare ramurd este funcfiune uniformi in acest plan.

CAPITOLUL III.

EXEMPLE DE FUNCTIUNI ALGEBRICE.

35. I. Fie ecuatiunea
1) Yy —3y-tz=—0,

Valorile lui , cirora corespund radacini egale, sunt date de
ecuatiunea '

@ A4, ’
adicd 2=+42. Lui =2 corespunde ridicina simplda y=—2 si

radacina dubld y=1~Lui 2= —2 corespund rid%cini egale si de
semne contrarii cu acestea. Py

Si examinim cum se comporti ramurile in domeniul lui z—=2.’
Ramura y, care devine egala cu—2, este olomorfa; ea este data
de seria ;

1 222

Pentru a obfine desvoltarea ramurilor cari devin egale cu 1,
sd mutdm origina in punctul #=2, y=1, punind '
: z=2'42, y=y +1.
Ecuatiunea (1) devine
(4) Y2 +3y?ta’=o;
cele doud ramuri y', “ cari se anuleazi pentru @’=o0, se pot obfine
efectuénd inversiunea seriei

(2R r o

1 AL -\ 1 S L
2'=]/"3y (1+%)T= V=3y (1 +%%+- : )

1) TR 21 an (@—2)n
1 (dn Y
an = 2l \d an ;:2_2
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de unde rezulta

(5) (et 1 Ii 1 I+
y'—[/_"Tgxz-i_i—Sx
Revenind la variabilele initiale, avem
6 =1+ : =% o+ L 2) +
() Y= ,l/—-_g(il ) T8($— ) o

Punctul # = 2 este asadar un punct de ramificatiune, in jurul
ciruid se permutd cele doud ramuri considerate. -

In mod analog, gisim, relativ la punctul 2 = — 2, ramura
‘olomorfa :
e D AR N
Y= —g (x )—3—.9? (-'E Y

si cele doud ramuri, cari devin egale intre ele, reprezintate prin’
seria

e 20
=—1+—— P 2)4....

Sa alegem ca origind a contururilor elementare punctul @ = o,
cdruia corespund radécinile simple

y,"=0, Ye=13, Y=—1/3-

Acestor ridacini corespund respectiv ramurile olomorfe

x 1 :
yl =3_j'_3T x3+aa:°+...
o V3
(9) y2= / —%_W x2+....
&£ -l/
y3=—1/§—~€+_733 o S

S& examinim cum se comportd aceste ramuri cind z descrie
conturul (0, 2) sau (0, — 2). :

Radicinile ecuatiunii (1) fiind reale pentru valorile reale z cu-
prinse in intervalul (— 2, 4 2), rezultd ci ramurile (9) sunt reale
dealungul segmentului (— 2, 2) al axei reale. Ramurile y; §i y,
fiind pozitive pentru z pozitiv §i foarte mic, pastreaza acelag semn
in intervalul (0, 2), pe cAnd ramura y; este negativi in acest inter-
val. De unde rezultd ca « descriind conturul elementar (0, 2), ra-
murile y; §i Y, se permutd intre ele, iar ramura y, se reproduce.
Dealungul segmentului (0, —2), ramurile y, si y, sunt negative,
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lar ramura y, este pozitivd; conchidem c& conturul (0, —2) per-
mutd ramurile y;, y; §i reproduce ramura ys,.

Din cele ce preced rezultd c& conturul (0, 2) urmat de conturul
(0, — 2) schimbi y,° in 9,9 y° in y% y in 2,0

Aceleasi contururi descrise in ordmea inversd, schimba y% in
Y% ¥% in 1% y,*in y;°.

Punctul # = oo este un punct de ramificatiune, in jurul ciruia
se permutd cele trei ramuri cari devin infinite in acest punct. Cici
punind

ecuatiunea (1) devine
yr3_3.xl y/2 +-’13’=0.
Puntul 2’'= o este un punct de ramificatiune, in jurul ciruia

se permuta cele trei ramuri y’, cari se anuleazi.
Pentru a obtine desvoltarea lor, punem

=, y' =ut.
Ecuatiunea transYormati
w3 dmtrl=o0

da, pentru t = 0, trei valori inegale lui u; acestor valori corespund

prin urmare trei ramuri u, functiuni olomorfe de ¢. Este de ajuns

sd calculam una din ele. Fie aceea care, pentru t = o, este egald cu—1.
Gasim pentru aceastd ramurd o desvoltare de forma

w=—1+2 fa t* +....;

de unde rezultd, pentru cele trei ramuri y’, desvoltarea

Yy =a'% (—1+2' P+a’3 +....).

Revenind la variabilele initiale, cele trei ramuri, cari devin
infinite pentru z = 00, sunt reprezintate printr’o serie de forma
1 2 4

(10) y=-—-x3(1+x b i

Punctul # = oo este un pol de ordinul al treilea al acestor ra-
muri.

Se obicinueste a numi contur elementar, relativ la punctul co,
drumul format dintr’un cerc avidnd o razi destul de mare, pentru
ca in tot planul, exterior cercului, functiunea s nu aiba altd sin-
gularitate decit punctul oo, si dintr’o razi — linie dreaptd sau
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curbd — care uneste un punct al cercului cu centrul siu si care nu
trece prin niciun punct singular. Un asemenea contur este echivalent
cu totalitatea contururilor elementare descrise fiecare o sigurd
datd intr’o ordine determinati. Conturul OABCAO (fig. 3) este
echivalent cu succesiunea contururilor 0, 2) s1

{0,—2); prin urmare el permutéd valorile initiale ‘
%% ¥’ ys® in aceeas ordine ca aceste contururi. ¢ LA =
Relativ la conturul elementar (0, 0o), ramu- | W
rile y (2) formeaza dar un singur sistem circular, A
Acest fapt se citeste direct pe desvoltarea (10); caci

pentru valori ale lui #, al caror modul este foarte
mare, ramurile sunt aproximativ reprezintate prin expresiunea

B
Fig. 3

1

il y=—av
si se permutd, conform aceste; expresiuni, cAnd z descrie cercul
[z =R, R fiind destul de mare.

Ezemplul I1. Si considerim ecuatiunea

(1) : 2y*— (3y—2z)2 =y,

Punctele ecritice la distantd finita sunt 2 — 0.si 2 =1. Punec-

tului @ = 0 corespunde radicina simpla y = % si radicina dubla

Y = o; punctului « = 1 corespunde radacina simpla Y =% §1 ra-

dicina dubla y = 2. S& examinim cum se comporta ramurile func-
{iunii y (z) in-domeniul fieciruia din punctele critice.

1° In domeniul punctului z — 0, ramura olomorfi este repre-
zintatd prin  seria

94 '
. Erpiartes sy
(2) e grtar®+...

Pentru a gisi termenii principali ai desvoltarii ramurilor cari

se anuleaza, si punem
‘ Y =ua.

Ecuatiunea (1) devine, suprimind factorul a2,
(3) 2zt —(3u—2)2 =,

: Foay St e ey % .
Lui & =0 corespunde radicina dubla u =3. Suntem condusi
cauta desvoltarea celor doud ramuri u (2), cari devin egale cu

a
é' Punand

4 DAVID EMMANUEL
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obtinem ecuatiunea

a
9oz ,1)7) % v (446904302 =0,
care da desvoltarea
4 3 :
v=9V3x +ax +bax’+...;
prin urmare
2 4
u= § 91/_1: +‘az-+ .
si, in fine, pentru cele doud ramuri y cari se anuleazii, avem ex-
presiunea
) A
4 ==2+ L RIS T
20, In domeniul punctului & = 1, ramura olomorfi este de
forma z
> Lp :
(5) y ;é +g (D) +a(a-1)2+. ..

Pentru a obtine expresiunea ramurilor cari- devin esale cu 2
3 >
punem

=o' +1, y=y +2
Ecuatiunea (1) devine =
(6) 3y 2+16a'—4 a' (a'-3 y')+2 y3=0;

de unde se deduce

prin urmare ramurile, cari devin egale cu 2 pentru z = 1, sunt
date de seria

(7

1 e (z—1) +

S ludm ca origind a contururllor elementare un punct z,, si-
tuat pe axa reald intre punctele 0 si 1, foarte aproape de cel din-
taiu. Conturul (z,, o) permuta intre ele ramurile (4).

Conturul (z), 1) permuta intre ele douad ramuri ale functiunii
Y. Se pune intrebarea: dintre ramurile (2) si (4), cari sunt cele ce
se permutd intre ele? Pentru a raspunde la aceastd intrebare si
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observim ci radicinile ecuatiunii (1) sunt reale si pozitive in in-
tervalul (0, 1).) De alta parte, in virtutea acestei ecuafiuni, ex-
presiunea 3 y — 2 2 nu se poate anuld decit pentru y = o, prin
urmare numai pentru 2 = o; de ‘unde rezultd ci 3y — 20—
funcfiune continua de z— pastreazi un semn invariabil pentru
Dt 1

S reprezintim prin y, ramura olomorfi (2) §i s& separam ra-
murile (4) scriind

alv
I__

De unde rezultda ci pentru 2> o si foarte mic, avem inegali-
tatile
3y,-2z>o0, 3ys 22<0.
Prin urmare, pentru z foarte aproape de 1, avem
b :
Y2= o Ys<g-

| ro

Insd pentru 2 = 1, avem doui valori y = 2. De unde rezulta
ca dintre ramurile (2) si (4), y; §i y, sunt cele ce devin egale cu 2,

Conturul (zy, 1) permuta asa dar aceste doud ramuri sl repro-
duce ramura y,.

In acelas timp putem conchide ca, daci prelungim ramurile
Y1> Yo, Y3 in afard din cercul |z | < 1, in care ele sunt convergente,
prelungirea analiticd a celor dintai doud coincide cu ramurile (7)
1ar prelungirea celei de a treia coincide cu ramura (3).

3

) In intervalul (0,1), exceptind valorile » — 0, 2 =1 ramurile y (2)
sunt functiuni olomorfe. Fie o< a,<1 si ¥, valoarea corespunzitoare a unei
ramuri; avem, in domeniul ”

¥ ith= 5 M(x—mo)'ﬂ
n=1 n!

Coeficientii ecuatiunii (1) fiind reali, dacs Yo este real, toate derivatele 7,(n)
sunt reale; prin urmare ramura corespunzitoare y este reald dealungul unui
segment al axei reale. De unde rezulti (L p. 305) cd ea este reald cel putin

pana la punctul singular cel mai apropiat. Pentru az, — 5 avem radacinile

il -
reale si pozitive y = 5> 2+ /3. Ramurile corespunzdtoare sunt asa dar realo

in interiorul intervalului (0, 1) si neanulindu-se riman pozitive in tot inter-
valul.

4 3 5
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Punctul =00 este un punct de ramificatiune, relativ la care
avem sistemul circular (y;, s, y,) sau (i, y3) dupd cum con-
turul elementar (2, 00) este deseris in sensul in care se succed con-
tururile (zy, 1), (7, 0) sau in sens invers.

Ezemplul 111. Si consideram ecuatiunea

{1y Y¥—3zy +223 =09

Punctele critice sunt date de ecuatiunea

(2) B (1) =0, 1)

ale carei radacini sunt

s

2iy i
3 fo-3

=g A NeN e
Cele trei din urma se gasesc pe cercul {a| =1, razele cores--
punzatoare facind cu directiunea pozitivi a axei

(0.3) 27 4n
reale unghiuri respectiv egale cu 0, 33"
7 Punctului 2 = o corespunde ridacina tripla
= > y = o. Pentru a separa ramurile corespunzatoare
(3.0) &, e, . .. . s
Fig. & acestur punet, sa construim linia poligonala ale

carel vérfur’i sunt exponentii ecuatiunii (1); obii-
nem (fig. 4) latura {(0, 3), (1, 1)} si latura {(1, 1), (3, 0).}

- 19 Primei lature corespunde substitutiunea

1

y=ux'=uz, (z<z3.
- Ecuatiunea (1) devine, dupi suprimarea factorului %2
(4) w(uwr—3) +2a% =0.

Radacinile w diferite de zero sunt u— +1/3. Ramurile u(a’)
sunt asa dar olomorfe in domeniul 2’ =o. Este de ajuns a calcula

) Eliminarea lui y intre ecuatiunile
P—32y+28=0 y*—az=0,

revine la eliminarea lui y intre ecuatiunile

Ty =2, y=a,)

sau intre T YB=gt eyt g

Rezultatul se mai poate obtine aplicdnd conditiunea

. Ly ity L B
g/ o
relativi la ecuatiunea ® + py + g=—ra.
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una din ele. Gisim pentru ramura, care se reduce la ]/3, o des-
voltare de forma 1)

= 9 1 7 3 § ’
o) u—Yatas Vo,
in care exponentii lui 2’ sunt multiplii de 3. De unde, pentru ramu-

rile y cari se permutd intre ele, in domeniul z - 0, o desvoltare
a cérei forma este

s len /8 3n+1
(6) o [/3 a"—_“‘;? $2—l'1—83;v3+%+...+an+1$ s S
20, Celei de a doua lature a linjei
tutiunea

poligonale corespunde substi-
(7 Yy = ur?

care conduce la ecuatiunea transformats

2ut—3u +2 — .

Aceasta ecuatiune di ramura olomorfa

2 28
U =— -

3 .3?.7;3+...+a,l.7;3"+...

cireia corespunde ramura .olomorfi
- 23
&  ymga s

34

eoli o

+ @ a2

S& considerdm punctul critic z =1. Acestui punct cores-
punde ridicina simpla y = —2 si radacina dubla yo=1.
Cea dintai di ramura olomorfa
s :
(9) »j(;v-—l)+...

Pentru celelalte doud ramuri, punem

e e A
Ecuatiunea transformata
y2+3y?—33y + 23+ 62 +2 T =0
ne da cele doua ramuri cari se permuta intre ele:
1 -
Y =iax'2 3 i

!) Punand in ecuatiunea {4) ’* = ¢, obtinem desvoltarea

u=l/§+.§'ant’l.
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prin urmare cele doud ramuri cari se permutd in jurul punctului
xz = 1 sunt date de seria

1

2
(10) y=1+i(z—1) —}—?(:v—l)—{—...

&

: i
Pentru a studia ramurile relative la punciul # =e ? , obser-
vam cd punind

el

=)

i
B e S e e

ecuatiunea (1) nu se schimba. Radécinile y (2), cAnd x descrie raza
care trece prin acest punct, nu difer dar, in totalitatea lor, de ra-
décinile aceleias ecuatiuni, cdnd  descrie raza care trece prin
: kig
punctul @ = 1 decat prin factorul e 3 .
De asemenea ecuatiunea (1) nu se schimba daci punem

hig 2igqy
’ 7
= mledv s e e,
de unde conchidem cd radicinile, dealungul razei care trece prin
hing
punctul ~x=le ¥ | aifer, in totalitatea lor, de cele corespunzitoare

3 2iq
razei care trece prin punctul # = 1, numai prin factorul e 2 .
Fie a, b, ¢ (fig. 5) punctele cari figureaza respectiv valorile
i ity
z=1,e 3 , e3 , si 25 un punct situat pe axa
reala intre 0 si 1, foarte aproape de z = o. Fie

2 iz
s Ti= dpent s Ay —dg e S
£ doud puncte situate pe cercul | x| = x,, pe razele
Fig. 5 it
cercului |z | = 1, cari trec respectiv prin punc-

tele b si ¢. Si luim ca origind a contururilor elementare punctul
#p. Conturul elementar relativ la punctul a are forma rectilinie
obicinuita; conturul relativ la punctul b este format de arcul
¥y ¥; urmat de porfiunea razei #; b; conturul relativ la punctul ¢
este format de arcul 2y @; 2, urmat de porfiunea razei z, c.
In fine conturul elementar relativ la punctul = 0 este cercul
=y

S& examinam in ce mod se permutd radicinile y corespunzi-
toare punctului z,, cind @ descrie fiecare din contururile elemen-
tare considerate.

Conturul (x, a). Dealungul razei za, radicinile ecuatiunii (1)
sunt reale, doud sunt pozitive §i una este negativa.
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Sa reprezintdm prin %% y,°, y.,® aceste radicini in punctul z,,

date de formulele (8) si (6):

2 23
gt ERaat e
(11) Y= ng; e FoEE s =

3!03:“1/3—“7_2»—

a2 — ..,

o.al»—\ wlra

Cele dintai doud sunt pozitive, cea de a treia este negativi 1),
Conturul (z, a) permuti dar ridicinile 1% y° 51 reproduce rida-
cina 0.

Conturul (2 x, b). Pentru a vedea cum se comportd radacinile
dealungul acestui contur, si ciutim mal intii ce devin ele in

punctul @; cand  descrie arcul z, @;. Fie y;’, vy, y; valorile in
° Sim
cari se schimba respectiv ridicinile (11), cand inlocuim @ prin zge * .

Precum am vizut mai sus, aceste valori nu difer de cele dintai,
Lim
abstractiune ficand de ordinea lor, decAt prin factorul e 3 . Fa-
cand aceastd inlocuire, obtinem egalitatile urmitoare
ki dig Lig
el 5T o 3 S S o
(12)  yi=yle?3 , Ya= yyle Ys="Ys¢c )
4ig
cari aratd ci, abstractiune facAnd de factorul ¢ 3 , radicinile i
si Y’y sunt pozitive, iar radécina y,’ este negativd. Conturul consi-
derat permutd dar intre ele radacinile y,% v.0 si reproduce rada-
19 Y3 §
cina 0. ;
Conturul (x, @, ¢). In punctul z, radacinile, precum s’a vazut,
nu difer de radacinile (11), abstractiune ficand de ordinea lor,
2iqw 4igy
decatprin factorule ® . Inlocuind in (11) 2 prin 25¢ ® , obtinem
0 ’
valorile corespunzitoare ale ridacinilor

BiTw 5 2iq 2im 2im
(2) O 5] R ) Bl 0 =5
(13) y|=y1e3=yle3;3=1oe3,y3=y3e3.

De unde rezulta ca conturul considerat are asupra radieinilor.
acelag efect ca conturul (2ga); el permuta radicinile y,°, Y0 si
reproduce radacma y,0.

!). In intervalul (0, 1) raddcinile y,, s, y, Hind reale, distincte si diferite
de zero, fiecare din ele isi conserva semnul; cele cari devin egale in punctul
« = 1 sunt cele de acelas semn; ele se permutd in jurul acestui punct.
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; - In fine, conturul elementar relativ la punctul critic = — 0,
adica cercul | 2 | = 2, permutd, conform egalitatilor (6), (8) si (11)
radicinile y,", Y3’ 51 reproduce raddcina 0.
Punctul =2 este pol al tuturor ramurilor, fara a fi punct critic.
Exemplul IV. Fie ecuatiunea

(1) Y3t L4 2t =0

Valorile z cirora corespund radacini multiple sunt date de
ecuatiunea

2t (22 —1) = 0.

Lui = o corespunde riadicina simplda y = 3 si- raddcina
dubla y = 0. ;
Ramura care se reduce la 3 este de forma 1)

(2 y=3—g—m4+axs+...

Pentru cele cari se anuleazi, facem substitutiunea
gLt
Ecuatiunea transformata

L3
22— 3w+ b =0

da, pentru~ x= o, valorile inegale diferite de zero, u—=-1—

4

l’)
2 S :
Ramura care se reduce la —— este data de seria

/3
T
e e e R
I3
2 o o= =
ramura care se reduce la —ﬁ se obtine schimband /3 in — |/3

in totl coeficientii seriei cari contin acest radical.
Acestor valori ale lui u corespund doud ramuri elomorfe pentru y

Y 2
3 Y = i - g +:—$4 S Thooa
(3) y i

cari difer intre ele prin semnul radicalului }/3. Punctul z = ¢ nu
‘este asa dar punct de ramificaliune.

Sa examindm cum se comportd ramurile in domeniul ridicini-
lor ecuatiunii 2# = 1.

!) Pundnd in ecuatiunea (1) a* = ¢, obtiném desvoltarea

y=3 +S(lnt".
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Fie a; ( +1, + 1) una din aceste radacini. Inlocuind = pri
ecuatiunea (1) devine

P8yt s sy F Oy —2)%

~

ea admite radécina simpla y = — 1 si radacina dubld y = 2.
84 consideram punctul 2 1 In domeniul acestui punct ra- _
mura olomorfa este

: 16
{4t y==l—fo—1)+. ..

Pentru desvoltarea ramun]or cari devin egale cu 2, punem

'=x+1 Y=y + 2

Ecuatiunea transformata
Y2 +3y2 +4a" (4462 +42% +2'%) =0
da pentru ramurile y’, cari se anuleaza, desvoltarea
e s

Vi Y A

=

Ramurile care devin egale cu 2 se permutd dar intre ele in do-
_meniul punctului z = 1 si sunt reprezintate prin seria

wl

1
(5) e —2 —i——év(;v—l)v—i— .....
- ="

Dezvoltarile ramurilor in “domeniul celorlalte trei puncte 2,
(—1, £ 7) se deduc respectiv din formulele (4) si (5), daca inlocuim
@ prin z; 2’ §1 consideram domeniul 2’ = 1.

Cele patru rddacini ale . ecuatiunii a2*= 1 sunt asadar patru
puncte de ramificatiune, in jurul ciirora se permuti respectiv cele
doud ramuri (3) si cele corespunzatoare prin transformarea r= a; a’.

Sd examinidm cum se prezintda ramurile olomorfe din domeniul
2 = o0, cind « descrie contururile elementare corespunzitoare
celor patru puncte critice, origina acestor contururi fiind punctul
@ = 0. Pentru aceasta, si observam ci radacinile ecuatiunii (1)
sunt reale pentru  real si cuprins in intervalul (—1, + 1), pre-
cum si pe axa imaginarad in intervalul (—i, i), dou#l din ele sunt
pozilive si una este negativd, anume: ramura (2) este pozitiva
pentru toate aceste valori; dintre celelalte doua, ramura al cirei
primul termen este
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este pozitivd pe axa reali sl negativii pe axa imaginari; pe cAnd
din contra, ramura al cirei prim termen este

M TR
e o
este negativa pe axa reald si pozitiva pe axa imaginari.

- Reprezintand cele trei ramuriin aceasti ordine Prin vy, v, y,
rezultd c@ ramura y, se permuti cu Ys, pe conturile (0, 1), (0, —1)
§i cu y; pe celelalte doud contururi (0, 2), (0, — 7). Cele dintai dous
contururi sunt neutre pentru ramura y, si cele doust din urms pen-
tru ramura y,. :

Punctul =0 este pol si punct de rainifica’;iune. Conturul ele-
mentar corespunzator, descris in sensul pozitiv in raport cu origina,
permutd cele trei ramuri in ordinea (Y1, ¥s, ¥s), precum rezulti
descriind succesiv cele patru contururi elementare (D) (@), (1), (—0).

Exemplul V. S& consideram ecuatiunea

(1) Y—yPray—3a%y +221— 35 —
§1 sd separdm ramurile in domenjul punctului z = o. Acestui
punct corespunde radicina simpla y= 1 st radicina
¥ =0, multipla de ordinul al cincilea.

(0-5)
Celdi dintéi corespunde ramura olomorfs

(3

(2) y=1-—3iai’ ..
5 {3’:‘” Pentru a separa ramurile cari se anuleazi, con-
g6 struim linia poligonald aci aliturata (fig. 6).
Latura (0, 5),- (1,:3). da substitutiunea
(3) y=ua? = uz', (z = z'?

Ecuatiunea (1) devine, dupd suprimarea factorului 22,
Wl (ui—=1)—a' (22 — g3 z'u + ub) = o.
Pentru 2’ =0, avem doud ridicini inegale u = + 1, cirora

corespund doudl ramuri olomorfe. Fie

U=t o a’ +
i =1 7“ oo ey

una din aceste ramuri, cireia corespund ramurile y, cari se per-
mutia intre ele,
s {) 3
(4) y=x2+7m+ax2 s
A doua latura a liniei poligonale trece prin punctele (1, 3), (3, 1)
(4,0); ea conduce la substitutiunea -

(5) Yy =lur.
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Ducand aceastd expresiune in ecuatiunea (1) si supriméind
factorul 2!, obtinem ecuatiunea

(6) wW—3u 42—z (l+ u—aub) =o,
care, pentru & = o, se reduce la

wW—3u+2=(u-+2) (u—12

Rédacinei simple u = —2 corespunde ramura olomorfs
%= 3
u =—2—?1x R
céirela corespunde, pentru y, ramura olomorfi
31
(7) y=~2x~?x2+...

Pentru a separd ramurile u, cari pentru = = o devin egale
cu 1, punem in ecuatiunea (6)

u=1+v.
. ®
Ecuatiunea transformata
3 ¢>— 2 x + termeni de grad mai inalt = o

di pentru ¢ doud ramuri cari se permutd, cuprinse in expresiunea
S g 3
#, = eu g Tawms B o

prin urmare ramurile corespunzitoare ale functiunii w sunt

w=1+F V—:'j«w"tf+ax+ b:c%—;-.....

In fine, cele doud ramuri y cari au ramas neseparate pani aci,
se permutd intre ele §1 sunt reprezintaie prin seria

o e )
(8) y=a:—i—V-§_a:?+az2+ba;2+.....

In rezumat, cele sase ramuri y (2) ale ecuatiunii (1) se separi,
in domeniul punctului =0, in doud ramuri olomorfe date de
ecuatiunile (2) si (7) si in patru ramuri formand doua sisteme cir-
culare reprezintate respectiv prin ecuafiunile (4) si (8).

36. Observare. Separatiunea ramurilor unei functiuni definiti
de o ecuatiune algebricd, in cazul cand coeficientii sunt reali, con-
stitue o metodd de studiu al curbei reprezintative in vecinitatea
punctelor multiple ale ei. 3

Sd ludm ca exemplu ecuatiunea (1) din exemplul precedent.
Curba reprezintata de aceastd ecuatiune admite origina ca punct
multiplu de ordinul al patrulea. Forma ei este datd de functiunile



60 CAPITOLUL 1v
(4), (7) si (8), cari se anuleaza impreuni cu . Astfel valorile apro-
piate ale celor doud ramuri (4) y=a* dau arcele parabolei 32=z,
situatd de o parte si de alta a
$-2x y axei 0z, avand axa Oy ca
’ tangenta.
Valoarea apropiatd a ramurei
(7) y=—2=2, este dreapta tan-
_gentd la parabola

) e
y+2a:+Tx3= o,

care in vecindtatea originei se
confunda cu curba data. Valorile
apropiate ale ramurilor (8)

9 <
Fig. 7.0 - y;m-+—|/T .

reprezintd doua arce tangente la dreapta y = 2, situate de o parte
si de alta a acestei tangente. Punctulsz = y = o este dar pentru
curbd, un punect de intoarcere de speta I. Forma curbei in vecina-
tatea originei este reprezintati prin (fig. 7).

CAPITOLUL 1Iv.

SUPRAFETELE LUI RIEMANN. GENERALITATI ).

37. Am construit in alta parte ®) suprafetele Riemann peniru
functiuni algebrice de forme particulare. Inainte de a trece la ca-
~zul general, si mai considerim cAteva exemple particulare.

10. Fie ecuafiunea

Y= (z—a) (2—b) (z—¢)

Fiecare din punctele a, b, ¢ este punct de ramificatiune in jurul -
caruia se permutd cele trei'ramuri ale functiunii y. Reprezintand
prin y; una din valorile lui y Inir’un punct z diferit de un punct

217 2im him
critic, celelalte doud vor fi Yo=Yie * ys=y,e 3. —y e d .

Dacd plecam dela un punct ordinar z cu valoarea inifiala Yy
si descriem in sensul pozitiv o curbd inchiss in jurul unuia oarecare
din punctele critice, obfinem ca valoare finala y,; dacit cu aceias

!} Pentru un studiu complect, a se vedea tratate speciale asupra func-
tiunilor algebrice; de exemplu, Appell et Goursat, Théorie des fonctions algé-
briques et leurs intégrales.

B} e x
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valoare initiala descriem o curb# inchisi care si confini in interio-
rul ei doua puncte critice, obtinem ca valoarea finali Ys. In fine,
o curba inchisd in jurul celor trei puncte critice, descrisi in acelag
sens, readuce valoarea initiala. _

Aceste observatiuni fiind facute, si ducem o linie care si u-
neascd punctele a, b, ¢ §i care si nu se tae pe sine insis. Dealungul
acestel linii sd facem o tdieturd in planul () peste care variabila
sd nu ireacd. In planul astfel limitat, fiecare ramura
este o functiune uniformi, eici o curbi inchisi, sau ¢
nu contine nici unul din punctele critice, sau le con-
{ine pe toate. Sa reprezintim prin t, porfiunea tie-
turii cuprinsa intre punctele a si b; prin 1, portiunea
cuprinsd intre punctele b si ¢ §i sd “examinam relatiu-
nile ce existd intrevalorile functiunii y in doua puncte
infinit apropiate, de o parte si de alta a lui ¢, sau . Fig. 8
a lui ¢, (fig. 8).

Fie 5 valoarea lui y intr'un punct pe tirmul stang al lui ¢; si

4

7' valoarea sa pe tarmul drept !): avem n'=mne’ chci trecerea
dela primul punct la cel de al doilea se face descriind o curba in-
chisa in sensul pozitiv in jurul punctului a. Daca 7 _este valoarea

lui y Intr'un punct pe tarmul sting al lui ¢,, valoarea sa pe tarmul
%4 iz

drept este 5 e sau, ceeace este tot una, 7 e ° cici trecerea dela
tarmul stang la cel drept se face sau descriind in sensul pozitiv o
curba inchisd in jurul punctelor @ si b, sau, in sensul negativ, o
curba inchisd in jurul punctului e,

Din cele ce preced rezultd modul de a construi o suprafatd Rie-
mann pentru funciiunea data. Suprapunem peste planul (@) repre-
zintat prin Py, doud plane P, si P, si in fiecare facem cite o taie-
turd suprapusi peste cea din primul plan.

Raportand ramura y, la planul P, (k =1, 2, 3), facem si
coineida, dealungul lui 4, {armul drept al lui P; cu {armul stang
al lui Py ; tarmul drept al lui P, cu cel stang al Jui Pg; tarmul drept
al lui Py cu cel stang al lui P;. Dealungul lui ¢, facem si coincidi
tarmul drept al lui P; cu tdrmul stang al lui Py, {armul drept al lui
Py cu cel stang al lui P, i tidrmul drept al lui P, cu cel stang al lul
P;. Pe aceasta suprafata functiunea y este uniformi. Trecerea
dela o ramurd la alta, adica dela un plan la altul se face numai
strabatand taieturile ¢4, cari, pentru acest motiv, se numesc linii -

1) Cele doud puncte 7, 7’ sunt situate fata in fata: georhetrice;s‘m ele se
pot considera confundate, analiticesie insd sunt distincte.



62 CAPITOLUL IV

de trecere. Valoarea z = 0o este reprezintatd prin trei puncte
distincte suprapuse, cite unul in fiecare foaie, punctul oo nefiind
punct critie.
Suprafata Riemann plani poate fi inlocuitd printr’o supra-
fata sfericd cu trei foi suprapuse.
2°. Fie
Y= (2 —a) (—b) (z —¢) (x—d).

Pentru a obtine suprafata Riemann a acestei functiuni, este

: .. de ajuns a introduce in suprafata din exem-

62— = . .. plul precedent o taieturs in cele trei foi intre

// punctele critice d §i o si a uni tarmurile a-

cestei taieturi din cele trei foi in acelas mod,

ca dealungul tajeturii ¢. Punctul oo este
comun tuturor foilor suprafetei (fig. 9).

3% Fie

(3
Fig.’9

Y= (¢ —aft (2 —b) (2 —0).

O curbi inchisi, care contine in interiorul sau punctul @ i unul din
celelalte dou puncte b sau ¢, descrisi intr’un sens oarecare, readuce
valoarea initiald a fiecirei ramuri. De unde rezultd ca suprafata
Riemann a acestei Yunctiuni se poate deduce din ~
suprafaia consideratd in exemplul 29, suprimiand din % G
fiecare foaie taietura dintre punctele b si ¢ si fa-
cénd ca, dealungul taieturii ¢, (fig. 10), tarmurile si ‘.(
coincida in acelas mod ca in ¢, (fig. 8), adica farmul |
drept al lui ¢, din P, si coincida cu tarmul stdng din ot
Py, ete.; iar dealungul taieturii (¢, 00) trecerea dela
o foaie la alta sd fie ca dealungul lui ¢, (fig. 8): tarmul drept din
P, sa coincidd cu {armul stdng din P,, ete.

49, Fie
e o (a-a) (2-b)
e/_—\\ s T—c :
Fig. 11

Se recunoaste lesne cii tdietura trebuie si
treaca prin punctele @, b, ¢, oo si cd tarmurile portiunilor (a, b),
- (¢, ) trebuie si coincida in acelas mod ca dealungul lui #, din
exemplul 1° i coincidenta {armurilor portiunii (b, c) este aceias ca
in acel exemplu. (fig. 11}.

38. Cazul general. Fie ecuatiunea ireductibily

@5 Xoy™ + X, s e =0
Xy Xy v vy Xy fiind polincame de z. ‘
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In exemplele particulare considerate si, in general, in cazul
ecuatiunilor binoame y™ = R (2), R (2) fiind o functiune rationala
de z, punctele critice fiind cunoscute, ciclele corespunzatoare la
toate punctele critice sunt date imediat; pe cand in cazul unei
ecuafiuni algebrice de forma generala este nevoie, precum s’a va-
zut din metoda lui Puiseux, de operafiuni, in genere, destul de
lungi pentru obtinerea ciclelor. Cunoasterea tuturor ciclelor func-
{lunii este necesard pentru construirea suprafefei corespunzitoare
a lui Riemann. Presupunind dar c& cunoastem toate punctele
critice: @y, @y,...., @, precum si ciclele corespunzitoare, putem
procede in modul urmitor:

Facem in planul (2) o tdieturd trecAnd prin toate punctele cri-
tice, dela punctul @, pand la 0o, care si nu se taie pe sine insisi.
In planul asa limitat, toate ramurile functiunii y sunt functiuni
uniforme. Peste planul (2) reprezintat prin P; punem m—1 plane
Py,....; Py, efectudnd in toate aceeay tdietura ca in P;. Fie y;,
Yo+ - -5 Ym cele m valori ale Iui y intr’un punct ordinar z. Fiecare
din aceste ramuri, raportatd la planul afectat cu acelas indice,
este o functiune uniforma de z in acest plan. Ramane si obtinem

: oo 0 trecere prin continuitate dela o ramura
la alta, ceeace revine a stabili legituri
convenabile intre cele m foi.

Sa reprezintim prin ¢, &y,... £, por-
tiunile de taieturi cuprinse respectiv intre punctele
(a1, a) (ag, az),. .., (@n, ) (fig. 12) si si examinim
relatiunile dintre valorile ramurilor in punctele si-
tuate fatad in fatd pe tarmurile acestor taieturi.

S& consideram prima tiieturd . Fie y; (s), yi (d)
valorile ramurii ¥, (2) in puncte situate respectiv
a, pe tarmul sting si pe tarmul drept al acestel tiie-

N turi. Dacd punctul @; nu este punct critic pentru
ramura ¥ , cele doud valori ale acestei ramuri,dea-
lungul lui #; sunt egale intre ele; tdietura # in planul P, este inu-
tild, o suprimim, astfel c&, in punctul a;, planul P; este separat de
celelalte plane ale suprafetei. Daca insa ramura y, face parte, relativ
la punctul g, dintr’un ciclu de p ramuri, facem si coincidi tarmurile
lui ¢; din planele corespunzatoare acestor ramuri, precum am pro-
cedat in exemplele particulare considerate mai sus. Aceste p plane
au punctul @; comun si sunt distincte, in acest punct, de celelalte
plane ale suprafefei. Dacd din afard de cele p ramuri considerate,
existd alte ramuri formand un ciclu relativ la punctul a; procedim
in acelas mod cu planele corespunzatoare. Cele m plane se reunesc .
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astfel intre ele, in punctele o, situate pe aceeas verticala la planul
(z), in grupuri, conform ciclelor corespunzatoare lui 2 = a;. Doua
grupuri diferite n’au nici o legitura in punctul ;. Un punct va-
riabil @ care se invarteste in jurul lui a;, stribatand taietura ¢, ra-
mane numai pe planele cari fac parte din acelag grup cu planul initial

Inainte de a trece la taieturile ly, by3... sd reamintim propozi-
{iunea urmitoare '): In planul (%) din care suprimim toate taie-
turile, un drum inchis continand in interiorul siu un numir de
puncte critice, deseris in sensul pozitiv dela un punct z,, este echi-
valent cu drumul format de contururile elementare corespunzi-
toare acelor puncte critice, deserise in acelas sens din punctul =z,
ca origind. Ordinea in care aceste contururi sunt descrise trebue
sé fie aceea in care o razi vectoare cu origina in z,, invartindu-se
in sensul pozitiv, intalneste punctele critice considerate.

Din aceasta propozitiune rezultd ci din cunostinta ciclelor re-
lative la punetele ay, ay,.. ., a, conchidem ordinea in care ramurile
se permutd cand z descrie o curbi inchisi in jurul acestor puncte
si prin urmare, relativ la tdietura ¢, (h =2,3,...n—1), fiind data
o ramurd y;, pe tarmul drept al acestei taieturi, se poate deduce
ramura cu care ea coincide pe tirmul stang. Ne aflam astfel in con-
ditiuni analoage ca Mlativ la prima taieturd ¢, si proceddm in acelag
mod in ceeace priveste legiitura planelor P intre ele.

In ce priveste ultima taietura t,, observim ci a descrie in sen-
sul pozitiv o curba inchisa in jurul tuturor punctelor critice situate
la distanta finita, revine a descrie aceeas curbad in sensul negativ
in jurul punctului co. Legatura intre planele P; dealungul lui ¢,
se poate dar determina tinand seama de ciclele relative ]a punctul oo,
Daca punctul oo nu este punct critic pentru niei o ramuri, taie-
tura ¢, se suprima din toate planele.

Taieturile t;, 2y,... t, se numesc linii de trecere. Trecerea dela
0 ramurd la alta a funcfiunii se obfine dacd stribatem una din
aceste linii §i numai atunci. Convenim ci nu exista legaturd intre
doud foi ale suprafetei dealungul unei linii de trecere.

Suprafata astfel construiti este suprafata T a lui Riemann,
pentru functiunea algebricd definita de ecuatiunea generala (1)
Ea poate fi inlocuitd prin o suprafaid sfericd formati din m foi
suprapuse, rezultand din proiectiunea pe o sfera a foilor plane,
dupd metoda cunoscuta. 2); legaturile intre aceste foi corespund
legaturilor foilor plane.

-
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O suprafata T se poate forma in diferite moduri. Liniile de tre-
cere pot fi drepte sau curbe. Putem reuni intre ele punctele critice
in diferite moduri, prin urmare introduce linii de trecere diferite.
In orice caz, insi, toate foile suprapuse sunt legate intre ele, adica

- se poate trece dela o foaie oarecare la alta oarecare firi a esi din
suprafatd. Cici, daca una din foile P, ar fi fara legdtura cu cele-
lalte foi, ar rezulta ca dela ramura corespunzatoare acestei foi si
nu putem trece la nici una din celelalte ramuri; ceeace este in con-
tradictiune cu ipoteza cd ecuafiunea (1) este ireductibila. Supra-
fata' lui Riemann corespunzitoare unei ecuafiuni algebrice este
asadar o suprafatd conexi.

Din constructiunea suprafetii T rezulta:

1°. Fiecdrui punct al suprafeii corespunde un sistem unje (@, ) ;

2°. Funciiunea y definita de ecuatiunea (1) se comportd pe T ca o
functiune uniforma ; orice drum dus dela un punct la altul, fara a
trece printr'un punct critic, conduce la aceeay valoare a functiunii.

3°. Daca unui punct 2, corespunde o ridicini multipla 7, de un
ordin y, fird ca acest punct si fie de ramificajiune, sistemul (ay, y,)
reprezintd pe T u puncte confundate in cari foile corespunzitoare
se ating, fara a fi legate intre ele in domeniul acestuj punct. Punc-
tul (2, yo) este un punct multiplu al saprafefii cu foi separate.

39. Ezemple. Sa formam suprafefe Riemann pentru ecuatiu-
nile I—IV, considerate in capitolul precedent. }

I ’ ¥»—3y +z=o0.

Fie y;, y5, ysramurile olomorfe in demeniul’ z — o §iP;, Py P,
planele la cari se raporteazi respectiv aceste ramuri, Ci-
clul relativ la punctul critic z =2 este (y1, v5), cel relativ
la punctul » = — 2 este (y,, Ys). »

Obtinem suprafata T, facand in
planele Py, P, o tiietura dealungul }
axel reale dela + 2 la oo §i in —5

Y, Y 3.
Y39, -2 k) 2 MY

Fig. 13

planele Py, P, o taietura dealungul aceleias axe dela —2 la — oo si
facem s3 coincidd {irmul stang al taieturii dintr'un plan cu tirmul
drept al tdieturii din celalalt plan si viceversa (fig. 13), Trecerea intre
planele P, si P, se face dealungul taieturii comune, tot astfel intre
planele P, si P,. Trecerea dela P, la P; sau vice-versa se face prin
mtermediul planului P;. Un drum care confine in interiorul siu -
punctele +2 nu se poate inchide decat inconjurdnd origina ‘de

5 DAVID EMMANUEL
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-

trei ori. PlecAnd dela un punct situat intr'un plan, acest drum
trece dela un plan la altul, stribatand liniile de trecere respective,
pénd revine pe planul inifial la punctul dela care am plecat (fig. 14)

1H g 20— By —22)? =o.

Ciclul relativ la punctul critic # =1 este (y;, ¥s), cel relativ la
z = o0 este (Y5 Y3). Obtinem
suprafata T a ecuatfiunii date,
facand dela 1 la co o taietura
comund planelor Py, P, si, dela
Ola — o, o taieturd comuni
planelor P,, P; (fig. 15).

3 =
e 1% I —3 2y +222—p

Ciclul relativ la punctul 2 =o este (Yo, ¥g): cele relative la
punctele a §i ¢ cuprind ramurile y;, y,; ciclul relativ la punctul
b este (y;, ¥3). Contururile elementare
fiind, in ordinea pozitiva (a), (b), (¢),
(O0), obtinem suprafata T in modul
urmator: prelungim pana la oo ra-
zele Oa, Ob, Oc si ficem taieturi dea-
lungul acestor prelungiri, astfel ca ta-
ieturile cari pleaca dela punctele a si
¢ sa fie comune planelor Py, P, si
taietura care pleacd dela punctul b
sd fie comund planelor P;, P;. In fine
introducem intre Oa si Oc o taieturd
dela O la 00, comund planelor P, P; (fig. 16).

Un punct mobil care descrie un cerc cu centrul in origini, cu
o razd mai mare ca 1, revine la punctul de plecare dupa un singur
circuit, ceeace este de accord cu faptul cd punctul © nu este punct
de ramificafiune.

IV. =3y  + b=

Punctele critice 2z = + 1 per-
mutd ramurile w;, y,: punctele
=4 i permutd ramurile y;, Y.
Obtinem suprafata T ficand pe
axa reald taieturile (+ 1, + o),
(—1,— ®) comune planelor P;, P,
si pe axa imaginard taieturile
b2y (+ 4, + ), (— i, — ®) comune

planelor Py, P; (fig. 17).
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CAPITOLUL V

VIL. FUNCTIUNI UNIFORME PE SUPRAFETELE LUI
RIEMANN,

40. Fie

(1) Fla,y) =0
0 ecuaiiune algebrici ireductibili de gradul m in raport cu y. Se
numegte punct analitic (z, y) un sistem format dintr’o valoare a
lui z si din una din radicinile corespunzatoare ale ecuafiunii (1).
S& reprezintim prin T suprafata cu m foi a lui Riemann corespun-
zatoare acestei ecuatiuni, Din definitiunea suprafetei rezulta ci
intre punctele ei §i intre punctele analitice existi o corespondenti
biunivoca, exceptand punctele critice in domeniul cirora ramu-
rile y se grupeaza in mai multe sisteme circulare. Daca, de exemplu,
valorilor x = a, y =, ¢ si b satisficand ecuatiunea F (g, b) = o,
corespund x> 1 cicle, punctul de ramificajiune corespunzitor
va reprezintd u puncte diferite ale suprafetei, fiecare fiind comun
ramurilor cari se permutd intre ele. Aceste puncte numite var-
furi ale ciclelor corespunzdtoare, fiind in numir limitat, putem,
in virtutea corespondentii biunivoce, si figuram punctele anali-
tice (z, y) pe suprafata T.

41. Definifiune. Domeniul unui punct pe suprafata T. Fie z = 4
un punct ordinar al suprafetei T. Numim domeniu al punctului
@ totalitatea punctelor situate pe-foaia acestui punct, satisficind
inegalitatea

lz—a| L,
r fiind un numir pozitiv destul de mic.

S& presupunem acum ci punctul # = a este un punct critie
in jurul caruia se permuta p ramuri. Numim domeniu al punctului
a totalitatea punctelor situate pe cele p foi, cari trec prin acest
punct, satisficAnd inegalitatea

’:v—ajér,

r fiind un numir pozitiv destul de mic. Curba inchisi care limi-
teaza acest domeniu inconjoara dar punctul a de p ori.

Sé facem substitujiunea

(2) o gt

si sd figurdm variabila z' pe un plan diferit. Cand z se invérteste
in sensul pozitiv de p ori in jurul punctului a, 2’ se invarteste
odatd in acelag sens in jurul punctului @’ = o. Fie C curba inchisa

care limiteaza pe suprafata T domeniul punctului @ si C' curba
5"
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corespunzitoare in planul 2’ . Aceste doud curbe, precum si ariile
ce ele limiteazd se corespund punct cu punct; exceptand punctul
xz = a, ' = o, fiecare arie este transformata conformi a celeilalte.

42. Fie z = f(2) o functiune uniformd pe suprafata T sau,
ceeace este tot una, o functiune uniformi ¢ (z, y) de punctul ana-
litic (2, y). S& cautim forma desvoltarii in serie a functiunii in
domeniul unui punct al suprafefei.

Fie (a,b) un punct analitic in domeniul c&ruia functiunea
@ (z, y) este olomorfa; vom aved in domeniul acestui punct (§ 11).

(3) ¢ (2, y) =P (2-a, y-b).

= < : W : -
Dacéd b=0o0, inlocuim y— b prin — si avem in domeniul punc-
Y

tului (a, ),

) P (@) = P (o=a,).

Sa presupunem cé funcliunea ¢ (z, y) admite puhctul (a, b)
ca punct singular izolat, pol sau punct singular esenfial, vom avea
in domeniul acestui punct.

L

) P ()= T, (a0 )

a si # primind valori intregi, pozitive si negative.!) Daca b = oo,
expresiunea precedentd se inlocueste prin ced urmitoare -

(®) 7oy =ZA (0"

Pentru a obfine desvoltarea functiunii f(z) corespunzitoare
desvoltarilor precedente ale functiunii ¢ (z, y), trebuie s& inlocuim,
in fiecare din ele, ramura y prin desvoltarea sa corespunzitoare
punctului analitic considerat. '

1°. S& presupunem c& punctul z = a al supfafe‘;ei T nu este
punct critic pentru ramura y care devine egala cu b in acest punct.
Daca b este finit, avem in domeniul lui z = a,

(7) y—b = P, (o-a),

') Functiunea ¢ (a, y) este, in virtutea ecuatiunii F (2, y)= o, o functiune
de o singurd variabild; de unde rezultd ci polul (a, b), definit de egalitatea
Py (r—a,y —b) ¢ (2, y) = P (v—a, y—b), este punct izolat. Daci unul cel pu-
tin din exponentii @, 8 primeste o infinitate de valori intregi negative, punctul
(a, b) este punct singular esential al functiunii @ (, y). Acest punct poate fi
iZolat sau nu; il presupunem izolat.
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Py(z—a) fiind o serie intreagd care se anuleazi pertny @i— a.

In cazul cnd b = oo, punctul = = @ este pol al ramurii conside-
rate. Fie u ordinul acestui pol; avem

-

®) %=(x—a)" P, (z-a),

P, (z —a) fiind o serie intreagd diferitd de zero in punctul » = a.
Facand in egalititile (3) si (4) respectiv substitutiunea (7) sau (8),
obtinem, pentru functiunea z = f (2), expresiunea unicd

() [ (2) =% (2—a),
valabild pe suprafata T in domeniul punctului z = a.
Egalitdtile (5) si (6) conduc, in virtutea acelorasi substitufiuni,

la expresiunea

e f(2)= Z A, (2-a)",

n=—Yy

» fiind un numar intreg pozitiv finit sau infinit,

20, S& presupunem acum ci punctul z=a al suprafeter T este
un punct de ramificatiune de ordinul p— 1. Vom avea, in dome-
niul acestui punct,

(11) y=0=Py [(z-av |

sau

fag 1 1

(1) = (o0 By (2 ] e w—aps # o
¢ fiind un numar intreg pozitiv, dupd cum ramura y are in punctul
%= a o valoare finitd b sau este infinita in acest punct. Inlocuind
in egalité;il,e (3) si (4) respectiv y—b }1% prin valorile (11) si (12),
objinem pentru /(z) o expresiune avind forma unicd

1 1 n
(13) f(2)=P [(x—a)7]=Aﬁ+A1_(x—a)7+...+A,1(:c——a [

Egalitaile (5) si (6) conduc deasemenea la expresiunea
@ g1t
(14) 1 (2) = ZA, (+-a)®
n=—9y i
» fiind un numar intreg pozitiv, finit sau infinit.

: A saind
Daca a=co, inlocuim in formulele precedenle £ — @ prin — ,
@
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43. Din cele ce preced rezulti ci o functiune

f('c) = @ (=, Y)

uniformd pe suprafaa T, corespunzitoare ecuafiunii (1), nu are
alte puncte de ramificatiune decit acelea ale funciiunii y definita
de acea ecuatiune si numirul valorilor sale corespunzatoare unei
valori z, este egal cel mult cu gradul ecuatiunii. Ordinul unui punct
de ramificatiune al functiunii f(z) este de asemenea cel mult egal
cuordinul lui y; el poate fi nul.

Exemplu

F (z, y) =y'—z =0,
1) =9(24) =y + o + =

Functiunea ¢ (z, y) se reduce la 22+ 2 z, funcfiune intreaga;
punctul de ramificatiune = o al lui y este punct ordinar pentru
functiunea f(z).

44. Vom zice ci punctul de ramificatiune = = a este un zero
de ordinul y al funefiunii f (z), daci seria (13) se anuleaza in acest

2

punct si dacd puterea cea mai mici a lui (z— a) este (z—a)” ;
de asemenea vom ziee ci z = a este un pol al functiunii f (z) de
ordinul #, dacd in seria (14) avem » = U. Aceste definifiuni se
Justificd prin aceea ca in punctul de ramificaiune a al suprafefei T,

; 3 R e ik
p ramuri se anuleaza sau devin infinite, fiecare de acelas ordin 2 :

zerurile sau polurile suprapuse in acel punct constitue un zero sau

pol de ordinul p i;‘ = p. Ele se mai justificd in modul urmitor:

Daci avem
1

“ it =t
fla)= <w—a)?P[<z—a) J P [(x~a> ] +o,
si facem substitutiunea
z—a =27,
obtinem 3
(@) =fla+a%) =P (a') (uz o).

Punctului z = a corespunde punctul z’ = o, care este, pentru
functiunea transformat, un zero sau pol de ordinul p.

Dacé in seria (14) » = oo, adici daci numirul termenilor cu
exponenti negativi este nelimitat, punctul a se zice punci singular
esenfial al functiunii f ().

L)



FUNCTIUNI UNIFORME PE SUPRAFETELE LUI RIEMANN 71

Derivand seriile (13) si (14) se recuneaste ci un punct de
ramificatiune al functiunii este punct de ramificatiune de acelag
ordin al derivatei. Avem de observat ci, pe cand in domeniul unui
punct care nu este de ramificatiune, derivata este continui in
acelag timp cu funciiunea, nu este totdeauna astfel in domeniul
unui punct de ramificatiune.

Fie, de exemplu

' ] o1
1 (2) =Ay+ A, (2—a)? + Ay (2—a)? + ..., q<p Ay # 0;

de unde

i Lo i SERY
LalE) =;|:qu (z—a)P +(g+1) A1 (z—a)® +....];

derivata admite dar punctul = = a ca pol de ordinul p — q.

1

45. Integrala unei seriiintregi de (z—a)” este o serie de a-

ceeas formd. Si presupunem ci punctul de ramificatiune a de or-

dinul p—1 este in acelas timp un punct singular al functiunii
/() si fie, intr’'un mod general, in domeniul acestui punct,

+ ¢ n
(15) [(@) = 2 Ap(e—a)7;
de unde integrala nedefinita
(16) S f(#)dz =C+ A_jlog (z—a) +p2 n+np (z—a) P,

suma 2 raportindu-se la toate valorile ntregi pozitive si ne-

gative ale lui n, exceptand valoarea — p. Si facem ca z si descrie,

in sensul pozitiv, in jurul punctului @, o curbi inchisi I’ , situatd

in domeniul acestul punet si care si nu con{ind in interiorul siu

alta singularitate nici alt punct critic decat punctul a. In descrie-

rea acestei curbe pe suprafata T, z se invérteste de p ori in jurul

lui a, toti termenii seriei isi reiau valorile inifiale §i log (z—a) se
reproduce marit cu 2pi 7. Avem dar

Srf(x) dz =2pimA_, .

Prin analogie cu definiiunea reziduului unei functiuni uniforme
pe planul simplu al variabilei, numim reziduu al funcfiunii f (z),
relatiy la un punct singular, care este in acelag timp punct de ra-

: 2t
mificatiune, expresiunea ESI‘ f () da?.



~1
{5

CAPITOLUL Y

Avem asadar, pentru reziduul corespunzitor, valoarea
1 Y

(17) e Sl‘f (x)dz=p A _,.

2i

Daca A_,= 0, seria integrati este de aceeas forma cu seria
propusd. Dacd punctul de ramificatiune @ de ordinul p—1 este
un pol de un ordin ¢ < p, avem totdeauna A_,= 0.

In domeniul punctului z = oo, daci acest punct est punct
singular izolat si de ramificatiune de ordinul p —1, avem, intr’un
mod general ; '

de unde, integrand ambele membre in sensul negativ, in raport
cu # = 0, dealungul unei curbe inchise C pe suprafata T, in exte-
riorul cdreia nu se gdseste nici un punct singular situat la distants
finitd, avem, pentru reziduul corespunzitor punctului & = oo,

(18) : S f(a)dz = —p A,
€

217w

Aceastd expresiune arata ca reziduul relativ la punctul co poate
fi diferit de zero si {n cazul cind acest punct nu este singular; pe
cand, relativ la un punct situat la distantd finitd, diferit de un
punct singular, reziduul este totdeauna nul,

Corolar. Fie :

q 1 1

(19)f(w)=(w—a)7P[(x—a)7], P[(w—aﬁ];eo,

T=a
g fiind un numir intreg pozitiv sau negativ. Avem, in domeniul
punctului 2 = q,

[ (2) ;i s [(x_ a)%]

§1 prin urmare, in virtutea formulei (17),

20 gl
e o R

!) Obtinem acelas rezultat, aplicind substitutiunea = —a — z' P si con-

siderand" integrala
1 ,P\ dz ;
S S ( a-t+z ) e i
25 i

1

2im

T, fiind o curba inchis# in planul 2’ corespunziitoare curbei I'. De unde rezultd
egalitatea

P (@) = B [f(a+ ") iﬁ] s

’
r=aq T=0 dx
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adicd reziduul derivatei logaritmice a functiunii f (), relativ la un
zero sau pol al funciunii, da ordinul acelui zero sau vol, fie ci el
este punct ordinar sau punct critic.

46. Teorema lui Cauchy pe o suprafaié a lui Riemann. Se stie
ca pentru a aplica teorema fundamentald a lui Cauchy funefiunilor
uniforme intr’o portiune a planului variabilei complexe, este necesar
ca conturul, dealungul céruia se considerd integrala, si limiteze
acea porfiune intr'un mod complect, adica sa fie imposibil a trece
" prin continuitate dela un punct interior la un punct exterior, sau
viceversa, fara a intélni conturul. Voim s aratam c¢i aceastd teoremi
se aplicd functiunilor uniforme pe. suprafata lui Riemann in orice
regiune in care un contur inchis limiteaza complect o porfiune a
suprafefii. Este de observat c¢i o curba inchisa, care contine in
interiorul sdu linii de trecere, nu limiteazd prin sine insds o porfiune
a suprafetii. 4

Fie /() o funcfiune olomorfa intr’o arie S a suprafetei T alui
Riemann, continud pe curba inchisa C care limiteazi aceastd arie,
fard a trece prin nici un punct critic. Cazurile urmitoare se pot
prezenta: 3

1°. Aria S se gaseste intr'o singurd foaie a suprafetei T. Acest
caz se confundd cu cel in care variabila este figurati pe un plan
simplu §i prin urmare avem

Scf(x)da:=0.

20, Aria S este situatd in mai multe foi fira a confine puncte
de ramificafiune. Rezultatul este acelas, ciici forma unei linii de
trecere se poate modifich astfel ca aria consideratd si nu contini
nici un punct al unei asemenea linii §i prin urmare si fie confinuti
intr'o singurdi foaie. Ceeace riméane neschimbat sunt punctele de
ramificajiune, cari, prin ipoteza, sunt exterioare lui S.

3°. Aria S confine un singur punct critic. Fie # = @ un asemenea
punct in jurul céruia se permutd p ramuri.

Punind 2 = a + '?si reprezintand prin C’ curba din planul
(2") corespunzitoare Iui C, avem

Sc f (D dep S'(},f (a + L P

4°. Aria S se intinde in mai multe foi ale Iui T, continand n puncte
critice i este limitata de un contur simplu C. Descompunem S in n
aril destul de mici astfel ca fiecare si con{ind un singur punct
critic. Fie Cy, Cy,..., C, contururile cari le limiteaza, si L, Ly, ...,
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Ly, n linii care unesc respectiv un punct al fiecireia din ele cu
cate un punct al curbei C, farid a se intalni intre déansele.

Aria limitatd de curbele G, €y, ..., Gy 5i de’ liniile 'L necon-
tindnd nici un punct critic, integrala Juata dealungul conturului
total este nuld. In descrierea acestui contur, liniile L sunt descrise
fiecare de doud ori in sens invers, prin urmare integralele cores-
punzatoare se distrug. Avem asa dar egalitatea.

S } () dz +ZS F {3 dz. =0
C C;

Integralele de sub semnul X fiind toate nule, rezultd egali-
tatea :

(21) SC f(2) dz = o, vie

47. Teorema subsista dacd conturul C este format din mai multe
curbe inchise, limitand intr’un mod complect o portiune de supra-
fata si integrala este luata dealungul acestor curbe in sensul pozitiv
In raport cu aria limitatia de conturul total. Demonstratiune ana-
loagd cu cea relativa la planul simplu 1),

48. Fie f(2) o f\inc'giune olomorfd intr’o arie S a suprafetei T,
pusa sub forma.

Ha)=u( ) +iv( n), (z=£+iy
u si ¢ fiind functiuni reale de variabilele reale &, n. Fie C conturul
care limiteazd aria S fard a trece prin punctele critice. Avem inega-
litatea (Riemann)

(22) Su dv> o,

G :

integrala fiind luatd in sensul pozitiv. Aceastd inegalitate a fost
stabilitd in cazul planului simplu2); ea subsista pe suprafata T.
In adevir, descompunand S, in arii fara puncte critice si in arii
foarte mici continind un singur punct critic, putem scrie

Su do=3 Su do,

[v c;
integralele din ambele membre fiind luate in sensul pozitiv in
raport cu ariile limjtate de curbele C gi C;. Ariile de speta intaiu
se gasesc in cazul ariilor situate in planul simplu 2); inegalitatea

I, p. ¢
L.p:

Printr’o micd modificare a liniei de trecere, aria se gidseste toatd si-
tuatd intr'o singurd foaie.

b QO

2
9

[ )

)
x|
’)
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(22) se aplica dar acestor arii. In ce priveste ariile cari coniin cate
un punct critic, ficAnd si tinda citre zero contururile corespun-
zatoare, integralele respective tind ciitre zero, cici functiunile u
si ¢ sunt, In virtutea ipotezei, funcfiuni continue in aria S. De
unde rezultd inegalitatea (22).

49. Teorema reziduurilor. Fie f(z) o functiune uniformi intr'o
arie S a suprafetei T, avind in aceastd arie un numér limitat de
‘puncte singulare a;, @, ..., a, indiferent daca acest puncte sunt
de ramificatiune sau nu. Fie C conturul care limiteaza aceasta arie,
contur format din una sau mai multe curbe inchise cari nu trec
prin puncte singulare sau de ramificatiune. Sa izolam punctele
singulare respective prin curbe inchise ¢;, ¢, ..., ¢, cari si nu se
intalneasca intre ele. In aria limitata de curba C si de aceste curbe,
functiunea f (z) fiind olomorfa, avem, aplicAnd teorema lui Cauchy,

S+S+ S-r—l—S =0;
C (9 cy cn

sau, schimband sensul integratiunilor dupi curbele 35t Oy v s G
avem

Scf(x)dx =Sﬁ-—|— SQ + —l-S

Reprezentand prin Ay reziduul lui f(z) relativ la singularitatea
ap avem :

‘n

S f(z) de = 2 izA,, ;
k
prin urmare

(23) Scf(x)da:) = QAP A AL ),

Teorema lui Cauchy, asupra reziduurilor, subsisti dar pe supra-
fata T in aceleasi condx'glum ca pe planul simplu.

50. Corolar. Fie z, st x doui puncte situate pe z
suprafata T si L, L’ doud drumuri cari unesc aceste
puncte fara a trece prin puncte singulare sau puncte L
critice (fig. 18). Daci aceste drumuri impreuna for-
meazd un contur care limiteazd o porfiune de su-
prafatd, in interiorul cireia se gisesc punctele sin-
gulare a;, ..., a, avem

Sf(x)dx: Sf(x)dx + 2im (A, £+ Ay,

L VU z, L z
51. Teoremd. Suma reziduwrilor unei funcfiuni uniforme, care pe
toatd suprafaja T are un numdr limitat de singularitifi, este nuld.

To
Fig.. 18
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In adevir, sd ne inchipuim suprafata T sfericd §i si izoldm, prin
curbe.inchise, toate punctele singulare, precum si punctul %o, din
fiecare foaie a suprafetei. In suprafata rdmasid dupa exclusiunea
acestor puncte, func’giimea fiind olomorfa, rezultd ca suma integra-
lelor

\.f@as

luate dupa toate aceste curbe, deserise.in acelas sens, este nuli.
Ceeace demonstrd teorema. ’

52. Fie f(z) o functiune uniformi intr'o arie S a suprafeter T,
neavéand in aceastd arie alte singularitati decat poluri. Se presupune
céd conturul C nu trece prin puncte singulare si critice si prin nici
un zero al funectiunii. In acest caz integrala

L ( fl)
24 : - dzx,

luatd in sensul pozitiv, este, in virtutea formule; (20) (§ 45) si a
egalitatii (23) (§ 49), egald cu diferenta dintre suma ordinelor zeru-
rilor si suma ordinelor polurilor functiunii cuprinse in aria S. Cu
alte cuvinte, integrgla (24) este egald cu diferenja dintre numdrul
zerurtlor §i numdrul polurilor funcfiunii cuprinse in S, fiecare zero
st fiecare pol fiind socotit de atétea ori cdte unitdfi sunt in ordinul
siu de multiplicitate.

53. Funcfiuni rajionale pe suprafata T. O functiune rationald pe
suprafata T, sau de punctul analitic (2, y) este de forma -

1 (zy)
(25) z Q (x,y) I
Q: (2, y) 51 Q (w, y) fiind polincame de = §1 y, aceste doua variabile
fiind legate intre ele prin ecuatiunea (1). In domeniul unui punct
Z = a pe suprafata T, numérétoru} 1 numitorul se desvoltd in

serii intregi de (#—a) sau de (2—a)? dupé cum punctul @ nu este
sau este punct de ramificajiune de ordinul p—1. Catul celor doua
polinoame nu poate dar avea,in domeniul punctului 2 = a, decat
una din formele urmitoare

- [ HeEE ) P [P(x~—a)]z&=oa,

i PR [ A

#fiind un numar intreg, pozitiv negativ sau nul. Numirul termenilor



FUNCTIUNI UNIFORME PE-SUPRAFETELE LUI RIEMANN 77
cu exponenii negativi este dar mérginit. Daci @ = oo, inlo-

531 3 vl Gy
cuim in formele precedente z—a prin . De unde rezultid ci

intr'un punct oarecare al suprafetei T, functiunea z este olomorfd
- sau admite acest punct ca pol.

O funcjiune rafionali pe suprafaja T nu admzte dar alte singu-
laritagi decat poluri.

54, Vice-versa. Orice functiune uniformd z, care pe loatd supra-
fata sfericd T n’are alte smnulanta;t decdt poluri, este o funcjiune
rationald de z si y.

Fie y, ¥5, ..., ym ramurile functiunii algebrice y definita de
“ecuatiunea (1) si z, 2y, ..., %, ramurile functiunii z = f (2) eo-
respunzatoare ramurilor y. Si consideram cele m sume

eyt At F 5 AR ok = O b g e AY,

Cand z descrie o curba inchisa oarecare in planul séu, termenii
acestor sume nu pot dect sa se permute intre ei: fiecare din aceste
sume este dar, In virtutea ipotezei, o funcfiune uniformd de z,
neavand in tot planul inclusiv punctul oo, alte singularitafi decat

poluri si prin urmare ele sunt functiuni rafionale de z, pe cari le
reprezintdm prin Ry (2):

(27) z y* Fzyt + ..+ 3, Yt = R, (@), (k= 0,1 ... m—1).

S& consideram determinantul

1 : DR |
L TRER v oy IRsTa Gl
(28) | BRE A B
ylm—l y2m~1. P e m—1
m
Doud oarecari din ramurile y;, y,, .. , Ym nefiind identice,
determinantul D nu este identic nul. Solupumle A s oL Uy aile

sistemului de ecuatiuni lineare (27) se prezintd dar sub forma de
caturi a doi determinanti. Fie catul

in care avem

(29) D1= Rl Y2 Ys c s Ym
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Determinantul D este o functiune simetricd de radicinile y ale
ecuafiunii F (2, y) = o0 si prin urmare o functiune rationald de z.
Determinatul D; este o functiune rationald de z si rationald §1
simetricd de ramurile v,, . .., Ym. Aceste ramuri sunt insi riadicini
ale ecuatiunii

Fzy

J==t ,
prin urmare D, este o functiune rationald de coeficientii acestei
ecuafiuni, adicd o functiune rationala de = si de y;. Ramura z,
este asadar o funcfiune rationald de =z $1 Y;; ceeace vom scrie

(30) o= R(a ) — g E0),

3

Ql( z, ¥1) s Q (@, y;) fiind doud polinoame de z si y,. Aceasti rela-
tiune subsistd pentru toate sistemele (¥ 2), (E=1,2,... m);
cdci prin prelungirea analitici a ramurii Y1, obtinem succesiv cele-
lalte ramuri y, cirora corespund ramurile z, ale functiunii z. Avem
asa dar, pentru functiunea z, relafiunea

(31) z =R (z, y).

55. Teoremd. Funcfiunea rajionald R (z, y) se poate pune sub
forma unui polinon® de y de gradul m —1 cu coeficienfi rationali
de z. Pentru a demonstra aceasti teoremi si multiplicim ambii
termeni ai fractiunii (30) cu produsul Q (%, ¥3) .- . Q (2, Yym). Numito-
rul devine o functiune simetrica intreaga de ramurile y;, y,, ..., yp,
$i numaritorul o functiune simetrica intreagad de y,, y3, .... yp.
Rezultd pentru numitor o functiune y (z) rationald de z §1 pentru
numarétor o functiune ¢ (, y,;) rationala de z §i rationala si intreagi
in raport cu y;:

B (g = 0% 1)
¥ (2)

Prin prelungirea analitici a ramurii Y1 se conchide ci aceastd
relatiune subsistd pentru toate ramurile functiunii R (2, y). Avem
asadar

v (2)
De alta parte, ecuajpiunea F (2, y) = o, de gradul m in raport
Cu y, permite si se exprime puterile y™, y™tI, ... prin polinoame
de gradul m—1 i y, ai caror coeficienti sunt functiuni rationale
‘de 2. De unde rezulti forma

(3)  R(z9) =X + X,y + X 18+ + Xy g™,

coeficientii X,, X;, ..., X, 4 fiind functiuni rationale de z.
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56. Aplicind teorema reziduurilor (§ 49) functiunilor rafionale
pe suprafata T, in acelas mod ca in cazul functiunilor rationale
in planul (2)V, conchidem: :

L. Suma reziduurilor unei funcyiuni raionale f(x) pe toati supra-
fata T este nuld.

I (2)

f (z)
suprafata T, suma tuturoer reziduurilor sale pe aceastd suprafata
este nuld. Cu alte cuvinte, numdrul zerurilor unei funcfiuni rafionale
pe suprafata T este egal cu numdrul polurilor sale, fiecare zero sau
pol fiind socotit cu gradul -siu de multiplicitate.

57. Numim ordin al unei functiuni rationale R (z, y), de punctul
analitic (2, y), numarul polurilor sale, fiecare pol fiind socotit cu
gradul siu de multiplicitate. Fie N acest ordin. Diferenta

R ("E’ y) > Ca

C fiind o constanta arbitrard, are aceleasi poluri ca functiunea
R (2, y); prin urmare este de acelas ordin, adica functiunea
rajionald R (z,y) de ordinul N primeste o valoare arbitrara
oar ecare in N puncte ale suprafetei T, printre cari unele pot
coincide,

58. O funcfiune olomorfi pe suprafata T este constanti, Fie
z = f(z)- o functiune olomorfa pe toata suprafata T ¢ z;, z,, ...,
Zn ramurile acestei functiuni corespunzitoare aceleiasi valori a.
Functiunile simetrice

I1. Derivata logaritmica fiind o functiune rationala pe

s ARl Iy R

sunt functiuni uniforme de z, olomorfe, in virtutea ipotezei, pe tot
planul (z), inclusiv punctul # = o0 ; ele sunt asa dar cantititi con-
stante. :

Functiunea z satisface dar o ecuatiune algebricd cu coeficienti
constanti si prin urmare ea insis este o constanti.

CAPITOLUL VI

FUNCTIUNI RATIONALE PE 0 SUPRAFATA T
CU DOUA FOI

59. S& considerdim cazul cind suprafata T este formati din
doua foi, adicd cénd ecuafiunea algebricd F (2, y) = o este de gradul

1) 1. p. 260.
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al doilea in raport cu y. Putem presupune ecuatiunea de forma
binoama ') si fie

(1) Y =(o—a))(2—ay). . . (v—a),

n fiind un numir par sau impar — 3. O functiune rationald R (z, y)
se pune sub forma

= __P@)+4Q0)
R(z) 7

P, Q, R fiind polinoame de Z; pe cari le putem presupune fara
factori cornuni. Fie %, un zero de un ordin a al numitorului, diferit
de un punct critic si y, valoarea corespunzatoare a lui y. Unul cel
pufin din punctele (2, yo), (2o,— yp) este pol de ordinul a al func:
tiunii z, clici dacd nici unul din aceste puncte n’ar fi pol, ar trebui
sa avem egalitatile '

P(29) +y4Q(20) =0, P(zg)—yoP () =0,

de unde ar rezulta P (z) = o, Q (2p) = o, adicad polinoamele P
Q, R ar avea un factor comun, ceeace este contra ipotezei.

Dacid z, coincide cu unul din punctele critice a; si P(a;)5£o0,
ordinul polului este 2. Daci P (a; )= o, ordinul polului este 2a-1 2).

S& observim c&%un punct z, care anuleazi numitorul, poate
anula numdrdtorul fira a anulad polincamele P $1-Q, céci putem
aved una din egalitatile

P (2) + 50 Qao) =0, P (2)) —yQ(x) =0,
nu insd amindoud, precum am vizut mai sus. Intr'unul din aceste
cazuri, expresiunea (2) se prezintdi sub formi nedeterminata ;

-3

1) O ecuatiune de forma L

Y2 +2by+c=o,

b si ¢ fiind doud polinoame de x, se aduce la forma binoams daci punem
y+b=q.

%) In domeniul (@), punand R(z)=(z—ai)%® R,(x), avem

—a 1
z = (2— a) [Ao-}—Al(m—a,; 12 +]

sau pundnd =z —a; = z'2

2a
Z = (Ag + A 2" +...)

o Raled e Qe
T Ry (8] N IR, Ja)”

P(a; ) si Q(ai ) nu sunt nuli in acelas timp.
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nedeterminarea dispare, daci inlocuim y prin desvoltarea sa in do-
meniul punctului (zy, ) sau (%0, — 1) in care numiritorul se
anuleazd si desvoltim functiunea z in domeniul acestuj punct.
Unul -din aceste puncte fiind pol de un ordin oarecare pe o
fodie, este dar, pe cealalta foaie, pol de un ordin -mai mie, sau
nu este pol, sau chiar poate fi un zero. L

60. Dacd numdrul punctelor de ramificajiune este mai mare ca 2,
nu existd functiune rafionald pe supgafata T, al cdrei ordin sd fie
mat mic ca 2.

In adevar, dacd functiunea n’are nici un pol la distanta finita,
numitorul R (z) trebuie si fie o constantd, cidci altmintrelea un zero
al lui R(z) este, precum am vizut, un pol al functiunii. In acest
caz, funcfiunea este de forma

@) 2= Plg) + 4 Q(a)

Daci polinomul Q () este identic nul, punctele v = o0, y=+oo
sunt poluri, fiecare de un ordin egal cu gradul polinomului P (z).
Daca P (2) este identic nul, ordinul polului # = oo este dat de
produsul [y Q (z)!,_.. . Daca nici unul' din aceste polinoame nu

este identic nul, punctul 2 = o este pol cel putin pe una din cele
doud foi ale lui T si ordinul acestui pol nu poate evident fi

g n z o
mai mic decat 7 > dacd n este par (n =4, 6, .. .), sau mai mic
decat n, daci n este impar (n=3,5,...) 2).

1) Exemplu:

1+ax+ba:z‘1.1—i—g', 42
z’=%F‘f‘J( ) ,y=1/1.+l‘.

Punctul 2 =0, y =1 este pol de ordinul al doilea.
In domeniul punctului z = o, y = —1, avem

3
a—2.-+ (b—g).‘l‘—lz‘{‘.“

T

%=

Daca a=~2, acest punct este pol de ordinul intai; daci a = 2, avem

o : 3
Zg = b — 3 = o0sau = o, dupi cum b este == 5 sau=

o oo

?) In cazul n = 2k, avem, in domeniul (00},
--1
Y=ot (& + Az +...);
in cazul n = 2k + 1, avem, in acelag domeniu

F+ s 2h41
y=z - (Ag+Az +....)=a

6 DAVID EMMANUEL

£y
(Ag+A;a +isa)sle=2l )
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O functiune rationald de ordinul cel mai mic posibil, - cand
numirul punctelor de ramificatiune este mai mare decit 2, are
forma

(4) 3 = z=a+$—:170,

a si b fiind doud constante. Daca ay este diferit de un punct critic,
punctele (g, Yo); (%gs Yo) sunt poluri de ordinul intain; dacd x,
este punct critic, punctul (z,, o) este pol de ordimil al doilea.

Din tot ce precede rezultd ci o functiune rationald pe o supra-
fatda T cu doudt foi §1 cu mai mult deciit doud puncte de ramifica-
tiune, este cel pufin de ordinul al doilea.

q.-e. d.

61. Dacad avem doud puncte de ramificatiune, punctul oo fiind
sau nu unul din aceste puncte, este posibil a forma functium ratio-
nale pe suprafata T, avand un singur pol de ordinul intdiu, la dis-
tanta finita sau infinita.

Exemple.—1°. Fie ecuafiunea

(1) y?=a? 22 +2bz +-c =a?(z—a) (z—P);
funetiunea A
(2) z = A(az + y) + B,

A si B fiind doud constante arbitrare, admite pe o singurd foaie
unicul pol z = oo de ordinul intaiu. Deasemenea, functiunea

6 2=A +BL S0

admite unicul pol (25, — ¥p), 2, fiind un punct oarecare alsuprafetei
T si y, una din cele doua valori corespunzitoare ale lui y. Daca
punctul de ramificatiune @ = ¢, y = o este pol de ordinul intaiu
functiunea are forma j

(4) z=A+Bﬁ%-

2°. Fie ecuatiunea

() Y=z ;
functiunile

(6) z=A+B%J=A+By

admit ca pol de ordinul intiiu, cea dintiiu punctul z = o, cea de
a doua punctul z = oo. g
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In toate exemplele precedente putem dispune de unul din coe-
ficienfii A, B pentru ca z sa aibi un zero dat. ‘

Infine, observam ci in cazul a doua puncte critice, variabilele
T §i ¥ se pot exprima intr'un mod rational cu ajutorul unei varia-
bile auxiliare convenabile si prin urmare o funciiune rationala
oarecare de (z, y) devine, in acest caz, o functiune rationali de o
singurd variabili.

Astfel in exemplul 19 punand y=(2x—a)t, obtinem expresiunile

Sl N ()

21 Y 2

In exemplul 2°, avem

Tl

T = E) =

1
=
62. Exzemple de funcfiuni rationale.
Exemplul I. Fie dati ecualiunea

(1) y* =3 a2 + 1
si functiunea
2at t axy
2 S .
@ z—1
S& cautdm polurile si zerurile acestei functiuni.
1% Pentou 2 = 1, ecuatiunea (1) da y = + 2,

In domeniul punctului z — 1, y = 2, avem, pentru ramura Y,
desvoltarea

3 D
= A = £y T Yy S
y 2+2 (z 1)—!—16 (z—1)2—. .,

careia corespunde, pentru z, desvoltarea
4 15
e e MR e
gy o

Punctul (z =1, y = 2) este asa dar un pol de ordinul intaiu
al functiunii z, cu reziduul 4.

In domeniul (z =1, 4 =—2), avem pentru y o desvoltare
egald cu cea brecedentd, insi de semn contrar,

: 3 3
R T R
y==2 5 (x—1) 16 (v —1)2—...
Ducand aceastd desvoltare in expresiunea (2), ob{inem
Frreih
S e —1)2
z 2-i—m(:c 1) Ha(z=12 + ...

Punctul (z=1, y=—2) este aga dar un punct ordinar al func{iunii

=
.

6*
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: : SR S =y
2°. Punctului @ = oo, pe foaia determinati de lzmi‘= |/ 3%
d=ow

corespunde desvoltarea
i 1
Y= @i =y :
Y 1/3 ( "'ng“r'---),

de unde, pentru z,
=2+ 1/ 8) (x 4+ 1) + (2+M) % ek T

Punctul oo pe foaia consideratd este un pol de ordinul intaiu,

cu reziduul —(2 o 7 16/3)

: : R e A
Punctului z = oo, pe foaia determinata de fl_n; i A

corespunde aceias desvoltare in care ]/3 este inlocuit prin— |/3.
Valoarea corespunzatoare a lui z este

s=(2-1/3) (a+ 1)+ (2—7_1()/_37) e

X

Punctul # = o0 pe a doua foaie este pol de ordinul intdiu cu
: e
rezu‘luul—(zl— Jﬁ/‘j'

-Suma reziduurilor 4, —(2 = i L{SJ e (2_ 7_1()/_3) ale polurilor este

nula, conform teoremei generale (§ 56).
Zerurile functiunii z sunt determinate de sistemul de ecuatiuni

y*=32%+1, z(2z+y)=o,

~

carl dau sistemele urmatoare de valori:
g=ony==+1lsox =1 =D vdi=—c gD

Sistemul @ =1, y =—2 da z = - S& examinam celelalte

s
sisteme.
In domeniul punctului @ = o, avem
; : .3 3
y=+ (14323 =+(1+ 5

e e

Ducind aceste valori in expresiunea (2), oblinem respectiv
desvoltarile : ;
zi=—gd -3z 1. 1)
1

2= a(1 +§{U+ ol ks
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Punctele. # =0, y = 4+ 1 sunt zeruri de ordinul intéiu.
- Inlocuind in expresiunea (2) a prin — 1, avem

L\J[ —=

% = Y.

In domeniul z = — 1, ramura ya ecuai;lunu (1) care se reduce
a 2, este data de desvoltarea

Yy =2— : (z +1) + 1—% e+ 12 s i

2
de unde rezultd, pentru z, expresiunea
z=%(x+1)[—1+ (@ )+ ]
Punctul ® = —1, y =2 este un zero de ordmul intdiu, Nu-

marul  zerurilor este egal cu al polurilor conform teoremei
(a0 _
Ezemplul II. Sa consideram ecuafiunea
B desions P=at—1
si functiunea ,
‘ a8 koxy
o=t

@) e

1°. Peniru a obtine desvoltarea acestei functiuni in domeniul
punctului @ = o, sd punem 2z =1 + ¢: cele doua ramuri ¥y () vor
fi date de seria

y=rh(2 4 ; it

Ducand_aceste valori in ecuatiunea (2), obfinem

1 ; Tt
z=?(1 +2t/2+3t+§t2 e )
sau
1 2 ; 7
P TSR B S L = (z—1)' + . .=
x_1+(_1)‘/2+3+2(x 1)°~ +

Punctul @ = 1, y = 0 este un pol al functiunii pe ambele foi; el
este dublu cu reziduul 2 1),

') Daca :‘=—A—+——B—~—-+C+...
z—17" (z—1)%

Fe=p.A; (p=2) (§4).
=1
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20, In domeniul z = oo ecuatiunea (1) da doud ramuri infinite,
uniforme, ale caror desvoltari sunt : .

s % 3 .
Yr_ wg( ~'_1)2=,_ 9( ik
+ 22 |1 = + _1. gt J 3

Sa consideram ramura y; si s& (inem seama de desvoltarile

: ;
ke R
x 1

st x ;

Substituind aceste valori in expresiunea (2), obfinem, pentru z,
desvoltarea :

el

Punctul z = o pe foaia suprafetit T, cu ramura y;, este dar un
P P yl_:

" pol de ordinul al doilea cu reziduul —2.-
Daca inlocuim ramura y;. prin ramura Yy, obfinem desvoltared
.
Stege)
9 a2

Punctul o = oo pe s'uprafa’ga T cu ramura y; este un zero de or-
dinul al doilea al functiunii z. Reziduul corespunzitor acestui punct
este nul. : 5

Zerurile functiuni la distantd finita sunt punctele 2 = o,
y = £ 1. Desvoltarea functiunu z, in domeniul punctului z = o,
y =1 este

z=—zlitio+(—=1) 22 + .. ]
Desvoltarea celeilalte ramuri se deduce din cea precedentd, inlo-
cuind ¢ prin -—t.

63. Conexiunea supra/etelor T. O suprafata T se zice conead
dacé doud puncte oarecari ale ei pot f1 unite intre ele printro linie
continua situaid pe suprafatd. Cea mai simpla dintre suprafetele
conexe este suprafata plana. 3

O suprafatd plang sau sfericd, formata dintr'o singurd foaie,
~ limitata de un contur simplu, adici de o curba inchisa, care poate
fi descrisa printr'o migcare continud, se zice c3 este stmplu coneza.
Orice suprafaia S intre punctele careia si acelea ale suprafetii plane
simplu conexe se poate stabili o corespondenta analitici bi-univoca
se zice deasemenea simplu conexd. Conturului simplu din plan
corespunde un contur simplu pe suprafaa S.
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<O suprafatd T cu doud foi si doud puncte de ramificatiune este
simplu conexd, cdci intre aceastd suprafatd si o suprafatd plana
sc poate stabili o relatiune birationala.

Sa considerim, de exemplu, suprafetele corespunzitoare ecua-

tiunilor :
(1) y:=a,
) A ¥ = (x—a) (@ —b).

19, Ecuatiunea (1) se poate inlocui prin cele doud urmitoare
(3) el o) =
Figurénd variabila ¢ pe planul (¢), vedem ci fiecérui punct ¢ cores-
punde un singur punct analitic (z, y); viceversa, fiecirui punct
analitic (, y) corespunde un singur punct
z
0 =2
Y.
20, Ecuatiunea (2) se poate scrie

Gl e A
y=(z—0) At
punand
— b= 2
() Ty
obiinem ecuatiunile
bi*-—a (b—a) t
6 - — soy=t(a—b) = -
(6) oy ¥ (a—b) 7 S
s1
&g
b

carl pun in evidenid corespondenta bi-univoca intre punctele supra-
fetel (2) 1 acelea ale planului ().

64. Conexiune multipld. Orice curbi inchisd situatd pe o supra-
fatad simplu conexd, precum si orice linie interioard care uneste
doud puncte ale conturului peste care un punct mobil al suprafetei
nu trebuie sd treaca, distruge conexiunea suprafetei: ciici doua
puncte situate de o parte si de alta a unei asemenea linii, nu pot
fi unite intre ele printr'o linie situatd pe suprafati. Aceastd pro-
prietate este evidentd pentru plan §i prin urmare, in virtutea co-
respondentei biunivoce intre suprafata simplu conexi si plan, ea
este adevdratd si pentru suprafata considerati.

Propoziiiunea précedentd poate fi luatd ca definifiune a cone-
xiunii simple. De unde, prin opozifiune, rezultd definitiunea
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urmatoare: Conexiunea unei suprafefe se zice multipld, sau suprafaja se
zice multiplu conexd, dacd se poate frage o curba inchisd pe suprafaji
sau o linie intre doud puncte ale conturului, privite ca frontiere, care
sd nu distrugd conezxiunea suprafetei. Doui puncte situate de o parte
si de alta a unei asemenea curbe se pot uni intre ele printr’o linie
pe suprafaid, fara a o strabate. Este evident ¢ nu orice curba
inchisd se bucura de aceastd proprietate.

Ezemple. 1°. Aria plana limitatd de o curbi inchisi C si de mai
multe curbe inchise C, C, ... interioare
celei dintdiu, este cu conexiune multipla.
Conturul total, care limiteaza aria, consistd
in curba exterioard si curbele interioare.
Introducand liniile of, 76 cari unesc doui
‘puncte oarecari a, y ale curbei C respectiv

e cu doud puncte oarecari f, 6 ale curbelor
interioare (fig. 19) si privind aceste linii ca

facand parte din conturul total, conexiunea ariei nu este dis
trusd. Aria limitatd de curbele primitive si de liniile introduse
devine simplu conex#, conturul ei poate

=

fi descris printr’o miscare continu.

2%, Sa consideram, ca al doilea exem-
plu, o suprafatd Riemann cu doua foi s1
patru puncte de ramificatiune a, b, ¢, d,
suprafaia care serveste de baza integra-
lelor eliptice 1).

Aceastd suprafald este multiplu conexa. In adevir, si consi-
deram o curbd inchisa C situata pe o singurd foaie, de exemplu,
pe foaia intdiu §i cuprinzind in interiorul ei linia de trecere ab 5
fie a, # doud puncte situate de o parte si'de alta a curbei C (fig. 20).

Figa 20

) Ecuatiunea corespunzitoare este

) Y= A (2a) (a-b) (a-c) (2—d).

Dacd unul din punctele critice este la infinit, membrul al doilea este de
gradul trei. Se poate trece dela un cazla celalalt printr’o transformare birs =
tionala, Astfel substitutiunca

(2) T—d’= IL Y=

©

reduce ecuatiunca (1) la forma

(3) R e e T T
Viceversa, formulele
1 Y 2

L: =

g (x—d)?

transforma ecuatiunea (3) in ecuatiunea (1),
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Aceste doua puncte se pot uni intre ele printr’o linie [ care stri-
bate liniile de trecere ab si cd far a intalni curba C.2) O a doua curba
inchisa care ar inconjura aceleasi puncte critice a, b, sau care ar
inconjura celelalte doud puncte ¢, d ar rupe conexiunea suprafetii,
precum lesne se recunoaste.

Observare. Intre o suprafatd T cu conexiune multipla si o supra-
fata formatd dintr’o singura foaie nu existd corespondenta analiticd
biunivoca. Cici, dacid o asemenea corespondentd ar existd, ar urma
ca unei curbe inchise a suprafetii T, care nu distruge conexiunea ei,
sa corespundi  pe a doua suprafatd o curba inchisi care si nu
distrugé conexiunea acestei suprafete. Ceeace este imposibil. i

65. Sa privim curba C (fig. 20) ca frontiers a suprafetei considerate,
sau sa efectudim o taieturd dealungul acestei curbe. Suprafata astfel
transformata este conexa, precum am vizut, dar nu este simplu co-
nexd; caci o a doua tiie- N
turd C', facuta dupi o curba 0—==x A
inchisa care contine in inte-

c’

Fig. 21 Fig. 22

riorul ei punctele critice b si ¢, nu distruge conexiunea suprafetei
(fig. 21). De aci inainte, orice tdieturd ficutd dealungul
unei curbe inchise ar distruge conexiunea suprafetei. Supra-
fata transformatd prin introducerea taieturilor C si C' este
dar simplu  conexd. Tiieturile C si C' se intdlnesc intr'un
singur punct O; amandous impreund, adicd cele patru tarmuri ale
lor, formeaza un contur care poate fi descris printr’o migcare continua
$i prin urmare este un econtur simplu. Pentru a face conturul mai
vizibil, si largim putin spatiul dintre farmurile opuse ale tdieturilor
A si B (fig. 22). Taietura B este pe foaia intdiu, tdietura A este
parte pe foaia intaiu, parte pe foaia a doua, striabitand liniile de
trecere ab i cd. Tarmurile exterioare sunt figurate prin linii, re-
spectiv puncte, mai groase decit cele interioare. Sensul in care
conturul este descris este indicat prin sdgeti. Tarmurile opuse sunt
descrise in sensuri inverse.

Este important de fixat pentru fiecare taietura directiunea ei,
astfel ca expresiunile de tarmul stang (+) si tarmul drept (—) sa

!) Portiunea plind a liniei I face parte din foaia intdi, cea punctatd din
foaia a doua.
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fie bine definite. Sensul direct pentru conturul total poate fi luat
intr'un mod arbitrar; daca insa s’a fixat sensul direct pe tarmul
unei taieturi, acest sens este determinat pe tot conturul, care tre-
buie descris in acelas sens printr'o miscare continui.

Daci, de exemplu, privim pozitiv tarmul eaterior al lui A, vom
privi pozitiv tirmul interior al lui B. Acest tirm este continuarea
tarmului 4 al lui A, cind descriem cele doud taieturi in sensul
indicat de sdgeti. Tarmurile respectiv opuse sunt negative.

Suprafata limitatd de tarmurile taieturilor A §i B, suprafata
pe care o reprezintam prin T, este formata din doua parti ale supra-
fetii primitive T, conexe intre ele: anume, o parte situati de aceeas
parte cu tarmurile exterioare §i o parte situatd de aceeas parte cu
tarmurile interioare ale téieturilor A si B. Tarmurile acestor doui
taleturi constitue conturul total I" al suprafetei T'. Pe aceasti supra-
fatd teorema lui Cauchy relativi la integrala dealungul unei curbe
inchise, se aplica fara restrictiune. De unde rezultda ci daci toate
reziduurile functiunii f (x) sunt nule pe suprafata T, integrala

Sl'f(:'c)dx

Za
este o functiune uniforma pe aceastd suprafata.

66. Teoremd. Integrala unet funcfiuni uniforme pe suprafaia T,
luati dealungul conturului total al suprafetii T', este nuli.

In adevir, cele doud {armuri ale fiecirei taieturi sunt descrise
in sens contrar si funciiunea trece pe ambele tarmuri prin aceleasi
valori, cici, prin 1poteza, ea este uniformi nu numai pe B e
pe T. Integralele provenite din cele doud tarmuri se distrug intre’

ele st integrala totala este nuli.
q.e.d.

CAPITOLUL VII
: INTEGRALE ELIPTICE
I. REDUCEREA LA ELEMENTE SIMPLE. GENERALITATI

67. Fie f(2) un polinom de gradul trei sau patru fira factori
multipli §i R (2, 1/7(z)) o funcliune rationald de x si de /7 (7))-
Numim' integrald elipticd o integrala de forma

SR (= V7)) . de. Y

!) Daca f (z) este de gradul patru si a este o rddacind a ecuatiunii f (z) = o,

substitutiunea z — a = ~ transforma integrala in alta in care polinomul de
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Acest nume se datoreste faptului ci lunoumea unui arc de elipsa se
exprima printr'o integrala de aceastd speta.

0 functiune rationald de x si de 1/ J(2) se poate pune sub forma
i) B A + B f (33)

R (= Viio)) = C+DI/ 7@

A, B, €, D fiind pelinoame de a. Multlphcand ambii termeni ai

fractiunii prin C—D ]/ f(a), Vpute'm scrie
: oM N1
R VB
VI@= 5+ 57
\I N, P fiind pohnoame de @. Avem asa dar
B(m, ]/ﬁ)d::;: Moas g Rﬁ LA
B JP V(=)

Lasand la o parte prima integrala din membrul al doilea, caré,
fiind integrala umei functiuni rationale de z, se exprima printr’o
functiune rationald i prin logaritmi de funcfiuni raionale, sa
considerdam cea de a doua - ;

S N dax

Y Vi

Fractiunea rationala -, descompusi intr’o functiune intreaca
S P 2 : Pt ] g

-

51 in fractiuni simple, d@ loc la integrale de forma

P,L—g‘””d"', A

g

i .
dx :
QR=S ——, (n=14,2, ...
= T )
Sa presupunem f(z) de gradul patru si fie
(1) f(2) = agr* + 4ay2® + 60,2 + hag + ay
Avem : '

~ | B, : ; !} n

2 VIE) Lne TG 4y 190/; 5
(n+2) ape"** + 2 (2n43) a,8™2 +6(n 4 1)a,z"+1 +2(2n +1)a3x"+na4m”—1
(fz) -

sub radical este de gradul al treilea. Viceversa, daci f (z) este de gradul al trei-
lea si @ un numar oareeare diferit de o ridicina a ecuatiunii f (@} = o, aceiag
substitutiune realizeazi transformarea inversi.
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Integrand ambele membre, obtinem formula recurents

@) () aePogi=an [/ () -2 (0 +3) ty Py s (n+1) @ P
+2 (2n+1) a3 P, na, P4

Dand lui n valorile 0, 1, 2, . .. vedem ca toate integralele P, , ince-
pand dela n = 3, se reduc la
e e AT R R ST @

la cari se mai ddauva o functiune a]gebrlca P (2) |/} (z), P (=) fiind
un polinom,_

Se obtine o formula de reductiune pentru integrala Q,, plecand
dela egalitatea
S G ORI
dz (2—a)—!

T 20 f(0)+ (a—a) [ (2)
Ae—a) |/ f (=)

Desvoltand numaratorul dupa puterlle lui (z — a), avem
d Vi@ ©_ 2Aet)f(@+@n—3)f a> (z—a)
da (i_a)“ki 2(z—a)" ]/f

1 f 1 117 2”—6 3

(2n—4) (a) (e—a)t + (2n—5) 1/(a) (a—a)t + 22219 (a) (0—a)s

| 2Ae—a)" [/ 7 (@)

de unde, integré?d ambele membre,

; SR O e
) — (n—1) {(a)}Qn _m__a—)n—-—l— =y f (@) Quy +

/

—

2_

“s

n—2

T el R S5
3 1@ Qo b o 17 ) Qo + 5™ (@) Qu

~ 5& presupunem intaiu ci a nu este radicini a ecuatiunii f(a)=0
s1 s& dam lui n valoarea 2; obfinem

® 1@ Q=LI0 L e, L rraq Lo,

(i a)
Insa

Q4=Sﬁ%%%dz=Pr—am,
S
Vi@

dz = P,—2a P, + a?P,
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De unde conchidem ca toate integralele Q pentru n > 1 se exprimi
cu ajutorul integralei

(5) g £
| b= Yo—al/ T
si cu ajutorul integralelor deja considerate Pg, Py, P,.

Daca a este radacind a ecuatiunii f () = o, f'() fiind neaparat
diferit de zero, c#ci factorii lineari ai lui f (2) sunt simpli, rezulta
din formula (4) cd integrala Q; si prin urmare toate integralele Q,
se exprimd cu ajutorul integralelor Py, P,, P,.

68. In cazul cand polinomul f(z) este de gradul al treilea, inte-
grala P, se reduce la integralele Py si P;, precum rezulta din formula
recurentd (2) in care facem coeficientul g, al lui ! egal cu zero
Toate integralele P,se reduc dar la cele doud P, si P;. Integrala.
Q, subsistd in aceleasi condifiuni ca si in cazul cind f(z) este de
gradul 4. In acest caz integrala elipticd generala

S R (2,]/F (2)) d

se reduce la trei spete de integrale iréductibile intre ele

Vv e Seavrm 102

69. Sa consideram integrala

5l S dx
Vi (@)
f (z) fiind un polinom de gradul trei sau patru. In domeniul unui
punct z, diferit de un zero-al lui f (z), avem

k 1
1) = P (z — ;) P(z—=2 ] 0;
( =P l—a) [ (=) | #
de unde
(2) wa=i e — z).

Daca w, este un zero al lui / (2), avem in domeniul acestui punct

1 i :

@ e P ) {P (o — r)] £ o
de unde

(4) S s IR

In domeniul punctului # = oo, avem

G

Vi@

= %P {z")sau w_% B (z7 1), [P(“'ﬁl)] 79

T=P

~
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dupd cum f (2) este de gradul 4 sau 3. Acestor egalitati corespund
pentru lntegrala u respectiv expresiunile

& =1
6) " wu=F(z), u= ( })—C-{-x ol (o
Din desvoltérile precedente rezultd ca integrala u este o funectiune
analiticd de x, care rimane finitd pe toata suprafata T a lui Riemann,
corespunzitoare ecuatiunii y?®=f (z); ea este uniforms pe suprafata
snnp]u conexd T (§ 65), eclci, pe aceastad suprafata, functiunea

T este olomorfa. Vom vedea ca pe suprafata T ea este mul-
= ,

tiforma cu o infinitate de ramuri.

70. O integrald elipticd, care: ramdne finitd pentru orice valoare
a variabilei finitd sau infinitd, se zice cd este de spetfa intdra. Inte-
grala considerata

S dx
Vi (2)
este de speta intdia. Ea este, abstractiune ficand de un factor constant
si de o constantd aditivi, singura integrald de speta intdia, relativ la

aceeas suprafatd T, y2= f(z).
In adevir, sa presupunem ci integrala

<7=.SR(x, y)dz = SyR(w,.y) % ,

in care R (z, y) este o functiune rationala, este de spe’ra intaia. In do-
meniul unui punct x, avem

YR (3, 9) = (3—ap)* P (a—ap),

sau

. L]
= 2
YR (2, 9) = (2—20)* P [(w — )
dupa cum z, este punct ordinar sau punct critic, x fiind un numir
intreg pozitiv, negativ sau nul. Daca Zp=00, inlocuim in formula

1 : EnR ey
precedentd x—ux, prin —. In virtutea acestor expresiuni §i tinand
o &

seama de desvoltirile de mai sus date de formulele D, (3), (5)

1 1 =
ale lui — = ——— (§69), conchidem c& pentru ca integrala -/
Vii(a

Y 1(2)
sa fie finitd pentru orice valoare a lui z, finitd sau infinitd, este
necesar si suficient ca functiunea y R (2, ) si rdmana finita pe
toata suprafaia T, inclusiv punctul oo. De unde rezulti ci aceasta

functiune este o constanta C (§ 58), adica
R
Vi@’

i
R(I:y)=?=
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de unde

2 g_df_ Lo
- W@
71. Integralele eliptice cari admit poluri, nu insi §i puncte-
critice logaritmice se zic integrale de speta doua. Astfel integrala

S adz

T

Vi@ ,

f (z) fiind polinom de gradul trei, este o integrald de speta doua,
avand punctul # = % ca pol de ordinul int4i. Integralele cariadmit
puncte critice logaritmice se zic de speta treta. Numirul acestor
puncte este cel-putin egal cu doi. In adevir, pentru ca un punct
analitic (@, yp) sa fie logaritmic al integralei

SR (2, y) da,

este necesar si suficient ca reziduul functiunii R (2, y), relativ la
polul (z, y,), sd fie diferit de zero. Insia suma reziduurilor func-
{iunii rationale R (7, y) pe toatd suprafata T este nuld, prin ur-
mare avem cel pufin doua reziduuri diferite de zero.

Printre aceste integrale se giseste integrala

s’ dx
J(@—a) 1/ f(2)
f () polinom de gradul trei si a diferit de un zero al acestui po-

linom. Punctele logaritmice ale acestei integrale sunt (a, + ]/f (a))
1

si reziduurile corespunzitoare + ——— -

VT (a)

IT. MULTIPLICITATEA VALORILOR INTEGRALELOR
ELIPTICE

72. Sa ne inchipuim suprafata T, corespunzatoare ecuatiunii
y*= [ (2), transformatd in suprafatd simplu conexa T’ prin aju-
torul a doud taieturi A, B (§ 65, fig. 22). Taietura B situatd
pe foaia intéi, confine in interiorul sidu linia de trecere ab; tiie-
tura A, situatd parte pe una, parte pe cealalta foaie, contine in
interiorul sdu punctele critice b si c. Al patrulea punct critic este
exterior curbelor A si B, la distanta finita sau la infinit, dupa cum
polinomul f (z) este de gradul 4 sau de gradul 3; a doua linie de
trecere uneste punctul ¢ cu cel de al patrulea punct critic.
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Din definitiunea celor trei spete de integrale eliptice, rezulta
ca pe suprafata T’ integralele de speta I si II sunt functiuni uni-
forme; cele dintai sunt functiuni olomorfe si cele de al doilea fune-
fiuni meromorfe. Integralele de speta III insd sunt suceptibile
intr'un punct oarecare al suprafetei T’ de o infinitate de valori.
Fie w o integrala de speta 111, avand punctele logaritmice a,, a,,. ..
@, , pe cari le presupunem diferite de punctele de ramificatiune

= : ; : . dw
si fie Ay, A,,..., A, reziduurile derivatei - corespunzatoare

dx
acestor puncte. Sa reprezintam prin w, una din valorile integralei
intr'un punct z al suprafetei T'; expresiunea generald a integralei
% in punctul z este datd de expresiunea

w = wy + iz (m, Ajik oot my, A,)

2
+5 my fiind intregi
Myy. - ., Mylund numere intregi.
73. Fie

T

I(2)-\

o integrala eliptica de speta I sau IL Aceastd integrald este, pre-
cum am vazut, o functiune uniforma de z pe suprafata T'. Avem

propozitiunea urmitdare:
Duferenja intre valorile integralei in dous puncte ale conturului
lue T, situate fagd in fapd, unul pe farmul sting (+),

R (x, y) da

Tg

2 celalt pe farmul drept (—), este constanti dealungul
5 = b conturului. :
g WPt AT : ?
i In adevir, fie a, ' doud puncte situate pe tarmul

Fig. 2 (+) 51 b, b cele doud puncte in fata lor pe tarmul

. (=) (fig. 23) Functiunea ‘R (z, y), fiind rationalda pe

suprafata T, trece prin aceleasi valori pe cele doua tarmuri si
prin urmare avem, integrand respectiv dealungul acestor tirmuri,

.[L h b!
S R (2, y) de = Sb R (z, y) da,

a
adica
I{a@) —I(a)=T (") —1(b),
sau :
I(a)—~Ib)=I(a")— I ().

Diferenta constanta I (a)— I (b) a valorii integralei din tir-
mul (+) si a aceleia din {armul (—), a primit numele de modul
de periodicitate sau, mai scurt, de perioadd a integralei I (x). Fie-
carel tdieturi corespunde o. perioadi.
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Sa reprezintim prin <% si % perioadele corespunzitoare taieturi-

lor A si B. Pentru a calcula aceste perioade si fixim patru puncte

4, o, p, v infinit apropiate de punctul de intalnire al celor doua

taieturi: 1, o fiind situate respectiv pe tarmul -+ al tdieturii A,

de partea negativa a taieturii B §i g, » avand aceias pozifiune ca

4, g, relativ la taietura A, insi situate de partea pozitiva a taie-
turii B (fig. 24) Vom avea

i = LT Sglfl;ﬁx’ y)da SPE(;” y) dz,

F1)—1() = 1) — ()= R (a9) de= (B (1, ) s
- JAADH Joapy

Adica: perioada </ este egald cu valoarea

integralet

: SR (, y) da,

luati dealungul taieturii B, dela: jdrmul

Fig. 24 (—) la cel (+) al taveturii A; iar peri-

oada % este egald cu valoarea aceleast

integrale, luatd dealungul tiieturii A, dela jarmul (—) la cel (+) al
tateturii B,

74. Pana aci am presupus ci drumul de integratiune (z,...x)
ramine pe suprafata T” adicd nu stribate nici una din taieturile
A sau B. Se numeste vcaloare
principald valoarea acestei inte-
grale. Sa suprimim aceastd res-
trictiune §i sd examinim efectul
produs asupra integralei, cAnd
drumul de integratiune striabate
conturul. Fig. 25 B

Sa considerdm dar un drum care uneste punctul 2, cu punctul.
51 strabate taietura A intr’un punct M, trecand dela tarmul (+)
la cel (—) si fie My, M, dou& puncte ale acestui drum, infinit apro-
piate de M, situate respectiv pe cele doui tarmuri (fig. 25). Sa re-
prezintim prin I’ valoarea integralei dealungul acestui drum,
si fie / valoarea principald a integralei luati intre aceleagi himite.
Drumul corespunzitor se poate reduce la drumurile

2o My, M; O, téietura B (pe tirmul —), OM,, M, z
descrise succesiv in sensul sigetii.

7 DAVID EMMANUEL
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Integralele dupd drumurile M; O, OM, se distrug, functiunea
R (2, y) fiind uniforma pe suprafa';a T. Avem dar

oM, My 2

I~ SR (2, y) dz— dy'+§R (2, y) da=1 —

de unde

I'=1+ . :
Daca drumul de integratiune stribate tdietura A, trecand dela
tarmul (—) la tarmul (+), obtinem egalitatea
: A=A
Avem dar egaljtateaA

(1) Pom I el

dupé cum trecerea se face dela tirmul (+) la tarmul (—), sau vi-
ceversa.

Deasemenea, daca drumul de 1nteorra’gmne strabate taietura
B, obtinem egalitatea

(2) I' =1+ 2%,

dupd cum trecerea%se face dela tarmul (+) la tarmul (—), sau
viceversa.

Intr'un mod general, dacid drumul de integrailune strabate
téleturile A 5i B de un numir oarecare de ori, valoarea I’ a mtegralei
in punctul final @ este legatd de valoarea principala I prin formula

(3) I'sI4m¥+nZ

m i n fiind numere intregi pozitive sau negative.

Integralele eliptice de speja I sau de speja 11 sunt asa dar fune-
fiunt analitice monogene pe toatd suprafaja T a lus Riemann, avind
o infinitate de ramuri, cari difer de ramura principald  corespunszii-
toare printr’o sumd de multipli arbitrari de perioade. Fiecare ramuri
este o funcfiune uniformé pe suprafaja T'.

Dacid integrala este de speta III, pe langa perioadele la cari
dau nagtere taieturile A si B, cari se determma in acelas mod ca
cele ale integralei de spefa I si II, avem alte perioade cari se iniro-
duc din cauza punctelor singulare logaritmice. ‘

Pe suprafata T’, integrala de speta III nu este uniforma; insa
putem transforma aceastd suprafata intr’alta T”, in care integrala
sd fie uniformi. Aceasta se realizeaza daci izolam punctele loga-
ritmice prin cercuri foarte mici §i unim céte un punct al fieciruia
din ele cu un punct al conturului lui T/, de exemplu cu punctul
O, comun curbelor A si B, prin linii L;; Ly,... cari nu se intalnesc
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intre ele si cari nu intalnese conturul decat in punctul O s1 obligdm
variabila a nu le strabate (fig. 26).

Suprafata T"" este simplu conexi; conturul ei este format din
conturul lui T’ §i din tarmurile tdieturilor facute dealungul liniilor
1 Db e

Reprezintand prin A, reziduul lui R (@, y) relativ la polul
¥ = @, diferenta valorilor mtegralei '
intre tdrmul (+) si cel (—) al taieturii
Ly este + 2w Ay, : aceastd constanti
este perioada integralei relativ la taie-
tura Ly . : '

Daca variabila strabate aceastd tiie-
turd integrala se mareste cu + 2z A, ,
dupé cum trecerea se face dela tirmul :
(—) la cel (+) sau viceversa. Intr'un punct @, o ramurd oarecare
I' a integralei este exprimati prin egalitatea

Fig. 26

V=1
(4) =T+t m 0. B ].Z" mpe Ay,
k=1
I fiind valoarea principald si m, n, my fiind numere intregi.
Observare. Din egalitatile (3) $i (4) rezulta ca valoarea unei
mtegrale eliptice, luata dupa o curbi inchisd, este egala cu o suma
de multipli de perioade, cici valoarea principald corespunzitoare
este nula. } S

CAPITOLUL VIIL.

INTEGRALA ELIPTICA DE SPETA I.

75. Printre integralele cliptice relative la suprafata T a lui
Riemann, cea de speta I

i dx

1 T (R el

Y /7o
are o importanti deosebita, datorita proprietatii de a fi finita pen-
tru orice valoare finitd sau infinitd a variabilei; de unde rezulta,
precum am vazut, ca ea este unici, abstracfiune ficand de un mul-
tiplicator constant si de o constants aditiva, O alta proprietate
de o importantd analitici fundamentald a integralei de speta I
este, precum vom veded, aceea a inversiunii uniforme; ceeace in-
semneazd ca limita superioard z a integralei u este o functiune
uniformd de u in tot planul acestei variabile. Vom veded

o



100 CAPITOLUL VIII

de asemenea i, intr'un mod general, o functiune rationald
R (2, y) pe suprafata T este o funchune uniforma de aceastda in-
tegrala.

Este important de observat ca z si |/ f (¥) nu se pot exprima
prin funcfiuni rationale de un parametru, precum aceasta este
posibil in cazul cand polinomul f () este de gradul intai sau al

doilea. Céci daca s’ar putea ca

2=, 1/ {2 =y@
sd fie funciiuni rationale de ¢, ar urma ca integrala de speta I, de-
venind integrala unei functiuni rationale de ¢

/
U = gip(_f) dt,
DU
sé devina infinita cel putin odatd pentru o valoare finita sau infi-
nita a lui ¢, §i prin urmare a lui 2.

76. Sa reprezintam prin o si o' perioadele integralei u, relative
la taieturile A i B; vom aved pentru u, in acelas punct @ pe supra-
fata T, expresiunea '

(2) ol = Uy + mo + m-w,

m si m' fiind numere intregi si 1, fiind una din valorile lui « co-
respunzatoare Jui 2. : :
Si examinam relafiunea ce existd intre valorile integralei in
doud puncte suprapuse (z, y), (z,— y) ale suprafetei T.
Daca punctul initial este un punct de
amlflcatlune ‘@ i drumurile care unesc acest
punct cu punctele finale (z, y), (¥, —y)
sunt suprapuse in toata intinderea lor, va-
lorile integralelor sunt egale si de semne con-
trarii ; cici dealungul acéstpr drumuri, l/m
trece prin valori egale si de semne contra-

Rezultatul subsistd dacd inlocuim unul
din cele doud drumuri printr'un drum echi-

2,y

Fig. 27

valent cu el. S
Sa considerim acum doud drumuri L, L', plecind dela un punct

(74, Yo); cel dintéi situat pe foaia intaia; iar cel de al doilea stra-
batand, de exemplu, linia de trecere ab intr’'un punct P (fig. 27).
$3 inlocuim aceste drumuri prin drumurile respectiv echivalente
xgap (@, y), xgap’ (x,— y) formate din drumul comun z, ¢ — punctul a
fiind foarte aproape de punctul critic @ — din doua semicercuri
¢B, af cu centrul in a si din drumurile suprapuse § (z, y), * (z,—y)-
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Vom avea, reprezintand prin u si w' valorile integralei dupd L si 1"

a da e la Yy  dx
o

i S e +\' Bl S""—"’JLL_.
dnwl i@ Je V@ T V)

Facand suma acestor egalitati si tindnd seami ca integralele
dupd arcele aff, aff’ tind citre zero impreuna cu aceste arce si cé
ultimele integrale din ‘membrele de al doilea devin egale §1 de semne
contrarii, rezultd egalitatea

aafe da
(3) U +lL,= 25 e =il
Los Uy l/ I( (‘r)
Reprezintand prin u, una din valorile lui o’ in punctul (z.— y),
avem:

: U = ttyg— mw— no,

m si n fiind numere intregi oarecari, pozilive sau negative. Sub-
stituind aceste valori ale lui u” in egalitatea (3), obtinem expre-
siunea generali

9 @ dr : i ’
(4) Wb e ) ~]/_—h =-miw: - ne!
Jag, g5 V 1)

Din egalitatile (2) si (4) rezultda ¢i intr'un punct z pe planul
stmplu al variabilei, valorile integralei u sunt cuprinse in expre-
siunile

] Uy + me 4 na’,
W= 3 T i .
2\ T/— —Uyt+ mo-+ nw
= 2 0
l Ty Vi)

Daca limita inferioara @, coincide cu punctul @ (in genere, cu
un punet critic), expresiunile (5) devin

(3)

u = +u, + mo + no',

77. Fie C, C' doua eurbe inchise situate pe aceiag foaie, conti-
nand in interiorul lor respectiv liniile de trecere ab, cd fara a se
tiia intre ele. Avem

(1) dv S dz 0
Vi~ Jor Vi) =
integralele fiind luate in acelas sens. Pentru a justifica aceastd

egalitate, si considerim un cere (R) situat pe aceias foaie, avand
o razd R destul de mare pentru ca si cuprinda in interiorul sau
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curbele C si C'. In aria limitatd de cercul (R) si de aceste doui

curbe, func’;iunea—i_—fiind olomorfd, avem
: Vi)

() dE g
= = T
c V/(.vl o ] ﬂa: Jm) V
Facind R sa tinda cétre infinit, membrul al doilea tinde citre
zero; valoarea sa fiind constanta, aceea a membrului intai, este

riguros nuld. De unde rezulta egalitatea (1).
78. Perioadele ® si o sunt date, precum am vazut (§ 72) 1)

dz
de integrala S—V_(IT—)’ luata, cea dintai dupd o curba inchisia con-

tindnd in interiorul ei linia de trecere a; a, si situatd in foaia
intdi; cea de a doua, dupd o curbd inchisi continind punct-
tele de ramificatiune a,, as, situatd parte pe o foaie, parte pe cea-
laltd foaie, ambele curbe fiind descrise in sensul negativ in raport
cu punctele critice situate in interiorul lor. Valorile acestor inte-
grale rdman neschimbate daca modificaim forma celor doud curbe
fard ca ele si intalneascd vreun punct de ramificatiune. Forma
liniilor de trecere dela o foaie la alta poate deasemenea fi schim-
batd. Ceeace riméne invariabil sunt punctele de ramificatiune a
clror poziliune este dati.

Sa ne inchipuim curbele de integratiune reduse, cea dintéi la
cele doua tarmuri situate pe aceeas
foaie ale liniei a; a, si la doua cercuri
infinit mici avénd centrele lor in punc-
tele ay, ay;iar cea de a doua la drumul
format din doud linii suprapuse intre
punctele a, si a;, una in foaia intai,
cealaltda in foaia doua a lui T §i doud cercuri infinit mici, avand
centrele lor in aceste puncte (fig. 28). Integralele. dealungul cer-
curilor tinzind citre zero impreund cu razele cercurilor si Vf

Fig. 28

trecAnd prin aceleasi valori cu semne contram pe laturile opuse,
rezulta egalitafile

Ay gz as da
1 w=2\ — o' =2 =
IR Ja, Vila)’ g Vi)

integralele fiind luate pe tarmul sting al segmentelor a; ay

S1 @y .

1) Tulocuim literile «75i .7 respectiv prin o si o',
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79. S consideram, de exemplu, integrala normalid a lui Le-
gendre

| : ) dx
; =2 T T e et
o . SO l/(l-—rz) (I—k2x2)

in care presupunem modulul k real, cuprins intre 0 si 1 i radicalul
egal cu + 1 in punctul 2 = o pe {irmul stang din foaia intai.

Punectele critice sunt il,i%. S& lvim a; = — 1, a, = 1,
1 1 bt
b s e e Formulele (1) dau, adoptind notatiunile

lui Legendre si Jacobi,

+1

w=4K—=2 ___d.m—
J (1-22) (1% a?)
S | 4
(3) i 1
* dx = dz
o=A4K=2\ —— 2|\
L J (1—2?) (1-k2z 2) V (22-1) (1-F2 2%
1 L.
radicalele reale fiind pozitive. De unde
2
: Ko ! dz il ¥ dx
Vo) (e V1) ()
o :§

Sa considerdam, ca al doilea exemplu, integrala normald a
1u1 Weierstrass
€T

dzx
(4) RO = )

2 V(*""e.l) (z—ep) (2—¢y)

@

in cazul cind ey, ey, e, sunt cantititi reale, dispuse in ordinea e, >
€, > e;. Radicalul este luat cu valoarea sa pozitivid pentru z real
51 =>"e;.

Dacid punem

a4y =€;3 Gy=ey az=e¢;, a;=0,

*) Radicalul Vit == @ — k*a?) se schimba in —i [/ (a® — 1) (1 — k%2?)

4,
pe tarmul sting al segmentului (1,—" )
3
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avem, in virtutea formulelor (1), egalitatile

€ dz
w = e e

V (e,—2) (ey—) _(m—e&)

€3

() ;
' da o dx

— —————»
I er=2) (ey—2) (w—ey) Vier @) (a—ey) (2—ey)

€o €y

o =

in cari radicalul |/ (e,—a) (e;—@) (2—e;) din prima egalitate si ra-
dicalul |/ (e;—2) (2-¢,) (2—¢;) din ultima egalitate sunt reale si
pozitive 1),

o’ ; =
Raportul —— al perioadelor este, precum se vede, imaginar
»

in ambele integrale considerate. Aceastd terorema este generals.
80. Teoremd. Raportul perioadelor unei integrale eliptice de
spefa I este imaginar 2). i 5

S& punem integrala

o

sub forma ¢

(2) U=p¢taiw,  z=F4y

¢ 51w fiind funcliuni reale de variabilele reale &, 7 si sa consideram
inteorala ’

(3) Svdw,
> r

luata in sensul pozitiv dealungul conturului I’ (fig. 22, § 65), care
limiteazd intr'un mod complect suprafafa T’. Integrala u fiind
o functiune olomorfa de z pe aceasts suprafatd, avem, in virtutea
teoremei lui Riemann, (§ 48), inegalitatea

(4) : S vdyw > o
: T
Sa caleuldim membrul intai. Fie
(5) souwE=atuf, . wo=d L
perioadele integralei u relative la téietur;le A si B. Reprezintand
!) Daci a descrie in sensul negativ un seﬁigerc cu centrul.le,, situat

deasupra axei reale, radicalul /es— & se schimbi in —i Vz —e;
?) Teoremd deja viazuti I. PLta27
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S+vdw, SLc'dw,'S odw, Sﬁvd(«v,
A B e B

integralele luate in sensul direct (indicat de sdgeti) dupa tarmu-
rile pozitive si negative ale celor doua taieturi, avem

Svdw — S+de % S++ S“_}_ S*
i A B A L

e S
= S (v—v) dsw + S (9—) dyw,

prin

(6)

-+

A
- =
P si¢ reprezintand valorile ¢ in doua punc’te situate fata in fata
pe tarmurile respective.

Insé, in virtutea definitiunii perioadelor o st @', 1) avem

= : +rl= ; += .
(7 u—ul =a +if, |\u—ul=a' +if,
A - B

.

(8) \+ d (V+ i“') = = ll;'—]’— iﬂ', \+ d(v-{- i(\') =_ = —(a il Iﬁ)
A B

De unde rezultd egalitatile
: A He
(9 ; (V—V) =u,(v—v) =g
iy B
(10) S+ dw=f', S+ dw. = — B.
A i

In virtutea acestor egalitati, egalitatea (6} devine

3

(11y \ vdy = a B'— B o',
Jr -
_Avem asa dar megalitatea
(12) af'—Ba'>o.

Din aceasta inegalitate rezulti: 3
1% Cantltaple @ si ff nu pot fi nule in acelas timp ; deasemenca
cantitatile o’ sif'. Nici una din perioadele o, o’ nu poate dar ft nuld

2°. Raportul !
e R e T (Iﬁ pa’
@ a+iff a?+p? a2+ f2
este umaginar i coeficientul lui i este pozitiy 2).

1) § 72, V=0 F=o' g
2) Acest semn corespunde directiunii considerate a tiieturilor A B. Intr'o
dispozitiune diferitd, semnul lu1 L ar putea fi negativ.
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81. Observare. Daca membrul intai (12) ar fi nul, integrala u
s’ar reduce la o constantd. Caci din egalitatea

< do)2 dv)2 .
o= S [ (o) | et = (2 = i

rezultd egalitatile

o 3 oy :
08 splroge

adica ¢=const; de unde, precum se stie, rezulta si
ow o

5 =0, — = o0

b£ ) 677 )
Prin urmare

¢ + 1w = const.

SCHIMBAREA SISTEMULUI DE TAIETURL T

82. Cele doua taieturi necesare, pentru a face suprafata T
simplu conexa, pot i determinate in diferite moduri, de unde pot
rezultd diferite sisteme de perioade. Este interesant de examinat
ce relatiuni existd intre perioadele corespunzatoare la doud sisteme
diferite de taieturi.

Fie A, B taieturile primului sistem si A’, B’ taieturile sistemu-
lui al doilea. Pentru ga taieturile A’, B’ si nu distrugi conexiunea
T’ este necesar ca fiecare din ele s strabatd cel putin odatid una
din taieturile A, B, caci suprafata T’ fiind simplu conexi, -orice
curba inchisd trasi pe aceasta suprafata distruge conexiunea ei.

Sa reprezintam prin 2, Q' pericadele relative la sistemul (A",B").

. .o - . . dm <
Aceste perioade fiind valorile ce primeste integrala Sm luata,
in sensuri convenabile, dealungul curbelor A’, B’, vor fi date de
egalitati de forma '

(1) Q=mo +nw', Q=mo +n o,
m, m’, n, n' fiind numere intregi (observare § 74).

Pentru acelas motiv, perioadele , ’, relativ la sistemul (A, B),
sunt sume de multipli de perioadele Q, Q’,

(2). Oo=p +vQ, =P +vQ

Identificand valorile pericadelor @ si o’ din ecuafiunile (1)
$i (2), obtinem egalitatile

. n' n ; m’ ; m
Es s i ”="—_,ﬂ=—z—, Vi e 4=

4
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prin urmare

. = L 1 S R
A oy A2\ —m’ m ‘ A ;
sau
(3) A =1,
adica : d
4) - A=A L &,

semnele fiind aceleagi pentru 4 si A’

Se zice cd doud sisteme de perioade (0, '), (2, Q') sunt echi-
valente, daca intre ele' existd relatiunile (1) si (2). Schimbarea taie-
turilor suprafeiei T are dar drept efect a inlocui un sistem de pe-
rioade printrun sistem de pericade echivalente.

83. Fie -
o' ;
= a+ 18;
®
vom aved L :
Q' (m'+n'a) +n'ip A +ipA

— < ’
0 (m+na)-+ nif (m~+na)>-+ n2 2
A=(m'+n'a) (m+na) + nn'p.
7 i ’
£ . o
Raportul o corespunzator raportului —, este dar de ase-
g ®

menea imaginar si coeficien{ii lui i'in ambele raporturi au acelas
semn sau sunt de semne contrarii dupd cum 4 = + 1.
84, Aplicafiune. Sa consideram integrala lui Weierstrass

%” de B
Tl 2 (ae) (a—ey) (a—ep)
€1, €, eg fiind trei cantitati date oarecari distincte intre ele si si
examindm, in cdteva cazuri, relatiunile dintre perioadele integralei,
cand taieturile A si B au diferite dispozitiuni.

Pentru a evita orice confuziune si numim A tdietura al carui

tarm + este luat dupd voie, ori care ar fi cele doua puncte critice
cuprinse in interiorul ei; A se va zice prima tdieturd. Tarmul + al
celeilalte tdieturi, reprezintata prin B, (a doua taietura), este {ér-
mul care urmesaza imediat dupd cel + al lui A, cind conturul su-
prafetei T" este descris in sensul direct (+). Conturul este descris
in sensul direct, daca aria suprafetei T’ situata de partea tarmului
+ se gaseste la stinga observatorului care descrie acest contur,
S& reamintim: primo, perioada relativii unei taieturi este diferenta

) Nu punem semn inaintea radicalului, punctul z plecind dela oo pe
una sau pe cealaltd foaie. 5
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intre valoarea integralei intr’'un punct al tarmului + al taieturii
si valoarea ei in punctul opus din tarmul —; ea este dati de va- 7
loarea integralei luatd dealungul celeilalte tdieturi in sensul care

duce dela punctul tirmului — la punctul tarmului + al taieturei
la care se refera perioada (§ 73); secundo, variabila z strabatand
o taieturd, integrala u se mareste cu + perioada corespunzitoare
acelei taieturi, dupd cum trecerea se face dela tarmul + la cel —
sau viceversa (§ 74). ;
19, Sa plecdm dela sistemul reprezintat prin figura (29) si fie w,00"

perioadele relative la tdieturile A, B, @ este valoarea integralei u-
dealungul curbei B si o’ este valoarea integralei dealungul curbei
A, descrise amindoud in sensul sdgetilor exterioare.

20, Sa schimbam semnele tarmurilor lui A; se schimbi in ace-
las timp semnele tarmurilor lui B (fig. 30). Numind 2, Q' perioadele
corespunzitoare, avean 4

Q=—ow Q2 =—u,

3%. Sé permutdm tdieturile A si B, adicd sa luam B drept prima

Fig. 31 Fig. 32

tdieturd si s’o notdim A’ si drept a doua taieturs A pe care o
notdam B’ (fig. 31). Reprezintind prin 2, Q' perioadele relative la
A’, B/, avem
Q=—0o, Q=0
4% Schimband in figura precedentd semnele lui A’ semnele

lui B’ se schimbé in acelas timp; de unde rezults (fig. 32) aceleasi
perioade cu semnele schimbate

) =
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50, Sa péstrém in cazul 1° tajetura B §i sd inlocuim taietura A
printr'o tdietura A’ care sid contind in interiorul ei punctele e, si
¢g. Obtinem figura (33) sau figura (34), dupa cum descriind conturul
lui T’ in sensul direct, taietura A’ strabate tiietura A trecand dela
tarmul — la cel +, sau viceversa.
In ambele aceste dispozitiuni perioada Qrelativd la tdietura
A’ este egald cu perioada o relativa la tajetura A, iar perioada
relativé la tiietura B este data respectiv de egalititile

WP e i

— +

Fig. 33 Fig, 34

cdci drumul A" strabate ambele taieturi A si B, pe cea dintai in
sensurile mentionate si pe cea de a doua dela tarmul + la cel —.
Schimbarea sistemului 19 in sistemul 50 are dar drept efect a inlocui
perioadele initiale o, »’ prin perioadele 2, Q' date respectiv: de
egalitatile 4 1

Q=g O o

In toate formulele precedente determinantul substitutiunii este
egal cu + 1.

CAPITOLUL IX.

TEOREMA LUI ABEL PENTRU ADITIUNEA INTE-
GRALELOR ELIPTICE DE SPETA - 1.

85. Fie R (2, y) o functiune rationald de ordinul n pe suprafata
T, y*= f (2), avind zerurile

(ah yﬂ; )1 (a25 yaz): oy (an, ya-n)
s1 polurile i
(bla ybn): bz; Yo, ); oAy (b ny ybn)_ g

Printre zerurile de o parte ca si printre polurile de alta parte,
pot fi mai multe egale intre ele. Vom reprezinta aceste puncte -
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analitice mai scurt, respectiv prin punctele
By gy ey By ol s s B

situate pe suprafaja T. Presupunem ci aceste puncte nu sunt si-
tuate pe tdieturile A 5i B, ceeace se poate totdeauna obtine mo-
dificnd, daca este necesar, forma acestor taieturi.

Fie acum u(x) o integrala eliptica de speta I, relativa la acelas
suprafatd T. Sa considerdm integrala .

d
(2) = Rru %log R (2,y) dz,

o

dealungul conturului I" al suprafetei T’, A(fig 22, §, 65), adica
=\+ £ \; +§_+S_.
VA JB X B

e > : d 3 :
\++\ = S+*logR(x,y)dz=w(logR),
A A dz

\+ - \ =0 \ logh(t y) dz = o’ (log R)
4 B

B J
Valoarea finald a functiunii R (z, y) pe fiecare din tieturile
A si B fiind egald cu valoarea sa initiald, diferenta dintre valoarea
finala §i cea initiald & functiunii log R (2, y) este nuld sau un mul-
tiplu de 2 iz. De unde rezultid egalitatea.
(2) , I =2ix(mo +m' o),
m si m’ fiind doud numere intregi

=0,

ale caror valori sunt date de integralele

(3) ne: = 1 - ( _d‘R-’ nz' = l S ﬁ_
2 in _J_,\- R 2l7t B R

O altd expresiune a integralei (1) se obtine aplicAnd teorema
reziduurilor pe toata suprafata T. ;

Reziduurile functiunii u% log R (z, y) provin numai dela zeru-

rile si polurile functiunii R (z, y), cici functiunea u (z) rdmane
finitd pe suprafata T §i in punctul z = o reziduul siu este nul.
Avem asa dar egalitatea

() I=2ia 2 (o) = )

h=1 k=
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Din egalitatile (2) si (4) rezulta relatiunea

n n

(5) %’u (@ ) — 1Zu (b ) = 0. (modd w,w") 1)

In aceastd relatiune consista teorema lui Abel, pentru adifiunea
integralelor eliptice de spefa I. :
Ea se enunta: -

Suma

valorilor integralei eliptice de spefa I u(z), luatd intre doud sisteme
de puncte in cari funcfiunea rafionalé R (z,y) pe suprafata T se
anuleazd si degine infinitd, este nuld, abstracjiune fdcind de o suma
de multipli de perioade. ' '

Aceastd teorema este cuprinsi in teorema mai generala relativa
la integralele de forma

Sw (2, y) da,

¥ (2, y) fiind o functiune rationala de variabilele x, y legate intre
ele printr’o ecuatiune algebrici F (z, y) = o de un grad oarecare,
integrale, cirora Jacobi a dat numele de integrale Abeliane in me-
moria lui Abel 2). '

86. Teorema lui Abel se poate enunja sub o formd diferitd. Pen-
tru aceasta, sa considerdm functiunea rationali de ordinul n pe
suprafata T.

4 fiind o constantd oarecare dati. Fie

Afy Qoyevvy Gp 5 by, byyion, by
respectiv zerurile si polurile functiunii. Intre aceste puncte avem
relatiunea lui Abel]

i T n

= (B Zula)— 2 ulby) =mo +m o,
o 7

Daci facem si varieze intr'un mod continuu parametrul 4,
zerurile functiunii (6) vor varia intr’'un mod continuu, deseriind

%) Aceastd notatiune exprimi ci membrul intii este nul, abstractiune
facand de un multiplu de @ si. de un multiplu de o’.

%) Vezi tratate speciale; de exemplu, Appell et Goursgt, Théorie des fonc-

tions algebriques el de leurs iniégrales.
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linii determinate pe suprafata T, pe cind polurile ramén neschim-
bate. Daca drumurile simultane descrise de zerurile a; nu intal-
nesc nici una din taieturile A sau B, integralele u (ar) variazi in-
tr’'un mod continuu. De unde rezulta ci la o variatiune foarte
mica a lui 1 nu poate corespunde pentru membrul intai (7), adici

n
pentru suma X u (ay ), decat o variafiune foarte micd, prin urmare,
A .

o variatiune foarte mici pentru membrul al doilea. Insa, valoarea
membrului al doilea nu se poate schimba decat impreund cu unul
din numerile m, m’. Aceste numere fiind intregi nu pot varia decat
intr’un mod bruse. De unde rezulti ci pe cit timp drumurile des-
crise de zerurile @ nu intAlnesc taieturile A, B, numerele m, m’,
raman constante; prin urmare, variatiunea corespunzitoare a su-
mei X u (ay) este nuld. Asa dar, ficind sa varieze 1 dela o valoare
miiald 7, pand la o valoare finala 1, astfel ca drumurile descrise
de zerurile functiunii (6) s& nu intalneasci taieturile A, B, varia-
tiunea sumei dealungul acestor drumuri este nuli.
Din cele ce preced rezultd enuntul urmitor:

Dacd ay, ay,. .., a, reprezinié un ststem de puncte in cari o func-

1 “2 2 P q P
fiune rafionald R (z,y) de ordinul n. primegte aceias valoare Jy si
Bis Bas- -5 Bn un al doilea sistem de puncte incari Rz, y) primeste

aceeas valoare 1, avem egalitatea
L3 n ,Bk
®) =

1.Jay,

du(z) = o,

integralele fiind luate dealungul drumurilor simultane descrise de z,
cand 1 variazi dela valoarea inifiali pand la valoarea finald, astfel
ca drumurile de integrafiune si nu intélneascd tdieturile A, B.

Dacé drumurile (gy,...;) stribat un numir oarecare de ori
taieturile A, B, egalitatea precedentd trebuie inlocuitd prin cea

urmatoare
n (B :
(9) SIAN e du (z)= mw + m'e’
1 Jay
87. Sa inlocuim in membrul intai (8) limitele inferioare @; prin
n puncte @, luate dupd voie pe suprafata T si sa {inem seami de

egalitatea
Br (ox B
-
ap - Jay, ay,
obtinem egalitatea

w5 Sﬂ"du<w>= 5 S du (a) = C,
k=1 =

ak k=1 ak
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constanta C fiind independentd de limitele superioare [y, prin
urmare independentd de valoarea 1 ce functiunea R (z, y) primeste
in punctele ;. S& ne inchipuim ci inlocuim printr’un coeficient
oareeare al functiunii R (z, y), conchidem ci suma (10) este in-
dependentd de tofi coeficientii functiunii R (z, y). Putem dar
enunta teorema lui Abel sub forma urmatoare: :

Fiind datd o funcfiune rationald oarecare R (2, y) de ordinul n,
suma calorilor unei integrale de speja intdi ale cdror limile inferioare
sunt n puncte date dupd voie pe suprafata T, iar limitele superioare sunt
n puncte pe acetas suprafaji in cari R (2, y) primeste aceias valoare
arbitrard 1, este o constantd independentd de coeficientii funciiunii.

83. Ludnd 2 = o, avem, in termeni geometrici, enunful urmitor:

Suma valortlor integralei u (¢), luatd dela n puncte fize oarecari
ale curber y* = f (2) péni la punctele de intersecfiune ale ei cu o
curba mobild care o taie in n puncte, este o constantd independent
de coefictenjii curbei mobile, :

Daca cele n puncte fixe aparfin curbei mobile, intr’una din po-
zitiunile ei, constanta este nuld sau egald cu o sumi de multipli
de perioade, in virtutea egalitatii (10) in care facem @), = gl (=1
2y s T ; :

89. Aplicajiuni. Adifiunea integralelor eliptice de speta I.

Suma valorilor unei integrale eliptice de spefa I intr’un numdir m
de puncte este egald, abstracfiune ficind de o constantd aditivd, cu
valoarea® aceleasi integrale intr’un singur punct, ale cirui coordonate
sunt funcfiuni rafionale de coordonatele celor dintdi.

Fie mai intdi m = 2 i si considerim succesiv cazurile cAnd

ecuatfiunea
y'=[(2)
este de gradul trei sau patru.
I. Fie . %
(1) P=AP+ A+ Ao+ A,

Sa luéim, drept curbd mobild, linia dreapta
(2) Yy =az +b.

Abscisele punctelor de intersectiune ale acestei drepte cu curba
(1) sunt radacini ale ecuatiunii de gradul al treilea

3) (az+b)2 = A 2+ A, o2+ A,z + A,
1 2 3

Fie z;, a,, 5 aceste rad#cini, variabile Impreund cu coeficientii
a si b, caror corespund, pentru y, valorile

(4) Yi =ax; + b (=t 2, 3).

8 DAVID EMMANUEL
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Doud din cele trei puncte de intersectiune (z;, ), (5, y5) fiind
date dupd voie, rezultd pentru a si b valorile rationale

= — Ty Yo—1Yp T
(5) fra 3/‘1 Y2 e LYes s,
G 4 K

Inlocuind in ecuatiunea (3) @ si b prin aceste valori, fiecare din
cele trei relafiuni, cari existd intre radacinile si coeficientii ecua-
fiunii, va da pentru z, o expresiune rationald de coordonatele celor
doud puncte date; de unde rezultd pentru y;= az;+b o expre-
siune rationald de aceleasi coordonate. :

Considerand, de exemplu, relatiunea

Al-—a2
Zy+ Xyt Ty e T

ob{inem relatiunile rationale

- s, N )}
Ty =—(2y + ) A [Al (931———5”—2)] ’
Yiz=2Y Bt 3/1_73/2 3 l s e ik
=—= “Sipta,+——|A — + .
lya 5”1_“32{ el g A[ i (“31—-772) JJ ohtdEa s
Fie acum (& , i ), (i = 1, 2, 3), trei puncte date dupi voie pe
curba (1), luate ca limite inferioare ale 1ntegrale1

(6)

s
% d
z
U (Z; 3 i i g
(zi, yi) y
&, ni
avem (§ 88)
(7) U (g, Y1) + w2y Yo) + u (23 yy) = C

sau inlocuind, in integrala a treia y pnn — y, ceeace di
g ("E:i’— Ys) =—u (23, y3),
avem, scriind u ( 2; ) in loc de uw (@, y; ), egalitatea
(8) u () + u (2) = u(x3) + C.
Constanta C depinde numai de limitele inferioare ; ea este nula,
sau egald cu o sumi de multipli de perioade, daca punctele (&, 7;)

se gdsesc pe dreapta (2) (§ 88, fine).
II. Fie

(9) Y= A%+ Ay 2B+ A2? + Ay z + A,
Luand, drept curbd mobila, parabola
(10) s y=Aa?+az + b
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avem, pentru determinarea -absciselor punctelor de intersecfiune,
ecua:;mnea de gradul al treilea

(11)  2A a2 (a:v+b) + (az+bR=A; o8 +As22 + A,z LA,

Fiel 25 7, 4 radaclmle acestel ecuafiuni, caror corespund
~ pentru y valorile

ddy O e g i-1,29)

Punctele (zy, %), (2, Ys) fund date dupa voie, ecuafiunile (12)
vor da penfru asib valori rationale de coordonatele acestor puncte.
Substituind aceste valori in ecuatiunea (11) si procedand ca in
cazul I, ajungem la- aceeas concluziune.

Am presupus pind aci m = 2. Pentru a aritd ci teorema
este adevarata -pentru un numar mtreg m oarecare, sa aratam ca,
daca este adeviratd pentru m, va fi adevarata si pentru m + 1.
Avem prin ipotezd

u(.’l}i, y1)+-"+u(zm7 ym)= u(£7 77) +Cy

{&, 7) fiind un punct al curbei 3= f (%), ale cérui coordonate sunt
functiuni ra;lonale de coordonatele celor m puncte date (i, y; ) -
L =12,..., m).

Fie acum (me, ymg) un punct oarecare al curbei considerate;
existd pe aceastd curbi un punct (Tmt2, Ymas) ale cirui coordo-
nate sunt funciiuni rationale de (Zni1, Ymy1) side (&, ), astfel ca

U (Tmity Ymp1) + U (E ) = U (Tnis, Ymiz) + Cp;
de unde rezulti egalitatea

m+-1

Zu(z,J)—u(az )+C,

m+2? ym+"
in care Zm+tz, Ymis sunt functiuni- rationale de cele m + 1 puncte
date dupd” voie.

Teorema este ash dar generala.

90. Vom intalni mai departe formele normale

(1) Y=42—g, 2 —g, (Weierstrass),

(2 P =(1—2% (1 -k 2% (Legendre).

1°. Relativ la cea dintéi, pqnctele Zy, %y, @, fiind pe aceiagfoaie
a lui T i limitele inferioare ale celor trei integrale fiind punctul
00, care este un punct de rarmflcapune in care ele sunt nule, avem

M (589
©) (o) + u () + u(z) = o,

8*
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cu relatiunea

1 B— Y )2
Ty + Xyt Ty = — (= ZE |
O T e

precum rezultd din prima egalitate (6) (§ 89). <
Astfel dar, fiind date punctele (a, Y1)y (%9,-y5), valoarea lui
3 este determinati; acestei valori corespunde valoarea unici

Vo= yl—‘?/2‘+ e o e ) Ta

L=ty Lra—ly

datd de a doua egalitate (6).

2°. 8a consideram forma lui Legendre si sa luam familia de
parabole

5) : - yYy=az>+bzx +1.

Abscisele punctelor de intersectiune sunt rdadécinile ecuatiunii

2 [(e*—k?) @42 aba? + (2 a+b2+1 +F2) ¢+ 28] = o.

Punctul & = 0,y =1 ramanand fix, avem numai trei puncte
de intersecfiune variabile impreuna cu coeficientii @, b. Abscisele
1, &y, ¥ ale acestor puncte satisfac relatiunile

: 2ab
WyEE et = e R
17T %y
' S I*—a?,

2a+b2+1+k2
Ty Tyt (2 +25) = A 2
3h
k2—q?’

Ty Ty Ty=

de unde rezultda egalitatea
i) ' T+ Tt 23=0 @) Ty Ty
De alta ﬁarte, ecuafiunea (5) ne da
A y1=az12+bx1+1, Y, = azs + by + 1,
de unde, eliminand b intre aceste doui ecuatiuni, avem
() azy @y = 14172 zj:%/i‘
Din ecuatiunile (6) si (7) rezultd expresiunea
! i

8) et
Y1% — &3 Ys

>
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sau multiplicind ambii termeni cu y; z, + 2, Yy, avem, in vir-
tutea ecuafiunei (2),

9 x e Tty T
o 1—k2 a2 42

Luénd punctul (z =0, y = 1) ca limiti inferioard a celor trei
integrale :

f = dx
e e

si schimbéand in (3) 73 in — 7y, avem

(11) w (@) + u (2) = u (zy),

cu relatiunea

12 _n ]/ (—a?) (I—&2 z?) +ay |/ (1—a®) (1—k, 2y%)
(12) T3 = 1—I% 22, 2, X

dedusid din egalitatea (9). :
Ecuajiunea lui Euler. Ecuatiunea diferentiala

13 dx  dy _0
(13) VI iy

in care f () este un polinom de gradul trei sau patru, poartd numele
de ecuafiunea lui Euler. Integrala generald a acestei ecuatiuni,
presupunénd f (z) de forma lui Legendre, se obtine inlocuind in
formula (11) 2; si 2, respectiv prin z $1 ¥ §i @, printr’o con-
stanta C:

& VT 4y V@
(14) S oy = C.

In adevir, integrala generald a ecuafiunei (13)
este g

T

s °_d T eRe t ea
(‘io)' So f(—x)_{—so VTG C/ta arbitra a..

Membrul intdi al acestei ecuatiuni fiind identic cu membrul
intai (11) in care facem 2,=2, x,=y, rezultd ci membrul al doilea
u (w3) trebuie s& se reducé la o constantd arbitrara, ceeace trage
dupa sine ci x; este o constanti arbitrard. o

: ' ; qused.
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CAPITOLUL X.

TRANSFORMAREA INTEGRALEI ELIPTICE DE
SPETA I PRIN SUBSTITUTIUNI LINEARE.

91. Fie
(1) f (2) = apa*+4 a, 2 +6a, 2*+-bay x+a,
un polinom de gradul al patrulea, fira factori multipli si
2) u=§_iL:
Vi (@)

integrala elipticd corespunzatoare. Si facem substitutiunea

ay +
@ e =L,
Y+ 0
de unde
0x—
(4) —3 _ﬁﬂ_ )
—yz+a
a, B, y, 6 fiind coeficienti constanti cu condifiunea
Wi p % 0.
y 0
Obl}inem a : |
? ()
S (x = ——
i) (ry+o)

@ (y) fiind un polinom de gradul al patrulea.
Integrala (2) devine

(6) \_d’"”: et Qdﬁy |
NVi (@) Ve (y)

Integrala eliptica de speta I este ash dar un covariant al poli-
nomului f () de ordinul — 1, cici reprezintand integrala transfor-
matd prin ¢, avem '
pie= A1y,

Substitufiunea (3) este determinati cind se di raportul a trei
coeficienti catre al patrulea, insi pentru ca polinomul o (y) sa fie
determinat este necesar ca toli coeficientii substitutiunii sa fie
dafi. Putem determind substitutiunea (3) astfel ca la trei zeruri
ale lui f (2) si corespundd lui ¢ (y) trei zeruri arbitrare, insi dis-
tincte, sau ca coeficien{ii acestui polinom si satisfacd trei condi-
{iuni date. Bine inteles, aceste conditiuni trebuie si difere de cele
ce exXprima ca @ (y) are un zero multiplu. Putem, de exemplu, face
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ca coeficientul termenului de gradul patru si fie nul, nu insi in
acelas timp si cel de gradul trei, cici atunci punctul y = oo ar fi
un zero dublu al polinomului ¢ (y). Cu alte cuvinte, putem face
ca polinomul transformat si fie de gradul trei, nu insa de gradul
do1 Y). :

92. Fie x;, @5, @3, @, zerurile polinomului § (2) si y;, ¥s, Y3, trei
puncte arbitrare distincte date, ce voim si corespundid punctelor
Ty, Ty, x3. Substitufiunea care realizeazd aceasti corespondenta
este, precum se recunoaste imediat,

7 (y—y1) (y2—s) = (a—ay) (25—1,) .
(y—‘yz) (yl_y3) L (o) (2—a3)

Al patrulea punct y, corespunzitor lui z, va fi dar determinat
de egalitatea

(Ya—y1) (Yo—ys) _ (#—=) (zg—m) ,
(Ys~92) (y1—Ys) (Bg—p) (21—15)
adica raporturile anarmonice, formate de o parte cu punctele
si de alta cu punctele y; , sunt egale. Egalitatea precedents exprima
o condifiune necesard pentru ca polinomului f (), ale cirui zeruri
sunt z;, T, ¥, ¥, sd corespundi, in virtutea transformdrii liniare,
un polinom ¢ (y), astfel ca zerurile lui f () s& corespunda respectiv
zerurilor Y, Y, Y3, Y, ale lui @ (y). Aceastd conditiune este suficients,
cici inlocuind unul din punctele 2 , de exemplu z,, prin variabila
z §1 punctul corespunzitor y, prin variabila y, obfinem substitu-
tiunea lineard (7), care implineste conditiunile cerute.

Sa punem

9) A =ag (2 — ) (23— 2g), B = ag (23— a) (2 — ),
C = ay (25— ay) (25— ),

(8)

B si C rezultdnd din A prin permutarea circulara a indicilor 1, 2,
3. Intre A, B, C exista relatiunea 5

(aa X NERLC S

Permuténd indicii 1, 2, 3, 4, obtinem 24 permutari cirora co-
respunde, pentru fiecare din constantele A, B, C, 6 valori diferite,
cari se ob{in pastrand unul din indici §i permutind pe ceilalti trei.
Patru cate patru, din cele 24 permutiri, dau aceias valoare, anu-
me: cele ce se obfin cind permutim in acelas timp indicii doi cite
doi. : i

1) Aceastd imposibilitate mai rezulta si din faptul c& daci polinomul trans-
format ar fi de gradul doi, 2 si 1/ (2) s’ar exprima prin functiuni rationale
de un parametru, ceeace este imposibil (§ 77). :
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Avem, precum se recunoaste lesne,” tabloul urmitor, in care
celor 6 permutiri ale numerelor 1, 2, 3 corespund respectiv valo-
rile in cari se schimba cantitatile A, B, C:

i e AT
A T Breg S
P A O s,
() foa ey — C—B—A
g iy e —B—A—C
9 =g ol oty B

Sa reprezintam prin 1 valoarea unuia din cele 6 raporturi anar-
monice.

Fiecarei linii orizontale a tabloului corespunde cite o valoare
pentru 1. Aceste valori sunt respectiv :

TEER s e e
C AT BRI
l__é_B-l—C_}:_i Bl & :
1o B A b SR g e 1
J e e et
il B i

Toate raporturile sunt functiuni rationale lineare de unul din
ele 51 se permutd intre dansele cand permutim radacinile Ty, Ty, Ty,
x, ale ecuatiunii f(2) = o. Prin urmare orice functiune simetrica
a celor 6 valori 4 fiind functiune simetrici de radicinile Xy, T35 g,
Z, este o functiune rationala de coeficientii lui f () ; de unde rezulta
ca / este radicina unei-ecuafiuni algebrice de gradul al saselea, ai
cérei coeficien{i sunt functiuni rationale de coeficientii lui f(z).
Cele 6 valori 2 sunt in general inegale. Exceptiune existi in cazu-
rile urmitoare: ' e e

1°. Una din constantele A, B, C este nuli. Valorile # sunt egale
doua céte dou# respectiv cu 0, 1, 0o, In acest caz dous din punctele
25 coincid. Integrala corespunzitoare inceteazi de a fi- eliptica.”

2°. Doud din cantitatile A, B, C sunt egale intre ele. Fie de exem-
plu B = C; avem
1 :
A=lg=—1 1, =1 = 5 la= 4y =2.
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Lui 2 = —1 corespunde diviziunea armonici
Fgsigloh o ee iy
Ty— T3 Xy— X,
AsziBe 6 3 Sy
3°. E_TZ_A . Valorile corespunzatoare ale lui 1 sunt

trei cite trel egale intre ele si satisfac ecuatiunea
(=1 + 12 =o.

Vom forma mai departe ecuatiunea de gradul al saseleaa lui 7.
93. Digresiune asupra ingarianjilor unui polinom de gradul al
patrulea sauw a unet forme bipatratice.

4, T SERE v u 5
S& punem z = - si si considerim un polinom omogen
@ .

: Sy 3 4
I (2, @) = ag 2 + & a; 22 25 + 6 a5 22 2,2 4 ap v xP+a2
Sa aplicdm acestui polinom substitufiunea lineara

ap

:v1=ay2+ﬂy2, x2=7’?/1+by2: Dz’}lb F.o0,

corespunzitoare substitufiunii (3) si fie

2 (1 ¥2) = bo y14+ 4 b1 Y y2+6 by ys* .’/22+ 4by yy y5® '|'b4 Y
polmomul transformat.

Se verifica lesne ci expresiunile

(13) - gy =wya,—ha a; +3a%

: 49 0y Oy
(14)  g3=|ayay a3 | =agay ay+2a; a, ‘13’_“0 ag? _al ay—a%,
35 Ga:tly
rationale §i intregi de coeficientii polinomului f (@, @,) se reproduc
in polinomul transformat @ (y;, y,) multiplicate respectiv-cu D*
si D®; anume, reprezintdnd prin-g'y si g’y aceleasi expresiuni for-
mate cu coeficientii by ai lui @ (yy, ¥,), avem '
3 : i - s

(15) 8, =D'g, g, =D°8,

Pentru acest motiv, functiunile g, §i g; au primit numele de
inparian{i ai polinomului omogen f(;, a5), precum si ai polino-
mului neomogen f ().

Oricare ar fi valoarea determinantului D, raportul

g
&

rimane invariabil. Acest raport este un inpariant absolut al
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polinomului f(z). Orice functiune rationald a acestui raport se bucurs
evident de aceias proprietate.

S aplicim generalititile cari preced pentru a aduce integrala
eliptica de speta I la cele trei forme normale clasice.

I. FORMA NORMALA A LUI WEIERSTRASS,

94. In loc de a aplica substitutiunea lineara generals, putem
aplicd succesiv substitutiuni lineare maj simple, al caror efect este
acelas. :

Fie 2 = a o radicina a ecuatiunii f () = 0. Si punem

(1) Shjichs;
Y

obfinem egalitatea
: 1
(2) 1=) = 5o (v),
in care avem
’ 1 ] 1 117 ’
B oy=—7F(y+ 5 1(e) y*~ el (@ y+a,,

Pentru a face sa dispafé termenul de gradul al doilea din po-
linomul ¢ (y), aplicim substitutiunea -
L

VACY
6 f (a)

Reprezintand prin ¢,(z) polinomul transformat, avem

(4) y=:z

O W =00 == (@) P+ =27 ()]
: Sl
~S g @ 1@ 17 (@ 5 15 (@) = 36,0y 12 ()],
a carui formi este : :
4 42 B

¢1(z) =— f (a) z_"—!—f, @ Nz — m B.

Putem identifica acest polinom cu polinomul complect de gra-
dul patru, in care facem

0 R b = g | s
ay=0, a;= 4]‘((1), as=o, aa—f, o e ]T(a)B'

Reprezintand prin g/,, g5 invariantii acestui polinom de gra-
dul patru avem, in virtutea expresiunilor (13) si (14) (§ 93),

g e ga—B,
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Determinantii substitutiunilor (1) si (4) fiind egali cu 1, rezulti

@ invarianii g’y §i g's sunt egali cu invariantii g, §i g, ai polino-
mului f (z), astfel c¢a polinomul g, (z) este

4 2
6 2) =—f(a) R + - 82— - g..
() (pl() f() f(a)g2 fz(a)gi%
S& punem in fine
= 4t
(7) s Fia)
obtinem, reprezintind polinomul transformat prin w (f),
\ ol =X 4 S o
) P1(z) =9 () = 7@ (48— gyt — g3).
ot 4 e AR
9 t) = T T /'i 13“—' t—— .
- Din substituiunile considerate rezulta egalitatile
(10) dz dy dz dt

Vi@ Vel Vad Vi

s1 relatiunile
1 { (o) i
I i = % e 7} {ixta);

l[/4z3 0 — (:’; (‘;))2‘ 7 ().

In virtutea acestor relatiuni, suprafata lui Riemann relativi-
la ecuatiunea

(11)

X2 = f(a),
corespunde punct cu punct suprafetii definitd de ecuafiunea

Hpei = 453,—g2t—g3.
Integrala de forma

F Sz dz ;
o V5P g0 — g,
se numeste integrala normald de spefa I a lui Weierstass.

Avem patru substitutiuni diferite cari transformi integrala
propusa in aceia a lui Weierstrass, dupd cum luim drept a, una
oarecare din cele patru ridacini ale ecuatiunii f(z) = o. Toate
aceste substitufiuninu schimbé coeficientii g, si g;, cari sunt func-
{iuni rationale de coeficientii acestei ecuafiuni.

95. Transformarea integralet lui Weierstrass in ea insdsi. Sa
reprezintdm prin e;, ey e; zerurile polinomului

1) R(2)=42—g; 2—g=4 (20| (2—¢) (v—0y).




124 CAPITOLUL X

In cazul cand cele trei zeruri sunt in linie dreapti, presupunem
¢y cuprins intre e; si e;. Pentru ca o substitufiune lineard s poata
transforma o integrala in ea insdsi, este necesar ca si fie cuprinsi
printre - substitutiunile cari permutd punctele critice doui cate
doud, astfel ca raporturile anarmonice formate cu aceste puncte
sd fie egale (§ 92).

S& consideram, de eX., raportul anarmonic

(e1—) (es—e5)
(ee—0) (e;—e,) : :
$i s permutim cele patru puncte conform tabloului

oo e, ey e,
@) e oo es e

€ ey 0o e;

g el e~ ig

in care punctele primei linii se permutd respectiv cu cele situate
Pe acelas coloand ale celorlalte trei lini;. ;
Obtinem egalitatile

(e—0) (e;—es) £ (00 —ey) (e5—ey)
i (€2=00) (er—er)  (ey—ep) (20 —ep).
;(.93—~ e5) (0 —e) = (e;—e5) (e;—0)

(0 —e5) (e3—ey) (e1—e5) (e3— o)
Sé inlocuim in primul raport punctul oo prin variabila y siin
celelalte raporturi sa inlocuim prin variabila 2 punctele cu cari
© se permutd. Cu modul acesta vom egala raportul

1Y) (ea—ey)
(e2—) (e3—ey)
respectiv cu raporturile

Gyl 2 e
e —

e—T : eg—e;

Din  egalititile astfel obtinute rezulti substitutiunile

i o (e— ezl(el“ea)’ Fhog— (ez‘elh)(ez—‘es) .
g4 Y=—e
FEREET (eg—e1)(e3—ep) 1).
3 ¥y—¢

') Oricare din cele sase sisteme de patru raporturi, anarmonice egale di
aceleasi substitutiuni. 5
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Cele dou# din urma nu difer de cea dintai decdt prin permu-
tarea punctelor (e;, ), (e, €5). AplicAnd prima substitutiune (4),
obtinem relatiunea ‘ o

- 5) ]/— :k 92) 33) I/R

Toate aceste substitutiuni conduc la egahtatea

. cindm. i i dy

e  VE@® VR

Semnul membrului al deilea riméne nedeterminat pe cit timp
nu fixam corespendenta dintre ramurile |/ R (2) §i VR (y), le-
gate intre ele pr1n formula (o)

Fiind data ramura |/R (2), daca luim dupa voie una din cele
doud ramuri corespunzatoare ale lui |/R (y), trebuie si alegem
semnul astfel ca cele dout membre (5) s& fle ecrale pentru valorile
x, y cari se corespund 1). -

Substitutiunilor (4) corespund -respectiv egalitatile

| e V' R{y)
@ ,Sw Vf'%m= Sy 7%%’
Love

96. Sa notam cu w;, w, un sistem de doud semiperioade date
de 1ntegralele

N de : er dx ,

(8) 2o Ses Vm i sz I/W
luatd fiecare dealungul liniei care uneste punctele critice cores-
punzatoare. Aplicind acestor integrale respectiv a treia si a doua
substitutiune (4), obtinem, pentru cele doui semlpenoade, un al

doilea sistem de integrale, anume %

LA Lo

!) Sa presupunem, de exemplu, radécinile reale e,>e,>e; si pentru z
real > e,/ R (2] > o0; semnul membrului al doilea va fi semnul ce voim

si dam lui |/ R (y).

?) Egalitatile S{:i Se, Se, Se,
ea- S5 (0] ? ey = e} £

se pot deduce din egalitatea (1) (§ 77), dacd curbele ¢, ¢’ se reduc la garmunle
liniilor eari unesc respectiv punctele ¢, cu e; §i e, cu o0.
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97. Integrala normald a lui Riemann este de forma

dx =
(1) go=\ - ;
2)/z(1—a) (1—1 2)
4 fiind ‘o constantd diferitd de zero si unu. S& chutim a deduce
aceastd integrald din aceia a lui Weierstrass
(2) S S
‘ 2)/ (y—e) (y—e,) (y—e3)
Pentru aceasta, sd aplicim variabilei y o transformare lmeara,
facand si se corespundi intr’o ordine oarecare, punctele eritice ale

integralelor (1) si (2).
Sa considerdm, de exemplu, corespondenta.

y O e e e, .
(3) x @0 e 1 ’iy

. careia corespunde egalitatea raporturilor anarmonice

(er—e3) (es=00) (%_") (1f°?)_
(ea—e3) (e—0) (1_0)' (}1

v

(4)

= Oo);
5 a
De unde, pentru 2, valoarea

(5)

Din - -egalitatea (4) se pot deduce patru substituiiuni lineare,
prin care trecem dela integrala lui Weierstrass la integrala lui Rie-

ey € >
by S T 0
e e

mann, daci inlocuim —- prin z §i punem y suceesiv in locul punc-

ik
telor e1s €y, 5,00,
Substltunumle cari rezultid astfel sunt date respectiv de egali-
tatile ‘ :
ey—ey
z

y—es=(e _‘93) S e
(6) oz g
y—e; = (e;—ep) Fog ot y—ey=(e;—e,) T

4 avand valoarea (5).
Toate aceste substitutiuni conduc la egalitatea

dy i dz
l/(y“‘ﬁ) (y—es) (y—es) [/31"‘93 Vx (1=—2) (1—4 )

(7)
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de unde respectiv pentru fiecare din ele

&
o
]

5
e o one \ VR
S

® Vae Vel e e |7 &
i |/ R (2)
VERG@

L )
S A

R (z)==z (1—2) (1—1 2).

Semnul radicalului |/ e, — e, poate fi luat dupa voie, iar sem-
nul radicalului din membrul al doilea se determini desvoltand
ambele membre in domeniul a doua puncte critice cari se cores-
pund si egaland valorile principale corespunzitoare. ¥

Reprezintand prin o, o’ semiperioadele integralei lui Riemann
corespunzatoare semiperioadelor (8) din paragraful precedent, avem

1 dx 101 dx
9 Sl AR R e gl
L S VR ° \ /R (@

Intre cele doud sisteme de perioade avem, in virtutea substi-

S : i ailEien = s
tutiunii y—e;= (e;—e;)z sia valoarei 4 = 22,
€783
(10) =) e;—e, =] e —e.

98. Avem patru substitufiuni lineare, printre eari substitu-
tiunea identicd, cari transforma integrala lui Riemann in ea insas.
Aceste substitutiuni se pot obtine procedand ca in cazul integralei
lui Weierstrass. Ele se mai pot obtine inlocuind in prima egalitate
(6) z prin 2’ si elimindnd y intre aceastd egahtate s1 celelalte trei.
Obtinem substitutiunile:

== o I

(11) $’= 1 ) 5;3’= i_.._.., ) I Sy
Ax ok 1— Az

in virtutea cdrora avem respectiv egalitdtile

.

- st dx i dz ’
(42) S R@ SII/R(@
2 dz

Y/ R(2)
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99. Permutdnd in egalitatea (5) punctele e;, e, e, obfinem
pentru 1 sase valori diferite, functiuni rationale de una din ele:
cele sase raporturi anarmonice corespunzitoare. Acestor permu-
téri corespund in virtutea egalitatii (6), sase sisteme de substitu- -
tiuni diferite, cari transforma integrala lui Weierstrass in aceea
a lui Riemann, avand pentru 1 valoarea corespunziatoare acestei
permutari. 2 :

Aceste substitufiuni se pot obiine ciutind a transforma inte-
grala datda a lui Riemann in alta de aceeas formia, avand pentru
A cele sase valori considerate. Sa reprezintam prin 4’ una dintre
aceste valori si si stabilim corespondenta intre cele doua variabile
z, o' astfel ca ele sa se anuleze in acelas timhp. Pentru aceasta,trebuie
s& stabilim corespondentele urmitoare: ’

=) i /’li’ 0
10 05 % s
9% p0 L S ks /1
R E e =
| 9 }i 1 o
50 0 % G0y Gkl
60 0 0 % 1

Fie

% S? dz
V=) (1—22)

integrala data si

e g dx
S S 1/ % (I—2) (1—% a)

integrala transformati; vom avea egalitatea
' =Mp,

M fiind un multiplicator independent de z.
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Formulele de substitutiune, valorile lui %’ st a multiplicatoru-
iui M sunt date de tabloul urmitor:

¥ RS
10 ® g 1
oy cilsdi g ] 1
11—z A—1 1—1
o Az | 1—1 a8
: 1 1
0 —20 LR
4 Aoz 7 7
p to o) i e 1
: z—1 1—2 & ¥ ey
; x
0 s o
6 poa 1—1 1.

100. Expresiunea incariangilor g,, 83 51 J in funcfiune de .
Polinomul

(1)  ba(l=2)(1—ha2) =4laP—4(1 1022 + b

poate fi privit ca un polinom de gradul patru cu coeficienti binomiali
in care am avea
2 : -
A= 0, a;=1; ‘a,= T @), =1 a;='o:
Reprezintand prin g5, g's, cei doi invarian{i ai acestui polinom
avem, aplicind formulele (13) si (14) (§ 93)
4

2) gé=%‘(ﬁﬁ_z+1), gh= 5= (2B—3 1837 1 2),

~1

S5a consideram una din substitutiunile lineare (6) (§97), cari
transformd integrala lui Weierstrass in aceea a luj Riemann; fie,
de ex., substitutiunea

(3) Yy—eg=(ey—e) 2,
caeia corespunde valoarea
(4) i is Gy
! €1 == 63

obtinem egalitatea A

(5) 4 Y2 y—Ga=b(er—e (ey—eg) = (1—2) (17 1),

Se recunoaste lesne ¢& multiplicand polinomul (1) cu produsul
{6z — €3)* (€3 — e3); invariantii g, si g5 se multiplica pespectiv cu

9 DAVID EMMANUEL
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patratul si cubul acestui produs, adicd

" 4 . 7 4

§'2= 3 (er—e))* (er—ep)? (=i +1),
9 i ey
27

8 3= 5= (e2—e5)% (e;—e)® (2 13—3 2—3 1+2).

Intre invariantii ambelor membre (5), avem, in virtutea pro-
prietatii acestor invarianii (15) § 93.
g'a= Dig,, g'3= Dfg,,
D fiind determinantul substitufiunii considerate.
Determinantul substitufiunii fiind

D =e,—e,,

rezulta pentru g, si g, expresiunile

[o: = 5 e 2ae),

[g3 = % (e4—eq)® (243—312—31+2).

O verificare a acestor formule se obtine inlocuind 1 prin va-

loarea sa (4), ceeace ne da valorile cunoscute

ga=—"% (e1 65 teg ez te; 1)
¥s=he eye; )
Fie

B A=g—27 4216 (e e (exmes? (es—e)?

1) Daca reprezintim prin 4; una din cele sase valori ale lui 4, adici

A
] w0 et

& 8[3_—811

@, f, p fiind, intr’o ordine oarecare, numerele 1, 2, 3 5i considerdm expresiunea’

y_ca= (ey—ea) Z,
care stabileste corespondenta

y{cx‘»ea & eg

zlwo 1 L P
)
obtinem expresiunile
& .
g2, = 3— (eﬂ—-ea)z (121 _‘21 +1)
&
8 = 57 (eﬁ —e,)® (24" —34,°—3 A+ 2).

o
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discriminantul polinomului

4 y*—gy y—gs.

Inlocuind coeficientii g, si g prin valorile lor (7), obtinem
(9) A =16 {e;—e;) 12 (A—1)2
Expresiunea
, _ &
(10) e &

g

este, ca si raportul _2, un invariant absolut.

83

Din formulele (7) si (9) rezulta egalitatea
g 3

(11) : 33 ek

T mEA—1p :

Membrul al doilea este o functiune simetrici de cele sase va-
lori (12) (§ 92) de cariZ este susceptibil prin permutarea punctelor
€1, €, €3 Sau, ceeace este tot una, prinspermutarea ridacinilor z;,
ale ecuatiunii

[ (7)=aga*+4 a; 2° +6 a5 22+4 a, v +a,—o.

101. Fie J’ invariantul analog lui J al unui polinom ¢ (y) de
gradul trei sau patru. Pentru ca si existe o substitutiune lineara
intre  §i ¥, in virtutea céreia polinoamele f(2) si @ (y) sa se poata
corespunde, este necesar si suficient ca cei doi invarianti si- fie
egali.

In adevir, pentruca radicinile z; ale ecuatiunii f(2) = o sa
corespunda intr'o ordine datd radacinilor 1) (b =1,2,3,4) ale
ecuafiunii @ (y) = o, este necesar si, suficient ca raporturile anar-
monice 4, 1’ corespunzitoare, formate cu aceste radécini, sa fie
egale (§92). Insa din egalitatea 1 = 1’ rezultd ci toate raporturile
anarmonice, functiuni rationale de 4, sunt egale respectiv cu toate
raporturile anarmonice, func{iuni rationale de . De unde rezulti
egalitatea J = J',

102. Fiind data valoarea invariantului J, ecuafiunea (11) de-
termind cele gase valori de cari este susceptibil raportul anarmo-
nic 1, format cu ridacinile ecuafiunii de gradul al patrulea sau
ale ecuatiunii de gradul al treilea, cu condifiunea de a privi ina-
cest caz a patra radacind infinitd. Aceste valori sunt distincte s
finite pentru orice valoare J £ 0, 1, oo, ‘

') Daci- ¢ (y) este de gradul trei, luim ¥, = co.

g*
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1° Pentru J = o, ecuatiunea (11) devine
(A2 + AP =
ale carei radicini sunt egale trei céte trei, avand valorile
1 +9/3
i
20, Valoarea J = 1,.d4 ecuatiunea
G-+ 1)>—2T 12 (A—1)2 =
ale carei radacini egale doud cite doud sunt respectiv

1

s
2

22

- 3% Pentru J = 0o, avem trei valori egale doud cite doua,
anume

D PR o

In acest din urmi caz integrala

w= {2
JV i@
inceteazd de a fi elipticd; precum rezultd din transformata ei dati
de forma lui Riemann
dx 1)
S Val—o)(tl—ia)

¢ =

III. FORMA NORMALA A LUI LEGENDRE.

103. Integrala normald a lui Legendre este de forma
S dz
Va=—a i

in care p 5 + 1 poartd numele de modulul integralei.
Sa deducem aceastd integrala din aceea a lui Riemann

dz -
SZ[/ l—2)(1—22)

cu ajutorul unei substitutiuni lineare.

() - w

To R A

) Regdsim astfel pe altd cale exceptiunile mentionate (§ 92).
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Sa  consideram corespondenta urmétoare intre punctele cri-
tice al celor doua integrale:

z oo 0 1 1— :
(3) :
2 1 = i B
I j7

de unde rezulta conditiunea (§ 92)

S e

(4) i = ] , )
(30—1)(0*;) (1+~L)(i +1)
AL e
adiea
- i : 11— 2
: eyl e
B, : (1+#)
de unde f
. s
6 : =— 7 ;
©) 4 8 R
7 =
(R n)2

: . it :
Inlocuind in egalitatea (4) 7 Prin 2 51 punctul corespunzitor
— 1 prin z, obtinem substitutiunea
®) R e e el
2 u 1—z

Efectudnd calculele si tinind seama de valoarea (7) a lui 4
obtinem egalitatea

\“ d =z dz
N

: = +pu _— .
z(l—a)(1—72) ( “) V== =2y

104. La o valoare 1 corespunde, in virtutea formulei (6), doua
valori_ diferite “pentru u, inverse una alteia, jar daca inlocuim 2
) 2 - :
prim L clre deasemenea este una din valorile raportului anar-

monic al acelorasi puncte critice, obtinem pentru u valori respectiv
egale §i de semne contrarii. La valori diferite ale luj J corespund
valori diferite pentru u; caei, in cazul contrar, ar urma ca 7 si pri-
measca valori diferite pentru aceeas valoare u, ceeace, in virtutea
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egalitatii (7), este absurd. Cele doudsprezece valori g, corespunza-
toare celor sase valori 1 sunt dar distincte.
Integrala generala.

S iz 4
Vi)
care se transformi in sase integrale diferite de forma lui Riemann,
se transformd dar, in douasprezece integrale diferite de forma lui
Legendre, adica in integrale de forma
W g dz
\WWi=aa_r#=

in care sistemul (M, p) are doulisprezece valori diferite.

105. Avem, pentru integrala lui Legendre, ca si pentru inte-
grala lui Weierstrass si a lui Riemann, trei substitutiuni lineare
diferite, cari o transformd in ea insis. Aceste substitufiuni se
obtin, in virtutea corespondentelor urmaitoare, cari lasd neschim-

bat raportul anarmonic (4) =

eiy
| 1 1
v 1 = — 1-!
(10) y4 y
= Liaa g 1 i’
Fl Rt e
1 u Ty

Substitutiunile corespunzitoare sunt date de formulele

1 : il ;

() P AgReres Bl il

p oz g

In virtutea celei dintai din aceste formule, avem egalitatea
< dx : dx
et o

WV =& @ L= (-
1

Integrala . normald a lui Riemann se transforma imediat in
aceea a lui Legendre prin substitutiunile de gradul al doilea

2=
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Obtinem
dx 5 di
Sl/ z (1—2) (1—7a) _Sl/ (=) (1—k?)
Modulul k este diferit de modulul obtinut prin ajutorul trans-
formirii lineare considerate mai sus. '

ol

CAPITOLUL XI.

INVERSIUNEA INTEGRALEI DE SPETA L.

106. Sa consideram integrala

] 7 S‘L dx =

i “= LV/R@
in care R (z) este un polinom de gradul 3 sau 4 $1 %y un punct dat
dupa voie la distantd finitd sau la infinit. Aceastd integrald ri-
mane finitd pentru orice valoare finitd-sau infinitd a luj Z; ea nu
poate deveni infinitd decat prin addugarea unui numir nelimitat
de perioade, prin urmare numai cind z descrie un numar infinit
de ori un drum inchis care introduce modulele ° de periodicitate,

Ecuatiunea (1) este echivalentd cu ecuafiunea diferentiali

dx -
@=]/R(x) ’

in care facem sd corespundi lui o 0 valoare finitd uy, data dupa
voie.

(2)

Dacd z, este diferit de un punct de ramificatiune, avem in do-
menyul (zg)

(3) l/H(x)=P(x—x0)=ao+al(z— m0)+a2(x—x0)3+...,a07’:0;
lar daca a, este un punct de ramificatiune, desvoltarea lui]/ R ()
este de forma

5 :
(4) - VR@E)=(z-20)" Plz—g,), [Plo—z)]uz0.

In cazul intdiu avem asa dar

i 4 ! 2 =
dz  ayta; (B—m)+ ... 3 by (2—2g) +by(a—2)* +. .. 5
de unde f

b b
0 1 e AT o SRR
oy + D) (z—mp) + 3 (z—zgf+. ..
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Efectuand inversiunea seriei din urmai, avem
(5) T— 2y =0y (u—1uy) te (u—w)+. ...
In cazul al doilea, punind z—zy=t2, ecuatiunea (2) ia forma

dt

oy —agtay Pla, . o5 a5

de unde

t
U—ug=-— + by B+by °+...,
%

sau, ridicind ambele membre la pétrat si inlocuind £ prin z — z,,

T— 7,
2
Ay

(u— uo)i3 = [1 6 (2=2g) +ey (a—ap)* +. ... ]

De unde, prin inversiupe, :
(6) x—:)_’to:ao(u—.u”)z+a1(u_u0)4+...

membrul al doilea con{inind numai puteri pare de uw— .
Daca x5 = o0, avem, in domeniul acestui punct,

sau

SR z2P(__’I) A
®) I/ B(@) = 2% P(2) [P( )J o7

2
dupd eum R (@) este de gradul 4 sau 3.
In cazul intaiu avem:

dBes il i g

SR Rl x+;§+"')’ ag £ o

u~u0=—ﬂ~——‘.al. =T B

z e 3P !

1 U — U &
= —— U by () F By (1) >
z a,

Emt 1

u—uy 1 + by (u—u) + by (u—up)>+ .

R e e o o RS e T e
(1] ;
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In cazul al doilea, avem

5 )
%‘: 2—;? [a0+ %1 + %+‘J7 aoio’
: ,
e b b
U—uy =— g, x* _[14’ L 1'-»)'2 +...J,
A £ ) 22
4a? 1
(u — uy)2= 0 [14—01 - —{-(:2“2 I’
1 (B=—ug)2
s e
de unde
bay? 3 4
(10 E = gk ay (U— ug) ot ag (U gt b,
(u— )2

membrul al doilea continand numai puteri pare de u — u,.

107. Din cele ce preced rezultd ci orice integrald x a ecuatiunii
(2) se poate pune, in domeniul punctului u, situat la distanta fi-
nitd in planul (), sub una din formele

(11) Z— 25 = P(u — u,) ’
e 1 [ P(u— uo)J =t=g,

(12) e P (4 — u) [ : iy

m fiind egal cu 1 sau 2, dupa cum R (a) este de gradul 4 sau 3.
Ceeace revine a zice ci exista numere pozitive r, a caror limita
inferioard este un numar @ > o, astfel ¢& in cercul bu—uy | =,
ecuatiunea (2) admite o integrala de forma (11) sau (12).

Pentru a puted conchide ci integrala generala @ este o func-
fiune analitici uniforma de w, neavand in tot planul alte singula-
ritati decat poluri, rdmane si aritim cd plecAnd dela un punct
dat u, cu o valoare arbitraré‘ & = 2o, obfinem prin prelungire ana-
litica, intr’un punct oarecare U, o valoare determinati (finita sau
infinitd) pentru z; cici in stabilirea formulelor (11) si (12) s’a pre-
supus ca asocidm o valoare finitd a lui u cu o valoare determi-
nata, finitd sau infinita =z :

Sa considerdm dar un drum oarecare L trecAnd prin u, si fie
& = &, valoarea ce facem sa corespunda lui Ug; valoarea ce va primi
z prin prelungirea elementului initial dealungul acestui drum va
fi determinati in orice punct al drumului. S& presupunem ¢a n’ar
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fi asa 51 fie u = a cel dintdiu punct pe L in care  devine nedeter-
minat. 54 consideram pe L un punct w = § cuprins intre u, si
a asa ca distania sa de a si fie mai mica decit p. Elementul care

reprezintd @ sau — corespunzator punctului f va fi convergent
intr'un cerc cu centrul in £ §i a clrui razi este cel putin egala cu p,
prin urmare acest cerc cuprinde in interiorul siu punctul a; ceeace
este in contradictiune cu ipoteza cd punctul ¢ este un punct de
nedeterminare. Ipoteza c& functiunea x ar puted deveni nedeter-
minatad intr'un punct u oarecare este asadar inadmisibila.

Asa dar functiunea x, ob{inutd prin inversiunea integralei elip-
tice de speta I, este o functiune analiticd, uniforma in tot planul,
neavind alte singularitafi decat poluri de ordinul intéi sau al doi-
lea, dupa cum polinomul de sub radical este de gradul 4 sau 3, pre-
cum rezultd din formulele (9) s1 (10).

Reprezintand prin o $i @' doud module de periodicitate dis-
tincte ale integralel u, avem (§ 74), pentru aceeas valoare a lui a,
o infinitate de valori pentru u, cuprinse in expresiunea

(13) U = Uy + mo + nw,

uy fiind una din ele. De unde rezulta, punand z = ¢ (u), egalitatea
Lird

(14) g (u+ mo + no') = g (u),

oricare ar fi valoarea finitd a lui w.

~ Functiunea @ = @ (u) este asa dar o funcfiune de u, avdnd can-
titdfile o si o' ca perioade. Aceastda proprietate fundamentali a
fost descoperita in acelag timp de Abel si lacobi. ’

dx

Corolar. Din egalitatea]/ R(x) = : ¢ (u) rezultd ca radi-

calul |/ R (), privit ca functiune de u, este funciiune uniforma in tot
planul (u), avind aceleasi poluri si aceleagi perioade ca funcliunea

¢ (u).
108. Reprezintarea suprafefic T' a lui Riemann pe planul (u)
printr’o integrald elipticd de speja I.

Fie

® FeleiR

o integrala eliptica de speta I, f(2) fiind un polinom de gradul 3
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saw 4. Orice ramurd a integralei fiind o functiune olomorfi de x
pe supafata T° (§ 71) s5i viceversa, = ¢ (v) fiind o functiune
uniforméd in tot planul (u) (§ 107), rezultad ca suprafata T’ si aria
(A) in care ea se transforma, in virtutea integralei (1), se cores-
pund punct cu punct. Conturul lui T/, adici cele patru {armuri ale
taieturilor A §i B (fig. 35) se transforma intr’'un contur simplu in-
chis ale carui puncte sunt toate situate la distanta finitd. Acest
contur este format din patru portiuni de linii, drepte sau curbe,
corespunzitoare, punct cu punet, celor patru tarmuri. De' alta
parte, in doud puncte situate fatd in fata pe tarmurile unei téie-
turi, diferenta dintre valorile integralei fiind constanti (egala cu
perioada corespunzatoare tdieturii), -rezultd ci punctele conturului
(A) se corespund doua cate doud: u’, u”, astfel ca intre ele existd
relatiunea

(2) v w'— u'" = perioada,

A /
[/'—Jom
b

Bl Up

Uptw’ Yo+ w4 @'

Fig. 36

Fie, de exemplu, u, valoarea lui v in punctul de intilnire O ale
celor patru tarmuri si si presupunem cd @ ‘plecand dela punetul
O descrie tdrmul exterior B in sensul sagetii: u va desorie un arc
de curba ale cérui puncte extreme sunt Uy, Uy+ @; punctul z con-
tinudnd migcarea sa si descriind tarmul exterior A, u va descrie
un arc dela punctul uy+ @ pani la punctul uy+ o + o', @ st o
fiind respectiv perioadele corespunzitoare tiieturilor A s1 B (§73).
Tarmurilor opuse celor doua dint4i vor corespunde, in virtutea
relatiunii (2), doud arce respectiv paralele, cel dintai cuprins intre
punctele - (4p+ o + o', uy + »’) si cel din urmi intre punctele
(g + o', uy) (fig. 36). Conturul lui (A) ‘este agadar un paralelogram
rectiliniu sau curbiliniu, pe care il numim paralelogramul  perio-
adelor. Cand z descrie conturul lui T, u descrie acest parale-
logram fard a trece de doua ori prin acelas punct, in  virtutea
corespondentii biunivoce dintre suprafata T’ si aria A,

109. Sa consideram, in particular, integrala normald a Jui
Weierstrass -

(1) = i

Sév(w—ea G (o—ey)’
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in cazul cind radacinile e, e, e; ale polinomului de sub radical,
sunt reale si dispuse in ordinea e,> e, > e, Sa limitim planul
(@) prin doud taieturi dealungul axei reale (e;, +00), (e, €3) (fig. 37),
sau (es,—00), (e, e,) (fig. 38) si sa considerdm suprafata T’ formata
din acest plan — pe care il numim planul P—si dintr'un plan
suprapus — pe care il numim planul S —, liniile de trecere dela
un plan la celalt fiind taieturile considerate. Conturul acestei su-
prafete va fi considerat ca format din tirmurile taieturilor, din
cercul |2 | = R si din cercurile [z—eql=r1, (¢ =1, 2, 3), toate

Fig. 37 Fig. 38

situate in planul P, unind intre ele douii puncte opuse ale taieturii
corespunzitoare; lim R = oo, limr = o.
Sa reunim aci deferminatiunile radicalelor

Vae—e, Vo6, |/T—e,

considerate pe cele doud plane, pentru z real, cuprins intre — oo
1+ oo.

Adoptand, pentru z>e,, in planul P, pe tarmul inferior, valori
pozitive pentru cele trei radicale, avem, dealungul axei reale, in

partea inferioara, egalitatile

[ [/ 2—e =—1i]/e—a pentru z<e,
(2) l/m—e2=—i]/e2fz »o o z<le,
: l Va—e=—il/eg—a e

Radicalele vor fi determinate pe ambele plane ale suprafetii T".
In virtutea acestor determinatiuni, integrala

3) 2. =\'$~ —da e

02/ (5—e) (a—ey) (z—e5)

luata dealungul conturului inchis (fig. 37) sau (fig. 38), in sensul
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_indicat de sigeti, conduce respectiv la egalitdtile urmitoare, cari
determind un sistem de perioade 1):

o - o i e dx

4) 2w, = = 5 ; g

o (o) (=)
(Y dx ot dx :

5) Qe g T T : 3

(3). gang S_m V4o 02 (6=7) Sl (= 2) (v=ey) (2—¢y)

radicalele fiind reale si pozitive in ambele membre.

Perioada 2 o, este dar reald si pozitiva, iar perioada 2 e, este
pur imaginara, coeficientul lui 7 fiind pozitiv.

In virtutea rezultatelor de mai sus, este usor sd gasim reprezin-
tarea planelor P §i S pe planul (u) cu ajutorul integralei (3).

Pentru a obtine reprezintarea semiplanului P, situat dedesub-
tul axeireale, si luim integrala (3) dealun-
gul conturului format din axa reala, din care ?},{_ e = <_R
excludem punctele critice prin semicercuri o

infinit mici, sidin semicercul cu centrul in
& = o, avand orazi R pe careo facem si

N s s : : vt o
tinda catre infinit; toate semicercurile sunt !
situate dedesubtul axei reale (fig. 39). Fiai30
Se recunoagte lesne ci semicercurilor |#—eq | =r corespund in

planul (u) arce cari difer foarte putin de cadrane circulare descrise
in sensul negativ si cari tind citre zero Impreuna cu raza r; iar
semicercului | | = R corespunde un cadran
cu-centrul in u = o, care tinde ciitre zero im-

preuni cu % Segmentelor (R, ¢;) si (e, e5) co-

respund, pentru u, valori reale cari variazi
respectiv dela 0la o, si dela w; +o, pani la
0y; segmentelor (e, e,), (e;, — R) corespund

Fig. 40

expresiunile
U= t+it, u=w,—i,

Qe ;
t crescind dela o la T3 Figura (40) reprezinti conturul (u), cores-

punzitor conturului (z) (fig. 39). Cele doui contururi corespun-
zdndu-se punct cu punct si u fiind functiune olomorfs de z in in-

') Conturul din (fig. 37) este format din liniile: 5

Re; + e1 e, + e, 5 + cercul (e;) - €5 €2 + e;e; + ¢, R + cercul (R)
Conturul din fig. (38): :
(—R, e5) + eses + ey 6; + cercul () + ey + g5+ (e, — R) + cercul (R).

Integralele dupd segmentele €1 & §i e; ¢ din prima figurd si cele dupa
segmentele ¢; e,, ¢, ¢; din a doua figurd se distrug.
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(), rezultd, facand r =0, R = o0, ci semi-

planul P, situat dedesubtul” axei reale, este reprezintat intr'un
mod conform, pe dreptunghiul (u) ale céirui varfuri sunt punctele

Prin prelungire

0, w;, 05 + @3 w,

analitica se conchide ') cd semiplanul P, situat

deasupra axei reale, se transformd intr'un dreptunghiu simetric
cu cel dintéi, in raport cu axa reala (u), ale cirui varfuri sunt punc-

tele u = o0, Wy, W;— W3,— W,.

w3 [ — w4+ wa
0] w,
3 oA
=W, W-w3
Fig. 41

Cele doud semiplane P, separate printr’o tiie-
turd facuta dealungul axei reale dela punctul e,
panala —oo, cu alte cuvinte, planul P limitat de
taietura (e;,—oo); si dreptunghiul (©) cu varfurile

T W3 @) W3 O + @3 O

se corespund- dar punct cu punct. Acest
dreptunghiu  poate fi obtinut printr'o mis-
care continud a lui z; de ex., dacd « pleaca

dela punctul —oo deasupra axei reale (fig. 38) si deserie drumul

inchis indicat de

sdgeti, u pleaca dela punctul u =0 si

descrie, in sensul sagetilor, conturul reprezintat prin fig. 41.
Cand cercurile cele mici tind catre zero si cercul cel mare
catre infinit, contuyul devine dreptunghiul considerat.

Pentru a ob{ine
nului S pe planul

sd observim ca in doud puncte su- ?

prapuse in planele

reprezintarea pla-

A ~Wi+w3 W3 Wit
(u), este deajuns = g--=-—-—-—-— I.)—i w3
1

Psi S, radicalul ~* 0 - S
I

1/ (@ — ¢) (x — e5) (x — e;)are valori

L SRR e (I8 S W et |

egale si de semne contrarii; prin ur- ~®i-w; -w3 W- 03
mare, acestor puncte z corespund punc- Fig. 42
tele u simetrice in raport cu origina u = o. Asa dar semiplanul S, si-

tuat deasupra sau.

dedesubtul axei reale (z), este reprezintat pe

planul (u) printr’un dreptunghiu situat respectiv deasupra sau dede-
subtul axeireale; cel dintai avand varfurile O, 0, — o, + W5, — Oy
si cel de al doilea avand varfurile O, — w3 — w; — Wy — ;.
Planul §, limitat de tiietura (e;,— o) §1 dreptunghiul cu vérfurile
g, — 0 + @3, — W) — Wy, — w, se corespund punct cu punct.
Cele doua dreptunghiuri (u), corespunzatoare planelor P si S,
formeazd un dreptunghiu D (fig. 42), avind varfurile

03 — g,

1 1. p. 302

W + @3 .m0 + Wy — 0 — 0y



INVERSIUNEA INTEGRALEI DE SPETA I 143

Putem alege un contur pentru z astfel ca u si descrie contu-
rul lui D intr’un mod continuu. Pentru aceasta, si considerdm
suprafata T’ limitata de taieturile (e;, ey), (65, — o) si si luim
drept contur drumul format din liniile urmitoare (fig. 43): segmentul
¢; e din semiplanul inferior P; cercul (e;) trecand din P in S;
tarmul superior ey e; urmat, prin intermediul cercului e;, de cel
inferior e; e; pe planul S; cercul (e;) trecand din S in P; {armul
superior e ey din P; cercul (g) trecand din tarmul superior la cel
mferior al lui P. :

Cand z descrie a-

o S S AT
cest contur (fig. 43) - %
in sensul pozitiv, in- : ‘
cepand dela punctul i i
e;, u deserie, in ace- iys k;w*“’s

—_—
(0] Wy 2y
Fig. 43 Fig. 45

lag sens, conturul lui D, incepand dela punctul o, (fig. 42). Liniile
pline ale conturului (2) sunt situate pe planul P, cele punctate
pe planul S; liniile corespunzatoare ale dreptunghiului D sunt
reprezintate in acelas mod. :

110. In locul liniilor de trecere dinire planele P 1 S reprezintate
prin (fig. 38), sd considerdm liniile de trecere reprezintate prin (tig. 37)
si sa facem ca @ sd descrie conturul format din liniile urmitoare

(fig. 44):

: (Re)—,(e), (esR)+, (RCRY), (R'eg) 1, (e) , (P
(eaR’)— I (RIC,R)% (Rel)—: (81) ’ (elR)+ ’ (RCR,) s (R,€3)+ ’ (S);
(e) s (s R")—, (R'C'R), (P).

Notd, — Notatiunea (ab)+ indicd tirmul superior sau inferior al
segmentului (ab). Parentezele (P), (S) reprezintd cele doud plane in
cari sunt situate liniile cari preced aceste semne; (e1) si (es) sunt
cereurile cu centrele in punctele corespunzatoare, situate, parte
intr’'un plan; parte in celalt plan,

Cand z descrie acest contur, plecind dela punctul R (+ o)
pe tarmul inferior din planul P, u pleaci dela O si descrie drept-

unghiul (2 o, 2 w;) (fig. 45). Liniile pline si cele punctate se co-
respund.
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CAPITOLUL XIL

FUNCTIUNI DUBLU PERIODICE.

111, O functiune f(u) se zice periodicd daci exista o cantitate
constanta w astfel cd, oricare ar fi valoarea wvariabilei u — careia
de obiceiu se zice §i argumeni— avem

f (et w) =f(u);
o se chiama perioada functiunii f (u). :
Daca o functiune admite mai multe perioade @, @’,..., orice

cantitate de forma
7’ r oy
ma- i@ 5--4 .,

in care m, m/,... sunt numere intregi, pozitive sau negative, este
evident o perioada.
112. Fie, in domeniul unui punct SR

[ (W) = (uw=—uy) [“o +a; (u—~u0)+...], ay 0,

k fiind un numar intreg pozitiv sau negativ. Sa inlocuim, in ambele
membre, w prin & — ®; membrul intdi se reproduce si avem ega-
litatea g _

fw) =[v—(u+ o)t [ag + a, (u—1ug) +...].

i : S )

De unde se conchide cid dacd funciiunea f(u) admite punctul

4, ca zero sau pol de un ordin k, ea admite respectiv ca zero sau
pol de acelas ordin punctul wy+ o si, in general, toate punctele

cuprinse in expresiunea
Uy +mo + no,

m si n fiind numere intregi arbitrare.

113. Sa consideram punctele cari fxgureaza perioadele unei func-
tiuni uniforme f (u), carora, pentru prescurtare, le vom zice puncte
perioade. Sa unim printr’o linie dreapta origina cu un punct perioada
oarecare si fie, pe acestd dreaptd, o punctul perioadid cel mai apro-
piat de origind. Existda un numir g>o astfel cd [w [>p: cici a
presupune contrariul, ar urma sa fie posibila inegalitatea

lo|<e,

¢ fiind un numar pozitiv arbitrar de mic. De unde ar rezulta ca
intr’un punct ordinar oarecare u si in punctul infinit vecin u + o,
functiunea f(u) sa aiba aceeas valoare, adici punctele ordinare in
cari f (u) primeste aceeas valoaren’ar fi puncte izolate; ceeace este
imposibil, afara numai daca f (u) se reduce la o constanta.
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Fie © un punct perioadd situat pe dreapta nelimitatd care u-
neste origina cu punctul @; vom avea egalitatea

2 =mo,
m fiind un numér intreg = o. Céci dacd punctul

(m + 1) o,

A fiind real §i cuprins intre 0 si 1, ar fi o perioadd, ar urma ca
Ao sa fie o perioada ; ceeace este contrar ipotezei ci  este, pe dreapta
consideratd, punctul perioadd cel mai apropiat de origini.
Perioada w, care implineste conditiunea ci orice perioadd fi-
gurata pe dreapta (O, ) este un multiplu pozitiv sau negativ de
®, se numeste perioadd primitivd. '
114. S& presupunem ci functiunea f(u) admite puncte perioade
situate si in afard de dreapta (O,»), care uneste punctul O cu

punctul  si fie ®" unul din aceste puncte
(fig. 46) a carui distantd de dreapti (O, w) AW
este cea mai micd posibild. De unde rezulta

cd, in fasia cuprinsd intre dreapta nelimi- -0 @
tata (O, o) si paralela la aceasta dreapti K,

dusd prin punctul ®" nu existd nici un punct perioadd: o’ este
o perioada primitivé; cici pe dreapta (O, w'), punctul o’ este cel
mai apropiat de origini. Orice punct perioadd situat pe aceastd
dreaptd este de forma nw’, n fiind un numiar intreg pozitiv sau
negativ. :

115. Teoremd. Doud perioade intre cari existd o relafiune lineard,
omogend cw coeficienfi intregi, sunt multipli ai unei singure pe-
rioade. :

In adevir, fie @, o' doud perioade intre cari existd o relatiune
lineara si omogend pe care o putem presupune pusd sub forma

(1) e

m si m' fiind numere intregi, prime intre ele. Putem determina
o infinitate de sisteme de doud numere intregi n si n’ cari sa satis-
faca ecuafiunea

(2) mn + m'n’ =1,

Sé reprezintam prin £2 raporturile (1) si sa multiplicim ambele
membre (2) cu 2; vom obiine egalitatea

(3) nw +n'e" = Q.
Cantitatea £ este aga dar o perioada §i w = mQ, o' = m'Q sunt
multipli ai acestel perioade. q.-e.d,

10 DAVID EMMANUEL
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Doua perioade se zic distincte daca intre ele nu existd rela-
tiune de forma (1). :

116. Teoremd. Raportul a doui perioade distincte ale unei func-
ftuni analitice uniforme nu poate fi un numdir real.

In adevér, daca raportul a doua perioade o, " este real, punc-
tele perioade corespunzatoare sunt in linie dreapta cu origina si
prin urmare © si ' sunt multipli ai unei aceleias perioade pri-
mitive: ele nu sunt dar distincte. o

lata alt mod de a proba aceste teoremi fundamentali.

10 Daca raportul celor doud perioade ar fi rational, ele n’ar
fi- distincte (§ 115).

7
w : :
20, Sa presupunem raportul — egal cu un numir incomensu-
®
rabil §i sd-1 desvoltaim intr'o fracfiune continui. Reprezintand

2T .
prin_—o redusi de un rang oarecare, avem

o’ m 1
W n n®
de unde
: [o |
[ mo —no' [ < .
n

Membrul intai al acestei inegalititi este o perioada a functiunei,
care poate deveni mai anica decét orice cantitate datd, cici n poate
fi luat oricat de mare voim: ceeace este imposibil.

I. REPREZINTAREA GEOMETRICA A PERIODICI-
TATII DUBLE.

17. Fie w =pe®, o' =p'¢® doua perioade distincte; prin
urmare diferenta ¢ — o' este diferiti de o si de @ Putem
dar pe segmentele (0, ), (0, w’) si construim
un paralelogram: paralelogramul perioadelor.
Varfurile acestui paralelogram (fig. 47) sunt
punctele u = 0, 0w, o', » + '.

Sd ne inchipuim prelungite laturile para-
0 ¥ : lelogramului pani la infinit, in ambele sensuri,

£t si pe latura (O; ') prelungiti ca si pe para-
lela ei sa ludm, incepand dela varfurile paralelogramului, dis-
tante egale cu |’ |; deasemenea pe celelalte doudi laturi pre-
lungite sa ludm, incepand -dela aceleasi varfuri, distante egale
cu |o | Prin punctele aga obtinute si ducem paralele cu laturile

W+’
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paralelogramului; formémin modul acesta o reted de o infinitate de
paralelograme de perioade cari acoper tot planul. Varfurile acestor
paralelograme sunt date de expresiunea m w -+ no', m si n fiind
numere intregi pozitive, negative sau nule; prin urmare, excep-
tand punctul u = o, ele sunt puncte perioade.

118. Doud puncte uy, u se zec congruente, daca intre ele exista
relatiunea

(1) U = uy + mow + no’,

m si n fiind numere intregi oarecari. Aceasti egalitate se inlocueste
de obiceiu prin congruenta

U=uy, (mo@é , w’), 1)

dupa exemplul din Teoria Numerelor unde, dacd voim si punem
In evidentd restul r al diviziunii unui numir a printr’'un numar
d, fara a mentiond catul, scriem

a=r (modd).

Relatiunea (1) arata ca in interiorul unui paralelogram de pe-
rioade nu existd doud puncte congruente intre ele, pe cand unui
punct situat pe o lature a paralelogramului ii corespunde un punct
congruent’ pe laturea opusid si ¢ toate varfurile sunt puncte con-
gruente. Pentru a puted enunta propozifiuni generale relativ la
un paralelogram de perioade, convenim a privi o lature a retelel
de paralelograme ca ficand parte dintr’un singur paralelogram,
lar laturea opusd ca apartiannd paralelogramului imediat vecin.
Cu modul acesta, unui punct al paralelogramului — fie acest punct
interior, pe o lature sau un varf — nu-i corespunde nici un punct
congruent care si facd parte din acelas paralelogram. Asadar doua
puncte congruente aparfin la paralelograme diferite. Aceeas rela-
tiune (1) aratd cd unui punct u, oarecare din plan ii corespunde
un punct congruent in primul paralelogram, -

S& mai observdm ca putem lua ca paralelogram de perioade un
paralelogram care s aibia unul din vérfurile sale intr’un punct
u = a oarecare, celelalte varfuri vor fi atunci punctele a + o,
a+ o, a+ o+ e. Prntre translafiune in plan putem aduce
acest paralelogram si coincidd cu cel al caruia unul din varfuri
este punctul u = o. ; :

119. Fie w si ' doua perioade primitive, paralelogramul cores-
punzator se zice elementar. Din definitiunea perioadelor primitive
rezultd cd in interiorul unui paralelogram elementar, avand unul

') Notatiunea modd a fost adoptata pentru a distinge congruentele rela-
tive la doud module de cele relative la un modul.

10* =
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din varfuri in origind nu existd punct perioada. De asemenea pe
aturile paralelogramului nu existd alte puncte perioade decat
varfurile lui.. Propozitiunea este evidentd in privinta laturilor
(0, w), (0, @). De alta parte, existenia unui punct perioadad pe
una din laturile (@, » + '), (0, ® + »') ar atrage dupa sine exis-
tenta unui asemenea punct pe laturile opuse (0, o), (0, o). De
unde conchidem ca in tot planul nu exista alte puncte perioade
decat varfurile reteler construite cu ajutorul paralelogramului
(w, ®"). Caci dacd ar existd in plan un punct perioada diferit de
un varf al retelei de paralelograme considerate, ar urma si existe
un asemenea punct in paralelogramul elementar (o, ®’) sau pe
una din laturile acestui paralelogram intr’un punct diferit de vir-
furile sale: ceeace am vazut c¢a este imposibil. De aci rezulid ieo-
rema fundamentald urmatoare:

O functiune analitica uniforméd de o variabild nu admite mai
mult decit doud perioade distincte.

120. O functiune analitica uniformd dublu periodicd admite o
infinitate de sisteme de perioade primitive. In adevir, fie © si o
un sistem de perioade primitive si @;, ®'y alte doud perioade; avem

(1) O =po +pe, o'=ro+ v,

s @'y v, ¥ numere intregi. Pentru ca o, si o', si formeze un sistem
de perioade primitive este necesar si suficient si avem

(2) o = mo; + m'o';, o =nw; + e,

;
m, m, n, l’l numere lﬂtI‘eﬂ'] H aCl atllll(’l OP]CE perloada se va exprlma
printr’o suma de multipli de o; si @’;. Pentru aceasia este necesar
si- suficient sd avem

: | vl
b u
\ |/
(3) 4 = PR e ST
¥ | v P
Conditiunea este evident suficienta. Ea este si necesard. Din
ecuatiunile (1) scoatem

7 ’ ’ '
S Y Wy—uw L Q) 5P
(/k) @ R R ,o o = _’L___,l_._w]_ 5

4 4

. I-denuflcénd aceste valori ale lui o si @’ cu cele date de ecua-
{iunile (2) obtinem s

(9) v =md, y =—— m'Aa, p=—nd, u=nd
" De unde rezulta : : : T

|~ n —m" |

A | !

A= A2
fo Tl m |
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sau : o5 (mnl= A =1
ambii factori ai membrului intiu fiind numere intregi, conchidem

S

mr' —nam =+ 1, ' —op = +1,

semnele superioare si inferioare fiind luate impreuni.

Egalitatea g v — » u = + 1 fiind posibildi pentru o infinitate
de valorl, propozitiunea este justificata. 2 :

121. Fie w §i @’ un sistem de doud perioade oarecari §i w;, @',
un al doilea sistem de perioade legate de cele dintaiu prin ecuatiu-
nile (1). Pentru ca perioadele @, o’ si se poatd exprimi prin sume
de multipli de @, si o’ este necesar & suficient ca conditiunea (3)
sé fie implinitd. Rafionamentul este acelas in ca cazul considerat
mai sus. : ;

Doua sisteme de perioade legate intre ele prin ecuatiunile (1)
cu condifiunea (3) se zic echivalente, propriu sau impropriu, dupa

cum A = 1 4; : B : - 3
Toate sistemele de perioade primitive sunt echivalente intre ele.
Corolar. Doud refele construite cu ajutorul a doudi sisteme de

perioade primitive (@, ®'), (w;, w;); dacd au un varf comun, vor
avea toate vdrfurile comune; cici perioadele fiecirui sistem sunt

sume de multipli ai perioadelor celuilalt sistem. ; .

Propozijiunea este adevarata si pentru doua retele construite
cu ajutorul a doua sisteme de perioade echivalente oarecari. 5

122. Condifiunea |4 | = 1 exprimi ca ariile paralelogramelor
echivalente (o, @), (@5, w{) sunt egale. In adevir, fie

o =qa + b, o' =a +ib;

vom avea
wy=(pa +p'a’) +iub+p'd'),  of=(rat+v'a’)+i(vb+r'b).

~ Reprezentand prin s, S ariile paralelogramelor corespunzitoare

avem, abstracfiune facind de semn:

a.b ab v

a b’ a b u v

Toate paralelogramele elementare au aceeas arie.

123. Dintre toate paralelogramele de perioade, paralelogramele ele-
mentare au aria ceq mai micd. In adevir, reprezentand prin (0, ')
un sistem de doud perioade primitive si prin (w1, @’;) un sistem de
doud perioade oarecari, nu primitive, vom aved: :

: §=

=85

’ ’ ’
O =pUo +w o, w=r0 + v
#
v oy

7

si determinantul 4 = este un numir intreg diferit de unu.
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Péstrand notatiunile de mai sus, rezulta
Se=rid szt
Observare. Daca o si ' sunt doud perioade primitive ale unei
functiuni uniforme f(u), este imposibil s& avem in acelag timp
egalitatile -

f(u +%} : _'Ii(u), f(u %+

)= =1

e i i : 3 Ve

caci altmintrelea o §i =5 ar formad un sistem de perioade
al céror paralelogram are o arie mai mici decat aceea a paralelo-
gramului (w, w): ceeace este in contrazicere cu teorema precedenti.

1I. TRANSFORMAREA PERIOADELOR.

124. Fie (wy, w,), (wi, w3) douad sisteme de perioade ‘legat'e
intre ele prin egalitatile :

BRI wi=aw;+ bw,,  wi= cw,+ dw,,
coeficientii a, b, ¢, d' fiind numere intregi  si determinantul
ad—bc=n>>o0. Se zice ¢a aceste egalitali constitue o transformare a
perioadelor de gradul n. Daca n = 1, transformarea se zice lineard.

Transformarea este determinata de coeficientii a, b, ¢, d si se repre-
zintd simbolic prin notafiunea Trtee

a by
(c d)-
Sa considerim o a doua transformare
(2)  of=do]+bw;, wy =c'wf +d'w;, a'd'—b'c =n,

de gradul n’, reprezintata simbolic prin

(a' b’
= d') >

Sa inlocuim in egalitatile (2) w{, w) prin valorile (1); obtinem
egalitatile ' ' '

(3) wf' = a"w; +b"w,, g =c"wy+d" w,,
cu relatiunile

4 : { a’=aa' + b, b’ = pa + db’,

¢ =ae Fled 4= b L ad’,

cari aratd ¢i determinantul coeficientilor transformarii (3) este egal
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cu produsul determinantilor coeficientilor transformirilor (1) si
(2). Transformarea (3) care rezulta din aplicarea succesivd a trans-
formarilor (1) si (2) se noteazi

o Ay
o gl aicdlie:d
§1 se zice cd este produsul celor dintai doui.

Prin aplicarea a doud transformiri succesive rezulti o a treia
transformare al ciirei grad este produsul gradelor celor dintéi. Este
important de observat ordinea in care acest produs este efectuat:
se multiplicd elementele liniilor verticale ale primului factor cu
elementele liniilor orizontale ale celui de al dojlea. Schimband or-
dinea factorilor, produsul, adica transformarea rezultanta, se schimb#
In genere, precum ne arati egalitatile (4).

In acelas mod se introduce produsul a trei si a unui numir
oarecare de transformari. Se recunoaste ci proprietatea asocia-
tivd a produsului subsista, adici aplicarea succesiva a trei transfor-

mari, pe carile notdm, pentru prescurtare S, §', S”, se poate re-
prezinta prin egalitatile

5.8 8" = (5.8 8" = S(8."8%.

Daci, intr'un caz particular, proprietatea comutativi se con-
serva, adicd dacd produsul a doud transformiri nu se schimba
cand schimbam ordinea factorilor, se zice cit cele doua transformari
sunt permutabile.

Daca doud transformiri au aceiasi coeficienti, transformarea
care rezultd din aplicarea lor succesivii se noteazi simbolic

s5=9=f5r
c d

In acelas sens avem egalititile
S* Sh = Shti,

Notatiunea SO reprezintd iransformarea

o 1)

numitd transformare identici; ea lasi neschimbate cantititile ci-
rora se aplica. Se scrie

St=1.

—1 . . ; 3
Transformarea S se zice transformarea ingersé a transfor-

! e
mirii S; ea reprezintd o transformare astfel ci produsul S. S
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este o transformare identicy:

(6) §6 e song ol

Fiind datd transformarea

c

Si= (a 2), ad—be = n,

deducem transformarea inversd

14
y 0
aplicand formula (6). Obtinem egalitatile
a9z c B ba +dp = 0,
ay +cd =10, by +dd =1;
de unde
- ] i amy
A e T

Daca transformarea S este lineard (n =1), avem

s
=c a
Transformirile S § S~ sunt inverse una alteia, céici avem
_SS5'=s5'S =1,
Se verificd egalitatea ;
@) : (S8)'=s""'s"
caci ambele membre multiplicate cu $.8' dau un produs egal cu 1.
(8.8).7 (8.8)=8"181s gigtgy
“Fie S, 8/, T trei transformari legate intre ele prin egalitatea
S8 =T
Multiplicand ambele membre, la dreapta, cu S, obtinem
B
De aselﬁenea, multiplicind ambele melﬁbre, la sldnga, cuS
rezulta
e
In mod analog, din egalitatea

S.gng=ligp
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rezulta egalitéile
' S S/ i T S//—l
¥ S P S//—i’sl—i
’ —1 rr—1
& = e g
In cele ce urmeazia vom considera numai transformarile li-
neare.

125. Reducerea transformdarilor lineare la tepure simple,
Teorema. Ori we transformare lineard

a b
(1) V=(Cd), Sy

se poate exprimd printr'un produs de puteri pozitive st negative cu
ajutorul transformdrilor elementare.

me Lo LSl

L Unul din cele patru numere a, b, ¢, d este nul.
Putem presupune ci acel numir este situat in prima linie a
lui V; caci in caz contrar, produsul

a b 0 1) ( e d]
(c d) (—1 0) \—a—b
are un numir nul in prima linie. De unde rezulti expresiunca

V=(_" d)Tf‘

a —b

Dintre cele dous numere ale primei linii, putem presupune ci
numarul nul ocupa rangul ce voim, de ex. rangul al doilea. Caci
dacd @ = o, consideram produsul

ey

de unde
=1 ——l) a
Fie dar
V=(c ;) Abe A
de unde

a=d=1saua=d=—1,

1) Aceste transformiri coincid cu formulele 49, 59 (§, 84); ele corespund
sistemului de tdieturi din paragraful citat.
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1% a =d =1. Dacd ¢>o, consideram egalititile

Sl o e A 1 O

de unde

(4) 5, (11 (1)] £
Daci ¢<o, considerim egalitatile
(1%_' L0 A0V ol O i oot gy e
ci_[c+11 e ) B8 6o e ST B2 S Gl St e T o R
Insa
S e
BreRil i oy
prin urmare, in ambele cazuri (cSo) egalitatea (4) subsisti.
2% a=d=—1, adica

i e
V=( c —1)’

avem

prin urmare

5) el el

1. Nict unul din cele patru numere a, b, ¢, d nu este nul. Acest
caz se poate aduce la cel precedent.

Presupunand |a|> b, fie

: a = bi + a,,
ay fiind restul diviziunii lui @ prin b; prin urmare oy | < | 8] Sa-
punem
c=dl + ¢;

avem

- ab_'i'Oalb_ftalb

9.7 el i J*S(qdl

In cazul |a| < |b|, avem 1 =0, aq, =g, 0 —0C

Dacid a; = o, transformarea intrd in cazul L.

Daca a; £ o, fie

b=a1/$‘*fb1: [ [ <]ay]
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+ dy;

a b _ (1 #) (e by

cod O =tHie, 4 )

Dacg b, = o, intraim in cazul I, etc. Resturile G by d s
ale diviziunilor merg descrescand, astfel ca dupd un numir limitat

de operatiuni, unul din numerele primei linii devine nul.
Transformarea

54

se reduce in modul urmitor. Avem

(11

0.4

prin urmare -

(&)

(9)

numerele 1, u, 7;,.

Ezemple.
L

2 5)=lo

-6 9159

.. find nume
numérul 4 poate fi nul.

o 1 -0o

5

L o).
[ Y=s1s;

((1, “}% ST

De unde rezulta, pentru transformarea V, expresiunea

a B _ shsms# gh
(c d )

= AS At ™

@ Yl

e

Sl»"i‘)»x

ey

re iniregi pozitive sau negative;

q. e. d.

2 3.

S. T. 5)2 82 (formula (8).

V-S(STSpS: = S2TST S8

S e
Vol

gy ee g
7=

b ) 6

D=5 9

:%) oH T—l 52

[

73] :
o3)
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« - III. TEOREME - GENERALE -

126. O functiune uniformd dublu periodici degine neapirat infi-
nitd intr’un paralelogram de perioade. In adevar, funciiunea avand
aceeas valoare in puncte congruente, daci modulul ei ar fi in-
tr’un paralefogram de perioade, mai mic decdt un numar fix M, ar
urma ca el si fie mai-mic decat M in tot planul, prin urmare func-
fiunea s’ar reduce la o constanti. Asadar nu existd functiune dublu
periodica care sa fie olomorfd intr’'un paralelogram de perioade.

Se numeste funcfiune elipticd o functiune uniforma f (u) dublu
periodicd care nu are alte singularititi decat poluri. Este evident
cd punctul dela infinit este punct singular esential, ciici altmin-
trelea f (u) s’ar reduce la o funciiune rationala.

Numim ordin al unei functiuni eliptice, numdrul polurilor ce
are functiunea inir’'un,paralelogram elementar, fiecare pol fiind
socotit cu gradul sau de multiplicitate.

127, Suma -reziduurilor unei functiuni elzpnce f (u) relative la
polurile situate intr'un paralelogram de perioade este nuli. In adevar,
aceastd suma este datd de integrala

T
\f () d,

luatd dupd conturul paralelogramului in sensul pozitiv. Insa in
doud puncte congruente f (u) avind aceeas valoare si dou# laturi
ale paralelogramului- fiind descrise in sens invers, aceste laturi
dau pentru integrald valori egale si de semne contrarii. De unde
rezulta

S=

2in

‘S=o.

Demonstratiunea presupune ca funciiunea f(u) n’are poluri
pe conturul’ paralelogramului, céici in aceste puncte integrala n’are
sens. Insd polurile functiunii fiind puncte izolate, putem, printr’o

V() meh s (L cee



TEOREME GENERALE 157
translajiune convenabild, face ca laturile paralelogramului si nu
- treacd prin niciunul din ele 1),

Corolar. Ordinul unei functiuni eliptice este cel putin doi. Cici
dacd ordinul functiunii ar fi unu, reziduul sau ar fi nul, adica func-
{lunea n’ar aved niciun pol intr’un paralelogram elementar; ceeace
este 1mp051b11 (§ 126).

128. Numdrul zerurilor unei functiun eliptice intr'un paralelo-
gram de perioade este egal cu numdrul polurilor.

Fie n numirul zerurilor si n’ numirul polurilor functiunii f (u)
situate intr'un paralelogram de perioade. Putem presupune acest
paralelogram situat astfel ca laturile sale sa nu contind nici un 7ero
si niciun pol al lui f (). Avem ash dar

(W)

st 2i~z\f(u) At BUCUREST

integrala fiind luatd dupd conturul paralelogramului in sensul pozr
['(w)

u -
f (u); integrala considerata este asadar nuld (§ 127) si avem n’ = n.

Corolar. Functiunea f(u)—C, C fiind o constanta arbitrara,
avind aceleasi perioade si poluri ca f (u), va admite intr'un para-
Jelogram de perioade acelas numér de zeruri ca f(u). Daca f(u
este de-ordinul n, numérul zerurilor egale sau neegale ale ecuatiunii

n-ﬂ; nl\»
[Lt

tiv. Insa

este o funcfiune elipticd avand aceleasi perioade ca

f(u)—C =ova fi n. Cu alte cuvinte, exista in interiorul para-

lelogramului n puncte, uy, uy, us,. .., u,, distincte sau nu, in cari

f () primeste aceeas valoare arbitrara C. Numirul acestor puncte

este egal cu ordinul functiunii.

129. Suma zerurilor unei funcfiuni eliptice in interiorul unui

D paralelogram de perioade, este egald cu

C  suma polurilor, abstractiune facind de

multipli de perioade (Liouville).

y Sé considerdm un paralelogram ABCD

4 Fig. 49 & avand varful A intr'un punct ordinar w,
celelalte vérfuri fiind respectiv in punctele

Uyt o, Uy t+o+o, uy+ o 0+’

1) Se mai poate procede in modul urmitor:

Daca [ (u) are poluri pe o lature, va avea tot
atatea poluri si pe laturea opusa care, prin defi-
nitiune, nu face’ parte din acelas paralelogram.
V‘;m evita polarile (fig. 48) prin semicercuri con-
gruente (ale cdror puncte sunt respectiv congru- 0 Fig, 48
ente). 3
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Fie ay, ay,. .., a,zevurile si by, by,. . .b, polurile functiunii, distincte
sau nu, situate in acest paralelogram. Avem:

2a—2h = —]— \M du.
2in ) f(u)
ABCDA

Sa evaluim integrala dupéd laturile paralelogramului, paralele
doua cate doui.

Avem
Ug + © Up + O @
w [ () u f'(w)
g AB G A\ T iy e ——
(4B) + (D) = \ B8 e \ L0,

Uy U + O

sau, inlocuind in ultima integrala w prin u + o',

AUy -
e R uf(u)  (ute)f (ut+o’)
G Ve e
Ug + 0 2
=—a ;(S;) du=—ao’ logf(;‘?T_‘;)w)=——w' logl =2m'i 7 w’.

" De asemenea, avem
(BC) + (DA) =2minw,
m si m' fiind numere intregi sau zero. Prin urmare
Za—2b =mo +mo,
sau, abstractiune facand de multiphi de o si o,
Za=2b. X
Corolar. Fie u,..., u, radacinile ecuatiunii
f(w)—C =0,
situate intr'un paralelogram de perioade. C fiind o constanti ar-
bitrard. Vom avea
Su; = 2b; = constanta,
adicd, suma valorilor argumentelor dintr’un paralelogram de pe-
rioade pentru care f (u) primeste aceeas valoare arbitrard este constantd
(= suma polurilor). :
130. Din corolarul precedent rezulta ci daca f(u) este o func-
tiune elipticd de ordinul al doilea avind un pol dublu g, sau dous
poluri simple a, f, avem respectiv

floe +u) = f(a—u), f(a:;ﬂ +u}=f (.ajﬂ'—fu).

&

Functiunea transformata

¢ () = f(a +u),
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sau . qv(u):f(a;_ﬂ 1'—11,)

satisface egalitatea

P (—u) = o (u),
oricare ar fi punctul w. Ea este asadar o functiune para.
131. Teorema lui Liouville (129) este cuprinsd in teorema lui Abel
asupra adifiunii integrdlelor eliptice de spefa 1.
In adevir, fie R (2) o funetiune rationald pe suprafata T; &

M (0 =1,2,..., n) respectiv zérurile si polurile sale si fie u (@)
_integrala elipticd de speta I relativi la suprafata T; avem (5 § 85):
; -k h
(1) Zu(&)=2u(n) (modd o, w’)
1 1

Insd, u (2) fiind integrala elipticd de speta I, rezultd ca func-
liunea inversd @ = ¢ (u) este o functiune eliptici de u; prin ur-
mare expresiunea

@) R(2) = R[g ()] = F (u)
este functiune eliptica de u. Fie @; una din valorile integralei u in
punctul & si b; una din valorile acelelas integrale in punctul Nis
adica

u(§)=a; u(n) =b,.

Punctele a; si b; sunt asd dar respectiv zerurile si polurile funec-

iunei F (u). Egalitatea (1) devine
Zai=2 b (modd w, w’). ;
* o TR

132. Doud funcfiuni eliptice, 1 (), @ (u) avind aceleasi pervoade,
aceleasi poluri si aceleagi zeruri sunt intr'un raport constant. Cici
raportul n

A

@ (u) , |
este o funcfiune cu aceleagi perioade si fard poluri, prin urmare
se reduce la o constanti. 7 :

133. Doud funcfiuni eliptice 1 (W), @ (w) de ordinul al doilea, avénd
aceleast perioade §i aceleagt poluri, sunt legate intre ele printr’o ecua-
jiune lineard cu coeficienti constanfi. 3

In adevir, presupunand polurile simple, fie a si b cele doua
poluri situate intr’un paralelogram elementar. In interiorul para-
lelogramului cele doux functiuni se vor putea pune sub forma

f=All. L)L,
B £ 1 1
vl = Momg — )t mw,
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A si A’ fiind reziduurile lor, corespunzitoare polului @ si f;(u), @(u)
fiind functiuni olomorfe in interiorul paralelogramului. Eliminind
parenteza intre aceste doud egalitdti, obfinem ecuatiunea

A f () = Ap (u) = A'fy (W) — A gy (u).

Membrul al doilea fiind olomorf in paralelogramul considerat,
rezultd cd membrul intdiu, care este o funcfiune eliptic, se reduce
la o constantd. Avem ashd dar, intre cele doua functiuni, o ecua-
tiune de forma o S

(2) A'f(w)—Agp(u) =C.

Dacad a este un pol dublu, reziduul corespunzitor este nul si
ecuatiunile (1) se inlocuesc prin cele urmatoare

A
(3) f(w) = w—ap + f1 (w),

’

RO et
(u—a)?

A si A’ fiind doi coeficienti constanti. Rezultatul eliminarii lui
T conduce.la aceeas ecuatiune (2).

134. Teoremd. O funcfiune elipticd f (), care primeste valori reale
dealungul unui segment al awxei reale, admite o perioadd reald si o
perioadd pur imaginard. Si demonstrim mai intdi ci dacd o can-
titate imaginard o Este o perioadd a funcfiunii, cantitatea imaginard
conjugatd, reprezintatd prin ', este de asqmenea o perioadd.

In adevar, fie u §i w' doui argumente imaginare conjugate, can-
titatile » + o, u' + ©’ sunt de asemenea imaginare conjugate
si prin urmare valorile
o HER )

sunt respectiv conjugate cu valorile

f(w), f(u+ao) )

In virtutea ipotezei, avem

H{u + w) = f(u),
prin urmare

F + @) = f ).

Insd u' ca §i u este un argument oarecare, de unde conchidem
ca egalitatea

[(u+ o) =f(W)

subsista oricare ar fi valoarea lui u si prin urmare @’ este o perioada.

1) 1. p. 299- 300.
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De aici rezulta teorema ce voim si demonstram. Cici suma si
diferenta a doud perioade sunt perioade, prin urmare cantiti-
file o + ' 5i ©— @ sunt perioade ale functiunii: cea dinti este
reald si cea de a doua este pur imaginard.

135. Analogii intre proprietdfile funcfiunilor rafionale F (2, y) pe
suprafata T cu doud foi $L_patru puncte critice gi proprietifile func-
fiunilor eliptice f(u) intr'un paralelogram de perioade. Sa mentio-
nam proprietatile urmitbdare:

1% O functiune rationala F (2, y) finita pe toata suprafata T
este o constanta (§ 58); aceeas proprietate apartine functiunilor
eliptice f (u) intr’un paralelogram de perioade, .

2°. Ordinul minimum al unej functiuni rationale F (2, y) pe
suprafata T este 2 (§ 60), adica functiunea F (z, y) are, pe supra-
fata T, cel putin doua poluri simple sau un pol dublu; aceeas pro-
prietate aparfine functiunilor eliptice intr’un paralelogram ele-
mentar. -

3% Suma reziduurilor unei functiuni rationale F (2, Y) pe su-
prafata T este nula (§ 56) ; acéeagproprie‘tate apartine functiunilor
eliptice intr’un paralelogram de perioade.

4% Numirul zerurilor functionii F (2, y) este egal cu numirul
polurilor, fiecare zero st pol fiind socotit de atatea ori cite unitati
sunt in ordinul siu de multiplicitate (§ 56), Aceeas proprietate
aparpine functiunilor eliptice f () intr'un paralelogram de perioade.

Aceste analogii se explica dacd observim, de o parte, ca su-
prafata T, limitata prin conturul format de tarmurile celor dous
taleturi cari o fac simplu conexi (suprafata T'), corespunde, intr’un
mod biunivoe, unui paralelogram de perioade (§ 108) ale carui
laturi corespund acelor farmuri i, de alti parte, ci variabila z
si variabila y = /R (z), R () fiind polinom de gradul 3 sau 4,
sunt functiuni eliptice de aceeas variabila u.

In virtutea acestor proprietati, functiunea rationald F (z, )
se transforma intr'o functiune eliptica f (u), zerurile 1 polurile
{(z, y) ale functiunei F (@, y) se transformi in zeruri si poluri (u)
de acelas ordin ale functiunii f (). In fine, integrala

SR (z, y) da

dealungul conturului suprafetii T" se transforma in*integrala

Sf(ﬁ)j—idu

dealungul paralelogramului perioadelor,

11 DAVID EMMANUEL
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CAPITOLUL XIII
FUNCTIUNILE ou, lu, pu.

Prin inversiunea integralei eliptice de speta I (§ 107) s’a stabilit
existenta funciiunilor eliptice; ne propunem acum si construim -
efectiv asemenea funciiuni. Vom considerd functiunile introduse
de Weierstrass.

136. Functiunea ou. Cu doui cantititi date o, o, al cror ra-
port este imaginar putem construl o funcfiune intreagd care sa
admitd ca zeruri de ordinul intdiu punctele

(1) w = 2mw; + 2nw,,

m si n primind toate valorile intregi dela —oo la +00. Una din
functiunile in numir infinit ce se pot construi astfel (toate diferind
intre ele printr'un factor exponen’pal e%(@) este functiunea in-
trodusa de Weierstrass

(D ou =ull' (1—1) ebw*

=
»

+

|

M]-
=
£y

m,n W

in care simbolul /I’ inseamna c& m si n primesc toate valorile in-
. tregi, afard de valorile m = n = o. (I. p. 369).

Sa ne inchipuim construit paralelogramul (2, 2w5) avand
unul din véarfurile sgle in origind, precum si refeaua corespunzi-
toare. Zerurile functiunii ou coincid cu varfurile acestei retele.

Functiunea ou depinde de argumentul u si de constantele (O
g, ') cariauservit la construirea ei. Daci voim si punem in evidenta
aceste constante, se obisnueste a se scrie

(u | 0y, ).

Proprietati. 1° Funcfiunea oueste o funcfiune impard, adica avem
egalitatea
(2) 0(—u) =—ou.

In adevar, fiecirui factor

u 104

__I..a_
u w 2 2
: (1——~) e
w

corespunde, in produsul (I), factorul

(1—|—%)e

!) Cantitatile 2 w;, 2 g le numim perioade.

2

1

L
W 2

£

%
~
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dedus din cel dintaiu cand schimbim semnele indicilor m, n. Insa
inlocuind % prin — u, acesti doi factori se permuta si produsul
II' nu se schimba. De unde rezulti egalitatea (2)

S& notdm egalitatile urmitoare:

3) B O gy [ﬁl zlfJ i

u=0 U

cari rezultd din expresiunea (I).

2% Funcfiunea ou este omogend in raport cu cantitdile u, 0y, Oy
st gradul siu de omogeneitate este egal cu 1. Aceasta proprietate se
constatd imediat, dacd inlocuim, in egalitatea (I), u, w;, w, prin
Au, Joy, kg, 2 fiind un factor arbitrar diferit de zero. Obtinem ega-
Litatea

(4) 0 (Fu | dw;, Aog) =16 (u | 0y, o).

3% Funcfiunea ou nu se schimbd dacs inlocuim perioadele 2 o,
2wy printrun sistem de perioade echivalente. Fie (20, 2e',) un
sistem de perioade echivalente cu perioadele 2 w,, 2 w, si

u 1w

= uw e
(0) o(u|e,w)=ull' (J:—?J e 2w =2m 'y +2n 'y

funcliunea ou construita cu aceste perioade. Varfurile retelelor de
paralelograme construite cu ajutorul acestor dou# sisteme de pe-
ricade fiind aceleasi (§ 121), rezulta ca zerurile functiunilor

& (u l Wy w3)’ g (u l w,l: w‘a)

coincid prin urmare si membrele de al doilea (I) si (5) contin ace-
1asi factori intr’o ordine diferita. Aceste produse fiind absolut con-
vergente, conchidem ci cele doug functiuni ou sunt identice.

Daca substituim perioadelor 2wy, 20, alte doua perioade nu
echivalente, functiunea ou corespunzitoare nu are aceleasi zeruri
ca functiunea primitivi §1 prin urmare cele dous funectiuni ou sunt
diferite. Din cele ce preced conchidem:

Condifiunea necesari §U suficientd pentru ca doud funetiuni ou,
construite cu pertoade’ diferite, si coincidd, este ca cele doud sisteme
de perioade s fie echivalente.

137. Functiunea tu. Aceasta funciiune este definita prin ega-
litatea

’

d a'u
(6) Cu = i log ou= vl

Luand derivata logaritmica a ambelor membre ale egalitatii (I),

11*
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obtinem
: , 1 1 u
(I cu=_+z'{%+_+,_),
u U—w W w2
simbolul 2 referindu-se la toate valorile intregi ale numerelor
m si n dela— oo la + oo, exceptand valorile m = n = o,
Se poate vedea direct ci seria din membrul al doilea este ab-
solut si uniform convergentd in orice portiune finitad a planului
care nu conjine nici unul din punctele u=w. Cici termenul general

4 1 u u
S R s
U—w. - w w2 w? (y—w)

este, pentru valori foarte mari ale lui m si n, comparabil GIEabEr-
1 ,

menul — | -
s :

Punctele u =& sunt poluri de ordinul intaiu ale functiunii;
reziduul relativ la un pol oarecare este egal cu 1. De aci rezulta ¢
functiunea (u nu poate fi funcfiune “elipticé caci oricare ar f1

7 2 :
paralelogramul considerat in plan, suma reziduwrilor relative la
polurtle situate tn interiorul siu nu este nuld.

Proprietati. 1° Din relatiunile
6(—u)=—ou o(—u) = + o'u,

L
(7) {(—u) =—"Cu

adica {u este o funcjiune impard.
2% Daca in seria (II) inlocuim wu, oy, w, prin Ju, oy, Jog ob-

rezulta

{inem egalitatea
1

(9) , ¢ (Au ]Awl, i) = - ¢ (u | 0y, 0y),
care exprimi ca (u este o func,tzune omogend de gradul — 1 in raport
U U, O, Oy

Desyolitarea funcfiunii Cu in domeniul originii. Sa consoderam
un cerc cu centrul in origind si trecand prin cel mai apropiat pol
w. In interiorul acestui cerc avem |u | < ||, prin urmare pu-

tem scrie
3 n—1 =
1 Litau S
T T e E S R s R e
Uy (49 W= W

Inlocuind, in egalitatea (II) . prm desvoltarea precedenta

y

o : & 1
st finand seama’ cd seriile X'—, pentru n >3, sunt absolut .con-
: w
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(S R N - < 'Sw - ik 1 o ~ 7 =
vergente si ¢d in sumele 3 wanpe termenn se distrug doi cite doi,

obyimem, ordonand dupa puterile lu u,

1 Tt s
(10) Cu=——u32—3——u52—6——...
u w W
Sa integram ambele membre ale egalitalii precedente; obtinem
: * Gu TR S E
log —=—— —_——
cu 4 i 6 o
De unde
S g T
Qe = ue 4 ’v‘
cacy

Ghe—= {2) =1.
ul,

Desvoltand exponentiala din membrul al doilea in serie in-
treagé, obtinem, pentru functiunea ou, seria
7t | u?
(11) oU =u—-—23"_
4 wt 6

1
2’—6 + Awd ..
(2%

Aceasta egalitate, desi obtinuta in ipoteza ci | u | este mai mic
ca cel mai mie din modulele 2 | @, |, 2 | g |, este valabila in tot
planul (u), cici membrul intaiu fiind o functiune intreagi si aman-
doud membrele fiind egale intr’o regiune a planului, sunt egale in
tot planul.

138. Functiunea pu. Aceasti functiune este definita de egali- '
tatea

, Ll e
(12) Ziu e g e zfu—zlog ou,
Avem asa dar, derivand seria (11),
1 1 1
e e e e e
“[l.) ; 4 2 ((u——w)2 wz)

Din convergenta absoluti a seriei (I1) rezulta ca seria din urmi este
absolut convergenti in tot planul(w)din care excludem punctele u =g,
Acest rezultat se constats direct, observind ci termenul general

4 i

(u—w)z @2

este, pentrw valori foarte mari ale luj m si n, comparabil cu 2
$ &
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Punctele v = w sunt poluri de ordinul al doilea ale functiunii
pu; reziduurile corespunzitoare sunt nule.

Proprietati. 1°. Functiunea pu, fiind derivata wnei functiuni
impare, este o funcfiune pard. Avem asa dar 2

(12) p(—u) = pu.
Funcfiunea pu este omogend de gradul — 2 in raport cu u, oy,

@33 ceeace se recunoaste ‘inlocuind in egalitatea (I11) u o, w,
prin Zu, iwy, log:

(13) P (1| day, Jog) = —— p (u | 0y, o).
d A
Derivand ambele membre ale egalitatii (10), avem
(14) pu=j_+3u221 + 5ut Y’ ds ek
W

cgalitate valabild in acelas cerc ca si seria (10).
139. Dericata p'u. Derivand ambele membre ale egahta;u (111),
obtinem funcfiunea

- 1
(Iv) Pl — =D e
{u—w)?
care admite punctele u = w ca poluri de ordinul al treilea, Aceasta
functiune este impara:

A :
(15) Pl—u) = — pi(uw).
In domeniul originii avem, derivind ambele membre ale ega-

litatii (14),

(16) pu=— l-H)uZ"i-F')O u32’-~-r

ud st 56

140. Proprietatea 3° (§ 136) a functiunii ou de a ramanes ne-
schimbatd, cand substituim perioadelor 2w, 2m5 alte doud pe-
rioade echivalente si numai in acest caz, aparfine functiunilor Cu,
pu, p'u. v

141. Dubla periodicitate. Expresiunea (IV)a derivatei p'u pune
in evidentd proprietatea acestei functiuni, aceea a pertodicitdfii
duble. Intr’adevir, inlocuind w prin u + 20, obfinem egalitatea

1 ¥
[u—2(m—1) 0;—2n (03]3

in care membrul al doilea nu difera de membrul al doilea (IV) de
cat prin aceea ca indicele m este inlocuit prin m — 1; insd m va-
rind dela — oo la + 00, m—1 trece prin aceleagi valori si cele
doud serii sunt egale.

polu+20) == 23
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Avem asa dar

4 G P'(u + 2w,) = plu.
In acelag mod se recunoaste ci avem
(2) P'(u + 20, = p'u.

De unde rezultd ci funciiunea p'u admite cantititile 2w,, 2w, ca
perioade. : : :

Integrand ambele membre ale egalititin (1), obtinem
p(v+2w)=pu+C.
Facand u = — oy, rezulta
pw, = p(—w) +C.
Insda pw; = p(—ey), prin urmare C = o, Asa dar, avem
) P(ut20) = pu
Deasemenea, plecand dela egalitatea (2), gasim
(4) P (u+2m) = pu.

Functiunea pu admite aga dar aceleasi doud perioade. Aceasti
functiune neavénd in tot planul alte singularita{i decat poluri si
admitand perioadele 2w;, 2w, este, prin urmare, o funcfiune e-
liptica. d :

Proprietatea periodicitatii duble a funciiunii pu rezulti si
din definitiunea (III) a acestei functiuni. In adeviar, diferenta
P (v + 2w;) — pu se poate scrie

(14 20y) g . :
0 (u420y) — pu = A, :
! o = % [(u + 20, — w)2 (u—w)z]

N=— ® m= —o0

Pentru o valoare constanti oarecare a lui n, seriile

e 1 + 1

——— e L
m=—o | 0—2n wg— 2Am—1) 01 ] malw [u— 2n wy— 2m oy |2

sunt absolut convergente si evident egale cdci m §i m—I1 trec prin
aceleasi valori cAnd m variazi dela — oo la + Q0 ; prin urmare
avem ;

de unde rezulta
plu+ 2w,) =pu.

In acelag mod se probeazi ca 2w, este o perioada.
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Intr’un paralelogram construit cu perioadele 2w;, 2w, func-
liunea pu are un singur pol dublu. Aceasii functiune este aga dar
de ordinul al doilea — ordinul cel maj mic posibil — si paralelo-
gramul (2w;,20,) este un paralelogram elementar, Functiunea
pu este cea mai simpla dintre functiunile eliptice: derivata sa p'u
fiind de ordinul al treilea pe cand derivata unel functiuni eliptice
care are doua poluri simple, este de ordinul al patrulea.

142, Ridacinile ecuajiunii :

1) pPu = pa,

a fiind o constantd arbitrard diferitd de un multiply de pertoade.

Functiunea pu fiind de ordinul al doilea, ecuatiunea precedenta
are doua rddacini intr’un paralelogram elementar, prin urmare douz
radacini nu congruente in tot planul. Punctul u=a este evident
o raddcina si deoarece functiunea Pu este parda, u=-—a este de
asemenea o radacina. Expresiunea generala a rédécinilor‘ ecuatiunii
(1) este asadar ‘

(2) U= fa+2mw; +2no,,

m si n fiind numere intregi arbitrare.

In cazul a=w,, @3, W+ @3, punctele a s1 —a sunt puncte
congruente ; atunci a este neaparat o radicind dubli a ecuafiunii (1).
Se va vedea, dealtmintrelea, mai jos, ca valorile 1, O3 07+,
anuleazd derivata p'u. : : :

143. Derivata p’u avand un pol triplu unic, u=o, abstractiune
facand de multipli de 2wy, 2w,, este o functiune eliptica de ordinul
al tretlea, pentru care perioadele 20, 2w, sunt perioade primitive.

- Zerurile funcfiunii p'u. Sa facem in egalitatea

p'(u+2w1) =p'u
u=—amy; obfinem
P'o1=p'(—w;)=—pw,

Punctul u = @, nefiind pol, rezultd ca el este un zero.
In acelas mod conchidem, plecind dela relatiunile

P(u+200) =p'u, p(ut2m,+20)=p’ u,

in cari inlocuim u respectiv prin —a,, —(w, + W), i Wy §1 0, +ws
sunt zeruri. ,

Se introduce, pentru motive de simetrie, cantitalea o, definita
de relatiunea

(3) W1+, +wy=o0.
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Zerurile functiunii p'u sunt dar, abstractiune facand de multipli
de perioade,

07, Oy W,
In paralelogramul ale carui varfuri sunt punctele:
0,201, 2 (0; +05)=—20,, 2w,
5 - 7 : i s
zerurile lui p'u sunt semiperioadele
> 0y, — @y, ;.
S punem
; POy=¢é;, pwy=e;,  pwy=e,.
Aceste trei cantitali sunt diferite intre ele; céci, dach am avea
Py = poy
4r urma sa avem egalitatea (2 § 142):
0= £ wy+2meo; +2nw,,
adica perioadele 2 o, 2w, n'ar fi distincte (§ 115).
In acelas mod s¢ recunoaste imposibilitatea eoalititilor
- E) I o -
POy =Py, Pwy=pa,.:

144, Eecuatiunea diferentiald a functiunii pu. Intre functiunea
pu si derivata sa p'u existi o ecualiune algebricd  cu coeficienti
independenti de u ce se poate obtine in'modul urmator: Sa formam
diferenta i

2 60 _, 1 oy S
(€5) p-u——4p3u=—u—22 ‘WT—MO‘Z a{—%AuZ.—F...,

servindu-ne de seriile (14) si (16), (§ 138, 139), cari reprezinta func-
tiunile pu si p'u in domeniul originii. In acelas domeniu avem seria
: ; 0 o, 1 T et
{2y GOpuE’%:b—Z’ Byl Lo

: w u* w
Adunand égalitétile 1) %1(2), Ob&iilélﬁ egalitatea
(3) p'*w—4pPu+ 60 pu X’ “% =—= 1402:'i + Cu? + |

wh

Membrul intaiu fiind o functiune eliptica cu perioadele 20,
2w,, olomorfa in paralelogramul perioadelor, se reduce la o cons
stanta.

el ;
Aceastd constantda este — 140 X" —, valoarea membrului al
6.

doilea pentru u = o.



170 CAPITOLUL XIIT

Punand
] ’
(4) 25— 602 o gs = 140 3" —

vom avea intre pu $i p'u ecuatiunea fundamentals
() PP =4 pu—g pu—g,

Coeficientii g, si g, sunt, precum ne arata expresiunile (4), de-
terminafi c4nd constantele ®; '$i o3 sunt date; ei sunt omogeni
in raport cu aceste cantitati i gradul lor de omogencitate este re-
spectiv egal cu—4, — 6,

Daca substituim perioadelor 2wy, 205 un alt sistem de perioade
primitive 2wq, 2wy, varfurile paralelogramelor celor doux retele
corespunzatoare fiind aceleasi, rezultd ci expresiunile 2ma; + 2ne,
$1 2m’y + 2ne’, trec prin aceleasi valori cand m §i n primesc toate
valorile intregi dela — o la + 00, De unde urmeaza ca, substituind
unui sistem de perioade primitive un ali sistem de perioade primi-
tive, coeficientii g, si 83 raman neschimbati, Pentru acest motiv
coeficientii g, si g, au primit numele de invariangi.

Observare. Fiind date ecuatiunile pu = g, p'u = b, cu condi-
tiunea de compatibilitate b2 — 4q8 — 82 @ — g, existd intr’un para-
lelogram o singurd valoare u care si satisfacd cele doua ecuatiuni.

In adevar, fie ¢ uft argument astfel ca py = a; vom aved u= 4y,
Insd p'(—9) = — p'v; de unde rezuliy cd numai una din valo-
rile + ¢ satisface ecuafiunea pu=b.

- 145, Punénd 2 = puy, ecuatiunea (5) devine

)2
(6 () =0 =g —sgy:

Functiunea z=pu este “aga dar o solutiune a acestei ecuatiuni
diferentiale; ea este o integrald particulari a ecuatiunii (6), anume
aceea care devine. infinitd pentru u =¢. Aceastd ecuafiune rama-
nand neschimbati cand inlocuim u prin u + C, C fiind o constanti
arbitrard, rezultd ci » — p (u + C) este o integrali §1 prin urmsare
integrala generalid a ecuatiunii,

53 punem in evidentd valorile e;, €y, eg ale lui pu, ciarora cores-
punde valoarea zero pentru p'u; ecuajiunea (5) se va scrie

(7) PR =4 (pr— &) (pu—e,) (pu —ey).

Cantitatile e, e,, ¢z sunt, dupd definifiunea lor, omogene, de
gradul — 2, in raport cu @y §1 wy; ele satisfac, in virtutea ecua-
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{iunii (5), relatiunile

e;. 1 e, + ¢35 =0,

1
€) €y K€ ey ity ey =—"——g;
8) : 4

€898y ~ae s

Reprezintand prin 4 discriminantul -ecuatiunii
9) dr—ga—g =,

vom lua
(10) A = 16 (ey—ex)? (eg—e)? (eg—ey)"

Factorul 16 se introduce pentru simplificarea rezultatului,
Pentru a caleula acest discriminant, si punem

Lt ; e : \
f(2) = hat—g gy = hla—ey) (v—e;) (30
de unde, prin derivare, si inlocuind succesiv prin ey, ey, ey, avem

fle) = 4(e;—e) (e;—eg),
fles) = b4(e;—e;) (es—e3),

f'(es) = 4(eg—ey) (e5—ey),

— A7) e 1 (e = 16 (er—en) (ex—e? (ege0)t = 4.

i

Insa

=12a2—g,;

y

[(=

Pt

prin urmare

(e2) '(ea) £ (eg) = (12 €1—go) (1263 —8,) (12 €5 —,)
ARG G2 (] e redel e el 12 R e o) g
— 42T g
Asadar avem
(11) A=gi— 27 g2

o3°
4 este omogen si de gradul—12 in raport cu o, si o,
Constantele ey, 5, e; fiind distincte, rezulta A = o.
146. Definifiunea funcfiunei pu prin invarianti
Pana aci funciiunea pu a fost definitd in functiune de perioadele
date 20y, 20,; ea satisface ecuatiunea diferentiald

(_]) [dr)- %4.t3_g2m—q

du o3’

in care g, §1 g au valorile (4) (§ 144). Sa considerdim acum aceastd
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ecuatiune dati, in care coeficientii g, si g, sunt dous constante
arbitrare cu condifiunea ca discriminantul

@ A= g — 27

sa fie diferit de zero. Voim si ardtam ci solufiunea acestei ecuatiuni
care, pentru u = o, se reduce la oo, coincide cu functiunea pu, con-
struitd cu perioadele integralei

3) S* du
W= e
VAP g a— g
determinate de doud tdieturi cari fac simplu conexd suprafaja T co-
respunzatoare ecuatiunei

(4) Y =4’ —g, a—g,

In adevar fie, z = ® (u) functiunea ce rezulta din inversiunea
mtegralei (3). Aceasta functiune “este uniforma in tot planul (w),
neavand la distanta finita alte singularititi decat poluri; ea este
dublu periodicd, avand ca perioade doudi perioade distincte ale
Integralei (3) (§ 107). Cu aceste perioade pe cari le notam 20, 20,
putem construi functiunea P(uloy,05). Limita inferioars a integra-
lei (3) fiind un punct de ramificatiune (punctul =), rezulti ca
® (u) este o functiune para [(10), § 106] si totalitatea valorilor luj w
In cari ea se reproduce este cuprinsa in expresiunea

&

(5) + Uy + 2f 0y + 2no,,
Up fiind una din ele (§142) adica functiunea ¢ (w) nu poate relua
valoarea @ (u,) decat intr'unul din punctele cuprinse in expresiu-
nea (3). ; ,
In domeniul punctului u = 9, functiunea @ (u) este de forma

3%
@ (u) = 2 Tau? +but 4

Punctul u = 0 este dar un pol de ordinul al doilea s1, in virtu-
tea egalitatii ; :

(6) @ (+ u + 2mw1 4= 2nm,) = @ (u),
toate polurile functiunei sunt de ordinul al dojlea st date de expre-
siunea

(7) U = 2mw,; + 2now,,
Din cele ce preced rezultd ca diferenta
P (u) —p (u |0y, wg)

este o funefiune eliptici care nu are njei un pol; ea se reduce dar Ja
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o constantd. Aceastd constanta este nula, precum rezultd din des-

voltarea functiunilor pu si ¢ (u) in domeniul lui u — o. Avem asa
dar identitatea

¢ (u) = pu.
’ q.-eind;
Pentru a pune in evidenta invariantii functiunel pu, se scrie

p(us; g, g3). De asemenea in privinta funu;lumlor ou si lu:

0.{u; 8o &) £ (15 g, 8)-
Formulele de omogenitate corespunzitoare celor trei functiuni
sunt . g T

o(}.u, fi fa) = 40 (u; g, g),
iR iBer ily. 1 2
(8) E(Mt; 75 76 ) 3 75(“: g &),
el 1
P /.u-}%~ ‘jﬁj = ﬁf'(’-‘?gzvg:;),

cdci, multiplicAnd o, si wy cu 1, invarianlii g, si g, se reproduc
multiplicafi respectiv cu %, j—5,

Facand in formulele precedente /i =i si 111]0(‘umd 7 pnn iu,
obtmem relatiunile

: o (15 gy, g) = (u g —
(9) £(1us gy, 85) = — il (u 329“” )s
p(ius g, g)=—p ( Y8y 8s)-

147. Derivate de diferite ordine ale [unc[mnu pu. Derivand
ecuatiunea '

(1) PPu=4plu—g, pu—g,

si suprimand  p'u din amaindoui membrele, obtinem
1
: ” .
2) S Pl =0 U5 g,
: 2
De unde, prin derivatiuni sucecesive,

P = 12 pu p'u,

pVu = 12 p"u + 12 pu p"u

120 pPu—18 g, pu—12 g,
pYu = 18 (20 p2u — g,) p'u.

I

(3)

L R S s T R U YR i B g

Toate derivatele de ordin par sunt polinoame de pu, pe chnd
derivatele de ordin impar se pot exprima printr'un. produs de p'u
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cu un polinom de pu. Coeficientii acestor polincame sunt functiuni
2 Py d
intregi de o5 82 s1de g

Se mai poate observi ca punind

P = fpu), PPy = pug (pu),

gradele polinoamelor f (pu), @ (pu) sunt respectiv n+1, n. Aceasta
se verificd din aproape in aproape.

148. Din ecuatiunile (2) si (3) putem, viceversa, deduce pute-
rea a n, a lui pu, precum si produsul acestei puteri prin p'u
(n=2,3,...), in funcfiune lineard de pu st de derivatele sale.
In adevar, si considerim ecuatiunile cari determini derivatele
de ordin par

” 3
Py, pWNu,. .., plZny,
Acest sistem de n ecuafiuni, lineare in raport cu puterile
Pru, pPu,..., prtiy,
determind aceste puteri in functiune lineara de derivatele
”
P U pNu,. o, p@n gy,

Considerand, de altd parte, ecuatiunile care determini deri-
vatele de ordin impar, obt{inem functiunle
’ ’ 2 ’ n
$u pu, p'u pu,..., p'u pu
exprimate in mod linear cu ajutorul derivatelor
177 * T 2n-+1)
Pou, p™u,, .. ptEetll g
149. Formuld recurenti pentru a determing coeficienfir desyoltirit
funcfiunii pu dupé puterile crescande ale lui u.
Punand, pentru prescurtare

1 R
4 Oy = F Xl e BN
(‘f) 2 “)4. 3 WG
avem (14) (§138)
(3) pu:%+‘72u2+03u4+...+c"u2;"—?+,_.

u

De unde, derivind ambele membre,

()
(6) p'u =—u—3+ 2epu+heud+. i+ (2n—2) w14

6
(1) p'u=—+2¢,+4,3 U ... +(2n—2) (2 n—3) uZn—ty
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Ducind desvoltarile Tui pu s p’u in egalitatea

rr - ot 2. S
p'u =6pu——g
-~
s1 identificand coeficientii lui u2"—% din amandous membrele, ob~-
{imem
2rn—2)2n—3)c, = 6 T I e C S T L Chitialn)e

de unde

- n—a
J =
L e A

8) ¢ = @n+1) (n—3) .

Aceastd formula arati ca coeficientii ¢g ¢5... sunt functiuni
intregi de ¢, si ¢, si serveste a-1 determina din aproape in aproape.
Coeficientii c, si ¢z sunt dati prin definitiune de expresiunile

=30 W& s g,
wi 20 wb 28

sau, se deduc din ecuatiunea (1), in care inlocuim pu si p'u prin
desvoltarile lor (5) si (6) s1 identificim. Coeficientii desvoltarii
functiunii pu, in domeniul u=o, sunt asa dar functiuni intregi,
cu coeficienti rationali, de nvariantii g, si g,.

1
Observare. Din cecace precede rezulti ci sumele £’ —~* n fiind
w

un numér intreg > 3, sunt functiuni intregi de cele doua sume
el ! ’

gL
150. Incepand dela n=4, formula (8) ne da
., g3
S e o
: 05=30233=‘3§2g3 5
(9) 11 24 5.7.11
T AL P g
%= 13 Cac )= g (26. 35 T ; /)

_ ) 83 g§
(10) pu——ﬁ'}“?(juz'i‘%u“"muﬁ‘f‘...
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Din aceasta desvoltare deducem aceea a functiunii u =—Spu3‘ du,
i :
(1 fu= —~—-—g%u3~&:u°— sy
u 60 28.5 :
fara constants arbitrard, cici din definitiunea funetiunii <u (1)

(§ 137) rezulta ca diferenta fu — 1 se anuleazd pentru u = 0:
u
Integrand ambele membre ale egalitatii (11) 5i tinand seama

. ou 3
de relatiunea (—~) =1, obtinemn
u

0

g
log,l,‘ =—‘%g2* u‘l._iuﬁ_...
u 60.4 28.5.6

© De unde, trecand dela logaritm la functiunea exponentiala si
desvoltand aceasts functiune intr’o serie Intreagd, obfinem, pentru
Primii termeni ai desvoltarij functiunii ou:

(12) el e B gl L T e
2435 28.3.5.7 TS

Coeficientii seriilor celor irei functiuni pu, Cu, ou, desvoltate
dupa puterile luj U, sunt functiuni Intregi de invariantii g,, g3, cu
coeficienti numerici rationali. : _

151. Observare. Functiunea pu fiind omogena in u, w;, w, si de
ordinul —2, rezults ¢x coeficientul lui w®* in desvoltarea (10) este
omogen in oy, w; § gradul siu de omogeneitate este —(2n + 2);
prin urmare acest coeficient este de forma

B ZAa ﬂlgg gg o

Agp tiind numere rationale si a, 8 numere intregi pozitive satisfa-
cand egalitatea v :
20 +38=n+1.
Ceeace permite a scrie partea literald a coeficientilor seriei,
in functiune de g, 51 g

152. Marirea argumentului u ey o perioadd in funcfiunea Cu.
Din relatiunea :

% dlu

W=
< du

deduce‘m

dij(u + 2w;) déu
\.du du
d¢ (u 4—%) _ dlu

du du
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de unde, prin integratiune, 5
E(u+20) =¢tu + G;
C(u + 2w,) = Cu + 7,
Facand in prima din aceste egalitifi ¥ = — o, si in a doua
U = — w,, obtinem .

Cw1=C(——w1)+C, Cw3=&-(—w3)+cl’

de unde .
C = 2¢w, C =20w,.
Punand 3
(1) o boi=my, Lag=1,,
avem relatiunile - : ,
) { C(u + 20p) = Cu + 29, ,

C(u + 20, = Cu +2773',

Intr'un mod general, avem

(3) £ (u+2me, +2nwz) =Cu+2mn, +2ny, ,
m s1 n fiind numere intregi; > ‘
Ficand in egalitatea precedents m=n=—1 si introducind
cantitatea 7, definitd de relajiunea _
(4) M1+ My + 95 = o,
obtinem egalitatea ;
(5) (e + 20p) = L u + 2.
Inlocnind u Prin — w,, aceasti egalitate da
(6) L wy, = 1,
Asa dar, oricare ar fi semiperioada @y, avem egalitatile
(7) C(w+2wa) =Cu+29,, Ma=Co,,
pe langi cari alituram relatiunile
(&) = Zw,=o, Zn,=0, a=1,23.

153. Constantele 5, introduse maij sus, sunt funcfiuni uniforme de
semiperioadele ;, w;; ele sunt finite, oricare ar fi sistemul (@y; wg)
cu condifiunea, ce se presupune implinitd in toate desvoltirile.

@3 . P
precedente, ca raportul — s fie 1mmaginar. Doua ‘din aceste con-
o

1 . o 2 ¢ o
stante nu pot fi nule in acelas timp, cici altmintrelea ar rezultd
din prima formula (7) ca functiunea {u sa fie dublu periodicd ;
ceeace este 1mposibil. : ‘ '

12 DAVID EMMANUEL
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Sa considerdm doudl din cantititile 74, fie 7, §1 75. Aceste con=
stante nu sunt independente intre ele, ci sunt legate printr'o rela-
iune numitd relajiunea lui Legendre. Pentru a obtine aceasta re-
lajiune si considerdm integrala

Sf:udu

luatd dupd un paralelogram de perioade (2w;, 2w,), avand unul
din varfuri intr'un punct u, diferit de un pol. Acest paralelogram:
contindnd un singur pol al functiunii fu cu reziduul 1, valoarea
integralei este egald eu 2im.

S& presupunem pozitiy coeficientul lui i in raportulw—37

Wy
(08

9 =

(9) e |

In acest caz, plecind dela varful A (), (fig. 49) (§ 129) si
descriind paralelogramul in sensul pozitiv, avem

(AB) + (BC) + (CD) + (DA) = 2ix

Reunind mtegralele dupé laturile opuse, doua céte doua, obtinem

w, | Ta
—. e 5 o<a<m.

U120y AU+ 2,420,
-
(AB) + (CD) =\ Zudu—\ Cudu
Ug Ug+20;
Ugt200;
=\ [fu—(u + 20,) | du
Yo
Ug+2005

=—2n \ du = — 40,

- o
De asemenea gisim

(BC) + (DA) = 4 1, o,
Relatiunea lui Legendre consistd in egalitatea

A %200 g

e Y (10) "71‘03—"73“’1:7’
e g 3
Daca in raportul — coefi-

i
cientul lui 7 este negativ
Lbi+20,) U/l,ﬂuguo.;; (0>a>—n),
Fig. 50

dispozitiunea paralelogramului
este precum aratd (fig, 50) In acest caz obtinem relatiunea

i
(11) n1w3——773w1=——2—-



FUNCTIUNILE ou, {u, pu 179
Introducand cantitatile w,, 7z in relatiunea lui Legendre, ob-
tinem, in virtutea formulelor (8), egalitatile urmatoare:

; 3 ; 7
(12) 2 Oy—1) Wy = N3 Wy — 9, Wy = @3 — N3 o= + 5

in cari luam semnul - dupd cum coeficientul lui 7 in raportul
oy 1 25 Ae

~— este pozitiv sau negativ.

@, ;

154. Este interesant de examinat ¢um se_ modifica cantititile
s N3 ednd inlocuim sistemul de perioade (205, 2w,)  printr’un
sistem de perioade echivalente (20}, 20,). Fie

(@) o'y= aw,+ Py, Wy’ =y, + dar,,  ad — Py =1

formulele de transformare ale perioadelor. Avem, in virtutea for-
mulelor (12),

C(w + 200, + 2p0q) =Lu + 2am, + 2B,
C(w + 20 + 20w5) = L u + 2ym, + 20n, ,
Facand in aceste egalitati respectiv
U =— aw; — Po, U =— yw, 6 oy,
deducem formulele ]
€ (aw; + fog) = a7, + B,
£ (yo, + dorg) = 771+ 0.

sau, punind

7

N1 = fw; = (aw; + Bag), N3 = Cwz =L (yo;, + dwy),
avem formulele de transformare

2 (I’)_ 71 = ay, + B, N3 =y + 073,
identice cu formulele () in cari inlocujm Wy, 03, 'y, 'y respectiv
Prin 73, 7, i, 73,
155. Marirea argumentului w cu o perioadd in funcliunea ou.
Pentru a gisi ce devine functiunea ou, cand inlocuim u prin u+ )ﬂb.,,
sd integrim ambele membre ale egalitatii (7). '

Obtinem
o (u+ 20,)
log———— %9 '
o Cou Tats
sau
U e e B

C fiind o constants a ciirei valoare se determini facand u. = — o, ;
obtinem : y

ga Tt Zef
Ge Ma%a_ 4

aw?

12
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* Avem asa dar relajiunea !

(14) o(u+20y)=—e o ( o) ot (e—1.2 -3

Efectul produs asupra functiunii ou, cind adiugim argumen-
tului' v o perioadd oarecare, este dar a o reproduce multiplicati
cu un factor exponential al cirui exponent este o functiune lineara
intreagd de w. Era evident ca, prin aceastd substitufiune, funciu-
nea -ou trebuie si se reproducid multiplicatd cu un factor care nu
se poate anula, cici functlunea a(u + 2w,) are aceleasi zerux-i ca
functiunea ou. : /

Relatiunea necesaria intre aceste - doud functiuni este asa dar
de forma ]

o(u + 20, = 55 u,
g (w) fiind o funcfiune intreaga. Ludnd derivata logaritmica a am-
belor membre, avem qrLn , S :
E(u +200) = Lu+ ¢ (u);
prin urmare, in virtutea egalitétii (7),
« &) =2
Asa dar ot .
g(u) = 2pq4, o (u +2w,) = Ce o U ou.
S& inlocuim in ambele membre (14) u prin u + 2 (k—1) w
avem A JE T :
o(u+ 2ko,) = — oM [t (2 A )] ofu + 2 (k—1) w,].
~ Dand lui k \'aldrile 425 , m si facand produsul tuturor éga«
litatilor, obtinem formula ! : b

2"7:1 (mu_#—mzaia) &

H(15): e (u +'2’mwa) = (—=1Dme
Inlocuind in amandous membrele acestei egah tati u pmn Uk ‘7ncoﬂ,

B # a =1,2, 3, obtinem

0 (1w 2merg no)=( Ayt o (Mt ) (rmagtney) 2mn (g 1g0;)

sau, in virtutea formulelor (12),

(16) o (u+2mwa+ 2nw ﬁ);'('_])m+n+mu CZ(mﬁa%?l"?ﬂ) (ut+mw,+ne ﬂ) =

b s e Doab et itiige dgsalpar sl o S itaer
" 156. Expresiunea funciunilor eliptice’ prin funciiunea o.
I. Ne propunem intdiu problema urmitoare: Sa se constru-

. & % . A 5 2 2 . -
lascd o funcfiune eliptici avand ‘doud: perioade primitive date

ou,
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(20, 20;) ale eirei zeruri si poluri si fie respectiv punctele date
Ay Tge ivy Gy
Fabynbyiay s
Pentru ca problema si fie posibila este necesar: ca intre. zerurile
(@) si polurile (b;) sa existe in virtutea teoremei lui Liouville (§ 129),
relatiunea

(et Za;=2b; (modd 2w, 2w,). : ;
1%, Sa presupunem c# congruenta (1) se reduce la egé]itulea

2) ‘ gt g M

~

Sa considerdm raportul
a(u ——a,)
S o (u— b,)
care reprezinld o funu;iune uniformé in tot planul avand, abstrac-
tiune ficand de multipli ‘'de perioade, singurul zero u = a; §i sin-
gurul pol u =b;. De altd parte, in virtutea formulei (14) din pdra-
graful precedent, avem egalitatea

3) _‘L(y =g Qwa) = 27](1(11;“‘1,;) g (u — ai) ;
( o‘(u—bi e T oo (u—by)

Dand lui ¢ valorile 1, 2,..., n si consideram functiunea

a (u—al) o (u—ay).: .0 (u—an)

M o) B, = S e ey ety

Aceasta funcnune satlsface relatmmle

2, b, — T ay)

[¢w+ Tl s e A
l¢w+2%w-¢ww

prin urmare, in virtutea egahta’gu (2), avem

O pl+20) =g, gm0

Functiunea ¢ (u). unphnegte conditiunile cerute: ea este o func-
ftune eliptici. avdnd perioadele 2, 20y, zerurile (a;) st polurile (by).
Toate functlum}e eliptice -avand aceleasi perioade, zeruri si poluu
nu-pot difert de ¢ (u) decat printr’un factor constant. ;

S& observam ci nu este exclus cazul cand’ punctele aide o parte,
sau punctele b; de alta parte n’ar fi distincte intre ele. Daca; de
ex. a; este un zero multlp]u de ordlnul a, repetam in cxpresmnca
lui @ (u) punctul a; de a ori,

(5)
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2°, Sa presupunem acum c# intre zerurile a; 1 polurile b; exista
egalitatea
(7) o 2ai— 2 b =200, + 2u o,
451 p fiind doud numere intregi date. Fie ¢ un punct congruent
cu punctul a;, legat de el prin egalitatea
(8) a =a + 2o, + 2u o,
Functiunea :
a(zt;a) 0 (u—ay)...0(u—ay)
o(u—by) o(u—by)...0(u—b,)

y (u)=

implineste condifiunea cazului precedent: suma zerurilor este egala
cu suma polurilor; ea admite dar perioadele 20, 20,. Inlocuind
@ prin valoarea sa (8), avem, in virtutea formulei (16).(§ 155), ega-
litatea >

o(u—a) =o(u —a, + 2o, +2uw,)
=(— 1)l+/l+7~ﬂ o211+ 147) (4R 1+ vy o(u—a;) = Ce2Amatms) 5 (w—a,),

in care C= (— 1)MHa+it 20mtpns)(oceiog [ zoand 1a o parte fac-
torul constant C, rezula ea functiunea

Q — 20y +uns) u ' O_(LTL') :
) Vv e . IiT o (u—by)

este, in cazul egalitatii (7), o functiune eliptica avand perioadele
20y, 20, zerurile a; §i polurile b;.

I1. Sa presupunem acum dati o funetiune .eh'pticé f (u) avand
~ perioadele 2w, 20, si fie

Q15 Qo ooy Oy by Boier b

respectiv zerurile si polurile sale, distincte sau nu, situate intr'un
paralelogram elementar. Daca intre aceste puncte exista congru-
enta’(1), inlocuim un zero sau un pol prin punctul respectiv congru-
ent astfel ca egalitatea (2) sd fie implinita §i construim functiunea
(4). Expresiunea lui f (u) va fi

‘ a1 R
(10) T e

Constanta C se determini dand lui u o valoare particulard di-
feritd de @; §i de b; si exprimand ca amandous membrele sunt egale
Dacia, de ex., nici unul din punctele a; st b nu este congruent ecu o
avem i
(u =T ai)

(11) f)=floy 1 2ot

i=1 O a; (J(u—bg) .




FUNCTIUNILE ou, {u, pu 183

Constanta C se mai poate determina desvolt4nd ambele membre

(10) in domeniul unui pol &; si egaland coeficientii puterii celei maij
1

inalte a lui
== bi

Observare. Expresiunea functiunilor eliptice prin funcfiunea ¢
este analoagh cu aceea a unei functiuni rationale pusi sub forma
unui cit de doud polinoame descompuse in factori de gradul in-
taiu, functiunea o (u— a) {inand locul factorului linear u — a.

157. Aplicajiuni. 1. Expresiunea derivatei p'u prin funcfiunea o.
Funciiunea p'u admite zerurile incongruente @y, Wy, @5 a ciror
suma este nula §i polul triplu u = o. Avem agh dar

SN s 0 (u— ) 0 (u—w,) 0 (u— w,)
£ o u

In domeniul originii, valorile principale ale ambelor membre
sunt respectiv

b
us u? .
2

00y 0wy 6wy

de unde rezulti C =

$1 prin urmare

) P~ o(u — ) 0 (u—w,) 0 (u— w,)

t 0wy 00y 60y 0%
II. Sa consideram functiunea
PU == py,
v fiind o constantd nu congruentd cu 0. Zerurile aceste] functiuni

sunt punctele = + ¢ si punctul w= o0 este un pol dublu. Luand
ca zeruri punctele =4 ¢, avem expresiunea

C o(u+¢)ofu—y) -

a2 u

pu—-pv —

Valorile principale ale ambelor membre in domeniul Iui u = o
fiind respectiv
1 %0
74? ’ —C o ’

rezultd formula fundamentala

(2) : pu—.pg______o(u'i‘")o(u—-p)’

o?u a2yp

In cazul cénd ¢ este egal cu o semiperioadd, y=w,, punctele
=+ ¢ sunt congruente §i ¢ = wy este un zero dublu al functiunii
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Pu— pw,. Formula deving - - i
3 = __JkﬂﬁﬂCﬂd“
() pu %a o’w, 6®u

158. Din_ formula (2) rezultd o noud expresmne a derivatei p'u

prin func’;xunea o. Sa impartim ambele membre ale acestei egali-
tati cu U—y: : :

PUTPY L a(ut ) o(u—p)

U~ 0 o ool u—¢

§i s& facem ¢ si tindd citre ) ob’;in‘em egalitatea

(4) e L

oty

159. Aceias formuls (2) conducela orela’glune 1nteresanta peniru
functiunea 0. 8 consideram identitatea

(B—~C)(D——A)-+(C——A)(D——B)—#(Ae—B)(D——C)—-O

$1 s punem

PR B=ph C=pe D =pd;

ob;mem identitatea ¥ :
(pb=pc) (p u—p@4%pw—p®(pw—pw4%pW~pM(pw—Pd—o
Aplicand parentezelor formula (2), obyinem rela;xunea cautata

o(u+a)a(u a)o(b+¢)a(b-c)+a(u+b)o (u—b)a(c+a)o(c—a)+o(u+c)o(u~c)o(a+b)o(a—b)=0.

160. Formule de adifiune: pentru func;lumle Su, pu, p'u. Si re-
luim formula fundamentali 2

o(u + v) o(u — ¢)

(1) 4 PU—— p¥asc== “0%U o2

51 sd ludm derivatele logantmxce ale ambelor membre succesiv
in raport cu u si in raport cu ¢; vom avea

(2) (u+@+5@—@_dgu=ﬁi:;
(3) C(“+")*§v(1“‘“‘f’)—2é‘"=_pu}-)—vpv.

Adunand aceste dous egalitafi, obtinem formula zisi de adi-
ftune pentru func'g.lunea Cu:

S 1 p'u—pe
(4) é(u+0)—Cu+CV+2m
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Aceasta formula de aditiune nu este algebricd, caci intre pu si
fu nu existd ecuatiune -algebrica si prin urmare {(u + ¢) nu este
functiune algebrica de Cu si de Lo, s
161. Derivand formula (4) in raport cu g, obtinem formula de
aditiune pentru functiunea pu:

(5) p(u—}-v)—-rpu——»i—ipu—pv-

) 2 du pu—py

Aceasta formuli se poate transforma si pune sub diferite forme.
Pentru a obtine una din aceste forme, si efectudm derivatiunea

din membrul al doilea in raport.cu iy, .t ;

3 1 pllu 1 (plu_ p/v) pru

2 py—py 2 (pu—py)

4 v apHer 1 (p'u— plf) p'e a
Gl Lt I B T TOE
Adunand aceste doua egalitiii si {inand seamdi de identitatea

P'u—p"v"=6(pu~— py),

obtinem formula de aditiune: -

p'u—p'v)?

pu — p¢ ) §

Aceasta formuld ne da expresiunea lui'p (u + 9) in funcfiune ra-

fionald de pu, pe si derivatele lor P'w, p'v; precum formula de adis

tiune a functiunii sin u da expresiunea lui sin (v +-¢) in funetiune

rationald de sinu; sinv si de derivatele lor cosu, ¢os ¢.
Eliminand p'u si p'e intre ecuatiunea (6) si ecuatiunile

(6) p e+ o)+ pu + po = % (

P =4pu—gpu—g, . plW=Lp g po—g,,

obtinem intre

p(u + 9)," pu, py
o ecuafiune algebricd. De aceea se zice ci functiunea eliptica pu ad-
mite o formuld (sau o teoremd) de adifiune algebricd.
162. O alta forma se obtine punénd in (6) -
U+ 9 =-—wm

Formula devine

. 5 1(P’u~p’¢)2
pu—.—pv—i—pw_zr E:pv -

Membrtl int4iu ramanand invariabil cand permutam ‘intre ele
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argumentele u, ¢; w deducem egalitaile
(p'u— p'a)Q_ (p'v— piw)g_ (p’w -- p’u)s
pu—pe ) \po—pw) T pw— pu
De unde
0 pu—p'y pv—pw _pw—pu
pu—py py — pw &> pw — pu :
Semnele primelor douii rapoarte se justificd considerand va-
lorile lor principale in domeniul lui ¢ — 0; al treilea raport este o

consecin{d a celor dintai. :
163. Formula de aditiune (7) se poate purne sub forma unui de-

u+e4+w=op.

terminant :
1 pu p'u
(8) 1 pe p'v| =o.
1 pwpiw] - -

Aceastd ecuafiune transcendentd intre argumentele, u, ¢, w este
asa dar o consecinté a relatiunii algebrice

(9) U+ 9 +w=o.

. s - 3 .
Viceversa, ecuatiunea (8) trage dupa sine relatiunea (9), sau in
general, relatiunea

(10) U+ 9 +w=o0 (modd. 20, 20,).

In adevir, membrul intaiu al ecuatiunii (8), privit ca functiune
de u, este o funcfiune eliptica de ordinul al treilea, avand u = o
ca pol triplu. Aceastd functiune se anuleazi evident pentru u = ¢,
w =w; prin urmare cel de al treilea zero este u =—(¢v +w). De
unde rezultid relatiunea (10).

164. Se obtine o formula de adifiune pentru derivata p'u, deri-
vand egalitatea (5) in raport cu ¢. Obtinem

A 2 ’ = 7
p'(u—{—(’):—.l— 0 (Pu pV)’
2 du oy pu — pg
sau o
oA p'Zv p'v : p2u p’u ,
(12) p <u+w>=[ = ‘,]p u+[ i ]p 0.
(pr—pu)® 2 (pr—pu)? (pu—pe)* 2 (pu—pe)?

Inlocuind p"2u, p'20, p"u, p"¢ prin valorile lor in funciiune de
pu, py vedem ca p'(u + ¢) este o functiune rationala de pu, pe,
p'u, p'v.

Aceeas concluziune se aplici derivatelor de orice ordin p™ (u+v):
loate aceste derivate sunt functiuni rafionale de P4, pe, p'u, ‘p'e.
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Nu existi teorema de aditiune pentru functiunea ou.
165. Aplicajiune. In formula de aditiune (6) sa facem succesiv
¢ = @, @y, w3 Tindnd seama de relatiunea
PPu =4 (pu—e) (pu—ey) (pu—ey),
obtinem formulele :

S e fer—e;) (6, — e3)
P (u + ) er = pu i3 )
2y | _ e e
(13) p (v + o) €y pu e
5 (s — e) (e3 — e5)
PR 0, O

Observare. Aceste formule se pot obtine fara a recurge la formula
de aditiune daci observam ca produsul

[p (uto ) — ea] (pu—ea) (¢ =1,2,3)

este olomorf in paralelogramul perioadelor §1 cd prin urmare se
reduce la o constanti C. Pentru a obtine valoarea acestei constante
sd inlocuim u prinir’o semiperioada wp diferitd de @; obfinem

G [p (o, +wﬂ)—ea] (p(oﬂ A G (eY %ea ) (eg —eq).
Avem astfel formula

(ea— ep) (ea— éy)
R<u+wa)_ea= pu—e, 2

care rezumi formulele (13).

166. Formuld de adifiune a funcfiunii pu pentru un numdr oare
care de argumente. '

Fie

Uy, Ug, Usy. o) Uy,

n puncte incongruente intre ele si incongruente cu zero; si consi-
derdim determinantul

Acest determinant privit ca functiune de u este o functiune
cliptica de ordinul n+1, avénd polul u=o de ordinul n+1;
ea se anuleaza in punctele u=u,, u,,.. -, Un, prin urmare se anuleazi
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si in punctul ic'-———'(u'i_—l—uz Hooidun) (S 129). Asd  dar'écua-

tinnea { 5215 SR ' ‘ - .
(2) =P (u,.ui,-uz,..., un) =0

-

trage dupd sine -congruenta
(3) Uty tUpt ... U =0 (modd 2w;, 2wy).

In virtutea acestei congruente, ecuatiunea (2) este o ecuatiune
algebrica intre functiunea p (wg + us+... + u,) si functiunile
PUy, PUg,..., pu, . Ea constitue formula de ‘aditiune cautati.

S&  exprimim functiunea @y, (1, uy, Us,..., w,) cu ajutorul
functiunii o. : s

Funetiunea . elipticd @, de variabila u, avand polul w = o de
ordinul n+1 si zerurile simple uy, Ug,.. ., Un,—(UyFus+-. . dik ),
este de forma :

0 (u—w) 6 (u—u,)...0 (u—u,;) o (utu +. . uy) ;
a“tiy

(4) : Pn=0Cp

factorul ¢, fiind independent de u. Pentru a obtine acest factor
s8 egalam valorile pyincipale ale desvoltirii ambelor membre in
domeniul lui u=o. Valoarea principald a membrului al doilea
este

3

ou, ou, ...oun&(u +u +..:.+ﬁn)
()7 o T -0 Un Ol Fiy

lar aceea a membrului intiiu este =
n! S '

s W“pn#l (ul’ Ugyw o s u’n)’
®n—1 fiind determinantul minor dedus din (1) cand suprimim linia
intdia si coloana din urmé. Avem asa dar egalitatea
(4 nlen_i(uy, us,...,u) =(=1)"" ¢, 0u,0Us...0Un0 (U +u, + ... +u,).

Sa privim @,_4 ca functiune de u; §1 sa-1 aplicdm o formula ana-
loaga cu formula (4); obtinem expresiunea

(B0 v E e, o(uy— us) a(ul—lg?) - o(u;—un) o(u, ?I—u2+ <o Fuy)

in care factorul ¢,_; este independent de u;. Din (5) si (6) rezulta
relatiunea :

a (uy —~7u2) o (ul—u3)>. <o (up— 1)

(7) en=(—1"1nle,_,
% [ 1685 o™y ou,. . Cony
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De asemeneca, avem egalitatile <

[ Ot o Ayl g L ey 0 (Us— ug) 0 (uy — u,) o0 (=1,
' o™ u, OUg...0 Up
(8) { ...............
l C:,=‘—2' o(un—l_un)
l ¢ 03 Up—1 OUp

Coeficientul ¢, il deducem direct din expresiunea

I Lopu,

fs 0 (Un—1— un) o (Un—1 + uy)
1 PUn ;

Py (Un—t; Un) =

o2 Up_9q

_ O (U1 —tn) 6 (Un—1 + un)

0% U1 02 Un

de unde
& - 1
(9) i e

Multiplicand egalitatile (4), (7), (8) si (9), obtinem
S |
P (g Uy, Up, o )= (—1)" 2 2131 .n!

a(u+ Uy + 0 a + u;z) HO (Ui—uk)
; : (ou ou,... g e
B e R A e 2 u).

Pana aci s’a presupus cd punctele u; sunt distincte. Daca doua
din aceste puncte coinci_d,. de ex., Uy = Uy, determinantul @, de-
vine identic nul. Si examinim prin ce se inlocueste formula (10).
Sa punem wu, = u; + h si sa inlocuim linia a treia prin diferenta
dintre aceastd linie si linia a doua. Determinantul (1) desvoltat
dupd puterile lui A devine & A &

b pie Laplie sy pls

1 pu, P ... pr—lu

0 p'wy plug... pu 4

1 ’ (n—1) i k P(h)’

PYyr Pty i p Us

1 pu,, Dl e pit

P(h) fiind o serie intreagd de h convergents in domeniul A = o,

Substituind aceastd expresiune in formula (10) si {inand seama
de egalitatea :

lim%;i,'
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obtinem, suprimand factorul A s1 facand A = o,
: Lpu g Pty

1 pu, pluy.. p—ty,

0 p'u “uy... p™ oy
(11) P U P P 1

1 pus pus... pin—tiy,

I 1 Ply IJ’un ol e -p("_l’un

0 (u+2u;Fug+. .. +un)0? (u—uy) I3 6 (u—u;) o (wyy—uw;)) Il o (ul~ %,)

= — ¢

"ty @t 3, gntl ls ... oy,
(A=3,4,....,n—1;pu = G e T A )
¢ fiind coeficientul numeric din membrul al doilea (10).

Sa presupunem ci si punctul ug tinde cétre u;; punand in (11)
s = U; + h si inlocuind linia a patra prin diferenta dintre aceasti

2
linie si linia a doua, membrul intai va contine factorul 1’1_2 Divi-
zind ambele membre cu h?sificand h = o, ega]itatéa (11) devine
: |1 .pu plaicl pr—ly

|1 puy phuy... p=tiy,

P P u,
7 224 =
0 p'uy p"'uy... pntd

1 puy p'u4v. oo pWliy,

(12 - =

|1 pus  pu,.,. —pir—iy)

0 (3w fuyt. .. +uy,) o® (u—u,) I} o(u—wu;) 0¥ (u;—u;) o (w; — w,)

—(~1)ic
gttty g3nt1) U g1 TR gt Uy,

(A=45..,n—1;pu =50, . \ns k<"a)
Fie, intr’un mod general, U =Uy = ... =u,; vom obtine,

proceddnd in mod analog, egalitatea

1 pu P Uit oe o T

1 puy p'ul..._v
0 p'u, P L

(13) 1__ ..... Pl e S T3 S

T BT 0 gy gy e,

s 7 —1 :
1 Plypiq PUype ... p(n )u,,.H

(n—1)
Uy

’ (n—1)

1 pup P 5 ap T6n
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n
wwe1) O(U+ruy +uy gy - +un)o? (u—u,) Il 6 (u—u;) o¥(uy—w) 1l (o uy - up)
(_ly_g—c V1

oty VD gy gnbl gy gntl oy,
R =wv it N T2 0n <)

Sa presupunem, in fine, cd toate punctele u; comneid ; vom avea,
punind in egalitatea (13) » = n, u; = ¢ si inlocuind constanta ¢
prin valoarea sa: :

['4 pu D' pr=Dy

L1 pe P Vi p=llg
-0 p'y P9 gy
(14) : f(lt) = 0 pno p”’V‘ o p(n+1) -

| 0. pln—hyp  pmy pr—2y

kS [2! 2 AR (n_l)!]'ln! an’(u—&‘) d(u 4+ m;)-
gty g (g,

Functiunea £ (u), reprezintatd prin determinantul precedent,
este o funcliune eliptica de ordinul n -+ 1, avand polul u = o, mul-
tiplu de ordinul n + 1 §i, precum. ne arata membrul al doilea, ea
admite u = ¢ ca zero multiplu de ordinul n §i*u = — ne ca zero
simplu. Acest din urmi rezultat se conchide direct din forma de-
terminantului, cici acest determinant si primele n—1 derivate
ale sale:

0 p"u  pw+ty. ., prir—t)y, |
1 py pY....  pnty
(15) flw=| 0po plv... py

0 ple=ty pinly, . pEn—2iy
(o S =1,
se anuleazd pentru u = ¢ $i, prin urmare, in virtutea teoremej
(§ 129) se anuleazi §i pentru u =—n g, :

Corolar. Daci in egalitatea (14) multiplicim ambele membre
cu utlsi facem u = o, rezulta egalitatea

1 pe P'v... pr-2p
0 p'y plv... pn—by ,
x e ; oy ony
—nlP0 p”e Provie P("?" =('—J~)n[2!3!""(”_1)!]2’1!071("-}-1)—‘,

LA Pote S SR R R e

0 p—1p py ;. pen—3),



192 CAPITOLUL XIIT

sau
J' p'e ”p"v‘. e p(kl?v i

(" pripliwpltty pWe 7 ‘ 3 ok

(16)! R s g =(—1)("’“1)[2!3!...(n—1)!]2amp

pU—bp pmg p(zn‘%l ,
Aceastd interesants formuld ne va servi la solutiunea proble-
mei de multiplicatiune a functiunii pu.
167. Ezpresiunea funcfiunilor eliptice prinfuncfiunea (.
Din definitiunea functiunii Cu rezulty ci functiunea ¢ (u — a),
a fiind un punct arbitrar, admite acest punct ca pol simplu cu re-
ziduul 1. In domeniul punctului a avem ‘

(1) {(u—a) = +P (u— a),

u—a
P (u—a) fiind o serie intreagi de u — a, convergenta in domeniul
acestui punct. Derivand ambele membre de a ori dupa riand, ob-
finem expresiunile:

-

{(u—a) = — el + P'(u—a),
R (u—a)?
: 1.2
'’ L = SiC e 1 Pl' 20
et AR B e o

Din relatiunea {'(u—a) = —p(x—a) rezulti ci derivatele
{'(u—a), {"(u—a),... sunt functiuni eliptice avand perioadele
204, 204; ele admit, In virtutea formulelor (2), punctul a ca pol
de un ordin respectiv egal cu 2, 3,. . 0+ 1.

Ne propunem si construim o functiune elipticd cu perioadele
20, 2w,, avand, in paralelogramul perioadelor, polurile a, b,.. .1,
respectiv de ordinele o -4 18 £ Js ey si astfel ca partile
principale din desvoltarea functiunii in domeniile acestor poluri
s fie respectiv iy j

o
u—a—’_(u—a)2 ks (u—a)a+t"
B b e BE
B U=t (g " (u—b)p+e
L L, e V7
T T R =



FUNCTIUNILE ou, {u, pu : 193
coeficientii cari figureazi la numiritor; pot fi arbitrari cu wunica

conditiune ca suma reziduurilor

AEB g o

sd fie nuld, conform teoremei (§ 127). Aceasta condifiune fiind impli-
nitd rezultd ci suma

B Al L) +>BC(u—b)-l—...r+ L¢(u—l
admite perioadele 2@1, 2w, In adevir, din relatiunile
¢ (u—a+2awg) ={(u—a)+29,...,¢ (u—1+2w4) =G (u—1) +27,,

deducem egalitatea

A (u—a+200) +.. . +LL(u I+ 20, =AL (u—a)+... +Le(u—1)

>
adicd suma consideratd este o functiune elipticd avand aceleasi
perioade ca funciiunea pu.

Din cele ce preced recunoastem imediat ‘¢ functiunea

()20 =2(ALlu—a) AL i) + 72 ). 4(aja Aafe_ )

in care simbolul X se referi Ia toate polurile @, b,..., 1, este o
functiune eliptica avand proprietafile date.

Fie acum f (u) o functiune elipticd dati avand aceleasi perioade
s1 poluri ca funetiunea ¢ () si ale carei parti principale in domeniile
polurilor sa fie cele din tabloul (3). Diferenta

f{uw) —o(u
va fi o functiune elipticd neavand nici un pol, prin urmare aceasti
diferenta se reduce la o constanti. De unde rezultd, pentru f (w),
expresiunea
(A

1) =C42 AL ) Ayl fu—ay a0

Constanta C se determini dand lui » o valoare particulars,
sau din desvoltarea in serie a ambelor membre in domeniul unu;
pol. Formula precedenta constitue o formuld de descompunere a
funcjiunilor eliptice in elemente simple, elementele simple fiind
functiunea ¢ si derivatele sale; ea este analoagi cu expresiunea
fractiunilor rationale in fractiuni simple. Aceastd formuli a fost
datd de Hermie.

Formula (6) se poate inlocui prin cea urmitoare:

(et

al

f (u)=C-LX [A { (u—a)+A; p (- a)—%p'(u—a)+. ot Ag p(a—i)(u~a)] ;

'ID. EMMANUEL
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1

Ex. Fie f(u) = ——. Aceastd functiune de ordinul al treilea
u

admite ca poluri simple punctele incongruente u=w, cu reziduu-

rile corespunzitoare y a=1,2,3, Avem asa dar

rr

WDy
1 3
T=C+2 17 é-(u_.cu(l)'
pu P @©gq
Facand u = o, rezulta C = 3 7a :
> plo,

- 168. Teoremd. Orice funciune elipticd f(u) se poate exprima
printr’o funcfiune rafionald de pu gt p'u, construite cu aceleasi pe-
rioade (Lioucille). <

Pentru a demonstra aceasti teorema, si punem functiunea f(u)
sub forma (7) sisd aplicim formulele de aditiune ale functiunilor
{(u—a), p(u—a) siale derivatelor p'(u—a),... Functiunea
P (u—a) si derivatele sale sunt funcfiuni rationale de pu, p'u,
pa si p'a. Formula de aditiune a functiunii {u, in care inlocuim a
prin — a, di ] t

C(w—a) =Clu—~Cat iw;
2 pu— pa
de unde egalitatea : :
(8) - ZAL(n—a)=tuTh—IAta+ —sARUIPE
: 2 pu— pa

Insa, in virtutea teoremei asupra reziduurilor, avem A =0; prin
urmare membrul intaiu al egalititii precedente este o funectiune
rafionala de pu si p'w. De unde rezultd ci functiunea f(u), repre-
zintatd prin egalitatea (7), se poate pune sub forma

(9) f(w) =R (pu, p'u),

R fiind funciiune rationala de pu si p'u.

In virtutea ecuatiunii -
P*u = 4 pPu— g, pu—g,
putem aduce functiunea (9) la forma
M + N p'u
M+ N P
M, N, M;, N, fiind functiuni rationale de pu. Schimband u in — u,
formula precedenta devine

(11) 1 {w) = R (pu) — p'u R, (pu).

(10) f (u) = R(pw)+p'uR, (pu),
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De aci rezultd ci daca f(u) este o funcfiune pard, R; =0 g
dacé f (u) este o functiune impard, avem R = 0, adics:

Orice functiune elipticé pard este o funcfiune rafionali de pu st
orice funcfiune eliptici impard este un produs de p'u printr’o func-
fiune rafionald de pu; functiunea pu fiind construiti cu perioadele
funciiuniv eliptice date. <

Corolar. Daci functiunea f(u) are unicul pol u=o de ordinul
o, functiunile rationale R (pu), Ry (pu) se reduc la doui polinoame
P (pu), P, (pu). Daca @ este un numdr par, f(u) este o functiune
pard si avem

(W) =P (pu);

dacd « este un numir impar, f (u) este o functiune impard si
avem

' f(u) = p'uP, (pu).
Ordinul functiunii pu fiind 2 si al derivatei fiind 3, rezultd cx
2i sial polinomului P, (pu) este a;B

169. Teorema precedenta se poate stabili independent de for-
mulele de adifiune. Pentru aceasta, sd facem mai intaiu observi-
rile preliminare urmitoare:

I. Daci o funciune elipticd para f(u) se anuleazi sau devine
infinitd pentru u = 0, acest zero sau pol este de un ordin par de
multiplicitate. Caci f (u) desvoltat dupa puterile lui u, in domeniul
lui u = o, trebuie sa con{ind numai puteri pare ale acestei va-
riabile.

II. Ordinul unei functiuni eliptice pare este un numar par,
cécl unui zero (sau pol) a ii corespunde un zero (sau pol) egal cu
— @&, dack a=£o; in eazul o — o0, ordinul siu de multiplicitate
este un numadr par, precum am vizut maj sus.

Fie acum f (u) o functiune eliptica parda si

gradul polinomului P (pu) este

j:ala =h Qg,. . 5y j: Ay,
:!: bl:/i bz’---, i bns

respectiv zerurile si polurile acestei funcfiuni, incongruente intre
ele. Printre zeruri pot fi mai multe egale; de asemenea mai multe
poluri pot coineide,

1°. Presupunind c# nici unul din punctele @ sau b nu este con-
gruent cu zero, comsiderdm functiunea

L ps —pay)i. . (pu — pay)
P (Pu—pby). .. (pu— pby)

13*
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2% Daca W =G=...=a,=0, punem

it (Pt — payyy). .. (Pu— pan)
(pu—pby). .. (pu— pby,)

3% In fine, daca b=b=..=b= 0, punem

9 (u) = (P —Ppa). .. (pu—pay)
(pl_‘ — Pbict1).- - . (pu— pb,)

In cate trele cazuri functiunile f (u) si ¢ (w) au aceleasi zeruri
si poluri; de unde rezultd, C fiind o constants

1w =Co(u),
adica f (u) este o functiune rationala de pu.
Daca f(u) este o functiune eliptica impard, citul
£
| Lk
va fi o functiune eliptica pard si prin urmare o functiune rationals,
de pu. De unde :

/(¥) = p'u R (pu).
In fine, sa presupunem f) o functiune eliptica oarecare. Ex-

presiunile : : ;
£ + f () F)—f (—u)
2 2

sunt funcfiuni eliptice cu aceleasi perioade ca functiunea £ (u),
cea dintdiu pard si a doua impard. Avem asa dar

u) +~f(—u
Moyt
2
u) —f(— ,
wz p'u Ry (pu).
De unde
/() = R (pu) + p'u R, (pu). o
170. Teoremi. Orice funcfiune elipticd 1 (w) admite o teoremd de.

adifiune algebricd, In adevar, ‘in virtutea teoremej precedente,,
putem scrie -

(1) [ (w) =R (pu) + p'uR, (pw), -
(2) - 1) =R (po) + p'o R, (po),
(3) fu+tvo) = R[p(u+v)]+ p(u+p) R'[ p(u +V)].\
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Inlocuind in ultima egalitate p(u+v¢) si p'(u+9) prin va-
lorile lor in functiune de pu, P'u, pe p'v, obtinem pentru f(u+9)
0 expresiune rafionald de pu, p'u, pe, pe:
(4) ' f(u+9) = R (pu, po, p'u, p'o).
Eliminénd pu, pe, p'u, p'v intre ecuatiunile (1), (2), (4) si cele -
doua urmaitoare:

PPu= 4pPu—g pu—g,  po—i ply— g PY— g,

obtinem o ecuatiune algebrica intre f(u + ¢), f (u) sif(¢).

II1. INTEGRATIUNEA FUNCTIUNILOR ELIPTICE.

171. Fie f(u) o functiune eliptici oarecare. Pentru a efectua
integratiunea

oo

putem procede in doud moduri:
1°, Descompunem functiunea in elemente simple (§ 167)

e = E
( i{a Aap““”(u—a)J

- A
u)=C +Z[Af(u~a) +A1p(u—a)—§~?p’(u—a) i
de unde rezult, inteorand fiecare termen,
S)‘(u)du =C; + Cu + 2 Alogo(u—a)

+2‘[—Alc(u—a);’§—f P(—a) +. .. +(—1)* Aq p“’“"5(u — a)] !

al
-~ Integrala, in genere, nu este functiune eliptica. Pentru ca jn-
tegrala sa fie functiune elipticd este necesar si suficient sd avem
C=0, A =9
si ca coeficientii A, B,... cari multiplici functiunile log o(u — a),
log 6 (u—1b),..., adici reziduurile functiunii f(u), s fie nule.
Conditiunea ca aceste reziduuri si fie nule este necesard pentru ca
functiunea integrals sa fie uniformi in tot planul.
2% S& presupunem functiunea eliptica pusd sub forma
(u) = R (pu) + p'u R, (pu),
R si R, fiind functiuni rationale de pu. Vom avea

Sf (u)du = S R (pu) du + Sp'u R, (pu) du.

’
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Punind @ = pu in a doua integrala, avem
Sp'u Ry (pu) du = S R, (2) dz,

integrala unei functiuni rationale de 2. Ramane de considerat
prima integrala, , :

Pentru aceasta, sa descompunem functiunea rationals R (puw)
In fractiuni simple. Vom avea 0 expresiune de forma

R(pu)=co+clpu Tove (7 G PP

+

A A, A B B, B
e e A e e T R P T R it et o
Pu-a. (pu—a)? (pu—a)®  pu—p  (pu—p)e (pr—p)*

Puterile Intregi si pozitive ale luj pu se pot inlocui prin func-
t{iuni lineare cu coeficienti constanii de pu si de derivatele sale de
ordin par. Astfel avem (§ 148) :

SRS
PPu=—(p"u + 2~.g2),

6 A
i
p3u=1—16(1—2p“u +§gzpu+g3),
1 1 VI 14 25 2
= (&, 0, “"u +20g, pu + 2 ),
P 140(3617 3::2P 8P 1232

Prin urmare partea Intreagi va avea forma
Co+Cipu+Copu+ .. . 4 Cm p2m—2)y,
a carei integrala se obtine imediat si este egald cu expresiunea
‘ : C0u~ Cilu +Cipu+.. ¥ Con p(2m—3)y,

S& considerim acum termenii fractionari. . Determinim mai
intdiu cate o solutiune a ecuatiunilor

PU=a, pu=§g...

. Fie respectiv a, b,... asemenea solutiuni, astfel ci
P =310, i phessRT

" Vom aved de considerat fractiunile

A A,

Pu—pa  (pu— pa)s
Referindu-ne la formula [3), (§ 160)]
Cla ot o) s Tl o) =y g HBE S
' pPU— py
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putem scrie

1 1
(B S —n [c(u—a)—c(u+a)+2ca]-
Pl=-pa - pa
De unde rezulta -
S—dﬁb_: s [loga(—u——a)—l-ZuCa]—}-c.
pu—pa p'al = o(u + a)

Diferentiand egalitatea (1) in raport cu a, obtinem

: pla pa . 45 g g
@) LE s [C(u—a)~§(u+a)+2ga]—pfa[c (u—a)+ 2wt a)—2¢ a)],

’

formula de descdmpunere in elemente simple a expresiunii ﬁa—)g :
Derivand aceasta formuld in raport cu a, dupi ce dividem am-
bele membre cu p'a, obtinem formula de descompunere a fractiunii

1
(pu— pa)® :
De unde se deduc imediat integralele

RECHC S

du : G du 5
S(pu—pa)2 S(pu——pa)s
Formula (1) nu se aplicd daci a este egal cu unul din nume-
rele ey, ey, e;, cdci atunci
pla =0 :
In acest caz, fie de ex., a = e;, avem [(13), 165]
3) fes Ta [p (u+w1)—e1J.
Pu—e  (eg—e) (e,—¢p) ;
Ridicand aceastd egalitate la diferite puteri intregi §i pozitive
obtinem fractiunile

1
Ty
(pu—ep)"
exprimate in funcfiune intreaga de p (u + w,). Inlocuind puterile
lui p(u + w,;) prin expresiunile lor in funciiune lineara de p(u + w;)
si de derivatele sale de ordin par, obfinem pentru fractiunile con-
siderate, expresiuni de forma .
G T e p{u + @) +e3p"(u + 0)) + ...+ ¢n pP 2 u + w,),

ale céror integrale sunt
ot — & § (4 + 01) + 05 p'(u + o) .. .+ 0 PEI(u 4y,
172. Se poate obfine o formuld de reducfiune pentru integrala

Wr="2 800 1

(4) : ; 'Vln=\‘p"‘udu,
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In care n este numir Intreg pozitiv sau negativ. Avem

g :
du [ P’HuP'”J =(n—=1)p"%u p2u+pr—ty pry
u ]

=(r—1) p"u (4 pPu—g, pu—g,) + pr—ty (6 pPu— %gz)
= (4n+2) prtiy_ ( n— ;—) 82 P"lu—(n—1) g, pn—2y,
Din aceasts egalitate rezulta formula de fedué‘;iune
Sdtan el Tl e B S

Dand Iui 7 succesiv valorile 2, 3,..+, si {in4nd seami de egalititile
L=y

i =Spudu=——é‘u,

i e 1 ) 1K 1
2 2 At T ey S
‘]2 Spudu BS(pu 28 du Gpu712g2u’

obtinem valorile integralei I, pentru n=3, 4. ..
Daci in egalitatea (5) inlocuim n prin — n, obfinem formula
de reductiune

- 1 i
6 LE (il 1, ot [+ S el i~(anty L,
prtly 2
Dand lui n succesiv valorile, 0, 1, 2,..., obfinem integralele
™ 1_n=5ﬂ, (n> 1)
pnu
exprimate in functiune lineara de p"pTI:u’ (n=0,1,...), de u, tu
si de integrala
i
i

Pentru a objine ultima integrala, trebuie si cunoastem un zero
al functiunii pu. Daci u—gq este un zero diferit de o _semiperioada,
aplicand formula (1), (§ 171) in care facem pa=0, avem

1 1
et [ U R R 2¢a].
PR R a

Dacd a=w,, aplicim formula (3) (§171) in care facem eq=0;
obtinem formula

1 1

Pu  epe,

1 £
P + ) =“87P(u+wa):

4, f, y fiind numerele 1, 2, 3, ins3 diferite intre ele,
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: CAPITOLUL XIV.
MULTIPLiCA’I‘IUNEA ARGUMENTULUI FUNCTIUNII pu.

173. Functiunea p nu siderivata sa p'nu, n fiind un numar in-
treg oarecare, sunt funcfiuni eliptice avand perioadele 20, 92003,
cea dintaiu este pard sicea dea doua impara. Prin urmare pnu se
exprimd printr’o functiune rationala de pu, iar p'nu este produsul
lui p’w printr’o functiune rafionala de pu (§ 168).

Fie n=2. Pentru a ob{ine expresiunea lui p2u sa facem in for-
mula de adiliune

y /4 ST ’ ) .
(1) P(u-i-v)-*-Pu—l-pv=1—(11i IH)
4\ pu— po
v sa tinda catre u. Raportul din membrul al doilea prezentandu-se

0
sub forma P il vom inlocui prin raportul derivatelor.

Obtinem astfel

1 (p”zu) 1 (6pfu—1 o)
% _4_41)3”_'8217“—8’3
de unde, pentru

@) gL P L ;v2u +2g5 Pu -ty g°
: 4pTu--g; pu—gg

o expresiune rationald de gradul 4 in pu.

Derivind ambele membre, obtinem p?u exprimat printr’un
produs al lui p'u printr’o functiune rafionald de pu de gradul 6.

Facand in formula de adifiune (1) ¢=2u si inlocuind p2u,
p'2u prin valorile lor, obtinem p3u, p'su, ete.

174. Se pot obtine formule generale de multiplicajiune urméand
o cale diferita.

Sa plecam dela formula (2) (§ 157) in care s facem ¢ = nu:

) _o(n+1uo(n— 1u
() PY ol = a*nu 0%
Aceasta formuld se poate scrie

. on +1)u o (n—1)u
oty gln—1)

S ot onu\?
G
Punand
: : anu
(2) Pn (u) = DT
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avem egalitatea

Functiunea ¢, (1) are polul unic u=( (modd 20y, 2w;) de or-
dinul 7% —1, cici acest punct este in acelag timp un zero de ordi-
nul intai al numéritorului. Zerurile acestei functiuni in paralelo-
gramul (20;, 2w,) sunt date de egalitatea

(4) it SA o ey

n
in care 1 §i 4 primesc valotile [ R 1, exceptand sistemul
4 = p=0. Funciiunea ®n (1) este o functiune eliptica cu perioadele
2w, 2w, precum se recunoaste aplicand raportului din membrul
al doilea (2) formula (15) (§ 155) sau, in virtutea formulei (16) (§ 166),
care reprezintid raportul considerat printr’un determinant ale ci-
rui elemente sunt derivatele de diferite ordine ale functiunii pu.

Formula (2) arata ca functiunea @, (u) este para sau impary,
dupd cum n este un numir impar sau par. In ambele cazuri, mem-
brul al doilea (3) este o functiune pars, cici functiunile @, (),
Pn—1(u) sunt de aceegs paritate si numitorul @2 (u) este o funec{iune
pard; ceeace, de altmintrelea, rezulty si din forma membrului in-
tai. Din cele ce preced rezults ca functiunea @, (u) este de una
din formele

() Pn(w) = P (pu),
sau
(6) P () = p'u Py (pu),
dupi cum n este impar sau par, P si P, fiind polinoame de pu. Gra-
n*—1 n:—4

dul celui dintai este st al celui de al doilea este

(§ 168), (corolar). - '
Pentru a forma polinoamele P(pu) si P; (pu) cari se anuleazi
in punctele (4), trebuie s3 {inem seama de relatiunile

P (201 —u) = pu, p (20, — )~ pu;
de unde rezults o reductiune a numiruluji valorilor mentionate
ale lui 7 si u. Astfel, sistemul (%, m) si sistemul (n—1, n—u) dau
aceeay valoare pentru pu. Si - considerim dupa rand cazul n impar
-§1 cazul n par.

radaeini

0 = - . . n
1°. Dacd n este un numir tmpar, obtinem cele
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ale ecuatiunii
P (2) =0, (z=pu),
luind, de ex., sistemul format de valorile

1=0; ﬂ=13””";1
iy .
(M =12, 2 o,
224 Lt
).7= 1,2,...,”2 ; y=itl.,i3,...,in2 )

al ecdror numir este
n—1 ‘n—1 (n—1)2% np8_1
! + -

S S SRl S e
Functiunea intreaga
T 2hw; + 2 uw,
®  Gou = [yt ey,

corespunzatoare sistemului (7), nu poate diferi de polinomul P(pu)
decat printr’un factor constant:
P (pu) = C G (pu).
Termenii principali in domenjul z = 0 a ambelor membre fiind,
precum aratd formulele (2) si (8), respectiv
n G

w1’

u un*—1 2

rezultd valoarea C = n. Avem asa dar egalitatea
9 ¢n(w) = n G (pu), (nimpar).
2°. Daci n este un numar par, functiunea @,(u) are in parale-

logramul perioadelor zerurile w;, — w,, @g cuprinse in formula (4)
in care facem respectiv

b

n \ n - n
- .=— =O' = =——'}'= = —
A 2’.“ ,l “ 9 ° 0, u 2

si-alte n22—4 zeruri date de aceeas formuld, in care putem da nu-
merelor 4, u valorile cuprinse in tabloul:
PEEw T 2 "‘2‘2; p =0,—'2z
@0y 4=0,2; B2 ,";2
=1, 2 ,n—z;‘,u=i1,j:-, ’in—2,
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al caror numir este

: (n—2)2 n2__4
‘2 A e =) 2 ! — e .
(n )+ (n )y 5 2
Functiunea Intreags -
2 :
T e [p%p’w\liﬂj,

corespunzatoare tabloului (10), nu poate diferi de polinomul Py(pw)
decat printr’un factor constant; prin urmare '

#alt) = C p'u G, (pu).
Termenii principali in domenjul y — 0 ai ambelor membre fiid
respectiv : :

u — €
3 e ).
nn—1 un—1
= n : =R
rezultd valoarea C — — 5 Avem asd dar egalitatea

02~ o) =5 pu G, (o), (n par)

Inlocuind in fopmula (3) functiunile g, (¥) prin expresiunile
lor (9) si (12), tn cari Junctiunile G (pw), Gy(pu) sunt date de ex-
Presiunile (8) si (11), obtinem, fie n par sau impar, pentru pnu o
expresiune de forma :

13 nu = 0 (PY)

a7 - gnt—1(pu)
termenii fractiunii fiind polinoame de pu, de grade egale cu in-
dicii lor,

Observare. Polinoamele G (pu), G, (pu) date de egalitatile (8)
$i (11) contin constantele p ‘2%, ale ciror valori nu

pot fi considerate ca cunoscute. Determinarea acestor constante
constitue problema diviziunii perioadelor, :
Alti formi a probleme; (Kiepert) 1), Solufiunea problemei se
reduce, in virtutea egalititii (3), la caleulul funetiunii g, (u).
Avem, sub formi de determinant (16, § 166), expresiunea

Pl ity .p("’r‘” u
o (~ i)n_! p/ru p"'u. ¢ 'P(n) u
(14) %(”)‘m AR e §
: Fiege ™. PPy
SR e oS

1) Journal de Crelle, t. 76, 1873.
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T Mot 5 . 2 ;
rationala intreaga de derivatele p'w, pu,..., p®"~® u. Functiunea

@n(u) este asa dar o functiune rationald intreagda de pu si p'u, ai
carei coeficienti sunt functiuni intregi de 7 g §1 g

S& dam lui n succesiv valorile 1, 2,... Pentru n = 1, formula
(2) ne da

s} " o1 (u) = 1.

~Incepand dela n = 2, recurgem la formula (14), in care inlo-
cuim derivatele de diferite ordine p"u p""u,. .., prin expresiunile
lor (§ 147) in functiune de pu si p'u. Obiinem astfel, pentru n=2

3, 4, valorile A
992{11’) e P’u’
@i(u) =3 p‘*u'—~3—g p2u— 3 gg pu— Lg 2
3 2 2 3 16 2
16 : 5
e ¢74(lt)=p'u[—2p6u+ é‘g21)4u+10g3p3u—l—
1 1
‘f‘z‘gzgspu G gz“S—zgz ] 1

Calculele pe aceastd cale sunt din ¢e in ce mai lungi. Exista
insé formule de recurentd intre functiunile @,(u) cari permit a se
calcula lesne valorile lor incepand dela n = 5. Pentru a obtine
aceste formule, si inlocuim in formula

o (u + v) o (u—v)

o%u o

pu—pv AT

u prin mu §i ¢ prin nu; obtinem egalitatea

a(m+njus(m—n)u

nu— pmu =
P P 62mu .o2nu

o(m+n)u o(m—n)u
(ou) (m+n)? (O’u) (m—n)*

( omu )2 ( onu )2
2 D
om” i o u

P min () oy (1) !
Palu) @2 (u)

-adica

(17) pnu — pmu =

1) Funectiunea gn (u) este, in virtutea definitiunii sale (2); o functiune o~
mogend de gradul — (n* —1) in raport cu u, w;, w,; ceeace explica lipsa in
polinoamele de pu, din membrul al doilea, a termenului ™ 'u_m fiind gradul
acestui polinom.
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Pentru a stabili legdtura intre functiunile ¢,,,, Pi—ny Pms Prs
sé considerim indentitatea

(18) (pnu — pmu) + (pu— pnw) + (pmu — pu) = o,

Inlocuind parentezele acestor identitdti prin expresiunile Jor
date de formulele (3) si (17), obfinem relatiunea

(19) (Pln+n, Pm—n = ¢m+l Pm—1 <Pi _"Pn—i—l (pn——l (P,i-

Fécand in aceasts egalitate m — n - 1 si tinand seama de
valoarea @, =1, obfinem egalitatea

(20) ¢ (W= (u) ¢° (W—p (u)g?(u).
2n+1  nl2 n n—1 n--1
Daca in aceeas egalitate facem m = n 1 2 si apoi inlocuim 7
prin n—1, avem, tinand seami de valoarea @Po(u) = — p'u,

(1) p'u@an (W) =@n (1) [ @ nis (1) g2y (W) —pn—a (4) Pyt (u) ].

Formulele (20) si (21) sunt formulele de recurentd cautate. Dand
In cea dintai lui n valorile 2,3,..., obfinem expresiunile functiu-
nilor g, @,,...; pe cAnd cea de a doua da, pentru n = 3, 4,... ex-
presiunile functiunilor P'v @g(u), pu pgu),. ..

Problema multiplicatiunii argumentului lui pu printr’'un numir
intreg este astfel complect rezolvita.

CAPITOLUL XV.

RELATIUNI' ALGEBRICE INTRE FUNCTIUNI
: ELIPTICE. ,
ECUATIUNE ALGEBRICA INTRE O FUNCTIUNE ELIPTICA
SI DERIVATA SA.

175. Pentru ca intre doud funcpiuni eliptice f (u) si @ (u) sd existe
0 ecuafiune algebricé cu coeficienfi constanfi este necesar ca aceste
funcjiuni s& aibd un sistem comun de pertoade. I

Fie '

1) F(f(u), o) =0
0 ecuafiune algebrici cu coeficienti constanti intre functiunile f (u),
® (u), de gradul m in raport cu @ (w). Sa reprezintam prin 2w, 20’
un sistem de perioade primitive ale functiunii f (u) si s& tnlocuim
In ecuatiunea (1) w prin u +2ko + 2K'', k si k' fiind numere in-
tregi arbitrare. Funciiunea 1 () reproducandu-se, ecuatiunea (1)
va deveni

(2) F({f(w),p(u+2ko + 2K ") = o.
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Gradul acestei ecuatiuni in raport cu ¢ fiind m, la o valoare
‘data lui u, functiunea

(3) @ (u +2ko + 2K o),
privitd ca ridicind a ecuatiunii (2) nu poate admite mai mult decat
m valori distincte. Insd, daci perioadele functiunii ¢ (w) n’ar fi
cuprinse in expresiunea :

(&) 2k + 2 Ko,

pentru valori convenabile ale numerelor k si k', ar urma ca dand
acestor numere o infinitate de valori, functiunea (3) si admiti o
infinitate de valori pentru aceeas valoare a lui u; cici numirul
punctelor incongruente, in cari funciiunea se poate reproduce,
fiind egal cu ordinul e1, este limitat. De unde rezulta ca perioadele
functiunii @ (u) sunt cuprinse in expresiunea (4). Functiunile f (u)
si ¢ (u) admit dar un sistem de pericade comune.

Corolar. Fie a, b, ¢, d patru numere intregi pentru cari-expre-
siunile 2a0 + 2bw’, 2c0 + 2de’ coincid cu doud perioade distincte
20, 20" ale functiunii ¢ (u), adici

Q = aw + bo', Q' = e + do'.

Reprezintand prin 20;, 20’; un sistem de perioade primitive
ale acester functiuni, avem .
Q =a, 0 + b, 0 Q' = 0y + djoi,
coeficientii fiind numere intregi. Determinanfii
ad —be,  aydy — byey

sunt diferiti de zero; cdci daca vreunul din acesti determinanti

s

ar fi nul, raportul?j ar fi real §i prin urmare perioadele 202, 20’

n’ar fi distincte. De unde rezultd c& intre perioadele primitive ale
functiunilor f(v) §1 @ (v) existda doud relatiuni de forma
I aw + bo' = a; v, + by 0,
| co +do’ = ¢; wy + d; of,
coeficientii fiind numere intregi si determinaniii
J ad—be#£0, ' ajdi—byc;£0..
176. Viceversa. Inire doud funcjiunt eliptice f(u) st @ (u) cari

au aceleasi perioade exisid o ecuafiune algebricd cu coeficienfi con-
stanii.

In adevar, si exprimdm f(u) si ¢ () in functiuni rafionale de
pu si p'u; putem scrie

) fw=A+Bpu, ¢@W=A+Bpy
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A, B, A,, B, fiind functiuni rationale de pv si p'u. Eliminand pu

si_p'u intre ecuatiunile precedente si ecuatiunea

(6) PPu =4 pPu—g pu—g,
oblinem o ecuatiune algebrica ‘
(7) - F@), W) =o

ai carei coeficienti sunt independenti de u. Se poate determini
gradul ecuatiunii in raport cu fiecare din cele dous functiuni. Sa
punem .

' © =fu), y=g¢@W.
Ecuatiunea (7) devine

8) Gps F (2, y) = 0o

Gradul acestei ecuafiuni in raport cu @ este egal cu numirul
rdddcinilor sale in x corespunzatoare unei valori arbitrare a lui y
si viceversa, gradul siu in raport cu y este egal cu numarul rada-
cinilor sale in y corespunzatoare unei valori oarecari a lui . Aceste
numere se pot lesne determina, '

Fie m ordinul functiunii # = f (u) si nordinul functiunii y =g(u).
La o valoare oarecare o ecuatiunea y = @ (u) va da, pentru u, n
valori incongruente u;, us,..., Un, in genere distincte 1). Fiecireia
din aceste valori corespunde cate o singurd valoare pentru x = f (u).
De unde rezulti ci, pentru o valoare a lui y, ecuatiunea (8) admite
n radacini z, adica ecuaiiunea este de gradul n in raport cu aceasts
variabila. Intr’'un mod analog se stabileste ca ecuatiunea (8) este -
de gradul m in . =

177. In cazuri particulare, gradul ecuatiunii (8) se poate mic-
sord. Astfel, daci f (u) si ¢ (u) sunt amandoua functiuni pare, gra-
dul ecuatiunii se reduce la jumitate in raport cu fiecare din aceste
functiuni. In adevir, in acest caz, cele n valori u corespunzitoare
unei valori y sunt doud cate doua egale si de semne contrarii; fie

(9) tuy, kuy L5 tUu,

’ 5 2
aceste valori. Insad f(u) fiind functiune pard, avem fw)=f(—uw)

n

§i prin urmare valorilor (9) ale lui w le vor corespunde numai

') Dacd unei valori particulare y — Yo 1i corespund k valori egale u = u,
unei valori y vecini cu y, ii vor corespunde / valori inegale. In adevar, in

cazul considerat avem, in domeniul lui Uy, desvoltarea y—y,=a, (u—u,,)"' + ...
1 2

si_prin inversiune u — 1, = (M) k +by (y—yo) & +... Aceasts expre-
a -

siune justifici aserfiunea noastra.
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S Fe o : : : 1
valori pentru z; adici unei valori arbitrare a lui y corespund —

valori pentru z, etec. 4

178. S3 examinim un al doilea caz particular. S& presupunem
cd functiunile z si y au aceleasi poluri si fie n ordinul comun al
acestor doud funcfiuni. Ecuatiunea F (z,y) = o, de gradul n in
raport cu fiecare variabild, va fi de gradul n in raport cu amdndoud
variabilele. In adevar, privind z, y ca coordonate carteziane, gra-
dul ecuatiunii F (2, y) = o este egal cu numirul punctelor de in-
tersecfiune ale curbei F =0 cu o dreapta oarecare

Az +By+C=o.

Prin urmare acest numir este egal cu numérul valorilor incongru-
“ente ale lui u cari satisfac ecuatiunea

Af(u) +Bo'(u) +C =o.

Insd membrul intdiu al acestei ecuatiuni este o functiune elip-
ticd de ordinul n, prin urmare, numirul zerurilor sale este n.
179. Teorema. Orice functiune eliptici satisface o ecuatiune dife-
renfiald de ordinul intdiu cu coeficienfi constanfi. Aceasti teoremi
este o consecintd imediatd a celei precedente. Cici z = f (u) fiind

Gl R L, : x : ; Il
o functiune eliptica, derivata sa o este o funcfiune elipticid cu
w

” = . 3 % dz y &)
aceleasi perioade; prin urmare intre = §1 — existd o ecuatiune

g 1 =il ) f
algebrica

dz !
g e |
care nu contine variabila independentd intr’'un mod explicit.

Sa evaluam gradul ecuatiunii. Un pol de un ordin a al fune-
tiunii f (u) fiind pol de ordinul a + 1 al derivatei f'(u), urmeaza
ca, dacid f (u) are n poluri respectiv de ordinele a, ,..., 4, ordinul
sdu este '

N=a+p+... 1
si ordinul derivatei sale este

N + n. ‘
Asa dar gradul ecuatiunii (1) esAt.e N fo raport cu gjﬁ i N+n in
: u

raport cu z. 1 : : ; el

Daca toate polurile sunt simple, avem N = n si gradul in raport
cu z este 2n. Dacd polul este unic, gradul ecuafiunii in raport
cu z este n + 1.

14 DAVID EMMANUEL
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180. Forma ecuatiunii (1) se poate preciza mai mult. Fie m or-
dinul functiunii & = f (u); gradul cel mai mare posibil ce-1 poate
aved ecuatiunea (1) in raport cu z este 2m. De altd parte, derivata
unei functiuni uniforme neputénd deveni infinitd decat in acelas
timp cu funcfiunea, urmeaza ca dacd ordonam ecuatiunea (1) dupa
puterile descrescinde ale derivatei di:, coeficientul puterii celed

du

mai inalte trebuie si fie o constantd, pe care o putem presupune

egald cu unitatea. Forma ecuatiunii este asd dar
: dx
(2) g4 Xpam14 X, g2+ X =0, 2'=—>
du
coeficientii X; fiind polinoame de a de grade cel mult egale cu 2m.
Suma valorilor argumentelor u;, u,,. .., u, pentru cari z=f(u)

_primeste aceeas valoare fiind constanta (§ 129, corolar):

Wy ity s U= G,
rezulta egalitatea
L SO ST
dz.. ~dx dx
sau . :
3 .1_+'1_+_+i =0’ m’t.:iw_.
(3) , , .
g Z 5 T, dui

Aceastd egalitate exprima cd suma inverselor radacinilor ecu-
atiunii  (2) este nulda. De unde rezultd condifiunea

(4) Xm,_l =0
Forma ecuatiunii (2) este asa dar
(5) gm Xga'm—14 L X224 X =0,

Se poate fixa o limitd superioara a gradului fiecirui polinom X;.
Pentru aceasta sa facem substitutiunea
9= 2 5

y va fi o functiune elipticd de w de acelag ordin ca a. Avem

’ 72
$'=—-g—a.’£’2=y—;-
y? g
Ducand aceste valori in ecuatiunea (5), obtinem
(6) Y=y Xy Koy Ry X gy Ry X =0,

Coeficientii ecuatiunii trebuind s& fie polinoame de y (in urma

JROEE e el : ,
inlocuirii lu 2 prmj), urmeazd ca polincamele X, X,,..., X,

sunt respectiv de grade cel mult egale cu 2, 4,..., 2m.
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181. Aplicatiune. Cazul m = 2. Ecuatiunea intre functiunea

- : e % ' :
@ =[(u) si derivata sa —— este de una din formele

du
dx 2 : x
{—) = Aot A2d + Ags® + A, 3 4 A,
du
sau
5 :
(‘i"i) = AP+ A2t + Ay + A,,
du

dupi cum f (u) are un pol dublu, sau doui poluri simple.

182. Forma ecuatiunii diferentiale (5) (§ 180), necesard intre o
functiune elipticd si derivata sa, nu este suficientd. S considerim
cazul cel mai snnplu anume, cind ecuatiunea se reduce la forma
binoama

AT ¢

(1) o) =i
si sd examinim conditiunile ce trebuie si implineasci polinomul
f (), precum si ce valori poate avea gradul m, pentru ca integrala
sd@ fie o functiune elipticd z = @ (u).

Inainte de toate avem de ciutat condifiunile ca aceastd mte-
grald si fie o functiune uniforma, neavand alte singularititi de cat
poluri. Pentru aceasta, sd considerim integrala

dz

1 (2)

si, procedand ca in (§ 106), si examinim desvoltarea ei in domeniul
unui punct %o, diferit de un zero al polinomului § (z), situat la dis-
tantd finita sau la infinit si in domenml unui zero al acestui poli-

®) W=

nom.
1°. Fie = z, un punct oarecare situat la distantd finits,
1 (%9) # 0. In domeniul acestui punct avem forma

‘

1 1
—— =P (z— 2,), [P m—:ro)] —— F#o.
f () Vf(%)

Fie uy o valoare finitd a lui u ce voim si corespundi lui z = Ty
Integrala (2) conduce la o desvoltare de forma

U—Uy= g (€— Zp) + &y (2 — p)*+..., @ F o;
de unde 7 '
(3) () =P (u—uy).

14



212 2 CAPITOLUL XV .
"2%. S& presupunem zy=00. Pentru ca integrala u sa fie finita 1)
cdnd 2 tinde catre infinit, este necesar si suficient ca gradul lui
[ (%) sa fie cel putin m+1. De alta parte, gradul acestui polinom
este cel mult egalcu 2m (§ 180). Putem totdeauna presupune ci
gradul lui f (2) este 2m. Ciel, facand substitutiunea
1
r=a 4—,
¥ z
« fiind diferit-de un zero al lui f (z), ecuatiunea (1) se transform3
intr'o ecuatiune de aceeas forma, in care polimomul din membrul
al doilea este de gradul 2m In acest caz avem, in domeniul punc-
tului- = oo,
| i A
et e o+ + + s @ F 0
Wi w2 ,

prin urmare

De unde rezultd, pentru , o desvoltare de forma

(45 Bl "+P‘(‘uﬂ——uo).

Punctul u=u, este aga dar un ol al functiunii z=g (u).

3%. Fie z=a un zero al polinomului f(z) de un ordin a. Pen-
tru ca integrala (2) si fie finitd cAnd 2 tinde cétre a, este necesar
si suficient ca a si fie << m. :

In domeniul. punctului z=g, avem

1 i .A ‘ _é ; i ;
i ={g—a} " Plo—a), ' {Ple=oasto;

V()

prin urmare

m—g
(5) U—u, = (x—ra) o z— [Pl]a *o
De unde rezulta o desvoltare de forma
Sy 7 LLIRE 1) m
(6) s—a=(u—u,) "5 * g’[(“ — U )'"_,a] g

!) Nu se considerd valoarea u = » ; cici, daci o=@ {u) este funcfiune
elipticd, u este integrald de speta I in raport cu z §i prin urmare este fi-
nitd pe toatd sfera (z). :
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Pentru ca « si fie functiune uniformsa i .domeniul punctului u,

m e s 5
P fie un numar

este necesar si suficient ca exponentul
: m

intreg: .

-
7 L=k,
m—a
care, in virtutea expresiunii (5), reprezintda numirul ramurilor u
cari se permutd in jurul punctului z=—aq, Din (7) rezulta valoarea

. 1
8 | a=m{12]).
(8) a=m|1l ‘.
Numirul m trebuie dar s fie divizibil cu k.

Fie ay, a,. .., a, zerurile polinomului f(®) i o, a0,..., a, or-
dinele corespunzitoare acestor zeruri. Din cele ce preced rezuli#
conditiunile necesare ' '

(9) a,-=m(i—%), (6=1,2,.5..n),
;
numarul k; avand, relativ la punctul @;, semnificarea numirului
k relativ la punctul a. ' }

Asa dar: daca polinomul f () este de gradul 2m si ordinele zeru-
rilor sale implinesc condifiunile (9), integrala generald z=9¢(u) a
ecuajiunii (1) este o funcfiune uniformé in domeniul oricdrui punct
w sutuat la distanid finitd, neavind alte singularitafi decdt poluri.
De unde conchidem, printr’'un rafionament analog cu cel din (§
108), cad @ (u) este o functiune uniforma in tot planul (u), neasind
la distanté finitd alte puncte singulare decdt polurt,

S& presupunem ecuatiunea (1) ireductibild si si examinim
solutiunile posibile ale ecuatiunii (9), adicd ce valori pot primi
numerele intregi k; de unde va rezulta si valoarea gradului m. Si
observam ca acest grad, .care, precum am vazut, este divizibil cu
numerele %;, este cel mai mic multiplu comun al acestor numere,
In adevar, sa presupunem m’-cel mai mic multiplu comun al nume-
relor k; si fie m = ym’, u fiind un numar intreg. Ecuatiunile (9)
scrise sub forma . ;

/

fo
m
a; =,u(]fi-—-1)75
i
aratd ca exponentil @, ay,..., a, si m sunt divizibili cu numirul
#: ecuatiunea (1) n'ar fi ireductibild; ceeace este contra ipotezei.
Din cele ce preced se poate deduce valorile intregiale nume-

relor k; si prin urmare valorile corespunzétoare ale lui m. Caci,
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n -
stima ordinelor Za; fiind egald cu 2m, rezulta, in virtutea egali-
=t ;

i (9), :
n 2l ) = 5
m%(i—nEl—2m,
de unde, egalitatea
(10) n—2‘=i+...++1~-

ky ky
" Numerele k; fiind mai mari ca 1, sunt cel putin egale cu 2
prin urmare membrul al doilea al egalititii precedente este H 2 :

de unde, dubla 1negahtate

O<n——2<—2-

sau |
(11) 2<n< 4.
Numirul n al zerurilor disiincte ale pohnomulm f (z) nu poate
dar fi decit 3 sau 4.
1). Fie n = 4. Ecuafiunea (10) ) devine
,1_ ! 1, i i =1 _1_ =92
: ky ke kK :
Unica solutiune a acestei egalitdii este

by =k = by =k, =2,

cireia corespunde valoarea m =2 (cel m. m. multiplu comun al
numerelor k; ).
In acest caz, ecuatiunea (1) este de forma

M (Zf -A—a)e— ) —a) e —a

(12)

9)  Fie n = 3. Ecuatiunea (10) este de forma
e et fo .
(13) Seai e

Toate solutiunile iniregi sunt cuprinse in tabloul de valori:

T P m | o | G | a,

3 3 3 3

b2
()
bo

P e frg L kg
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cdrora corespund respectiv ecuafiunile de forma

(1) (g—i)a_:A(x—al)z (2 — ay)? (2 — ayp)?,
(111) (g)g A (2 — ap)? (r—a)® (& — gy,
& ' (%)52 Az —a) (2—ay)t (2 — a,)0.

Din cele ce preced rezultd ci daca gradul polinomului f (2) din
ecuatiunea (1) este 2m, ecuatiunile (I), (II), (III) si (IV) sunt sin-
gurele a ciror integrald generald este o funcliune uniformd in tot pla-
nul (u) — din'care se exclude punctul u= 00 — neavind alte stngula-
ritdfe decdt poluri.

Dacd substituim variabilei z o altdi variabild astfel ea unul
din zerurile lui f(2) s fie aruncat la infinit, punand

1
T—a; = —
z

@; fiind unul din aceste zeruri, ecuatiunile transformate ale celor
patru ecuafiuni considerate se bucuri de aceleasi proprietati.
Ecuatiunile (I) si (II) dau nastere la cate o singuré ecuafiune nous,
a céror forma este respectiv, inlocuind litera z prin litera z,

(1) {j—‘”)= Afe—a) (z=b) (s ~a),

(1) (Zf);: A(z—a) (o —b)

Ecuatiunea (IH) da nastere la urmitoarele doui ecuafiuni:
(I11) G—l’jl A (e —a)® (a—b),

(111,) (g)l A (@ —a)® (2= b,

In fine, ecuatiunga (IV)_d& nastere la trei ecuafiuni transfor-
mate: =

(IVy) (&)-ac —a)t(a—by,
(1Vy) ('~ A (r—ape (e — s

(IVy) (Z_j)‘; A (m;_a)sr(x__ by,
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Voim s& ardtdm acum ci toate aceste ecuatiuni- definesc func-
tiuni eliptice de argumentul w. Aceasta propozitiune este evidenta
pentru ecuatiunea (I;). In ce priveste celelalte ecuatiuni, se stabi-
leste lesne ca, prin substitufiuni rationale, le aducem la forma

-

X fiind un polinom de z de gradul 3 sau 4.
Sa le considerdm dupi rand.
Ecuatiunea ((II;) se scrie

o i e e

- S& punem
(. a4+ by a—by
¢ T— 5 o 1, 13;
el Sl
de unde
9 (x;.“ ik b)i‘f = 3tzd_t;
: P du du
prin urmare, in virtutea ecuatiunilor (1) s (2),
5 Az 48 S
3) _(@) T VA‘z.(w + (a— b)’).
Ecuatiunea (III,), in care punem A
(4) : r—a =1
devine
Pl
(5) = Tt( +a—Db) &

Ecuatiunea (IIL,) se’serie

B e e T
Punand : . i
o (el ey Ly
S i : k=

(»A_ q+b_)d_-'t ;t‘ﬁ
A du 7 “duty

2
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Ecuatiunea consideratd devine

Ry
(8) o (Ed) = VAt (4 + (a —b)3).
Ecuatiunile (IV;) si (1V,), in cari punem
(9 i ‘ a—a = 13,
_devin respectiv 4 v
: 3
di)  JA
e
‘ 51 :
(1) Ly o
=5 9 t( + a—b).
“Ecuatiunea (IVy), in care punem
‘ ._ . ;
(12) Zow B S ian
devine < ]
4 4
(13) (ﬁ)‘*:A 2 [(a—b)zﬂ} ZA (a—b)t z"[z+ L]
du 3 , ~a—b

de aceeas formd cu (IV,).
Teorema este asd dar demonstrata.

_ CAPITOLUL XVI.

COFUNCTIUNILE o sau FUNCTIUNILE o cu INDICL.
FUNCTIUNILE ELIPTICE ALE LUI JACOBL.

L. Cofunctiunile o.

183. Pe langd functiunea ou se considera trei functiuni, numite
cofunctiuni cu ou, sau functiuni ¢ cu indici’ §i definite in modul
urmator e

_n.u o(w+ wy)
(1) Ogu=¢ Tgh &, a=1;2, 3.
: 0w, :
Referindu-ne la formula [(14), 156]

: 2
@ s s T

si inlocuind w prin u— w,, obtinem egalitatea

(077

(3) PRk (uw + wa;) et 0 (W, — u).
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De unde rezultd dubla definifiune a functiunilor o,u

At i b, 1a% 6 (g — u)
(!t) O’au=e _— = ¢ ;_—___1).
0wy 0 0wy

Functiunile cqu sunt functiuni intregi ca si functiunea ou si
din dubla lor definifiune rezultd ci ele sunt functiuni pare

(5) 6y (—u) =0, u
Facand in (4) u =0, g, @g, obtinem respectiv

e ©B G ay

(6) _ 650 =1, 0; wi=0, 0, Wg = —e s

Zerurile functiunilor o4u sunt valorile cari anuleaza functiunea
0 (wg—u); ele sunt asd dar date de expresiunea

U =w,;+2mao; + 2 no,

sau, intr'un mod explicit pentru fiecare din aceste functiuni,

2m+1)o; +2nw, pentru oyu,
(M) u=10Cmet Do, +2n+1)w, » o,
2may; +2n+1) o, y o ogu,

m si n fiind numere intregi arbitrare. :
Functiunile g,u sunt omogene si de gradul zero in raport cu
9 (@0q + u)
o a
este functiune omogend, de gradul — 1, in raport cu o, S ;.
184. Mdrirea argumentului cu o perioadd. Inlocuind in formula
(1) u prin v + 2 @, §i tinAnd seami de relatiunea (2), obfinem
formula ;

U, @y, w4, cici raportul este de gradul zero $i 7, = {0,

2 + 0g)
(8) O (u +2w0,) =—e ot el O U

Deasemenea, in virtutea relatiunii
: 7T
9 Q=1 W, = g
9) Na @p g B 5 7
avem egalitatea

(10) % (u+20) e T opu, 45 108 app

y/ T
) Analogie cu formulele cos u=sin (_‘; 2] u) = sin [M < u)

-
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185. Mdrirea argumentului cu jumdtdfi de perioade. Din dubla
definitiune (4) (§ 183) a functiunii o, u scoatem

(11) 6 (u+ ) =+ eENa¥ 4 W, 0, U,

semnele superioare si inferioare mergind impreuni. Inlocuind in
formulele de definitiune

g (w,— u) —Ngl  0(w, + u)
(12) oau_ﬁenau'(—a%, 5 tomg etz lma s 1)
Gy, - Gw,

U respectiv prin u + @, u— o, obtinem doud egalititi cuprinse
in cea urméitoare

(13) Ol & w,) = F o Ta" llaa T

3
a

semnele superioare si inferioare mergand impreuns. Inlocuind in
a doua formula (12) w prin u + wg, iar in cea dintdi u prin v — wg,
obfinem respectiv egalitatile '

[ 0 (u-tag)=e Ta(bF0p) Ty qu—n ep ow

o, u
(14) 5 ! et
+
i o (u+to = == ow,
g (u—wg) =—e T (1 wﬂ)ﬁ( gl iy 77“(()f}—"l—¢7 w
ow, : 6w, v

Sa facem u = o in una din egalitatile (14); obfinem

(15) FE L e S
: oW, oawﬂ

Permutand @ cu y, avem

(16) N MR e
S owyoyw,g

Multiplicén& intre ele aceste doua egalititi, rezulti
8% = 04040, g,
sau, permutind f# cu ¢,
(17) : e\%w" = 0gg 0, W, ' bl O
186. In formula [(1), (§ 160)]
o(u+¢) o(u—y)

U—py = — 1 Ex
P P o%u g%
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sd facem ¢ = @, ; obtinem
0(u + oy) 0 (u—a,)

u—e, = — - )
P = ?w, 0*u

sau, multiplicAnd intre ele cele doua expresiuni (4) ale lui o, u,

oy
(18) Pl s
ou

De unde rezultd ci cele dous determinatiuni ale radicalului

]/pu——ea sunt functiuni uniforme de u. Vom lua, prin definitiune,

Oq U

(19) l/pu— GQ=W? a=1, 2,3.

Semnul radicalului fiind determinat de functiunea uniforma din
membrul al doilea. Din formulele (2), (8) si (10) rezulta ca func-
tiunile ; -

Vpu—e s Vpu—e 5 |, B33

sunt’ functiuni eliptice avand respectiv ca perioade primitive can-
titatile

(2(01, 4(03), ([m)l: 20.)2), (4(‘01’ 2(‘03)'

_ 187.'Introduéﬁnd functiunile o, u, formulé (1) (§ 157)

o (u— o) 0 (u— wy) 0 (u— wy)

plali= 2« - -
6w, 0w, 0w, Pu
se va scrie
: L0 U Ol G4l
(20) p'u == ) bot Bod Sov gt 5

ou

Aceastd formuld se mai poate deduce inlocuind in (19) a prin
1,2, 3 i facand produsul egalitatilor corespunzitoare

OU O, O.U
Vpu—e Vipu—e; Vpu—e; = Pty

De altd parte avem

Pu= 253 Va0 (et (o 3,

membrul al doilea fiind precedat de semnul — pentru ca valoa-
rea sa principald in domeniul lui u = 0 s coincidi cu aceea a mem-
brului intdiu. De unde rezults formula (20). Din aceastd formuld
si din egalitatea £t ]

) fx 02U -

pu=——2. (4§ 158)

otu
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rezultd, pentru o2u, expresiunea
(21) 02U = 20U Oju Oyu Ozu.
187. Eaxpresiunea functiunilor ogu sub formd de produse.
In expresiunea
1 5 1 S g
pu=— + 3 ———— | %= Imw, + 2ne
P u? ((u S w)z Wz] ’ 1 ]

s& inlocuim w succesiv prin a si prin u + a, a fiind %o, sisa sca-
dem rezultatele intre ele. Obtinem '

(1) p(u+a)—pa %2 [(u -;;ai— w2 (a_i W)z] '

Integrand intre o si u, rezulta ‘egalitatea-

1 e
(2) C(u+a)_ca+uPa=£[u +a—w +w—a 5 (Wia)z].

Integrand, intre aceleasi limite, ambele membre ale acestel
egalitati, avem

u 1 u?

o(uta) B sty (L [%1) 5% ts g
ety u€a+fpa_logﬂ{(1 w—a)e },
de unde_

{53 e YH—C uts TEDE T £ sl A ul
= w—aq

Facand in aceasti egalitate a = ®g i {indnd seamd de relajiunea

o Ma ¥ 0 (u+ wy)

O U = ;
3 { : awa
obtinem expresiunea ciutati
1o 72 u + il < u?
7 €q Gy
, u w—0 2 (w—w,)?] .
AR Sy At e G, Ay
§ = Dy

188. Transformarea cantitdtilor e, si a functiunilor o u cind in-
locuim perioadele 2wy, 2wy prin doud perioade echivalente 2w;, 203.
Fie :
a b
()

cied

formulele de transformare ale perioadelor. Invariantii g, si g,
ramanand neschimbaii, rezultd ca rédacinile

[ 01 = aw; + bo, e

(6)

| 0% = co, + dow,

1

(M e =plwglohw) = a=1,23,
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ale ecuatiunii

(8) bat—g, g =0
coincid, abstractiune facand de ordinea lor, cu ridacinile e, e,,
e; ale aceleias ecuatiuni. Ordinea in care aceste radacini se cores-
pund depinde de paritatea coeficientilor substitutiunii. Egalitatea
(6) aratd ci numerele din aceeas coloand sau linie nu pot fi pare
in acelas timp; deasemenea nu toate pot fi in acelas timp impare.
Avem pentru aceste numere sase congruente (mod. 2).

Figuram aci printr’un tablou aceste congruente impreuni cu
valorile corespunzatoare ale radicinilor e:

a=1b="kcl=— = 1le¢ —ilés = leq.—
4 0 0 1 er | e ey
1 0 1 1 e e
) MR e R
1 1 1 01 e ey~ Ve
0 1 1 0 ey B, e
0 |« i 1 s sl e ey

Sa consideram acum cofunciiunile ¢ corespunzatoare sistemului
celui nou de ‘perioade. Punand

@ =2m oy + 20 ol

vom aved, in virtutea formulei (4),

i.,e’ I8 ‘ [ . ,u’_rl ,uz,
(10) op (ulw'y, i) 8" — 11 ‘l(‘l—w——,_w,ﬁ]ew”“’ﬁ Bl y)

2m’ o'y + 2n w5 — w’ﬂ, 2mw; + 2nw; — wa

Expresiunile

reprezintdnd, in virtutea echivalentii perioadelor, aceleasi puncte
cand m, n, m’, n' primesc toate valorile intregi dela — o0 la + 0o,
rezultd c¢d membrele de al doilea (4) si (10) sunt aceleasi; prin

urmare avem

1) oglu e, oye e =0§(ulwn W) €

Substitutiunea (5) fiind dats, la fiecare valoare a (1, 2, 3) co-
respunde o -valoare # (1, 2, 3), pentru care, in virtutea tabloulu
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(9), avem €'g = eq. Pentru aceastd valoare B, avem
: g I

(12) g (u ] o'y, 0%) = oa(u | w,, o), _
adica, inlocuirea perioadelor date prin perioade echivalente are drept
efect a permuta intre ele cofuncfiunile o in aceeas ordine in care se
permuld cantitdfile ey, ey, e, 1).

189. Ezpresiunea radicalelor e eg. In formula

3 Oqu
Pt
ou

sd inlocuim u prin @g ; obtinem

(W) ]fey—rqm B _ 5% @at ) _guop 0w,
#20 aw ) R 090,60
8 a 00 a%%g
(a¢ﬂ¢7=1> 2: 3)
Permuténd numerele a si §, avem
(2) Vea— eg =—e Tl Y 9y :
O'C()a OCOﬂ

Radicalele din membrele dintaiu ale egalitatilor (1) si (2) sunt

astfel determinate fara ambiguitate. In fiecare din egalitati sunt
cuprinse urmétoarele radicale:

0500 “h®1 pa,
|/ ey— e;= =—ce
(3) amy 00y Gy
010y 1 Py Gy
Vea—e=22 :
0wy~ - 0wy 6wy
. oo i e S
Va—e=-22__ ™ :
(4) 0wy 0wy 00
0, (g Pl S T
]/93 TR Fa e e
owg . 0y 0w,
— Oa), =Ne:We . gy
V62 2y s =-3"2 = —0 1 .
{5) 0wy 0wy 00y
Voo L P g,
R e e e
G Wy 00y 60,
Srn
*) Acest rezultat se poate deduce din formula pu— ey = St In-virtu-

tea careia patratele a”au Se permitd in aceas ordine ca ¢y, g, €3 Pentru
u=0, cele trei functiuni O, w fiind egale cu 1, rezultd c3 ele se permuti

in acelag mod.
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I =
n ipoteza c¢& coeficientul lu1 t in- raportul —2 este pozitiv,
)

avem egalitifile (12) § (153)° :

T Wg— 730y = 7y 03 — 1); Wy = Mgy — Ny 3 =1

ol

in virtutea carora formulele precedente dau

Ve, —e=e FEEE e |/ er—e,—= i V er—es ;

6 N @y — 11D

(6) V es—e=ce 1/91—33——" l/el
SRR L T :

7 V eg—e,=e s s s[/ez‘,—33= v ]/ez—~e3 .

190. Belaﬁuni intre pdtratele funcfiunilor o. In formula

o2 u
Pu-—¢e; =

c’u
sa dam lui a valorile 1, 2, 3 51 s& elimindm funcfiunea pu intre ecua-
tiunile astfel obtinute. Gasim ‘ecuatiunile
- [otu=ou + (o —ep) 0®u o,
(1) oiu —diu + (es —ieg) 6°u =0,
ogu—a u 1+ (e; —¢;) 0%u = o.
Multlphcénd aceste egahtatl respectiv. cu eg, ¢;, €, i adunand,
avem
(2) (2 —e3) 63u + (65— ;) O3u + (6, —€5) 03u = 0.

191. Raporturile functiunilor 6. Din formulele

i 21 (utwg)
o (u+ 2w, = —e ou,
: g (utog)
(1) Vo, (u + 20,) = —e Ol
: 2 (utwg)
oﬂ(u +20,) = e ogU;

rezulta ca raporturile functiunilor o luate doud cate doud se reproduc,
abstractiune fiicind de semn, c4nd marim argumentul cu o perioada
oarecare. Aceste raporturi, in numir de 12, se pot exprima cu aju-
torul a trei dintre ele.:

Sa considerim cele trei urmitoare:

ou Osll
? O = —— Oggl = —
. OgU - O3t gz &

bege 10 Ol

cari definesc funcfiuni uniforme in tot planul neavand alte singulari-
tati la distanta finita decat poluri, anume zerurile numitorului o, u:

(3) u = 2mw; + 2n + 1) w,.
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Din relatiunile (1) rezultd formulele

| Oos ( + 2 w,) =%z % . pentru. g — 3
Ut ool i Gl
03 \U. +.2 @) =— gy, 1 » a=1,2.

= 013(u+2wa)=013u » gE=<9

(9 vs 45 4 o
% (4 +200) =— 0oy, u ¥i-te=ia,3

6 O3 (u +2 Wg) = Oy u » a =1
‘() st(u’+2wa)=—023u ‘» a=2,3'

Functiunile %03 U; 033U, Oy u sunt functiuni eliptice de ordinul

al doilea, avand respectiv ca perioade primitive perioadele !
(7)- 4oy, 20,; 4oy, 2(w; + 03); 2w, dog, - ‘
caci fiecare din ele :are in Paralelogramul de perioade corespunzi-

tor numai doui poluri simple, anume. ? 3 iy

functiuni poluri
4 Oggt { w;% + 20,
®) it @3 +20;, w; +4 @y,
T Oy B 3 Wy, 3 Wy

Functiunea Ot este impard, celelalte dous sunt pare. Pentru
U = 0, avem

(9) .. 9050 =0, 050 = 6,, 0 — 1.

Intre piatratele acestor functiuni luate doux cate doui existy
relagiuni ce se deduc din formulele (1) (§ 189), daci le dividem
cu o3u. Considerand cele dous din urma, obtinem

(10) T :01:3 u + (elfea) 00:3 u j 1,
185 U+ (ea—e;) 0 w = 1.

192 Méritea argumentului cu Jumdtafi de perioade.
.+ -Din formulele (§ 185) '

n u
0(u + o) =e¢ @ 00, 0, u,

' Nalu+og] o4
) O (U + o,) = — "0 ¥ PR
U—m w, 0
Oa(utog=— 18" ﬂ% oy,

ot b e P O : TR :
finand seami ‘de expresiunea radicalelor [/ea_eﬂ( § 188), deducerm
PR A e
15 DAVID EMMANUEL
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tabloul urmitor de egalitéii:

o (ut o) N0, 00y 005 OyU 1 oyu
e ey bk e e B < — )
o5 (U + ;) 0wy  ou |/ er—e; oyu
o(w+w) N, OWy OW5 Oall 1 Oyt
PEESE e el s L
o5(u + w,) 0w, oy | ey—e, oyu
o (u 4+ ws) JsDs o Oglh = | 1 O3l
_—_— = — » 3 RS e X
o5 (U + o) - ou 1/ e—es |/ es—e; ou
o(u + o ) ) Gl A TORL
i 1) = P L 3 S 1/31_32 i
o5(u 4+ ;) 0wy 60y Gyl Oyl
0, (v + &y) ol 11)s (Owa ) 2o 2 V e T et
@) 05 (U +wy) ow; ) oyu e;—e; N1t
0y (u + o) Gla%s 00300 Ol Sk L Gu
05 (u + ws) ow;  ou Ves—e; ou
gy (u + o) — g1z, ("(”3) ? o5u i Vel——62 Gkt .
05 (U + o) 6wy  Oyu Ve 5 ozu
(%) Oo(u + @) s 003 ou ; Ve g
_ L E ) ol iy g e iee o e
o5(u + w5) 0, 00y O X o -
| % (v + o) _ Jh®s 001 005 Oyu < s 3 018
# TTe —-_——— iR T
L o3(u + w,) ow, ou I/el—ea ou

192 bis. Din definifiunea celor trei functiuni rezulti ci avem

Oog (Au l Awy, lwg) = Aogg (u |y, wy),

(11) Oq3 (}‘u l }'wls Aw:-)) = Ogg (u I Wy, wa)r (a =1, 2),

7 fiind un factor arbitrar. Aceste functiuni sunt dar omogene in
raport cu u, ®;, @, ced dintdiu de gradul unu §i celelalte doui de
gradul zero. -

De alta parte, radicalele

Vopoa =

Oy @

owﬁ

fiind in raport cu w,, w; omogene si de gradul — 1, rezultd c& pro-
dusul funcfiunii 6yp; w printr’unul din aceste radicale este o func-
tiune omogend si de gradul zero in raport cu %, o, ;.
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II. FUNCTIUNILE ELIPTICE sne, eng, dne ale lui JACOBI.
193. Raporturile functiunilor g, considerate maij sus,
Gog (0 | 0y, ), 013 (4 | @y, wy), Oag(u | @3, ,)

conduc la functiunile eliptice introduse in Analizx de Jacobi. Sa
inlocuim functiunea Gost prin produsul

@ (u) = J €1—€3 Ogg U,

omogen si de gradul zero in raport cu u, w;, w; ca §i functiunile
O1tt, Oyt 51 sd facem schimbarea de variabilg

(1) TR S

V"l‘es ;

Functiunile

(2)

¢ 9

@ (m | g, wa), Ogs (m | oy, a’s): (@ =12)
1 €3 ety

: o, :
depind numaij de argumentul ¢ si de raportul ¢ =?3a1 perioadelor,
: 1

In adevir, multiplicand @y, @y printr'un factor arbitrar } §i
reprezintand prin

(I/e] T 33)’

ceeace devine |/ ¢, — €3, avem
; $h e
(Vel =) = ;L—Vel ErpCan

prin urmare

(43
w(m lwl,lwa)
5 Ao : : l o o
¢ ( el_-es (01, 603 @ (Ve:.?(;s 6()1, w3))

¢
‘V‘ﬁ l Wy, wa) este omogend §i de gradul
SR 1

adicd functiunea ¢ (

zero in raport cu w,, @33 ea depinde asa dar de argumentul ¢ si de

Dy
Faporbuly =8
,
s
Aceeas concluziune se aplica functiunilor Oas ( V—L? Wy, w3J’
e i
(@ =1, 2).

15*
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194. Functiunile (2) asa definite au fost introduse in Analiza
de Jacobi, care le reprezintd prin notatiunile

stnamy , cosamy , A amyp )

§i carl se noteazi mai scurt:

sneg 4 ‘emy , dno.

Aceste trei funciiuni sunt asa- dar definite prin expresiunile

Ol e
sng = Je; — e, ;
O3 U
o, U
7 byt |
cny = 07 Tt
(3) . o3u, » i uVel eg
Op U
dnp = 2=,
O3 U

cari, in virtutea relatiunilor (18) (§ 184), se pet scrie

snp = L——ej, ;
A
(&) - 3 cnv——-ﬁ‘%_%a o=u |e,—e,.
“ohs
dny = —~—l p_u—— 2
Vpu— e

Cea dintdiu este impard si celelalte doud sunt pare:

(3) sn{—9) =—sny en(—9) =cny, dn(—9) =dn ¢.

Pentru ¢ = o, avem

(6) sn0 =0, en0=dn0 =1.

Tl X ; 3 )
Dac# voim sd punem in evidenta raportul 7 = —w—s al perioade-
1
lor, scriem

sn (¢, ), cn (9, f), dn (9, 7).

195. S& observim ci semnul radicalului ) e; — e;, care figu-
reaza in definitiunea functiunii sn ¢, este indiferent, insd acelas
ca-in formula ¢ = u ]/ e;—e,; cici schimband semnul acestui
radical, se schimbi semnul lui ¢ §i ecuatiunea care defineste func-
{iunea 'sn v riméine neschimbata.

1) Fundamenta nova: sinus amplitudinis v, cosinus amplitudinis ¢, dclia
amplitudinis ¢.
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196. Sa introducem cantitatea k definita de egalitatea
B
GiEaCy

(1)

care se numeste modul al functiunilor eliptice ale lui Jacobi; vom
aved, in virtutea egalitatilor (10) (§ 191), intre patratele acestor
functiuni, relatiunile urmitoare:

(2)

K sn? +dn2 =1,
Pe langd modulul % se introduce modulul complementar k', de-
finit de egalitatea :

{ sn’p + en?p =1,

@) Ko o

e ey
Din egalitatile (1) si (3) rezulta egalitatea 3
(4) e eRicet

Cantitatile e, e,, e, fiind distincte, rezulti ci modulele % s k'
- sunt finite g1 diferite de 0 si 1. Se Presupune totdeauna ci daca
cantitdtile e;, ey, e; sunt reale, ele sunt dispuse in ordinea e1> > ey;
in cazul cAnd ele sunt complexe si situate in linie dreaptd, re-
prezintdm prin e, punctul cuprins intre e; §i e3. In aceste cazuri,
k? si k' sunt reale, pozitive si mai mici decat 1. In cazul general,
cand cele trei puncte formeazi un triunghiu, latura (e;, ¢,) este pre-
supusd cea mai mare, sau cel putin egald cu celelalte laturi; un-
ghiurile é;, &; ce ea formeazi cu acestea sunt aga dar ascuiite. Aceste
unghiuri fiind respectiv egale cu cea mai micd valoare absoluta

a fiecirui argument al raporturilor membrelor de al doilea (1) si

A ST WAoo 0T
(3), rezultd ca aceste argumente sunt cuprinse intre —E S te—u

2

Cu modul acesta, punand

L sk o gel(p, Fa_ % o eifp"
Coe—ey e — e
avem inegalitatile
] 44 7 7 13
S tels) Sy B s Al B T
SR e SR et kS
Prin definitiune, luim
1 1 o
L 9 )
k=962, F=9%2,
L 39 1 ¢
'3
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In virtutea acestei definitiuni, modulele k, k' si radacinile lor
sunt reale, pozitive §i mai mici decat 1 in acelag timp cu k2 si k'2;
in cazul general, partea lor reali este pozitivd.

Introducdnd notatiunea lui Jacobi relativ la perioade, punem

(5) K=ole=e, K = g ey —e,.
197. Este interesant de observat ci modulele k, K, precum
si cantititile K si i K’ sunt functiuni omogene i de gradul zero in

= . () «
@y, @g; ele depind dar numai de raportul =2, De unde rezulii

cd dandu-se una din aceste patru cantitati, celelalte nu pot fi luate
intr'un mod arbitrar. Intre modulele % si & avem relatiunea alge-
bricd (4). Relatiunile ce exista intre % si K, ¢ K’ sunt transcedente,
precum vom veded mai departe.

198. Mdrirea argumentului v cu 2K, iK', -

Sa inlocuim in formulele

(1) sno=Jle,—e, Al dnp = 2 (v=ul/e;— ;)
O3U A7) o5u

\

5 . . . ‘ . R . *
¢ succestv prin ¢+ 2K, ¢4 2iK’; ceea ce revine, in virtutea for-
mulelor (5) (§ 197), & mari u respectiv cu 2m;, 2w,. Objinem rela-
tiunile urmitoare:

e sn(v +2K) =—sno, en(v + 2 K) =—cny, dn(¢ + 2 K) =dny,

; {sn(v +2iK’) = sng, en(v +2iK’) =—cne, dn{v +21K') =—dny.
Schimband ¢ in — ¢, aceste relatiuni devin
3) sn(2 K—v) = sno, en(2 K— o) =_cny, dn(2 K — ¢) =dny,
( {sn(2iK'— #) =—sng, en(2iK'—p) =—cnp, dn(2iK'—¢) =dny.

Din formulele (2) rezulti ci functiunile sne, cng, dne admit
respectiv perioadele

4K, 2iK’; 4K, 2K + 2iK’; 2K, 4iK'.

Polurile celor trei functiuni, fiind punctele corespunzitoare
zerurilor functiunii o,u, sunt date de expresiunea

(4) v=2mK + (2n + 1) iK’,

m si n primind toate valorile intregi dela — 00 la + 00, Aceste
poluri sunt de ordinul intaiu, precum sunt zerurile functiunii ogu
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s fiecare din funetiunile sny, cne, dne are, precum se recunoaste
1mediat, numai doua poluri in paralelogramul respectiv de perioade
Perioadele considerate sunt asadar primitive pentru aceste func-
fiuni.

Zerurile celor trei functiuni, fiind punctele corespunzitoare
zerurilor functiunilor ou, o,u, ou, sunt de ordinul intd1, date, in
virtutea formulelor (7) (§ 183), de expresiunile

v =2mK +2mK’ _  pentru sny,
(5) y = (2m + 1) K + 2K’ > enp,
¢ = @2m+1)K+ 2n+1)iK' »  dne.

199. Madrirea argumentului ¢ cu K, iK', K + iK'

S& inlocuim, in formulele (1), ¢ succesiv prin ¢ +K, o4 K’
cecace revine a inlocui u respectiv prin u + wj, u + 3. Obtinem,
in virtutea formulelor (§ 191), relatiunile urmatoare:

S cny,

sn(y + K)= 7
(6) Lol sl =6y 3""= (SN
B e ) ey — e; dny k dny

g 1 1
e 7
dn (v +K) = l/ﬁ or = J" i

dny
sn(v+iK')=——“10‘ilf— . )
[ey—e, Ok sny
(7 en (v + 1K) = e s =—1 e
Vey—es ou k sny
dn (v A1 o e AR o el
Ver—e; o sny

Inlocuind in aceste din urma egalitdti ¢ prin ¢ + K, obfinem,
in virtutea formulelor (6), :

i A B

sn (v +K + 1K) —VI?W
(8) en(p +K+iK') = —; ]ii,
: k cng

dn (¢ +K + iK') g g SAE

eny



232

, CAPITOLUL X¥VI :
200. Din formulele Precedente rezults urmitorul ta

blou de valori+
Pt A R R L
I 3 L - 35 2 &
sng = | () 1 i ; “’00,_
(9) X ’ ¥ s 1
eneie=ia g 0 -—ir , 00y’
SRy 0 E o
201. Ecuagiuni diferentiale.

fiuni eliptice de ordinul al doj]

faci (§ 181)

Functiunile sne; cne, dnp fiind func-
ea cu poluri simple, trebuie s satis-
ecuafiuni de forma F R TR

dz )2 . X
(%J = polinom (z) de gradul - 4, °
 reprezintind una oarecare din aceste functiuni,

Pentru a forma ecuafiunea diferentiali a functiunii sne, si de-

rivam, in raport cu v, prima ecuatiune (4),
seami de egalitatea

(§'194) ‘si sa finem

P =—2Y(pu—e) (pu—-e,) (pu—ey).
& 2 \
Obtinem ecuatiunea cautata
(1) dSnV ;
dy

= cnw dne = J/ (1—sn) (1—k2sn2p).
Derivand celelalte ecuatiuni (4)
obtinem ecuatiunile diferentiale ale.

sau ecuatiunile (2) (§ 196),

celorlalté doui f;mcl,'iuni:
Idfi’:v = —snw dne = — |1 —cn®) (K + k2en?),
(2) e S :
l d:‘ = —k? sny cny = — V(i——dn?v)' (dn% — k'),
Punand z = sny, ecua‘;iﬁnea (1) se scrie

i 3 d.’E = 3 D\ 3 i »
3) ((TV) SUE N Mg e
Functiunea & = snv este o integrald particulari a acestei ecua.

fiuni si de oarece ecuatiunea nu se schimba cand ‘inlocuim ¢ prin
¢ +C, C fiind o constants arbitrara,

rezultd cd z =sn (0 + C)
este integrala generald a -ecuafiunii. - £ ;
Functiunea = = sno este functiunea inversi a integralei

(4) p = S” dx\»
o) (1 —2%) (k278
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precum 2 = pu este functiunea inversa a integralei
__ ' = dz
(5) £ =S WS L
NP —gz—g,

Aceste doud integrale se numesc integrale normale, cea dintiiu
a lui Legendre §i cea de a doua a lui Weiersirass. Variabilele inde-
pendente. ¢, u ale functiunilor lui Jacobi si Weierstrass sunt res-
pectiv integralele normale considerate. Intre aceste doua varia-
bile existd relatiunea ¢ = u Jer— e, ;

Functiunile lui Jacobi depind de un singur parametru, mo-
dulul %, jar functiunea pu a lui Weierstrass depinde de doua para-
metre, invariantii g, si g,. Perioadele 2, 2w, ale functiunii pu sunt
independente intre ele, pe cand printre perioadele functiunilor lui
Jacobi numai una poate fi arbitrara, : '

Dacé voim sd punem medulul k in evidentd, scriem

sn(e, k), en(v, k), dn(e, k).

202. Integrala (4) conduce, in virtutea tabloului (9) (§ 200),
la expresiunile urmaitoare:

1
. ,_1 dx 'L"=F - dx ‘ '
e "SoVu—xz) e Solf(i—zz) k)
de unde
'k dx
7 K= :
o : S, fi—®a—reay

Integralele sunt luate dupd drumuri rectilinii (sau altele echi-
valente) cari nu se intalnesc decat la limita comund, punctele cri-
tice ce se pot afla pe aceste drumuri fiind evitate prin cite un arc
de cerc infinit mic descris intr’un sens convenabil. Acest sens poate
fi ales astfel ca in raportul

1K' o,

T=671=a+l/3

@ §1 f fiind cantitafi reale, si avem S > o.
203. Desvoltarea integralelor K si K’ dupd puterile modulului k.
Din definifiunea modulelor k si ' (§ 196):

ey —e eg—e
le=2__3, j2_11 -
ef— e, e ¢

rezultd cd dacd punctele e;, e, e, sunt notate astfel ca

Ie2-93 l’

Pl ey )
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valorile absolute ale acestor module sunt mai mici ca 1; ceeace
vom presupune in cele ce urmeazi,
I. Sa considerdam integrala
% dz
(1) }—Q’
JA—) (i — k)
luatd dealungul segmentului (0, 1), valoarea radicalului pentru
@ =0 fiind egald cu + 1 si valoarea initiald a integralei fiind egala
cu zero. In tot-intervalul considerat avem -

[k2a? | <1,
prin urmare putem aplica formula binomului
= . =
(1—hk2a?) 7= +%k2x2 + gk‘*ﬂ s %’;n 1) yean il
, de unde deducem ,
@ dz sl B 13 =1 dx
— T4 k2 2 e —— kng2n e tol
%) S,,V(i—ﬁ) (A— k2 22) S[ behin p Rl gtk ]l/i—x

Aplicand formula de reductiune
z2ndy 2n—1 ‘gn—2

@) |/1~:v2= 2n )1 — a2

1: YT Rl
dz——daz |1 — 22
2n

s1 punind
135 g
(4) ZT .9 =ap, a, =1,

obtinem egalitatea z ,
= i S L £ N > n
(5) Sol—/ﬁ—an&ﬁ—-anz /1 — a2 P, (@),

P, () fiind polinomul de gradul 2n — 2

e R o Ty
UL A Ty
(6) Pn(2) 1"‘3“T_1'3'53#‘_'-"'—,-3,5...(2n—1)

Multiplicand ambele membre (4) cu a, k" 5i fiicand suma pentru
=12 35 e A" dave addugdm integrala membrului intaju
pentru n = o, objinem egalitatea

7 x da: _1522 zdx— 2§2k2n
()Swu—mu~Mﬂ)(+,%A)&w_ﬁ -2 a kP ).

Seria

8) A =1 + 3g2 k2o
1
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este absolut convergents, clici termenii eisunt in valoare absoluti

1

=< . o
mai mici ca termenii progresiunii geometrice X | k2 | —
o
Sa examinim seria

. P(2)=Za2 12", (2) = 2
1

Seriile formate din termenii situa{i pe aceeas coloand sunt abso-
lut convergente si sumele lor sunt in valoare absolutd mai mici
respectlv ca termenii 3

. ,k‘l] ,k4le ]]f"x“]
3 30 s .
EelEl e By

a caror sumi este finitd pe cat timp [k?2? | < 1. Aceastd sumi
raméne finitd i pentru z = 1,

Seria P (z) este asa dar absolut convergenta si o putem ordona
dupa puterile lui z: :

2 24 24...(2n—2)
Y A 4 2n—2
(9) = P(z) c1+3 CoT +3'5c3x S +3.5.\. 1 Cp R
(10) CHEDE Al BB Ll g,

Avem aga dar egalitatea

z i
(M? So V(i—mz) (1-k222)

z , e 2n.-2
= Lid —a]/1—a? clx+gczx2+ 2;4c3a;4'+...+w L
of 1—a2 3 3.5 3.5...(2n-1)
De unde, pentru semiperioada K, in interiorul cercului [k | =1,
desvoltarea !

‘”>S:vmﬁ?m=Kf?[ﬁ?(%ﬂ%ﬂﬂh],
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Observare. Din egalitatea | K2a? | < 1 rezulta cd 1 — 2 42 nu
poate fi egal cu un numir negativ ; prin urmare, partea reald a radi-
calului ]/(1—~z2) (1—#K%2?) pastreazi un semn invariabil cand z
variazi dela 0 la 1. Acest semn fiind acelas si pentru partea reala
a lui K, rezultd ci aceasti semiperioadd nu se anuleazi in cercul
k| =1 : :

lI. Sa consideram acum integrala

1
T dz

JI—a) (1 — k)
si sd facem schimbarea de variabilg
(14) K2 a? + K2y — ¢,

Obtinem, fnlocuind litera y prin litera z,

13 K’ :S

(5 iz flnde o
e = S V=) @ —Fea)

expresiune care nu_diferi de aceea a integralei K decat prin inlo-
cuirea modulului % prin modulu] complementar &', De unde rezulta,
“pentru K, desvoltarea dupa puterile lui &’

j S B 1.3...(2n—-1)2,

a6 K-z[143 e ]

Seria (12) convergeazii cu atit maj repede cu cit modulul %
este mai aproape de zero, dar atunci &’ fiind aproape de 1, seria-
(16) convergeaza incet. Viceversa, daci k' este aproape de zero,
seria (16) convergeaza repede si seria (12) convergeaza incet. Pentru
k =1, seria (12) este divergenta §i pentru k = o; seria (16) este
divergents. '

Pentru k = o, avem

(17) K =59 K=o,

Punctul & = o este asddar un punct singular pentru integrala
K'. S& ciutam forma analitici a acestel integrale in domenjul
punctului % = o. Pentru aceasta, sa reludm formula (12), care,

abstractiune ficand de semn, se poate scrie

[N

r I g - dw —— i
L e V1) @ — ey

=

e il o 3 TR o :
o Intre limitele 1 i % S intercalam punctul %65 st sd inlocuim

-
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integrala din membrul al doilea prin suma
1 1

R P

e dx _ (V& g
Sl V(m2—1)(1-k2x2) Sl V(xz——i) 1-f222) ) :IIz 1)(1—]&‘2:122)

In ultima integrald si facem substitutiunea

(19) e %

prin care se reproduce prima integrald. Putem dar scrie

i
Vic da

L J@—D (I =Ry

(20) S K zS

' 1
Pe segmentul (1, ﬁ) avem

ke | 2 | VE <t ;
putem dar aplica formula binomului

e s i i (Am 1)
2 2y R R e
Bl Sl 1+%"); o

Daca considerim formula de reductiune

@dy  In—1 g2
— da: + — da?n 1/ 2]
Ve 2n Var— 2n_

§i procedim ca mai sus, ob’;inem egalitatea

=9

k:.‘n $2n_

~

RSt
(21) K'=23 4 k2"5
0

1
+"[/ kZa 1P (—),

Pj (117) fiind polinomul (6) in care inlocuim 22 prin L De alta parte,

k

avem expresiunea

S =.—lo — 4l
L e b gy
in care trebuie sa dam logaritmului valoarea sa principala 1y
cdcl numai astfel membrul intaiu este feal s1 pozitiv daci k, fiind
real 5i cuprins intre 0 si 1, luim pentru V& si 1/T—Fk valorile lor
pozitive.

j & 2 S r S
Sﬁ 8% o A4V R 1 AHVI—R® 1 1+Vi—%

s |

') Valoarea principala a logaritmului unei cantitati x = geie este. defi-
nitd “de egalitatea log z = log ey —n< g =
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Pentru |[k| <1 avem desvoltirile

e e i g Dy e el 13... 2n—t) fent1
Vi_l““?(“??ﬂ.iﬁ‘*"'* oV, W e iy

1+V1~k_i(_£_ﬁ~ J
T g
1+V1—k . 4 A

Facand inlocuirile in egalitatea (21), obtinem expresiunea ana-
liticd a lui K’, in domeniul k& — 0 a cérel forma este

(23) K'=[1+ Z g2 k2") log £~—P (A 2 K log i—P (%2),
. 1" k 7 ke

P (k?) fiind o serie intreagd de k* cu coeficienti numere rationale,

convergentd in cereul |k | =4, ai chrei primii termeni sunt
1 21
R 2
(24) P (k?) 4k+27k S

Faptul ci seria P contine numai puteri pare ale lui k se justi-
fica prin aceea ca integrala K’. prin definitiunea sa (12), este func-
p =} 2 p 7
tiune de %2 si primul Jermen al membrului al doilea (23), in virtu-

fophcaid

Tot ce s’a épus despre integrala K’, in domeniul & = 0, se aplica
integralei K, in domeniul & = 1 sau A — 0. Este de ajuns a per-
mutd k cu & si K’ cu K. Avem aga dar in domeniul punctului
K=o, k=1 '

i 4 it &k E
(25) K= (1 +2 ag;k%) log gz —P (K%)= ~K'log - —P (k3.

tea relatiunii log N log 1?2 » este de asemenea functiune de k2,

204. Desvoltarea in serie a functiunii sne in domeniul originii.
Derivand ecuatiunea :

2 \
y(dw) = (1—a®) (1— k2%®) =1 — (1 +42) 22+ k%4,

dy
P e TS
!) Pleeind dela egalitatea
1
d 1 T
El/i—-x—- ~—-2-(1 —z)
1 -
=i 1+ a; z+a, 2. tfanan+...),
integrand, obfinem
— 1 A Th R e e zn+1 - 13... (2n—1)
l/'l—-x—i-——?(z-l—al? +a2?+..._+a,,n+1+...) , Bp = —m-
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obtinem

2
‘%‘2’ = —(1 +k)z + 2023,

Pz 2 pe.e 0
t W————(i-l—k 6 k w)dv’ :
d*x " d*z o, dz

5 3 2
‘;Tﬁ = —( +i2—6 ka2 % +24k2z‘27‘§ + 12K (d—’fr,

...................

Facand ¢ = 0, prin urmare & = 0, obf{inem

da - srda® e -
i Gt SES A —| = /o R R R
(@1 (@)=~ (), -arars

derivatele de ordin par fiind toate nule.
Desvoltarea ciutatd este aga dar de forma

1+k2 3 1+14k2+k4 5 A A2n+-1 2nt1
31 9 ——5!*9 e m" +...,

SRY: =1 ——

coeficientii asniq fiind, precum se recunoaste lesne, polinoame de
&% cu coeficienti intregi. Aceasta desvoltare este valabild in cercul
cu centrul in punctul ¢ = o i trecand prin polul cel mai apropiat.

205. Plecand dela ecuatiunile diferentiale ale functiunilor cny,
dng, obtinem desvoltiri cari contin numai puteri pare ale lui ¢:

=) —bz 2 b2n an
cnv-—i—l—z—!s —{—...-{—WV e
SR s
dny 1+2!v +'”+(2n)!‘ e

coeficientii bz, cs, fiind polinoame de k2,
206. Ecuafiunile sne = sna, cny = cna, dny = dna.
Din formulele

sn (2k—¢) = sn v, en(+¢)=cne, dn (+v) =dno

conchidem, tinind seamd de perioadele primitive ale celor trei
functiuni, ¢ solugiunile ecuatiunilor

sne=sna, cny=cna, dnyv=dna, a # 2mK +(2n+1)iK’

1) Din Z—‘: = o e rezulta(%%] g
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sunt date respectiv de ega]itéﬁle
v'={a+4mK + 2mK',
—a + (4m+2) K + 2niK’;
¢ =+ a+ (4m+2n K+2niK';
¢ =+ a4+ 2mK + 4niK’.
Rédécinile considerate sunt simple, exceptind respectiv va-
lorile urmatoare ale lui a:
+ K, £(K +2KY,
2K, (K+iK’), 3K + iK',
K, K + 2iK’, 2K 4 2/K’,

R e
I

9,
o,

abstractiune ficand de multipli de perioade corespunzatoare functiu-
nilor sn, ¢n, dn. Aceste valori dau ridicini duble, c#ci ele anu-
leazd derivatele functiunilor respective.

III. FORMULE DE ADITIUNE PENTRU FUNCTIUNILE

sne, cng, dne.

207. Funcfiunea sne. S& considerim functiunea

b

‘ &
] . s
(1) o S Al PR et |
a fiind o constantd F K, iK' K + {K'. Aceastd functiune este
pard si admite perioadele 2K, 2/K’.
Se recunoaste lesne ca f(¢v) n’are poluri decat cele ale numiri-
torului, cari, abstractiune ficiand de multipli de perioade, sunt

date de expresiunile
v =+ a+ K.
Polul numitorului, ¢ = {K’, anuleazi numdrétorul, caci avem
sn (a + 1K") = sn (a—iK').
Punctul ¢ = iK' este asadar un zero dublu al functiunii f(e); el
nu poate fi de ordin mai inalt, cici, in paralelogramul (2K, 2/K’),

f(¢) are doud poluri simple.
S& introducem acum funcfiunea

@(v) =1 + asn,

a fiind o constanta diferita de zero. Aceasta functiune are aceleasi
perioade §i admite, abstractiune facind de multipli de perioade,
unicul pol dublu ¢ ={K’. Si determinim « astfel ca functiunea
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@ (v) sd se anuleze in punctul ¢ = ¢ + iK’; ea se va anuld atunci

‘i in_punctul ¢ = —a + {K’. Trebuie dar si avem
1+asn?(a +iK') = o,
: CES 1
sau, in virtutea formulei sn (a + iK’) = 3
k sna
a
g
k2 sn%q
De unde, pentru functiunea ¢ (¢), expresiunea
2) @ (v) = 1—k2%na sn2p,

Produsul - f(p) @(¢) neavdnd nici un pol este o constantd. Avem -
dar -

sn (¢+ a) + sn(v—a) C

sng 1—Fk2%sn2a sn2

Facind ¢ = o, obtinem C = 2 sn’a. ’
Avem asd dar formula

(3)

sn (v + a) 4+ sn (¢—a) or 2 sn'a
sny 1 — E%n? sn¥

sau, {indnd seami de relatiunea
sn'a-= cna dna,
avem formula fundamentali

2sny cna dna
1— k2%sn2a sn? ¢

4 ° sn(v+a)+sn(v—a) =
Permutand ¢ cu o, avem

. 2sna cne dne
(). sn (¢ + a) — sn (v—a) = L e St

Adunénd aceste doua egalitati, obtinem formula de adifiune

sny cna dna -+ sna cny dny

(6) g _= 1 — k%sn2a sn2p

208. Formula subsista si pentru valorile excluse ale lui a. Cici
ambele membre ale egalititii (6) fiind funciuni analitice de a,
egale pentru o infinitate de valori ale acestei cantitdti, sunt egale
si pentru acele valori particulare. De altmintrelea, pentru valorile
a =K, 1K', K + 1K’ avem (§ 199) expresiunile

(e K) =2 om0 + 1K) = o on (04K +iK)=

sny k cne
cuprinse in formula generala (6).

¥-DAVID EMMANUEL
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209. Funcfiunea cng. Avem

G o) A A o (1—k%snasn?v)>— (sne cna dna +sna cno dne)? -

(1 — k2sn2asn®v)?

Insa
1 — k? sn?a sn® = 1 — sn% (1-— dn2a) =cn’ + sn’vdn2a
= 1 — sn?a (1 — dn?0) = cn2a + sn%a dn2.
Inlocuind primul termen al numéardtorului (1 — k%sn2a snp)?
rin produsul (cn n?v dn?a) (cn’a + sn?a dn?v) avem
produsul (cn® + sn? dn? a + sna dn®
(ena cny — sna dna sny dny)?
(1—k2sn2asn’v)?

Extrigind ridacina patrata si observand ci pentru ¢ = o, am-
bele membre trebuie sa se reducd la e¢na, obtinem formula

cn? (v + a)

cna eny — sna sny dna dnye

(7) enfo i a)y—

1—Fk* sn2a sn’
210. Funcfiunea dny. Pentru a obtine formula de aditiune a
functiunii dne, plecam dela egalitatea
dn (v + a) = 1 —Fsn?(y |+ a)
(L — k%n?a sn%)? — k2 (snv cna dna + sna cny dng)? £

= Y (1 — K® sn2a sn%)?

Insa
1 — k? sna sn?¢ = dn? + k%sn?v cn?a
- = dn®a + k*® sn®a eno.
Inlocuind primul termen al numérdtorului prin produsul
(dn®¢ + k2sn?o cn’a) (dna + k%sna cn?¢), obtinem
: dna dny — k? sna sny cna cny)?
dn (v +a) = ( s

(L — k2 sna sn?v)

De unde, exiragind radiacina pitratd si observand ci pentru
¢ = 0, ambele membre trebuie si coincidd cu dna, avem formula

dna dny — k%sna sne cna cny

8) dn (v+a) =

1 — k*sn*a sn®
211. Facénd v=a in egalitatile (6), (7) i (8), obtjinem egalitatile

osna cna _dna
SnPa =L e ey
1 — k2 sn*a
en?a—sn2a dna
3 (9) cn2a = ’
‘ 1 — k2 sn*a L

dn?a—k? sn?acn?a

1 —k2snta

dn2a =
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CAPITOLUL XVII.

Expresiunea fun ctiunilor fu, pu prin serii de functiuni
simplu periodice.

Functiunile ou, o, u exprimate prin produse de funcfiuni
simplu  periodice.

FUNCTIUNILE Cu, pu; ou, oqu.

212. Funcfiunea fu. Seria dubld care defineste functiunea lu
(I1, 137) se poate, printr’o grupare convenabild a termenilor, trans-
forma intr'o serie cu un singur indice. Si facem substitutiunile

b ol EREOD
(1) 2—0)1‘_“5 T3

seria considerati se va scrie
1 1 1 1 2

S e e P S S ) S

L 20,0 ' 2 @y ¢9— (m-+nz)  m + nz +(~m+nz)2

S& reunim in membrul al doilea, de o parte, tofi termenii in
cari n =0 si, de altid parte, toli termenii in cari n are aceeag va-
loare oarecare diferita de zero. Reprezintand prima sumi prin s,
cea de a doua prin s, si findnd seama de egalitatile

21 =2 +® 1 w2

= —_ = 1
1m2 67 T s m)e sin2nm’)

. —1—2'( . +—1—)=ncotnv;

14

v—m  m
+Z"oo 1 1 2)
m_=_w[0——nt—m+n\t T m] = n[cotn (¢ — nt) +cot nm:] 2

vom avea
: 3 7% 7ot wo
e e
6w, 2 o
p w2

S ST
" 2w sin?nar ' 2 o,

[ cot (0 — nz) + eot nt .

o 1

T $i seria X m, absolut si
—w

1) Diferenta dinfre functiunea
uniform convergentd in tot planul, exceptand polurile z=—m, este, precum se
Tecunoagte lesne o functiune olomorfi in tot planul, Aceasti diferentd se re-
duce dar la o constantd, a cirei valoare este nuld (I, pag, 380—1). Inlocuind
T prin a7, obtinem egalitatea de maj sus,

) I p. 382.

16*
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Raportul 7z al perioadelor fiind imaginar, seriile

& o,

Cepoyee o
Stn® nmwt

2| cot 7 (9 — nv) + cot nzvr | = sin o 3’ — .1 :
sin nar sin 7 (¢9—nr)

sunt absolut convergente. Este de ajuns a proba ci cea dintaiu

din aceste doud serii este convergentd, de unde, in virtutea ega-

litati

sin 7 (¢ — nr)

lim -
sin nar

n=amw

=1,

va rezultd cd si cea de a doua este convergenti.

Punand
mr=a+1f, psto,
avem 3
3 X e——nﬂ + ma_enﬁ—ma
Sin Nt = 2 : 3
de unde egalitatea
% 1 1 2

- <__.
[sin®nmr| “n2pE’

care Justifici convergepta seriei considerate.
Avem asadar egalitatea

2’| cot 7w (v—nz) + cot na |.
: _

T T :
+2—(D1 cot e +2—a)71

6 | sin?nar

- Ficand ¢ =% si observind ca termenii sumei [ cot (%—— nt) + cot nawe |,

corespunzétori la valori ale lui n egale si de semne contrare se dis-
trug, obfinem )
7k [ Sl i

4 N i ST R

(4) " 2 @y [6 +§sin2 nnz]

Egalitatea (3) devine
7
20,

4

oo, 2'[ cot a(9--n7) +cot naz |,

(5) Cu=2m0+— cotwp +

k4 T
=—— ot Y + ~—

e e 20, 204

2| cot 7 (v —nz) +cot @ (v + nz) |.
1
213. Funcfiunea pu. Derivind egalitatea precedentd in raport
cu ¢, obtinem i
M 72 +» 1

6 == Yo eel ‘
(6) (i -y +4w‘12 —» sin® w(v—nr) -
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: : e
Ficand succesiv 9= 2 5 +§ ’ g rezulti
: e 1
2
W= —ewif — X —
@1 g liEy e 6082 T
o 2 e G
(7) 7107 = — ;03 +Z Z,'m e ;
—Pgos? T
9 7.,;2 i j
Ny = —egoi + e —2 on—1 !
. . sin® —— 7z

214. Funcfiunea” ou. Integrand egalitatea (5) in raport cu ¢,
obtinem

ou sin s(v—nt)
log———— = 27,00,¢2 -}—Z’[log —&(——) +7e cot nm] .
¢ sin @y —sin nar

Trecand dela logaritmi la numere si ficand ¢ = o, gisim

1220
T

Avem agh dar expresiunea ciutatd a functiunii ow, sub forma
de produs simplu,

' 20 2 . sin 71(v—nz ;

(8)  ou=""12mww smnoﬂ'\.( ) AR

- @ —SLn nav

O altd formd a acestui produs se obtine, dacd grupim factorii
doi cate doi corespunzitori la + n $i tinem seamd de identitatea

sin @ (¢v—nw) sin (¢ +nt) =sin? mo— sin? nar.

Egalitatea (8) devine

- 1, 2o
2001 21,002 . ; Sin= my
(9 ou = ~ 1= i o IT f— ——
7T s sin® wnt

O a treia formé a produsului sub care se poate pune funciiunea
ou se obtine, daci inlocuim in (8) functiunile circulare prin func-
fiuni exponentiale,

Introducem notatiunile urmitoare:

(10) e — i =g
si observim c& putem, fira a restrnge generalitatea, presupune

|¢] < 4. Cici, punand

1) f
—2=q 4 i,
@y



246 CAPITOLUL XVil

avem
b
g
Putem totdeauna dispune ca b si fie pozitiv, schimband, daci
este necesar, semnul lui wg; ceea ce n’are influentd asupra func-
tiunii ou. Vom avea

inme="2_2
S = % ’
n  —n 3 2n R
sin nar =1 Ziq = 2;‘ >
n n _—1 2n _--2
G e et
sin qt(y—nt) oF 13 2
n_ . o—n_—i FEr oy 2n 2
sin n(v—i—nt):qz‘q,z_:iz e A
21 2q"
Substituind aceste valori in egalitatea (8), obtinem
) g1 Leog on oy 4 op 3
(11) S oy RS H(i ¢ 7?) (1-g*23%)
TT 2 1 = (1_q2n)2

Produsul II (1— '-’"-). este absolut convergent, caci |¢|<1;

de asemenea pentru orice valoare z, flmta si diferitd de zero, pro-
dusele

@n ow

I (1—g =), 1T (1—g 52)
sunt absolut si uniform convergente. Putem dar descompune pro-
dusul din membrul al doilea (11) in trei produse s1 scrie

(12) oy = 2_601 82771“’1“' P ” (d—g2 7.2) (1—g¢2n z—2)
7 il H (T — g2

sau

1 (1—2 ¢* cos 2np +q“")

(13) 2(01 _27,00,9* 1
11(1—q2ny2
1

ol == sin my
7T

215. Introducénd cantitatea ¢ in egalitatea (4), obtinem

o 72 1— q2n ]
o g (5= S l)
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expresiune comodid pentru calculul lui 7;. Valoarea lui 74 se
deduce din formula lui Legendre

17,1
(15) T W3— 73 @y = G

in care inlocuim 7 prin valoarea sa din (14).
Prin introducerea lui ¢ egalititile (7) devin®

va

: 1 ® g
s e
(16) MO=—e, 0 +27 ‘?m’
2 2A 3 g
Mmoy=—e;0;—2n ‘1‘? m J
216. Valorile funcliunii ou pentru U=wq (¢=1, 2, 3), Ficand in
lweo 1 o,

9 . 5 — obtinem valorile o,
2 oy -2 w -

formula (12) succesiv v:i,
0wy, 0w, sub formi de produse.

1°. ow,.— Facand v=2i, prima formulj (

10) da z = i si formula
{12) devine

Iw] (1 + g2n)2
Tmho
(17) PR e pd s Sy
1T (1 — g2n)2
1
tras T 1
2°, gwy.— Pentru U S formulele (10) dau z=e 7=g?,
1
;i i 5
Ducand valorile v=%, z=q* in egalitatea (12), obt{inem
2 £ a
. 1 “’_3 H(1—q2"+1) H(l_qzn—l)
owy=—L o™ w, g H(1 g1 1

(1~ g2y
1
Insd din formula (15) rezulta

2 T
3 T
M, et 5

(18)

Ducand aceasta valoare in ex

presiunea lui .awa si Ficand sa intre
factorul (1 — ¢)

in primul produs al numardtorului, avem

0

— g2n—1\2
.wle%nsws —%I,I(i ? ),

(19) o

11{1 — g2ny2

1
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" g 1
3. Fie ~v=i &=——1———L; prin urmare z=—iq >. Ducind

2 w; e

aceste valori ale lui ¢ §i z in egalitatea (12), avem

ol I+ (1 4 gint)
R L %771— —‘;‘ ’ oz :
S mano e g (1+9) gy

1

Insd din formula ;

T
(20) N 03— Wy e
rezulta
w3 LT 0, ST
(21) ’71w—1—772 Dy o5 aTl—ﬂz 0 1—7(1 + 7).

Avem asa dar
1 2n—1)2 %

(22) (7602=——(%¢»:2%wz WQ%HT\(%E__Z%)J ) (V i=ei4)-

217. Funcpiunile oq u.—Vom caleuld succesiv produsele functiu-
nilor 6y, g, 05, cari nu pot fi cuprinse intr’o singurd formuli; cici
perioadele 2w;, 2w,, cari in produsele duble intrd in mod simetric,
figureazd in mod diferit in produsele simple.

; —Mu
: . o(utw
1°. Functiunea 0, u=e kg
0w,
D LA > = u -
A miri u cu w, revine a miri ¢ =94, % 5> Prin urmare a
o
1

inlocui z=¢". prin iz. Ficand aceste substitutiuni in formula (12),
avem '

— _201 o (24+4) 2421 I (1+q2g2) T (1 +q%272)
55 o (u+aw,) e ) IT (1— g%
Divizand aceasts egalitate cu ow; (17), obtinem
u—Zn ot 24zt I +¢23?) H(1 4 ¢2z—2)

(23) 01 2 II (1 +q2n)2 ?
sau Y
2,0, 2 1 +2¢% cos 2mp + g'n
(24) ou =e 71019 s T ]1] q(1+q2n)2 q !
20. Fuﬂc‘;iu'nea Oy U =e_773u EM o

00y
A X . %t T oS . .
A inlocui w cu u+wy revine a mari ¢ cu Gy inlocui z prin
1 ! e : e sk
9% z. Prin aceastd inlocuire avem, in virtutea egalitatii (15),

27y @5 9 =213 0, ¢ +i0 =715 U+ i7r0.
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Facand substitutiunea si tinand seami de egalitatea (18), for-
mula (12) devine

-

— W7 270,90 Ingo, —1 1 (1——-q2"_'1 z2) 7 (1—q2"_rl 2—2)
e a(u+w3)=Lﬁe bl T (1= g2y .
Divizand ambele membre cu oo, (19), obtinem
; "ﬁ (1._§2n_.1 22) 11 (1— g2n—15-2)
25) e AN = ! , )
II (1—gon—132
i
sau ]
2y @192 2 1—2 g*—1 cos 2mp + gin—2
(26)  ggu=e" M 117 (1— g1y ;
3°. Functiunea g, u=—e 7% 2t P
ou
; . i 1 -
Inlocuind u prin u +w,, adica ¢ prin 0_7_“;_’ z prin valoarea
ey
corespunzitoare —izg ° si, {innd seami de egalitatea (21), formula
(12) devine
, - 4
: I7 o= 2n—1z2 77 1+ 2n—1 ,—2
2 U 0(u+w2)=—-%1 82771‘019' e"f"]zw; i q‘“% 1 Ly ) 1 i )

ﬁ (1_ an)2
1

Divizdnd ambele membre cu 0w, (22), obtinem

IT(1 4 gon—1 2 12—t 2y |
(27) a:,‘(u)=e2mw“)B '( i i —lL)

b

ﬁ (1 +g2n—1)2
5 i
sau

3 29 w02 2 % +2q2n—1 cos my % q/in——ﬂ
28 - 142671 00 Qg2
e (28) 0y (u) =e ]1] a g
218. S& punem

9o =11 (1—¢°n), (1+¢%m,

(29)

92 =

=11
1
(1 ‘[‘92"“1)7 93=117

- Ne = N5

@y

Aceste produse sunt absolut si uniform convergente pentru
toate valorile lui ¢ cari satisfac inegalitatea lg|<1;

; ele repre-
zintd dar functiuni olomorfe in interiorul cercului | ¢'| = 1. Aceleasi
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produse privite ca functiuni de 7, sunt olomorfe in semiplanul
situat deasupra axei reale a variabilei 7. L8

Multiplicand intre ele produsele situate pe aceeas linie orizon-
tald (29), obfinem :

@0

% q1=117 {d~igin), s 9'3=111 {12y,

Produsele ¢, si 90 91 92 93 contin aceiasi factori; avem asa dar
90 71 92 93=9p, de unde egalitatea

(30) 9193 93 = 1.

Introducand aceste notafiuni, formulele (17), (19) si (22) se
seriu

20; 1y, q2
0wy = 1,2 11 19%,
0
0y — Ypw, g2
(31) 00)2 e l;‘lq 462772 2%!
0
1 2
=t 1 ~1 77393 43
0(1)3—L & q q—z—"
. 7 2

219. Cu ajutorul acestor expresiuni, valorile radicalelor Vea—eﬂ

(§ 188) devin, {inand seama de egalitatea (30) de mai sus,
«

. 2 '21' ok
Ves—es=—i 1/83_'82=—Zu: q % %

1 Ver—es=i |[eg—e, =Q% 7% 95 P>
> 1 5

Vel

Aceste radicale sunt asa dar functiuni uniforme de raportul z
al perioadelor.

7
ot o 2. %
Fo—aml Ve2_'el—' 9 95
= 20

In cazul cand o, si 73 sunt reale §i pozitive, g—e"" este real s1

cuprins intre 0 §i 1; prin urmare, cantitédtile gy, q;, ¢5, g5 sunt
reale si pozitive. De unde rezultd ci, in acest caz, radicalele

V"l—ez , €j—é;3,

sunt reale si pozitive, iar radicalul

Vez_ea
este real si negativ. i
Egalititile precedente ne permit a defini, in nod univoc, radi-
cinile de ordinul al patrulea ale diferentelor e;—e,, e;,—e,, e —ej.
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Observim mai intai c& acestor radicale nu se pot da decat doui
valori egale si de semne contrarii, ale caror pdtrate sunt membrele
dintai (1). S& mai observim c#, daca luim dupa voie semnul unuia
din cele trei radicale, semnele celorlalte sunt determinate. Cici,
din produsul a doua din egalitédtile (1), de ex., a celor dintai,

(70 Y2 4 %
Veo—eg Ver—eg=— (w—J] 9° ¢t qt ¢,

RS

* deducem, luand V—1¥ei :

4 4 por
V V S R TR
€ar=¢€3 31”‘32—lw1 9 % %4 95- .

Semnul produsului fiind determinat, semnul ce se di unuia din
factori determini semnul celuilalt factor,
Putem dar pune

% 1
X !/ Tl
Lez‘—es =2i 27)1 9 % 9,2:

4 1
9 JT 2 1 4
(2) Vei—e;= l/ T, T0 02 g =e

4

V 44 q2,
e—e, = — 3.
1 € 20 Te

Semnul radicalului ]/ 2% poate fi luat dupa voie, insi acelag
L
in toate egalitatile. Radicalele Vea—eﬁ astfel definite sunt func-

{iuni uniforme de 7.
Din egalititile precedente rezulid, pentru riddcina a opta a
discriminantului ’

4=16 (e,—ey)? (e— e3)* (ea— e3)%

expresiunea

8 4 4 4 e
(3) V—Z=V_:Z Ver—ez Vel—es V52_33=i1 Z 9% qﬁ.
; e i AT

220. Am definit modulele k, " ca radacini patrate ale ex-

presiunilor

: €y —ey- é;—e
(4) 53 ’1‘2=*2‘ 3> It'2=*1 2’
e e, é{—e;

cu condifiunea ca partea reald a acestor radicini si fio pozitivi,
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196). In virtutea acestei definitiuni, luim

(

5) kz_Vezﬁes, kr__l“‘h—"z ;

Vel—e3 _AVel—eg‘ i

S P Jo i . Wy
caci, precum am vazut mai sus, in cazul cAnd ®; §1 —> sunt reale
i

—_

§1 pozitive, radicalul ]/ez—-es este negativ, iar celelalte doua sunt
pozitive. Substituind in locul radicalelor valorile lor (1), avem ex-
presiunile

1 4 4
6 k=4q® (ﬁ : k':(ﬁ 5
©) L 92) ‘12)

de unde, ™n virtutea aceleas definitiuni,

@) Y2yt (?] - ()

92
Din a doua egalitate (1) rezultd, pentru cantitatea
K=o, Vel_e:iy
valoarea
®) K=5 6 ¢
de unde expresiun;a
© X epa

Multiplicand egalitatea (3) cu ou (12) (§ 214) si egalitatile (2)
respectiv cu functiunile o,u, 0, ou date de egalitatile (23), (27), (25)
(§ 217), obtinem expresiunile urmatoare ale celor patru functiuni ¢

/g ﬁ?au:}ﬂw;"’ (z—.zfl) ql/‘qol?(l—qg"zz) (1—gnz—2),

A 2771'1763—630114:@2‘01601" G q‘/cq‘)]? (14 gona?) (1 + ging—),
| % i;el—e3°2“=32”lwlvzq°{} (1+¢°12%) (4 +¢—1z-2),

| ? om0 ‘Iol? (L= gon1) (1 —gon—15-9),

221. Formulele (2) (3) (§ 219) si formulele (10) (§ 220) au
fost stabilite plecand dela doud perioade primitive (204, 20,).
Este util a' avea formule analoage, corespunzitoare unui sistem
oarecare de pericade echivalente (2, 20s).
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Fie
Oy =aw;+bws,  By=cw, +dw;,  ad—be=1,
(1) B + @y + By =o.
S& punem
(2) pd; =e;, pd')2=€#, pig=e,,

indieii 4, u, » primind, intr’o ordine oarecare, valorile 1, 2, 3 de-
terminate de coeficientii a, b, ¢, d, conform tabloului (9) (§ 187).
» & I AR @
Este esential de observat ci coeficientul Iui 7 in raportul cT_)§
- 1

5 () SR
are acelag semn ca in raportul —2, precum se recunoaste imediat.
L3

Pentru a obtine formulele corespunzatoare celor considerate,
este de ajuns a inlocui in acele formule semiperioadele w;, w,, Wy
prin semiperioadele transformate @y, @y, B i, in acelas timp, can-
titatile construite cu ajutorul celor dinta Prin expresiuni construite
in acelas mod cu ajutorul celor din urmai,

“Asa dar, inlocuind Wy, Wy, @y Tespectlv prin @, @,, @z, vom
inlocui 7y, 7, #, prin transformatele corespunzitoare 1> Tlos a5
determinate de ecuatiunile

’?71=a’71+b773, g =cny +nd,, T+ +ig=01).

In acelag timp, vom inlocui €1, €, e3PTIN ), ¢, ¢, si funciiunile
transformate :
01 (u{cﬁl,cﬁ3),‘ O (“15‘31,(53): 95 (u]@y,@),
le vom scrie
o] (ulwhwa)’ Ou (ulwlsws)r Oy (u!wl)wa)1
sau, mai scurt,
w

03U, O U, O,u,

subinfelegand perioadele initiale,

Lantitatile
A u W 17T

(3) $=g A e =2, g=¢ ,

@y oy

se vor inlocui prin
sl o 7] _imt

(4) "=ZT, 15=:.—3, g=e

Qg (57 oy

1)V, (§ 144),
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Pentru a nu incircd formulele cu prea multe accente, vom
pastra, in formulele generale, literile ¢, 7, ¢, fara accente; valorile
lor insd vor fi cele exprimate prin formulele (4). In fine, produsele

Go=1 (1—¢*), q,=II (1 +4%)
(5) - Sl
q‘2=117 [Fagiaty 93=]11 {de gty

pastreaza aceiag formd, ¢ avand valoarea meniionatd (4).
AplicAnd cele zise mai sus, formulele corespunzatoare formu-

lelor (2), (3) (§ 219) se vor scrie .

28— .5
— Veu—e=2i¢" q ¢,

F Foyrar sk

2.y
7

V = 2
)¢y = do 4,

(6)

2oy
I s S Y
~ 8

Ba MOyl g ik 3
7 nVA—quo'

Deasemenea, foymulele transformate ale formulelor (10} se
vor scrie
/81y 2 iy oy 02 1ora
wldon =G T T (1) (g ),
\ : ¢

Tt & e e
%Ve,u“% o/:uzle?”h wwﬁ(z_}_z,j) q4 qollz(1+q2n z?) (1+q2n z—2),

Doy L LA 5 & «
~w1V6,1~e,,oﬂu =e2771wlu2 qO{I(i""q%_l 22) (1 +¢2n—1 z—2),

| 2“654 2%, @y 92 o E
/?1 Voi—= g9y = o WL Q@ Lot (g 15y,

In toate aceste formule, elementele 9, z, T §1 ¢ sunt definite de
egalititile

& iny _ _ O inT
(8) v=poS g =g T=-S g=¢"
2@, @y

Obserpare. Discriminantul A este un invariant relativ la orice
transformare de perioade echivalente; nu se poate spune acelas
8

lucru despre radicalul }/4, a cirui valoare transformati difers
de cea dintaiu printr’un factor &, (e8=1), care depinde de perioadele
transformate.
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CAPITOLUL XVIII.
FUNCTIUNILE #(v) ale lui JACOBI.

Jacobi a introdus in Analizi o clasi de serii cari poarti nu-
mele de serii sau functiuni 9, functiuni simplu periodice ; in locul

Lo
(73
(331

acestor functiuni, Weierstrass a introdus functiunile g.

222. Seria 94(¢). Pentrua forma seria ce se reprezinti prin sim-
bolul 94(¢) si a gisi in acelas timp relatiunea ce o leaga de func-
flunea ogu, si plecim dela expresiunea acestei functiuni sub forms
de produs simplu (12) (§ 215). ;

1 5, u?
I 9 e __j'_z_"z_lm-___wz2 1 — g2n z—2
TR R,

u 7Ty inT =2 9
AT o e S :90=11](1—qn)’

si sd cdutdm a transforma membrul al dojlea Intr’o serie de puteri.
S& punem

RIEE AL e e  i  ra
In virtutea ipotezei [g]<1, produsele

I (1~ g, 11— ¢ 22

1 1

sunt absolut si uniform convergente, cel dintiiu pentru orice va-
loare finitd a lui z, cel de al doilea in tot planul, exceptind pune-
tul z = Q.

Functiunea ¢ (z) este agadar uniforméa in tot planul z, neavand
alte singularitifi decAt punctele z — 0, z = %, cari sunt puncte
singulare esentiale; prin urmare ea se desvoltd in serie Laurent,
convergenta pentru orice valoare finita z exceptand valoarea z = 0,

Functiunea @ (z), definits de egalitatea (2), satisface relafiunile

@ Pl == (),
© v

Din relatiunea (3) rezults ei desvoltarea acestei funcfiuni in
serie Laurent contine z numai la puteri impare si este de forma

+ =
(5) @lgr= YA e,

din relatiunea (4) rezultd ci termenii seriei, in cari exponentii lui



256 & CAPITOLUL XVIII

z sunt egali si de semne contrarii, trebuie si fie egali si de semne
contrarii. De unde deducem, pentru ¢ (z), forma

(6) (2 (Z) = E‘An (z2n+ 1 ,—@n+ 1)).
0 :
Determinarea coeficientilor A,. Si consideram produsul

M) on) == H0 = gt — ),

a cdrui limitd, pentru m = 0o, este funcfiunea @ (z). Putem scrie.
sub forma de sumi,

(&) @ (2) =40 (Z_Zﬂl) +a,1(23——z—3) ke —'r'am(zzm'H — z_(zm“)) .‘

Coeficientii aj, (k =0,1,..., m), variazid impreund cu m si
avem lim a = A; .-Cici: 1° oricare ar fi valoarea finita a-lui z,
M=

exceptdnd z=o, existd un numir intreg pozitiv u astfel ci pentru
m > @ avem

|9 (2) — om (2) | <e,
€ > o arbitrar de mic; 2° desvoltarea este unici.

Intre coeficientii a; existd o formuli de recurenid, care se deduce
din egalitatea (6) in care inlocuim z prin gz. Obfinem astfel iden-
titatea v

1 1—g2m+2 2

2

Pm (q7) = — p 1_—_qm—z—7 Pm(2).

sau
(9) (g2 —@®™ 1) @m (g2) = (¢*"+%%—1) @m (3).

Sa inlocuim @ (z) prin expresiunea sa (7), precum si @ (gz)
prin aceeas expresiune in care scriem gz in loc de z si si egalim coe-
ficientii lui z%*1din ambele membre (9); obtinem egalitatea

: 2m+2k-+2 2m+2 )
ak;lqm‘—ak q = Q19 e ag ;
de unde /
2% (" — g2m—2k+2
g T )
(10) W T T ] = geenmers -

Dénd lui k valorile 1, 2, 3,... k si facand produsul egalitatilor
(10) asa obtinute, gasim
(12 (1= g3 . (1 gin—s?
(1—g¥F) (1—g2mte) | (1 g2mr2it2) @

(11) @ = (—1)k gttt

s1 facand k = m,

(=g (=) (g
(FEgins S Egp ey eaifars) 7

(12) am=(_1)m qm(m+1)
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De altd parte, egalitatea (7) ne' di direct valoarea : coeflclen-
tului puterii celei mai inalte, z27+1 care este

(13) £ G — (_1)m qm(m+1).

Avem asa dar '

(=g (gt by, (gl
(1__q2) (1_94) 5 ) (1__q2m)

4~ 4 =

sy 3
Produsul II (1 —g¢®) fiind absolut convergent, la un ¢ dat

corespunde un numir intreg pomtlv 4, astfel ca pentru m = u,
avem inegalitatea

2m
II (1= gom¥2) .y
n=im+1 -
de unde rezultd cd numirdtorul membrului al doilea tinde catre
4, cdnd m tinde catre infinit, astfel ci avem

(15) Ao=lima«o=—'ﬁ-=—§

Deasemenea, ficand, in formula (11), m = oo si inlocuind
ol : : SR
lim ay prin = obtinem, pentru orice valoare finita si intreaga k,
2 £
y v : et (an
(16) Ap = lim a; = (—1)k gkik+1) Apg=——""— ghkt1),
m=ow ; 90

Desvoltarea functiunii tp(z), reprezmtata prin egalitatea (5),
este aga dar 7.

he 1 += q'%‘ ® T T
(A7) ¢ ()= — Z (—t) inttigntr= L5 2 gy int i o
QO—” do —» ;
1 - R :
q

3 4.8 : : 1,2 : {
=i —1\n glnt+5)" pl2n+1)ize AT
q 27 € s =0,
w1 T

Se reprezintd prin 9,(¢) seria

{185 L {91 () == 7(_1)171 q(n+%)i el2nt1)ize,

G1 upénd doi cate doi termenii cari corespund valorﬂor n §1—(n+1)
egalitatea precedentd devine :

(19) 9y (0) =2

o M8

(=) g8’ sin 20 +)no.

17 DAVID EMMANUEL




258 CAPITOLUL XVIII

Referindu-ne la produsul (2), avem, pentru #(v), expresiunile
urmatoare sub forma de produse:
1 z—z—1 =

(20) - 0y(0) = g —;— I (1—g™ ) (1—g™z?)

(21) 191(9)' ='%ide q% sin e ﬁ (1—2 g cos2my + q*7).
; 1

Introducdnd functiunea 191(;;) in formula (1), obtinem relatiu- -

nea

(22) e Toou=g g " B,

care leagd intre dansele functiunile ou §i 94().

223. Pe langa functiunea 94(¢), care corespunde functiunii ou, se
considera functiunile 95(v), B4(v), Fg(¢) corespunzitoare funciiu-
nilor oy, o,u, ozu. Vom deduce aceste functiuni din functiunea @,(v).

e

I

~

10, Funcjiunea 94 (¢). Sa inlocuim in formula (18) ¢ prin ¢ + -

L

sl sd punem

@) 00 = 0 (0 + ) 5

-~ -
vom avea egalitatea

+o  (n+L)® (2nt+1)ime
(24) = q( +2)el2 +1)ime,

—%

sau
(25) By(0) = 2 g q(n‘%) cos (2n+1) ze.
G

20, Funcfiunea O4(¢). Sa inlocuim in egalitatea (18) ¢ prim

1 : :
Vokg: —i—%, sau, ceeace este tot una, in (24) ¢ prin a-l—-—; ; obtinem
= 1)’ (n+l) (201
. (p T % i@ }2) 4, (V = ‘i) =2 q(n+7)+(n+2) e

Punand in membrul din urmi n — 1 in loc de n, avem

r 52 5% S o -0 2 onime
(26) ﬁl(u +%+;—)=ﬁ2(v +%] =g te Zq" 2 i

Seria din membrul al doilea se reprezintd prin 9y (¢):

+2  n? 2nimy
(27) Bold¥ie X ig ety

=0
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(28) Do) =112 > qmI cos 2n7e.
1

Intre functiunile 9,(v) sau d,(¢) si #4(¢) avem asa dar relatiu-
nile :

: 1 z Jie T : —L —ime
(29) 01("’_}_5‘*‘2—‘):'&2(9 +2——)=q e 293(‘)).
3. Funcfiunea Jo(v)- Sa inlocuim in egalitatea (18) ¢ prin ¢ + % ;
avem
+» St s .
ﬁl(p+%) Lo ks (—1)"q("+%' +n+ :fe(-n-H) iny

1 ; i
iq e 2( 1)n q(n+1)“e(2n+1) mv,
sau, scriind n — 1-in loc de n,

1 o &ia i
(30) o +2)= iq—fe—"'“Z(—i)"q"e~m .

L\9|N

Se reprezinti prm o(¢) seria din membrul al doilea:

+»

(31) - Bo(v) = Z (—1)"g" ™
sau
(32) Oo(0) =1 +2 2 (=1)"¢" cos Inap,
1

Intre 4, (¢¥) 51 P4 (v) avem asd dar relatiunea
(33) By ) =ig o).

224. Pentru a obtine cele trei functiuni # (¢) sub formia de pro-
duse, vom-face, in produsele (20) si (21) ale functiunii 9,(¢), substi-
tutiunile corespunzitoare considerate mai sus.

19, 94(¢). Marind ¢ cu —;—, z se inlocuieste priniz; obfinem ex-
presiunile
o )
Bs(9) =qoq* (z+z" ) ]I(1 +q 22)(1 +q—n —2)’
1

(34)

2, 2.
Ex Zqu% cos 7o I (1 +24"cos 270 + ¢"™).
1

*
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20, 9y(s). S& inlocuim in prima egalitate (34) ¢ prin v +§’,
ceeace revine a inlocui z prin q% z; obtinem
Byle-+5)=gor 7 I (144" (A5,
Prin urmare, in virtutea relatiunii (29) dintre 9, (v+ ;—) $1

o«

193(9):
Ef B(6) =g T (1447 5%) (1 447 7127
1

- (39)
=goIT (1 +2¢™" cos 20+ " 3.
A
i

3%, Gy(¢). Inlocuind in egalitatea (20) ¢ prin ¢ _,_Z');, B sniii 5

obtinem '
(s +%) =iqoq“%z"11i (=g =g ).

De unde, in virtutea relal;_i‘unii (33),
Po(9) =¢p H (1;—q2" —12.2)(1 —92"_’,-;—2)
(36) » va : :
“=q 117 (1—2¢"" "cos 270 +¢*" ).

225. Si reunim, de o parte, seriile, de altd parte, produsele
functiunilor #:
By{o) = p B (g i

=5 f(— bk !f)zsin(2n +1)7y,
0

+> 2 >
792(0) Uy q(n+ ) e(2n+1)t:w

—

=23 q('H% )2003(2n +1)7e,
i1

39 : For n* 2nigy
s(0)=2q" ¢
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@€

3 (v) =9q0q71simw (41— 2¢"cos 2mv o
1 - :

192(;;) =2 qoq%cos nvﬁ(i o 29 *cos 27y + q“),
4 A

Oa(0) =qoll (1 +2¢*™ eos 2mp+¢'"?);
2

Boe) =g 11 (1—20°" 05 2o +¢*2 -2),
1

226. Functiunile 4 (¢) sunt functiuni intregi; B1(¢) este fune-
tiune impara, celelalte trei sunt functiuni pare. Facand in formulele
precedente ¢ = o0, avem

9,(0) =o,
SR PSSR o o Eren
By(0) =22¢"* ¥ =24 (1= g™ (1 +4™) =247 gpq.%,

3 il 2n Snk 1 2
9) 03(0)=1+212q" =111(1—q A+ =095,

el 2

Gol0) =142 Z(—1)"q" = (1—g™)(1— g™ 1" = gog2.

Din egalitatile precedente rezulta
it 90(0)92(0)95(0) =29 4(ia45)?,
sau, in virtutea relatiunii (30) (§ 218),
I3
(%) (0)35(0)35(0) =24 * ¢;.

Derivand functiunea @(¢) exprimati sub formi de produs (2)
si facind ¢ = 0, obtinem egalitatea :

i

(5) #(0) =2 (L— g™ ~2mq" g},
Avem asa dar identitatea

(6) 9'1(0) =78(0)8,(0)84(0).

227. Observare. Este interesant de observat ci cele patru serii
¥ (¢) sunt cuprinse in formula

+ou e :
Fale) =(=1)*" Z(—1)" ("+§) (BTt e

in care indicii g, h primesc respectiv valorile 1, 1), (1,0), (0, 0),
(0, 1), astfel ca avem

Bua(0) =By(s), D1 ofs) = Ba(s), Bo,0(0) = 0y(0), Bo,1(e) =Ty (s).
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228. Madrirea argumentului ¢ respectiv cu 1gi 7. Dm tabloul (1)
rezulta relatiunile urmitoare:

Dyle+1)=—B(s), Dylo+1) =—By(s),

1
o Dyl +10) = By(s), Dol +1) = Byfe).
o +1)=—¢ "¢ Ty (0),
Dylv+7) =g & 279, (¢),
(2) o y=q 2( .
Oyl +1)=q ¢ " "Dy(v),
Bo(v+7) =—q ‘e "Dy (0).
De unde
(o +147)=¢ e 2, (v)
Bo(o+14)=—g e "By (0),
(3)
Gy(v+1+2) =g ‘e “"By(v)
Job +141) = —g e Ty (o).
B y : 7 147 SR
229. Mirirea argumentului respectiv cu 55 5 Din acelas

tablou (1) deducem formulele urmitoare:

1
2
1
, (" +T)') == (9),
(4) 5
1
Uy (" +§) = 9 (¥),
1
¥y (" ) 7) = 93 (v)
) T . —'}‘ —imy
% (w+ 7]=zq e Fy (#),
T -—'.}“ —im'.ﬂ .
192 V‘;—‘—):q Y 3(‘))'
- 2 _
) |
l] =q—i‘(——t'tu.‘9 (‘,)’
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1, 7)_ —te—iw g (o).
?91 (V—*_?_{_?)_q 3()

el .
0y (o4 g+ 2] =—ig e, (),
®)

252 »
¥, (v+i+ l)= W%e_im'az (#).
0 B 9 q -

; 5
By (v -l-1 - —T—) =iqg e ™y (v),

230. Ecuagiune diferenfialid. Cele patru functiuni 9 (¢, 7) pri-
vite ca functiuni de variabilele ¢ §i 7 satisfac una si aceeas ecua-
tiune cu derivate parfiale. In adevar, reprezintind prin 19(0 7)
una oarecare din ele, se verifici ecuatiunea diferentiala

< 029 (v,7) . 09 (e, 1)
(7) 52 = hi B >

231. Expresiunea radicalelor

o i i i 5

In virtutea formulelor (3) (§ 225), egahtaple (2) (§ 219) se
pot scrie :

1/2
7

4 o (e J=s
Ver—ea = B0} = 2ika® £ 0t ar i),

30, i,
% Vel—e3 =93(0)=142¢+2¢*+2¢°+...

T

& e el
Vz"’l Ver—es = By (0) = 1—2q+2¢*—2¢°+ . ..

de unde, in virtutea egalititilor ( 6) (§ 189),
il

dwl Ves*ez Vl e Vez—fs =iV‘T’9.2(O)

.L~| by

2(»1

= 7x 1
(8) / ! Ves_el i V‘ , ]/61 = O V_L“ l/‘ =

ey [ T R E
2w1 VeZ_el ~ Vi Vﬂ Vel_‘ez = Vi P9(0).

T T

Deasemenea, in virtutea formulei (5) (§ 223), egalitatea (3)
{§ 219) se scrie

1
1

S - . 2
@ |/ VA= 000 =2 s ispsng, ),

T 2w,
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Expresiunile radicalelor )k, V&, I/ ?:TK’ date de egahitatile (7),’si

(9) (§ 220) devin, in virtutea egalitatilor (7), si tinand seamd de
expresiunile (3) (§ 226,) )

i i 220 _ et +at+qTi. )
|~ 90). T+2g+ 2+ 2P+ 1.

() ] /f: Go(0) _ 1—2¢+2¢%—2¢9+ . ..
gl 930)  1+294+2¢F42¢4° ..’
1/2K sialidaie

(12) = 05(0) =1+42¢ 4204427+ ...

Putem obtine, peniru membrul intai al egalitdfii precedente,
o serie mai’ convergenti, adundnd a doua si a treia din egalitatile

(7):

. |/2w1 = tell) - Slo 2 (142452419 % 2g% + .. )
Vel—‘ea"‘vel*ez Vel_‘ea‘l'y‘?lfez

de unde
K

et d oS 19,16 19,36
(13) - L (1+2¢*+2¢164+2¢% +. . ).

-Din egalitatea (11) rezulti expresiunea

gy VK 90— 0y0) _2Ag+er+e+..)

14K 95(0)+0,(0) 1424 +248+ ...

Membrul din urmi al acestei egalitati nu difera de acela al
egalitatii (10) decat prin inlocuirea lui q prin ¢*; ceeace corespunde
la inlocuirea Iui 7 prin 47. Reprezintand membrul intéi prin [ si
punand 7 in evidentd, avem egalitatea

(15) yoty VE(47).
1+)® "
- Din egalitatile (10) si (11) ridicate la pétrat si finidnd seama
de egalitatea k2 + k2 = 1, rezulta identitatea

(16) 90(0) +93 (0) =85 (0).

232. Eapresiunea cantitdfilor eq, a invarianfilor gy, g, si a inva-
riantulut absolut J. )
Din egalitatile (7) rezulta
e 7 \2,, 32, a8 e
U0 o=e=(5o o0, aeo=ZY o40), ey =[] 2200

20, 20, 20w,
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- De unde, in virtutea relatiunii ¢; + e, + e; = o,

7 2
3 = (o) 15500 H040)],

(i) ser = ()" 03010401

B = — () T040) +940))

Adunand cele dintdi doud egalitati (17) si scizand a treia, ob-
tinem relatiunea (16) de mai sus.

Pentru a obtine expresiunea invariantului g, =—4(e;eq+epe5te5¢,),
sa consideram identitatea

(e1—es)® +(ez—eg) +-(eg—e;)2=2 ("1 +e; +e5)2—6 (3132 +eye;+egey) ;

de unde deducem

1
49) ey [ 10)+0.0) +010)]
Expresiunea inv. anantulm g3=4ele233 este

I
@) sl }(05Tﬂ' ) (Bot—82) (9% +0%).

Sa conslderam invariantul absolut

&
A

care, fiind omogen si de gradul zero in raport cu ®; §1 w5, depinde

J =

numai de raportulr=%, Inlocuind g, prin valoarea sa (19) si
1

descriminantul
4 =16 (e;—e,)? (ez—eq)* (e3—e,)?
prin valoarea sa dedusi din formulele (7), adica

21y - A 16( )(190«9219)

obtinem expresiunea
1 (05-+98 L A58
b (D9, y)°
233. Eapresiunea funcfiunilor o prin. funcfiunile 9. Intre
functiunea ou si functiunea ? (v) avem (22) (§ 222), relatiunea

(22) @)=

_ L e
M7 Zgigie ®an =) (u=2uy);

Wy
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Divizand ambele membre cu ¢ i ficand ¢ = 0, obtinem ega-
litatea

2)=a4 27g* qf =-9y(0),

care reproduce relatiunea (5) (§ 226). Relatiunea (1) se poate
dar. scrie

77,%’- A
(3) e 20 0u = 2(01 ;91,((‘3)-
1 ]
Sa dam lui w succesiv valorile o, — 0y = ;7 + 03, O, cirora
corespund valorile ¢ = %, %4—2 —; obtinem egalitatile
77:0.)1 = 1
¢ 2 00 = 2(01:: Eg; _2%::2'—-((00)),
1
_ Tho? 1+7
‘1 ] Qs ,'9 (0)
e 20 gg,=—-9 1( S + U8 :
(4) 2 Wy 3,0 20, q 37(0)
M
e 20 guy = o, ﬁl 7 = 2iw; ¢ + 50
#4(0) 9(0)
In virtutea formulelor
2 b ) .‘/
=yt (L n), gy 2 g TS 216,
(0N 2 Wy 2

egalititile precedente devin

Ny,
e—Twawl =20 192, (O),
s % (,(9)) (0)
= 222 Dy = — 2 o £ SN
(5) o T
?]‘ 3
o 5 0wz =210, ",(0)
%, (0)

Pentru a obtine relatiunile dintre func’glumle 0q u §i funciiunile
9 (¢), sa inlocuim in formula (3) u succesiv prin u + @y, u — oy,

U + w,, prin urmare ¢ respectiv prin v+_)~', g+ ;_ I, ¢ _{_;; re-
zulta
1 )2 R B | 0 »
¥ ’7("’2%_ o(u +a,) =20, = (‘, ) =2, 2,(‘ ;
‘ ( ) ‘29(1 (O)l—l—t) " (0? e 9 0)
; Thiu—w,) PR — L —imp Dy
6 €T T on.  O(u—m,) =20, 1 AT =De> e Sirid
= e Sl = 2/ (0)
5 e ¥ =L = v
ﬂ._ olu —}—(1)3) ")wl "91 (‘ +2) =2(’)19 3 3 L7§ 0([)(‘) :
-(Jl 191/ (0) 191 (O)
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Sa facem in aceste egalitati u = ¢ = ( 51 s8 dividem flecare
din ele prin valoarea care ii corespunde obtinem

I o(e by i)
e sthoa i3 )
o0, 7,(0)
Ny M, -
z —5— +22ug (0 — u — 179 Oy (9
) ¢ 50t AS mer We —imely(p)
G W, 94(0)
Nyu? /oD 3
e ol 08+ ag)  —imedy(e)
e e v O o J
o, 7 95(0)
Insd, in virtutea formulelor lui Legendre
T T
;B et B0 B dinate v Tl o wl—j :
avem
77:0):“ Nou “—imgp = — "0, — Yokt —<igey
e CN=—p e 3 Can Wil =g i'e g

De unde rezulta eapresiunile funcfiunilor 6 prin ‘funcjiunile 9:

> 2 o
ou = 2w, egmwlg 9 () )
} 1, O) .
21,0102 )
o = e . (O),
(®) 20,0,02 9 : (v)
Oyt = e
2 (O)
P ‘77]1“’1" 0 ((1)
¥, (0)

Expresiunile precedente se pot pune sub alti form#, inlocuind
numitorii membrelor de al doilea prin valorile lor date de egali-
tatile (9) si (7) (§ r’31) Obtinem egalititile

L L Mot
]’ ou=i¢ By (¢),
] ./_27/)— : . 2nwp*
/ _:z—l Vea—es 0, u=ie ¥, (6:'),
J ' e
< ) 17 [)(,) Ii/ Qma),vzﬂ () ( uw )
—ey Oyt = Pl
RN e e S 20,
20, 1 21),00,0°
;[—_zl Ver—eyau=e " 9(s).

Fiecarei functiuni ¢ corespunde o functiune @ al ciirei indice
mtrece cu o unitate indicele corespunzator al functiunii o; mdlcele
4 se 1nlocue§te prin indicele o. j
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234. Daca in locul perioadelor (2 @3, 20,) introducem un sis-
tem de perioade echivalente (2@;, 2@,), formulele [(7), (9), § 231 si
formulele (9) din paragraful precedent se vor inlocui respectiv
prin cele doud tablouri de formule urmitoare :

e snig S
o Veu—e =i, (0r)) =2i°¢ g5 2,

/ _n—l Ve;_ —e, =1, (0 'TI); %93, feis

(10) 155 4
C
_:,Z_l !leﬁ e =, (0 !ll)=90 93,
e i ' 7
/Tl J4 :2_671 30 | z) =‘5;9? 'H
/% V4 ou io 2P0k, (o1 | ),
] 2? !kl J 3 2~(‘(.)Vz~
/Tl ]’,e,u_evoj. i i (1 ltl):
() 5y <

5 ik o v
S V 27j,@,02 P
= 3

€ =60t = e (1 | 7),

7
@ 27}, @02
/—_Z—l Ver—epo,m=e 1%y 190‘(91 [ 7).

u Wy Ny 7 2 < 2
N=Hn T 2 g=e’ 5 gy=TMl (1—_gn
S T 5 g Tt

=0+ ), go= (14 ), g = A et

Indicii 2, 4, » sunt numerele 1, 2, 3 in ordinea determinata de
tabloul urmétor in care numerele a, b, ¢, d sunt date (mod. 2):

a:bive. dd u v
1”00 A1 g
s T B PR S T )
(12) R AT T
1S a0 22 80
ol al T B2 LR L
Dsedl T 0. 3oy 2

~ Functiunile o; u, 9u U 0y u sereferd la perioadele initiale (204, 20;.)
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235. Expresiunea produsului fj; &,. 7
Desvoltarea in serie a functiunii 9, (¢) dupa puterile lui ¢ este

3
By () =091 (0) + -0,/ (0) +

iar funcfiunea ou, desvoltati dupa puterile lui u, are forma
ou = U +a ud gy ut L,

Daca dar desvoltam, dupa puterile lui ¢, ambele membre ale
primei ecuatiuni (8), in care inlocuim 7, o, prin 7; @ si 1dent1f1cam
ambele membre, obtinem egalitatea

i3 i 1 9,7(0) #%1-3%24+5%6— .,
] Irvoanes e A
e 12 #,(0)  121-3¢+5¢— ...

Aceastd egalitate ca si egalitatea (14) (§ 215) determima

cantitatea 7y, fiind datd 2@, si g = ™7
236. Zerurile funcfiunilor 9 (v).
Zerurile celor patru functiuni ¥ (oft) sunt, in virtutea egali-
= S %l o
tatilor (8) sau (9), date de valorile ¢ = 9y, COTESpUnzatoare zeru-
)

1
rilor funetiunilor ‘ou, o, 02u og. Aceste zeruri sunt (7) (§ 183)

date de tabloul

functiunea zerurt -
() m + nr
(14) VNG m+{4nz
i) e
Bo (v) =4 +(Vn+ Lt

Zerurile functiunilor ¢ fiind de ordinul intaiu, rezultd c& zerurile
functiunilor @ (¢) sunt de: acelas ordin 1),

237. Expresiunea func;zumlor Cu, pu prin funcfiunile 9 (v).

Luéand, in raport cu ¢, derivata logaritmici a primei egalitdti
(8) (§ 233), obtinem expresiunea

(15) Cu-—i [4 N9+

20

19/1(")].
H(v)
De unde, derivand ambele membre in raport cu ¢,
0mwm"w+wnw}
92 (v).

Se obfine o formuld mai simpla, daci consideram egalitatea

1
{19 s e

(‘49}1 w; +
1

1) Zerurile functiunilor 9§ (¢) rezulta. si din expresxumle acestor functiuni
sub forma de produse ( (2)7(§225).
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e S 1 #,(0) z9a+1(v
) Ypacey ou 2o, 9 (0)8 () *

cuprinsd in aceleasi formule (8); de unde

1 [?9’1 (0)dq11(9)
4w, Pa+1(0) By ()

238. Expresiunea funciunilor sno, cno, dng.

Formulele (3) (§ 194) cari definesc functiunile sne, cno, dny se
pot scrie astfel '

2
(18) pu=e,+ J , (a=1,2.3), 8,=8,

(19) cny = — 3,

dny = SRS il P A
¥
l % (Vel_es)
Inlocuind functiunile 6 prin valorile lor (8) (§ 233) si tinand

seamd de relatiunea (ulVel——e3 K, ob;mem egalitatile

5 9, (0) i (ZVI()
9'1(0) 9y (2%)

(20) cny = 02 (O) m ?
* 2K
9 i)
Y3 |5
dny = % (0) o
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sau, in virtutea egalitatilor (6) (§ 226) si (10), (11), (12)-(§ 231)

>

9
sny = —E T (ZT‘)
T o) ,
e
(21) | cny = Vk—, : (R)
| ey
=)
7 V'kr ’193 (Z‘I,{)
% {3x)

239. Transformarea lineard a functiunilor (v | 7).

Pentru a obtine relatiunile dintre functiunile 9 (¢ | 7), corespunzi
toare perioadelor (20y, 2w,), si functiunile (¢]z), corespunzitoare
perioadelor echivalente (2@y, 2@,), ne putem servi de formulele gene-
rale (11) (§ 234), inlocuind, in primele membre, elementele trans-
formate prin valorile lor determinate de formulele (10), conform
tabloului (12), si eliminand, dupa aceea, functiunile ¢ intre ecu-
atiunile astfel obtinute si ecuatiunile (9) (§ 233) corespunzitoare
sistemului initial (20, 2w;).

Este deajuns a considera substitutiunile fundamentale

el 0721

s=(1 1) 1=(_] )
cu ajutorul cérora se poate exprima orice substitutiune lineard
(§ 125).

I. Substitutiunii 8

@) = Wy, @3 =) + o,

corespund valorile
g b =e3, & = e;

prin urmare

Vom avea dar
€=, e =¢€3 ¢,=¢e

Sl W — 0+,

V=2‘a)1 =T T =T+1, ﬁl=771.
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 Facand aceste substitutiuni in egalitatile (11) (§ 234) si tinand
seamd de egalitatea

/33—32 V Vez—es, §231);. :

de unde rezultd, pentru valoarea corespunzatoare a radicalului V4,

(VA)—']/z V6’1_92 Vel‘ea if’a_ez V 1

obtinem egalitatile

=2 L et

/& V;l V4 su=ie Lol Py (v |z +1),

s TR 2
Vi ]/_at—l Ves—e; ou=ie e 1. (" [z +1),

250,02

20 -
V—n_l Ver—e: 3l =50 By (v | +1),

1

f “Tl 4 AGiee 3 9 % 2 \
[ e
Comparénd aceste egalitati cu egahtatﬂe (9)' (§ 231), deducem
formulele de transformare

|r+1 ]/T B (v [7)

3

e (v le+l) =) 7 Bale]0),
Monn v|r+1) By | 7),
o_(c»lr+1 = P(r|a).

II. S& consideram acum substitutiunea T
O = W3, g = — o,
careia  corespund valorile ;
€ =¢e 6 =¢5 & =e);
prin urmare y
A=3, p=2, »=1.
Elementele transfornate sunt

Eri S . RO D 1
(3) hsle s las 0 o iy
Wy T
Wy [ 27,69, 27730)2 v
. =2_ =——p=— e= .
W3 Wy T S,
Insa, in virtutea formulei
1,1
N30y — N W3 =—=->
rezulta
2
s T

& —‘—2 Wy——3
773(03 7191 = S



]
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prin urmare .
(4) b 21],051912 2 827710’1"’_%:"'
Ducand aceste valori in egalitatile (11) (§ 234) si findnd seamy
de egalitaile (8) (§ 231), obtinem
_i)
: ¥

2 t 2 muzhiﬁv2
: | f g At 2
Vil =2VAou=ie Fag (—
7 T
17
2m,0,0% — o2 o
T, (

12w, &
Vi — 2V ey—ey 0gu=ie i
16303
A T
(5> . T 7 -
1.1/ 9% 2w — — 2 o
— | =2V e;—e5 0ou =e AR (*
V 1 T
i
27710)192*,%92 o
9, (

(; TR §
ST V?V%Vez-e301u=e | -é]

Comparand aceste egalititi cu egalitdtile (9) (§ 233), deducem
formulele de transformare:

_'i) :

T

N\ T

1,4

% (73 = = o ol

By (% ‘%] =3 V-—-? eg‘—« vaﬁo ("l’)a
(©) p i i-n(ﬂ

g5 (? —?) =J—iwe® (),

By (f —é) = V_—m?“’ 35 (]0).

Semnul radicalului J—ir este determinat de conditiunea ca
partea sa reald si fie pozitivd, cici semnul acestuj radical nu se
schimbd fard ca partea reala a luj (—i7) s&-si schimbe semnul ;
prin urmare partea reali a luj J—ir conserva totdeauna acelag
semn. Insd, pentru r=; §i v=o0, avem ¥, 0l =)1 9, 0]7); de
unde J/1=+1.

240 Ficand u=¢=0 in formulele (5), obfinem expresiunile

o Wy ( 1) 4 ( S i )
(7) Vﬁvel-02—02 0 l—? = q +q +q Zhi A ’
; 2a)3 AT 1 _Ez
8 —l?Vel—e3=19*3 (O ,—7J =4 +2¢+2¢4+2¢°+. . Hlg=er7

1 2w, :
) ‘1/ %’ Vea—ey=1, (0 l“%) =1-2¢+2¢*—2¢°+4...

18 DAVID EMMANUEL
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Adunand egalititile (8) si (9), avem

1 1
2005 P (0 l—?) 5% (O l—?)
m s 4 :
Ver—ey+i Jes—es

Inlocuind tn egalitatile (8) si (10) og)/e;—es prin iK' (§ 196), ob-
finem expresiunile :

(10

IR 1
(1) [ T=0,(0 |-1) —t42g 420002004
IK 2
12 AR e
(12) = 1+Vk( g*+2q )

a caror forma este aceeas ca a expresiunilor (12) s1 (13) (§ 231),
din cari ele se pot deduce inlocuind 7, k', K respectiv prin

LT
T

241. Formulele de transformare ale functiunilor 9 (¢ | 7), con-
siderate mai sus, se pot obtine fara a face uz de formulele generale

~ 4

(11) (§ 234) cari presupun, pentru radicalele VeaTeﬂ, un semn
luat dupa voie, de care relatiunile dintre functiunile # sunt inde-
pendente. 7

1°. S& consideram substitutiunea S, care constd in transfor-
marea

7 =7+1,

céreia corespund valorile

- amirl) ,% ,_% (/__ L/:t)
g=e =—q, ¢ =Jiqg \Vi=e?].

Substituind aceste valori in seriile cari definesc functiunile
?(¢) (1) (§ 225), obtinem imediat relatiunile (2) (§ 239).

2°. Cazul substitutiunii T este mai putin simplu; cici, in acest
caz, relajiunea dintre cantititile

L 1T
g=e T 5i q=e

nu este algebrica. Substituliunea T permuténd intre ele cantiti-
tile e §1 e; 51 lasand e, neschimbat, lasi functiunea s,u neschimbata
si permutd intre ele funcfiunile oyu si o4u. Pentru transformarea
radicalelor, observim ca prin permutarea cantitatilor e, sl eg, se
permuta intre ele patratele (ey — e5)% (e;—e,)?, iar pitratul (e;—e,)?
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se reproduce; de unde rezulti cx radicinile de ordinul al optelea
ale acestor pitrate, adici radicalele

4 4 4

Vame, Ve, Ve
sunt determinate abstractiune ficand de un factor, ridacina_a
opta a umta'gu Transformatele acestor radicale, precum si a radi-

calului VA se pot dar scrie

(f}ezTea) =& 1[76’1“02’ (f/ﬁ) =ty 1[7‘31_93
(1731_“92) =& Vez_eaa U}Z) = 8'172 :

numerele &, &, &, &, fiind ridacini convenabile ale ecuatiunii e8=1,
intre cari exista relatiunea & = ¢, ¢, &, In virtutea defmxpunu

(1)

8
radicalului /4 (3, §219). De unde rezulta egalititile

1 T

s B
U8 (?’—?) = V?:e i (¢fz),
(L2 —alze T a0,

(2) ; 1 [ 2%

: s B e
Uy (? ‘?) =82V“—’ e Uy (v]),

1y VLS

12 i |

9, (~

T

__) =&l7e® 9.

T
Aceste egalititi subsisti oricare ar fi valoarea lui 7 cu condi-

tiunea ca partea reald a luj % sa fie pozitivd 1). Facand ¢=0 §1
t=1, cele trei din urmi egalitafi devin
9 (0li)=e, )3 dy (0]0),
(3) B (0fi) =¢, |/ 7 9, (0]3),
' By (00) =& | i, (0},
In acest caz, avem valorile

1 7T
T 4 49

q:e_ , q —=e

in virtutea carora formulele (3) (§ 226) dau, pentru cantititile

!) Aceastd conditiune este necesari

pentru ca |g|< 1 si prin urmare
pentru ca seriile 4 (¢ | 7) sa fie cony ergente.

18*
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90 (0 [2), 95 (0]3), 9, (0]4), valori reale si pozitive; de unde re-
zultd valorile necesare

(4) Gt
§i prin urmare

<5) o,

Ducand aceste valori in formulele (2), obtinem formulele de
transformare (6) (§ 239).

242. Transformarea functiunilor sny, cne, dny prin substitu-
fiuni lineare de perioade. Pe cind functiunea eliptica p (u; g,, g;)
raméne neschimbatd cand inlocuim perioadele initiale prin
perioade echivalente, coeficientii g, si g, fiind invarianti cores-
punzatori acestor substitutiuni, nu este tot asd cu functiunile
sn (o, k), en (o,k), dn (v, k); caci, printr’o transformare lineari a
perioadelor, modulul %, definit de ecuatiunea

e;—e
(e S
e;—ey

primeste, in genere gease valori diferite 1. Vom considera substi-
tutiunile S si T.

L. Substitutiunea

S) Oy = @y, B3 = ) + o,
transforma expresiunile

s es—e 2itp g
V=V€1—"€3u, e T L U

e;—ey e1—es
in cele urmitoare
2
— ' = eg—eg k
V= Vey—e, =\ [ 3na i
Ver—e, ) S, 2’
de unde rezultd functiunile transformate:
Vs (k' k2 V ou- ., sn(e,k)
Vy— el =ler—ey——=f — 2 7,
e L Pou - dnle k)

(1) en (k’p, kz) _ o eno k)

k? ou  dn (v, k)

: kz)__asu,_ i
Bl

1) Prin definitiune, la o valoare a lui k? corespunde o valoare unici
pentru k (§ 196, 22).
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Sau, inlocuind k¢ prin ¢, avem

i
» sn ( ,,k)
sn (cr}———,?‘) = Z
dn (F’ k)
()
en |,
(2) cn (V kz) i :
P k2 i o .
£ (z? )
5 (u kz) 1
n 3 72
. dn (f;,k)
k
IL. Substitutiunea
T) . O = w3, By = — o,
ne da valorile transformate
=) eg—e, u=—ile;—ey, u=—ip, P———e—k'g
. A
de unde rezulta
7 i snele k)
sn (10, k') =1 FlR >
3) 0, k') = 1
R dn (9, ’f)
dn (0, k') = ik

Sau inlocuind, i¢ prin ¢, avem expresiunile transformate ale celor
trei functiuni, cand inlocuim modulul % prin modulul complemen-
tar K': 3

; sn (20, k&)
en (i, k)’
il
en (iv, k)
dn (iv, in (i9, k) -
en (iv, k k)

snip, k) = —

(4) en (v, k) =

dn (v, k') =
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Permutand intre ele modulele k& i k', avem formulele

Gl 1) =y SR
cn (10, k)
5 en (v, k) = _—
() = ) en (1o, k')
dn (10, k') .
‘ en (o, k')
Inlocuind in aceste formule ¢ prin ig, avem

[ sn (ip, k) = ; %) (%) )

cn (v, k')

g 1

6 Cruor d) s e

(6) ( ) cn (o, k')

dn (io, By = An (0. K)
cn (v, k')

243. Observare asupra diferitelor notagiuni ale funcfiunilor 4 g
ale funcpiunilor sn, ¢n, dn. Notatfiunile adoptate mai sus pentru
functiunile 9 sunt acelea ale lui Weierstrass, 1) cu deosebirea c3
litera £ este inlocuita prin litera g, dupi Jacobi. Jacobi ) pune

+m

P (2) = Z (—=4)n g o2niec— 1—2q cos 22-+24% cos 4 *—2¢°cos 6 x+. ...,

o}

3

dn (v, k) =

= s : W T e
Py(2) =— X PrHigten+y e(?"+””=2]/q sin z —2/q sin 3z +2)/ ¢ sin5p—

==00

4

oo

+w - g 4_ 3 4
Py ()= = q%<2"+‘>2e<2”+“‘x=21/g c0s & + 2|/¢® cos 3z + 2]/ cos 5z + ...

+m 2 3
Dy (2)= 2 ¢ enix — 4 + 2q cos 2z + 24* cos 4 x -+ 2¢°cos 6z +

Asa dar se trece dela notatiunea lui Jacobi la aceea a lui Weier-

e
strass scriind 4, (;) in loc de 9, (2), a= 1,2, 3, iar indicele zero

se suprimd. Avem astfel relatiunile

2], <[%(H], . [2@ ], = [ (2)],

sau a=1,23.

[0 = [0, [240)] =] e (0],

!) H. A. Schwarz. Formeln und Lechrsitze zum Gebrauche der elliptischen
Funktionen, anul 1885. In Vorlesungen iiber die Th. der ell. F unktionen, Band
V, notatiunile 9, 9y #3 ¥ sunt inlocuite resp. prin 9y 4y 9, .

%) Gesammelte Werke, Erster Band, pag. 501.

e
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indicii W J, reprezintand respectiv notatiunea lui Jacobi si a lui
Weierstrass. =

In WFundamenta nova theoriae functionum ellipticarum» Jacobi
adoptase notatiunile H si @, variabila independenti fiind integrala
normald a lui Legendre, aceeas ca in functiunile sne, cny, dny.
Intre aceste functiuni si functiunile ¢ — notatiunea lui Weier-
strass — exista relafiunile urmitoare:

2 u
g
2 u
J O (v) = 9, (2?) = 1, (2;1) ) ¢ = ulle,—ey»
(2) (2 u = /
H, (o) = 9, (ﬁ) =1, (I] 2 K=a,)e;—e,
- 1
u
Ol =9 o) =0 [

Cu ajutorul acestor relatiuni avem asa dar

eV R ) i)
e Eow “TVE o T 0 (v)

Formulele dupa cari se transformi functiunile H si @ cand
marim argumentul ¢ cu 2K, 2/K’, K, iK' corespund formulelor (1—6)

! o 1 :
(§ 228, 229) in cari ¢ se mareste respectiv cu 1, 7, 7 F2—§1 se pot

deduce imediat din acelea. Nu le transcriem aci.

244, Sa mentiondm notatiunea lui Hermite,
K si K’ fiind, nu ca in notatiunea lui Jacobi dependente intre ele,
ci doud constante oarecari, supuse la singura condifiune ca par-

’

‘tea reald a raportului — sa fie pozitivi, se pune

K
qg=ce K7
o Ay
H () =25 (—1yrg (1 2) 1, Cn +
0 2 K
O (u) =1 +23 (— {)ngnt cos'_";_z_“_,
(4) o : 1) 2
Hy(u) =224 (s ) rhs il g ,
0 ) 2 K
0, (u) =142 2 ¢ cos il
1
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Constantele K si K’ fiind arbitrare, putem identifich K cu w;

§i 1K’ cu @y; avem astfel relatiunile rize
u ;.. i b

H (4) = o (2(0)’ 6 () =dfy |

: o

-oh): om-n ],

2w,
Cu ajutorul acestor functiuni, Hermite scrie

1 Hu) VK H; (v 6, (w) )
6 e T ) e e g s Y
(6) snu e O ) cnu k0w nu =K 0 ()
Comparand aceste formule cu formulele ’(21 § 238) si tinand
seama cd intre constanta K a lui Jacobi din acele formule SON
existd relatiunea K = /e, + es, rezulth ci intre funciiunile
sny, cng, dne ale lui Jacobi si cele ale lui Hermite exista relatiu-

nile

(7 [snu] H= [sn(u Vel — 33)] 7 [cnu] H=[ cn(u Ve, — ea)] 7s [dnu]H‘= [dn(b-tl/el — ey I] 7

De unde rezultd ci cu notatiunea lui Hermite avem wva-

loarea
L3

dsnu
® [ =V

pe care Hermite o reprezintid prin . Punand ¥ =snu, ecuatiunea
diferentiald a acestei functiuni este

da:)2 2
—| =w? (1l — 22 (1 — k2 2a2);
) (G =or == 1~ ),
® se numeste multiplicatorul funcfiunii @ = snu. Aceastd func-
tiune dar, ca si functiunea pu a lui Weierstrass, depinde de doui
parametre, modulul % si multiplicatorul . Constantele K st 1K’
In aceastd notatiune sunt date de egalitatile

jS‘ dz =

1 dx
w

L = kﬁ'—\‘*'
O R i b wS, V(1—2? (1-k%?)

1) Constanta
Wa = K’
d—'e D —p K

are aceeas semnificare in toate notatiunile, prin_urmare si constantele |/ %,
/K’ au pretutindeni acelas sens, ciici seriile (10) si (11) (8 231), cu cari ele
se exprimd sunt aceleasi.
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CAPITOLUL XIX.

FUNCTIUNI ELIPTICE DE SPETA A DOUA SI DE
SPETA A TREIA.

I. FUNCTIUNI ELIPTICE DE-SPETA A DOUA.

245. Dupa Hermite se numeste funcfiune elipticd de spefa a doua
o functiune uniforma in tot planul, neavind la distanta finita alte
singularitdti decat poluri si care se reproduce multiplicatd cu un
factor constant, cand mérim argumentul cu una sau cealaltd perioadd
205, 20, O asemenea functiune satisface agh dar doud ecuatiuni
functionale independente, de forma

(1) { [ (w+2wy) = f (u),
F (- 2005) =gty f (1),
in cari yi; i ptg sunt doud constante numite multiplicatorii functiunii
date. Dacd ambii multiplicatori sunt egali cu 1, f (u) este o funec-
tiune elipticd ordinarid, clireia i se zice, uneori, functiune eliptica
de speta I. Prin cuvantul de functiune eliptica, fard epitet se va
intelege cea de speta L

Catul a doud functiuni eliptice de speta a doua cu acetast mul-
tiplicatori este evident o functiune eliptica de speta I.

246. Din egalititile (1) rezultd ca daci un punct u=u, este
un zero sau un pol al funcfiunii f (w), punctele congruente
U =uy+2mw; +2nw, vor fi respectiv zeruri sau poluri, ale' func-
tiunii de acelag ordin ca punctul u,.

Dacé reprezintim prin A reziduul lui § (w) relativ la polul u,,
reziduul corespunzitor punctului Uy +2mw; +2nw, va fi

7 g A
Aceasta rezulti din ecuatiunea
1 (u+2mo, +2nog) =ul ull f (u),
care este o consecinta a ecuatiunilor (1).
247. Exemplu. Functiunea

(2) @ (u) ey, he=e) )

au

in care 1 §i ¢ sunt constante arbitrare, este o functiune eliptica de
spefa a doua; cdci, in virtutea formulelor (3) (§ 156), avem

P(u+20;) =e @ (u),

2Awg—214¢

P(u+2w;) =e @ (u).

2% —2nw
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Multiplicatorii functiunii sunt asa dar

(2) 2 ele 1—27 @ i 82}.w3——2 739

3
Putem dispune de constantele 2 si ¢ astfel ca multiplicatorii
sd aibd valori date dupa voie. In adevar, din (3) rezultd egalitatile

&

200, — 27,0 =log uy, 2wg—2n49 =log us,

T

7)

din cari, tindnd seami de formula Juj Legendre 7, wy—w,; 7,=1

scoatem valorile

yor 2 :
A i ["71 log is— 115 log ]s
(4)
1
o= o, log p—wy log iy ];

logaritmii avand determinatiuni oarecari, insid respectiv aceleasi
in ambele egalitati.

7

O functiune exponentiali ¢ (u)=e™ al carui exponent este o

functiune lineard de %, poate fi consideratd ca o functiune eliptica
de speta II, cu multiplicatorii s; =e24@1 sy =24,

248. Catul a doua functiuni eliptice de speta a doua cu aceiasi
multiplicatori fiind o functiune eliptici ordinar, rezulta, din cele
ce preced, c& o functiune f (u) de speta II intrd intrunul din ti-
purile urmitoare:

(6 f ()= e F (u),
sau
(1) fuy=c" 2L gy,

F (u) fiind o functiune eliptici. Din aceste expresiuni rezultd ci o
functiune elipticd de speta II are in paralelogramul perioadelor
atatea poluri cate zeruri, fiecare pol si fiecare zero fiind socotit
de atitea ori cAte unitdti sunt in ordinul siu de multiplicitate.

249. Multiplicand o functiune f (#) de speta II cu exponentiala
e si dand lui ¢ o valoare convenabila, putem face ca unul din mul-
tiplicatori si fie egal cu 1. In adevar, 4y 1 pg fiind multiplicatorii
lui f (w) multiplicatorii produsului e f (w) vor fi

2ew, 2cw,
e uge

Pentru ca primul din acesii multiplicatori s fie egal cu 1,

este de ajuns sd ludim ¢ =—_" log u,, oricare ar fi determinafiunea

20,
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logaritmului. Ficand, in egalititile (4), uy=1, avem

(11) b=irlog iy, 1T Iog #3_=L1:'
In cazul particular uf =u5 =1, n fiind un numir intreg, puterea
a n" a functiunii, [f(w)]~, este o functiune eliptici ordinari.
Punand ;
e ® ’ Hz=e £ )

ky si kg fiind numere intregi, egalitatile (4) dau
2 2 :
% Ty (hgiy + Fyrg), ey (Fey +kyo,).

45 ou 2 e
De ex., caturile —2— au multiplicatorii ,u1={ +1; de unde re-
2% Mg
zultd ca pitratele acestor cAturi sunt functiuni eliptice.

I1. FUNCTIUNI ELIPTICE DE SPETA A TREIA.

2°0. Se d&, dupa Hermite, numele de functiuni eliptice de speta
II1, functiunilor f (u) uniforme, cari n’au la distanta finita alte sin-
gularitdfi decat poluri si cari satisfac doui ecuafiuni functionale
de forma
% f (w+20;) =enstt f (),

[ (u+205) = e®tbs f (y),

ay, by, ag, by fiind constante. Functiunile exponentiale em+b §1 ety
se numesc multiplicatoriz funetiunii corespunzitori perioadelor 2am,,
203 In aceastd categorie de functiuni intra func iunile ou, oqu
3 5l G
1

: = 1oy
precum si inversele lor — ,° — .
ou Oqu

Din ecuatiunile (1) rezulti consecintele urmatoare:

1°. Daca un punct u, este un zero sau un pol al functiunii f (u),
toate punctele congruente sunt zeruri sau poluri respectiv de acelas
ordin, ‘

2°. Catul a doud functiuni de speta IIl cu aceleasi perioade
§i aceiasi multiplicatori este o functiune eliptica.

3°. Catul sau produsul a doua functiuni de speta III, cu aceleasi
perioade, este o functiune de aceeas speta ai cirei multiplicatori
sunt respectiv catul sau produsul multiplicatorilor celor dous func-
fiuni,

4% Fie ¢ o constantd arbitrara i

@ (W) =f (uto);
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ecuatiunile (1) dau
2) @ (Ut20,) =it btad g (),
@ (u+20,) =ettt+ bt o (y),
251. Luand derivata logaritmici a ecuatiunilor (1), avem re-
latiunile = %

3 f(u+20) f(w)
f’(u+2w3)=f'(u)+a
Flut2e) f) ™™

énaloage cu cele relative la funcfiunea (u =%1

C(ut20) =Cu+2n;, {(ut+2n,)=Cu + 27,
Ecuatiunile (3) arata ci derivata
d f(w) d?
i m—dlplogf(u)
este o functiune elipticd cu perioadele 2 Wy, 2 ;.
Ca si cantitatile 7, 75, cantitatile @;, a; nu sunt independente
intre ele. Pentru a gisi relajiunea ce existi intre a; §1 a; s mai-
rim u in prima ecuatiune (1) cu 2w, si in a doua cu 20;. Mem-

brele dintai fiind egale, de oarece functiunea f (u) este uniforma,
rezultda condifiunea ‘

(4) 03— Ay; =M,
m fiind un numir intreg pozitiv, negativ sau nul. Acest numdr
este egal cu diferenja dintre numdrul zerurilor st numdrul polurilor
funcgrunii f () cuprinse in paralelogramul (2001, 2wg). In adevir
fie 0 aceastd diferenta; avem

! i)
2170 = M du,
f ()

integrala fiind luatd dealungul paralelogramului in sensul pozitiv 1).
Tinand seami de relatiunile (3), ofisim (fig. 49, § 154)

Upt+200; Ug 2, +-2; Up+ 20,
N\ (@, G2
(AB)+(CD) = 10 du o) du=—a,\ du=—2a,0,,
U . Uy 200y Uy
U2 +20; »Ug+2m, Up+2005
AN@, AW, &
(BC) +(DA) _Qf D) du @ du=a;\ du=2a,0,.
Ug+20), Uy Uy

; 5 . G s o
1) Conditiunea R ?3>0 este presupusd totdeauna fmplinita.
1y
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Avem asa dar relat;iqnea

®) : Ay Wg— Ay =170 ;
prin urmare m=>9.

Acest numiar se numeste ordinul functiunii; el poate fi pozitiv,
negativ sau nul, dupd cum numérul zerurilor este maj mare, mai
mic sau egal cu numirul polurilor. Proprietatea ca numiirul zeru-
rilor sd fie egal eu numiarul polurilor, care apartine functiunilor de
speta I si 11, nw apartine tuturor functiunilor de speta a treia.

Dacd functiunea eliptica de speta III este o functiune intreagi
— proprietate imposibild pentru functiunile eliptice ordinare, iar
pentru cele de speta II apartindnd numai tipului e™+'—numirul

M =—— (a;005—ag;) ‘reprezinti numirul zerurilor functiunii situate
4 :

in paralelogramul perioadelor. Acest numir poate fi nul. De
ex., functiunea
( 6) e+ but-c

a, b, ¢ fiind céntité;i constante, este o funcfiune eliptici de speta
IIT de ordinul zero.

Orice functiune eliptica f (u) de speta III, intreaga si de ordinul
zero, intrd in tipul precedent. In adevir, f () fiind o funcfiune
intreagd s1 neavénd niciun zero este de forma :

[ () =%,

G (v) fiind o funcfiune intreagd. Insd expresiunea
42

s log 1) =" (u),
fiind o functiune eliptica intreagi, se reduce la o constanta; de
unde rezultd ca f(u) este de forma (6).

252. Fie f(u) o functiune elipticd de speta III; produsul

2 ;

@) ® (u) =eau _ngf (u)
este o funcfiune de acecas spetd, avand aceleasi zeruri si aceleasi
poluri. Putem dispune de constantele a, f, astfel ca multiplicatorul
lui @ (u) corespunzitor perioadei 9 wy s& fie e +h g < b, fiind
constante date. Luand a;= b, = o, multiplicatorul corespunzitor
al lui @ (u) va fi egal cu 1. Se zice ci o functiune de speta III
este redusd, dacd multiplicatorul considerat este egal cu 1.

Ecuatiunea (7) serisi sub forma

flw) =e= =P

in care presupunem g¢(u) redusd, arati ci orice functiune elipticy

2
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de speta III se poate exprima printr’o functiune redusd, multipli-
cald cu o exponentiala de forma eaw+bu,
Facand a; = 0 in formula (4), obtinem

®) min.

Ecuatiunile functionale (1) corespunzitoare unei functiuni re-
duse sunt dar de forma, scriind — by in loc de by,

f(u+20,) =f(u),
(9) ; —im i"i-;,-b,)
f(ud2w,)=e - \@ f(w).

253. Diferenta intre suma zerurilor st suma polurilor. Vom pre-
supune functiunea f(u) redusd, adica satisfacand ecuatiunile (9).
Reprezintand prin d diferenta dintre suma zerurilor §1 suma polu-
rilor, avem (fig. 49, § 154).

(10) % 2ind=S u Hl)du. e
ABCDf(u)
Tinand seami de relatiunile (3) in cari facem a; =.6, avem
g2, .
o ['(w) ['(u+20;)

Uy

() 1(w)

f(uo +20,)
1)

Functiunea f(u) fiind redusd, avem f(uy+ 20,) = [ (u); deci

(AB) +(CD) =4kintwr;—2a,0, (uy + 0y +205).

Up+-20,
=S[ u #—(1;-]—20)3)((“) —i—aa)J du

Uy

=—2w,log —2a0, (g + oy +20,).

De asemenea giisim
20,

“(u (w20
(BC)+(DA)=S[—u %+(u+2wl) ff((u———l_ﬁZwl))] =
=2w,log Mﬂ: 01 (agitg—1imh, + 2k in).

1(u)

Prin urmare *

S u () du=4izt(K o, + ko) —2aq0,(w, ‘+2w3)—2inb3w1,
aBen f(w)
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k si K fiind numere intregi. Inlocuind a, prin valoarea sa (8), for-
mula (10) devine

(11) _d=(m=bo;, (modd2wy,2m,).

254, Funcfiuni eliptice de speja 111 intregi. Fie f (u) o functiune
elipticd de speta III Intreagd, de ordinul m, satisfacand ecuatiunile
(9 wifie aydy. ... ay zevurile functiunii euprinse in paralelo-
gramul perioadelor; vom avea (formula (11)):

(12) gaks(m—ba)wl.
1

De unde rezulti cx dacd m — 1 zeruri @y, Ag,..., an 4 sunt date,
cel din urma a,, este determinat, abstractiune ficand de un multi-
plu de perioade. Prin urmare dous functiuni intregi f(u), f2(v) sa-
tisfacand aceleasi ecuatiuni (9), dacd au m — 1 zerurj comune vor
avea comun si pe cel din urma. Aceste functiuni nu pot diferi intre
ele decat printr’un factor constant, cici raportul lor este o functiune
eliptica ordinari, de ordinul zero. :

Inlocuind argumentul u prin u + C, C fiind o constanta arbi-
trara, zerurile funcfiunii f(w + C) vor fi @, =a, — C, a caror suma
va satisface congruenta

(13) z’?a}‘ = g'ak—nzC = (m—by)w; — mC.

1 1

Putem dar dispune de constanta C astfel ca suma zerurilor func-
tiunii f(u + C) sa aibi o valoare dats dupi voie. Aceeas proprie-
tate apartine functiunij e« f(u +C), a fiind o constantd arbi-
trara.

255. Functiunea f(w) fiind cea consideratsa maj sus, si punem

u
— &I —

(14) et TSR,
& fiind un numir real oarecare. Inlocuind u succesiv prin u + 20,
U + 205, avem, in virtutea Hformulelor (9), ecuatiunile functionale
T(u+ 20,) = 4T (),
—mi7

-85 (gt by )
T(u+2w,) = (¥, )e o T(u).

(15)

S4 punem

16 £l 5 e S
( ) é’lwl 3 =83
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Se recunoagte lesne ca oricare ar fi valoarea parametrului by,
existd un sistem unic de valori reale pentru coeficientii g; si g, ).
Functiunea T(u) satisface dar ecuatiunile

[ T(u+2w,) =e—g’i”T(;a),

R e
lT(u+2w3)=e_g'me = T(u).
Numerele g;, g, se numesc caracteristicele functiunii T (u); se
noteazd Ty . (u), punand caracteristicele in evidenta. Relatiunile
(17) raman neschimbate daci mirim ecaracteristicele cu numere
pare. Suma zerurilor funcfiunii T(u), cuprinse intr’un paralelo-
gram de perioade, rezultd din congruenta (13) in care facem C = o,
Aceastd sumai, absfrac’gi_une facand de multiplii de perioade, este
asa dar

(17)

S =m(w; +ws)—bywy,.

sau, in virtutea egalitatii {16)

(18) ; S=m(w; +0,) +g,0;—g,0,. :
256. Si facem substitutiunile

2 R iny _
(19) E oy o, 7, € q

§1 sd punem

<20) 'Qghgn(p) ZTGI: &(u).

Introducem astfel o clasa de. functiuni intregi numite func-
tiunile lui Jacobi, cari satisfac ecuatiunile functionale

(21 { QEngl <V+1) =e—g,i:"t @8;_23‘((;)

OV 17) =g ™ e~8: o= mins O ()
Paralelogramul (2w, 20,) din planul (u) se transformi, in vir-

tutea relatiunilor (19), in paralelogramul (1, 7) din planul (¢). Suma

zerurilor ay, ay,. .., a,, ale functiunii . #)s cuprinse, in acest para-

£1, 83

lelogram, satisface, in virtutea formulei (18),%) congruenta

90y Ty E%” (1 +z)+% (67— g5) (mobdd 1, 7).

J Punand%=a+iﬁ, B0 i By—atib, avem g (atif)+atib—g,; do

unde ecuatiunile
Pg,+b=o, ag +a=g_,

cari determind valorile reale gy 8
?) In care se imparte membrul al doila cu 2 1.
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_S& consideram in particular functiunea @, , (¢) de ordinul m
ale carei caracteristice sunt nule si 53 scrim @ (v) in loc de 0,, (v).
Relatiunile (21) corespunzitoare aceste; functiuni vor fi

O (v+1)=0 (v),

(23) ) (9-{-’[) =g e—2miny () (p)

Orice altd functiune intreagi satisfacand aceste relatiuni si
avand m — 1 zeruri comune cu O (¢) este de forma A6 (v), A
fiind o constanta arbitrara (§ 254). De unde rezults ca functiunea
cea mai generala @ (¢) de ordinul m depinde de m constante arbi-
trare; cdci putem lua dupi voie m — 1 zerur; ale sale si coeficientul
constant A, ‘

257. Teorema (Hermite). Funcfiunea © (v) cea mai generald care
satisface ecuafiunile (23) se poate exprima in funcfiune lineard st
omogend prin m funcjiuni @, (¥) speciale, satisficind aceleast ecua-
fluni, (@ = o, 1, 2...,m—1)

Functiunea @ (v) fiind o functiune intreags, periodicd cu pe-
rioada 1, se poate desvolta in seria Fourier

+ o
(24) O (¢v) = 2 A, eninv -
valabild in tot planul (). Inlocuind ¢ prin ¢4z, avem
+o
@(p-{_r): 2 K, g e2niny
prin urmare, in virtutea celei de a doua ecuatiuni (23),

+ao E +w
$.4 An q?.n e2nimy — q—m > An. ez(n—m)m:v’
— @

sau, inlocuind in membrul al doilea 7 Prin n+m, ceeace nu schimbj
valoarea acestei serii,

+» 5 +
2 An q2ne2mnv=q—m 2 A

n=—oo n=—w

i 62’“7”.

De unde formula recurenti
(25) A,,+m=An q2”+m,

care arata ca numai m din coeficientii A, pot fi luati dupa voie. Se
obtine o relatiune maj simpla daci punem

e :
(26) A, =B, qu, (n=0,4+1,42,...).
Formula (25) devine

(27) Bicw =B,

19 DAVID EMMANUEL
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Din aceastd formuld rezulta egalitatile urmitoare
(28)  Bym=By, Bimi1=B;,.. ., Bim+1n =By .., Bimsm1= B s,

in cari k primeste toate valorile intregi dela —o0 +o0 . Seria (24)
se poate dar scrie, reunind termenii cu acelas coeficient B,
(29)  O() =B, O4(9) +B, O,(¢) +... +BrOi(9) +... 4B 10, 4(v),
punand
+w (km+h)2

(30) Oi(9)=3 g m  e20mtniz,  (h—0,1,.  m— 1),

k=—x

Fiecare din functiunile @), (¢) satisface ecuatiunile (23), cict
anuland toti coeficientii B afaride B, , avem @ (¥) = By 04 (0).

Cele m functiuni sunt linear independente intre dénsele, adica
nu exista intre ele o relatiune lineara, omogend cu coeficienti con-
stanfi nu toti nuli; cici punand €%7°= z seriile corespunzatoare:
nu confin aceleasi puteri ale lui z. :

258. Teoremd. Intre m+1 funcfiuni de ordinul m

o

01 (v), @y (¢)y-.., Opry [9)

avdnd aceleagi caracteristice existi o relafiune lineard, omogend cu
coefictenyi constanfi nu tof nuli (Hermite).
Pentru a demonstrd aceastda teoremd, si formam expresiunea:

(B £() = A161(s) + AyOy(0) +... A0 Op(v),

coeficientii A;..., A, fiind constante arbitrare,

Functiunea f(¢) satisface ecuatiunile (21); sa presupunem ca
ca nu este identic nuld. Expriménd ci aceastd funcfiune se anu-
leaza in m — 1 puncte a;, d,..:, @u 1, carl sunt zeruri ale func-
tiunii @, (¢), obtinem sistemul de m — 1 ecuatiuni lineare, omo-
gene cu m_necunoscute

l A1 @1 (al) 5 A2 @2 (al) + P Am Qm (al) =O:

(32) | A; 0 (a) + A, 0, (a)+... = A, O, (as) = 0,

Ay 0y (an_1)+A; Oy (an_1)+...+A, 6O, (@m—1) =0,

cari determind raporturile necunoscutelor A, A,,..., A, citre
una din ele. Printre zerurile funetiunii @,,+1 (v) pot fi mai multe egale ;
unui zero multiplu de ordinul k vor corespunde /% ecuatiuni lineare
intre coeficientii A, objinute, anuland functiunea f(#) si cele dintai
k — 1 derivate; numarul total al ecuatiunilor este acelag. Funec-
tiunea f(¢) astfel determinatia avand m — 1 zeruri comune cu
functiunea @41 () 51 satisficand ecuatiunile (21), este de forma

D
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Hv)==An1q On114(9), Ay fiind o constanti. Avemagadar relatiunea

m+-1

(33) 2 A 64 (v) =0,

Acest rezultat este independent de ipoteza ca functiunea 1 () este
identic nuld. In acest caz, avem A, . ;= (.

Corolar. Se poate construl o functiune @ (v) de ordinul m eare
sa admitd m — 1 zeruri date s Ay, - -, Gp_q; €a este de forma (31),
coeficientii satisfacand ecuatiunile (32). Aceasts functiune este dar
determinats, abstractiune ficand de un factor arbitrar,

259. Si consideram cazul cand functiunile O, , sunt de ordi-
nul intdi (m = 1). In acest caz, unui sistem dat de caracteristice
(815 &) corespunde o singurd funcfiune O, abstractiune ficand de
un factor constant arbitrar. O functiune @ de ordinul inta; avand
un singur zero in paralelogramul (1, 7), acest zero va f;

(34) p= % +% (817—gs), (formula 22)

Dacid caracteristicile sunt numere intregi, avem patru sisteme
1, 1), (1, 0), (0, 0), (0, 1),

cci relatiunile (21) raman neschimbate daci miarim & sau gy cu
un numar par. Functiunile O¢e corespunzitoare coincid cu func-
tiunile &, (¢ | 7) (a= 1, 2,3, 0). Astfel, functiunea @, (v | 7) de ordi-
nul intai este dati de seria (30), in care facem m=1, h=0; avem

i ;
(35) Op (9)= 2 - gnie2nin =, (o).
: 3 n=—ow
Punctul in care aceastz functiune se anuleazi in paralelogramul
(L, 7) este determinat de expresiunea (34)

i
(36) o= 2.}_5
Celelalte trei functiuni @, (9), Bryq (9), Op1 (¢) nu difer de func-
funile 9 (¢), 9, (9), () decat printr’un factor constant; ele
au respectiv aceleasi zeruri $1 satisfac aceleasi ecuatiuni functionale
(21), in cari inlocuim caracteristicele prin sistemele corespunza-
toare, }

260. Sa Presupunem m >1 si fie @, (¢) una din cele m func-
fiuni @ cuprinse in egalitatea (30), ale ciror caracteristice sunt
(0, 0). Secriind aceasty functiune sub forma

E o0
@h (V ]'[)=q'"— e2);i7tv > e NHiT (mT) e2nim (my+ht) ;
n=-—x ;

19*
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recunoagtem ca seria din “membrul al doilea coincide cu seria
Py (w|7) in care u = mo + ke §1 7= mz. :
Avem asa dar relatiunea
= 2

(37) O (v |1)=g™ eime 9, (mo +he | mi), (h=0, Lo m—1).
Pentru h = 0, avem 7
(38) O, (¢ | 7) = 95 (me | ma).

Zerurile functiunilor @) se deduc din zerurile cunoscute ale

functiunii &, (¢ | 7) (14) (§ 236). Aceste zeruri sunt date de for-
mula :

mv—i—hz=,u—{—%—-}— (v +%) mr,

de unde

1 g g h

# 51 v fiind numere intregi cari primesc toate valorile dela—oo la
+ 0. Aceastd formula aratd ci printre cele m functiuni @, nu
sunt doud cari si aibd un zero comun. Toate zerurile sunt simple,
cdci zerurile functiunii 9, (¢v) sunt simple.

261. Aplicaiuni ale teoremei lui Hermite.

L. Patratele funciunilor 9, (v), (a = 0, 1, 2,3), sunt de ordi-
nul al doilea si au aceleasi caracteristice (81 = g3 = 0). Prin urmare,
intre trei oarecari din ele existi o relatiune lineard si omogeni.

Avem, de ex.:

B5%(v) =ady? () +b 9,2 (v),
B3 (v) =a, Jy? (") +by 942 (9).

e sty ! ST
Coeficientii se determini ficand succesiv ¢ — 0, v = 8 11-

nind seamd de formulele (4), (5) (§ 229); de unde obfinem

LS RO
94 (0) K 94 (0) K

Avem asa dar relatiunile

9,2 (9) =k Bo? (9)—K By2 (®),
C 92 () =k 942 (0) + 1 B2 (v).
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II. Funetiunea
fF(0)=by (v + a) 9y (v—a)

este o functiune O (¢) de ordinul m = 2 cu caracteristicele (0, 0).
De acelasg ordin cu aceleasi caracteristice sunt functiunile 92 (¢),
%% (¢); prin urmare, putem scrie < :

(1) (0 +a) Folv—a) =bB,2(¢) +¢ B2 ().

Facand ¢ = 0, avem 92 (a) = b} (0). Pentru ¢ = ?2—, avem

7 T 7
o7 o fa=3) = coe 5).
sau, tinand seami de formulele (5) (§ 229),
92 (@) = — cB,2 (0).

Prin urmare

(2)  By(e+a) 9, (v—a)= B(a) 9y (‘20:(07)9i2 (@) 94 (v) ;

LI, Funectiunea
F(9) =8 (v+a) 8, (v—a)
este o functiune 6O (¢) de ordinul al doilea cu caracteristicele (1, 0).
Functiunile 8, (¢) &, (v), 9, (¢) 8, (¢) sunt de acelas ordin i au
aceleasi caracteristice; prin urmare

@) Balota) Iy (o—a)=b3, (v) I, () +0By (¢) B, (1),
Facand succesiv 9= 0, o= é—, ob{inem valorile
o B0 B(a)
3, (0) 34 (0)
s e+, (e—9) (@) U4 (a) :
91 (3) 9o (3) (0) 94 (0)

Ducand aceste valori in ecuatiunea (3), obtinem

) 8,{s +a) o) 3110 «ﬁ(u)ﬂdo)ﬂ?gg L OLIOUGL

aiiiPe
P s

Din ecuatiunile (2) si (4) rezulta
) M P(v+ a) i (M)lz Ba(a) G4(a) By(v) 9, (¢) + 34 (a) 9y (a) By(v) 3, (")
9(0) Go(v+a)  \8,(0) 6® (a) Bg? ()~ (a) 8,2 (v)

Divizdnd ambii termeni ai membrului al doilea cu CHOVHOR

; £ ; L D 2
inlocuind dupd aceea a §i o prin 5, 9K # tinind seama de
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formulele
W0 a0y E
50 = V% g = w0 280

si de formulele (21) (§ 238), egalitatea (5) devine

: snye cna dna -+ sna cne dne
pt+a)y= -

(6) sn (

1—k2 sna snp

Ceeace este formula de aditiune a functiunii sne,

CAPITOLUL XX.
DEGENERAREA FUNCTIUNILOR ELIPTICE.

262. Functiunile eliptice au fost construite in Ipoteza ci semipe-
rioadele w;, wg sunt finite si raportul lor i{maginar. Vom conserva
aceastd din urmi ipoteza (de care depinde éonvergem}a absoluti
1 uniforma a seriilor.§i a produselor ce definesc functiunile elip-
tice), dar vom presupune succesiv ¢i una sau améndoud perioadele
devin infinite. Seriile 5i produsele functiunilor -eliptice fiind absolut
si uniform convergente si in aceste cazuri, limitele lor vor fi egale
cu suma limitelor termenilor, respectiv cu produsul limitelor facto-
rilor corespunzitori. Functiunile considerate incetand de a fi elip-
tice, precum vom veded, zicem ci ele degenereazd.

Degenerarea functiunilor eliptice se mai poate introduce — con-
siderand, de ex., functiunile lui Weierstrass — daca presupunem
cd discrimiantul 4 = g,3 — 27 gs® tinde cétre zero, adica daca
doud sau toate ridacinile ey, ep, €gale ecuatiunii 4 2% — 83T — g3 =0
devin egale. Vom considera dupa rand ambele moduri de degenerare.

L. Perioadele devin infinite,
A) oy finit, o, infinit.

263. Funcfiunea pu. Seria care defineste functiunea pu devine
pentru w,; = oo,

il 1 1
(1) | y

(v — 2mo,)®  4mP,?

cdci tofi termenii in cari n % o se anuleazi. Aceasts serie se scrie

2) B e Lo
208 TmE -, (u—2mo,)?

de oarece fiecare din seriile membruluj al doilea este absolut con-
vergenta. :
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Scriind seria din urmi sub forma

g
4(0'1‘ e (u___mjz
2w,

si referindu-ne la egalitatile
e 72 o e
—w (Z=m)®  sin®mx ' [ mE . 6

obtinem, pentru lim p (u; w,, @3), expresiunea

75 R 1
(3 s 2 12 w,? +(2_w1) _._27tu
St =

: Wy
264. Funcjiunea Cu. Din seria care defineste functiunea {u, sau
integrdnd egalitatea (3), deducem, pentru him  (u | oy, wy), for-

Wy=n
mula
n2u i U
(4) Cu:——izwlz—f—z—a)l- cot ——20)1 )

fara constants, {u fiind o functiune impara.
Facand in aceastd egalitate succesiv u — @1, s, ob;inem, pen-
iru | 4f=00,
= s ;
(®) ’71?%’- Nz = 0. )
Ultima cantitate se poate deduce din formula lui Legendre
T
H1%% =) 5:00; =t

de unde rezulti

i B i I
(6) lim wa—hm . —12(0?

265. Funcfiunea ou. Plecand dela produsul care defineste func-
{iunea ow, sau integrand egalitatea (4), obtinem
ou

72 o
Pl epyat kLA 2
log = i wlzu +logrsm S,

de unde, {inind seami de egalitatea

limﬂ=1,

u=o0 U

avem, pentru limita funciunii ou, expresiunea
> 2
20, B . qu
(7) Gl —=— pr - sinp Al
7 20, -
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265. Limitele invariangilor g2 §Ugs i ale cantitifilor e, e, es.
Facand in seriile

il 1 1 4

B0 f=2 (2mw,; +2nwg)t’ 1% == (2mew; +2nw,)8

Wg=00, toti termenii se anuleazi exceptand  termenii corespun-
zatori lui n=0. Avem aga dar

e B 4 pd
TR T
I e | RSN e
1405 20T w3 045
de unde, pentru limitele celor do; invarianti, :
d - [ s e 1 Ras
®) &=§—Gaﬁ’ %=§?Gaﬂ'

Valoarea limitd a discriminantului este aga dar
9) v Ad=g —27g2 =o.

Prin urmare doud din radacinile e1, €, €3 ale ecuatiunii
4 °—g, 2—gy=o0

devin egale. Se giseste radacina dubla

s 3g, "
28’
de unde rezultd radicina simpli
x2=——-2z‘1 = ﬁ .
82

Pentru a recunoaste cari din cele trei radacini e, e, ¢; devin
egale intre ele, observim c3 semiperioada Wy=—w;—w, deve-
nind infinitd impreuna cu @3, radacinile cari devin egale intre ele
nu pot fi decat e,=pew, $1 e3=pw,. Avem asa dar

e 38 1 a2
% 6op

(10) e
R R e

Aceste valori se mai pot obtine inlocuind in formula (3) u res-
Pectiv prin w;, w,, w, si observand cx

lim [sinnlJ =, (a=2,3).

W= L U=y
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266. Funcpiunile oyu, oyu, ogu. Scazand din egalitatea (3) expre-
siunile e;, e,, ¢, date de formulele (10) si tindnd seama de relatiunea
oqu 2
pu—eq= (:—u) )
obtinem egalitatile
(alu)z SR

cole — >
ou 4o 20,

(ozu)z (03u) ( 7 )2 1
ou ou 20 2
. 1) sin® 32
De unde, inlocuind ou prin expresiunea sa (7), extrigand rada-
cinile §i {indnd seami cd pentru u=o cele trei cofunctiuni sunt

egale cu +1, avem pentru limitele lor, expresiunile

ﬂ.u, ”Iui

(11) ou=eBar cos L, Oyl = Ogu = 20"
W
267. Funcfiunile lui Jacobi. Ecuatiunile (10) ne dau
12 for—ey= s
(12) Jer—eg 2w,

de unde rezulta, pentru argumentul ¢=u Ver—es si pentru

cantitatile K= o, |e;—e;, iK'=w; J/e;— e, valorile limite

| Sl
) Sy 20, 2 %
Valorile modulelor k=— m si K= Ve;—@, devin
G5t s
(14) k=o, K =1.

Functiunile sn(v, k), cn(p, k), dn(e, k) definite de formulele 3)
(§ 194), se reduc la expresiunile
(15) sny=sinyg, eng=cosy, dny=1.
Pentru a obtine limitele functiunilor #(vz) sa observim cx
raportul t=2)73 tinzdnd cétre infinit §i coeficientul lui i rami-
1

nind; prin ipotezd, pozitiv, este necesar ca acest coeficient si tinda
catre +00!). De unde rezulta

(16) Lim g=lime " — o, lim q0=limﬁ(1-—q2n) =1.
1

W=
i &

1) Fie T=a+iﬂ=a(1+i§) una cel putin din cantititile a, § tinde citre

infinit; insd pentru ca o S& nu seanuleze este necesar ca f si tindi cdtre infinit.



298 CAPITOLUL XX
Prin urmare [(2), § 225)]:

17) lim 9,(ofs) =lim B(o]r) =o,
(18) lim 9y (o[t) =lim By(o}r) =1,
(19) lim }}% 3,(0]7) =2 sin o, -

i
lim q* 9, (o]2) =2 cos p.

B) : Oy infinit, wg finit.

268. Functiunile p (u [ 01, ), ¢ (u ]y, @sg), 6 (u | oy, wy) find si-
metrice in raport cu cele doua perioade, limitele cdtre cari ele tind,
cdnd o, tinde citre infinit pe cind w, ramane finit, sunt date de
formulele (3), (4) si (7) in cari inlocuim @; prin w,. Limitele canti-
tatilor # si ale invariantilor vor fi date de egalitatile

72 DA R
2 == = = | —_—=—,
(20) W0 Uit w5 o , hmw3 122
=4 #7501 B85 (5,1) 0 40
Radicinile cari devin egale sunt e, =pg, 51 ¢, =pw,. Avem
E e < i 2
s e 12 wy2 % ea—gwf

269. Limitele cofunctiunilor o si ale functiunilor lui Jacobi, din
cauza disimetriei acestor funetiuni in raport cu ®; $1 w,, nu sunt
cuprinse in formulele corespunzatoare cazului A) prin permutarea
lui @, cu ®3. Reintram, insa, in cazul precedent, aplicand trans-
formarea  perioadelor

(22) 01 =y, O5=—w,.

Fie o' ez €'s, 0,, G, G, ridicinile si cofunctiunile ¢ corespunzi-
toare sistemului celui nou de perioade ; vom avei (§ 187

¢ S1 ’ e
el =é€3, ey =6y, €3 =€, =
a,

(23) P o

Semiperioada o', fiind finjtx §i @'y =00, ne regisim in cazul
A). Avem asa dar valorile

T s AR 1 x?
(24) = €1=§m’ 82=63=—1—2w‘i2’
sl expresiunile
(25) Ol SAC S O O, U=0, u=e¢? w{';
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sau, in virtutea formulelor (22) si (23)

1 2 1 2

Co=—— — 1=y = —— —
D e R )

valori deja gisite (21) si

7wt 7 ut

2% 24 g % @,*
(26) Oy U=0,u=¢e , Ogu=e cosz—~
W3

270. Funcfiunile luz Jacobi. Ecué;.iunile (24) dau

V A e 7
e, —e. = == ST
=E Tndel T

Insi (6) (§ 188):

V e, —e,= Vea

—e = —LV61—63 :

prin urmare

- ' 4
(27) Vel_%:m,
(28) K=¢1 Ve—e=00, K ﬁ%ye1_63=%'

Limitele modulelor % si & sunt
(29) k=1, ¥ =o.

Limitele corespunzitoare ale celor trei functiuni rezulta
egalititile :
p .sn (i, K
sn(v, k) =— LS(I.\’,),
cn (1o, k')

1
(30) len(y, ">=CT(W’ - (5) (§ 242)
_dn(io, )

dn(V,k)—m’

in cari facem k=1 §i k'=o.
Tinand seama de formulele (15), obtinem

1 .Siniy e*—e—¢
limsn (o, k)=—i——_° "° ",
fe—1 costy  e’+e v

: : 1 2
bimen (o, k) =limdn (o, k) = —_— %
k=1 k=1 cos1y e’HFe="¥

(31)

299

din
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C) oy infinit, w, infinit.

271. Ambele perioade tinzand catre infinit astfel ca raportul
lor sa nu devie real, paralelogramul perioadelor acopera la limita
tot planul.

Facand w; = oo in formulele gasite in cazul \A), oblinem expre-
siunile urmatoare:

fii 1 e 1 'u_ .
(32) P e B s i
(33) 82=83=0; e1=e;=e3=0.

. : d :
Din egalitatea fu — = rezultd valorile:

(34) N =173=0;
prin urmare

(35) Gu=0,u=0,u=1,
Deasemenea obtinem '

(36) Y=0, sny=o0, cnv=dny=1,

II. Al doilea mod de degenerare: A —o,

272. Dintre functiunile lui Weierstrass vom considerd numai
functiunea pu, celelalte putdndu-se deduce din cea dintaiu,
S& considerim integrala

0 u_S’” dz _15’ da
Ji T 2),Jo—e)(—e) (r—0)
care defineste functiunea z=p (%, 85, g5). Discriminantul 4 fiind
nul, doud sau toate radicinile €y, €, €3 sunt egale.
1° Fie ey=e; Vom avea

(2) u=;— Szl el [arctg VE—E] :
m(w"es)l/ir*el m Vel_"a 2
de unde
(3) Z=e;+(e;—es) cor u |e;—e,,
sau
(4) T=e3+ s

e TR =
sin? y Vel—e3

Pentru a gisi limitele catre cari tind semiperioadele w,;, w, sa
considerdm formulele

(5) o, Jey—es =K, w; Je;—e;=i K.
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: 7
In cazul nostru (e;=e,), avem k=o0; prin urmare K=~—2-’
K’ =oc0.
De unde
7
(6) Dy Vel_ea“_"z_’ W3 =00.

Cea dintaiu din aceste doud egalitati, impreuna cu egalitatea
e1+2e,=o

la care se reduce relatiunea e;+e,+e,=o0, dau valorile rada-
cinilor
= 772 a2
7 e =—1 ey—eg=—-—— -
( ) 1 6(0"1’ g T 12 603
Ducénd aceste valori in egalitatea (4), obtinem expresiunea
functiunii pu
TE AR
) gt A T
g 1202 20/ . ,7u
, sin?—
2w,
sub forma (3), § (264).
20 Fie e;=e;.
Avem k =1, kK = o; cantitatile K si K’ permutindu-se intre
- U2 . : S
ele, rezulta K = o0, K' =<. Prin urmare ©;=00, w; |[e; — ¢,

2
Expresiunea lui pu se deduce din egalitatile (4) s1 (8), per-

i
=
mutind e; cu e;, sau @; cu w,.

3° Toate radacinile egale: ¢;=e;=¢;=0. In acest caz ega-

litatea (1) devine

xdz
s
(9) : =i x%_ ?
de unde .
; 1
(10) =5

Functiunea fiind rationald, nu exista perioade. De altmintre-
lea, limitele semiperioadelor w,, w; sunt, in valoare absoluta, limi-
tele integralelor

(A1) o= Se’é_—, D S—_—d_””:
o V42’ —gya—g |42’ —g, 2—gy
a cdror limitd comund, pentru g, =g, =0, este
1eods
(12) 9 Smﬁ~
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273. Funcjiunile sng, cny, dny. Degenerarea acestor functiuni
corespunde valorilor k=0, k=1. Facand in integrala
& dz
Y =\ e

k =0, avem

*ividy i
p= S m=arcsmx;

de unde

(14) T =8n¢ =sinyp

In virtutea relatiunilor cn v=V1—sn2 o, dno=)[1 — 12 sn?,
rezulti ~

(15) cn ¢ =cosp, dno=1,

Fécand in integrala (13) k2 =1, obtinem

e dx 24 1+x'
.v—.So I’?—?‘Q_ Ogi—a:’
de unde

—

e p—
(16) T=snp= > eny =dnp =
e+e” e +e”

CAPITOLUL XXI.

FUNCTIUNEA pu CU INVARIANTI REALL

274. In aplicatiunile funciiunilor eliptice, cazul cel mai im-
portant este acela in care mnvariantii gy, g, sunt reali. Vom distinge
doud cazuri, dupd cum discriminantul

A=g3 — 27 g2
este pozitiv sau negativ.
I 4>o0.
Radacinile ecuatiunii
) 4 2% g, 7—g;—o.

sunt reale; le notdm in ordinea descrescAndz
.e} > 62> 63'

Din relatiunea ¢, + e, + ¢ = o, rezultd ¢; > o0, ¢, <o; e, poate
fi pozitiv, negativ sau nul,
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1°. Valori u reale. In domeniul u — 0, avem

@ pu=— +P(u),

P(u?) fiind o serie intreagd cu coeficienti reali, De unde rezulta ci
functiunea pu este reala dealungul segmentului axei reale cuprins
in interiorul cercului cu centrul in origind si trecind prin cel mai
apropiat pol al functiunii. Ea admite aga dar o perioada reald si o
perioadd pur imaginara (§ 134).

Fie, in valoare absoluts, 2w, cea mai mici perioadi reals st 2w,
cea mai micd perioadd pur imaginari. Polurile reale ale funcfiunii
pu suntasi dar toate cuprinse in expresiunea u = 2me, si cele pur
imaginare fn expresiunea u — 2nwg, m §i n primind toate valorile
intregi dela — o la + oo.

Functiunea considerats pu fiind reald pentru valori reale ve-
cine cu uw=o, ramine reala pe axa reald, cel putin pana la cel
mai apropiat pol 1), adica péna la punctul u=2w,. Insi, oricirui
punct al axei reale corespunde un punct congruent cuprins intre
0§ 20,; de unde rezulti ci funcfiunea pu este reald pe toata
axa reali; |

Aceleasi concluziuni se aplicd derivatei p'w, in virtutea ecua-
tiunii ' :

7/ 2 / AY

(3) pu=—-F+2uP(u2;,
dedusd din ecuatiunea (2). :

Putem presupune semiperioada @; Pozitivd; w; este aga dar
cea mai mica valoare pozitivd a lui u pentru care derivata p'u se

anuleazd. De unde rezultd cd in intervalul (0, @y), 'din care exclu-
dem valorile extreme, derivata p'u dstreazd un semn invariabil.
’ : 3

care este negatig, precum ne arati termenul siu principal — —.
u3
De acirezulta ca ficand sa varieze u dela o pand la ;, pu descregte
S AT S A 1
necontenit dela +co (in virtutea termenului siu prinapal —| pana
/ u
la valoarea p w;, care, precum rezulti din ecuatfiunea
i
(4) P7u =4 (pu — &) (pu — &) (pu — e3),
este egald cu cea mai mare raddcina, adica pow, = ey

Variatiunea functiunii pu in intervalul (o, 2w,) se deduce
din relajiunea

() P (@1 +u) = p (0 — u).

1 L, pag.y305; :



304 CAPITOLUL XXI

Functiunea trece dar in al doilea intervalul prin aceleasi valori
ca in cel dintdi, insd in ordinea inversd !). De unde rezultd ci pe
axa reald, pu poate primi orice valoare reald > e,.

In intervalul (0, ;) derivata fiind negativé, vom scrie, punand
semnul in evidenta,

gy
de unde, in virtutea variatiunii functiunii pu in acest interval,
%6) a)1=——Se‘ —dm__~=5°° _____d_x___:
o Vi —gat—gy o Via*—gua—g,

radicalul fiind pozitiv.

Derivata p'u este, precum am vézut, negativa in intervalul
(0, ;) ; din ecuatiunea (4) rezultd ci, in acest interval, ea variaza
necontenit in acelas sens dela — oo la zero.
~ Din ecuatiunea (5) rezultd

(7) Plo, +u) = — p'(o; — u),
adicd in intervalul (w;, 2w;) derivata p'u este pozitivd si variaza
necontenit in acelas sens dela 0. ]la + oo.

In intervalul (0, 2w,) derivata trece asd dar o singuri data prin
orice valoare reald si, prin urmare, pe axa reald, ea poate primi
orice valoare reala cuprinsid intre — oo si + oo.

20, Valori u pur, imaginare u=iyp, ¢ real. Avem (91 § 148)

8) P (19; 82, 83)=—P (¢; 82:—83),
(9) P'(iv; ga, gs) f—‘iP' (95 82,—83)-
Fie

(10) ; Z=p (95 82 — &3);

prin urmare

2
(11) (dm) =4ad—gox+g,.

dp
Radacinile ecuatiiunii
(12) b2 — gz +g =0

find egale §i de semne contrarii cu cele ale ecuatiunii

4 ¥®—g, ¥—g;, =0, avem, in ordinea de mirime descrescAnda,

- : TGy e g,

x
1) Figuridnd functiunea z = pu printr'o curbi ra-

portatd la doua axe rectunghiulare (Ou, Oz), dreapta

J-_ U = o, este o axd de simetrie a curbei si drep-
0 w, 20" tele paralele u=o, u= 2w,, sunt asimptote ale ei

Fig. 51 (ﬁg. 51)
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Perioada pur ima nard 2w, fiind TECUI am presupus mai sus

3 ] b

€ea mai micd in valoare absoluta, rezultz cd wg este, in valoare ab-
solutd, cea mai mici valoare pur imaginara pentru care pP'u se anu-

Al e : ()
leazi §i prin urmare valoarea ¢ = 7.3, be care o putem presupune

pozitivé, este cea mai mica valoare pozitivi a luj ¢ pentru care
avem

, | .
P (T‘" ga,—gsJ =0,

Valoarea corespunzitoare a functiunii p(v; 82 — &) va fi asa
dar egald cu cea mai mare radacina a ecuafiunii (12) adies

, o, ;
(13) P (73;82,“83)J =—e
Conchidem, ca si in cazul 19, ca facand sa varieze ¢ dela 0 pani
la 6%3, functiunea p(v; g, — gs) descreste necontenit dela oo pana

la — ¢;; prin urmare, cand u primeste valori pur imaginare dela
0 pani la w,, functiunea p(u; 82 ) creste necontenit dela — op
pand la e;. In intervalul (w3, 2c05), functiunea trece prin_aceleasi
valori, in ordinea inversd, in virtutea ecuatiunii plog + u) =
P(®3 — ). Unui punct oarecare situat pe axa imaginara cores*
punde un punct congruent pe segmentul (0, 2w,); de unde rezulta
€4 pe axa imaginari, functiunea pu este reals §1 poate primi orice
valoare reala < e, "

Din expresiunea (9) rezulta ca, pe axa imaginari, derivata pu
este de forma i, variabila ¢ fiind reals st crescind dela — oo pana la
0 cand u descrie segmentul (0, ;) si dela 0'la + @, ednd w descrie
segmentul (wg, 2w,).

Pentru semiperioada @3 avem expresiunen

= dx
05 _ L e

5 E s V4a*—gxtg,
analoagé cu aceea a luj ®y, datd de formula (6), in care e, este in-
locuit prin — ¢, $1 g3 prin — g,

Cele doud perioade considerate (2w, 2w5) formeazid un sisiem
de perioade primitive. Paralelogramul acestor perioade este un
dreptunghiu. Este de ajuns a aritda ci in acest dreptunghiu nu
existd nici un pol al functiunii, afara de vérfurile dreptunghiului,
astfel ca in dreptunghijul (20, 20) functiunea admite numirul
minimum de poluri, anume polul dublu u = . Aceasta este ade-
varat pe cele doui laturi (0, 20,), (0, 204) §i prin urmare pe la-
turile respectiv paralele cu cele dintai,

20 DAVID EMMANUEL
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Fie « -+ if un punct interior dreptunghiului

g
t

2
0< a <20, 0<p<

84 consideram formula de aditiune

: SEeuiad p’a»—p'iﬂ)2
pla+if)+pa-+pif=5 e
Cantititile pa, pif, p'e, p'if au, precum am vizut mai sus,
valor: finite si numitorul membrului al doilea este diferit de zero,
caci pa>e; si pif < e, Punctul a+if nu poate dar fi pol al
functiunii pu. :
3% Valori u=w,+v, ¢ real. Avem formula

5 : e;—e;) (es—es)
(15) plv """)3)—6’;;:% g

de unde
(es—e1) (e5—¢s)

(po—ey)®

Functiunile py §i p’¢ din membrele de al doilea variaza, precum
s’a vazut in cazul 1°. De unde rezultd ca ficind sa varieze ¢ dela
0la @, p(¢-+w,) creste necontenit dela e;la e,. In acelag interval,
derivata p’(¢v+w,) este pozitiva, anulandu-se pentru valorile
extreme; ea admite deci un maximum in acest interval: un singur
maximum. Cici dacd ea ar aved doudi maxime, ar aved si un mi-

(16) P(o+wg) =—

nimum si reprezintdnd prin ¢ un numdr pozitiv mai mare decit
minimul §i mai mic decit cel mai mic din cele doua maxime, ar
urma ca ecuafiunea
Pe+ wg) =a

sa aiba patru radacini in intervalul (0, w;). Ceea ce este imposibil,
functiunea p’u fiind de ordinul al treilea. :

Din variatiunea functiunii p(¢+w,) in intervalul (0, ;) de-
ducem o noua expresiune a semiperioadei ;. Punand 2=p(v+w,),
avem

radicalul fiind pozitiv; céci, in intervalul considerat, derivata
P'(¢ + ;) este pozitivd. De unde rezultd egalitatea

€9

d

w -
l/ 42°—g,m—g,

€

(17) w; =
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4°. Valori u=w,-~iv, ¢ real. Din formulele

2 _(ea—es) (e,—0y)
ploy +iv)—e, = T_el‘

conchidem, in virtutea studiuluj facut la cazul 29, ca, in intervalul_
(0, —ii"), p(w;+1iv) este real si descreste necontenit dela e; la e,.

In acest interval, derivata P'(0; + i9) este de forma i, ¢t primind
valori reale, pozitive si anulandu-se la ambele extremitai,
Din cele ce preced rezulti o noua expresiune a semiperioadei Wg.
Fie :

] . Wy |
Yy=p (0, +ig)=—p TP 88

s1
w

z=p [Tlﬂ; gz,~ga) = =Y

. =t . i
Prin urmare, cand ¢ variaza dela 0 la —2 z creste dela — ¢
) i 3 1

la — e, si ecuatiunea

ne da egalitatea

(18) el \ it g

V4 2*—gy t g,
Y -5
radicalul fiind pozitiv, cici $1 ¢ cresc in acelag timp. Aceastd ega-
litate se poate deduce imediat djn formula (17), observand ¢4 dack
inlocuim, in functiunea pu, semiperioadele o, @3 respectlv prin
%, + 1w, g nu se schimbi si g isi schimba semnul; ceeace
are drept efect a schimba radacinile €1, € €gTespectiv in — ¢, — ¢,
St :

Rezumand variaiunea functiunii 2 — P(¥s'g, &), in cazul
4> 0, cand u descrie dreptunghiul (w,, @), incepind dela u = (),
In sensul pozitiv, vedem c& aceastd funcfiune primeste valori reate -
$i variazd intr'un mod continuu, respectiv pe fiecare lature, dela
+00 la e;; dela ¢, la e,; dela ¢ la eg; dela g la —00, trecand o sin-
gurd datd prin fiecare valoare: perimetrul dreptunghiului (u) se
transformd punct cu punct in aza reald ().

20*
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Derivata p’u este reald pe laturile (0, @), (w4 0 +w,): dea-
lungul celei dintdi, ea variazia dela —oola 0, trecAnd o singurid
data prin fiecare valoare; dealungul celei de al doilea, ea este po-
zitiva varidnd dela 0 la 0 1 admite un singur maximum. Pe cele-
lalte doud laturi, p'u este de forma it, ¢ primind valori reale pozi-
tive dela 0 la 0 pe latura (w;, @, + ;) si negative dela 0 la—oo pe
latura a patra (w,, 0).

275. Cari sunt in tot planul (u) valorile variabilei pentru cari
funciiunea pu este reala? Fie a o valoare reala oarecare. Exista
pe conturul dreptunghiului (@;, @;) un punct ¢, unul singur, pentru
care avem py = a. Toate valorile lui u pentru cari pu = py fiind
date de expresiunea

u=*y¢ + 2mw;, + 2no,,

rezultd ca, abstractiune facand de multipli de perioade, singurele
puncte w carora corespund valori reale pentru pu sunt situate pe
conturul dreptunghiului considerat §i pe cel simetric cu acesta in
raport cu origina u = 0. In interiorul fiecarui dreptunghiu pu este
dar imaginar. o : :

La valori imaginare conjugate ale lui u corespund, pentru pu,
valori imaginare conjugate. Unui punct w situat in interiorul drept-
unghiului (w;, @;) corespunde, pentru & = pu, un punct z situat
de desubtul axei reale. In adevar, fie @ §i b doud cantitiii reale sa-
tisfacand inegalitatile

V< <o, O<b<%‘
si fie .
p(a +1b) = A + iB.

Formula. de aditiune a functiunii p (@ + ib) da pentru B
valoarea

insa p'a <0, p'ib = it, t<<0. Asa dar B este real si negativ.
Rezultatul precedent se poate verifica considerand valoarea
principala a lui p(a + ib), a si b fiind numere pozitive foarte
mici. Aceastd valoare fiindhi.—> coeficientul luiz este— Ldoplt 7,
(a+ib)? (a2 + b3)2’
- prin urmare intr'un punct interior dreptunghiului (e,, @), in veci-
natatea originei, coeficientul B este <Z0. Acest coeficient insd nu-si
poate schimba semnul fira a se anuld, adica farda ca w si treaca
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prin una din laturile dreptunghiului. Semnul lui B ramane dar
acelas in tot interiorul dreptunghiului.

276. Transformare conformd. Din punctul w =0 si ne inchi-
puim descris un sfert de cerc aff cu o raza o foarte micd, mir-
ginit de directiunile o, o3 (fig. 52) In domeniul acestui punct avem

1
a:=pu=az—i—u2 P (u).

Fie A'si B punctele z corespunzitoare punctelor a, f (fig. 53). Cand

w;z W+, B 0 A
[

end
25 W

Fig. 52 Fig. 53

u descrig arcul af, x descrie un are ACB care diferd foarte putin
: 1

de arcul descris de punctul Y =—3, adicd de un semicerc situat
u

dedesubtul axei AB. Aceste dous arce se corespund punct cu punct.
De unde rezulti ci conturul dreptunghiului (e, wg) limitat de
arcul aff se transforma punct cu punct, in virtutea ecuatiunii z=puy,
in conturul ACBA. Insi, in aria limitatd de primul contur, func-
tiunea pu este olomorfi ; prin urmare cele doua arii sunt transfor-
mate conforme, una a celeilalte. Ficand 0 sd tindd cdtre zero,
cele doud arii devin respectiv dreptunghiul (w;, w,) si semiplanul
(z) situat de desubtul axei reale. De unde concluziunea : Fune-
{iunea x = pu realizeazi transformarea conformd a dreptunghiului
(wy, wy) in semiplanul (z) situat dedesubtul aze; reale.

Dreptunghiul simetric cu cel dintdi, in raport cu axa reals, se
transforma, in virtutea simetriei, intr'un mod conform in semi-
planul (z) situat deasupra axei reale. Se recunoaste lesne c¢i aria
(w) limitatd de cele doua dreptunghiuri se transforma, intr'un mod
conform, in planul (z) limitat de tdietura (e1, — ). Deasemenea,
aria formata de dreptunghiurile (w,, W3), (— W3, wy), simetrice in
raport ‘cu axa imaginard, se transforma intr'un mod conform in
planul (2) limitat de taietura (ess + 00). Ambele tidieturi sunt fi-
cute dealungul axei reale 1),

II. 4 < 0.
276. Dintre cele trei radacini ale ecuafiunei (1), una este reald; fie

ep rddécina reala si ey, e, radacinile imaginare conjugate.

) A compara variatiunea functiunii pu, studiatd mai sus, cu variatiunca
integralei u (§ 109).
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1°. Valori u reale. Ca siin cazul 4 > o, funciiunea pu si derivata
sa p'u sunt reale pentru valori reale ale lui u. De unde rezulta ci
funciiunea pu admite o perioadi reald si una pur imaginara. Fie
2@, cea mai micd perioadd reald pe care o presupunem pozitiva
si 26’5 cea mai micé, in valoare absoluta, perioada pur imaginari,
0172 fiind deasemenea > o.

In intervalul (0, @,) p'u este < 0; prin urmare cind u variaza
dela 0 la @,, pu descreste necontenit dela + oo pana la valoarea
P @y, egald cu riadacina reala e, adici pd, = e,. De unde rezulti
¢d in intervalul (0, @,) avem, pentru z = pu, ecuatiunea

(1) : %%_—V‘/* 933—‘_82 T—83

si, In virtutea variatiunii functiunii @ = pu in acest interval,

2 D ch dx Sv dx
(2) Dot =g - ;
/ 3 / 3__ o
wf 42°—g 2—g .| 40" g0
radicalul fiind pozigiv.

In intervalul (&, 2@,) pu trece, in ordinea inversd, prin ace-
leagi valori prin cari trece in intervalul (0, @,), in virtutea ecua-
tiunii p (@, + 1) = p (@, — u). De unde rezult ca, pentru valori
reale u, pu poate primi orice valoare reala N,

20. Valori u=i¢, ¢ real. Prin consideratiuni identice cu cele
din (20,4 > 0), tinind seamd ci — e, este unica radicina reals
~ !

e , L. W2 e o
a ecuatiunii (12) conchidem c& — este cea mai mici valoare po-
I
zitivd pentru care derivata p/(¢; g,,—g,) se anuleazi; prin urmare
@3
3) p (—-; gz=—g3) =—¢.

1

it

De unde rezulta ci in intervalul(O, ?-:—2) , functiunea p(o; g, — g,)

descreste dela+00 pand la—e,; prin urmare dealungul segmen-
tului (0, @',) functiunea p(u; g, g;) creste dela — o0 pan la e,
si pe segmentul (@3, 2@2) ea descreste dela e, pana la — oo, Asa
dar, dealungul axei imaginare, functiunea pu este reald §1 poate
prin orice valoare reald e, In punctul u = @, pu are acelas
valoare ca in punctul u = @,

(%) p &'y = pidy = e,
Semiperioada @', este data de integrala
. > ~,2~ % dl’
L ) 42 82T T8;3

corespunzitoare egalitatii (14) (pag. 305).
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Cele doud perioade 2@, , 2@ — cea mai mici perioadd reala
s cea mai micd perioada pur imaginard, in valoare absoluts —
nu formeazi un sistem Primitiv; cici, pe langa polurile cari coincid
cu vérfurile dreptunghiului acestor perioade, functiunea pu admite,
in interiorul dreptunghiului, polul @, 4+ @',, precum rezulti din
formula
P (utd)—e =2t e,
in care numitorul din membrul al doilea se anuleazs pentru u=ga’,.
Acest punct este singurul pol in interiorul dreptunghiului consi-
derat. In adevar, fie a + 8 un punct interior dreptunghiului,
diferit de @,+@'y; prin urmare nu avem in acelas timp a = @,,
1B = @'5. Sa consideram formula de aditiune

Fupip):
pa—pif

Pentru valorile considerate ale cantitatilor a si §, termenii pa,
P, p'a, p'if au valori finite §1 pa este diferit de Pif; de unde rezulti
¢d p(a + if) este finit' in interiorul dreptunghiului, exceptand
punctul @, + @3,

Punctul &, + @}, fiind un pol al functiunii pu, este un punct
perioadd al acestei functiuni; cici polurile funcfiunii pu coincid
cu varfurile refelei de paralelograme, construite pe un sistem oare-
care de doua perioade primitive. Punctul By — @3, simetric cu
punctul &, + @5 in raport cu axa reald, este, de asemenea, un
punct perioada.

Din cele ce preced rezulti ca cantititile

p(a+1p) +pa+piﬁ=%(

(6) 20, = &y — @3, 205 = @y + &%

formeazi un sistem de perioade primitive ; paralelogramul cores-
punzitor este un romb. Si punem

~ ~ 14

(7) Gy = — y,7 @h ='— w3; -wz ——2W,

egalitafile precedente devin 1 j
20y =—w, + 04, 205 =—wy—wg, w, i . 57 &7

de unde relatiunea 01 + Wy +wy =0, 01™\¢

Sa observim ca punctele u + w, :
i /
sunt congruente cu punc.t.ele u + wh, o 20
oricare ar fi valoarea lui u, In par- » 2
ticular, considerand dreptunghiul S

{— @3, — w3) 51 simetricul siu (@5, @3), in raport cu origind, (fig, 54),
punctele laturilor (0, w3), (0, ws) sunt respectiv congruente cu punctele
laturilor (2w, —w,), (2w, — w3); prin urmare, dealungul laturilor
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(— @5, 20,), (— w3, 2w,), functiunea pu variaza respectiv dela
e, la — 00 si dela e, la + oo.

Din cele ce preced conchidem ca singurile valori u, abstractiune
facand de multipli de perioade, pentru cari pu este real, sunt va-
lorile reale si valorile pur imaginare.

In puncte simetrice cu axa reala, u = a+ib, asi b satlsfacand

inegalitatile 0 < a <—w, 0<b ir i:)— » avem

platib) =A% iB
semnele superioare si inferioare corespunzindu-se, A si B fiind

cantitati reale si B > 0. De unde rezultd ca cele doui radicini
imaginare conjugate

W, ) wy w3
omr < alo Rl g - 2o o
ale ecuatiunii (1) au coeficientul lui i respectiv = 0:
ey=a+iff; ez=a—if, B>0.

Din variafiunea functiunii 2 = pu, dealungul dreptunghiului
(— @y, — w3), rezultd ci dacid punctul w descrie conturul evitdnd
varfurile prin cate un cadran de cerc infinit mic cu centrul in varf,
situat in interiorul dreptunghiului, punctul z descrie de doua ori
conturul format din axa reald si un semicerc foarte mare cu cen-
trul in origine, situat dedesubtul axei reale. Dreptunghiului con-
siderat (u) corespunde dar de doud ori semiplanul (2) situat dede-
subtul axei reale. Punctul & = ey corespunzitor punctului u = o,
este punct de ramificatiune al suprafefii lui Riemann (z = pu,
y =pu).

271. Si complectam studiul variatiunii derivatei p'u pentru
valori reale u. Punind 2 = pu,; y = p'u, avem

L

y=pu =622 — % g Yy =pu=12zy.

Dacd y nu se anuleazi in intervalul (0, — w,), y variazi ne-
contenit in acelag sens dela — oo la 0 si, prin urmare, trece o sin-
gurd data prin fiecare valoare negativi. Pentrn ca y si nu varieze
necontenit in acelas sens este necesar i suficient ca y’ si-si schimbe
semnul in intervalul considerat si, de oarece aceasta derivata ra-

o : 1
méne finitd, trebuie ca 6 22— 5 8 sa se anuleze pentru o valoare

reald a lui @; prin urmare trebuie ca

g, > 0.
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Aceasta condifiune nu este suficienti. In adevir, valorile ex-
treme ale lui p'u in intervalul considerat fiind — oo i 0, existenta
unui maximum trage dupi sine existenta unui minimum. Ins3,
in acest interval, = > e,; prin urmare este necesar ca cele doui

1

riddcini ale ecuatiunii 622— et T 0 si fie améndous mai mari

ca ¢, De unde rezultd ca e, trebuie si fie negativ §i prin  ur-
mare gy, al cirui semn este acelag ca al lui ey, trebuie s& fie ne-
gativ. Asadar, in cazul

8;,>0, g<0

si numai in acest caz, p'u admite in interiorul (0,—w,) un maxi-
mum si un minimum.
In intervalul (0, w,) p’w trece prin aceleasi valori cu semnele
schimbate, ;
278. Funcjiunile ou, {u; funciunile sno, cn, dng, (4 > 0).
Functiunea ou este reala pentru valori reale ale lui u, caci fac-
M
Pk u w 2wl 3 - . ? 3
torn produsului 77/ (1 — ;) e sunt imaginari conjugati
doi cate doi. Aceasta functiune anulindu-se pentru valorile
reale u = 2maw,, cari sunt zeruri simple, isi schimba semnul cind
u trece prin una din aceste valori si pistreazi un semn invariabil -
in fiecare interval (2mo,, 2 (m +1) @;). Pentru valori pozitive ale
lui w51 destul de mici, derivata ¢'u fiind pozitiva, cici o'(0) = 1,
functiunea ou creste impreuna cu u, cand w pleacd dela 0; prin
urmare, in intervalul (0, 2w,), ou este pozitiv si ow; este o canti-
tate reald si pozitiva.
~ Pentru valori pur imaginare u = 19, ¢ real, rezulla, in virtutea
formulei de omogenitate

y / ; W .
(1) o (iv | 0y, wg) = i (v | — loy),
_ oly : FroTE N e : 2w
cd — este real i pozitiv cand ¢ este cuprins in intervalul 5

e T g o . 20
s1 is1 schimbd semnul caud ¢ trece printr’an multiplu al lui =3.
L

: ow 5
Cantitatea Ta este asd dar pozitiva.
Derivand ambele membre ale formulei (1), avem
; w;y .
(2) o’ (iv|wy, wg) =0’ (al Ts’ za)l).

Derivata o'u este aga dar reals pentru valori pur imaginare ale lui
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u. De unde rezulta ci functiunea

(3) . i el

este reald pentru valori reale ale lui w si pur imaginara pentru va-
lori pur imaginare. Prin urmare #; si 73 sunt cantitafi reale ).
, A : ;

279. Funcjiunile oqu. Functiunile pare oqu sunt reale pentru u
real precum si pentru w pur imaginar. Aceasta rezulti din expre=
_siunile

(%) AVl ]/pu—-ea, {e=1;2,3).

Caci pentru u real, avem pu > ey 51 pentru ¥ pur 1mag1nar avem
Pu < e5, astfel ca ambii factori din membrul al doilea sunt pur
imaginari in acelas timp. Pentru u=0, cele trei functiuni sunt
egale cu 1. Functiunea o,u anulindu-se pentru valorile reale, u=
(2m+1) w; este pgzitivﬁ in intervalul (— @, +®,), negativa in
mtervalul (wy, 3o;), ete.; celelalte” doua functiuni o,u, 0,u, nea-
vand zeruri reale, raman pozitive peniru toate valorile reale ale
lui w.

Dealungul axei imaginare, functiunile o,u, 6,u neavand nici
un zero, ramén totdeauna pozitive, pe cind functiunea Ojl, care
se anuleazd in punctele u=(2m+1)w, este pozitivd in inter-
valul (—wy, +ay), negativa in intervalul (w,, 3ws), ete.

280. Din cele ce preced rezultd ca radicalele reale

= ——— Oy )
() ]/el—e2=:w11; Vel—ea——é’w—ll

sunt pozitive si radicalul pur imaginar

— ' G
(6) [ eg—ep—= a2w33

are coeficientul lui ¢ negativ. Prin urmare radicalul

(7) V32—03.= —i Jey—es (6) (§ 188)

-
este un numar negativ. De unde rezultd ci, in cazul considerat

1) .Rezultat care se deduce si din' formulele (14), 15) (§ 215). Se poate
presupune — printr’o schimbaré de perioade echivalente, dacd este nevoie—

r s
aﬁ'z'l; de unde| ¢ (= ”"gg“. Din expresiunea (14) se poate astfel con-

7

chide 2; > o§i, prin urmare, din (15), el
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(4 > 0), modulele functiunilor eliptice

(8) p R V82—63 K :Vel_ez
Vel_‘ea Vel—e3

sunt numere reale, pozitive si mai mici decat 1. 1),
De asemenea sunt reale i pozitive cantititile

—_— = w
(9) K=o, Vel—"se K 273 Vel*ea-

280. Functiunile eliptice ale lui Jacobi (4>0):

ou Oy U o

e LT AT ——
sne=|e;—eg—, cno= Ver—eq 0—1;, dno=|e;—e, v=ul/e;—e,.
3

7T Ay
O3l 04U

Radicalul }e;—e, fiind real §i pozitiv, rezultd ci variabilele
¢ §1 u sunt in acelas timp reale s1 de acelag semn.

1°. Valori reale. Functiunile o fiind reale pentru valori reale
U, rezultd cd cele trei functiuni ale lui Jacobi sunt reale pentru
valori reale ale variabilei ¢, Funcfiunea dng este totdeauna pozi-
tivd; functiunile sne, cne sunt pozitive respectiv in intervalul
(0, 2K), (0, K). De unde rezults, tn virtutea egalitatii,

gy STw=ene dny,

cd funcfiunea sne creste necontenit dela 0 la sn K=1, (§ 200),
cand ¢ creste dela 0 la K. Variatiunea acestei functiuni in inter-
valul (K, 2K) se deduce din formula

sn (2K—y¢) =sny; L

ea descreste dar in acest interval dela 1 la 0. Din egalitatea sn(—y)
= — sny, rezultd ca in intervalul (0,—2K), sne trece prin valori
egale 5i de semne contrarii.cu cele prin cari trece in intervalul (0,2K).
De alta parte, la orice valoare reali ¢ corespunde relativ la pe-
rioada 4K, o valoare congruenta, reald, cuprinsi intre—2K si
+2K; prin urmare funcfiunea sne nu primeste, pe axa reals, alte
valori decat cele cuprinse intre—1 si+1, inclusiv aceste valori.
Variatiunea functiunilor eng, dng rezulta din formulele

(1) - enw=|1—sn%, dno= V1 —k2sn?,

radicalele fiind egale cu 1 pentru ¢=0.
Aceste doud functiuni descresc necontenit in intervalul (0,K)

)

cea dintdi descreste dela 1 la 0, cea de a doua dela 1 la Ji—k2=FK.

!) Rezultat care se deduce si din formulele (1) (§219).
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Din egalitatile :
(2) cn 2K—v)=—cnp, dn (2K—¢) =dny,

rezultd ca in intervalul (K, 2K) functiunea cny variaza dela 0 la
—1 si functiunea dne dela K la 1; amandoua functiunile fiind -
pare, se reproduc cand schimbam semmul lui ¢. Aceste doud func-
tiuni primesc dar, pentru valori reale ¢, numai valori cuprinse
respectiv in intervalele (—1,+1), (1, k). Avem ash dar tabloul
de valori:

P IO K+ 2K
L oI el i
3 ]
) eng |10 —1
dny 1. K 14
20. Valori pur imaginare. Avem, formula (6) (§ 242)
; R O O
(4) s sn (1, k) =1 o o)

Din permutarea modulelor k si K rezultind permutarea cantiti-
tilor K si K’ (14) (§ 203), conchidem ca daci ¢ creste dela 0la K/,
numaritorul creste dela 01la 1 si numitorul descreste dela 1 la 0;
prin urmare, in acest interval, egalitatea (4) este de forma

(5 ' snip =it »
¢t fiind o variabila pozitivi care creste dela 0 la oo. In intervalul
(0,—K’), functiunea snip trece prin aceleagi valori eu semnul

- 3 sniy
’

necontenit dela—co la 4 0o; prin aceleasi valori trece in inter-
valele (K’,"3 K'), etc.

Variatiunea funefiunilor cniv, dniv rezulti din formulele

schimbat. Asa dar cand ¢ creste dela —K’ la L KS

creste

_ 1 fades dn (o, K
(6) en (i, k) ZCH,(Tk') > dn (w? k)= c:lz((+’,k')) 2

In intervalul (0, K’) ambele funciiuni sunt reale §i cresc necontenit
dela 1 ]a 0o; in intervalul (K’, 2K’) ele crese dela—oo la — 1.
Variafiunea acestor trei functiuni se ‘poate reprezintd  prin
tabloul '

K’ LK,

(7) L i
cniy
dniy

ot et

0

sy | 0 4 oo 0
1
B e e
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S +w. Avem, (7) (§ 199),

Lo o 1
sn (K + w) = e s
. S O
(8) en (iK' +w)=—q ek
din (IR ) Ly s
snw,

De unde, substituind valorile (3), deducem tabloul de valori:

w 0 'K 2K
sn (K + w) o % o0 y
©) ~on (K +w) | —o0 —% —o0
e

4. ¢ = K 4 iw. Avem, (6) (§ 199),

: en w
sn (K +Ltv)%dn =
10) RN ,sniw’
(10) cn(h—l—uﬁ) kdn =
. o
dn (K+uv)= kdn =
sau, in virtutea formulelor (6) (§ 242),
1

sn (K +zw)=—*—dn A

81 (w, K
o dn (w, k')
R (w,k')_
De unde, inlocuind functiunile din membrele de al doilea prin valo-
rile lor, cari rezulta din tabloul (3) prin permutarea cantitafilor
K cu K’ si a modulelor % cu &, deducem tabloul de valori

(11) en (K +iw) =

b

w. 0 s 2 K’
sn (K +iw) 1 % 1
(12) | -
Tcn (K +lW) 0 —7(‘— 0
dn (K+iw) | ¥ 0. —K
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Transformare conformd.

281. Funcjiunea w=sny. Din variatiunea functiunii sne de-
alungul dreptunghiului (K, iK’), putem conchide ci funetiunea
r=sny transforma, in mod conform, aria acestui dreptunghiu in
cadranul planului (z), mirginit de semiaxele de coordonate pozi-
tive. In adevir, in interiorul dreptunghiului, functiunea 2 = sno

x
este olomorfa si derivata 4, oste diferita de zero. Exceptiune

12
existd pentru varfurile ¢ = K si 9 = K+iK/, in cari derivata se
anuleaza §i varful ¢ = iK' care este un pol al funetiunii. Rimane
sd ardtdm cd unui punct v=a + b, 0 <a < K, 0<<b<<K’, cores-
punde un punct # = & + i, £> 0, > 0. Aceasta rezultd ime-
diat din formula de aditiune i

_ sna cnib dnib +-snib cna dna

sn (a +lb) = 1—Kk2sn2q sn2ib ,

in virtutea valorifor cuprinse in tablourile (3) s (7).

Din corespondenta conforma dintre cele doua aril, deducem
consecintele urmétoare:

1°. Latura (0, 7K’) a dreptunghiului §1 semiaxa imaginara pozitiva
(%) corespunzéndu-se punct cu punect, conchidem, in virtutea simet-
riei in raport cu aceste li-
nii, c¢& dreptunghiul II,

simetricul dreptunghiului
KiK' K K+iK' i I/
: Il I ¢
e ol bes SRS IVER T I T
oW m W,
-K-iK' K’ K-iK'
Fig, 55 Fig. 50

I, (fig. 35) si cadranul II, simetricul lui I, (fig. 56) se cores-

. : : 1
pund in mod conform. Segmentele (0,—1) (——1,— i),‘(—z, —oo) co-

respund respectiv laturilor (0,—K), (—K,— K +{K), (—K + KiK.
20, Latura (0, K) si segmentul (0, 1) corespunzandu-se punct
cu punct, conchidem corespondenia conformi intre. dreptunghiul

4 ) 1 A
IV, (K, — iK’) §i cadranul IV,. Segmentele (1%), (I—c—" oo) cores-

pund  respectiv laturilor (K, K — {K'), (K — /K, — {K’).
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3% Pentru motive analoage de simetrie considerand latura (0,—K")

§i semiaxa imaginard negativa (z), conchidem corespondenta con-
forma  dintre dreptunghiul ITI, simetric cu dreptunghiul IV, si

- 1

cadranul III, simetricul cadranului IV.. Segmentele (—i,—;],
(_Z’_OO ) corespund laturilor (—K,—K—iK’), (—K—iK’,—iK').
Sa observam ca segmentul (ll? OO} corespunde laturilor opuse
(=K', B 5KY, (i K5, KO0 ) ookamilotins telativ b perioada
2:K’. Pentru acelas motiv segmentul (—]1?,—00) corespunde la-
turilor opuse (— K’, — K — T =K S iK'). In fine sa

observam ca segmentul (1,%) corespunde atat laturii (K, K-+:K9)

i 1
cat si laturii (K, K — iK’); de asemenea, segmentul (—1, _Z)

corespunde laturilor (—K,—K—iK"), (=K,—K+iK’). Efectuand
doua taieturi dealungul acestor segmente, tarmurile superioare
ale lor corespund respectiv laturilor situate deasupra axei reale
si tarmurile inferioare corespund laturilor simetrice cu cele dintai,

Din cele ce preced rezultd ca dreptunghiul ale cirui varfwi
sunt punctele

K IK K= iR, K +iK', — K + iK',
din care excludem una din cele doud laturi paralele echivalente,

se transformi in mod ‘conform in tot planul (), limitat de taie-

turile (1%) (~1,—%}. Acest dreptunghiu constitue un dome-

niu fundamental 1) *al functiunii @ = sny,
: 282. Funcfiunea'y = cnp, Din

U[j iK' 2K+iX*  variatiunea functiunii ¢cne dea-
I 1 BE S
= SR B Al 2K m, ik IV
Wv ]"v - e ih*_“ I
~K KT K : G detoe)
Fig, 57 Fig, 58

lungul dreptunghiului I, (K, iK’), conchidem prin_consideratiuni

') Vezi 1, pag. 157.



320 : CAPITOLUL XXI )
analoage cu cele din cazul functiunii sne, ci functiunea y = cnp
transforma, intr’un mod conform, acest dreptunghiu in cadranul I,,,
marginit de semiaxa reald pozitivd si de semiaxa imaginard nega-
tivd. De unde deducem, prin simetrie, corespondenta conforma intre
dreptunghiurile II,, III,, IV, cu cadranele ,, III,, IV,. Este
de observat ci, in virtutea egalitatilor

en(—¢) =cny, cn (2K + ip) = en (2K — ip),

segmentul (1, 00) corespunde laturilor (0, iK', (0, = IK’) si seg-
mentul (— 1, — o0) corespunde laturilor

(2K, 2K + iK), 2K; 2K — {K’),

doud cate doud simetrice in raport cu axa reala (#).
De asemenea, in virtutea egalitatilor

en (K+1K' +v) =cn (K+iK'—¢), cn (K=iK’+9) =cn (K—iK'—g),

segmentul (—i—k—;— ioo) corespunde laturilor -

(K-+ 1K', iKY, (K+iK/, 2K + tK’),

; S :
si segmentul (lr 13 Oo) corespunde laturilor
(K aK, = 7K (K=K IR < tK’).

Din cele ce preced rezulti ci dreptunghiul ale cdrui varfuri
sunt punctele

—iK’, 2K—iK/, 2K+iK’, K’
st planul (y) limitat de taieturile

’

(1, ), (—1,—o0), (L%Loo) (~ir,—ioo)

se corespund punct cu punct.
Observare. Reprezentand variabila y pe sferd, cele patru taieturi se
pot considera ca doud tiieturi, una intre punctele 1, cealalta intre

4

punctele :!;ir.

283. Funcfiunea z=dne, Din variatiunea functiunii dny dealungul

dreptunghiului (K, iK’), conchidem corespondenta conforma dintre
dreptunghiul ale ciirui varfuri sunt punctele

0, 2K, 2K +2iK’, 2K,
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si planul (z), in care introducem tiieturile (1,K), (—1, —F), cea
dintaiu corespunzand laturilor (0, K), (K, 2K) si cea de a doua
laturilor paralele (2:K’, K+2iK’), (K+2iK’, 2K+2iK’). Fig. 59 si 60

aratd regiunile cari se corespund.

2K Ke2i K 2 K+2iK’ I, v,
LK Iy Kyji k' ik alrikr (A
Lootliot s i it o
0 K 2K Hz lz
Fig. 59 Fig. 60

III. Functiunite pu, Su, ou, in cazul ednd unul din invarianti
este nul.

284. Vom considera succesiv cazul cAnd unul sau celalt din
cei doi invarian{i este nul,

=0
Sa facem, in formula de omogenitate
: 1

(1) P (Au;%, 0) =P (u; 8, 0),

substitutiunile '
-

(2) Au=gp, }.2=%;

obtinem formula
1,— 2

3) P (u; 8, 0) =§Vg2 p (954, 0).

Funcfiunea |

(4) y=p(v; 4 0)

) Membrul al doilea pastreazd aceias valoare oricare arfi determinatiu-

nea radicalului S
A=V@
2

Fie , una din determinatiunile acestui radical $i Ai=v,; avem
A=lee, p=pge, (et=1).
Membrul al doilea (4) devine
A2e%p (ve; 4,0) =43p (v0; 4, 0)
adica 2p(v; 4, 0) =4%p (¢; 4, 0).

21 DAVID EMMANUEL
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intréd in cazul invariangilor reali cu diseriminantul 4>0. Avem

b d

(D) 4 (dy) 4.1/( 1)’ € 21) 6220; €3=——1.
Reprezinténd prin- 'y, @’y respectiv semiperioada reali pozitiva
cea mai micd si semiperioada pur imaginard cea mai mic#, in va-
loare absoluta, avem (17) (§ 274)

IR et 16 d

(6) - colz—i—:’:—s ,_3y_=25 i Tl
LYy Vo—y

Integrala din urmi se poate exprima prin functiunea I". Punand

y?=t, aceastd integrala se scrie

40205 3:
%St f—t) Tdt—i_B(

LAy Ry
42)

De altd parte, avem

() =g () -1

prin urmare
4
) 1 1
(7) w1=—.—3= _thz).
Lo 4 om
Semiperioadele corespunzitoare ;, w; ale functiunii p (u; g,, 0)
sunt aga dar, in virtutea substitutiunilor (3),

s . R A ih STRe
(®) "’”T“EVEF(*)’ = !/2_Vg?

Paralelogramul acestor perioade este un patrat.
Vicepersa. Relafiunea wy=iw, trage dupd sine valoarea g,=0
In adevar, grupind in egalitatea
1 13 s an
mg"_zswlSZ.B s’

termenii sumei doi cAte doi in modul urmitor:

1 1

(m+ni)® +(n~ mi)®

si observand cid (n—mi)®=—(m+ni)%, rezultda g;=0. Aceasti va-
loare rezulta §i din formula
+ ](1)3 .
p (tu|wy, wg) =—p uIT’ 10 | = —p (u|w;, o),
in care facind u=wm;, ohfinem e;=—e;; prin urmare e,=0.

De unde g,=0.
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285 Formulele de omogenitate ale functiunilor fu sl ou
& (iufiy, itog) = —i (uloy, ay),
o (tufiw,, i) =io (ulwy, wg)
devin, in virtutea egalitatii w, =iw,,
(9) {4- (;iulwb @g) =—1{ (ulw, @g),
0 (1u]wy, wy) =10(ulw, o) ;

de unde, ficand U=y,

(10) N3 ==, Owy=iow,.
A HE ot T
Relatiunea 7, W3— 130y =i devine aga dar

(11)

&~ Q

o=

Functiunile 011, 03U, Ogu fiind omogene st de ordinul zero, avem

w; o

01 (iufeoy, g) = "1( s 73) =0y (u|— 0wy, ),

W 0y
e S $J=02 (U]~ w4, o)),

(12) 93 (1u|oy, wy) =02( ul- z

©

O (tu]ory, wy) =<’3( o T)=‘73 (U] =g, o).

De altda parte, inlocuirea perioadelor (2w, 205) prin perioadele
echivalente (—2w,, 20,) are drept efect a permuta functiunile
01U, 0au si a lisi funcfiunea o,u neschimbata (§ 187).

Avem asad dar formulele

-0y (iulwlr 03) =0, (u]ooy, @g),

(13) ) % (1ufog, w,) =0y (u]w;, wy),
93 (tujo,, @g) =0y (ufwy, wy).
4 II. g,=0
286. Sa facem in formula de omogenitate
' 1
) | p(zu;o,f—g)ﬂ@p(u;o,gs)
substitufiunile
6

(2) . 1u=v, l= VE—;;

/21>
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obtinem formula

3
I
(3) : p(u;o,g3)=Vg;3p (93 0»4).)
Func’giunea :
(4) y=p(¢;0,4)

intrd in cazul invariantilor reali, (4<0.) Avem

/3 G s

(5) (@ 2=4( 3—1), e ——a-i-z =1, eg=—-—i1—.
_dV Y =15 1 9 927 2 3 3 2 2

Funcﬁunea eliptici y are dar doud perioade primitive imaginare
conjugate. Reprezintdnd prin —w,, —@’, respectiv partea reald
§i partea pur imaginard ale acestor perioade, avem (2) (3) (§ 276)
1F% dy o, 1(° dy
— Wy == ===\ —Z_
(© d S Jyp—1 ZS V2 +1
£y

287. Teoremd. Dacd funcjiunea p (u; 0, g;) admite perioada o,
ea admite si perioada ew, € fiind o rdddcind cubicd sau o raddcing
a sasea a unitdfii. In adevar, si facem i=¢ in formula de omo-
genitate (1) si s& punem &u=¢; avem

(7) p(v;0, 8)= p(u 0, 85).
Inlocuind » prin v+, ob;inem
T
@)  plvt+ew;0, 83)——P(u+w 0, 85) =—p (13 0, g,).

Din (7) si (8) rezulta egalitatea
©) P (0+6w;07 g)=p (¢; 0, gs);

oricare ar fi valoarea lui ¢.

Paralelogramul perioadelor este un romb ale carui laturi fac
intre ele un unghiu de 120° sau de 60° dupa cum e este ridacina
a treia sau a sasea a unititii.

Cantitatile o i ew fiind perioade, rezultd ci " w este o perioadi,
k fiind un numir intreg oarecare. Toate aceste perioade se reduc
la cele dintai doua, in virtutea egalitatii

2i%
e?=—1—e¢ dacie=e 3

!) Membrul al doilea pistreazi aceeas valoare, oricare ar fi determinatiu-

nea radicalului
6

A= I/? V. (§ 284) Nota.



FUNCTIUNEA pu €U INVARIANTI REALI 325

sau, in virtutea egalitatilor '
T
é =2 Biips gy
B=—A+te S=—1 P e=1—¢ daca g=¢3.
Viceversa. Dacéi raportul a doud perioade are una din valorile
£n 398 oo . : I e 7 :
€3 sau e3, invariantul g, este nul, Fie ¢—¢ 5. Si grupam trei
céte trel termenii sumei- =
1 1 ; 1
60 S2 20t (m+ne)?
3 e 2 ’ FLerpp 17
corespunzator: sistemelor de numere (m, n), (n/, '), (m’, n ), legate
intre ele prin conditiunile

(10) {

de unde rezulta egalitatile

m +n'e=¢ (m+ne) =—n-+(m—n) ¢,

m” +n'" £ =2 (m-+ne) =(n—m)—me;

(11) m'=—n, n' =m—n, m" =n—m, n’ =— m,
Cele trei sisteme de numere sunt distincte, ciici expresiunile
m+ne, & (m+ne), &% (m+ne)

sunt diferite. Suma celor trei termeni astfe] grupa{i fiind nuli,
rezulta g, = 0.

in
Cazul e=¢7 se reduce la cel precedent, daci inlocuim semi-
perioadele ®;, wy=ew; prin sistemul echivalent

o'y =0, og=¢ Wy =—; +wy;
de unde
, in . 2m
o —_ —
*,3=_1 +e 3 =e3 .
'y
2in

288. Plecand dela e=¢ 3, avem

p (eu; 0, gs) =s__p(u; 0, gy),
(12) P" (eu; 0, gg) =p’ (u3 0, g),
’ 0 eu=cou, [ cu=¢e?y,

Din ultima formuli rezulta

(13) _ Ng=¢%1);;
prin urmare, in virtutea relatiunii

2 AL

Th O3—n3 0 =n; w; (e—¢ )=j ;

avem
T
(14) 171 wl =§ﬁ .

289. Zerurile funcfiunii P (u; 0, g). Se poate gasi expresiunea
generala a zerurilor functiunii pu in cazu] cand 8> =0. S presupunem
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e® = 1; avem, in virtutea formulei de omogenitate,

(15) P (eu; 0, g) =ep (u; 0, g,).
De unde rezulta ca dacs Ug este un zero al functiunii, punctele Eutg,
€%uy vor fi zeruri. Insi functiunea pu neavand maj mult decat
doud zeruri incongruente, urmeazi ci cel putin doud din zerurile
U, €Uy, EUgsunt congruente. Si presupunem, de ex., verificati con-
gruenta eug=u,, adici

Uy =uy +2mw; +2new,;. ;
Multiplicand ambele membre cu ¢ 5i observand ca w, si ew; fiind
semiperioade, %0y =—w;—ew, este de asemenes 0 semiperioads,
ob{inem congruentele s
; &® up=¢ ug==u,,

La aceeas concluziune ajungem daci plecim dela congruenia
e2ug==uy. Cele trei zeruri considerate sunt asa dar congruente.

Viceversa, valorile u = 0, cari satisfac congruenta

: : su=u,
sunt zeruri ale functiunii p(u; 0, g); céci altminteri ar urma, in
virtutea acestel, congruente sa avem Peu=pu: ceeace este in
contrazicere cu egalitatea (15).

Vom obtine dar toate zerurile distincte ciutand valorile incon-

gruente ale lui w30, cari satisfac egalitatea

U=eu+2 (m+ne) o;

‘dé unde
2(m+ne) g

(16) U=(1T Wiy

sau, In virtutea identitifii
- 1—eg? _2+s
t—e.  {1=e) (=) 3

zerurile vor fi date de egalitatea

(17) u :@ (m 4 ne)w,

Este deajuns, pentru a obtine doui zeruri incongruente, a face
m=0, n=+41. Aceste zerur; sunt date de formula
2(1—¢)
3

(18) =:k .
Aceeas formuli se aplics si in cazul e=¢3 : cici Ficand substi-
5 p § 9 i
tutiunea
o1 =w;, o;=— @1 +m,

avem B
w'z=e3 o,
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CAPITOLUL XXII.
PROBLEMA INVERSIUNIL. INTEGRALE ELIPTICE.

. Problema inversiunii.
290. Am vzut (§ 181) ¢a o functiune eliptici de ordinul al
doilea x = f (u) satisface o ecuatiune diferentiala de forma
A2
® ‘ (%) =%
X fiind un polinom de z de gradul 3 sau 4, dupd cum funcfiunea
are in paralelogramul perioadelor un pol dublu sau doud poluri
simple.
Functiunea eliptica f (u) fiind datd, putem determina polinomul
X. Pentru aceasta este deajuns, daci f (v) are doua poluri simple,
sd punem
X =12) = A (1) + APu) + Agf(u) + Af (u) + A,
si si desvoltim ambele membre in domeniul unui pol. Prin identi-
ficare, deducem valorile coeficientilor A.
Viceversa, fiind dat un polinom X de gradul 3 sau 4, fara fac-
tori multipli, limita superioard a integralei de speta I

@) - Sx dz
2 U=
Io]/X

este-(§ 107) o functiune eliptica de u, avand ca perioade douid
module de periodicitate distincte ale integralei. Determinarea
it BT
du Vx,
constitue problema inversiunii. Rezolvirea acestel probleme con-
duce dar a exprima @ si VX prin functiuni eliptice de un acelag ar-
gument, avand aceleasi perioade ; precum, daci X este un poli-
nom de « de gradul 1 sau 2, exprimim @ si /X respectiv prin
functiuni rationale sau exponentiale de un acelas parametru.

291. Sa consideram intaiu cazul cand X este un polinom de gra-
dul 3 si fie

(3) X = 4p2*+3a,2® + 3a, z + a,,

Sa aplicim substitutiunea

acestei functiuni, de unde rezulta si aceea a derivatei sale

e h
(4) ¢ T= ‘a0+aoy’

2
ecuafiunea (1) devine, dupa ce dividem ambele membre cu (é) 3

a,
: g . . (i}
() (@) v il 8
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coeficientii g, si g, avand valorile

3 ik
(6) gzxz(“f_aoaz), 83=E (3 A 8y—ajaz—?2 a?),

Solutiunea ecuatiunii (5),

care devine infiniti pentru w = o,
fiind y = p (

U; 82, 83), rezultd, pentru z si pentru /X, expresiunile

2l
£ a, +aopu,

7
@ _dz 4 ‘
kel _‘;op )
argumentul u fiind dat de integrala
8 : U= Sx L
i JX
292. S& considerim acum cazul cand X este un polinom de gra-
dul 4:
9 X = f(2) =auat+ 4, 2% +6a,2° +hayz +ay,
Fie a o rédéci.né a ecuafiunii X = 0. Ficand substitutiunea
(10) - r=a+ 1,
ecuajiunea (1) ia forma
(11 (dy )2—'Y
} d_u )

“in care Y este un polinom de gradul 3:

4 i 4 :l' (7rr
(12) Y=f (a) ¥ +51" (o) Yol (9) y+ap
De unde rezulta (7) solutiunea -

[(a) , 4
Avem dar expresiunile
a0
T=a+ 1
i % 7(a)

1
G
VX '=E= — ‘ —=in' 9,

[pu—g; /(@2
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Invariantii g, si g, ai functiunii pu, cari figureazi in egalititile
precedente, se pot calcula cu ajutorul formulelor (6), in cari inlo-
cuim coeficientii ag, a;, a,, a3 respectiv prin
' 1 1
4 24 g
Lt s, 5o
Obtinem

=gl @27 @1 ],
(15)

1 i’ 23 (e 1 2 a‘o 4
'33=2—4—2[f (@ 1 (@) 1" (@ =3 1 (o) |2 12 (a
Efectuand calculele, . gisim
(16) Ig2=a0 (14—4(11 as +3a‘§ )
83=0y ay ¢y—ay a}—a? ay+2a; a, az—aj.

Aceste doud expresiuni coincid cu cei doj invarian{i S si T ai
formei bicuadratice '
@y 2y +4a, 33 2, +6ay22 22 44 a2 3 ta,zi 1),
sau, cum se mai obignueste a se zice, cu invarianiii polinomului X;
cdcl ele raman neschimbate daca inlocuim in acest polinom z prin
* + h, h fiind o constanti arbitrari.

Observare. Punand

(17) Z=pu, ZL=4P—pz_ g,
avem, in virtutea formulelor (14),
R
+ 1
(18) r=a+ — )

o ()

© (et

Functiunea 2, inversa integralei

Smdw
U=

w

VX’
a
p
A a5 ay
1) S=a, a,—4a, as; + 3a? , T=|aa,a,/.
Ay Az ay

Egalititile g, = S, g,=T se verifici imediat, daci privim po]inomulA
4a’—g, 2—g; ca de gradul 4 cu coeficientul @=0 si facem in S i T

@Gp=a,=0, a;=1, a3=—-g{f ) @y=-—g,.
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in care limita inferioars este un zero al polinomului X, este de

forma (6) (§ 106) _
z=a+P (u?),

prin urmare functiune para de u: ceeace explica relatiunea de gra-
dul intai intre functiunile eliptice # 51 z = pu, amandou fiind pare
si de ordinul al doilea (§ 177). Formula (18) este cuprinsa
printre substitutiunile lineare cari transforma integrala dati in
integrala normald a lui Weierstrass (§ 94).

293. Alta metodd. Metoda precedentd pentru a efectud inversiunea
integralei de speta I, in cazul cand X este un polinom de gradul
4, cere si cunoagtem o radicind a ecuatiunii X =o. Se poate efec-
tua aceasta inversiune fara a cunoaste niciuna din rad#cinile acelei
ecuatiuni. Ceva mai mult, din formulele de inversiune obtinute
prin aceastd metodd vom puted deduce ridacinile ecuatiunii,

Sa  considerim functiunea eliptica

1 pu—p'y

1 =
( ) S ol 9 pu—py 2
in care u este argumentul variabil $1 ¢ 0 constantd oarecare. Aceastd
functiune este de ordinul al doilea, avand polurile w=o si u=—p;
prin urmare ea satisface o ecuatiune diferentiala de forma
di A=
(_y) v,
du

Y fiind un polinom de gradul 4. S cautim acest polinom.
In virtutea substitutiunii (1), formulele de aditiune

1 d pu—py

PR B e 2 du pu—py
1 d / &~ 4 1 17 1 ’ ;i ’ :
S e AT NN

S e pu—pe 2 pu—py 2 (pu—pe)?

Sé Scriu respectiv

VR pluto)—pu=—2t,
(3) 2[p (wte)—pe] [pu—pe]=p’o—2y p's.

De asemenea formula de aditiune

3 (P'u—p’vr
Pl e

devine
(4) P (u+9) +pu+po=y2;
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de unde

©)  [pto)—pelH{ pu—po]=y2—3 p.
Sa ridicam aceastd egalitate la patrat si si scadem egalitatea- (3)
multiplicatd cu 2, obfinem

(6) [P (ute)—pul=(y—3 po)2+4 y p'o—2p"%.
Prin urmare, in virtutea ecuatiunii (2) si {inand seama de rela-

flunea p"v=6p20~7 82 avem ecualiunea diferentiala

dy o 4 PRl | 2
(7) {E =Y'—=6pe y* +4p’v y+g,-3 p2.
Polinomul ciutat Y este asa dar
8) Y=y'—6pe y*+4 p'v y+(g,—3 p%).

Din cele ce preced rezultd ca fiind dat acest polinom Y, avem,
pentru a efectud inversiunea integralei

Y da
® it

formulele (1) si (2), adica
, L b
(10) y_TW ) VY =pu—p (w+v).
294. Polinomul considerat Y este un polinom particular, insi,
precum vom veded, cazul general se poate aduce la cel precedent.
Fie mai intaiu
(11) Y = y*+6a, 2 +4a, y+a,

~ un polinom de gradul 4 fars termen de gradul al treilea. Si iden-
tificim acest polinom cu polinomul (8); vom obtine valorile

(12) - pr=—ay po=ay g,=3p¥+a,=3a;2+a,
Invariantul g, se deduce din ecuatiunea

PPo=4plo—g, pr—g, .
care da

(13) 8= 40’ t gt —at=q, ay—a—a,’.

Cunoscand astfel invariantii g, si g, functiunea p (u;g,, 2)
este definitd si relajiunile

/
pv=—a2, pv=a3,

compatibile, in virtutea relatiunii care ne-a dat g3, determind argu-
mentul ¢. '
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295. Sa consideram acum un polinom de gradul al patrulea oare-
p g
care '
(14) X =a, 24 +4a, 23 +6a, 22 +4ay x+a,

s1 sd facem substitufiunea

@y it
(15) e
' G | a, =
Ecuatiunea
16 o i
) = e
va lJua forma
3 din?
(17) (@ =y' +6a, y?+hoy y -y,
coeficient{ii @y, ag, o, fiind determinaii de ecuatiunile
I P gty —a,® 5] a7 a3—3aﬁ1 ay+2a® ;
(18) % ) V%
l - _“a’ay — 4ag’ay az+ 6aga,’ay— 3a;*
. =
a,?

Suntem astfel condusi la cazul precedent §i avem

(19) y=£w~ gﬂ:pu—p(u—kv).

: 2 pu—py du

Invariantii g, si g precum si valorile py si p'¢ se calculeaza
conform formulelor (12) si (13). Efectuand calculele, regisim pen-
tru g, si g valorile (16), (§ 292).
[ 82=a a;—4ay a5+ 3ay?,
(20) l S 9 = [Eeet AR e -
| 83 =00 G Ay T2, ay Ag—ay ag—ay’—a® ay;
1ar pentru pe §i p'v avem expresiunile

el
a4 ao“z,

I o
Gy
(21) ok a02a3—3a011—a2 +2a,® 1
ag ) ag
Revenind la variabila 2, avem
22) gotlil S P
a 2Ya, pu— po
e 1 1 p'u—p'e?
3 ==—=—_V|py—plui9o)|=——12put v———(——) .
) Fx du Vao[p A )] Van[ yEER 4 \pu — py

!) Dacd @, = a;=0, avem p’y = O, prin urmare ¢ est: o semiperioada .
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Aceste expresiuni in cari toate elementele sunt determinate,
in virtutea formulelor (20) si (21), efectueazi inversiunea inte-
gralel

(24) 5= SJ' BT

X fiind polinomul (14). Functiunea @ este de ordinul al doilea
avind doua poluri simple: u=o0, — ¢ si X o funcfiune eliptica
de w de ordinul al patrulea, avand aceleasi poluri ca z, fiecare insa
de ordinul al doilea.

Expresiunea (22) este o solutiune particulard a ifitegralei ecua-
tiuni diferentiale

daynie
d

ea corespunde valorilor u =0, o = . Solutiunea generald se
obtine inlocuind in (22) u prin u + C, C fiind o constantd arbitrari ;
caci prin aceastd inlocuire, ecuafiunea diferentiald nu se schimba-.

296. Sa punem

(25) z=p (w385 8,V Z= V4 —gs5—8s=p't, 2g=p9, |Zy= p'v;
formulele (22) s1 (23) devin 7
e 1 'l’/ Z-VZ:)
1= et ]
Problema inversiunii revine dar, sub formd algebrici, a ex-

prima z printr'o funcfiune rationald convenabila de (z, |/ Z) astfel
ca sa avem egalitatea

(26)

z— %

dx dz

/X ¥z

(27)

De unde rezultd (26) c¢& si |/X este func{iune rationald de ace-
leasi elemente. ,

Relatiunea dintre # i z devine linears, daca in ecuatiunea di-
ferentiala (1) facem si se corespundd valoarea u = o §i unul din
zerurile polinomului X; cdci numai in acest caz  este functiune
pard de w.

Vicegersa. Variabila z si radicalul |/7Z sunt functiuni rationale

de (z,1/'X).
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Aceasta rezultd din ecuatiunile (26), cari dau

1 2 LBEsED
4 25[—30+a0(x+%J + Va() VXJ )
28) °

- ViRtV =3t ale + 22| +a X1,

297. Formulele precedente dau loc la interpretiri. geometrice
interesante. Si punem

(29) { Y2 =ay2* +4a,2° +6a,2? +hazz +ay,
772:423—6’25’53’3,
si s& privim (2, y), (z, %) ca coordonate carteziane.
L. Formulele (22), (23), (25) arata cd aceste coordonate se ex-
- priméd prin functiuni eliptice de un acelas parametru u, precum
coordonatele unui punct oarecare al unei curbe unicursale se ex-
primé prin functiuni rationale de un parametru.

IL. Curbele (29) se pot deduce una din alta prin transformidri
birafionale, adica coordonatele (z, y) sunt functiuni rationale de
coordonatele (z,7) si viceversa, coordonatele (2, ) sunt functiuni
rationale de (z, y). Aceasta proprietate rezulti din formulele (26)
s (28) in cari inlocuim |/ X prin y, |/Z prin 7.

298. Rezolujiunea ecuafiunii de gradul al patrulea. Formula (22)
permite a exprima radicinile ecuatiunii

X =ayz* +4a,2® +6a,2° +4a;z+a,~o0
cu ajutorul functiunilor eliptice. Este de ajuns, in virtutea egali-
tafii (23), a inlocui, in aceasta formula, u prin valorile incongruente
pentru cari avem

(30) P (u+9)—pu=o.

Aceste valori sunt date de egalitatea
utv= +u+2mo,; +2nw,.
Semnul superior nu convine, cdei atunci ¢ ar fi egal cu o pe-

rioadd §i pe ar fi infinit; ceeace este imposibil precum ne arata for-
mula (21). Avem dar expresiunea

(31) u=—,)i+mw1+nw3,

In care este de ajuns a da lui m st n valorile 0 si 1. Cele patru
ridécini sunt aga dar cuprinse in formula
’ 2 4
: o ey (—§+mw1+no)3)+pv
(32) A .
e “Va-op (;—{-mwl-}-nc%) —py
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Membrul al doilea se poate pune sub o forma mai simpld. Pen-
tru aceasta sa consideram identitatea

Pu=py po+p(uty)
(33) = )
pu—p¢ . pv—p(u+tv)
care nu este altceva decat formula de aditiune (7), (§ 162), in care

inlocuim ¢ prin valoarea sa—(u+¢), sau care se verifici direct i
Fécand u=o, identitatea precedenti devine

(34) Petple plo
pe—p2o  plo

Sa aplicam aceastda formula membrului al doilea (32), dupa
ce vom fi inlocuit in pe §iin p'e, ¢ prin ¢ +2me, +2nw, ceeace
nu schimba rezultatul. Vom avea, pentru cele patru radicini ciu-
tate, expresiunea

(o V
s (5 +mw; +nw,
(39) e ke » (mn=041.)

% 2)a, P (§+mwl+nw3)

II. Integrale eliptice.
299. Fie

(1> 1={iw /R

o integrald elipticd oarecare, polinomul X fiind de forma normali
X=ba*—g,x—g,.

Sa punem z=pu, | X=—p'u; ceeace revine a lua ca variabila
independenta integrala normald de speta I

o u:Sm —da

PRI

Prin aceasta substitutiune, integrala (1) ia forma

®) 1=\ F (pu, pru) aa,

F fiind o functiune rationald de pu si p’u. Suntem astfel condusi
la o problema studiata (§ 171).

!) Ambele membre au aceleasi poluri cu aceleasi reziduuri §i partea prin-
cipald in domeniul Iui u=o este aceias.
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300. Fie
(3) F (pu, p'u)= A o Z‘ [Aké‘(u—a;.) -i—AM p(u—az)— A,;ap (u—ay) +..

A Akk % ]

i R iy

(=)™ SR gy

functiunea F (pu, p'u) descompusi in elemente simple (§ 167).
Integrand, obtinem un rezultat de forma

- n n
(8) I=Aqu+Z Aplogolu—ay)—3 Apy & (u—ay) + @ (pu, p'u),
k=1 k=1

g fiind o functiune rationaki de pu i p'u. Membrul al doilea se
poate pune sub alta formé. Pentru aceasta, si aplicam functiunilor
{ (u—a;) formula de aditiune

1 pu+tpa

¢ (u—ap) = Zu—é’ak—k‘) S

L]
§i s observim ca, in virtutea egalititii ZAI;—- (§ 127), putem
1
scrie
o(u—ay)

Z Ay log o (u—a,f) =X Ak log =

Facind inlocuirile, egalitatea (4) ia forma

5 2 e o (u—ay)

(B) I=w (pu, p'u) +Aju—Clu 21.'A,,,l +2 Ay log e
v (pu, p'u) fiind o functiune rationala prin urmare o functiune
rationald de z si /X,

Elementele prin cari se exprima o integrald elipticd oarecare
sunt asa dar: o functiune rationald de (=, |/ X), integrala w de
speta I, functiunea {u §i un numir mirginit de functiuni de forma
log gia=a)

ou
Integrala u este finitd pentra orice valoare a lui z.
Functiunea (u, considerata ca funcfiune de 2, este exprimata

prin integrala de speta II
(6) e — f—pudl 1%

Aceastd integrald este finitd pentru orice valoare finita a lui z s
devine infinitd pentru =00, Acest punct este un pol de ordinul
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intdi al integralei, precum rezulti din desvoltarea éi in domeniul
acestul punct. Avem

T (S TR ST
zdx . — ~oBp Ty oy :3 =
(7) X “”(1 prageg T +)

Se considerd ca integrald normald de spefa 11 integrala definita de
membrul al doilea al egalitaii

(8)

zdy
VX
care corespunde desvoltirii (7) in domeniul punctului z—oo.

Dacid mirim integrala u cu 2wy sau 2wy, functiunea fw marin-
du-se respectiv cu 2, 273, se zice ci aceste cantita{i sunt perioa-
dele integralei normale de speta II, corespunzitoare perioadelor
20;, 2w, ale integralei normale de speta I. Intre aceste perioade
existd relatiunea cunoscuti ; :

Cu,

" T
MPg— 150, g 17
301. Printre elementele egalitifii (5) mai avem de considerat
cele de forma
o (u—a)
ol -

log

Pentru a introduce variabila z in aceasts functiune, si revenim
la expresiunea

7 g ’
c (u,—a) =Cfu—{u +_2 M;
: pu— pa
de unde, prin integratiune, ,
= 0(u—a) 1(pu+tpa o5k :
S& punem pa = 2, p'a = — Xp; vom avea
log o (u—a) _1 QM e
: el R S BT R e L :
Integrala
Pl e dz
(10) I(z, z)=— Sm S
2 z—zy X

este o integrala de speta III, care devine infinjts in punctele critice
logaritmice z=2,, z = 0, corespunzitoare punctelor u = a, u = 0
(modd 2w;, 2w,). =

22 DAVID EMMANUEL
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S& determinam constanta arbitrara C astfel ca desvoltarile
ambelor membre (9)in domeniul u = o si fie identice. Avem, in
domeniul u=o,

1 putpa AR 2 20
2 pu—pa u

1——u2pa+g2i0u‘+...
i u?
=—;——upa+§—pa+...,
de unde
u? u®
I (z, ) =—1log u—5 pat —é-p'a—}—. o

De alta parte

2
0 (uU—a)=—o(a—u)=—oa +uo’a—%a"a+. %
a ou=u—Au’—., 1)
o(a—wu) oa da -utd’a
—————=——@—u——+—- +.“}
ou u oa 2 ga :
de unde
o(u—a) ; u?
log e =log (—1) +log oa—logu—ula— FPat .

Substituind aceste desvoltari in egalitatea (9), obtinem
C = —log (—1) + log oa.
Pentru aceastd valoare a lui C, avem

(10) 1 (z, 20 =log oY)

+u La.

Integrala astfel definitd se numeste integrala normald de speja I11.
Daca permutdm in membrul al doilea argumentul u cu parametrul
a, prin urmare, in membrul intai, argumentul 2 cu parametrul z,,
obfinem, prin scidere, egalitatea

(1) I{(z, 2p) — I (2, 2) = ula — alu + (2k+1)ix,
k fiind un numir intreg. In aceastd egalitate consisti ceeace se

numeste leorema asupra permuldrii argumentului cu parametrul in
integrala elipticd de speta IIL

1) ; A 22

T 2435
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Perioadele integralei, Dacx marim u cu 2w; sau 2w3, membrul
al doilea al egalitatii (10) se reproduce mirit respectiv cu canti-
tatile :

12) 20,= 2w, La — 2am,, 2 0; = 20, la — 2an,.

Aceste cantititi se numesc perioade. ale integralei de speja 111
Flay corespunzitoare perioadelor 2wy, 2w, ale integralei u de
speta L. Din egalititile (12) rezulta relajiunea

: 1Ta
@y Qa‘wa £=a (05— N30;) :T ’

intre perioadele celor dous spele de integrale.

Pe langi perioadele 2 2, 20, integrala normali de speta III
mai admite perioada polard 2im 1) cici, daca w descrie o curba
inchisa in jurul punctului w = a, cireia corespunde, in planul ()
o curba inchisi in jurul punctului z = Zy, integrala se mareste
- eu +2im. Totalitatea valorilor de care integrala este susceptibila
Intr'un punct (z, JX) este data de expresiunea

I (@, Y X ; 20, Xg) = Iy +-2m Q) + 200, + 2kin,
1, fiind una din acele valori st m, n, k fiind numere intregi oarecari,
302. Observare. In notatiunea lui Legendre si Jacobi se consi-
derd ca integrale de speta I, II, III respectiv integralele
dz 2%z dz
SVWW’QVWW ’S(xz—*awWW)’
a fiind diferit de punctele critice ale radicaluluj

In notatiunea lui Riemann, cele trei spete de integrale sunt
reprezintate prin expresiunile

dz - zdz g]/m dz
b VR(@) SwR(x)’ VR (@) o—a’

in cari R (z)=z (1—z) (1—k%) si Ty este diferit de 0, 1, ;12‘

Oricare ar fj notajiunea, caracterele analitice ale celor trei ti-
puri sunt urmitoarele:

Ele sunt funcfiuni analitice multiforme, avand module de pe-
riodicitate.

Integralele de speta I sunt finite in tot planul variabilei, inclusiv
punctul oo.

™,

') Se numeste perioads polard a unei integrale f f (%) dz, cantitatea cu
care se mdreste integrala, cAnd variabila g face o rotatiune in jurul unui pol

al functiunii. Perioada polard este egala cu 2ix multiplicat cu reziduul cores-
punzator,

22*
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Integralele de speta 11 sunt finite in tot planul exceptand punc-
tul & = oo, care este un pol de ordinul intaiu.

Integralele de speta III sunt finite in tot planul exceptand
doud puncte singulare logaritmice, reziduurile logaritmice cores-
punzatoare ') fiind egale si- de semne contrarii.

In notatiunile lui Weierstrass si Riemann aceste reziduuri sunt
egale cu +1. ‘

CAPITOLUL XXIIL
TRANSFORMAREA FUNCTIUNILOR ELIPTICE.

303. Problema de care ne ocupam aici are origina sa in problema
urmatoare: :
Fiind datd ecuatiunea diferentiala
dz dy R

=l Ve

ST TR

1 (2) st f; (y) fiind polinoame de gradul 3 sau 4, se cauta condifiunile

ce trebuie sd implineasci coeficientii lor pentru ca aceastd ecua-

Aiune si admiti o integrald algebricd F (z, y) = 0 si gasirea acestei

integrale. Pe cale algebricd problema este foarte complicata 2);

ea devine foarte simpla pe cale transcendenta, prin ajutorul func-
tiunilor eliptice. §

Fie u o noud variabila si si punem

da dy

du= — :
Vf (@) Vi (y)
de unde
z y
L= “dy ;

et iy
Vi(z) \ Vh(w)
Zs - Y :
limitele inferioare wy, y, fiind dous constante oarecari. In virtutea
acestor ecuafiuni, variabilele @ si y sunt functiuni eliptice de u:
T=0 (u|o,w),  y=yula;, o),

cu perioade. bine determinate.

') Fie, in domeniul unui punct a,, [(@)=Alog (z—az)+ P(z— 25):
coeficientul A, reziduul derivatei f'(a), relativ la polul 2=z, al acestei de-
‘rivate, se numeste reziduul logaritmic al functiuini f(z)relativ la acest pol.

%) Abel,: Préeis d'une théorie des fonctions elliptiquess, Ocuvles complétes
bl Bas L e fanllailes - 3 i

Jacobi. Fundamenta nova. Band. 1. p. 49.

)
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Sub aceastd forma, problema se reduce la cautarea conditiunilor-
dintre perioadele celor doua funetiuni eliptice, pentru ca s existe
o ecuatiune algebrici

_ F (¢ (u), v (w)=0.
Pentru aceasta, este necesar si suficient ca cele doua functiuni sa
admitd un sistem .comun de perioade (§ 175—6). Presupunand
aceasta conditiune impliniti, si vedem cum se poate gasi ecuatiunea.
304. Putem ‘presupune diferentialele aduse la forma normals
a lui Weierstrass
s dz dy
Vav—go—g Viy—g,y—g,
Luand z, = o0, avem !

d

T=p (u l Wy, ws)-

De alta- parte, u, fii'ndruna din valorile integralei

8

u
dy
u ﬁ:\“;\# ?
Vay—g,y—g,
Yo.; "> PR
avem y=p (u+ug| oy, o).

Functiunea u+up| oy, 'y) fiind, in virtutea formulei de adi-
0l 1% 3 :

tiune, o functiune algebrics de P (u | @'y, 0'5), problema se reduce

la gésirea ecuatiunii ' :

F[(P (u lwls (03), P (u,w,b wls) ];01
in ipoteza cé cele dous funciiuni P (u|wy, o) sip (w]|w'y, o g) admit
un sistem comun de perioade. i

305. Fie (2 2,2 2,) un sistem de perioade distincte comune
celor doua functiuni. Aceste perioade sunt vérfuri comune refele-
lor construite pe perioadele (2 0y; 20y), ‘(2co'-1,r2w'3) ;- le presu-
punem alese astfel ca 2 Q, si fie varful cel maj apropiat de punctul
u=0si 20, sa fie la stanga vectorului (0,2.2;) 5i ea distanta
sa de acest vector si fie cea mai mici posibild. Cu modul acesta
satisfacem doud condifiuni: - i ‘

1% Nici un véarf comun celor dous retele nu'se gdseste tn inte-
riorul paralelogramului (2 04,2 9,), nici ‘pe laturile sale, . excep-
tand varfurile acestui paralelogram.

29, Punand %=A +1B, avem B >0; céci-argumentul rapor-

Isey
tului considerat este cuprins intre 0 S1 75, ERale
Exprimand ca punctele 2 Q,, 2 £y sunt varfuri comune celor
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doud retele, avem egalitati de forma

W {leawl +bwyg=a'e); + ba’,,

Qy=cw; +dw;= 'y +d'o,
coeficientii a, b, ¢, d; @/, b', ¢/, d’, fiind numere intregi si determi-
nanfii
ad—be=n, od—V=n"

diferifi de zero. Acesti determinan{i pot fi considerati = pozitivi.

In adevir, punind

. .
—3=(l+lﬂ, B=;
Wy

) Qy o otb{atif)
avem E—ATEB——m,
de unde ad—be pn

B T dap T (ot daF TR

Coeficientii B si § fiind de acelag semn (2°), rezultd ca numirul n
este > 0. In acelas mod se conchide ci n” este pozitiv.

Functiunile p (u | oy, wy), p (u [’y @'5) admitand perioadele
20,, 2 0y 51 fiind pare se pot exprima intr’un mod rational cu aju-
torul functiunii p (u | Q,, Q,):

@) p(uloy, w)=R[p(u | 2y, 4],
p(u lw’la o'g) =Ry [p (u] 2, Q).

Eliminand intre aceste doudi ecuatiuni funcfiunea intermediari
p(u| 2, 2;), obtinem ecuaiiunea algebrica cautatd intre cele
doud functiuni eliptice date.

306. Problema transformarii algebrice a functiunii p (u | 0, o)
se poate prezinta astfel:

Sd se gaseascd relafiunea dintre aceastd funcfiune §i funcfiunea
in care ea se transformd, cind substiturm perioadelor 2 w,, 2 wy alte
doud perioade 2 @'y, 2 oy, legate de cele dintdi prin relajiunile (1).
Aceastd problemd se reduce, precum am vdzut mai sus, la deter-
minarea expresiunilor (2), adicd la problema mai simpla, aceea a
transformdrii rajionale.

307. Transformarea rafionald a funcpiunii p (u | w,, o).

Fie

(3) a=p(u|w,0), z2=pu | 2y, Q)
si egalitdtile

(%) O, =aw; +bog, Q,=cw,+dw,,
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coeficientii @, b, ¢, d fiind numere intregi si determinantul

ad—bc=n >0.

Aceste egalitafi exprimd ca varfurile refelei cu perioadele 202,
20,, sunt varfuri ale refelei construita cu perioadele 2w;, 2m,, adicd
perioadele funcfiunii z sunt perioade ale funcfiumi z. Reciproca
ar fi adeviratd numai dacd determinantul n al transformarii ar fi
egal cu 1. In acest caz cele doud sisteme de perioade sunt echiva-
lente §1 avem

P(ulwy,05) =p(u|Q4,25).

308. Fie, pentru n > 1, relatiunea rationala

z=R(z).

Voim si ardtdm ca gradul funcfiunii R (z) este egal cu determi-
nantul ad — be = n, numit, pentru acest motiv, gradul transfor-
mirii (4). Demonstrarea acestei teoreme, precum si studiul transfor-
marii rationale, se simplificd daca inlocuim perioadele primitive
2 w,, 20, prin doud perioade echivalente 2@, 2é;, astfel ca substi-
tutiunea (4) s& ia forma

Qi=—a,6y, 25—y Fdi @y
S& punem
@y =00, +Pawg, (I)3=yw1+5cga ad—pBy=1.
Formulele (4) devin: -
{ Q, =(aa+by)d, +(ap +bd)d,,
2, =(ca+dy)®; +(cf +db)ds.
Daci coeficientul @ = 0, este deajunsa luaa =6 =0, 8 = — y =1;
egalitaiile (5) iau forma cautatd
Q1=—bd;, Q3=—did,+cd,.

Sa presupunem a 0. Fie o, cel mai mare divizor comun al

numerelor ‘a, b, si fie

(®)

(6) a=add, b=—af;
de unde rezulta
k) 4B +b6=0, (cf-+dd)o=n.

Numerele f si 6 fiind prime intre ele, putem satisface ecua-
{iunea ad — fy =1, prinir’o infinitate de valori intregi a, y. Cu
modul acesta, sistemul (2w, 2w,) este echivalent cu sistemul
(2 &y, 2@3) si substitutiunea (5) ia forma cautata,

(8) @, =0y, Qy=(ca-t+dy)ds, + -0,
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numitd forma normald a transformirii perioadelor. Sub aceastd
forma, semiperioada 0O, are o valoare determinatd, pe cAnd semi-
perioadei 2, putem da diferite valori, ciici coeficientul ca - dy
poate aved o infinitate de valori. 15 . S

Fie a=0y," y=yp, un sistem particular de valori intregi satis-

facand ecuatiunea ad—pfy=1; avem
a=0y+kB, y=yy+kd,

k fiind un numar intreg arbitrar. De unde
ca +dyy =cay+dyy +k(cB-+dd) =cay +dyy +k ’g

Reprezintdnd membrul intai prin- @ si suprimind accentele,
avem transformarea normald I

(9) i ; 'Ql=0w1: Q3=0w, +”:‘:w'3:

in care g este un pumar intreg detérminat, abstractiune ficand de
) S n ¢ 5is
un multiplu al numérului intreg —. Doud transformiri normale
o
In cari ¢ primeste valori intregi diferind printr’'un multiplu al lui

n 5 % : AR
— sunt echlvalente, n virtutea egahta;u
o ;

[

1 0Y[oc O o o}h)
k1)le 2f o+k2 2}’

k fiind un numar intreg arbitrar; ele transforma functiunea pri-
mitivd in aceeas functiune rationald. Este dar de ajuns, pentru
acelas 0, a considerad transformirile in cari ¢ este egal cu unul din
numerele 40,342 ’—;~— 4:

309. Gradul funcfiunii R(z), sau numarul valorilor lui z cores-
punzatoare unei valori z, rezultd foarte lesne din cele ce preced.

Unei valori @ = p (u] w;, w,) corespunde pentru % o infini-
tate de valori. cuprinse in expresiunea

__,'_ u +2/2(01 +2Iu€03,

4 si p fiind numere intregi arbitrare. Acestor valori corespund func-
flunii z = p (u |2, Q,) valorile

‘z=p(iu +2w, +2/‘w3'91a93)~

1) V. pentru produsul celor dous substitutiuni (§ 124).
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Functiunea pu fiind pard; aceste valori sunt date de unica ex-
presiune

z=p(u +2iw, +2uw,|2,,92,)
sau, in virtutea formulelor (9),

55222 7 ol n

(10)  z=p [u+_(z— Eai ool gl g,

o v v o
Membrul al doilea al acestei expresiuni, in care u are o valoare
oarecare, se reproduce numai atunci cind dam Iui 1 valori con-

gruente (mod o) si lui u valori congruente (mod %), caci acestor

valori, §i numai acestora, corespund lui u puncte congruente (modd
2 Q2,, 20;). Valorile diferite ale lui z, corespunzatoare aceleiag
valori #, sunt dar date de formula (10) in care 4 si u primesc, inde-
pendent intre ele, respectiv valorile

1=012. 6—1; =042 .,g_i_

Numairul total al acestor valori este

N=o.Z=n 4
(7
q. e. d.
310. Dacé considerdam funcpunea y=p(ulo/y, @) conchidem,
ca si mai sus, in virtutea formulelor

Qi =d o1+ 'y, Q=do' i +do'y, add—bd =n,

cd functiunea y = R, (2) este de gradul #’ in raport cu z. Ecuatiu-
nea F (z, y) = 0 care rezultd din eliminarea lui z intre ecuatiunile
‘=R (z),y =R, (z) este asa dar de gradul n’ i
de gradul n in raport cu y.
Acest rezultat se poate recunoaste in modul urmator, fard a
recurge la teoria algebricdi a eliminatiunii. :
Unui punct u oarecare din plan corespund, in paralelogramul
(2.2, 2.9;), n puncte uy, ..., U, congruente (modd 2wy, 2w,),
nu insd, in acelag timp, congruente (modd 2wy, 2w's), exceptind
varfurile paralelogramului (2,92,, 22,) (§ 305); acestor puncte co-
respund dar, pentru y, n valori-diferite. Punctul—u da respectiv
‘aceleasi valori ca punctul u. Asa dar unei valori z corespund n

n raport cu @ si

) Concluziunea de mai sus rezultd direct din formulele (9) dacd observim

ci paralelogramul (2 2,2 Q) cuprinde & .g “paralelograme echivalente.cu

paralelogramul (2 w;, 2 w;); ceeace se recunoaste foarte lesne,
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valori diferite pentru y. Deasemenea, unei valori y corespund
n’ valori diferite pentru z.

310 S& revenim la transformarea rafionald si si vedem cate
transformari rationale diferite obtinem cénd o si g primesc diferite
valori: ¢ fiind un divizor al gradului n st ¢ unul din numerile 0, 1,
D
: o

Fie o’ si ¢’ dou numere avand aceleasi semnificari ca o sl 0;
s punem

(11) 02, = dw'y, 2, = é’ 'y + 2,

7 o5
Pentru ca si avem egalitatea
p(u lw’]s w's) =p (u l 0y, ©3)

este necesar gi suficient ca cele doui sisteme de perioade sé fie echi-
valente, adica

o'y =aw; o, 5 =yw, + dwg, ad—fy =1.

Substituind aceste valori in egalitatile (11), in cari inlocuim
0y, Q; prin valorile lor (9), rezults

o (aw; +Bwy) = Lo
’ n n
0’ (aw; + forg) + ?(7‘01 + 0wg) = o o, + s
Prima egalitate da
da =0, B=0;

prin urmare @ =6 = 1; de unde a doua egalitate conduce la
P .
4 2 P =ty

¥ intreg arbitrar.
Asa dar, doud transformdri rafionale sunt diferite daci divizorul
0 este diferit in cele doud transformiri, sau feind acelas, valorile lui

T n
@ sunt diferite (mod—)-
6
Transformarile diferite corespunzatoare numérului o se obtin

dand lui g valorile 0, 1, S g — 1. Toate transformirile de gra-

- . - . n
dul 7, in cari o este acelag §1 @ primeste valori congruente ( nwd;)

sunt echivalente; se zice ci ele fac parte din aceeas clasd.
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Fie -
(O S R
toti divizorii lui n. Acestor divizori corespund lui p respectiv
valorile ?
n o n
5L R T AU, ST O S M R PN
Oy O
Numirul total al claselor diferite, corespunzatoare aceluias grad
n, este
n

(10) Neae D g gl oy
gy Oy

adica egal cu suma digizorilor lui n.

Dacd n este un numar prim, numsrul claselor diferite este n+1.
Transformirile normale corespunzitoare se reduc la formele

n 0 g B 5
(0 ) (_Q P 10 1050, 4 et

311. Transformarea perioadelor, in cazul cind gradul n este
unnumar compus, se poate inlocui printr’o succesiune de transformari
de grade numere prime. Este deajuns si aritam ci transformarea
relativd la un produs de doi factori se poate obfine prin doui trans-
formiri succesive corespunziitoare celor doi factori.

Fie

(11) Q) =aw; + bwy, 2; =cw, +dwg, ad—bc=n

(12) Q' =a'Q +b' Qy, Q'5=c'Q,+d'Q, od~ fe'=n
doua sisteme de transformari de perioade avand respectlv gradele
n, n° si fie

(13) = (u | @y, @3), y=p (u | 921, 2y), z =p(u]| 2 2y),
funcpumle ehptlce corespunzétoare celor trei sisteme de perioade .
primitive (203, 2ay), (2 24, 2 2y), (2 25,2 2;). In virtutea ega-
litatilor (11) si (12) avem respectiv relatiunile

=4 (y)a Y= Rl (2),

R (y) si Ry (z) fiind funcfiuni rationale, cea dintai de gradul n,

cea de a doua de gradul n'. De unde rezulta, prin eliminarea lui 1 Y,
relatiunea rationala

b

= R2 (Z),

de gradul nn'.

1) Numiérul ¢ fiind determinat (mod%) este indiferent a serie-— g in

loc de g.
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De alta parte, din egalitatile (11) si (12) rezulia relatiunile
dintre perioadele (20, 2w,) si (22}, 2 Q)
‘ Qi = (ad’ + o) & + (ba' + db') w,
L5 = (ac + cd') 0y + (b + dd') o,
al caror determinant
aa’ + cb' bd + db
lac +cd b + dd

a bt

crod!

ab
¢ d

’
= nn,

(14)

I
este egal cu produsul gradelor celor doud transformiri date.
Transformarea perioadelor se poate dar reduce la transfor-
mari de gradul al doilea si la transformiri de grade numere im-
pare. o
Ne vom mirgini la gradul n = 2.
312. Transformarea de gradul al doilea {n = 2)

Avem trei transformiri mnormale corespunzatoare substitu-
. ; .

(9 69 (49

Aceste transformiri sunt

tiunilor

1) =20y, 2 -0y 0=2, -0,

(2) ‘Ql = 0y, Q3=2603; wlzgl, w3=%,
A e
(3) L1 =0y, 2y=—0, +2¢q3; W =22, wy= o _2'—9—3:_7‘ :

Pentru a exprimd functiunea data p (u | o, wg) in functiune
rajionald de p (u| 2, Q,), trebuie sa cunoastem polurile in-
congruente ale celei dintai relativ la perioadele 20, 29, ale
celei de al doilea si partile principale ‘corespunzitoare acestor
poluri.

In cazul transformarii (1), functiunea

)

p (| @y, @) =p [u

admite in paralelogramul (2 .Ql‘, 29, polurile u=0, u=02, de
ordinul al doilea, cu termenii principali :

i e ;

7 M o 5 4
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AplicAnd formula de descompunere a funcfiunilor eliptice in

-elemente simple, avem
2 b : ;

1, 0y)=p (u | 9y Q) +p (u—0; | By, @) +C.

Comparind desvoltirile ambelor membre in domeniul w=0, ob-

tinem valoarea constantei C=—p;.
Avem asd dar, scriind wg in loc de Qq, expresmnea rafionala

de gradul al doilea

(w
plu

e

i%wJ=pu+p(w—wQ—Pw1
~=pu'+(el—?2.) (el_e_s),
o pu—¢
Permutand indicii (1, 3) si (1, 2), ob'giném e_xpresiuriile corespun-

zatoare celorlalte doud cazuri:

P (u w1a%§) =pu+p (U—ws)— pwy
(5) S (eg—e5) (e3—_eL)7
PuU—¢g
Wy
P 50 =pu-+p (u—w,) —pw,
(6) ; = (ez—ey) (?2—33)_7

pu+

pPu—¢é

313. Sa considerdm' transformarea (4)

ST LI e )= (e1—es)(e1—e;)
(1) pu p@ R
numitd transformarea lui Landen!). Punind
: Wy —[(w : e -
) ; PT =éy, p(fl "H"s) =&, pw3=¢

avem ecuatiunea i
(3) pu=4 (pu &) (pu—é) (P"‘—ea)

Derivand ecuatiunea (1) obtinem
S\
(4) pu(w_erueﬁ—(—w@r%ﬂ

Membrul intii se anuleazd dacid anulim unul din cei doi factori
“ai membrului al doilea. Sa considerim int4i ecuafiunea -

p'u=0,

1) Matematician englez din secolul al 18-lea.
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careia corespund valorile pu=ey, e, e;. Pentru pu=e;, ambele
membre (4) devin infinite. Vom considera numai celelalte doui:
PU=ey, pu=e; si vom cautd valorile corespunzitoare ale lui pu.

~ Inlocuind tn ecuatiunea (1) pu respectiv prin e, si e, obtinem
valorile

(5) { E‘°2="2‘(31“33) =—2e,
PWs=ez—(e;—ey) =—2¢,.
Egalitatea PWy=pw, se explicd prin aceea ci punctele ,, w,
sunt congruente pentru funciunea pu, relativ la perioadele @, 20,
ale acestui functiuni:

Wo=w, (Modd w,, 2w,).

Valoarea &,=—2¢, a functiunii transformate pu corespunde semi-
Perioadei primitive c,, Ecuatiunea p'u=0 ne-a servit dar numaj
pentru a determina valoarea &, Daci anulim al doilea factor
din (4), avem ecuatiunea

(6) " (Pu—ey)?—(e;—e,) (e—e5) =0;
de unde

pu=et](e;—e,) (e1—ey).
Ducand aceste valori in ecuatiunea (1), obtinem pentru pu va-

2

. ! N < ) Ay
lorile corespunzatoare semiperioadelor sale El’ D) +g, adica & si &,

avem astfel
b=, +2 e (=5,
(7) G=a—2)(e;—ey) (e1—ey),
&g =—2e,.

Daca cantitatile €1, €, €5 sunt reale i dispuse in ordinea
¢1=> €,> eg, valorile &, sunt de asemenea reale si satisfac inegalitatile
&> &> ¢,

Invariantii functiunii transformate se pot deduce din formula
(1), dacd desvoltim ambele membre in domeniul u=0 si identi-
ficim coeficientii termenilor Iuj u2 si u'. Reprezentind acesti in-

!) Semnele celor doui radicale sunt determinate de consideratiunea

urmatoare: Daca ludm radicalul astfel ca partea sa reald sa fie pozitivi, tre-
- = Uy : el A . O3

buie luat P 5 cu acelas radical; edci in cazul cand oy si 5 sunt reale, avem

o e ey
P ?>P —2—+w3 .
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varianii prin g,, 8, gisim
[ B=ga t200e—es) () =g 410 o,
l 83=83 +28(e;—e;) (e—eg) =gy + 3 pPYo;.
314, Transformarea (5) (§312)

(8)

(9) pluzp(ulwl,a;) pu+(——;:%_(e:3 -

poartd numele de transformarea lui Gauss. Ea nu difera de cea
precedentd decat prin permutarea semiperioadelor w; §1 Wy careia
corespunde permutarea cantitdtilor e, si e,.

Sa punem

W,
(10) P10y =&, P1(‘°1+ 2] £y, P12 =&;.

Derivénd ecuatiunea (9) si procedand ca in cazul de mai sus, gisim,
2
pentru aceste cantit'é’g-i, expresiunile

él =_263
(11) (2 =93+2V (e :—33) (ea—e3),
[ —93_21/ 32“63)

Daca cantitatile e, sunt reale si dlspuse in ordinea e;> e,> ey,
cantitéfile &; sunt reale si dispuse in aceeas ordine.
Sd observim egalitatea p;w;=p,w, punectele w; §1- , fiind

congruente relativ la perioadele 2w1, o, ale functiunii transfor-
mate pju.

Valorile transformate ale mvarlan';llor se deduc din formulele
(8), permutind w; si w,:
82=81+10 p"awy,
8=+ 5 PV 0.

315. S# considerdm a treia transformare
(ez—ey) (ea—és) J
Py

Un calcul analog cu cele precedente, demvand ambele membre
(13), ne da wvalorile

(13) pau=p (u lwl%z)=pu+

’ P2y =8 =— 2¢,
. 3 —*“_
(14) P2 2_2=82=32+2V ey—ey)(e;—e3),

lp2(w1+(;z) =é;—=ey— 21/ es—e;)(ea— 9_3)
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Daca  semiperioadele Oy =a—1f, wy=a-+if sunt 1magi-
nare conjugate, ridicina e, este reali si celelalte doua e;, e; sunt
imaginare conjugate. Formulele (14) ne aratd ca toate radicinile
€, &, & sunt reale. Acest rezultat se justificd. @ priori, observand

o T P ey
ca  semiperioadele primitive, oy =a—iff, F=— a, ale func-

2

tiunii transformate pyu sunt echivalente cu semiperioadele

Ql=w1+a?))"2_=”‘ 1B, 2, =c%2, ‘
2
cea dintdi pur imaginari si cea de a doua reali: celei dintai cores-
punde ridicina realid cea mai mica §i celei de a doua radicina
reald cea mai mare; de unde rezulii inegalitatile
; e < e <e,.

- Putem aplicd transformarea considerats in cazul cind inva-
rianii functiunii pu sunt reali jar discriminantul negativ. Func-
flunea pu transformati are, in virtutea celor ce preced, discrimi-
nantul siu pozitiv.

Putem dar totdeauna reduce siudiul variafiunii funcfiunilor pu,
ou, oqu, H(¢) in cazul discriminantului negatiy la cazul discrimi-
nantulur pozitiy. : -

316. Transformarea lui Landen aplicatd funcfiunii sn (v, k).

1°. Transformarea modulului k st a modulului complimentar
K, definite de ecuatiunile : :

(1) M=%, g 56
€1—¢3 ¢—¢e3

S& punem :

@) 2 I e BT
Ernty Prets

Formulele (7) (§ 313) ne dau
51‘53=33'1 +2V(_e1—e2) (81—937
=(V¢1“’3 +V31‘92)2=(31*33) (1+k)2
(3) | B a=3e—2){e;—e)) (e7—ey)
Z(Vel_e:;‘“ Ve1f32)2=(61‘93) (I-=7)®

51‘éé=4V(91-e2)(91*93) =46~ eg) K’

De unde rezulti ecuatiunile

1-k’J2 : ¥
el S A e
@ k (1 G (1+K)z

Presupunem pariile reale ale lui k& si K pozitive si | k| <1,
| ¥ | < 1. Extrigand radcinile patrate ale egalitdtilor (4), alegem
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semnele astfel ca pérfile reale ale modulelor %, si k', si fie dease-
menea pozitive; avem astfel ecuatiunile

" Ik a2 )
pE T +K)2 (1K)

e

TALES

()

Eliminand modulul complementar %’ intre ecuatiunile

1—k' k2
el

e
obtinem ecuatiunea ; ¥ ;
(=) ek} +2(k2—2)k, +k2=0,- :
care leagd intre ele modulul transformat ky cu modulul k. Aceasts
‘ecualiune se numeste ecuajiunea modulard a modulului .
Din egalitatile (5), {indnd  seami de ipotezele de mai sus, re-
- lative la modulele % si K, rezulta inegalitifile
[ i< 1| < k)
Ul > 1VR [ > |

20, 84 examiniam acum transformarea functiunii

(6) Ly

(7) . sn (v,k) = Lel——&a v=ulle,—e,. =
: i pu—e, -

Avem (3)
; =

uf & —g=ulfe;—e, (1 1) =0 (1 41}
Prin urmare '

L 1—F Ve,—e, Ver—es (1 +k')
8) sn (%, k) =snly (1 +k), 7 |=LAT% BT
( g [ STy J Vou—e, VPu—e,

Referindu-ne la formula (4) (§ 312)
: Sl w,
puip(uk§aw4=pu+p(w+wﬂ—q
" 81 yindnd seams de valoarea 2,—— 2, (7) (§ 313), rezulté egalitatea
: ‘ ; j_;lc'~éa SPUtp (Wtw) +e b).

Membrul al doilea se anuleazs Peniru u=ws §i w=w,;: prin ur-
mare egalitatea precedents se Poate pune sub forma

{55 fll;——\‘§3=C‘<P,l“—33) [p(u+w1)—83]-

‘Comnstanta' C se deduce din desvoltarea ambelor membre 1in
e e e e ™ s
i) p (u—w1)=p5(u+w1).
23 DAVID EMMANUEL
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domeniul u=0; gasim

Avem ash dar egalitatea

_(pu—es) (pu—e,) .
, pu—e

(9) pu—é&=

(pu—ey) [p(u 'H‘)l)—es]

e;—eg

de unde, in virtutea formulelor

e;—e. g u—e ; u—e,
snPp—L 3 o2, PUTE e, P s
pu—e; pu—e; pu—e;
= el - lle —edY dnlo
(lu) P u_gs =(lﬁ23) S .
sn2%0  cnlp
Prin urmare, egalitatea (8) se scrie : 3

1—K
1+K

sny. cng,

(11) sn (v, k) =sn [V (1 +E), )_W z

] s

In aceastd formuld consista transformarea lui Landen pentru
functiunea sn (v, k).

- 317. S& introducem in egalitatea (11) notatiunile

(12) (k) =z, en(o{ +K), k) = y;
vom aved
13 s i,
(13) y= )Vi— o
impreund cu egalitatile
V“ 2dw1 2 2\=dv,
1—a?) (1—k2a
(14) - ,)1 ( 2
L e A
V(1—y®) 1—F%p) 14k

De unde, tinind seami c#, in virtutea egalitatii (13), z si y se
anuleazd in acelag timp, avem egalitatea

A i AL i
W\ i=Aawa 2\ iaaage

(7]

K y B )T
m((f))(gaw)), i Ak =g

1) Prima egalitate k*=
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In aceastd egalitate consists transformarea Jui Landen pentru
_ integrala normali a lui Legendre. Ea reduce calculul integralei al
cdrei modul k este in valoare absolutd mai mic decdt 1 la o integrald
de aceeas spetd, avind un modul ky a cirei paloare absolutd este mai
micd decdt |k |. :

318. Transformarea lui Landen aplicatd constantelor

; 1
16) K= S PR T e
(16) S mGz 2?) K S mewz)

0 o

s1 integralei-

T
dx
S V= =)
o
modulele k si K fiind presupuse reale $i cuprinse intre 0 si 1.
I. Fie K; 1 iK', transformatele constantelor
K=, '/el—ea; iK' =, V‘;—e:’;;

ele sunt date de egalitatile

R e L P P ikt o o
: {Kl 51 a—& 2W1%M+k) 21L]+hk
(17) S 2i
l K =0, |6—2,—w, Jer—es (1 +K) =it +E) K = K
Lk,
De unde
{ e
K=(1+k) K;= (A +l)\ —u 9%
. ( 1) 1 ( I)S ]/(1_$2) (1—]{-12;32)
(18) i
PR Ll e e
2 2 ) VA= (1=K %?) -

modulele &y si ¥, fiind determinate de formulele (5) (§ 316).

S ne inchipuim ci aplicim transformarea lui Landen constan-
telor K;, K’; si si reprezintim prin ky, &'y modulele transformate
ale lui &y 5i ', si prin K,, K, transformatele lui K, 51 K'y; vom avea
egalitatile

= kl.2 kl __2 Vl?;.
TR W

K1= (1 * kz) Kz’ K’l e S v Klza

: 1
K=(1 +ly) (1+10) Ky, K=o (1+ky) (1 +k) K,
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si inegalitatile
e Ty s S
Continuand in acelay mod, rezulti :
’ [ K=(1+k)(1+k)... 1+k,) K,

k>k = ol

Modulele %, sunt pozitive s1 descresc necontenit; ele tind citre
zero cind n tinde catre infinit. In adevir, din eorahtatea

12
kn+1 i n,
(T4k,)?
rezulta kn+1<k,2,<ki_1<ks_2... < k*"; prin urmare, pentru n=0oo,
(20) ' lim k, = 0.
n=w=

A B
De unde, in virtutea egalitatii k, + k2= 1,

(21) lim k= 1.

n=m

Considerand expresiunile

: 1 1
pEek, S\ e D B S ;
J{(1—a?) (I—k2a?) JA—2%) (1—k2a?)

0

conchidem valorile

(23) lim Ky=25  lim K =00

n=wm 2 n=w
IT. In acelas mod, plecand dela egalitatea (15), obtinem

2 pektie s R R T N e .
) \li=saea 2 V= (1 k)

n

Modulul k, devenind destul de mic,  seria

25 : dz / dx +1-,{2 de'c +13]4 .Ea,'da, #
(25) J1=2?) (I—kza?) ],1 ) Vi 57 kn VTP oo

o

sau, punand z = sing, seria lransformata

Y g 1o 5 e
(26) SWP=<P+2M Ssm2(p dy + 24’ ke gsin"(p dp+...

convergeaza foarte repede.
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= 319. Transformarea lui Gauss poate. de asemenea servi la cal-
culul constantelor K si K’ si a integralei de speta I. Din formulele

(11) (§ 314) deducem valorile
bty =—30y—2 [[(ex—ey) (ey—eg) = (/o —e;— Ver—es)® =(e,—e) (1—k)2,

é—&=—3e;+2 l/(el—ez) (‘32*93) :(V‘ﬁ—f’s a5 1/32433)2 &7 (91—33) (1+k)2

&—&=4 V(el—ea) (ez—e).
De unde rezulta, pentru modulele ky 51 K5, transformatele mo-
dulelor & §i k', expresiunile

il 2k &
1+k
@) TSR Lt R s
R By S o Sl e
cari difera de formulele (5) (§ 316) prin permutarea lui k cu i’ sl
in acelag timp a lui k; cu kj. De unde se deduce ecuatiunea mo-

dulara

4k

) k= Tk

care diferd de ecuafiunea (a), din acel paragraf, prin permutarea
modulelor % si k. :

Din formulele (2), ipotezele fiind aceleasi ca in transformarea
lni Landen, rezulta inegalitatile )

by >k ki <k

Se conchide, ca si in cazul precedent, c& modulele k;, ks,. .. cresc
si tind citre 1, pe cand modulele complimentare k', kj,... des-.
cresc si tind citre zero.

Procedand ca in cazul transformarii lui Landen, objinem egali-
tatea

3) i e A2 T o) (Pl ;)

P esrey

care nu diferd de formula (9) (§ 316) decat prin permutarea lui e

bl

cu ez si inlocuirea lui &, prin é,.

Cu ajutorul acestei egalitati putem obtine formula de transfor-

9

mare a_functiunii sn (¢, k). Egalitatea (3) scrisd sub forma

PU—& =28 — & + (Pu — &) (pu — ¢)

! Pl e
devine, {indnd seami de a doua formuli (1),
77@~é3_.1+ ¢ PU e P S P S g

d < L ke e Ty gy pu — ey
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Introducand functiunile lui Jacobi, aceasta egalitate ia forma :
= en’odn 92 (1 L E)2sn2 + (1 — sn20) (1—k2sn?)
sn2p (1 + k)2sn2 (I + k)2 sn2
: (L +k sn2)2
(1 +FREsn%
Formula de transformare a functiunii sn (¢, k) este é§z'1 dar
i 2k | (1 +k)sne
4 ) )
(%) gu ) sn[(l ’1 + k} 1 + ksn2

s ufE = = (R u Vo — 6= (1 + Ko

b
[
[N}
=
|

320. S& punem

sn{v, k) = “sn(v, k) = y;
formula (4) se transforma in ekpresiunea rationala
L3
S
5 2§ e
©) S w5,
de gradul al doilea, in virtutea cireia avem egalitatea

z Yy
(6 g oot dy 3
JOT—A0—Fa 11 k) JA= (ki)

Transformatele constantelor K si K" sunt date, in cazul consi-
derat (Gauss), de egalititile

2 IK1=W1V51_53=(1 +h) o e —e=(1 +hHK
o Wygy——— 1+ k
()[ =—2§V81~83=

5 w3Ve1—ea=1_2{—kiK'.
‘De unde ’
: ‘
il 1+ K dx
— Kl = = — b
1+ k 2 Jd =231 — k227
® '
K’ _J—K' 1+ K\ = e
1 +k V=2 (1— ki2a®)
0

modulele k; si ', fiind determinate de formulele (2).(§ 319).
Aplicind de n ori succesiv transformarea lui Gauss, objinem

expresiuni de aceeas forma ca in cazul transformirii lui Landen,

permutand in toate desvoltirile modulele k, si k'n 5l in acelas timp
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Ky cu K'ygyifai==t, 200 )

2 K — 21,, A RY (A £ (L - K) K,y
K= (1 +F)(M Ky .. (4K, ) K

_Seriile convergeazi mai repede in cazul intai daca l\ <K
mai repede in cazul al doilea daca k¥ < k. De unde conchidem cé
este preferabil a ne servi de prima sau a doua transformare dupa
cum kK.

CAPITOLUL XXIV.
PROBLEMA DIVIZIUNEL

. Diviziunea argumentului functiunii pu,

321, Problema diviziunei argumentului printr’un numir intreg

At abets > S e
pozitiv. n consistd in a calcula valoarea lui p — fin functiune de.
n
; e L 4 7
pu. Ecuatiunea care leagi p— de pu este data de ecuatiunea
n

multiplicatiunei lui pnu in care inlocuim w prin % (13) (§ 174);

ea primeste forma
1) P(p%)—pup1 (p%)=0,

P si P, fiind polinoame de p% s cel dintéi de gradul n2 si cel de al
doilea de gradul n? — 1, Coeficientii acestor polinoame sunt po-

linoame de - g, §i g; cu coeficienti numere intregi. Unei valori pu

2
corespund dar n? valori pentru p—— - Acest rezultat se mai poate
deduce din consxderapunea urmatoare:
Fiind data valoarea pu= PUy, avem
U =+ uy + 2l 0; + 2uw,,
4 si p fiind numere intregi arbitrare; de unde rezulti egalitatea

22 +2,uw3.)_
n

i Uy
P —p(in

+

= u .. . = & : : £
Insa & fiind functiune para, aceasts egalitate nu se schimba

dacd schimbim semnul lui Uy i In acelas timp semnele coefieientilor
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4 1 . Toate radicinile sunt dar cuprinse in expresiunea
2wy + 2puw,

© =L u_o —_— " 90
(2) : 'ylsﬂ_p(n_F n )

pentru. valorile 4, u = 0,1, ..., n —1.
Radacinile sunt in genere distincte ; ciici pentru ca doud radicini

S (u_()+ 2w, + 2,(4(03)’ P(%Q‘-i- 2% w, —:;2#/@3)

n n
sa fie egale, este necesar ca diferenta argumentelor

20 =% 0y + 2 (10— p)w,
n

sau, suma lor

2& ¢t 20+ V)0 +2 (u+p) D3
n n
sa fie o perioadd (gu neaparat primitiva). Diferenta argumentelor
nu poate fi perioadd, cdci diferentele A—=X, p—p' sunt - mai
mici decat n §i nu sunt nule in acelas timp. Suma nu poate fi pe-
rioadd decat dacd u ar fi o semiperioads 1), i3 '
Ecuatiunea (1) este ireductibild, adicd membrul intdl nu este

u
divizibil cu un polinom de p (;) de grad mai miec, ai cirui coe-

ficienti sa fie functiuni rationale de pu. In adevir, si presupunem
cd ar existd un polinom '

(B) Y™ +Py(pu) yrt4 L +Py (p) = 0, 2

ai cirui coeficienti si fie functiuni rationale de pu. Acesti coefi-
cienfi rdmanand neschimbati cind mirim w. cu un multiplu de
perioade 27 w; + 2u w,, oricare ar [t valoarea lui u, rezulti ca daca

u k g . 5 a3
Yoo=P - este una din radacinile ecuatiunei (3), valorile

w20, + 2wy
%) yﬂ',ﬁ“ =P (; = n )

vor satisface si ele aceastd ecuatiune, adica radacinile ecuatiunilor

1) Din egalitatea

2ug+2 (A1) @y +2 (ud-4)) Wy
n

2, 5

£ tind o perioadi, rezultd 2uy=perioadi.
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(1) si (3) vor coincide: ceeace probeazd ireductibilitatea ecua-
tiunei (1).
Cele n? valori (4) sunt, in virtutea formulei de aditiune, func-
tiuni rationale de cantitatile

S ’

U, vk, kO 2407 +2uw.
Py P Pl\nh’ Sttt STl 8
n

De alti parte; daca, pe langd pu, presupunem dati valoarea
p'u=4plu—g,pu—g, y

o ; el SIS :
recunoastem ca p’— este funciiune rationald de P— st de pu.
n n

Caci derivand ecuafiunea (1), pusa sub forma pu:@(p%}, T

functiune rationald, avem

- 7
U npu

P %( E,

Asd dar, toate- radacinile ecuatiunei (1) sunt functiuni ‘rationale
Sy Wr A it s T
de riadacina y,,, = P, a1 caror coeficienti sunt functiuni ra-
n
tionale de g, g;5i de cantitatile
2wy +2pw, p:Zi. 1 +2p 0,
S llid B e B L S
P n n i

Cele doud din urma sunt, in virtutea formulelor de aditiune si de

e . e 20; 2w, . :
multiplicatiune, functiuni rafionale de p—%, p—2 i de deri-
n n
0y 20 T < ¢ 5 :
vatele p'— p'""2 cari se calculeaza prin doud -extrageri de
n n

radacini patrate.

Se demonstreazi ci ecuatiunea diviziunei argumentului fune-
{lunii pu intrd in clasa ecuatiunilor numite Abeliane, Aceste ecua-
fiuni se rezolva algebriceste prin radicale 1). :

§ 322 Diviziunea argumentului functiunii pu printr’un numir
compus n se poate reduce la diviziuni succesive, divizorii fiind
factorii primi ai lui n,

1) Durége-Maurer Th. der elliptischen Functionen p. 325,
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Vom efectua calculele in cazul cel mai sifnplu, n = 2. Ecuatiu-
nea corespunzatoare este (V. egalitifile (3), (15), (16), (§ 174).

el e gy
sy s gl SP3=5EPos Sl geed
(5) Poai——pu = .
S LR T
P D) §2P2 83

Solufiunea problemei pe cale algebrica, adica rezolutiunea acestei
ecuatiuni de gradul al patrulea, este, precum se vede, destul de
anevoioasd. Ajungem insi foarte lesne la solutiunea ciutats, daci

g S u 3 3
comparam membrul intaju P5 — pu al ecuatiunei precedente cu
2 .
functiunea
O1UGoU  OpU Ggll GauGy U 5
(6) e
o%u o®u o%u.

Amandoua aceste functiuni sunt functiuni eliptice, avand aceleasi
perioade primitiver 4 @, 4oy, aceleasi poluri duble

3 u=0,20;, 2wy, 2(0; + og) = — 20,,

reziduurile nule si aceleasi parii principale corespunzitoare polu-
rilor. Astfel, in domeniul polului w = 0, partea principald in am-
bele membre este

u?

in domeniul celorlalte poluri partile principale sunt

1 1 i
(u—20;)?  (u—20,)? (u+2m,)2

De unde rezulta egalitatea

5 u O UG U OgbOoll  GaliG+ U
(7) pPa—pu= 1#95 + 9% 0g sl e Ul s
2 o%u o%u o%u

Marind u cu perioadele 2wy, 2w,, 2w, obtinem egalitatile

01U 4 OoUOsU  oyucyu
o2u o2u o%u

u
p (500 —pu= ’
O U0 U Oolball  Gal0-U
140U OyUly TR ke L
o’y o%u o%u

(8) ’ p(%wsz) —pu=—

u - » O1UGU"  GoUGall GallO, U
2 Lovdee | 2¥Y3 S
P (i +w3) _pu T e SOl 2

o%u o%u o%u
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De unde, in virtutea formulei

g u

ﬁ; o Vpu—ea >

avem, pentru cele patru radécini, expresiunile:

u
P5=pu+)pu—e |pu—e,+ |pu-e, Vpu—es+ | pu-—e; [ pu—e,

P (I—2L+wl) =pu— VP"/*‘& VPu“fz & VP“*% VP“ sa€aie VP“*C?, VP” —6yp
9)

2 (§u+wz} =pu—| pu—e, | pu—e,— |/ pu—e, Vpu—e;+ ) pu—e, | pu—e,,

p (o) =pu+V e Vpies Ve Vo e lfpa e Vpin

Aceste valori sunt in genere inegale (§ 321). Daca U=wq
(2=1,2.3), doud cte doua din ele devin egale. Astfel avem

1) [0}
pjl = (?1 —l—wl) =e;+)e;—e, Ver—es-
(10) ‘
P (% +‘03J =507 (%LHDJ G Vel—e2 Vel—ea‘
@, Wy r
P_zg =P (?z +w2) =ty + ey —e; [ e,
(1) |
P (% +‘01] =P %g =+ C"s) =6y V‘?z_"'s Vez—ep
w [}
’ p7)§=p (—2§+w3 =e3+l/ea—-el Ves—e2,
Ba

|, .
P (73—!-0)1) =D (734—(02] =e;— Ve3—e.1 Vea— €oe :

Cele sase valori cuprinse in prima coloani a egalitatilor pre-
cedente sunt radicinile ecuatiunei

v d - 2 .
o/ (pu_ plw%zﬂws)

b

In care 4 si u primesc valorile (10) (§ 174), corespunzitoare lui
B4 - :

(A=1, =0, 2), (A=1, p=+1), (3=0, 2, u=1).

I1.” Diviziunea perioadelor functiunii pu.

323. In legaturd cu problema diviziunei argumentului funciiunii
pu, avem problema mai specialdi a diviziunei perioadelor acestei
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functiuni; un exemplu am avut mai sus, unde am obtinut valorile
Wy B R ; : S
P ?1, pz—z, pf In acelas timp en valorile diferite

0y Sl g
P(2‘+w2J, P(‘i“"ws): P(2_+‘°1 :

Ecuatiunea corespunzitoare acestei probleme, numiti ecuq-
fiunea diviziuner perioadelor, se deduce din ecuafiunea (1), in care
inlocuim w printr’o perioadd, prin urmare facand pu= . Se ob-
fine ecuatiunea

u

(13 P, (p ;) =0,

ale carei radacini sunt valorile ce primeste Yin “din formula (2)
pentru u, = 0. Aceste valori sunt

' 2w, +2uw,

5§ 072 TR T e

n

(14) Yip =

o > -
Ap=01,..., n-1, exceptdnd 1=p=0,

Daca n este un numar compus, este de ajuns a aplica operatiu-
nea diviziunei succesiv factorilor primi ai acestui numar. Pentru
#=2 avem valorile P Wq = eq, a=1,2, 3,

Putem dar considera n numar prim impar. In acest caz, avem,
in virtutea egalitatii i

; y_}.,_,u=?/}.,,w
n?—1
2

valori distincte pentru Y3, u Polinomul P, (p ;} este patratul

n2—

polinomului de gradul 5

reprezintat (2) (§ 174) prin @(u), inlo-
~cuind u prin (:{) Valorile Y; u Sunt a§a‘ dar radicinile ecuatiunei

P (—) = 0. Astfel; pentru n =3, aceastd ecuatiune coincide cu
n

ecuatiunea ((16), § 174):

3 1
5 Sy*— g, 423 — —g2=0,
(15) i 5 82Y 83Y 1682 :
ale cérei radicini sunt
P20, p20s 201k 20y
B 3

corespunzatoare valorilor 2=1, =0 ) =0, u=1;1=1, u=+1.
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Ecuajiunea diviziunei perioadelor nu este, in cazul general, rezo-
lubild prin radicale?) L : . A

324. Diviziunea prin 2 a argumentului functiunilor sne, cne, dne.
Din formula de multiplicatiune ((9), § 211)

o ST cny dny

2
1—Fk2snto.

(1) k sn2p=

5 % : s, : a ]
in care inlocuim ¢ prin 5 § ridicim la patrat, rezults ecualiunea

de gradul al optulea in sn

&

T e e W o
sn?— (1 sn?s 1—k2sn 5

2) 2 =ho 2 : £

(1)
)

4]

ale carei radicini sunt doud cate dous egale 51 de semne contrarii.
Acest rezultat se poate justifica a priori;
1°. La valoarea data sng=sny, corespunde, pentru ¢, dubla
serie de valori ]
s | vo+EIK + 2uiK’,
bl 20 S AR K

. : (3
de unde, pentru sn.z_,

,sn(;+2*m +mK'J,

@ ke ‘ A=0:1; w=01.
: lsn (K—gﬁ G QAR i K’)
2% Din rela{iﬁnea
sn(u+2K + uwK) = — sn (v + wiK’),

in care ddm lui g valorile 0 si 1 si inlocuim u succesiv prin —

2

ey ¢ Sty : 1 R ;
s1 prin K— P rezultd c¢& patru din valorile lui sn—z— sunt respectiv

&~

egale si de semne contrarii cu celelalte patru. -

') Bianchi. Lezioni sulla Teoria delle Funzioni di svariabile complessa e -
delle Funzioni ellitiche. (p. 309)
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O altd proprietate a ecuatiunei (2) rezultd din prima formula (7),

(§ 199), e

1

W sny :
(0]

Daca dar punem :c=]/ksn'2—, ecuatiunea (2) se transformid in

Vksn (o +iK)=

ecuatiunea reciproca 3
ksnPe (1 — 242 — 4a? (k — a?) (1 — ka?) = 0,
care se rezolvd prin radacini patrate suprapuse,
‘)

325. Se obtine o formuld mai simpla pentru sn 5 Precum §1

% %
pentru cn 2 dn 9 daci le exprimam in functiune de cny, dne.

Din formulele de multiplicatiune (9) (§ 211)

L)
g R ARE e lont) SRy el ]
cn2 sn2~ dn2 Icsn2cn2
cnv:——‘a, dny = r ,
e g R g e
1— k2sn 5 1 ksn2
deducem egalititile
5 Y ]
: cn 5 o 2dn 2
1+cne = e 1 +dny e kol
B e I a¥
4 ksrn2 i k23n2
9 2pd 2 92 g g &
sn2—dn? - sn2 - cn?
1—cnv= 5 2 3 1—dny = ——2‘—02 ’
D g 72 gt
1 Icsn2 1 ksn2

Gl g
Jen? —dn%=
D

cnv+dnp=— "
1—k23n4%

din cari rezultd expresiunile

¢ |/ 1—cne _4_ 1—dne
i A L4dny k | 1+cne

5 g O SR
( ) sl /cnv-!—dnv P /cnv—i—dnv_
R e g 3 1 +cnp.
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Se justificd lesne a priori ci fiind date valorile functiunilor cng,

Sy 2 o o ik 3 :
dnp, avem pentru functiunile sn--,en ~»dn o cite doui wvalori

2 2 2

egale si de semne contrarii,
Din formulele (5) rezultd valorile

K o K+K ;l/k+ik'
e sn i 3
oo YRk D k
{ e { K’ e
(6) cnh——- ———k 7 Cnh_f—LK = o >
5 1 +k 2 k
dnh = V¥, dn LS I/_ll_t )
2 2 k—ik
Pentru a obtine valoarea s’ s& facem p = — 52—in egalitatea
seaT 1 o 1KY LTk
sn(v+1K') = ; de unde rezulta sn?——= —-— si prin urmare
ksny 2 k

1K 1 K
2—— =14+ dn?
en® o i

=14k Avem asa dar valorile

=V1 +k.

1K’ i 1K’ 1+k 1K’
ey VT’d” 5

Radicalele sunt reale §i pozitive dacd k este real si cuprins intre
05 1.

CAPITOLUL XXY.
CALCULUL NUMERIC AL FUNCTIUNILOR ELIPTICE.

326. Formulele deduse din seriile # dau mijlocul practic de a cal-
cula functiunile eliptice, definite printr’un sistem de perioade, sau
prin invarianti. Pentru ca seriile, de cari ne servim, si convergeze
cAt mai repede este necesar ca valoarea absolutd a cantitatu ¢g=e "
sa fie cat mai micd posibila ; pentru aceasta trebuie ca partea reald

T

a raportului ; _iwl , care este presupusd pozitivd, sa fie cAt mai
mare posibila.
Acest rezultat este atins daed valoarea absolutd a perioadei
2y, este cea mai micd posibild. In adevir, fie
20i=a + b, 2wz=c + id;

avem

~c+aud

=
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De unde, punand 7 = ¢ + f,
L e T L
@+ 8 |2, 2 3
S reprezintand aria paralelogramului (2w, 203).  Aceasta arie
avand aceeas valoare, pentru toate sistemele de perioade echiva-
lente, propozifiunea este justificata.

327. Fiind dat un sistem de douz perioade primitive (20, 20), si
ne inchipuim construita reteaua de paralelograme corespunzitoare,
avand origina- ca unul din vérfuri. Punctele perioade (varfurile
paralelogramelor) {iind aceleasi oricare ar fi sistemul echivalent
cu cel dintéi, sa consideram punctul perioada a cirui distanta de
origind este cea mai mica.

Nu exista de cat cel mult dous asemenea puncte, cici puncte
perioade nu pot fi decat varfuri ale refelei. Fie 20, acest punet,
sau unul din cele doud si fie 20'; una din perioadele, care impreuna
cu 2w; formeazi un paralelogram elementar, astfel ca unghiul
format de aceste dous perioade sa fie cuprins intre () si 7. Toate
punctele perioade, cari Impreuni cu 2w, formeazi paralelograme
clementare, sunt date de expresiunea

20y + 2k,

k fiind un numar intreg oarecare, Printre aceste puncte exista unul,
cel mult doua, a carui distanta de origini este cea mai mics. Acest
punct sau unul din ele, il notam 2w,. Sistemul de perioade primi-
tive astfel determinat se numeste. sistem principal.

Daca facem abstractiune de sistemele formate din aceleagi
perioade cu semnele schimbate, avem un singur sistem principal,
sau exceptional dous, avand pericada comuna 2a,, celelate- doua
fiind egale in valoare absoluta. Nu facem, in genere, deosebire
intre aceste douit sisteme.

Din definitiunea sistemuluj principal, rezultd inegalitaile

W) o] > oy, | ton |2 o], il og— o | > a5

cdei paralelogramele (204, 20,), (+ 20, + 20, 2w;) sunt echiva-
lente si, in virtutea determinirii punctului 2wy, distanta acestui
punct de origina este mai mica, cel mult egald cu distanfa de ori-
gina a unuia din punctele 20 + 20,

De unde

| w;+
3|~ SRR
= >Ja R /1)

|y g

sau

(2) Iz >4 fet 11> 7).
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Interpretare geometricd. Sa considersm cercul [7] = 15idoua
drepte perpendiculare pe axa reald duse prin punctele 7 = + 4
(fig. 61). Prima negalitate (2) exprimi ci punctul 7 este exterior
cercului sau pe cere. Inegalitatea lt]Llr—1]
exprimid ci distanfa punctului 7 de OTiging .

este mai micd sau cel mult egalid cu distania A: I! )

sa de punctul v = 1; prin urmare punctul 7 1 E :

se gaseste la stAnga perpendicularei dusi prin PR )
L= 07 %

=79 sau pe aceastd perpendiculara. In fipe, o T

in virtutea inegalitifii |7|<|7 + 1|, punctul 7 se giseste la

dreapta perpendicularei dusi prin punctul 7 = —1, De unde re-

zultd cd punctul v este situat in aria eaterioard cercului |v| =1

limitaté de areul AB al cercului st de cele doud perpendiculare

sau pe una din aceste trei linii.

b

1 el
Afixele punctelor A, B fiind respectiv L — +i]—/—3

5 9 rezultd cia

dacd punem 7 = a + i, avem

2 1 3
e ¥<a<2_’ ﬁ>V7_

2

328. Din desvoltirile precedente rezultd, pentru valoarea ab-
solutd a cantitilii ¢ = €7, o limita superioard, data de ine-
galitatea :

<1

| i e—nﬁ\ée‘%nw :

- co
3 LT : S TP
Daca w, si 7 sunt reale, obtinem pentru ¢ o limita superioara
mai mici. Cici, presupunind aceste cantitili pozitive, ceeace este
P T = . i
posibil, raportu}z— este real s1 satisface inegalitatea

T

T =

z

In acest caz, cantitatea q este reald, pozitivi si avem
‘ S

e T
e e

329. Fiind date perioadele (204, 2w,) deducem valoarea rapor-

- 2 o b . i
tului 7, de unde aceea a cantitdfilor ¢ si g* cu ajutorul carora se

24 DAVID EMMANUEL
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construesc seriile ¥ (¢, ¢). Rimane si examinim intre ce limite

putem face si fie cuprins termenul

qn”z2n’ (Z % einv)’

care poate fi privit ca termenul general al seriilor @ (¢, ¢). Pentru
aceasta, observim c& orice valoare a cantitafii ¢ se poate pune

sub forma
v=a-+br,

a §i b fiind numere reale. In virtutea formulelor de transformare
a functiunilor # (¢) (§ 229), putem, in calculul acestor functiuni

sd consideram valorile @ si b, cuprinse intre —5 5l t 5 Valoarea
absolutd a cantititii z=¢" fiind

s bt ~b =

[ =1q’],

= 1 , >Bigh 1
rezultd cd pentru |b|~, aceasti valoare este cuprinsi intre

2n

1 i 2
- . —2 . < > n
q? §1'q ?|. Prift urmare valoarea absolutd a termenului ¢"z

—+-n

SRR, : S
este cuprinsd intre ,qn silg" |

Seriile astfel construite convergeazi asa dar foarte repede.

330. Seriile @ (¢) fiind calculate, putem obfine valorile elemen-
telor cari se prezintd in funciiunile lui Weierstrass, precum si va-
lorile acestor functiuni, in virtutea relatiunilor ce leaga functiunile
lui Weierstrass cu cele ale lui Jacobi. Astfel formulele (18) (§ 232)
ne dau cantitatile e;, e,, g, de unde rezulta valorile invariantilor
g2; g3, @ diseriminantului A4 si a invariantului absolut J. Cantitatea
7]y este data de formula (13) (§ 235) :

BB i s L R L e

(L) poy=— 12 W 79 1~3q1.2+5.92.3__ EL

si valoarea lui #; rezultd din egalitatea
: s
(2) 5 e K i
331. Sa presupunem ci functiunea eliptica ce voim si calculam
este definita de invariantii g, §i g;. Cunostinia acestor invarianti
trage dupd sine cunostinta ridacinilor e, ey, e, ale ecuatiunii

(1) baP—gym—g,=0.
S& presupunem radacinile dispuse astfel ca si avem inegali-

tatile

(2) : les—es| > {

[31‘“ éz[

[‘32_ 93]
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Punand : s
(3) RGBT g ae

e;—eg e;—ey
avem, in virtutea inegalititilor (2).
125 P ) L P

Daca punctele e;, ey, e, sunt in linie dreapta, e, fiind situat intre
ey 51 e, k® §i K'? sunt reale si pozitive.

In cazul general, cind cele trei puncte formeazi un triunghiu,
latura e_lg fiind cea mai mare, sau, cel putin, nefiind mai mica
ca nici una din celelalte dous, unghiurile ce ea formeaza cu acestea
sunt unghiuri ascufite. Aceste unghiuri fiind respectiv egale cu
cea mai micd valoare absoluti a fiecirui argument al raporturilor

GaTiegil ety
e s 8 ey -
‘

7T

e
g I

= < A X T .
rezulta cd aceste argumente sunt cuprinse intre —§§1 it

De unde rezultd ci cel mai mic argument in valoare absoluti al
7T

4

o 0 1 BT S
modulelor % si k' este cuprins intre — $L+7 i cel corespunzitor

al radicalelor |k, V& este cuprins infre — gﬂ 55

Prin urmare

>l

putem totdeauna lua radicalele
4

VE= ]/;;7_3, V¥ = f/el;ez:

ef—€, Erin bty

astfel ca partea reala a fieciruia si fie pozitiva 2). Daca radicinile
t reale, dispuse in ordi > o> ey radicalele |k,
‘1 €p €3 sunt reale, dispuse in ordinea e, > e,> e, radicalele |k,

VK sunt reale, pozitive si mai mici decat 1.

< 2 : 7 A s €2
!) Considerdnd figurile 62 §1 63, avem (fig. 62) =
e €3¢ (/l\ b 16 (’Z\ £ £ St
—_ =— i
gel_ea e gel—ez 5
Fig, 62 ¢
si (fig 63) e,
i 7
e;—e, A €=~
arg =—ua ag———q
Ser—ey B e e—eg 1 0,3 &
Pig. 63

%) Rezultat care concordi cu definitiunea modulelor k, k' sia radicalelor
acestor module (§ 196).

24*
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332. Caleulul lui q. Radicalele [k si /K tiind astfel determinate,
putem, aplicAnd una din formulele (10) (11) sau (14) (§ 231), sa
calculam cantitatea q. Cea dintai din aceste trei formule

Lol e da o s
= o4 4 g% 1%
(%) Vk:?‘/‘z(O,q)_ € ng gt EgN

U5(0,9) " 132927 125+, -

In care punem

: _ VE L
() Sy =8 q'=h
. devine - S5
1+R8 LR ptsy |
6) g=h

1+2R4 4 2R16 1 Op36 L

Seria  #,(0, ¢), absolut si uniform convergenta pentru |g¢| <1,
nu se anuleaza in interiorul cerculuj lg] =1, precum ne arats
expresiunea sa sub forma de produs (3) (§ 226)

B(0,0) =TI(1—g™) (1 +¢1)?

De unde rezultd ci numitorul fractiunii din urmi nu se anuleaza
in interiorul cercului |k | =1 $1, prin urmare, membrul al doilea
(6) se desvolta intr’o serie intreagd de k, convergent in acest cerc,
ai céirel primi termeni sunt

(7) §=h(1—2h*+-5h5— 1012 1-18R16 + . . ),
Din aceastd desvoltare rezultd,. prin inversiune pentru A, o serie
de forma

(8) h=g(1+ag +ag®+...) Y-

Calculand coeficientii, precum se stie, si inlocuind g si & prin va-
lorile lor (5), ‘obtinem - ;

(9) q%‘=g+2(gjs+15[g)l.,

De unde, ridicand ambele membre la Puterea a patra,

Al L BTN

*) Daci in ecuatiunea (7) multiplicim £ cu i, g se reproduce multiplicat
cu i; rezultd, viceversa, in virtutea transformirii conforme, cd, inlocuind g
prin ig, h trebue si se reproduci multiplicat cu i.
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Seriile (9) si (10 convergeazi in domeniul punctului k = (. Se
poate proba ca ele convergeaza in interiorul cerculuj P =1
Pentru aceasta, si ne referim Ia formula (23) (§ 203)

52 4 g
K ,—EKlog—k—P(k )
din care se deduce egalitatea

K5 o ey
o ~log1—6_ +7 .

K
Ambii termeni ai fractiunii din membrul al dojlea fiind functiuni
olomorfe de %A% in cercul |k| =1 si numitorul neanuldndu-se in

interiorul acestui cerc (observare § 203), rezults c ultimul termen
din membrul al doilea se poate desvolta intr’o serie intreaga F (k?)
convergentd in interiorul cercului [k | =1. Putem dar scrie

’

K e
~nK=log1—6,+ & (k?);

de unde
K’ oo
g:e_nK—.=e Ogl—se?"‘-...
k2 k2
= — 4
16@+2+qkf”J.

333. Putem obtine pentru q o serie mai convergenta decat seria
(10), plecand dela egalitatea (14) (§ 231), in care reprezintim
membrul dintdi prin 1:

(11) Z=LW=WO(O)=9 g+ g4 .

L+)K 95(0)+6,(0) “T+2g +24084, "
Membrul din urma al acestej egalititi nu diferd de membrul al
1
doilea al egalitatii (4) decat prin inlocuirea lui ¢" prin ¢; prin ur-

i . . =5 . -
mare, inlocuind in egalitatea (9) ¢* prin ¢ si |k prin [, avem seria

b Lol an [ :
(12) ges 2 ts b .
Sa cdutim o limita superioara a valorii absolute a cantitatii
1—JK
I =
1+VFK

Partea reald a radicaluluj VE fiind pozitivd, valoarea absolutd
a lui [ este mai mic# decat 1 $1 cu atdt mai micd cu cAt &’ este mai
aproape de 1.
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Sa presupunem |k | 2 | K | < 1. In acest caz avem inegali-
tatile
ley—e; | £ la—e| £ er—ey |.
Latura eye, a_triunghiului (e;, ey, €;) fiind mai mics decit cele-
lalte doud sau cel mult egald cu una din ele, sau cu amandous

(triunghiul echilateral) rezulta, pentru unghiul é, cu varful in
punctul e, inegalitatea :

il
6L 3
Acest unghiu fiind egal cu valoarea absolutd a celul mai mic ar-
gument al lui A'% (§ 331), rezulta inegalitatile
et

prin urmare, punind, pentru prescurtare, k'2=1, avem

; chosq}i-

2

Punctul 1 este asa dar situat in porjiunea planului cuprinsi in
interiorul cercului [4[=1, limitata de dreapta

L3

B perpendiculard pe axa reald trecand prin punctul
7 l=% (fig. 64). In aceasta regiune, cantitatea
~rifraiyasasl
v (13) ] ﬂ z;\/}‘

B MY AT

este o functiune olomorfa de 1; valoarea absoluti a
acestel funciiuni atinge dar limita sa superioara
pe conturul regiunii formata din arcul B'AB si din coarda B’B.
Insé, I fiind real pentru valori reale ale luj /, primeste valori ima-
ginare conjugate in puncte simetrice cu axa reals. Este dar de
ajuns a considerd numai arcul AB si semicoarda CB (fig. 64).

1°. Pe arcul AB, avem

(14) d=eif;

Fig, 64

prin urmare

e

e 3

l: iﬁ_:—l[g;r.
|

Valoarea absoluti
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. T £ i
cregte cand 0 variaza dela 0 las; de unde, pentru limita superioara

3
| l|=tg214<12g<0,13.

20, Pe dreapta CB, avem
A sl i

1 Tty L
2 cos 0 2

; 7
(15) A (1 +ug0), 0_4_64—3~.
Pentru a examina cum variaza | 1], vom examini cum variazi
logaritmul lui |{]. Pentru aceasta, si luam derivata logaritmica
a ambelor membre (13); ohtinem

S el ot
1 4

Lal, 1A YA
T@“_fi_yj%“ PSS PR T

Din egalitatea (43) scoatem expresiunile
aii ke e o
“Dcos6 ° - d0 Jeos?h’

s

prin urmare

: d 4 = A et ] 10 ‘/ s
%d—é:—zclm(}' e T

e

o kS 3

+4 *)2=—-i(l‘ -i—l")
. —1 i S Erp e Mool

=1 [(200,36) ¢ (cosz-ﬂ sin ZJ +(2cosf) * (COSZ-FL sin ZJ]
De unde, pentru partea reali a membruluj intéi, expresiuneca

1dl
L df

) e -
)=.‘9m % (2cos0) * +sin o (2c0s0) *,

waleo

(16) R(
care este pozitivd in intervalul considerat. Tinand seami ci partea
realda a logaritmului unei cantitdfi este egald cu logaritmul valorii
sale absolute, conchidem ci logaritmul lui [ 1], prin urmare |I|

creste cand 6 variaza dela 0 la .. Inlocuind, in egalitatea (13),

3
1 514
- 2 prin valorile sale extreme, 5 € -3, conchidem ca valoarea ab-

<

solutd | /]| creste dela

4

et EL e

4 2/
V241 »
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pand la valoarea limita

n
1—cos —

A2 1 7
1+cosﬁ

obiinutd mai sus.
334. Cantitatea g¢ fiind cunoscutd, obtinem semiperioada K cu
ajutorul seriei (12) (§ 231):

(15) V%TK=03(0,q)=1+2q+2q4+299+....,‘

sau, cu ajutorul seriei mai convergente (13)
% 3

16 L S LR S

(16) w iy )
A doua semiperioada iK' este determinati de egalitatea

: 1K :
KD
“de unde -
: e 4
(17) K —~;log q.

Valorile de cari logaritmul este susceptibil pentru aceeas va-
loare a lui ¢, diferind tntre ele prin multipli de 2iz, rezultd, pentru
iK', o infinitate de valori cuprinse in expresiunea

K'=K',—2niK,
K; fiind una din ele. Insa, oricare ar fi valoarea intreagd a lui n,
sistemele (2 K, 2/K’y), (2K, 2iK’) sunt echivalente. Dispunem de
numérul n astfel ca valoarea absoluts a lui K’ s fie cea mai mica.
335. S'a presupus |k | 2 | K | Dacid [k[> |K]| adica
| e2—e [ > [e1—e I ;
aplicim formulele de transformare prin substitutiunea

=7 01
L

care permutd intre ele cantititile e, e3; de unde rezulti permu-
tarea radicalelor [k, K. Avem in acest caz (11) (§ 231):
' Vl? 1-2¢, +2¢4—2¢71 . ..
L Tam gt E LT
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s1 valorile

. de unde
_h Ly | - by
1= +2 (7) +15 (?) S

Semiperioada K’ este datd de una din seriile

l/ 2TK=193 (0,g1) =1 +2¢; +24+. ..

sau
2K’ 2
—— — (1 +2¢44+-2q¢'%84-.; ).
&= 1+Vk( & 49y )
Semiperioada K se deduce din egalitatea
K’ 1
\ K—; log E

In rezumat, deosebirea dintre cazul din urma si cel precedent
este cd mai intdi calculdm semiperioada K’ si apoi semiperioada
K. In ambele cazuri semiperioadele primitive ale lui Weierstrass
sunt determinate de egalititile

K K

1= —— B3 J
Vel_ea ; Ver—ey

336. Calculul numeric al integralei de spefa I:

9 dz
) u =S | ;
»2](a—e) (v—ep) (2—es)
Integrala u este susceptibild de o infinitate de valori, cari depind

de drumul urmat de limita superioard z; ele sunt cuprinse in expre-
siunea

u=1 uy + multiplu de perioade.

Daca drumul de integratiune nu trece prin nici unul din pune-
tele critice si determinafiunea imifiald a radicalului este data, va-
loarea integralei este determinati.

Pentru a obtine valoarea numerici a integralei este mai comod
a o aduce la forma normali a lui Legendre. Pentru aceasta, putem
aplica substitutiuni diferite pe cari le alegem astfel ca seriile, ana-
loage cu cele ce am intalnit la caleulul perioadelor (§ 203), sa fie
¢4t mai convergente. .
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Si presupunem

l31*031>/le1—921>[32—93 )

prin urmare :

@ kK21

Sa aplicim substituliunea

Sx—e

(3) ;_7;=y2,,
care transforma expresiunea (1) in cea urmatoare
{ (R w‘dy
1/31*:38 i

L (=31 — 22

U=

1 : dy (L dy
@ ——= |\ e +S |
Va—el o V=4 T=ry8 ") ViT=y? —royp)
=0 -l-%l—gy e = _d_y =
' Ver—eals V{1—y2 (1—Fp9)
Daca pe tot drumul de integratiune avem inegalitatea

(5) " [Roy? | <1,

1
putem desvolta binomul (1—A%y2) "2 in serie si integra termen cu
termen, precum s’a procedat la caleulul semiperioadelor K i
K’ (§ 203). Metoda insi nu este aplicabila daca inegalitatea (5)
inceteaza de a fi satisficuti, In acest caz, permutam e; cu é3 punand

0= Lraky g
(6) Songaah

Integrala devine
s dy

(T : Sy e = AT ULy

Ve W VU= =R " ToZ5 ), V= d—igs

Lisand la o parte factorul constant din membrul din urma,
sa consideraim integrala '

» s\s i, ML P
% S V=) =Ry

Este important de observat ci pentru a calcula integrala (8) este
de ajuns a ne mirgini la un semiplan (y) situat de o parte sau de
alta ‘a unei drepte nelimitate care trece prin origina y = 0; cici
pe drumuri simetrice in raport cu origina, ¢ trece prin valori egale
si de semne contrarii. Daci dar aplicam variabilei o substitutiune
lineard, care si transforme acea dreaptd intr’un cerc cu centrul
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in origind, astfel ca semiplanul in care se miscd y si se transforme
in interiorul cercului, variabila cea noui nu va iesi din acel cerc.

Fie 2a argumentul cel mai mic in valoare absoluia a lui %;
avem (§ 331)

LG e

SN g =

4 4
Fie D dreapta care trece prin
origind si face cu direcfiunea po-
zilivid a axei imaginare un unghiu

egal cu a, acest unghiu fiind privit
Fig. 65 pozitiv (fig. 65) sau negativ (fig. 66), Fig, 66
dupd cum semidreapta D situati
deasupra axei reale este la stanga sau la dreapta axei imaginare.

2

Reprezintand prin |7 ' raza cercului ce voim si introducem, sub-

stitujiunea care transforma semiplanul (y), situat la dreapta liniei
D, in interiorul cercului

)
(9) el ieame
este de forma
ia 1—Iz 1)
(10) e

a fiind un numar pozitiv.
_Punctul V=5 fiind situat la dreapta liniei "D ca §1 punctul

y = + 1, punctele transformate corespunzateare vor fi in inte-
riorul cercului (9). Sa dispunem de constantele si [ astfel ca pune-

1 : ;
tele y=+1, Y=y sa se transforme in punctele z=1, z=—1, Obti-
® : :
nem egalititile
1=aeia——1—l‘ 1=ae-m‘1%+l

T+ F =

1) Punand lzzelo, y=te’ﬁ, f=— g— a), avem l(=a tg—i. Cand 6 va-
riazd dela — la O, punctul y descrie semidreapta D, situati deasupra axei
reale, dela oo la O si cand 0 variaza dela O la =, y descrie a doua jumitate a
acestei drepte dela O la co. Semiplanul {y), limitat de dreapta D descrisd in
sensul indicat, se giseste dar la stanga frontierei ca si interiorul cercului des-
seris in sensul pozitiv. Ceeace justifica transformarea conform a celor doua arii.
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de unde, ficand produsul lor:

prin urmare A /

: 1
za_t_
ae Vk,
Substituind aceasta valoare in egalitatea (10), avem formula
I 1—Iz

11 —_———,
(4 v VE 141z

care nu contine alta cantitate nedeterminatia decat cantitatea I,
In aceastd formuld si facem si se corespundd punctele y = —1

: 1 :
1 2=—; rezultd egalitatea
§ 2 g

4

1—]/?_1—1/1_1«2.
T B sy

L e

Cantitatea | determinata de aceasta egalitate coincide cu expre-

siunea (13) (§ 333) a cirei limita superioara in valoare absoluta

este datd de inegdlitatea

(12) 1=

2

B

Inlocuind in egalitatea (11) Y prin —%, rezultd

1
z= —"l—z .
In rezumat, avem tabloul urmator de corespondente
' 1 1
13 4l Ry Iy
(13) . 1 1
z |1 —1 Een

Sa aplicim integralei (7) substitutiunea (11). Avem
41 (z—1)(1—1%)

= 2_1_3(1—&)2_
[y Ve ey L +i)E
1_ '2y2=ll- (1+2) (1+12) 7

@+ [A+hE

A= vy = 4L /@1
Wquk@%tﬁ—ﬁﬂEr“

2 _d
YT YR (e

b
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De unde

: dy BB gl 5
Y= 1=k% (@ +1F) JE-—01 -3

§1 prin urmare

14 . 2 : dz
W e T
: 1
In integrala din urma, punctul’ z neesind din cercul |z | = 1y

avem
=] <1;
prin urmare, valoarea absoluti a lui Z fiind mai micd dect 1, avem
[ Bz | <1 §i cu atat mai mult
Pl < 1.
' 3 s . a5, -
Putem asa dar desvolta binomul (1—02)"7 in serie s integra

termen cu termen. Calculele de efectuat sunt aceleasi ca pentru
semiperioada K; obfinem (11) § 203 desvoltarea

; Z
dz i 5 o
—_— T S S 2 = 5 3
S V=2 (1—122%) o gl/i—zz al1—z [01 +3 (% +3_5 ezt +, . ]
1

1

in care ’
Ll S g R (2n—1))2 -
U{—l+%‘r2.4.6... 2n g
= 1.3.5...(2n—1))‘2 i
n _,,f_,,(2.4.6... W

337. 8'a presupus |e, — egl L |e;—ey | In cazul negalitatii
les—e]> |g—e¢ |, care trage dupi sine inegalitatea | k | >|K |,
aplicaim transformarea (3). Obtinem aceleasi desvoltdri, in cari k'
este inlocuit prin k i prin urmare

{11
1+ k
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CAPITOLUL XXVI.
APLICATIUNI GEOMETRICE.
Cubica pland.
338. Orice curbi ireductibila de gradulal treilea fira punct dublu

se poate aduce, printr’o transformare omograficd, la forma normali
a lui Weierstrass

(1) R e
g $1 gg fiind dousi censtante reale, daca coeficien{ii curbei sunt
reali. . y '

Sa observim mai intaiu c¢i cubica (1) admite un punct de infle-
xiune la infinit, cu tangenta in acest punct paralela la axa Oy.
Putem pune acest fapt in evident aplicand, de ex., transformarea

i 1
2) Ll i/ ) R
( Ve Y
ecuatiunea (1) devine
(3) Y =4al® = 8Ty — gyt

-

’

Punctul 2" =9, 3 = 6 este un punct de inflexiune al curbei
transformate si y' = o este tangenta in acest punct, caruia cores-
punde punctul (z=oo, Y=00) in direcfiunea (g)zm.

¢ T ) y=co

Pentru a aduce ecuatiunea unej cubice la forma normala, va fi
dar necesar si aplicim ecuafiunii o transformare omografica astfel
Incat unul din punctele sale de inflexiune Impreund cu tangenta
In acest punct sa fie aruncate la infinit, ntr’o directiune convena-

bila.

Fie

(1) f(zy)=o
ecuatiunea unei cubice ireductibile si

=12 ax+by+c=o,

ecualiunea tangentei intr’unul din punctele sale de inflexiune.
Ecuafiunea (1) se va putea pune sub forma

) (aztby+e) g (2,3) + A (da+by+o)=0,
# (, y) liind o functiune de gradul al doilea s1 coeficientul A diferit
de zero, edici daca A = o, curba s’ar descompune intr'o dreapti
$1 0 conicd. Punctul de inflexiune este punctul de intersectiune al
dreptelor :

(%) az +by 4+ ¢ =0, dz + by 4+ ¢ =o.
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Sa punem {
(5) y =az +by te, ¥ =dz 4yt

si sd substituim variabilele ', y' in locul variabilelor z, y. Ecua-
tiunea (3) ia forma

(6) Yo (@, o) + Aa® =,
in care @, (0,0) =0, cici cubica este, prin ipoteza, fiara punct
dublu.

Facind in aceastd ecuatiune substitutiunea

@ gt

obtinem o ecuatiune de forma
(8) (Y+B; X +B5)2 FAX3+A X2+ A, X +A,—0.
Aplicand, in fine, transformarea
9) E=mX +n g="Y+ B X +B,

si dispuniand de parametrele m si n astfel ca termenul in £ sa
dispara si ca coeficientul lui & sa fie 4, ecuatiunea (8) ia forma
normala

(10) ; nE AL g 8 S ECRT

& 51 g3 avand valori determinate in functiune de coeficientii ecua-
{iunii propuse, : T

Din ecuatiunile (5), (7) si (9) rezulta ca intre coordonatele pri-
mitive (2, y) st cele finale (& ) avem relatiuni de forma

(11) s a1§+‘51 1 +}’1 = Y= "'25““(32"7+7’2 §
aEH Nty ¢ as+fn+y

Aceste formule constitue transformarea omografica prin care
ecuatiunea (1) este adusi la forma (10)Y)

339. Teoremi. Coordonatele cartesiane ale unui punct oarecare al
unei cubice plane se pot exprima intr'un mod rafional cu ajutorul a
doud funcfiuni eliptice avind aceleagt perioadz §i acelas argument,

!) Transformarea omografici pentru a aduce ecuatiunea generald a cu-
bicei la forma normali revine la o proiectiune stereografici pe un plan
convenabil. Varful conului proiectant fiind in afari din planul figurii, se ia
drept plan de perspectivi un plan paralel cu planul care contine varful si
tangenta la cubicd in unul din punctele sale de imflexiune. Curba proiectata
variand impreund cu varful ales si cu planul de perspectiva, rezulti ci
transformarea consideratd se poate efectud intr’o infinitate de moduri,
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precum coordonatele unei curbe unicursale, se exprimd intr'un mod
rajional in funcfiune de un acelas parametru.

In adevir, ecuatiunea normala (10) se reduce la identitate daca
punem : 3

(12) $=r{u; & g 1 =p(u; g, g

. Ducand aceste valori in formulele (11), obtinem, pentru coordo-
natele (z,y) ale cubicei (1) expresiunile

_ G putp puty — B PUtPs puty,
(13) =z = ——— 15 7 1, =27 _Ti3l
aputfputy apu+ppu+ty

Viceversa. Ecuatiunea (13) reprezintid o cubici pland, c#ci eli-
mindnd pu si p'u intre aceste ecuatiuni §i ecuatiunea

PPu=4bplu— g pu— g,

objinem o ecuatiune de gradul al treilea in z, y.

In cazul B =p =8, =0, ecuafiunea (13) reprezinti o linie
dreapta. <

340. Teorema precedents se maj poate stabili in modul urmétor,
fird a reduce ecuagiunea cubicei la forma normali,

Printr’un punct al cubicei luat ca origine si ducem o secanti

Yy =iz,

care taie cubica in douii puncte mobile ale caror abscise sunt de-
terminate de o ecuatiune de forma

Ax2+2Bx+C=O,

A, B, C fiind polinoame de ¢ de grade respectiv egale cu 3, 2 s
De unde

= 2 5
=LII{'B£ » Y = ta.

Expresiunea de sub radical este un polinom R () de gradul 3 sau
4, fara factori multipli. Caci daca R (1) ar fi de un grad mai mic,
sau daca ar avea un factor multiplu, z si prin urmare y s’ar putea
exprima in functiune rafionald de un parametru §i cubica ar fi
unicursald, caz ce presupunem exclus. :

La o valoare a lui ¢, la care asociim una din determinatiunile
radicalului l/lT(trcorespunde un punct al cubicei; si reciproc,

unui punct (z, y) al cubicei corespunde o valoare pentru ¢ = % sl o

singurd valoare pentru VR(#), caci la dous valori diferite ale radi-
calului corespund dous puncte diferite. Putem dar scrie, fira a
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specifica cele doua puncte corespunzitoare aceluias t,

(14) s ;i_;';\ bR(t), G =is,
Introducand variabila 3
; 5
A de
(15) &= VR:(t),

putem exprima variabila ¢ si radicalul VR (%) prin functiuni ratio-
nale de pu §i p’u [Problema nversiunii]. Ceeace demonstra teorema.

341. Observare. Zerurile polinomului R (#) au o semnificare geo-
metricd interesantd. Fieciruia din ele, corespund, pentru z $i. prin
urmare pentru y, doui valori egale ; secanta corespunzatoare devine
dar tangentd si valoarea considerati a lui ¢ reprezinta coeficientul
unghiular al tangentei dusa din origine la curbi. Polinomul R )
- este de gradul 3 sau 4, dupd cum origina este sau nu un punct de
inflexiune 1),

342. Transformdrile omografice lisind neschimbate proprietditile
Dprolective, vom considerd, pentru a studid aceste proprietiti ale
cubicel, forma normali

(1) Y =42 g g

coeficientii g, si g, fiind reali. Aceasts ecuajiune este identic satis-
facuta de expresiunile

(2) T=PUigng) ¥ =p (u;g,g).

Fiecarei valori a lui u corespunde un punct al cubicej §1 vice-
versa, fiecarui punct (a, y) al cubicei corespunde o singurd valoare
pentru u, abstractiune ficand de multipli de perioade. Avem astfe]
ceedce se numeste o reprezentafiune parametric perfectd. Valorile
congruente ale lui u dau acelas punect, prin urmare, pentru a ob-
tine cubica intreaga, este de ajuns a da lui u toate valorile, cu-
prinse in paralelogramul perioadelor, pentru cari pu s p'u au
valori reale.

S& examinim mai intaiu proprietatile cubicei cari sunt inde-
pendente de semnul discriminantuluj 4 — g — 27 g:.

343. Condifiunea ca trei puncte ale cubicei sg fie in Linge dreaptd.
O functiune lineara

Az + By + C

de coordonatele unui punct {z = py, y = p'u) al cubicd este o
EETL S
) V. mai departe (§ 349).
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funciune elipticd de %, de ordinul al treilea, avind u = o ca po}
triplu; suma zerurilor acestei functiuni este asa dar congruent#
cu zero. Reprezentand prin u,, u,, us argumentele punctelor de in-
tersectiune ale cubicei cu dreapta

Az + By + C =0,
vom avea conditiunea
(3) Uy + vy + ug=0.

Aceastda conditiune este suficienti. Caci, dacd prin cele doua
puncte ale ciror argumente sunt u,, u, ducem o dreaptd si numim
¢ argumentul punctului al treilea de intersectiune al cubicei cu
aceasta dreaptd, avem

U +u, + ¢ =0.

prin urmare ug = ¢ si punctul corespunzétor lui u, coincide cu cef
ce corespunde lui ¢,

Daca ecuatiunea dreptei este z — a — 0, unul din punctele
de intersectiune este la infinit si valoarea corespunzitoare a lui u
este = 0; ecuatiunea de conditiune (3) se reduce la u; + u, =0,

344. Formula de adifiune a funcfiunii pu se poa