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PREFATA

Lectiunile ce apar in aceasta edifiune aw fost, in parie, aulo-
grafiate, sub ingrijirea elevilor mei, pentru prima datd in anul 1904.
Mai térziw, in 1909, ele au fost reeditate in mod mat complect, var
pentru a treia oard, cu pufine modificari in anul gcolar 1921--22.

Lectiunile continute in acest yolum sunt cele din ultima edifiune,
coreclatd, in care s’aw -facut oarecari modificirt i pufine adaose. Ele
constitue partea I a cursulut ce predaw la Facultatea noastrd de Stiinfe.
Obiectul lor este studiul principiilor general= ale funcfiunilor de
variabila complexa.

Relativ la metoda ce am urmat, voiu menjiona ceeace urmeazd:
: Primele lectiuni consistd intr'o revedere a cdlorpa proprietafi
fundamentale relative la funcjiunile d2 variabile reale, proprietaf.
esenfiale in studiul funcfiunilor in genere. Dupi o expunere foarte
sumard a unor proprietiti ale grimezilor de puncte, urmeazd in-
troducerea cantitafilor complexe §i propozifiunile principale asupra
seriilor i produselor infinite de asemenea cantitdfr. '

Partea fundamentald a lecfiunilor wrmdtoare o constitue seriile
de puteri. Pe baza teoriei acestor serii se introduce, dupd ideile lu
Weierstrass, nofiunea de functiune analitici monogeni gi se desvoltd
proprietitile generale ale acestor funcfiuni. Aplicatiunea teoriet se
Jace la citeva funciiuni elementare. Funejiunea algebricd se considerd
in cazul cel mai simplu, cind funcfiunea este definita de o ecuatiu ie
binoamd st se introduce suprafata lui Riemann corespunzitoare.

Mai departe — aproximatiy la a doua jumdtate a cursului — se
introduce nofiunea de funcfiune analitica dupa Cauchy. Integrala de
pariabild complexd gt teoremele fundamentale relative la asemenea in-
tegrale, creafiunea celebrului autor, daw loc la numeroase aplicajiunt.
Plecind dela mtegrala lui Cauchy, dela care, ca primd consecinjd,
se deduce cd o funcfiune analiticd, in condifiunt generale date, se
poale desvolta intr'o serte de puleri, se recunoagste cd ceeace caracte-
rizeazd funcfiunea analiticd, dupa Weierstrass, coincide cu condifiu-
nile lui Cauchy, precum si reciproc.
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Identitatea funcfiunei analitice, definitd de acesti doui autort,
fiind  stabilitd, se utilizeazd, in expunerea teoriei generale, cand
serille do puteri (W.), cind integrala de variabila complexa (C.),
dupd cum se giseste ci una sau cealaltd metodd conduce mai repede
la rezultatul ce avem in vedere.

Principiul transformarii conforme este deasemenea introdus in
aceste lecliuni; pe baza acestui principiu se stabilesc anume proprie-
tafi generale simple ale functiunilor analitice.

Cred inutil de a intra in alte detalii ; tabla de materie indicd
chestiunile tratate §i dispozifiunea lor.

Fie-n.i permis a exprima aci recunogtinja mea Casei Scoalelor
pentru_buna voinjd ce a aput de a dispune tipdrivea acestor lecfiunt.

Domnului conferentiar universitar Octay Onicescu exprim viie
mele multumiri pentru ajutorul ce mi-a dat la revizuirea corecturilor
§L pentru alenjiunea cu care a urmdirit executarea lucrdriy, facutd cu
atdta grija de «Cultura Nagionaldy.

Mulpumesc deasemenea tinerilor ingineri E. Abason st T. Tana-
sescu pentru desenarea figurilor.

Urmeazi aici o listd de principalele tratate de cari m’am servit
in deosebi, in aledtuirea cursului meu.

D.E;

.

Briot et Bouquet. Théoric des fonetions elliptiques.
Hermite. Cours (lith).
k. Picard. Traité d’Analyse.
E. Goursat. Cours d’Analyse mathématique.
. Baaitl Legons sur la théorie des fonections.
. Borel. | 2 e
| Lecons sur les fonctions entidres.
Weierstrass. Abhandlungen aus der Funktionenlehre,
O. Biermann. Theorie der analytischen Funktionen,
H. Burkhardt. Binfihrung in die Theorie der analytischen Funktionen.
W. F. Osgood. Lehrbuch der Funktionentheorie, :
Vivanti — A. Guizmer. Theovie der Eindeutigen analytischen Funktioncn.
L. Bianchi. Lezioni sulla teoria delle Funzioni di variabile complessa,
S. Pincherle. Lezioni sulla teoria delle Funzioni analitiche. (Litogr.\.
A. R. Forsyth. Theory of functions of a complex variable.
L. Harkness and F. Mosley. Introduction to the theory of analytic function .
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CAPITOLUL. 1
Variabile reale

§ 1—14. Limita unui sir de numere. Sir convergent, divergent. Limita inferioard
si limita superioard. Conditiunea necesard si suficients penfru existenya
unei limite finite. Functiuni reale de o variabila reald. Continuitale. Pro-
pozitiuni generale. Continuitate uniformd. Functiuni reale de dou# varia-
bile reale. Domeniul unui punct. Domeniul punctului co. Propozitiuni
ganamale: o e e TRl TN L g

CAPITOLUL 1I°
Noliuni sumare asupra grameszilor de puncte

¥ 15—37. Definitiuni. Punct de ingrdmddire sau punct limitd. Punct izolat.
O gramada infinitd admite cel putin un punct limit4, Derivata unci gri-
mezi. Gramezi perfecte. Grimezi numirabile si gramezi nenumirabile,
Totalitatea numerelor algebrice -reale formeazi o gramada numarabila.
Totalitatea numerelor reale cuprinse intr'un interval dat formeazi o
gramadd nenumirabili. Echivalenta a doua gramezi. Continuul cu o
dimensiune este echivalent cu continuul cu doud dimesiuni. . . . . 1

o

CAPITOLUL I11
Cantitaty complexve —

§ 38-—77. Introducerea cantititilor complexe. Operatiuni. Siruri si serii
simple,, Serii absolut si serii semiconvergente. Suma unei serii absolut
convergente este independentd de ordinea termenilor. Suma unei serii
semiconvergente depinde de ordinea termenilor, Siruri si serii duble.
Conyergentd absolutd. Conditiunea de convergenta a seriei duble

1
2 T2 1 ey
(m24-n2@’
m si n primind toate valorile infregi pozitive si negative, exceptand
sistemul m=n=o. Produse a doui serii absolut convergente. Produse
nelimitate. Regula de convergenti SR i Reis et S

CAPITOLUL 1V

Variabila complexd

§ 78 —97. Repreziutarea variabilei pe plan. Domeniul unui punct. Dome-
niul punectului co. Reprezintarea variabilei complexe pe sferd. Fune-
tiuni de variabila complexi. Continuitate uniforma. Modulul unei
functiuni continue este o functiune continud. Serii de functiuni. Conver-
gentd uniformd. Suma unei serii uniform convergente este o functiune
continui. Produse nelimitate de SRl = = S e N e RO
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CAPITOLUL V

Serii de puteri Pag.

§ 98—124. Serii intregi Notatiunea P(z). Teorema I-a lui Abel. Cerc de
convergentd. Teorema II a lui Abel. Teorema asupra razei cercului
de convergenta. Seria Laurent. Teoremé asupra coeficientilor seriilor
de puteri. Propozitiuni generale asupra seriilor intregi. Teorema lui
Weierstrass asupra seriilor ai cdror termeni sunt serii de puteri. Con-
Secinte sl Tt SE b ag . 64

CAPITOLUL V1
Seria Taylor

125—144. Transformarea seriei intregi P(z) intr'o serie P(a—ug). Pre-
lungirea analiticd a seriei Taylor, Propozitiuni generale. Zerurile seriei
P(x) sunt puncte izolate. Daci seria P(x) este nuld intr’o infinitate de
puncte, ea este identic nula. Dacad doud serii P(v—a), Py(a—1b) sunt
egale intr’o infinitate de puncte, in regiunea comuni de convergent,
ele sunt egale in toatd regiunea comuna si fiecare din ele este prelun-
girea celeilalte. Limite intre cari se cuprinde raza cercului de conver-
gentd al seriei P(v—a,) dedusd din P(a). Puncle singulare pe cerc.
Exista cel putin un punct singular. Exemple de serii avand toate punc-

tele cerculuica puncte singulare. . .on N R EIE RS S 95

CAPITOLUL VII
Functiuni analitice

§ 145—154. Elemente de functiune analitici. Tolalitatea elementelor de-
duse dintr'un element dat constitue o functiune analilicd monogend.
Determinarea din aproape in aproape a unei functiuni analitice. Puncte
singulare. Functiuni uniforme si multiforme. O ramurd a unei func-
tiuni multiforme se comportd ca o functiune uniforma intr’o regiune

in'care nu existi punete singulare.: . . . . .. L0, L. .o b 116

CAPITOLUL VIII
Functiumi untforme

3 155—196. Propozitiuni generale asupra functiunilor uniforme. Funetium
olomorfe. Puncte singulare ale functiunilor uniforme: poluri si puncte
singulare esentiale. Un punct singular esential este singular esential
si pentru functiunea inversi. O functiune olomorfd pe toata sfera este
o0 constantd. Permanenta relatiunilor analitice. Derivata. Interpretare
geometricd. Functiunile rationale sunt functiuni analitice monogene
neavand alte singularititi decat poluri in numir limitat. Viceversa,
o functiune uniformi cu un mumir limitat de poluri este o functiune
rationala. Dacdi punctul oo este unicul pol, functiunea este rationala
intreagd. Teorema generald a Algebrii. Doui teoreme generale asupra func-
tiunilor intregi, relative la modul de a se comporta in domeniul punc-
i S o e S o
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CAPITOLUL IX

Funetiuni analitice avdnd o infinitate de puncte singulare

§ 197—208. Linii singulare. Exemple de serii avand linii singulare. Seria Tan-
nery. Expresiuni analitice reprezentidnd diferite functiuni analitice
in diferite regiuni ale planului. Exemple de functiune lacunard

CAPITOLUL X

Studinl cdtorva functiuni analitice elementare

§ 209--235. Functiunile e, sin , cos x. Periodicitatea acestor functiuni,
Reprezintare geometricd. Nedctcnmnaroa absoluta a functiunii e*
in punctul x == co. Funectiunile sin hx, cos hz. Functiunile tg 2, cot .
Punectele singulare ale acestor functiumi sunt poluri de ordinul I-iu.
Formula lui Hermite pentru expresiunca unei functiuni rationale de
sin @, cos @ cu ajutorul functiunii cota.. . . . .. . ..

CAPITOLUL XI

Funcfiuni algebrice definite de ecualiuni binoame

§ 236—252. Ecuatiunile yp = a, ym = R(z), R(2) fiind o functiune ratio-
nala. Puncte de ramificatiune. Drumuri echivalente. Contururi elemen-
tare. Tdieturt (coupures). Variatiunea functiunii y = |/ 1 — a® pentru
valori reale ale Jui z. Variatiunea funetiuinii y = /(1 — a%) (1 — ka?)
pentru valorile reale ale lui 2; 0<hk<1.— Suprafata lui Rmmann
pentru functiunile y definite de ecuatiunile

1

=, y=(zr—a) (@—b), yY=(x—a,) (x=a,)...(x—an), ym=x, (m>2).

CAPITOLUL XII

Inversiunea functiunilor e, \gx,

sin @

§ 258—273. Functiunea'log  este analitici monogeni cu o infinitate de
ramuri, Punct critic logaritmic, Ramura ‘principala. Reprezintarca
geometricd a vamurilor functiunii y = log z. Suprafata lui Riemann
pentru functiunea y=log 2. Functiunea 7. Functiunile avetg @, arcsin 2.

CAPITOLUL XIII

Teoria functiunilor de variabild complexd dupd Cauchy

§ 274—287. Definitiunea functiunii monogene (analitice). Ecuatiunile
de conditiune. Integrale definite. Limita superioard a modulului in-
tegralei luatd dupa o linie dati. Valoarca medie a integralei (Darboux).
Schimbarea variabilei .

CAPITOLUL XIV

- Teoremele fundamentale ale lui Ca'uchy ey

§ 288—309. Teorema lui Cauchy: Integrala unei functiuni olomorfe dupi
un_contur inchis este nuld (demonstratiunea lui Riemann). Demon-

Vit

Pag.
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stratiunea aceleias tecoreme data de d-1 Goursat. Arie cu contur mul-
tiplu. Daci conturul C cuprinde in interiorul siu contururile C,, Cy i, Cn,

avem -

S

Valoarea integralei unei functiuni olomerfe infr’o arie cu contur simplu
este independenti de linia de integratiune care uneste punctele extreme.
Intr'o arie cu contur simplu integrala unei functiuni olomorfe, a cirei
una din limite este fixii, este o functiune olomorfa de cealaltid limiti.
Derivata acestei integrale. Integrala Iui Cauchy. O functiune olomorta
intr'o regiune datd admite derivate de orice ordin in acea regiune, Teo-
rema (Riemann): Daci

n

(&} = ulwy) + ivlz.y); (== + iy)

este o functiune olomorfd intr’o arie limitatd de un contur €, avem

inegalitatea
f ude > 0.
C

Pag.

Teorema lui Morera. Teoremd asupra seriei Taylor. Identitatea celor

doud definitiuni ale functiunii analitice dupi Cauchy si Weierstrass. . .

CAPITOLUL XV

Funeliuni armonice

y 310-—317. Cateva proprictati ale functiunilor armonice deduse din pro-
prietatile functiunilor analitice. Diferite teoreme. Teorema fundamental
a=Algebriv-Integrala Tui Poissons © oo s o bl i o gty S Sl

CAPITOLUL XVI

Teoreme i, desvolidri in serii, consecine ale integralei lui Cauchy

§ 318—332. Teorema Lqurent. In domeniul unui punct singular esential
izolat o functiune analitici se poate apropia de o valoare arbitrara,
oricdt de mult voim. Seria Fourier. Desvoltarea unei functiuni analitice
continue dealungul axei reale (Poincaré). Serii de functiuni rationale
convergente n arii limitate de arce de cercuri (Appell). Desvoltarea
unei funetiuni olomorfe in serii de polineame: 2" e Tt R

CAPITOLUL XVII s

Reziduuri (Cauchy). Aplicatiuni

§ 333—350. Reziduul unei functiuni uniforme relative la un punct la dis-
tanta finitd, sau la infinit. Suma rezidurilor une; functiuni rationale

este nuld. Caleulul reziduurilor relative la poluri. Aplicatiuni. Deter-

minarea catorva integrale definite de variabila reald, Integrala Fresnel.

218

237

242
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Expresiunea sumei

Caleulul sumei (Gauss)

n-1 2ink*

b n

k=1 >
Numirul zerurilor si al polurilor unei functiuni uniforme cuprinse intr'o
regiune datd. Desvoltarea unei functiuni meromorfe inir'o serie de

fractiuni rationale. Aplicatiuni la functiunile cot 7, T Doud func-
Sin 77

tiuni f(2), @(z) fiind olomorfe intr'o regiume limitati de un contur C,
dacd dealungul lui C avem | ¢(2) | < | f(2) |, functiunile f(a) si fz)+o(x)
au acelas numdr de zeruri in interiorul lui C. Expresiunea unui zero sau
pol printr’o integrali . . . .

CAPITOLUL XVIII
Inversiunea seritlor intregi. Transformarea conformd. Prelungirea analiticd

§ 351—368. Inversiunca seriei y = x P(a); in cazul P(o)=£0.. Inversiunea
seriei y—an Pla), (Plo 550, n>1). O funcfiune rationali intreagi si si-
metricd de cele 7 ramuri (@) ale ccuatiunii y=an P(z) este o functiune olo-
mortd de y in domeniul y=o0. Seria Lagrange. Diferite tcoreme asupra
transformarii conforme si a prelungirii analitice. O\Wrm:mnr olomorfa
veald dealungul unui “ségment de Jinie dreapta primeste valori i imaginai ¢
conjugate in puncte simetrice in raport cu dreapta. Generalizarea teoremii,
inlocuind segmentul de dreaptd printr’un arc de curbi analiticd.-.

GAPITOLUL XIX
Funetiuni analitice l'epr?;.inia.te prin integrale definite

§ 369—392. Integrale definite considerate ca functiuni de una dm cele
doud timite. Tdieturi. Linii de discontinuitate. Aplicatiuni: Integralele

3 z
e dxz 2 da
ok T T e R
Lo o

Transformarca planului (2) in planul () Intogralv de functiuni alge-
_ brice simple. Multiplicitatea valorilor mtogralm in. numir limitat sau
nelimitat. Exemple

Transformarea planului (2) in planul ( (u) al ultimei integrale. Inversiunca
acestei integrale. Integrala ellptlcé de speta L. Module de periodicitate.
Raportul perioadelor este imaginar. Studiul integralei

uﬁf V\l—x") W] k) e

290

Transformarea planului (z) in planul (u). Inversiunea acestei integrale. 305
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CAPITOLUL XX

Functiuni analitice reprezintale prin inteprale definile ale ciror limile
sunt constandte.

§ 393—402. Consideratiuni generale. Exemple

: l bf() b( (@.z)
. dz Z = A}l(_:r_.z = s
f : ; [‘ i e, or Gl = dz (f(m,.,) 0
v.a = a M=h f

Studiul integralei

o)

7 — ( zw—1 e - dz.

o

CAPITOLUL XXI

Funcliunt intregi
§ 403—427. Expresiunca functiunilor intregi sub formi de produse de
factori. Factori primi. Metoada lui Weierstrass pentru a construi functiuni
intregi avand un numir nelimitat de zeruri date. Rangul unei functiuni
intregi. Diferite teoreme asupra functiunilor intregi al ciror rang este
limitat. Aplicatiuni: Expresiunea sub formi de produse a functiunilor
sinzre, cosma. Relatiunca intre functiunile I'(z) si sinwz. Functiuneca ofa)
a lui Weierstrass avand o dubld serie infinitd de zerari. Citeva propo-

zitiuni elementare asupra functiunilor intregi transcendente . . .

CAPITOLUL XXII

Functiuni analitice unijorme nu intregt

§ 428-—438. Expresiunea unei funectiuni uniforme avand un numir nelimitat
de poluri si un singur punct singular esential. Teorema lui Mittag-Leffler
pentru construirea unei functiuni uniforme avand un numir nelimitat de

puncte singulare oarecari. Aplicatiune la. functiunile

. cotmx
v

Functiunea I'i@) n’are in tot planul alte puncte singulare decat poluri
Simpless e e T e S e e B S A e e

CAPITOLUL XXIII

Substitufiuni lineare

§ 439—467. Substitugiu.nile lineare formeazi un grup. Nu existid altd sub-
stitutiune decat cea lineari care s transforme intr’un mod conform dous
plane unul intr’altul. Substitutiunile lineare transforma cercurile in
cercuri. Transformarea unui cerc dat intr’ un cerc dat, sau intr’o dreapti
data. O substitutiune carc transformd un cerc intr’o linie dreapta, trans-
formd doud puncte armonice conjugate in doui puncte simetrice in
raport cu dreapta. Doud puncte armonice conjugate in raport cu un cerc
se transformi in puncte de acelag fel in raport cu cercul transformat.
Determinarea unei substitutiuni lineare care si transforme doui cer-
curi excentrice in douil cercuri concentrice. Transformarea prin raze
vectoril reciproce. Transformarea unui cerc in el insus. Nu existd alta
substitutiune decat cea lineara care si transforme intr'un mod con-

341

373
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CAPITOLUL I.

VARIABILE REALE.
L. — DEFINITIUNI $T PROPOZITIUNI FUNDAMENTALE,

1. Limite. Fie
(1) - o PN A e e

un gir nelimitat de numere. Zicem ca sirul tinde citre o limita a,
sau ed are o limitd a, daci la un numar pozitiv &, arbitrar de mic,
corespunde un numar intreg pozitiv N astfel Incat, pentru n > N,
s8 avem inegalitatea
! Ty —a I < €3
se scrie lim @, = a. In acest caz sirul (1) se zice convergent.
n==u .

Daca A fiind un numiar pozitiv oricAt de mare voim, existi
un numar intreg pozitiv N astfel incat pentru n> N si avem
imegalitatea

L

T A

zicem ¢d x, tinde ctre infinit (& o). In acest caz sirul (1) se zice
divergent. Un al treilea caz posibil este acela cind numerele (1)
sunt cuprinse intre doud numere finite si nu tind citre nici o limita ;
se zice atunci ¢ numerele sirului oscileazd intre cele doui numere
date. Exemplu: z, = (— 1)~

2. Un sir de numere necontenit crescande, este congergent sau
duivergent, nu oscileazi niciodatd. Presupunem

(1) - $1<.'U2<.T3<---<:vn<-..
Se poate intdmpla ca pentru N crescand, si avem
(2) o >A,

A fiind un numér pozitiv oricat de mare voim. In acest caz sirul
este divergent.

1 DAVID EMMANUEL



9 CAPITOLUL I it

Sa presupunem acum ci existd un numiar a, astfel ci, oricAt
de mare ar fi n, avem

(3) B < s

In acest caz, daca existd un numir intreg pozitiv N astfel
ca pentru n > N sd avem inegalitifile

(4) . S R S ) (i
a fimd un numir convenabil, mai mic ca a, si & un numir pozitiv,

arbitrar de mie, rezulta lim z, = a.
n=w

Sa presupunem ci a doua inegalitate (4) este imposibila oricat
de mare ar fi n; ceeace inseamna cd existd un numir N astfel ca,
pentru n > N, avem

Tp =0 & — .

In virtutea aceleas ipoteze, pentru n; > n si destul de mare,
vom avea :
Ty >0y + &= a5,
cdci altminteri ar rezultd lim 2, = a,.

Pentru acelag motiv, vom aved pentru indici crescinzi si destul
de mari

Tp, > Oy + &= 03, ...
De unde rezulta

(5) By >+ (p+1)e.

Membrul al doilea al acestei inegalita{i, pentru p destul de
mare, poate deveni mai mare ca orice numir dat si prin urmares
mai mare decit a: ceeace este in contrazicere cu inegalitatea (3).
De unde rezultd ca inegalitatea (3) trage dupa sine convergenta
sirului (1).

Cazul unui sir de numere necontenit descrescinde se reduce
la cel precedent, dacd schimbam semnele tuturor termenilor.

3. Limiti inferioard gt limitd superioard. Un gsir nelimitat de
numere

(1) SRR bR
cuprinse intre doud numere date A, B, admite o limitd inferioard
st o limitd superioard, adicd existi doud numere a (limita inferioard)
si b (limita superioard) satisfdcind condifiunile urmdtoare:

19, Pentru orice valoare a lui n avem

a<z,<bh.

20, Eausta cel pujin o valoare n' a lui n pentru care

: Tn < @+ &



VARIABILE REALE 3

st cel putin o valoare n” pentru care
: -xn” > b" €,
& fitnd numdr pozitip, arbitrar de mic.

54 demonsiram existenta limitei superioare b. Pentru aceasta,
sd considerim doud numere « si B (a < p), astfel ca A s fie mai
mare ca toate numerele sirului (1) si ca a si fie mai mic ca unele
numere ale acestui sir. Sa dividem intervalul (@, B) in 10 pary
egale si sa considerdim numerele’

(2) a, a-+t B—Oa e

T a—]—2W, ) e

Unul cel putin din numerele acestui Sir este mai mare ca toate
numerele (1). Fie g, cel dintaiu ce se intdlneste dela stanga la dreapta
care Implineste aceasta conditiune si si numim @; numarul care-l
precede imediat; a; si f;, vor inlocui numerele a si 4.

Operand asupra numerelor ay si By in acelas mod ca asupra
lui @ 5i #, vom obtine dou numere as 51 B, astfel ca B, este mai mare
ca toate numerele (1) si ca printre aceste numere existd unul sau
mai multe mai mari ca a,. Continudnd in acelas mod, obtinem
doud siruri de numere (@), (Bn) satisfacand conditiunile:

l_ﬂ;ﬁ,;ﬂzi.....;ﬂn;....
4 __ﬂ*a
(*) ﬁ"__an”—W-

De unde rezulti ca cele dous siruri (a,), (8,) au aceeas limita,
te reprezentdm prin b: aceasta este limita superioard a sirului (1),
In adevar, avem

) fesa=zaq<. . zaz...

(5) o Uy << b £ .Bn'

De alta parte, intre a, $i B, existi numere ale sirului (1)
fie 2, unul oarecare din aceste numere, adica

(6) a, < Ty < ﬂn'
—a
De unde, punand 1116"- = &, avem
Ty > fBo—e

§1 a fortiort
) Tm >b—e.

Ramane si aritim cx T <:b. 7S5 presupunem contrariul:
@ > b vom aved, pentru n destul de mare,

Pn—b< ZTp— b,
1'
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“(caei f,—b poate deveni mal mic ca orice cantitate dati), adic

Pn < T, >
ceeace este in contradictiune cu (6). Asa dar b este limita superioard
a sirului (1). :
In acelas mod se stabileste existenta limitei inferioare.
Observare. Limitele a caror existentii a fost stabilita pot sau nu
face parte din sirul numerelor date. Exemplu: sirurile
IR
0GR gE s
0,9,> 0;99.--0.909 =5
au, cel dintdiu ca limitd inferioarid zero, cel de-al doilea ca limita
superioara 1, insad aceste numere nu se gisesc printre numerele
sirulul respectiv.
Dacéd sirul atinge limita superioara sau inferioara se zice cit
are un marimum sau minimum.

4. Conditiunea necesard si suficientd pentru ca un sir

(1) g e e
s@ fie convergent, este ca si putem fixd un numéar intreg pozitiv N
astfel incat pentru n >N, n’ > N si avem
(2) | 20— o | < &,
o e > S
e fund un numir pozitiv arbitrar de mic.
1°. Conditiunea este necesard, cici daca sirul (1) are o limita a,

putem scrie
e

2

o< =, |ap—a| <

1| o

s prin urmare
|xn—‘-'1’n’ ‘él w,L—a'l S I $rz'_al< g.
2% Conditiunea este suficientd. In adevar, din inegalitatea (2)
- - T =
rezultd cd pentru n > N, numerele
(3) Tpt1y T2y oewes

&, ax + &. De unde re-

sunt toate cuprinse intre numerele xy
zultd, in virtutea teoremei precedente, ci sirul (3) are o limita
inferioard s§i una superioard cuprinse intre aceste doud numere,
a caror diferenta 2e poate fi oricit de micd voim. Prin urmare
aceste doud limite coincid: valoarea lor comuna este limita sirului ?).

') Fie pentru moment a limita inferioard, b limita superioari: avem
¥n—a < 2¢, b—an < 2¢; de unde b—a < 4e. Insi membrul al doilea poate
{i oricat de mic voim, pe cand membrul intdiu este fix, ceeace nu este compa-
tibil decat cu conditiunea b—a=o.
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II. — FUNCJIUNI REALE DE O VARIABILA REALAX,

9. Se zice despre o functiune reala de o.variabila reald cx
ramane finitd intr’un interval dat (a, b), daci existd dous numere
intre cari se cuprind teate valorile ce functiunea primeste in acel

- interval. In cazul cand functiunea primeste valori mai mari ca un
numar dat, oricit de mare ar fi, se zice ¢d are limita superioara
+ o ; deasemenea, daca primeste valori mai mici ca un numir

~dat, oricat de mic ar fi, se zice ca are limita inferioard —- oo,

Teoremi. O functiune reald () de o variabili reald. Aefiniti
intr'un interval dat (a, b), are o limitd inferioard si o limitd superioard.

Aceste limite pot fi respectiv. £ 0o conform definitiunii de mai
sus. Sa presupunem ci functiunea rimane finita st fie

Liy! Tos e g By e i

un sir de numere intercalate intre a si b, oricat de apropiate intre
dansele voim. Valorile

@), {0, f2a), -0 f(a), ()
find prin ipoteza cuprinse intre dous numere date, admit in virtutea
§ 3, o limitd inferioard m si 0 limitd superioara M.
Diferenta M — m se numeste oscilafiunea functiunii in inter-
valul (a, b).

6. Figurand valorile Tui 2 Prin puncte pe o axi, vom numi
domeniul (sau vecinitatea) unui punct &, segmentul ¥ — 9, v - §
al axei, care cuprinde in interiorul siu punctul z, § fiind un numar
pozitiv care poate deveni oricit de mic voim, dar a cirui limita
inferioara este > o, Segmentul considerat constitue intervalul
(z—96, =+ é).

7. Teoremd (W eterstrass). Daci o functiune f(z) este finitd
in intervalul (a, b), a < b, existd cel putin un punct ¥ = & in acest
tnterval, astfel ci in intervalul (6—0, &+ 0), limita superioard M
a funciunii este aceeas ca in intervalul primitis.

(Un enunt analog si pentru limita inferioars).

Sa impartim intervalul (a,b) in doua pirti egale; este eévident
c¢d@ in nici unul din aceste intervale limita superioara nu poate fi
mai mare ca M si ca cel putin in unul din ele ea este M. Din aceste
doud intervale si considerim pe acela in care limita superioara
este M, sau unul oarecare din ele, daca ambele se bucura de aceasti
proprietate, si fie a,, by extremitatile sale (a; < b;). Este evident
¢@ una din valorile a, ori by coincide cu a sau b. Subdivizand acest
nou interval (a, b) in doud parti egale si rationand in mod analog,
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obtinem un alt interval (a,, b,) in care limita superioara a functiunii
este M. Continudnd cu subdiviziunile, formam un sir de intervale

(alr bl): (a27 62)7 % (an, bn), LT

cuprinse fiecare in precedentul sau, in care limita superioard este
M s1 astfel c&

(1) a<a;<a;< ... < b,
biblibzi Ak
: e
(2) b — ay = =22
In virtutea COIIditiunilor (l) §i (2) §irurile Ayy Ay ovvy bl, Doz

admit o limitd comund, pe care o reprezentim prin &.

Aceasta este valoarea ciutati. Intr’adevar, & fiind limita
comuna a celor doua siruri, la un numir pozitiv § oricit de mic
voim, corespunde un numir intreg pozitiv N, astfel ci pentru
n > Navem

ag > & — 0, b, < &+ 46

Intervalul (a,, b,) este deci situat in interiorul intervalului
(§—06, &£+ 4). Insa in intervalul (an, by) limita superioard este
M; M este asadar limita superioara si in intervalul (£ — 6, & - 0).

L
8. Continuitate. — O functiune f(x) este continué in domeniul
unui punct @, dacd la un numir pozitiv dat e, corespunde un
numdr pozitiv 7, astfel ca si avem

(1) [ H(2) — flzo) [< &,
pentru toate valorile lui @ satisfacind inegalitatea

(2) | 2 — 2 [< 9.

O functiune continud in fiecare punct al unui interval dat se
zice continud in acel interval.

9. Proprietati. — L. Dacd o funcfiune f(a) este continud in
domeniul unui punct z,, oscilajiunea sa M—m, in domeniul acestui
punct poate deveni mai micd ca &, & fiind un numdr poziti arbitrar
de mauc.

In adevar, functiunea f(x) fiind continua in domeniul lui w,,
putem serie :

() = e | =2

@ | o) —ta0)| <,
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% si &' fiind doud puncte oarecari in domeniul | 2 — 2| < 7 al
lui 25 De unde rezulti inegalitatea

3 [ —f(z)] < £ .

De alta parte, putem presupune 5 destul de mic astfel incat
sd avem:

(4) M—f@ <7 fla)—m<t.
Adunénd aceste dou# inegalitili §i {indnd seama de (3), obtinem
(5) M—m<¢el

Reciproca este evidentd. Inegalitatea (5) trage dupi sine ine-
galitatea | f(2) — f(zp) | < & $i poate prin urmare fi luatd ca
definitiune a continuitatii. :

Obsergare. Fie x = 2y + h, | h| < ; inegalitatea

| (=) —f(za) | < &

devine

| F(o +B) — f (o) | < ¢,

inegalitate echivalenta, prin definitiune, cu urmitoarea:

};“: 1(@g + k) = f(a).

IL. O functiune continud intr'un interval (@, b), inclusiy limitele,
este finitd in acel interval.,

S& ardtim pentru aceasta ca limita superioard M a functiunii
nu poate fiinfinitd. In adevar, daci limita M ar fi infinita, ar exista,
conform teoremei lui Weierstrass (§ 7), in intervalul (a, b), o valoare
&, astfel ca in noul interval (§ — 0, & + 0), oricat de mic ar fi 0,
limita superioara sa fie infinita. Oscilatiunea functiunii in intervalul
(§—90, £+ 06) ar fi dar infinita si prin urmare functiunea n’ar
fi continuid in vecinatatea punctului &, ceeace este contra ipotezei.
Functiunea are deci o limita superioard finita. In mod analog
se probeaza ci limita inferioara nu poate fi — oo.

Observare. Teorema presupune ca limitele fac parte din inter-
val; in cazul contrar se poate intdmpla sd nu fie adevirata. Astfel

functiunea f(2) = = in intervalul o <2 <1 este continui, dar

limita sa superioara este oo,

) M si m depind evident de si de 7.
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ITL. O functiune continud intr'un interval (a, b) inclusiy limitele,
atinge limita sa superioard, precum §U cea inferioard, sau mai scurt,
admite in acel interval un maximum $U un minimum.

In virtutea teoremei lui Weierstrass (§ 7) exista in intervalul .
(@, b) un punct & astfel ca in intervalul (6 — 0, & 4 6), oricat de
mic ar fi d, limita superioara a functiunii este aceeas ca in intervalul
(a, b) asa incat putem scrie '

M—f(a) < o,
pentru orice « cuprins in (£ — 8, & + 6), ¢ fiind pozitiv si arbitrar
de mic. De alta parte, functiunea fiind continus in punctul & avem
In acelas interval

@) — @< 5-

De unde rezulta, in virtutea inegalitaiilor precedente,

M—fe) s M—f(2) + |f(@)—F(®)]<e
Diferenta intre cantititile constante M si f(£) putand deveni mai
mica decat orice cantitate data, este riguros nula. Deci avem

: - M=,

adicd existd, in intervalul dat, un punct £ in care functiunea este
egald cu limita sa superioara.

In acelas mod se demonstreaza teorema relativ la limita in-
ferioara.

IV. O funcfiune continué intr’un interval dat, primeste in acel
interval orice valoare cuprinsd intre minimul st maximul ei.

Fie A un numir oarecare cuprins intre minimul m §1 maximul
M, a si b valorile lui 2 pentru cari avem f(a) =m, f(b) =M. In
virtutea continuititii, in vecinitatea lui a, f (@) difera de m cu
oricat de putfin voim. Exista dar o valoare X in intervalul (a, b)
astfel ca pentru toate valorile lui @ cuprinse intre asi X avem f(a)<A,
pe ciand aceastd inegalitate nu existd pentru toate valorile lui 2
cuprinse intre X si b. Presupunind, de exemplu, @ < b valorile
lui X, cari satisfac aceste conditiuni admit o limita superioari &,
céci ele crese incepand de la a si sunt << b.

Numirul & este dar definit astfel ca pentru foate valorile lui 2
cuprinse intre @ si &, avem f(x) <A, ci aceasta proprietate nu
mal aparfine numarului & + 6, ¢ fiind un numar pozitiv arbitrar
de mic.

De unde rezultd egalitatea:

(1) 1= A
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In adevir, dacd am avea f(&) > A, ar exista in virtutea continuitiiii
functiunii f(z), un 6 > o astfel ca in intervalul (£ — 0, &) s& avem
1(2) > A; iar dacd am presupune f(&) < A, ar urma ca in inter-
valul (&, & 4 0) si prin urmare in tot intervalul (a, & + 9), sa avem
f(2) < A. Ambele aceste inegalitati fiind contrare definitiunii lui &,
egalitatea (1) este justificati.

V. Continuitate uniforma. O functiune continué intr'un interval
inchis (adicd inclusiy limitele) este uniform continué in acel interval.

Notiunea de continuitate uniformi se introduce in Analizi
prin consideratiunile urmitoare:

Dandu-se o functiune continua intr’un interval (a, b),la fiecare
valoare & cuprinsa in acest interval, corespunde, conform definifiunii,
un interval (x— 4, - ¢) in care oscilatiunea functiunii este
mal micd ca un numir pozitiv &, arbitrar de mic. Daci 2 coincide
cu a sau cu b, intervalul considerat trebuie inlocuit respectiv cu
(@, a+0) sau (b—9, b). Cantitatea o poate admite o infinitate
de valori, cici daca am fixat o valoare a ei, toate valorile mai mici
vor satisface evident si ele aceeas conditiune. Toate aceste valori
admit o limild superioara A, care depinde de z si de ¢, agh incat ¢
ramandnd constant marimea intervalelor variaza impreund cu a.
Se pune intrebarea: Se pot uniformiza aceste intervale, cu alte
cuvinte, existd o cantitate pozitivi 7 astfel ca in intervalul (z — 1,
@ -+ 7) oscilatiunea functiunii si fie mai mica dacat &, oricare ar
fi @ in intervalul (a, b)?

In cazul unei functiuni continue aceasta este posibil ; ceeace
se enun{d zicdnd ci o functiune continui este uniform continud.

Pentru a demonstra aceasta propoziliune, vom aritd mai
intdiu cad 4(2) este o functiune continua de x in tot intervalul (a,b).
In adevar fie 2’ o valoare cuprinsa in intervalul [a—A4(2), 244 ()]
si fie 4" = A(a"). Intervalul (' — A, &' - A’) al cirui centru este
punctul 2’ se intinde evident cel putin pand la cea mai apropiati
extremitaie 2 — 4 sau @ - 4. Avem asa dar (Fig. 1):

x~-4 XLl X+A
x
Fig. 1
(1) A" > 4 — (a'—2), daca 2’ > 1z,
sau :
(2) 4" > 2" — (2—4), dacd 2’ <

Insd putem presupune 2’ destul de aproape de @, pentru ca
intervalul (2 — 4’, 2’ 4 A’) si cuprinda in interiorul siu punctul a;
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atunei printr’un rationament analog cu cel precedent, permutind
@ cu 2’ si 4 cu A’, obtinem inegalitatile

(3) A>4"—(z—2"), z> 2

(4) 4d>z— (-4 z<a

Din inegalitatile (1) si (4) rezulti:

—(F-2) <A —A < (z'—2).

Deasemenea inegalitatile (2) si (3) reunite dau
—(r=a)y <A —A <04,
adica, in toate cazurile avem inegalitatea:
el [d—4'|<|a—2a'|;

ceeace demonstreazi continuitatea functiunii 4 (z).

Aceastd propozitiune fiind stabilitd, continuitatea uniformi
rezulta imediat. In adevir, cantitatea A fiind pozitiva si continui,
admite o limitd inferioard % > o pe care o atinge pentru o valoare
@ = & cuprinsa in intervalul (a, b).

Acest minimum este neapirat mai mare ca Zero; caci = o
insemneaza cd in domeniul punctului & oscilatiunea functiunii nu
poate deveni mai mica ca &, adicd functiunea n’ar fi continui in
acel punct; ceeace este contra ipotezei.

Minimul # satisface condifiunea ceruta si prin urmare putem
enuntad urmitorul rezultat:

Daca o funcfiune este continud intrun interpal (a, b) extstd
totdeauna un numdr pozitiy 1 astfel ci oricare ar fi valoarea lui z
cuprinsd intre a si b, oscilafiunea funciunii in intervalul (x—1,
T -1 este mai micd ca ¢, ¢ fiind un numar pozitiv arbitrar de mic.

III. —= FUNCTIUNI REALE DE DOUX VARIABILE REALE,

10. Sa considerdim acum o funcfiune reali f(x, y) de doud
variabile reale z, y definitd pentru toate valorile

a=m7<0b,

c<y=<d,
sau, conform reprezentatiunilor geometrice, in interiorul sl pe
periferia dreptunghiului ale cirui varfuri sunt punctele

(a; ¢), (b, ¢), (a, d), (b,d)
situate intr'un plan — planul (2, y) —, axele fiind rectangulare.
Totalitatea punctelor (w, y) carora corespund valori determinate

pentru functiunea f(z, y) constitue cimpul in care aceasti functiune
este definita.
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Campul in loc de a fi un dreptunghiu, precum am presupus
mai sus, poate fi o portiune a planului, limitat de un contur inchis
format de o curba unica oarecare sau de arce de curbe diferite.

Numim domeniul (sau vecinitatea) unui punct (&, %) totalitatea
punctelor (z, y), cari satisfac conditiunile:

[e—¢&| <6, |y—n|<s,

9 fiind un numar pozitiv destul de mic. In locul patratului astfel
definit se poate considerd un cerc cu centrul in punctul (& #) si
cu o raza r destul de mici.

Prin conventiune (conventiune justisficati prin transformarea

1 e L 3
&= —, in cazul variabilei complexe) vom intelege prin domeniul
&

punctului dela infinit spatiul din plan, exterior unui cerc descris
din origind ca centru cu o razi oricdt de mare voim. In teoria
functiunilor punctul dela infinit este un punct unic ciruia nu-i
putem da nici o reprezentare in plan.

11. Teoremele asupra functiunilor de o variabila independenta,
demonstrate in paragrafele precedente, se aplicd functiunilor de
doud si de mai multe variabile, cu modificarea naturald, in ce pfi\’e§le
functiunile de doua variabile, ca si inlocuim pretutindeni cuvantul
de interval cuprins intre doud numere, prin acela de porfiune a planu-
lui, regiune sau arie interioara unui dreptunghiu sau limitata de
un contur inchis de o formi oarecare. Cuvantul de domeniu al unui
punct, in sensul restrans de interval linear foarte mic care cuprinde
acest punct, seva inlocui prin acela de domeniu in sensul mai general
definit mai sus.

12. Si considerim teoremele urmitoare:

Teorema 1. O funcjiune f (a, y) definitd intr'o regiune datd,
admilte in aceq regiune o limitd superioard i o limitd inferioard, cari
pot fi finite sau respectiv + oo.

Caci daca functiunea primeste, in regiunea datd, valori mai
mari ca un numar dat, oricit de mare ar fi, zicem ca are limita
superioard - 0. Deasemenea, daca primeste valori mai mici
ca un numar dat, oricit de mic, zicem ci are limita inferioara — oo.
Daca functiunea ramine finita, valorile ce ea primeste in puncte
situate in regiunea data si foarte apropiate intre ele pot fi ordonate
intr'un sir de numere cuprinse intre doud numere date. Ele admit
dar o limita superioard si o limitd inferioara finite. -

Teorema II. Ewisti cel pufin un punct P (& n) in interiorul
regiunii date astfel cd in patratul al cirui centru este P si latura 2 9,
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0 fiind un numdr pozitiy oricit de mic voim, limita superioard (in-
ferioard) a funcfiunii este aceeas ca in regiunea primitivd.

Pentru a demonstra aceasta teorema, sa presupunem funcliunea
(2, y) definitad intr’un dreptunghiu d si fie M limita sa superioard.
Sa Impar{im dreptunghiul d in patru dreptunghiuri egale prin
paralele cu laturile sale. In nici unul din aceste dreptunghiuri limita
superioari nu este mai mare ca M st in unul cel putin, aceasta limita
este M. Fie d; dreptunghiul sau unul din dreptunghiurile in care
limita superioars este M. Descompunem in acelas mod dreptunghiul‘
dy in patru pérti egale, ete. Form#m astfel un sir ilimitat de dreptun-
ghiuri d, d d,. .. de v 35 cary banita superioara a functiunii
este M si fiecare din ele este cuprins in interiorul celui precedent.

S& considerim doui axe paralele cu laturile dreptunghiului
si fie

Wyl By g5 i By Wy i s

abscisele varfurilor dreptunghiurilor considerate. Sirurile de numere

By Uity Eyy v vin Tps v 357Gy gy Bogsevd Lo e SatastacAnd condifi-
unile

Ia £ BS By F v Sl S
M ._a'Zx'lzx'zi. oA TR
’__.
(3) ‘;E',l—;v,LZL‘Mi-:

admit o limitd comuna &

In acelas mod se arata ca ordonatele y, y’, ale varfurilor
acelorasi dreptunghiuri au o limita comuna 7. :

Din cele ce preced se vede imediat ci existi un numar pozitiv
intreg N astfel ca pentru n > N, dreptunghiul d, ale cirui laturi
sunt | 2/, — a;, | si ]y'n~ Y, |, este interior patratului cu centrul
In punctul (& 7), avand latura 9, oricit de mic ar fi 0. Ceeace
demonstreazi teorema.

13: O functiune f(a, Y) se zice continud in domeniul unui punct
(%g, yo) daca, la un numar pozitiv & arbitrar de mie, corespunde
un numdr pozitiv ¢ astfel incat si avem:

(1) L1 (@ y) —f (20, yo) | < &,
cu conditiunile H
(2) lz—a[ <8, [y—y|<a

O functiune continui in toate punctele unei regiuni date se
nuneste continud in aceg regiune.
Ca §i in cazul unei singure variabile, se demonstreaza ci osci-
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latiunea unei functiuni continue f (%, y) in domeniul unui punct
{2y, yo) poate deveni oricat de micd voim.

S& mai notam egalitatea

lim f{z, y) = f(x, o).

X=Lo, Y=o

echivalentd cu inegalitatea (1).

Proprietati. a) O funcfiune (@, y) continud intr'o regiune dald,
inclusty conturul ce o limiteazd, admite un maximum st un minimum
in aceq regiune.

b) O funciune j|a, y) continud intr’o regiune datd, este uniform
continud in aceq regiune, adicd fiind dat un numdir positiv ¢ orict
de mic voim, existd un numdr pozitiy 0, acelas pentru toate punctele
reguunit, asifel cd oscilafiunea functiunii in domeniul corespunzitor
oriedrui punet situat in interiorul regiunii este mai micd ca e.

Demonstratia acestor propozitiuni este identici cu aceea a
unei functiuni de o singura variabila.

14. Observare. O functiune f(z, y) continua in domeniul unui
punct (xg, y,) este evident continui in vecindtatea lui @ = w,, y
fiind privit constant, situat in domeniul luj Yo $1 Viceversa, continui
in vecinatatea lui y = y,, » fiind privit constant, situat in domeniul
lui 2. Reciproca poate si nu fie adevaratii, precum se constata
prin exemple.

Fie

1) flog) = 21

2 _| 2

K y

Aceastd  funcfiune n’are sens in punctul & =y = o. Si-i
dim valoarea zero in acest punct. Privitd ca funcfiune de z:y
fiind constant si diferit de zero, ea este evident continua si se anu-
leazd impreuni cu 2; aceeas concluziune in privinta lui ¥, @ fiind
constant si diferit de zero. Si punem acum:

(2) Y= mz:
obtinem
m
(3) f(":y)zm

Functiunea pistreazi asadar o valoare constanti dealungul
dreptei (2), ce trece prin origing si limita sa cand punctul (2, y)

se apropie de origini dealungul acestei drepte, nu mai este nula,

m

ci egala cu T -3 cantitate care variazi Impreund cu m.
T
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Iata un al doilea exemplu :

o

X

4 e Gt
(4) (=, Y= =. =

Acceptand pentru aceastd functiune valoarea zero in origind
si pundnd y = ma, functiunea devine:

(5) flz,y) =mia
si tinde catre zero cand punctul (2, y) se apropie de origina dupi
o directiune oarecare. Si facem acum ca punctul (2, y) sa descrie
parabola 3* = a @, obtinem :

(2, y) = a
Prin urmare cand punctul (z, y) se apropie de origind dealungul
acestei. parabole, limita functiunii nu mai este zero, ¢l a.

CAPITOLUL IL

NOTIUNI SUMARE ASUPRA GRAMEZILOR DE PUNCTE 1,

15. In Analizi se numeste punct, relativ Ia un sistem de una
sau mai multe variabile reale, un grup de valori numerice determinate
date acestor variabil®;

Se zice despre o gramadd de puncte (ensemble, Punktmenge)
c¢d este datd sau bine definita, daci dandu-se un punct se poate
recunoaste cd face parte sau nu din gramada.

Gramada este finitd sau infinité dupa cum numdirul punctelor
constitutive este limitat sau ilimitat. Numarul variabilelor cari
determind un punct al griamezii se numeste dimensiunea ei; in
special cand punctele sunt determinate de o singurd variabila,
graimada se zice liniarg. Punctele acestor gramezi figurate pe o
axi (axa absciselor) reprezintd numere reale.

Ne vom mirgini a considera grimezile de puncte cu una si
cu doud dimensiuni, adica grimezile de puncte situate pe o axi

st gramezile de puncte situate intr'un plan.

=T 1
Exemple: 19 Sirurile 2 = n, @ = — (m=1,2,3 5. ).
n

2% Totalitatea numerelor rationale sau a numerelor reale
cuprinse intre doua limite date formeaza gramezi cu o dimensiune.

1) Teoria griamezilor a fost creati de G. Cantor si cele mai multe propo-
zitiuni fundamentale ale acestei teorii sunt datorite acestui matematician, Pentra
o teorie mai complectd a se vedea E. Borel, Lecons sur la théorie des fonctions.
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»

3% Totalitatea punctelor interioare sau exterioare unui cere
dat, ale ciror coordonate sunt numere rationale, formeazi gramezi
cu douad dimensiuni.

O gramada_A se zice continutd intr'o gramada B, daci toate
elementele lui A apartin lui B.

16. Punct de ingramdidire sau punct limitd. Un punct a se
numeste punct de ingramddire sau punct limité al unei grimezi,
dacd fn domeniul 1) siu, oricat de mica ar fi intinderea acestui
domeniu, se gasesc puncte ale gramezii diferite de a?). Punctele
limite pot sd apartini sau nu gramezii. De exemplu grimada liniari

st 1

;-Zy? ':'?"na"'

are ca punct limita punctul & = o si acest punct nu apartine gramezii.

Grimada punctelor cari reprezintd pe o axi numerele rationale
cuprinse intr’un interval dat, admite ca puncte limite totalitatea
punctelor din acel interval, cici orice numir rational sau irational
poate fi privit ca limita unui sir de numere rationale; acea gramadi
admite deci ca puncte limite pe langd punctele grimezii si o altd
grimadd de puncte striine (puncte reprezentand numerele jra-
{ionale).

Un punct care nu este punct limita se zice punct izolat.

17. Sa consideram in special o gramada formatd de un sir
nelimitat de numere reale. Avein urmétoarea teoremd:

Teorema. Dacé limita superioard M a girului .nu face parte
din gir, punctul @ = M este un punct limiti al acestui gir, adici in
intervalul (M — 8, M) oricat de mic ar fi & = 0, se gaseste o infinitate
de elemente ale sirului. Caci daca in acest interval s’ar afla un nu-
mar mirginit de elemente, unul din ele ar fi cel mai mare si acela
ar fi limita superioard. Ceeace este contrar ipotezei.

O propozitiune analoagd exista relativ la limita inferioari.

18. Este evident ci daei un sir nemirginit de numere
s e S S Al

admite mai multe valori limite, una din ele este cea mai mare si
alta cea mai mici. Fie M §im respectiv cea mai mare $i cea mai mici.
Din definitiunea acestor numere rezultd proprietatile urmitoare:

!) Vezi definitiunca acestui cuvant (11).

*) Numirul acestor punete este neaparat infinit; cdci daei numirul lor ar
Ii marginit, reprezentand prin 0 distanta dela @ la cel mai apropiat din ele,
cercul cu centrul in g si cu raza r < ¢ n'ar contine nici un punct al grimezii.
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19. Elementele sirului pentru care avem inegalititile
2, >M4 e a,<m—e

sunt in numir marginit.
20, Elementele ce satisfac inegalitatile

o >M—e =z, <m-t e

sunt in numar nemirginit, oricadt de mic ar fi numirul ¢ > o.

19. Din cele ce preced i din teorema (§17) rezulta ca daca limita
superioard a unui sir nelimitat de numere reale (respectiv limita
anferioard) nu apattine sirului, ea coincide cu cea mai mare (resp.
cea mai micd) dintre limite (in sensul de puncte limite).

20. O grdmadd infinitd admite cel pujin un punct limitd.

Pentru a fixa ideile s& considerfm cazul unei grimezi de doua
dimensiuni. Se pot intAmpla doud cazurl: sau existd un dreptunghiu
de dimensiuni finite care sd contind toate punctele gramezii, sau
nu existd un asemenea dreptunghiu. Cazul din urma revine a zice
ca oricAt de mari ar fi dimensiunile dreptunghiului exista in afara
dintr’insul puncte ale griimezii, adicd referindu-ne la definitia
domeniului punctului dela infinit, existd in acest domeniu o infini-
tate de puncte. Punctul dela infinit este asadar un punct limita
si teorema este denfonstrati.

Sa consideram primul caz si s& impariim dreptunghiul in patru
parti egale, prin paralele la laturile sale; este evident cd in unul
cel putin din dreptunghiurile astfel obtinute se va gasi un numar
ilimitat de puncte. Imp#rtim pe acesta in patru parii egale §i con-
siderdm pe acela in care numarul punctelor cuprinse este ilimitat.
Continudnd asd mai departe, ob{inem un sir nelimitat de drept-
unghiurl

R e

continand fiecare un numir nelimitat de puncte si cuprins fiecare
in cel precedent.

Printr’un rationament identic cu cel al teoremei II (§ 12),
se demonstreazi ci existd un punct P (&%) care se bucura de pro-
prietatea ci la un numér pozitiv ¢, oricat de mic voim, corespunde
un numdr intreg pozitiv N astfel ca pentru n > N dreptunghiul d,
este interior pitratului al cirui centru este in acest punct si a cirui
laturd este 0. Punctul P (&, ) este deci un punct limitd.

21. O gramada finitd nu admite punct linmuta.
In adevir, punctul dela infinit nu este punct limita, caci putem
descrie din origind ca centru un cerc cu o razi destul de mare care
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s cuprindd toate punctele gramezii situate la distanta finita. De
altd parte, nici un punct la distanta finitd nu poate fi punct limita,
cécl un cerc deseris dintr’un asenienea punct ca centru, cu o razi
mai mica decat distania sa la punctul grimezii cel mai apropiat,
nu va contine nici un ali punct al gramezii.

22. Un punct se zice inlerior unei gramezi, dacd un domeniu
al acestui punct apartine cu totul gramezii, adica, daci la orice
punct Aal gramezii corespunde un numar pozitiv_0 astfel c¢i toate
punciele interioare cercului eu centrul in A $i cu raza & apartin
gramezii.

Un punct se zice punct-frontierd al unei gramezi, daci orice
domeniu al acestui punct contine puncte ale grimezii precum si puncte
ce nu aparfin gramezii. Punctele frontiere sunt puncte limite ale
gramezii. |

Punctele gramezii cari nu sunt nici puncte interioare, niei
puncte frontiere se zic puncte eaterioare.

Existd gramezi relativ la ecari nu se poate vorbi de puncte
interioare, nici de puncte exterioare. De exemplu: gramada de
puncte ale ciror coordonate sint numere rationale.

23. Derivata unei gramezi. Gramada formata de punctele limite
ale unei gramezi A se numeste derivata gramezii A si se fnseamni
A’. Dac gramada A’ contine o infinitate de puncte, va admite
s1 ea o derivatda A”', zisi derivata doua a lur A, ete.

Oricare ar fi gramada infiniti A, derivata a doua A"’ este conji-
nuta in A’'.

Se presupune, bine inteles, ca aceste derivate existi.

In adevar, fie P un punct al lui A" intr’un domeniu (r) al
acestui punct se gisesc, in virlutea definitiunei, puncte ale lui
A’ diferite de P. Fie Q unul dintre acestea si (o)
domeniul siu, ¢ fiind destul de mic pentru ca P si
fie exterior cercului (0). Insa Q fiind un punct al lui

oo
A, cereul (0) contine puncte ale lui A ; prin urmare @
in (r) se gasesc puncte ale lui A diferite de P, ceeace
Inseamna ca P este un punct limita al lui A Rt R e

urmare apartine lui A’

24. Relativ la derivata sa, o gramada poate i de diferite
feluri:
19, “tzolata, daci aste formata din puncte izolate, adicd n’are

nici un punct comun cu derivata aﬁ\m,OJQ}N: sirul numerelor

2 DAVID EMMANUEL




18 CAPITOLUL II
intregi a carui derivatd este punctul dela infinit. Numerele cuprinse

in formula

1
Te—ae)
-1
m si n fiind numere intregi pozitive si n £ o, formeaza o gramada
izolatd ; cdci derivata acestei griamezi este gramada numerelor
y = m, si intre aceste doud gramezi nu este nici un element comun.
20 inchisd, dacd contine derivata sa. Exemplu: numerele

date de expresiunea

= m-+

T (pe=di e o 60
= (p )
o ) S e

n

a carei derivatd este gramada y = m. Aceasta gramada este evident
cuprinsd in grimada datd, care mai contine puncte diferite de cele

ale derivatei sale. Punctele frontiera fiind puncte limite ale gra-

mezii, urmeazi ci o grimada inchisd contine punctele frontierei

sale. :
30, densd, intr'un interval (a, b), dacd orice interval oricit
de mic ar fi, cuprins in (a, b), contine puncte ale gramezii. De
unde rezulta ca todte punctele grimezil sunt puncte limite ; prin
urmare grimada este cuprinsd in derivata sa. Exemplu: gramada
numerelor rationale, cuprinse intr'un interval (a, b) este densa,
cHci ea este continuta in derivata sa, care in afard de numerele
rationale, conine toate numerele irationale cuprinse in acel interval.

49, perfectd, daci coincide cu derivata sa. De exemplu, toate
numerele cuprinse intre o si 1, rationale si irationale, inclusiv valo-
rile extreme o si 1, formeaza o grimada perfectd.

25. 0 grimada se zice conead, dacd fiind dat un numar pozitiv
¢ oricat de mic si doud puncte arbitrare P si Q ale grimezii, se poate -
intercald intre ele un numir limitat de puncte Ay, A=A
ale grimezii astfel ca segmentele PA;, AjA,, ..., A,Q sd fie mai
mici ca e. O grimada perfectd si conexa se numeste continud ; se

zice ca formeazd un conitnuum. Continuul se zice ca este cu

mai
dupid numarul variabilelor cari

una sau mai multe dimensiuni,
determini un punct al sistemulul.

26. O grdmadd conexd este densd in toatd intinderea sa.

In adevir, daca grimada n’ar fi densa in toata intinderea sa,
ea ar contine cel putin un punct P care sa nu fie punct limita. Un

cerc cu centrul in acest punct avind o razi & destul de mica, nu
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ar conlfine alt punct al gramezil decat P. Prin urmare intre acest
punct si alt punct Q al gramezii nu am putea realiza intercalarea
unui numér limitat de puncte ale grimezii astfel ca segmentele carj
unesc doud puncte consecutive, si fie maj micd ca &; grimada n’ar

f1 conexi.

27. In ordinea de idei eare domina teoria gramezilor, o linje
poate fi definitd ca o gramadi de puncte conexd, inchisa (adica
punctele limite ale grimezii fac parte din gramada) si fara puncte
interioare: toate punctele cari formeazi linia, sunt numai puncte
ale frontierei. O suprafaia poate fi definiti ca avand pe langa
proprietatile precedente s puncte interioare; punctele frontiere
pot fi considerate ca ficand parte sau nu din suprafata.

In teoria functiunilor nu vom avea de considerat linii §1 supra-
fete definite in asa grad de generalitate. Vom considera linjile 51
suprafetele in sensul obicinuit, asa cum le considerd Geonietria
analitica. O asemenea linie zisa regulatd, are in fiecare punct,
exceptand unele puncte, o tangentd determinati si, daca curba
n’are ramuri infinite, ea se poate descompune intr’un numér limitat
de arce care si fie intalnite de o linie dreapta in cel mult douz
puncte; cecace permite a distinge o parte concava $1 0 parte con-
vexa a curbei,

O portiune de suprafala este un continuum cu dous dimen-
stuni, mérginit de una sau de mai multe linii regulate. Aceste linii
formeaza conturul suprafetii. Prin definitiune dar, o suprafat
(arie) are puncte interioare si este totdeauna posibil a uni douz
puncte oarecari ale ei printr’o linie ale cirei puncte sunt interioare
suprafetii. : '

O arie se zice cu conexiune stmpld daca orice curbi inchisa
situatd in interiorul ariei limiteazs complect o portiune a ei. Ceeace
caracterizeaz conexiunea simpla este faptul ¢ orice curbi inchisa
situata in interiorul ariei se poate reduce, prin o deformatiune
continui, la un punct, fara a esi din arie. Conturul care limiteaza
0 arie cu conexiune simpla se zice contur simplu. Un asemenca
contur poate fi descris in totalitatea Iuj de un punct mobil care se
miscd in mod. continuu fira a pétrunde in interiorul ariei.

Exemple: aria unui cerc, a unei elipse, a unui pitrat este cu
conexiune simpla. Aria marginitd de dous cercuri concentrice este
cu conexiune mullipl (dubla) ; conturul aceste; arii este format de
cele doua cercuri; un cerc concentric sl cuprins intre ele, nu poate, -
prin deformatiune continud, sa fie redus la un punct fara a esi din
aria considerati,

2%
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28. Doua gramezi A si B se zic echivalente sau de aceeas putere
si se reprezintd prin simbolul:

A ~ B,

daca intre elementele lor se poate stabili o corespondenta biunivoca,
adica daca se poate stabili o lege astfel ca la fiecare element al unei
grimezi si corespundi un element si numai unul din cealalta ora-
mada si viceversa. De exemplu: griamada numerelor pare 2, 4, 6,
. 2n, ... sia numerelor impare 1; 3, 5,.., 2n—1, .. sunt
echivalente intre ele si fiecare este echivalenta cu sirul numerelor
“naturake: 1,2, 3, 550 L
Daca gramezile sunt formate dintr’'un numar himitat de ele-
mente, este evident ¢i echivalenta lor cere ca numarul elementelor
sa fie acelag in ambele gramezi.
Din definitiune rezultd c¢i doud gramezi echivalente cu o a

treia sunt echivalente intre ele. Daca avem

ASE, B,
rezulla
A~ Bl

«

Se numesle sumd a doud grimezi A si B,” gramada € ale cire -
elemente sunt elementele celor 2 gramezi si se noteaza

L <

C=4A +B:

29. Grdamezi numdrabile. O gramada se numeste numdrabild
daci este echivalenta cu gramada numerelor intregi pozitive. O gra-
mada nelimitata de elemente «,. reprezintate printr’o litera afectata
de indicii 1,2, ... ns ..., constitue o griumadd numdarabila, cac
unui numir n din sicul numerelor naturale corespunde un singur
element a, (elementele sunt presupuse distincte) s vice-versa.

Intr’un mod mai general, sd consideram o gramada de elemente
a,, n reprezentate printr’o literd afectatd de doi indici intregi
pozitivi m, n dintre care unul cel pulin primeste o infinitate de
valori intregi pozitive ')

Pentru a ardta ca aceste elemente formeaza o grz‘unadﬁ nuina-
rabila, sd le dispunem in ordinea in care suma indicilor m -+ n
merge creseand si elementele in care aceasta suma este constanli
sa fie dispuse in ordinea crescanda a primului indice m. Vom oblme

sirul

1) Nu este necesar si primeascd toate valorile intregi pozitive, este de ajuns
sit primeascd o inflinitate deasemenca valori; de exemplu: valori pare, sau im-

pa PeGSAT
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care se poale scrie
b]_; ]'2’ b3.' l-'47 b5,. CR
dacad punem:

ay = by, a3 = by, ayy = by, ay; = I

Gramada propusa (a, ) find identica cu gramada numerelor
(b,) este numarabili.
In acelas mod se probeaza c& gramada, ale ciivei elemente
sunt de forma:
P i

este numdrabila, indieii a;, a,, . . . . fiind numere Intregi pozitive,
dintre care unul cel putin primeste o infinitate de asemenea valori.
30. O gramadd numdrabila G ale cirei elemente A;, A, ...,
Apy - .. sunt gramesi numdrabile, este o gramadd numdrabils.

In adevar, A, (m = 1,2, <) fiind o grimadi numarabila,
pulem reprezenta elementele sale PN, =423 AT
Intrdm astfel in cazul in care elementele sunt de forma &t
mn=1,2"3: ...

Corolar. Suma ') a doud gramesi numdrabile este o gramadd
numarabilea.

De unde rezulti: 1°. Grimada (@), in care n primeste o infini-
tate de valori intregi pozitive si negative, este numdarabild, ciici
ea se poate privi ca suma a doui grdmezi in cari n primeste valori
intregi vespectiv pozitive si negative: 20 A si B fiind doua gramezi
numarabile, avem

A+B~ A~ B

Caci gramezile numarabile fiind, prin definitiune, echivalente
cu gramada numerelor intregi, sunt echivalente intre ele.

31. Gramada numerelor rafionale este numidrabild.

Putem sa ne mirginim la cele pozitive. Demonstrarea acestei
teoreme este imediaté, dacd observam ¢ un numar rational pozitiv
este de forma ;

m
Qs s n:’

in care m si n primesc o infinitate de valor; intregi pozitive.

32, Totalitatea numerelor algebrice reale formeazi o gramadi
numdrabild.

1) Grémadqforma’ré din elementele celor dous gramezi.
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Se numeste numdr algebric orice numir care este radicina
unei ecuatiuni algebrice cu coeficienti rationali. Un numir algebric
satisface o infinitate de ecuatiuni algebrice, printre cari, facind
abstractiune de un multiplicator constant, existd numai una al
cérei grad este cel mai mic (ecuatiune ireductibila). Gradul acestei
ecuatiuni se zice gradul numdrului algebric. Un numir algebric
de gradul n satlsface dar o singura ecuatiune ireductibild de forma-:

(1) Gy B ag a Tt +ay, =0
coeficientii fiind numere intregi.
Considerdim numai numerele algebrice reale, adicia radaumle
reale ale ecuatiunii (1) si le notam

Cloy By 0 s s I

k primind valori intregi pozitive < n.

Aceste radacini variabile impreund cu indicii considerati,
n raménand constant, formeazi o gramadi numarabila G, (29).
Gramada G, ale carei elemente sunt grimezile G, =l 05 - S0y
fiind numarabilad (30) teorema este demonstrati.

Aceastd teoremd cuprinde evident pe cea relativi la numerele
rationale. Ecuatiunile cari admit aceste numere ca radicini sunt
de gradul intaiu; griamada G se reduce.la Gramada Gy

33. Totalitatea numerelor reale cuprinse intre doud limite date
formeazd o gramadd care nu este numérabild. Si considerim inter-
valul (0,1) si sa demonstram ci graimada numerelor reale cuprinse
in acest interval nu este numarabild. Pentru aceasta si demonstrim
intaiu propozifiunea preliminara:

Orice numdr cuprins in intervalul (0,1) poate fi exprimat printr’o
jractiune zectmald de un numdr nelimitat de cifre, cele ce incep dela
un rang destul de depdrtat nefiind toate nyle.

Propozitiunea este evidentd pentru o fractiune rationala ce
se transforma intr’o fractiune zecimala periodica, simpla sau mixta.
Daca fractiunea ordinard se transforma exact in zecimald, este de
ajuns sd micsordim ultima cifri semnificalivi cu o unitate §1 s@
addugam la dreapta numirului cifra 9 repetats de un - numér infinit
de ori.

Dacd numérul este incomensurabil, el se poate defini ca limita
unui sir ilimitat de numere rationale, de exemplu, de redusele
fractiunei continue in care el se poate -desvolta. Redusele fiind
transformate in fractiuni zecimale (cu cAte un numair ilimitat de
zecimale), numiarul incomensurabil va fi definit de un sir ilimitat
deasemenea fractiuni, avand fiecare un numir ilimitat de cifre.
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S4 revenim la teorema noastrd. S& presupunem ca grimada
numerelor reale cuprinse in intervalul (0,1), este numirabila. Vom
putea reprezinta elementele sale printr’un sir

(1) ; 15 P Ly oty I

Insd, in virtutea propozifiunii preliminare, un numir oarecare
an, din acest §ir se poate reprezinta printr'o fractiune zecimala
nelimitatd:

(2) Oy =0, Opy Qpg <=+ Opp sicay

in care cifrele dela un rang determinat nu sunt toate nule. La fie-
care valoare a lui n, s facem si corespundi o cifrd arbitrari

(3) B #

si s@i considerdm numarul

(4) b=o, BiBsPs-.. fu-.,
care evident este cuprins in intervalul (0,1) si care nu se giseste
in girul (1); caci b diferd de @y, prin prima cifril zecimala ,, de a,
prin a doua cifrd zecimald f,, ..., de @, prin a n® cifrd zecimala,
etc. Prin urmare existd numere reale in intervalul (0,1) cari nu
fac parte din sirul (1), ceeace este in contradictiune cu ipoteza dupa
care acest sir ar contine toate numerele reale.

q. e. d.

Teorema precedentd se poate enunta geometric astfel:

Totalitatea punctelor segmentului de dreapti (0—1) formeazd
o gramadd care nu este numdrabild.

34. Putem inlocui ‘segmentul (0-—1) printr’un seoment de
dreaptd oarecare. Caci inire punctele a doudt segmente de dreapta
oarecari se poate stabili o corespondentd biunivocd. Sa observam
cd putem considera segmentele situate pe aceeas dreaptd, deoarece
un segment de dreapta §i proiectiunea sa ortogonali pe o axa, cu
care face un unghiu diferit de un unghiu drept, se corespund punect
cu punct. : '

Fie dar (a, b), (a’,b') cele doui segmente situate pe axa absci-
selor,  si 2’ abscisele a doud puncte ce voim si se corespundd pe
cele doua segmente. Substituliunea

z—a' - z-—a :

& Vo e

stabileste corespondenta ceruta. Cele doua segmente considerate
sunt dar echivalente

(2) (@, b) > (a', ).
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Dacd unul din cele doua segmente devine infinit, fie de exemplu

b" = oo, inlocuim substitutiunea precedentd prin cea urmatoare
€
r'—a’ r—aq
3 i
77 b—a

Gramada punctelor situate pe un seament de dreapta constituie
cecace se numeste un continuum liniar san un continuum cu o di-
mensiune. Putem dar zice ci:

Doud continuuri liniare oarecari sunt echivalente sau au aceeas
pulere.

Intr’un mod mai general: Doud continuuri oarecari cu un acelas
numar de dimensiuni sunt echivalente.

Numim continuum cu n dimensiuni o gramada cu n dimensiuni ale
carel variabile primesc toate valorile reale cuprinse in intervale date,

Mérginindu-ne la continuuri eu dous dimensiuni:

i fa=a=17, fo <z =)
% — &2 )
& lcéyi(l, l(:'fg/'{ s

propozitiunea rezulta din echivalentele

(@, By o (@, B, (e d) o &5 &),

35. Teoremd. Orice gramadid nenumdrabild confine o erdmadi
numarabild.

9 Uy -V ¥ N o O i

In :_ulm'ar. oricite elemente am scoate dintr’o gramada mlinita

data A, ea mai contine alte elemente. Fie (¢ U e TS P

mentele scoase din A ; aceste elemente formeazi o gramadid numi-

7

rabila (a,), (n=1, 2, .. ),

36. Teoremd. Dacd dintr’o gramadd nenumerabils scoalem o gramadi
numdrabild, diferenia este o grdmadi echivalentd cu gramada datd.

Fie A o gramadi nenumarabila si B o graimada numarabila con-
{innta intr’insa; diferenta A — B = C, este o gramadi nenumira-
bila, cici altfel A ar fi numarabils (30).

Deasemenea, fie D o gramada numarabila continuti in G, dife-
renta C— D = E este nenumirabild. Si compariim intre ele egali-
tatile.

A=B4+D+E, C=D-L

Gramezile D $1 B 4 D fiind numarabile. sunt echivalente intre

N
I
A

ele; de unde rezulia echivalenta intre grimezile A Fhb
A~ C.
Corolar. Gramada numerelor irationale dintr’un interval dat,
este echivalenta cu aceea a tuturor numerelor reale din acelas in-
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terval, caci diferenta lor, adicd grimada numerelor rationale, este
numarabila.

Deasemenea, gramada numerelor transcendente (adici a nume-
relor cart nu sunt algebrice) dintr’un interval dat este echivalenta
cu aceea a tuturor numerelor reale din acelas interval, caci numerele
algebrice formeazi o gramadia numarabila.

Trecand dela grimezile cu o dimensiune la cele cu doua dimen-
siuni, conchidem ¢t gramada tuturor punctelor situate intr’un
dreptunghiu este echivalenti cu grdmada punctelor aceluias drept-

unghiu ale caror coordonate carteziane sunt numere irationale.

37. Teoremd. Continuul cu o dimensiune este echivalent cu con-
tinuul cu doud dimensiund.

Putem inlocui continuul liniar prin intervalal (0, 1) si continuul
cu doud dimensinni, format dintr'un dreptunghiu oarecare, prin
patratul 0 <@ <1, 0 <y <1 (34). De alta parte, in virtutea
corolarului precedent, ne putem mirgini a considerid in regiunile
date, nmmai punctele ale caror coordonate sunl numere irationale.

Teorema de demonstral revine dar a proba ca unui numar
irational z, cuprins in intervalul (0, 1), corespunde un singur punct
ale carui coordonate 2, y sunt douidt numere irationale cuprinse in
acelas interval si viceversa.

Sa presupunem numirul s desvoltat inte’o fractinne continui

1
(1) 2= g

(5 ot o e i e Se i 51

17T ,

: 1
L8 s e
g =

In care a,, @y, ay ... sunt numere intregi pozitive determinate si

diferite de zero. Oricirui numar z din intervalul considerat co-
respunde un sir determinat deasemenea numere. Viceversa, unui sir
dat de numere pozitive, printre care nici unul nu e nul, corespunde
un numar unic z cuprins in intervalul (0, 1).

Din girul numerelor a;, @,, ... cari determini numérul z s se-
pardm numerele cu indicii impari de cele cu indicii pari si sa formam
expresiunile

1 1
2) 2= 4 = ’
1 1
By b e a5 +
1 1
== g
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cari determind un punect unic (@, ). Asadar unui punct z corespunde
un punct unic (z, y). Viceversa, presupundnd punctul (2, y) deter-
minat de valorile precedente, si luim pentru z expresiunea (1):
punctului (z, y) corespunde un punct unic = q. e. d.

Observare. Corespondenta biunivocd intre cele doudt grimezi de
dimensiuni_diferite nu poate fi continui, adici punctelor infinit
apropiate ale unei grimezi, nu corespund neapérat puncte infinit
apropiate ale celeilalte gramezi. ‘

S& presupunem contrariul $i s consideram totalitatea para-
lelelor la axa abseciselor duse n interiorul patratului; fiecarei para-
lele trebuie s§-i corespunda in virtutea continuitatii, un segment al
axel absciselor. Aceste segmente, in virtutea corespondentei biuni-
voce, n’au par{i comune. Din aceastd cauzd, totalitatea lor este
evident numarabila, pe cand totalitatea paralelelor considerate este
echivalentd cu totalitatea numerelor cuprinse in intervalul 0, 1) s1
Prm urmare, nu este numidrabils. Ipoteza corespondentei continue
este dar absurda.

CAPITOLUL IIIL

CANTITATI COMPLEXE. SIRURL SERII S1 PRODUSE cU
*‘TERMENT CONSTANTL A

L — CANTITATI COMPLEXE,

38. Sa introducem sanlitatea complexi

(1) a -+ b,
In care a si b sunt doud numere pozitive sau negative iar ¢ un sinibol
deocamdata nedeterminat sl s& ne propunem a determin natura
acestui simbol astfel incat caleulul aritmetic si se aplice fira nici
o deosebire acestei cantititi., Aceasta inseamnd mai precis ci,
pastrind definitiunile §i modurile de operatiune din aritmetica,
caracterele fundamentale ale acestor operatiuni si se pastreze §1°
rezultatele obtinute din aceste operatiuni sa fie si ele cantitiati de
forma (1).

S& observam inainte de toate cd nu poate existi o relatiune de
forma

a-Eab =g

tard ca a =0 — ¢ caci altminirelea
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n’ar mai fi un numir distinct de numerele reale ; ceeace noi nu pre-
supunem. Sa definim acum operatiunile cu cantitati complexe de
forma (1) §i sd vedem cum se particularizeazi simbolul i prin con-
ditiunile impuse mai sus.

39. Adunarea se va defini prin egalitatea

(2) (a+ b)) + (@ + ') = (a + a’) + (b4 b);
rezultatul este deci o cantitatea complexid. Aceastd egalitate arata
in acelas timp ca proprietatea fundamentala a adunirii de a fi o
operatiune comutalivd este pastratd; caci A si B fiind doud canti-
tati complexe, avem in virtutea definitiunii (2)

A+ B=B-4+A: .
40. Scdderea se va defini prin egalitatea
(3) (@ + )~ (a' + &= (a—a’) + iB—b);.
rezultatul este deci o cantitate complexid. In uce]aé timp vedem ci
scaderea este operatiunea inversa adunarii, adici
(A=B) + B = A.

Pénd acum n’am fost nevoiti si facem nici o restric{iune asupra
simbolului 7. Oricare ar fi natura lui, operatiunile de adunare si
scadere isi pastreazii proprietitile lor caracteristice; iar rezultatele
sunt cantitati complexe.

41: Inmulfivea. Sa consideram produsul
(a + ib) (a' + ib")
s1 sa-l tratam dupad cum aratd semnele, ca un priodus de doud sume
neefectuate. Obtinem asifel:
(4) {a+ tb)(a' + tb') = aa’ + i(ab’ + ba') + 2bb'.
Produsul nu mai este de forma (1) deoarece contine i2. Pentru

ca membrul al doilea si se poatd reduce la forma (1) este necesar
s1 suficient ca % si fie de forma

(5) ? = a + if,
a si B find cantitati reale. In acest caz vom avei

(6) (@ + )@’ + 1b") =aa’ + bb'a + i(ab’ + ba’ + bb'p).
Simbolul i este asadar supus la restrictiunea de a verifica relatiunca

(5). Este de observat insd ci @ si f nu sunt arbitrari ci trebuie si
satisfacd inegalitatea

(7) P+ ha < o,
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deoarece ¢ privit ca radacind a ecuatiunii (5), scrisd sub forma
(8) 2 —Bi-—a=o,

nu este o cantitate reala.

Ne ramane si cercetim daca, sub conditiunile (5) si (7), proprie-
tatile fundamentale ale immultirii se pastreaza. Egalitatea (6) ne
aratd cad dacd permutam factorii intre ej produsul nu se schimba ;
prin urmare nnmu]ured cantitatilor complexe esle comutaiivd.

Sa ardtdm acum ca un produs de doi factori nu se anuleaza
decat impreund cu unul din factorii sai. Inte’ adevar, pentru ca
membrul al doilea din (6) sa fie nul, trebuie sa avem

(9) aa” =+ abb’" = o, - ba' + {a + pb)b’ = o.

\

Daca a = b = 0, f*cmllumlc ])rewdeule sunt sdllxlacule. deci pro-
])neidlea esle stabilita. Si presupunem acum ca unul din aceste
numere, de exemplu, b = 0. Determinantul

a alb | a
‘ =——p2 +B - —a

bigt 8] b J
nu se anuleazi niciodald in virtutea conditiunii (7). Sistemul (9)
nu admite deci in acest caz altd solutiune decat

g i
= 3 (g R e '
Proprietatea este asadar stabilitd in toate cazurile.
A2 Impdrtirea. Catul
a —+— b

;‘— id’

a doua cantitati complexe @ - b, ¢ ++ id, in care ¢ s1 d nu sunt nuli
in acelas timp, se va defini prin egalitatea:

(10) (@ + ib) = (¢ L id) (z + ty)
sau, in virtutea egalitatii (5),

(1) (a4 ib) = (2#(1(]‘/\~1 [da - (c + Bd) y).
De unde rezulti ecuatiunile

(12) cx + ady = a, da + (¢ - Ad) y = b,

cari admit un sistem unie de valori pentru @ si y, deoarece determi-
nantul e :
I

[ ad

'd ¢ =+ pd

este diferit de zero, in virtutea conditiunii (7).
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Rezultatul impartirii intra deci in acelag tip ca si termenii sai
<1 este unie. -

In sfarsit, proprietatea caracteristici a tmpartirii de a fi opera-
flunea inversa immultirii, rezulta din insas definifiunea pe care am
dat-o. 7

In 1'01um'11 pulem spune ci cele palru operalunn arilmetice se
aplicd in intregime cantitatilor de forma a + ih, ¢ fiind o radacina
a ecuatiunii

(8) 22— fi— a= o.
in care a si B sunt doud numere reale supuse la condifiunea

(7) R+ ha < o.

Pentru a simplifica caleulele si a avea o reprezentare geometrici

interesantii, se 1a

(13) =0 a=—"1

Eecuatiunea de conditiune (8) devine .

(14) -+ 1=o,
de unde rezulta: d=—1i, * =1, ...

Rezultatele immultivii si impartirii se simplificd precum arata
egalitatile
(a + ib)(a’ + ib') = (aa’ — bb") + i(ab’ + ba')
a+ib  ac+bd | . be—ad

T PR TP e e E R T
¢+ id ¢t d? ¢t + d?

Formula binomului lui Newton, care rezultd din proprietatile
immultirii, se aplicd evident cantitatilor complexe. De unde con-

chidem expresiunile

(

A si B fiind cantitati reale.
Cantitatile complexe a + ib astfel definite, se mai numesc sl

FOMEr S i e )

cantititi imaginare: a se numeste partea reald, iav b partea pur
! 5 ; ;

imaginard a cantitdlin complexe.

Modul. Cantitatea
' EYEER
se numeste valoarea absolutd sau modulul cantitatii complexe a - th.
Avem. precum se verifict imediat, relatinnile
/e + a2+ LR < |/
O > Y
Vi £0) @R = | =Wy F @ ),

cari exprimi proprietatile urmitoare:

| a—a a'): -
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1°. Modulul unei sume este mai mic sau egal cu suma modulelor
termenilor ; ’
2% Medulul unei diferente este mai mare sau egal cu diferenta
modulelor termenilor; : 7
- 3% Modulul unui produs este egal cu produsul modulelor fac-
torilor.

44. Reprezentarea geometricd a cantitiatlor compleze. ,
Cantitatea complexd a - ib se reprezinta in plan printr’un punct
M ale carui coordonate rectangulare sunt a, b.
~ Punctul M se numeste afizul cantitatii complexe a - ib. Intro-
ducand coordonatele polare (o, 6) putem scrie

a + ib = o (cos 6 + isin ).

Cantitatea pozitivd o0 = /4 - &* este modulul cantitatii complexe
date, ea este reprezentat prin distanta dela origina pana la punctul
(a, b). Unghiul 6, numit argumentul lui a 4- ib, este determinat,
abstractiune ficind de un multiplu de 2 7.

Egalitatea

0 (cos 6 + isin B) = o' (cos ' = i sin 0")
trage dar dupi sine egalitatile
““o=0, 0=0 -+ 2kxn,

k fiind un numiar intreg arbitrar.

Egalitatile urmitoare se verifica imediat:

00" [cos(0 - 0)

+ isin(6 4 6)]

0 {cos 0 + isin 0) X o (cos ' - i sin B5=—1op

9(00s0+isin9)_ Q{, S B !]
o (cos O Fismg) o (00 =0)Fisinb—06)],
lo

(cos 0 + isin 0)]” = om (cosm B + i in'm 0),

m fiind un numéar intreg pozitiv. Ultima egalitate subsista si pentru
m intreg negativ, precum rezulta din transformirile

1
[0 (cos 6 + i sin O]

[ o {cos 0 4+ 1 sin 6) ]~7’l —

=i(cosm0~isinm9)=g—”’ [cos(-—m)0~,‘— isin(——m)ﬁj.

n
g

In fine, m fiind un numar Intreg poziliv, se recunoaste imediat
cd avem egalitatea

m L [ 0+ 2 kx
m

4 .. 04+ 2kn
]/@(c.os@{—isirﬁZ @mieos — +l‘smTh],

m
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in care k este un numir intreg arbitrar. Obtinem m valori diferite
dand lui k valorile: 0, 1, 2, ... m— 1.

II. — SIRURI $I SERII SIMPLE CU TERMENT CONSTANTL \/

45. Ca st in cazul numerelor reale, se zice ca un sir de cantitaty
complexe :

(1) Gy s, a,;, it (an = an -+ 16,)

este conyergent, sau admite o limitd A 4 B, dacd la un numar
pozitiv & arbitrar de mic corespunde un numar pozitiv intreg N
astfel incat pentru n > N sa avem

(2) |an—(A 4 iB) | < e.

46. Teoremd. Pentru ca surul (1) sdé admita o limitd A + B,
A §i B fiind cantitali reale, este necesar si suficient ca sirurile (ay)
si (B,) si fie convergente si sd aibd respectiy ca limite A i B.

In adevir, si presupunem sirul (1) convergent si limita sa A--(B;
vom aved inegalitatea (2) sau :

(3) Vian—A) + (Ba=B)* < ¢;
de unde rezulta inegalititile .
(4) |an—Al<s [fa-B|=<e

Conditiunea este deci necesard.

Viceversa. Si presupunem c¢i avem lim.a, = A, lim. f, =B;
vom putea scrie pentru n > N, N fiind un numar intreg pozitiv
destul de mare,

‘ & : &
;an_Ai <"r)‘, ]ﬁlL_Bl<“)' 5
2 2
de unde rezultd inegalitatea

|an + i — (A 4 iB) | < e.
Conditiunea este deci suficientd.
47. Teoremd. Pentru ca sirul (1) sa fie convergent, este necesar

st suficient ca la un & dat si corespundi un N astfel ca, pentru n > N,
n' > N, sa avem
- an—an' | < el
Aceastd teoremd este o consecintd a teoremel precedente si a

teoremel (§4) cu acelag enunt ca cel de sus, relativ la un sir de
cantitall reale.

48. Sirul (1) se numeste divergent daci la un numar pozitiv M,
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oricat de mare voim, corespunde un numar intreg pozitiv N astfel
ca penlru n > N avem
bap | > M.

Dacd sirul dat nu este nici convergent, nici divergent, se zice
ca oscileazd.

49. Serii. O serie

(1) e b e et e et
ai carei lermeni sunt cantitdli oarecari. reale sau complexe, se zice
convergentd, divergentd sau ca oscileazd dupa cum sirul

1

(2) S e (n=a,+a;+ ... +ay

este convergent, divergent sau oscileazi.

In cazul de convergentd, lim s, se numeste suma seriei (1).
3 n==

Sa enunliam teorema urmitoare, consecinta imediald a teoremei
(46).
Teoremd. Pentru ca seria
2(1,,. (an = oy + lﬁn)
sd fie convergentd este necesar si suficient ca seriile

o

fie convergente.

7
¢

50. Teoremd. Dacda seria modulelor unei serii date
. 2 ;
(]) <~y (@ = Ay 4 l/?n)

este congergenld, seria este consyergentd.
In adevar, din megalitatile

lan| <|a,], |8l < |l &

rezultd cd convergenta seriei X | ay | trage dupé sine convergentia
serillor Xa,, X8, si prin urimare a seriei propuse.

Reciproca acestei teoreme nu este adevarata, caci se poate in-
timpla ca seria (1) si fie convergenta fara ca seria modulelor sa fie
convergenti. 3

Se zice ca o serie este absolul congergenta daci seria modulelor
este convergenta si cd esle semiconvergenlﬁ in cazul cind ea este
convergentd, pe cand seria modulelor este divergenta.

O serie ai carei termeni sunt reali si de acelas semn, este sau
absolut convergenta sau divergenta, ea nu poate si fie semiconver-
genta. '
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51. Teoremd. Suma unei serii absolut convergente este indepen-
dentd de ordinea termenilor.

Este evident cd schimbarea ordinei unui numér marginit de ter-
meni intr’o serie convergentd oarecare nu poate modifica suma
seriei. Este vorba si probam aci cd oricare ar fi legea dupd care
termenit seriei absolut convergente se succed, suma rimdne aceeas.

" Fie

(1 e mrd L AR N, SIS DR
o serie absolut convergenta, pe care s’o ordondm intr'un mod diferit
oarecare, scriind-o sub forma

(2) ay+as+ ..o+ a, ...

Termenii seriei (2) nu diferd de aceia ai seriei (1) decat prin rangul
ce ocupd, astfel ca orice termen al seriei (1) se giseste in seria (2)
sl viceversa, orice termen al seriei (2) se gaseste in seria (1). Sa
punem

Spn=a;+ ay+ ...+ an,

Sp=ai+as+ ... -a.

Este evident ca oricare ar fi valoarea numarului intreg n, putem
si alegem pentru n’ o valoare intreagi destul de mare penlru ca
printre primii n’ termeni ai seriei (2) si se giseasca cei dintai n ter-
meni al seriel (1). Vom putea deci scrie

S%—8S,=a,+ ag+ ...+ ay
indicii @, f, ... 7 fiind toti superiori lui n; de unde
\ 1 | =1
]S'n,-—Sn]_i_]a.a] + {aﬂl o P R ) 1(1):
si a fortior
I S,n'_snl;|a'n+i Il = Ian+2‘;+ e ]ian-HJ[:
n + p fiind cel mai mare dintre indicii @, §, ... 4. Insa seria pro-

pusd fiind absolut convergentd, putem presupune n destul de mare

- -

: ; Y eF iy :
astfel ca membrul din.urmi si fie mai mic ca — oricAt de mic ar

2
fi e, si oricat de mare ar fi p, adicd s& avem
; €
{ S Y e Sn ‘ < Tz‘ ,
precum si
TRRr
I S — Su | =< 7 :

S fiind suma seriel (1). De unde :
{ S—S’n’ I s | (S_‘Sn)—l_ (Sn _S’n’) lé:, R Sn '\ + i Sn SEfA S’n’

adica

|S—8.|<e.
Aceastd inegalitate demonstreazi teorema.
3 DAVID EMMANUEL
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Serii semiconvergente. Intr’o serie semiconvergentd suma
seriei poate varia cind schimbdm ordinea termenilor.
Aceastd proprietate se constaté lesne pe seria

W 5=1—$+%—JZ+....+ it S

2n—1 2n
daca ordonim termenii in diferite moduri.

10, Sa ordonam termenii acestei serii astfel incat un termen
pozitiv si fie urmat de doi termeni negativi si si reprezentam prin
S’ suma seriei astfel oblinuta; vom avea

(2) 8'=1— i ——é—}— +ﬁ_2—1:7_4i
i} 4 1 M n

Insa

472 1 1
1 et SVl S e s
2 25 (‘Zn—-’ Zn)’
adica
il
(3) e

2°. S& ordonam aceeas serie astfel incat doi termeni pozitivi s&
fie urmati de un termen negativ §i fie 8" suma corespunzitoare,
adica

2 if 1 1

6 s i

1 \an—3 4n—1 2n

Suma din parentezi se poate inlocui prin suma

( $ i 1 1] 1 ( A 1] -
4n— 3 411—2+4n—1—ﬂ +TZ -1 Il
ceeace permite sd scriem

S,,:;;(i Hegt il _i) 13(1 __1_)
Sl

T Wn—3 4n—2 "4n—1 in n—1 2n
adica
= Q7 af 1 i =) 3

S& demonstrim teorema generald urmatoare:

53. Teoremd ( Riemann).— Intr’o serie semiconvergenid ai cdrei
termeni sunt reali, putem ordond termenit in asa fel ca suma serier
sa fie egald cu o cantitate data dupd vote.

Fie

(1) ag+ay+ ... Fa,+ ...
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0 serie semiconvergentd cu termeni reali; acesti termeni sunt prin
urmare de semme diferite (50). Sa reprezentsm prin «, termenii
pozitivi §i prin — f, termenii negativi ai seriei (1). Seriile

(2) Zan, Zf,

sunt neapérat divergente; cici dacid améndoud ar fi convergente,
seria (1) ar fi absolut convergent, iar dacit una din ele ar fi conver-
gentd si cealaltd divergentd, seria propusi ar fi divergenta.

De unde rezultd c@ reprezentidnd prin ¢ o cantitate reald oare-
care, putem determina doud numere intregi x> 1, » > 1 astfel ca
sa avem inegalitatile

S T e el C e

W

(3) Syt =@+ ... +0, 1<o0

@ ‘[S#_,_V=( ekt 1 i (80 TSRS S SR IS S
Ot =l 7“0‘;‘)—(/31_“*‘ s e AL
Numerele u si » fiind astfel determinate, putem pentru acelas

motiv (divergenta seriilor (2)), si determinim doui numere intregi
w =1, v >1 astfel ca si avem iegalititile

(S‘u—!-‘y—{_‘u’z (al Al ay) & (ﬂl+ﬂz+ -*+ﬂv)+(aﬂ_,_1

0 SN ot |
; S,u~;—u+y’—l el R T o a‘u) RNy el 2 By) + (aﬂ_;.]
+ S + a.u_,_,u/_1 )éo’
st
S;¢+v—§—;z'+v' =(ay+ ... a,u)_‘ (61 Sl ﬂv) 3 (a‘u+1
(6) Rk a,lt+/_a')_(ﬂv+1 + .. +ﬂv+v’)éo’
Sptvtptr—t = (@ + . +a)— By + ... + B,)
i (a,u+1 Sl o a,u—}—,u’)_(ﬁu—]—i oL ﬁv—i—v'—l) > 0.
Contiuand in acelas mod obfinem sirurile
(7) [ Sus Sﬂt”_l Syt Sufrtuitv— s e
l 1> b#+v, Sl“l’“v_*‘ll’_l’ SM+V+[L'+V”"';

sumele din prima linie orizontald, fiind mai mari ca o, cele din a
doua linie mai mici, cel mult egale cu 0. Numirul o se afli asadar
cuprins intre doud sume situate pe aceeas coloand

(bu? Su—1)> Supris Sutr)s (Spotp s Sutoiu—1)s -

a caror diferenta este respectiv

a‘u 3 ﬂv ) aﬂ—}_ﬂ’ 3 ﬁp-]_p' g
Insd  termenii @’ Qs =<+ Bys Byiys --- devenind mak

3*
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mici ca orice cantitate datd, cAnd indicii lor sunt desiul de mari, re-
zultd cd printre numerele

(8) TRC R R R e

existd un numir N astfel incat pentru orice numar n, cuprins printre
ele si satisfacand inegalitatea n > N, sa avem

(9) lo—S,| <e,

oricAt de mic ar fi numarul pozitiv e.

Dacé n este cuprins intre doud numere ale sirului (8), S, va fi
cuprins intre sumele corespunzétoare acestor numere sl inegalitatea
(9) inca subsista. q. e. d.

Corolar. Suma seriei semiconsvergente cu termeni complexi

Z(arz, = i.ﬁn) = 2a, 1+ izﬁn

’

poate deveni egald cu o cantilate 6 -~ 16’ in care una din cantitdfile
o sau o este datd dupd vore. '

Se poate intdmpla ca ambele serii 2a,, 2f, sa fie semiconver-
~ gente, sau numai una din ele. Putem asadar ordona termenii seriei
propuse Z(a, + if,) astfel ca una din seriile Za,, 2f, sd aiba o
sumia datia dupd voie. Ordinea termenilor celeilalte serii fiind cu
modul acesta determinatd, suma corespunzitoare nu poate fi ar-
bitrara. i

Din cele ce preced rezulta ca o serie a cirel sumi este indepen-
denta de ordinea termenilor este absolut convergenta.

54. Aditiunea seriilor. Fie
o

o
s=3a,, s=2b,
1 1

sumele a dou# seril convergente; vom avea

SIPRES AR T

In adevar, punind

SIL:a1+a2+ ce. o O, S’n=b1+b2+ Vel
Sn:(a1+b1)+ +(a'n.+bn) A
avem
Si =8, 1+ 8%,
de unde
hm S, =s-+%§".
Regula aditiunii se aplici evident la un numér limitat oarecare
de sernl convergente.
Daca seriile date sunt absolut convergente, seria Z(a, + b,) este
absolut convergentd; iar daci una este absolut si cealaltd semi-

convergentd, seria rezultanid este semiconvergenta.
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Se poate intampla ca seriile Xa,, Zb, si fie semiconvergente
sau chiar divergente si seria X(a, - b,) si fie absolut convergenta.
Astfel seriile

(_1):}—1 v(_l)n

S .
— -
2n—1"° 2n
sunt semiconvergente si serile
S 1 > (= Ly
2

: e e

sunt divergente, pe cind seriile

(=1t [_1__ i] 2 %Z (— 1)

2n—1 2n n(2n—1)

% [ 1 1 ] gt 1
“ 42 n—1 2n 2 " n@2n—-1)°
sunt absolut convergente.

I1I. — SIRURI $I SERII DUBLE,.CU TERMENI CONSTANTI.

55. Fie
;e (e == B
un numdr real sau complex a cérui valoare se presupune determi-
natd cand se dau valorile indicilor m, n. Se zice ca a,,,, este ter-
menul general al unui §ir de doud ori infinit sau dublu (relativ la
indicit m, n). Termenn sirului dublu se aseazd de obiceiu intr'un
tablou de forma dreptunghiulara

Qo0 as1 o2 .- Qop + -
a1:0 (11’1 a1=2 < ole al,n SR
az.q a1 a2 ... A2y

Qpo A1 2 + -« Qup .-

si se reprezintd pentru prescurtare prin (a,,). lermenii In cari
primul indice este constant se afld pe aceeas linie orizontala, aceia
in cari al doilea indice este constant, se afla pe aceeas coloani si
in fine termenii in cari ambii indici sunt egali se zice ca se afld
pe diagonala tabloului.

Termenii unui sir dublu pot fi considerati ca o gramada numa-
rabila cu doud dimensiuni; aceastd gramadi fiind echivalentd cu
gramada numerelor intregi pozitive, rezultd ¢i un sir dublu se poate
transforma intr’un sir simplu, ordonand termenii lui intr'un mod
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convenabil oarecare, de exemplu, in ordinea in care am ordonat
elementele unei gramezi cu dous dimensiuni pentru a o transforma
intr'o gramada cu o dimensiune (§29). 1

56. Un sir (a,,,) se zice conyergent sau ca admite o limitd A,
daca la un & dat corespund dous numere pozitive intregi M, N
astfel incat pentru m > M, n > N si avem i

FA = lpn i .
In acest caz se scrie
Hiensa, - 2&—2AT)

m=w,n=un <

Daca P fiind un numir pozitiv oricAt de mare volm, aveni
| @, | > P, pentru m>M, n> N,

sirul se zice divergent. In fine daca sirul nu este convergent, nici
divergent, se zice ci oscileazi.

57. Avem teoremele:

19 Un gir nelimitat dublu (a,,,) de numere reale, cuprinse intre
doud numere date, admite o limitd inferioard si o limitd superioard.

20, Conditiunea necesard st suficientd ca sirul (@) s fie con-
vergent este ca la un ¢ dat sd corespundd doud numere pozitige in-
tregi M, N astfel ca pentrie o > M, 1 > N sd apem

I Ay — Ayt I e,
Aceeas demonstratiune ca in cazul strurilor simple.
58. Convergenta unui sir dublu (g, ,) nu trage dupd sine con-

vergenta sirului simplu obtinut cAnd unul din cei doi indici m sau
1 raméne constant.

Exemplu:
1 il
a = (—1)m+n (ﬁ el
nm,n ( ) m + n ?
avem
lim An,n = 0,
pe cand
: 5 st
lim ap,=+—, lim @y ,= + —.
m=x n o=y m

S presupunem insd c& si aceste siruri sunt convergente si fie

lm a,,= A,, lim @m,n = By, im @, , = A ;.

m=cx0 n=g m=w,
vom avea

lim A, = lim B,, =A.
n=wn m=x
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In adevir, putem scrie

]a,,,,n—An1<i, pentru m>M, (n=1, 2, 3,...)

s1
oA < — pentru m > M, n> N
De unde
[A_A"lélA—am,n [ N | a’m,n—Anl <em i_M, n;N,
adica

Bams Ay —Ar

In acelas mod se probeaza ci lim B, = A.
m=xn

59. Daca lim A, % lim B,,, A, si B,, avind semnificarile de mai
sus, sirul (@, ,) nu poate fi convergent. Dar, chiar in cazul cand
limitele precedente sunt egale, inca se poate intdmpla ca sirul dat
si nu fie convergent, precum ne aratd exemplul

1
a =
"I+ (m—n)?

Oricare ar fi valoarea lui m sau oricare ar fi valoarea lui n, avem

Jim ap =0, m @, , = o,
n=wu m=xn

pe cAnd, dacd facem m si n si tindd in acelas timp citre infinit,
m — n este nedeterminat si a,, , nu tinde citre nici o himita.

60. Serii duble. Numim serie dubla seria

ao,o'i"“o,l +ao,2+ s o O T
Faot+ a0t Fan -
(1) \ +a2,o +asq a0+ .. as, +

ae Q0 + A + U2 + i Qo S5 g
dedusa din sirul dublu (a/,, ). S& punem
m

(2) Sm,n = A, 1;

h=o0 k=o

Seria (1) se zice convergentd, divergenta sau se zice ca oscileaza,
dupd cum sirul dublu (S, ,) este convergent, divergent sau osci-
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leaza. In cazul cand seria este convercents. lim S wn = S, pentru
2 ) m. n s

M= 51 n=oo se numeste suma seriei si se reprezintd, pentru

prescurtare, prin

]
= ¥

2 am_. I am, ne

M=0 n=0 m, n

bg 8

S=

|

61. Din proprietatile sirurilor duble rezulti:

1°. O serie dubld poate fi convergentd fird ca seritle Jormate de
lLintile saw de coloanele de un rang limitat din tabloul (1) sd fie con-
vergente.

20, Fie A,, suma seriei formati de linia m?, B, suma seriei for-
mata de coloana n%; chiar daci avem

o0 w0
= Am = X Bn;
n

m

se poate ca seria (1) sd nu fie convergentd.

62. Daci seria modulelor unei serii duble este convergentd, seria
datd este convergentd.

Fie §',,, suma modulelor termenilor cari figureaza in S
Prin ipotezd, §',, , tinde citre o limita pentru m = o, n = 00
prin urmare la un & dat corespund doud numere pozitive intregi
M, N astfel ca pentru m > M, n > N avem

Qe ’
S m+p, ntq = S m,n < &,
P $i ¢ fiind doud numere pozitive intregi arbitrare. Insi membrul
intdiu al acestei inegalitali este suma modulelor termenilor cari
figureaza in diferenta Sm+p, ntq — Sm, n, indicii avand aceleasi va-
lori ca mai sus. Prin urmare
r v %
l Sm+p, n+q = Sm_.n | é S m-+tp, n4+q —— S m, s
de unde rezulta inegalitatea:
Sl o
| Sontp, ntq — Smn [ <& (m>M,n>N)

care exprimd ca sirul dublu (S, ,) este convergent ; prin urmare
seria propusi este convergenta.

Ca si in cazul seriilor simple, o serie dubla se zice absolut con-
vergentd daca seria modulelor termenilor este convergenta.

63. Teorema. Daci seria 2Zay , = S este absolut convergenld,
conchidem:

19. Liniile st coloanele (1) sunt serii absolut conyergente.

20, Pundnd

(= 2]
HEE it .
Op= X Upny Om = 2 A, n, VOM avea

m=o n=o ¥

him 0, = 5= lim ¢, .
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Propozitiunea 19 este evidentd caci X | a,, , |, cand unul din cei
doi indici variaza pe cand celalt este fix, este mai mici ca 22X | a,, ,, |
in care ambii indici variazi.
Propozitiunea 29 este identicd cu propozitiunea relativa la
siruri duble (58) in care am inlocui A,, B,, A respectiv prin
0”’ Gllll’ S'

64. Teoremd. Suma seriei duble ZXa,, , absolut convergenti este
independentd de ordinea termenilor.

Demonstratiune analoagi cu cea relativa la serit simple.

Din aceastd teoremd rezultd ci fiind data o serie dubld absolut
convergenid, putem, intr’o infinitate de moduri, serie termenii el
intr’un sir si forma o serie simpla, a cirel valoare este indepen-
denta de ordinea termenilor. Dacd seria este semiconvergenta,
suma ei nu este definitd decAt daci se dda legea de succesiune
a termenilor.

65. Aplicatiuni: 1°. S& consideriim seria dubla

VV__L
T (mn)®
in care m si n primesc toate sistemele de valori intregi, pozitive si
negative, afard de 0,0, a fiind un numar real si valoarea adoptata
pentru numitor fiind reala si pozitiva. Sa examinam cum trebuie
si fie numerele o pentru ca seria sa fie convergenta.

Termenii seriei fiind toti pozitivi, seria nu poate fi decit absolut
convergentd in cazul cind ea este convergentd. Putem asadar
ordona termenii seriei dupi voie. S& proceddm in modul urmitor:
Ordoniim termenii astfel ca reunindu-i in grupuri, grupul de gradul
p sd coniind termenii ai caror ambii indici primesc toate valorile
dela — p la + p, exceptand pe aceia ai caror indici sunt amandoi
in valoare absolutd mai mici decat p.

Astfel, valorile lui m si n din primul grup sunt cuprinse in
tabloul

-1,-1 - 1,0 ~1,1

] 0, -1 0,1

1, —1 i 980 B Rt (1

Valorile indicilor din al doilea grup sunt date de tabloul

—2;2 -=2,-1 —-2,0 -2,1 —2,2
=4 =2 -1,2
0, —2 0,2
1, -2 1;2
2,—2 2, -1 2,0 2,1 2,2,
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In general, grupul de rangul p va fi dat de tabloul

=P =P —p,—(p—i)..'.—p_.O —-p,i.,,—p’ p
—{p—d), = p —(p=1) p
—'1’ ‘—P -—1’ _p

O’ —P 0, P

1) —P 1, P
Ds=p. (o=l p 4 .t e: op.op

Acest tablou este compus din cite 2p + 1 termeni in liniile
-extreme si din cite doiin cele 2p—1 linii intermediare ; el contine deci

2(2p + 1) + 2(2p—1) = 8p termeni.
Fie S, suma termenilor grupului p; seria propusa va {i conver-

genta sau divergentd in acelas timp cu seria X S5

1
. . .. 1 . .
Insd cel mai mare termen al grupului p fiind pra St cel mai
MIC 5 G pags AVem
e =55 <~—8
2 %p2a P p2a—

De unde rezultd c& conditiunea necesari s1 suficientd ca seria
2' S, si prin urmare seria propusi sa fie convergenta este ca si avem
20— 1 > 1, adica
ot =l
20, Seria
5 1
(am?® + 2 bmn + cn?)a

in care @, b, ¢ sunt numere reale satisficand inegalitatea

b — ac < 0,

este convergentd sau divergenta in acelas timp cu seria considerati
mai sus, cdci raportul

(am2 + 2 bmn - cn?)‘Z
m? -+ n?

a doi termeni corespunzitori din ambele serii raméne cuprins intre
doud numere finite si de acelas semn, oricare ar fi valorile lui m sin,

exceptind sistemul m = n = o, care este exclus.
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66. Produsul a doud serii absolut convergente. Fie
3 o
1) s =1 Esl = Yl
i=1 =1
doua serii absolut convergente. Seria dubld, al cirei termen general
este ¢ = a;by, , este absolut convergenta si suma sa S este datd de
egalitatea S = ss'.
Pentru a stabili aceasta propozifiune, si punem

w n m on
!
Sy =2 ai , anZbk, Sm,n:‘—z Zcik
1 L

i=1 k=1
T %} R % l) [ l. = 1- =,
O = \Iailaon— 1 k| 3 m G, = 0, Il o, =0
1 1 m=aw n=x

si fie R,,, R’, resturile corespunzitoare ale celor doud seru date.
Vom avea
! ’ ’ ’ 5
S = Sy + Rma § =8, +Rn, Smn = Sm S n3
de unae

’
(2) 88 —38mn =8y Ru+4 87 R+ Rp Rn .

Insa, in virtutea eonvergentii absolute a seriilor (1), exista doua
numere intregi pozitive M, N astfel incat pentru m > M, n >N,
sa avem et

[RmJ<€1 ,R’n l<8;
& fiind un numar pozitiv arbitrar de mic. De alti parte, {inind seami
de inegalitatile

(3) Sp Sop<a, S = on< o0,
~ egalitatea (2) ne da
(4) ]ss'—s,,,n[<(o—{—0'—{—s)e, (m>M, n>N).

Aceastd inegalitate demonstreazd teorema. -

IV. — CONVERGENTA UNUI PRODUS DE UN NUMAR NELIMITAT DE FACTORI
CONSTANTL

67. Fie
'(1) al’ 027 aZ? S an i

un sir nelimitat de cantitafi oarecari reale sau complexe diferite de— 1.
- Sa consideram produsul care are ca factori

14+ay, 1 +as ..., 1+ ay, ...
Fie
(2) Po= 1+ a)l+ay)... 1+ a,)

produsul celor dintdiu n factori. Se poate intdmpla ca facind n sa
creasca necontenit, p, s tinda citre o limitd finitd sau s& nu tinda
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cétre nici o limitd. In cazul intaiu, daca limita este diferitd de zero,
vom zice c& produsul este congergent. In orice alt caz vom zice ca
produsul este divergent.

Pentru ca produsul p, si tindi citre o limita, sau ceeace este
tot una, pentru ca §irul

P1y Py -3 Pny o
sa fie convergent este necesar si suficient ca la un numir pozitiv &
dat e, arbitrar de mic, si corespunda un numir pozitiv N astfel
incat pentru n > N si avem
(3) { Pnitm — Pn 4! =_t,

m fiind un numér pozitiv oricat de mare voim.
Produsul p, fiind prin ipoteza finit si diferit de zero, inegali--
tatea precedentd se poate inlocui prin cea urmitoare

(4) pn+m:l <}8,
Pn ! |
A . A €
in care am scris & in loc de ’—i
| Pn

Facand m = 1 i dand lui n valori din ce in ce mai mari, con--
chidem c¢i pentru convergenta produsului dat este necesar, insi nu
suficient, ca incepand dela un rang destul de departat, termenii
sirului (1) s& descreascd in valoare absoluti si sd tinda citre zero.

68. S& considerdam mai intaiu cazul cand termenii sirului sunt
reali si pozitivi. Vom avea

) pn=14a,+a + ... +a, + (@ + ... +a,—;a,)
Tk eay s e, S e e ga A + a,;

de unde rezultd ca pentru ca p, sa tinda citre o limita finita, cand

n tinde catre infinit, limita neapirat pozitivd, este necesar ca suma
n

Xa, si tinda citre o limita finita, adica ca seria
1

(o3
(6) 2l
n=1
sa fie convergenia. :
Conditiunea este suficientd. In adevir, termenii a, fiind reali s

pozitivi, avem inegalitatile

1—f—a1<ea1, 1—}—a2<e02,...,1—]—an<ean§
de unde
(7) pn<ea1—l—a2—}—...—,‘—an<es,

s find suma seriei (4). Asadar produsul Pns care creste impreuni
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cu n, raniAne mai mic decat o cantitate finitd, prin urmare p, tinde
catre o limitd finitd p; vom scrie

lim p,=p= Il (14 a,).
n=1

69. Obserpdri. 1°. Inegalitatea (7) aratd ci dacad seria (6) este
divergentd, produsul p, tinde catre infinit.

20, Din convergenia seriei (6) rezultd convergenia seriilor
Sap_y Gp, 2Zn_2 Gnq @y ..., al civor termeni sunt produsele ter-
menilor sirului (1), luati doi cate doi, trei cite trei, ..., caci ter-
menii acestor serii fiind pozitivi, dacd una din ele ar fi divergenta,
pn ar tinde cétre infinit, ceeace este in opozitie cu ipoteza ed pro-
dusul este convergent. .

70. Sa consideram acum cazul cind termenii sirului (1) sunt
reali, negativi si in valoare absolutd mai mici ca 1. Punind semnul
in evidenta sa scriem

= (1—a)) (1—ay)... (1—an).

Acest produs pozitiv descreste necontenit cand n creste, prin
urmare admite o limita finitd mai mare sau egald cu zero. Aceasti
limita este mai mare sau egald cu zero dupd cum seria Za, este
convergentd sau divergenta.

In adeviir, sd consideram produsul

1 S | 1

pTzl—a,_ l—a, ™

1—ay,

care se poate scrie

- L SR e l ay _ On
R s (1 : __i_al) (1 : 1—_72) (1 1—2)'
Termenii sirulu
al af_' : an
(8) et I e e,

/ b

i—a,
fiind toti pozitivi, produsul (5) tinde catre o limita finita sau tinde
catre infinit, dupd cum seria

5. On
1—a,

este convergentd sau divergentd., Insi aceastd serie este conver-
gentd sau divergentd in acelas timp cu seria Xa,, caci raportul
a doi termeni corespunzitori :

ap

) ) =1—a,

1—an -
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rdmane necontenit finit si diferit de zero. Prin urmare tinde
N . n
catre o limitd finita sau tinde ciire infinit, dupd cum seria 2,

este convergentd sau divergentd; de unde rezultd ¢3 in aceleasi
conditiuni, produsul p, tinde respectiv catre o limita diferitd de
zero sau tinde catre zero.

Numai in cazul intdiu vom zice, conform definitiunii, ci pro-
dusul 77 (1-a,) este convergent.

Daca termenii a, sunt de acelas semn incepand dela un rang m,
lasand la o parte produsul celor dintaiu m factori, ne regasim in cazu-
rile examinate mai sus.

71. Sa considerim in fine cazul cand cantitdtile a, sunt oricum,
reale sau complexe, diferite de — 1. Voim s aratam ca dacd seria
Za, este absolut convergentd, produsul p, tinde citre o limitd finits
st diferitd de zero.

Pentru aceasta si punem lay | =a, s

=14+ a)l+a)... (L + a);
vom aved |14-a,[<1 4 Oy ; Prin urmare
[Pn] = g
De unde rezultd ca daci seria Za, este convergentd, produsul p,
&= Arrey; < .
ramane finit pentru orice valori ale lui n.

S& consideram identitatea

(9) Pr = Pr—1 (1 + al-‘) ='Pr—i = Pr—1 @
de unde, dand lui % valorile 2 e adunénd, ob{inem

(10) Pn=1+a1+P1“2+Pzaa+---+Pn—1ﬂn~

Deasemenea, inlocuind n prin 7 + m, m fiind namir intreg
pozitiv oarecare, avem

Prtm = 1 -+ a; + P1 @y . S Prtm—1 Qnyp.
Scazand aceste doui egalitd{i una din alta, avem:
Prn+m —:pzz = Pn Ayt + Prnt1@uiz+ ... =5 Prim—1 Cpyp.
De unde, reprezentand prin P o limitx superioard a produselor | p, |,
Jpn+m. = Pn ] i P (an-{-l e -+ an,+m)-
Insd, in virtutea convergentei seriei 2a,, existd un numir po-
ziliv intreg N, astfel ¢& pentru n = N, membrul al doilea al inegali-

tafii precedente este mai mic ca & oricat de mic ar fi ¢ §i oricat de
mare ar fi numérul intreg pozitiv m, adica

’pn+m‘PuI <e& (n = N).
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Ceeace este conditiunea necesard si suficientd ca produsul p, sa-
aibd o limitd finita.

Pentru a arata ca aceasti limita este diferita de zero, sa observam
¢i incepand dela un rang destul de depértat », termenii seriei Za,
fiind totl mai nici ca unitatea avem:

Lt +a]=zt—a, =y

de unde

w @x
1111 +an|= I (1-a).
n= n=y

Insd membrul al doilea are, in ipoteza consideratd, o limitda mai
mare ca zero: de unde rezultd justificarea propozitiunii.

Produsul 77 (1 4 a,) pentru care seria 2a, este absolut conver-
gentd, se zice produs absolut conyergent.

Din cele ce preced rezultd cd un asemenea produs nu poate fi
nul decat dacd unul din factorii sai este nul.

Obsergare. Egalitatea (40) scrisi sub forma

(11) ’_]_71(1 +ay=1+ lek—l ax  (po=1)

k=

ne aratd ca putem transforma un produs intr’o serie. Produsul
9 -

II (1 + a,) este convergent sau divergent in acelas timp cu seria
1

2 pn_1@y, cu conditiunea ca in cazul cind seria este convergenti,
suma el sa nu fie nula.
Viceversa. O serie se poate transforma intr'un produs. Caci din

identitatea
(12) St = Sk (1 L “’s—:f‘) (5 =ar + s oo + 05)
deducem
13) s = I (14 2.
k=1 Sk

72. Valoarea unui produs absolut convergent este independenta de
ordinea factortlor.

Sa ne inchipuim ci seriem factorii intr’o ordine diferita i fie
p'w produsul celor dintaiu n’ factori, in noul produs. Putem lud
n' destul de mare pentru ca p’,, sd cuprindd toti factori lui p,;
vom avea, servindu-ne de expresiunea (10) a lui p,,

P'w — Pn= Pg—t g T+ PB—-1%p + S N /S

indicii @, B, ..., 4 fiind toti diferiti §i mai mari ca n.
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Reprezintdnd prin n - m cel mai mare din acesti indici, vom
avea

’ 1 i 1 '
{ Pnr— Pn | éj Pn Qny1 | S { Pn+1 Qpyn [ SReel e ok Priym—1 Qpim
De unde rezultd, precum am vézut (69), inecalitatea

-
l Par— Pn ! =&,

dacd presupunem n destul de mare. Insi n’ tinde citre infinit in

acelas timp cu n; conchidem deci

lim pp = lim p,.

N’ = n=w

73. Un produs /7 (1 + an) poate avea o valoare finita si diferita

de zero, fari ca @ena 2 a, sa fie absolut conv ergentd. In acest caz
produsul se zice semiconvergent.
De exemplu produsul

Hes )

n+1
esle semiconvergent, ciici are o valoare finita, diferita de zero sl
seria X 51—_!1_)—1 este semiconvergentd. Avem in adevir
P 2n1 = 2;%_1 (1 " f.——i)ii) =

Valoarea produsului este asa dar egala cu 1.

74, 1V, aloarea unui produs semwonveroent depinde de ordinea fac-
tortlor.
In adevar, din egalitatea

H’l—,’—an):i—}—al—}-p]az—]— ATy R +
rezulta ci seria din membrul al doilea este semiconvergenti in acelas
timp cu produsul din membrul intaiu. Caci daci aceastd serie ar
fi divergentd, produsul ar fi divergent si daca ar fi absolut conver-
gentd, ar urma ca seria 2 a, si fie absolut convergentd, deoarece
seria Z [ Pn Gny1 |, In care produsele partiale p, sunt finite si diferite
de zero, este convero'enta 1mpreuna cu seria 2 ] an[ Ceeace ]usu-
fica propozitiunea.

Sa considerim ca exemplu produsul de mai sus:

e

a carui valoare in ordinea data a factorilor este egala cu 1.
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19, Sa scriem factorii in ordinea urmitoare:

[+ Dl o= [+ Dfer -]
o+ ) e+t (1—54)) -

a carei lege de succesiune reiese imediat. Primul produs de trei
‘ BT s . : ;
factori este egal cu Z fiecare din grupurile urmitoare este mai
< ¢ 4

mare ca 1. Produsul corespunziitor este asadar mai mare ca

3"

2°. Scriind acelag produs in ordinea urmétoare

05 =) (- D [+ ) -

A ] (=) )|

se recunoagte prin consideratiuni analoage ci produsul este mai mic

2L 3
ca Z.
Sa observiim ed produsele
; 1 ‘ A5
”(“*m;ﬂ’l7ﬁ‘iﬂ

sunt divergente: primul este infinit, al doilea nul.
75. Sa considerim produse nelimitate duble de forma

0 L+ ann)

m=1 n=1
Putem intr'o infinitate de moduri secrie factorii intr’un rand sl
forma un produs simplu, precum o serie dubli se poate pune sub

forma unei serii simple. Produsul 7 (1 + @, n) este asadar absolut
m, n
convergent in acelas timp cu seria dubla

Z 2 A, n

In acest caz, valoarea sa este independenta de ordinea factorilor.

76. Produsul a doud produse convergente se poate inlocui printr'un
produs unic. ’
Fie @ - o
P A )y g =T (1 b))
1 1

doud produse convergente; p,, si Im respectiv produsele primilor
m factori; avem ;
m

P Qu = 11 (1 = an) (1 S bn) .

n=1
Facand m sa tinda catre infinit, rezultd egalilalea
o

p-q=117(1+an)(1+bn)-

4 DAVID EMMANUEL
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77. Daca produsul convergent

p=1I(1-+ a)
n’are nici un factor nul, avem
1 1
o j— = —.
(1 + an) P

In adevar, putem pune produsul, ai carui factori sunt T
n
sub forma

e ]

Acest produs este asadar convergent in acelas timp cu produsul
dat; de unde rezulta

o 1T (rﬁz)=U(1+an)1_|1._=1.

Deasemenea, daca
p=I{1+a), ¢=HTQ1+b,)
1 1

sunt douad produse convergente, dintre cari cel de al doilea este
diferit de zero, avem

LS _B_: “+an
q H(fl+bn)’
cacl
P 1+a, ,
Lgiy — Uit g o
i i e

CAPITOLUL IV.

VARIABILA COMPLEXA. FUNCTIUNI DE VARIABILA
COMPLEXA. SERII ST PRODUSE DE FUNCTIUNI.

1. — VARIABILA COMPLEXA $I FUNCTIUNI DE VARIABILA COMPLEXX,

78. Variabila complexd. Cantitatea complexd o = u 4 v
in care u §i » sunt doud variabile reale se numeste variabila com-
plexa. Ea este figuratd printr’'un punect raportat la doua axe rec-
tangulare Ow, Ov. Se da de obiceiu lui z numele de afiz al punctului
figurativ. Daca u si v variaza independent intre ele, 2 1) se misca

') Pentru prescurtare vom spune z sau punctul z in loc de punctul al edrui
afix este .
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arbitrar in plan; stabilind insa o relatiune f(u, v) = 0, @ va descrie
curba reprezintatd prin aceasti relatiune,

O curba inchisa, fara puncte multiple, desparte planul in dous
regiuni: internd si externi. Un punct se zice ci descrie o curba
inchisd in sensul pozitiv, dacd un observator identificat cu acest
punct are la stdnga sa aria interioara curbei. Sensul invers celui
pozitiv se numeste sens negativ.

Un punct se zice interior unei arii A, daci un cerc descris din
acel punct ca centru cu o vazi destul de mica este cu totul in interiorul
ariei A. Un punct se zice situat pe limita ariei, daci cercul descris
din acel punct ca centru cu o razd arbitrar de mica, contine puncte
interioare §i puncte exterioare ariei.

Punand @ = r (cos 6 + 7 sin ), fiecarui punct din plan,
exceptdnd punctele 2 = 0 §1 @ = 00, corespunde o valoare unica
peniru r si o valoare determinatd pentru 0, abstractiune facind
de un multiple de 27. In cele doua puncte exceptate, avem respec-
tiv r = o, r = o0, insa argumentul 6 este neterminat.

Daca descrle o curba inchisa revenind la punctul de plecare,
r isi reia valoarea inifiald, nu totdeauna insd 0. Se recunoaste
lesne ca 0 se reproduce dach origina este exterioard curbei §i ci se
mireste cu + 27 dacd origina este in interiorul curbei (presupusi
pentru mai multa claritate fard puncte multiple).

NS - v
Modulul r = ]/u® 4 ¢* si argumentul 6 = arc tg — sunt func-
u

tiuni continue de u si v, excepfiune este pentru 0 cand @ trece prin
origind. In acest caz, valoarea lui 6 se mireste intr’un mod bruse
cu + 7. ;

Numim domeniul unui punct wx, totalitatea punctelor 2 cari
satisfac inegalitatea | r find un numar pozitiv
destul de mic.

79. Simbolul z = oo. lata cum suntem condusi a considera
punctul dela infinit ca punct unic in plan.

Fie x si 2’ doua variabile complexe reportate la doua plane
diferite (u, v), (v, v') si legate intre ele prin relatiunea biunivoca
§i reciproci

R
Punand
x =7 (cos O 4 ¢ sin 6),
avem

L

z’ % [cos (—0) + i sin (—0)].

4*
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Aceste doua expresiuni aratd cad daci z descrie un cerc in
sensul pozitiv avind centrul in orvigina O (x= O) si raza r,
descrie in sensul negativ un cerc cu centrul in origina O’ (2’ = O)

1 ) : : ] d
cu raza — . Oricarui punct exterior cercului cu centrul in O ii co-
7.

respunde prin transformarea (1) un punet interior cercului cu centrul
in O" si reciproc. Cand punctul 2’ tinde eitre zero intr'o direc-
tiune oarecare, zicem cd  tinde citre infinit. Punctului 2’ = o
it corespunde astfel un punct unic, punctul x = oo.

Pentru a pastra analogia, vom numi domeniu al punctului
@ = oo, totalitatea punctelor din planul (2) corespunzitoare
domeniului punctului 2’ = o, adicd toatd intinderea planului ex-
terioard unui cere descris din O ca centru cu o raza arbitrar de mare.

80.  Reprezentarea variabiler complexe pe o sferd. 3

In loc de a reprezinta variabila complexa pe un plan, se obis-
nueste de multe ori a o reprezinta pe o sferd, raportind punctele
planului pe o sferd printr’o proectiune stereografici cu polul pe
sfera.

Si ne inchipuim o sferd tangentd in origind la planul variabilei

2, dedesubtul acestui plan si avand

un diametru egal cu unitatea. Fie O’
extremitatea diametrului dus prin O ;

si unim un punct oarecare M al
planului variabilei  cu O’ prinir’o
linte dreapta, care va stripunge sfera
. Intr’un punct X. Unui punct M din
planul 2 i1 corespunde pe sferi un

punct unic X; viceversa, unind O’
cu un punct oarecare X al sferei,
obtinem in planul 2 un singur punct.

Prin aceastd constructiune se stabileste intre planul variabilei
x si suprafata sferei o corespondenii punctuala biunivocd, adici
o corespondentd punct cu punct a celor doua suprafete, exceptiune
facind de punctul O’ de pe sferd ciruia nu corespunde nici un punct
determinat pe plan. Noi zicem insd ca punctul O’ corespunde
punctului dela infinit in planul 2. Aceasta conventiune se justifici
prin consideratiunile urmétoare: Sa ducem in O’ un al doilea plan
tangent la sfera si si considerim in acest plan doud axe perpendiculare
O’ 51 0"’ (fig. 3); prima O'w’ fiind paralela si de acelas sens cu Ou,
a doua O'v’ paraleld si de sens invers lui Ov. Sa unim punctul X de
pe sferd cu O si fie M’ punctul unde dreapta OX taie planul O'u'»’.
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Triunghiurile MOO’, MO0’ fiind asemenea cu triunghinl OXO0’,

rezulti egalitatea

oM %
o O

sau
(1) g

reprezintand prin 2’ afixul punctului M'. De alta parte, din dis-
pozitiunea axelor rezulti ci avem

(2) arg @' = — arg z,
abstractiune ficand de multiple de 27. Prin urmare, punand
& = r (cos O -+ 1 sin 0),

avem fintre 2 s1 &’ relatiunea
(3) e

De unde rezulta ca punctului 2" = o din planul (2') corespunde
punctul 2 = oo din planul (2). Insd, in virtutea constructiunii
noastre, punctul 2" = o coimncide cu punctul O’ al sferei; conchidem
dar ca punctului O al sferei corespunde punctul z = oo.

Din cele ce preced rezultd ca sfera poate servi a reprezinta
variatiunea totald a variabilei complexe,. punctul zero si punctul
oo fiind figurate respectiv prin extremititile diametrului 00’ ?).

81. Functiune de variabild complexd. Prin analogie cu variabila
reald, vom zice cd o variabild y este functiune de o variabila com-
plexd x, daca la fiecare valoare a lui z, aparinAnd unei regiuni
date a planului, corespunde una sau mai multe valori determinate
peniru y.

Vom da mai tarziu o definitiune a functiunii de variabila
complexd mai restrictiva decdt cea precedentd, functiune ce poarti
numele de analiticd si care singurd va face obiectul cursului nostru.
Pastrind deocamdata definitiunea de mai sus, vom zice c¢i o fun-
ctiune este uniformd sau multiformd intr’o regiune dati, dupi cum
la o valoare lui @ din acea regiune corespunde una sau mai multe
valori pentru y.

Punind 2 = u + i, y poate [i privit ca o funcfiune de doua
variabile reale u §i v; ii se pot deci aplica toate teoremele relative la
functiunile de doud variabile reale, in cari nu intervine realitatea

') Trebuie si observim ci teoria functiunilor este stabiliti independent
de vreo reprezintare speciald a variabilei. Reprezintarea geometricd ramanand
un simplu auxiliar intuitiv, care poate usura vorbirea si enuntarca teoremelor.
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lni y. Nu este insad inutil a repeta cateva din acele definitiuni si
proprietdti al caror enunt primeste, in cazul actual, o forma mai
simpla.

82. Continuitate. Vom zice ¢ o functiune y = f(a) este con-
tinud in domeniul punctului ay, dacd la un numir pozitiv ¢ oricit
de mic ar fi, putem face si corespundd un numir pozitiv o astfel

incAt sa avem

(1) | (@) — f(wo) | < &,
pentru toate punctele z cari satisfac inegalitatea
(2) le—a | <e.

Ca si in cazul unei functiuni de variabili reala se probeaza
i inegalitatea (1) trage dupa sine inegalitatea

| H2) — fla) | < & (2 = 2)

@' si 2’ fiind doud puncte oarecari situate in interiorul cercului
[z — 2| <.

Sa mai observim cd in virtutea definitiunii cuvantului de
limita, inegalitatea (1) este echivalentid cu egalitatea

®) lim f(2) = f(aq),

XT=Iy
-

cind x se apropie de x, dupa orice direciiune.

Dacd f(x) este o functiune continua in domeniul fiecirui punct
dintr’o regiune data a planului, f(z) se zice continui in acea regiune.

83. Modulul wnei. functiuni f(x) continué in domeniul wnui
punct ¥ = =z, este o funcliune continud in acelas domeniu.
In adevar, din inegalitatea

| (@) | — | f(zo) | < | fl@) — K(=0) |

rezultd, presupunand inegalitatea (1) satisfacutd, c¢i avem:
17(5‘) [— 1= | < e

De aci rezultd c& modulul unei functiuni continue de variabili
complex, fiind o functiune reald de variabilele reale u s1 9, continud
In regiunea consideratd, atinge cel putin intr’un punct al regiunii
de continuitate limitele sale superioard si inferioard, adicd existi
in aceasta regiune cel putin un punect incare | /(z) | este maximum
si cel putin un punct in care [ f(x) | este minimum.

84. Continuitate uniforma. — O functiune f(2) de variabild
complexd este uniform continud in regiunea in care ea este continud.
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Aceasta inseanneazd cd la un & pozitiv arbitrar de mic, core-
spunde un numéar pozitiv o astfel ca oricare ar fi punctul z, in
regiunea consideratd, avem inegalitatea

| (a) — f(=") | < &,
pentru toate punctele 2’, 2’ situate in interiorul cercului | 2 — ;|
< 0.

Fie x, un punct in regiunea A in care f(z) este continui si R
maximul lui o corespunzator lui x, Presupunénd & constant, R
variaza impreund cu x, Sa ardtim ci R este o functiune continui
de 2. Pentru aceasta fie @; un punct in interiorul cercului

(1) lz— a2y =R
si R, valoarea corespunzitoare a lui R. Cercul

(2) |z — 2| =R,
taie cercul (1) sau cel putfin este tangent la acest cerc. Punind
é = |z, — ay|, vom avea, prin urmare,

(3) Ry >R—a.

Sa presupunem ¢ astfel ca a, sd fie in interiorul cercului (2);
vom avea, pentru acelag motiv,

(4) R> Ry —o.
Din inegalitdtile (3) si (4) rezultd inegalitatea

care probeazi ci R este o functiune continu@d de pozitiunea (g, vo)
a punctului zy = uy + vy, Aceastd functiune admite deci intr'un
punct @ din A un minimum ¢ > o. Céci daca p ar finul, accasta
ar insemna c¢a in domeniul lui @, inegalitatea

| f(2) —H(mo) | < & _
este imposibila. Ceeace este contra ipotezei, dupd care funcliunea
f(x) este continua in teatd aria A. q. e. d.
Proprietatile relative la continuitatea unei sume, diferente,
produs si cAt de funcfiuni continue de variabila reald se aplica
evident si functiunilor de varabila complexa.

II. — SERII}$I PRODUSE DE FUNCTIUNI.

85. Serit de funcfiuni. — Fie
i) h(2); fo(2), -5 fal2), -

un sir nelimitat de functiuni de variabila @ si s& considerim seria

@) ¥ i)
1
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Aceastd serie poate fi convergenta pentru unele valori ale lui
2 si divergent# pentru altele. Totalitatea punctelor z in care seria
este convergenld constitue regiunea de convergenti a seriei.

80. Definifiune. Seria (2) se zice uniform convergentd intr’o
aria A a regiunet sale de corivergen;(f, daca la un numdr poszitiv ¢ ar-
bitrar de mic, corespunde un numdir intreg pozitiv N, astfel incit
pentru n > N sd avem

E m(z) = €,
| m=n

S

oricare ar fi pozitiunea punctului z in aria A.
 Ceeace caracterizeaza convergenta uniforma este faptul ci
numarul N, care in cazul unei serii convergente oarecare, depinde
de @ s5i de ¢, depinde in cazul considerat numaj de e.
Numérul N asa considerat se poate privi ca limitd superioari
a valorilor lui n pentru cari inegalitatea

@ n
2 fnl@) — Z fu(z) | < e,
1 1 ,
este satisfacutd, z fiind un punct oarecare in A. Dacs limita supe-
rioardi a acestor numere este infinitd, seria dati nu este uniform
convergenid in aria ¥, desi este convergenti in fiecare punct al ei.
Exemple: 19 Seria

(3) 1—!—..’0—{—1’2—{—...—}—3:”—]-...,

absolut convergentd in interiorul cercului | | = 1, este uniform
convergentda in acest cerc.

In adevir, fie 7y un numir pozitiv oricat de aproape voim
de 1, insd mai mic ca 1 §i @ un punct oarecare situat in interiorul
cercului | z [= ry:

b =ar, tossPrantta,

Reprezintand prin R, (z) restul seriei (3):

xn
) — n+41 | e
R, (z) = ar + & - . e
avem
: 7 r2

Este totdeauna posibil a satisface megalitatea

r.n

0
TR & e,
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pentru o valoare n = N. Luand logaritmii ambelor membre,
Linem

~ loge (1 —ry)

logr,

Este de ajuns s ludm N egal cu numarul intreg imediat superior
membrului al doilea, adica

loge (1 —r, loge (1 —r, ’
_g(—._“)_ < N's 1550 8 (_A )A,
log ry e log T§
pentru ca in interiorul cercului | 2| = ry, precum si pe cercul

insusg, sd avem

PR "¢ n > N.

20, S consideriam seria
(4) g+z(l—a)+ 21 —a)2 .

care peniru valori reale ale lui  este convergenta pentruo < z < 2,
insd nu este uniform convergenti in vecinitatea lui 2 = o. In adevir
avem

(@ =a(l —ap+a(d —aptt + .. = (1 —a)p.
Punind |1 — a /" < ¢ deducem
log
i >log]]—ALl'

Cand 2 tinde citre zero, valoare pentru cave seria este con-
vergenti, avand valoarea zero, membrul al doilea tinde catre infinit.
De unde rezultd cd in intervalul considerat, seria nu esie uniform
convergenta.

87. O serie 2f, (2) poate fi uniform convergenta fara a fi abso-
lut convergentd. De exemplu seria
I

y
(o T )
=N

in care n primeste toate valorile pozitive si negative, afara de zero,
este uniform convergentd in cercul | 2| = 1, insd nu absolut con-
vergenti. In adevér, presupunand termenii seriei dispusi in ordinea
ralorilor crescande ale lui | n |, avem

1 il

R == x+7n+ +w+m-1+x——(m+‘1)+"'

xZ :

n—m T— %
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De unde, punand |2|=r < ry < 1, avem
Rl g oo T
n=m N°—— 1%
2 1

Insd seria X — —_ aj cirei termeni sunt pozitivi, fiind
n=1 "——1%,
convergenla, existd un numar N, astfel ci pentru m > N, mem-
brul al dOllea al inegalitatii precedente este mai mic ca &. Asadar
seria_datd este uniform convergenti.

Aceastd serie nu este absolut convergents, cici seria modulelor

2 —— este divergent.

|2+ n|
88. In privinta seriilor absolut si uniform convergente intr’o
arie datd, avem teorema urmitoare a lui Weierstrass:
Teoremd. Daci existd un sir de numere pozitive
Gy Gy Oy
astfel ci oricare ar fi pozitiunea lui x in A, avem
l]‘n(x)];an, (e=r 182 =

51 dacd seria

esle conyergentd, seria

L3

este absolut §i uniform convergentd in interiorul lui A.

Convergenta absoluta a seriei este evidenta, caci fiecare termen
al seriei este mai mic sau egal cu termenul corespunzator al unei
seril convergente cu termeni pozitivi.

In ce priveste convergenta uniforma, si observim ci seria
numerelor a, fiind convergenta, la un e dat corespunde un numir
intreg N astfel incat

ap + Gpyg + .. <.

pentru n > N. Insi

= l

‘ Rn(m) [ = 2 Im (.’I,‘) }éan + Aty A+ -
m=n &

prin urmare avem pentru n > N, inegalitatea

[ Ra(2)] < &,
In toatd aria considerata. q.e. d.

89. Fie 2, un punct al regiunei de convergenti a seriei

Zfn ().
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Sa presupunem ca existi un numiér pozitiv p astfel ca seria
sd convergeze uniform pentru toate valorile lui @ cari implinese
conditiunea i

[5)

Yool < o
vom zice ci seria convergeazi uniform in vecinitatea punctului z,.

Fie R limita superioara a lul p; aria cuprinsa in interiorul
cercului | 2 — 2| = R se va numi relativ la seria data, domeniul 1)
punctului zy si R raza acestui domeniu.

Fie #; un punct oarecare in domeniul lui z, Este evident
cd seria convergeazi uniform in vecindtatea lui ;. Sa presupunem
ca domeniul acestui punct cuprinde puncte in afaria din domeniul
lui x, i sa consideram un punct z, situat in domeniul siu, etec.
Totalitatea domeniilor astfel obtinute constitue o arie continui
{adica o arie astfel ca putem uni doua puncte oarecari ale ei, printr’o
linie continua situatd in interiorul ariei), marginita de una sau mai
multe linii, de linii §i puncte sau chiar de puncte izolate. In aria
astfel obfinutd seria convergeazid uniform in domeniul fie carui
punct; ceeace rezulta din insds formarea acestei arii.

90. Viceversa. Dacd seria Zf,(x) convergeazdi unijorm in ve-
cindtatea oricarui punct situat intr’o arte A si pe conturul ei, ea con-
vergeazd uniform in toatd aria.

Sd observam mai intdiu cd dacad seria convergeazi uniform
intr’'un numar limitat de portiuni ale planului forméand in totalitatea
lor o regiune conexi. ea convergeazd uniform in toatd regiunea;
caci este deajuns a lua pentru numiarul N, care figureaza in defi-
nifiunea convergentii uniforme (86), cea mai mare din valorile
corespunzatoare acestor portiuni.

Fie 2 un punct situat in aria A si R raza domeniului core-
spunzator acestui punct. Facind sa varieze x fara a esi din A,
raza R admite un minimum Ry > 02). De unde rezulti ca daca
ducem drepte paralele la axele de coordonate, depirtate intre ele

cu distanta 70 ., descompunem aria A intr’un numir limitat de
portiuni (patrate si parti din patrate mirginite de conturul lui A)
astfel ca distanta a doud puncte oarecari a fiecireia din ele este
mai mica ca Ry, Seria convergeaza dar uniform, in virtutea ipotezei,
in fiecare din aceste portiuni si prin urmare, dupd observatiunea
de mat sus, ea convergeaza uniform in toata aria.

1) Acest cuvant are deci in cazul considerat o semnilicare mai precisd decat
cea care rezulta din definitiunea sa (18), unde raza cercului este nedeterminata.
%) Demonstratia este identici cu cea relativi la continuitatea uniforma (84).
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91. Se poate intampla si existe puncte in afard din aria obti-
nuld mai sus, in domeniul carora seria data sa fie uniform conver-
gentd ; plecAnd dela unul din ele si procedand in acelas mod, obtinem
0 noud arie continud in care seria este uniform convergentd. Aceasti
a doua arrie nu va avea nici un punct comun cu cea dintaiu, afari
poate, unul sau mai multe puncte ale conturului; sau chiar, poate,
conturul intreg.
Sa considerim, ca exemplu, seriile
. . %
(1) 2 an,
n=o
zn

n=o 1 _(L $2n )

b4 g

(2)

Cea d’intdiu este, precum am vazut, uniform convergenta in
cercul f’r[ =rg < 1; sau, mai scurt, in interiorul cercuhij ,‘T;] =
Ea este divergenta in afara din acest cerc.

Cea de a doua serie este absolut st uniform convergenta atat
interiorul cercului | x| =1, cat si in tot planul exterior: ea este
divergenta pe cerc. In adevar, punctul 2 fiind in interiornl cercului,
fie

et =l
ro diferind de 1 cu oricat de putin veoim; avem
C R
! 1+ 20 | = t—rp-
v 1

= . 4 - 7
Insa seria al carul termen g(‘.ll(‘l‘ﬂl este 1‘07—"’ esle conver-
=

genta in acelas timp cu seria al cirei termen general este r®, cici
raportul acestor doi termeni ramane necontenit finit si diferit de
zero. Asa dar seria (2) este absolut st uniform convergents in in-

teriorul cercului | z | = 1.
S& presupunem acum punctul z exterior cercului | z| =1
$1 s& punem z = i', termenul general devine
%
z'n
T+ '2n
Seria transformati fiind de acceas forma ca seria propusa,
este absolut i uniform convergenti in interiorul cereulu; ="
$1 prin_urmare seria (2) este absolut si uniform conyergentd in tot
planul exterior cercului| z | = 1.
In fine, z fiind un punct oarecare al cerculuj |z| =1, avem
' 450 1

Tfgm = 3
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de unde rezulia ca dealungul cervcului seria este divergenta. Astfel,

cele doud regiuni de convergentd uniformi ale seriei considerate
n'au nici un punclt comun intre ele.

92, Fiind data o serie convergenti
o°
St (),

intr'o arie A ai cirei termeni f,(2) sunt functiuni continue, se poate
oare alirma ¢i suma el 4

Biz)i= 2f(a),

a carei valoare este determinatd in fiecare punct al arier A, este

o functiune continua in aceastid arie? Raspunsul este negativ.
De exemplu, seria

Blz) = o a(l—=z) £ all—a) =p= ..

convergentd pentru valorile reale ale lui 2, 0 < @ < 2, ai carel

termeni sunt functiuni continue, este egald cu 1 pentru @ 7 o si
prin urmare.

k)

lim Ffx) = 1;

dT=0
valoarea sa insa pentru a = o este nula. Ea este deci discontinui
pentru ax = o.

93. O conditiune suficientd, nu insd necesara !), penlru' ca
suma unei serii de functiuni continue sa fie o functiune continud
este datd de teorema urmatoare:

Teoremd. Suma unet serii uniform convergente de funcliuni
continue intr'o arie datd este o funcfiune continud in acea arte.

In adevar, fie F(x) = Xf,(2) si 2, 2, doud puncte oarecari in
regiunea datd. Sa consideraim diferenta F(a) — F(z,), pe care
o putem scrie

m

F(2) — F(2,) = 2 [fa (@) — fa(%)] + z"" Fo (@) — 2 fu ()
) ne=1= m-+1 m-1

1 (Conditiunea necesard si suficientd este ca convergenta si fie quasi uni-
formi, notiune introdusd de Arzela (E. Borel, Lecons sur les fonctions de va~
riables réclles, pag. 41). O serie se zice cit convergeazid quasi-uniform intre
douit numere reale a, b: 1°. daci este convergentd in intervalul (a, b); 2°. daca
la un ¢ dat si la un numar intreg pozitiv N oricat de mare voim putem face
si corespundd un numdr finit N’ > N, astfel ca pentru orice valoare a lui @
cuprinsd in intervalul (a, b), si existe un numir intreg ny cuprins intre N §i N’
siastlel ca sa avem

i g8

-
=
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Seria datd fiind uniform convergentd, la un ¢ dat corespunde
un numar intreg m, astfel ci
E' ) = &€ ?' f .:L‘) = €
m_an(x 7 ml:tl n (% ER
De alta parte, functiunile f, (2) fiind continue, suma unui
numér limitat de termeni este o functiune continug, $i prin urmare
existd, un numar pozitiv r, astfel ¢i pentru | #— 24| < r, avem

€

ﬁ?[fn(x)“fn(xo)] oS 3
de unde rezulta
| F(2) — Flzg) | <, e,
pentru | 2 — z,| < r. ' q. e. d.

94.  Produse de functiuni. — Notiunea de convergentd uni-

forma a produselor nelimitate de functiuni se introduce in acelas
mod ca pentru serii de functiuni.

Fie
(1) s Mgy o% ot ity " s iy o )

un sir nelimitat de functiuni de variabila @3 vom zice ¢ produsul

£(2) p=I (1 - B

' 1
esle uniform convergent intr’o porfiune A a regiunei sale de conper-
genjd, dacd la un numar pozitiy & oricat de mic poim, corespunde
un numdr intreg N, astfel ca pentru n > N, inegalitatea

T i B i)
1

1

<e

sd fie satisficutd, oricare ar fi pozifiunea punctului x in A.
Se mai poate zice ca produsul dat este uniform convergent,
daca seria echivalents
n
3 1+u + Pris + oot prtiyig + ..., (pn — Aﬂl 1+ u,,))
este uniform convergenta.

95. Teoremd. Daci seria 2uy, este absolut gi uniform conger-
gentd intr'o regiune datd, produsul

p=1(1+u,)

este absolut §i uniform convergent in aceeas regiune ).,

ol N e N
') Factorii in cari up = —1 ge presupun scosi din produs,
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Partea intiiu a propozitiunii rezultd din definifiunea conver-
gentel absolute a unui produs.

Pentru a demonstra partea a doua s& inlocuim produsul (2)
prin seria (3) si si reprezintdm prin P, §i P produsele corespunza-
toare lui p, si p cénd inlocuim functiunile w, prin modulele lor,

n 0

Py =11 (14 [t | ), P = I (1 + [un |3

vom avea

s b= Pa=L.P

De unde rezulti, servindu-ne de seria (3) echivalenti produsului,

n

111(1‘{‘um)_'111(1+um) éPn;un+l |+Pn+l|un+2|+
<P[!un+1i+\un+2!+ ]

Seria X | u, | fiind uniform convergenti, la un ¢ dat corespunde
un numér pozitiv intreg N, astfel ca pentru n > N, si avem

ll"n+1l+lult+2i+~-- <—f)“a

oricare ar fi pozitiunea punctului 2 in regiunea consideratia. De
unde rezultd inegalitatea

|
|

valabild in aceeas regiune indatd ce n > N. q.e.d.

1 + ) (1 + up) I

=gy
1 \

-*ﬁs

96. Teoremd. Dacd funciiunile w, = f, () sunt continue intr’o
arte A, produsul
w©
pla) = IT (1 + u,)
1
uniform convergent in A, defineste o funcfiune continud in aceastd
arte.
In adevir, fie x si 25 doud puncte situate in A, vom avea pentru
n destul de mare,

.1P(x)_p"(x” <—;T’ | (%) — pn(s) | <%>

¢ fiind arbitrar de mic. Insd p,(z) filnd un produs de un numdr
limitat de factori este o functiune continud in acelas timp cu
factorii sii, prin urmare existd un numér pozitiv r astfel cd pentru
| #— 2¢| < r avem :

Pn (.'I:) oL PR (xu) ‘ < %
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Din aceste trei inegalitati rezulta inegalitatea

| P(2) —plag) | <

pentru | o — 29| < r. Ceeace ‘demonstrears teorema.

97. Teoremd.  Dacd seria 3 | a, | este convergentd, produsul
o
I (1 + a, 2)

1
este absolut st uniform consergent pentru orice valoare finitd a lui x
st se poate pune sub jorma

@ |
(&) I (¥ +a, @) =1+ Ajz AR A g 4.,
1
coeficientii A, avand valori finite. :
Convergenta absolutda si uniformi a produsului pentru orice
valoare finita a lui 2 este o consecintd imediatd a teoremei (95).
Pentru a justifica desvoltarea (4), sa consideram produsul p,
al celor dintai n factori si s efectuiim acest produs dupi puterile
lui a: :
P =14 (Za) x 4 (Zaya)a® . ay Qs ... ay " .
Facand n sa tindi catre infinit, sumele 203G, Zay By gy s
tind catre valori finite in acelas timp cu suma ¥ l a, [ 1). De unde

rezulld teorema enuni}aié.
e

CAPITOLUL V.

SERILI DE PUTERI. PROPRIETATI ALE SERIILOR
INTREGI.

98. L. Serii de puteri. Printr’o serie de puteri de @ intelegem
0 serie de forma
+ @
2 aan,
n=—un

exponentii variabilei 2 fiind numere Intregi pozitive si negative
i coeficientii @, cantititi constante oarecari, reale sau complexe.
Vom considerh mai intaiu seriile de puteri in cari exponentii
-sunt numere pozitive, adica serii de forma
Qo+ 03T+ Gaa® | ...+ a,an - ...
numite serii intregi si vom reprezenta o asemenea serie prin simbolul

P(x).

V. (§69).
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Aceste serii joacd in Analiza matematici un rol preponderant.
Vom demonstra aci proprietitile fundamentale ale acestor serii

si vom incepe prin teorema datoritd lui Abel, a carei importanta
este capitald in Teoria functiunilor.

99. Teorema lui Abel. — Fiind dati seria intreagd

o
Pla) =2 a.a,
n=o
dacd pentru o valoare * = xy a variabilei §i pentru toate valorile
intregi pozitive ale lui n, avem

apzyt | < M,
0

M fiind un numdar pozitiv oarecare dat, seria P(z) va i absolut con-
vergenld pentru toate valorile lui x cari satisfac inegalitatea
; | 2| < | 2.
Fie
|zl =7 [@pl=ry r<ry;
avem prin ipoteza
| an | < M,
de unde
r n
a, " l <M (—) ‘
o
Insa seria
n=w [P\
MZ (—)
To
n=:0

este convergentd, caci termenii ei formeazi o progresiune geometric

e r . :

a carel ratie este — << 1 ; prin urmare seria P(z) este absolut
r
0 y

convergentd in interiorul cercului descris din origind ca centru cu

raza 1. q.e. d.

Corolar. — Daca seria P(z) este convergentii pentru o valoare
@ = 2o 7 o, ea va fi absolut convergenta peniru valorile lui «
cari satisfac inegalitatea | 2| <|az,|. In adevir, in acest caz,
termenii | a, 2" | tinzdnd citre zero cand n tinde catre infinit,
existd un numar pozitiv M pentru care inegalitatea

|ana® | < M
este satisfacuta pentru toate valorile intregi si pozitive ale lui n.
100. Din cele ce preced rezultd ca daci o serie intreagi este
divergentd pentru o valoare x = =, ea va fi divergentd pentru

toate valorile lui 2 a caror module sunt mai mari ca | x,|. Cici

5 DAVID EMMANUEL
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daca seria ar fi convergent# pentru o valoare @ — 2y, [ay | > 24,
ar urma, in virtutea corolarului precedent, ca ea sa fie convergenti
pentru @ = 2,; ceea ce este contrar ipotezei.

Asadar, daca o serie intreagd este divergenta intr’un punct z,,
ea va fi divergentd in tot planul variabilei situat in afard din cercul
descris din origind ca centru cu raza r — |y

101. Cercul de convergenté. Fiind dati o serie intreaga P(z),
se poate Intampla ca ea si nu fie convergenta decit in punctul
Z—p

De exemplu seria

Se poate intdmpla din contra ca seria si fie convergenti ori-
care ar fi valoarea lui a; de exemplu seria:

an

b8

n

o

Lasénd la o parte aceste doud cazuri extreme, sa presupunem
ca exista o valoare z,, diferitid de zero, pentru care seria P(z) este
convergenti si o valoare z;, finitd, pentru care seria este divergenta.
In acest caz exista cercuri cu centrul in origind in interiorul cirora
seria P(z) este absolut convergentd, precum si cercuri concentrice
astfel ca in tot planul exterior lor seria P(z) este divergenta. In
prima categorie intrd cercurile ale ciror raze sunt cel pufin egale
cu |y siin a doua categorie, cercurile ale ciror raze sunt cel
mult egale cu | z, |.

S& ne inchipuim acum toate numerele pozitive, impartite in
doui clase: un numir R se va zice de clasa intai, dacd in interiorul
cercului | 2 | = R, seria P(2) este absolut convergentd ; numarul
R se va zice de clasa doua, daca in regiunea exterioard cerculuj
| 2] = R seria P (2) este divergentd. Exista cel mult un numér,
apartinand celor dou# clase. Voim si demonstrim ei un asemenea
numar exista. '

Fie R’ §i R” doua numere respectiv din clasa I si din clasa
II-a; avem R’ < R”, Fie R; un numir cuprins intre R’ si R,
egal departat de fiecare din aceste numere:

.R/ + R/I

5

Daca R, apartine de odati ambelor clase, teorema este demon-
stratd. Daca acest numir face parte din clasa L il vom substitui

By =
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lui R’; iar daca face parte din clasa II, il vom substitui lui R
S& reprezentim, pentru uniformitatea notatiunilor, prin R’; si
R"”; doud numere respectiv de clasa I si IT, pe cari le substituim
astfel numerelor R’ si R”. Vom avea '

RII L RI
2

In acelag mod, vom substitui numerelor R’; i R”; dousi numere
R’y, R, satisficand conditiunile
R’I sdiny R’ RI’ i RI
71 gl 1 ) ’ ’ 7 ”
Rz"R2— 9 e 22 3R22R17R2;R1'
Continudnd in acelas mod, obtinem dous siruri de numere
’ r ’ ’
B Rl SRR T
44 24 " 17
RIS RS R R

in cari numerele primului sir nu descresec si numerele celui de al
doilea sir nu cresc si astfel ca diferenta

Rl’ (Ll R/
211
tinde catre zero cAnd n tinde citre infinit. De unde rezultd ci cele

doud siruri admit o limitd comuni R. Acest numir R face parte
din ambele clase considerate.

R/I1 — RI = : R/l i R' 3 R,’1§ RII 3

3

RI‘In Gei=) R,n _—

Cercul cu centrul in origind si a cdrui razd este numirul R,
asa determinat se numeste cercul de conyergentd al seriei date. Acest
cerc separd planul in doud regiuni: in regiunea interioari cercului
seria P(z) este convergentd si in tot planul exterior lui seria este
divergenta. Pe cercul insus este dubiu.

Se poate intdmpla ca seria si fie convergentd sau divergents
pe tot cercul. Se poate intdmpla s& existe puncte pe cerc in care
seria este convergenti si altele in care ea este divergenta.

Astfel, seriile :

@

xn

xn
L 0

o ®
A
o ¢ RE ()

au acelas cerc de convergenti a carui razi R — 1: cea dintai
este convergentd pe tot cercul si chiar absolut convergentd; cea
de a doua este divergentd pe tot cercul, caci modulele termenilor
sunt egale cu unitatea, oricare ar fi punctul z pe cerc. Seria a treia
este divergentd pentru o =1 si convergentd pentru z= —1. Se
poate proba cd aceastd serie este convergenid pe tot cercul (nu
absclut) exceptind punctul z = 1.

S& demonstrim mai int4iu teorema urmitoare:
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102. Teoremd. — Dacd coeficienfii unet serti intregi X a, a™ sunt
realt st pozitivi si dacd termenii

R

B fiind raza cercului de convergenfii al seriei, descresc necontenit st
tind, incepind dela un rang destul de depdrtat, cdtre zero, seria este
convergentd pe tot cercul, exceptind poate punctul x = R.

Putem fird a restringe generalitatea presupune R = 1; caci
facand substitutiunea

ey
seria propusd se transformia intr’o serie intreaci de y:
prog
2 b b — . R

si raza de convergentd a acestei serii este 1.

Vom presupune asa dar coeficientii a, descrescind si lim a,, = o.
n=w

Sa punem
&= cos 0 + 7sin 6;
vom avea

0 o
2 ap 2* = X a, (cosnf - i sinnf).
n=o n=o

Voim si probam & seriile
2 a, cosnf, Xa, sinnb

sunt convergente pentru orice valoare a lui 6 diferita de un mul-
tiplu de 2.
Fie
S, = ag + a;cos0 + ... + a, cosné.

Multiplicand ambele membre cu 2 sin %ob’ginem

(1) 2 Ssin£=aosin—g——{—- (ag — ay) sing + (ay — ay) sin? i g

2
« 1 (@r—1—ay)sin %RT-% 0 -+ a, sin %—2—{——1 6.
Sa consideram seriile
(2) (qo—al) sing + (a;—a,) sin %6 + - .. T (ap_1—ay)sin 2112—1 0+...,

(3) (@p=0y) + (@—ag) + ... + (@pa—ay) + ...,
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Seria din urmi este convergenta, caci reprezentind prin o,
suma celor dintdiu n termeni ai ei, avem

Op = Qg — ay,
de unde

o R

n=w®

Insa incepnd dela un rang destul de depirtat, termenii seriei
(3) sunt pozitivi si aceia ai seriei (2) sunt in valoare absoluti respectiv
mal mici; prin urmare seria (2) este convergenta.

De aci rezulta ci membrul al doilea al egalititii (1) tinde citre
o limitd finita cdnd n tinde catre oo, cici aceastd expresiune diferi
de suma celor dintdiu n termeni ai seriei (2) printr’o sumi de doi

: : : . 2n-+1
termeni, unul constant a, sin —+ si celalt a, sin ——_-

2 2

ca limita zero. Prin urmare, daci 0 este diferit de un multiplu de
27, S, va tinde cilre o limita finita s1 deci seria Xa, cos n 0 este

0 avand

convergenta.
In acelas mod se probeazi convergenia seriei
2a, sinnf
pentru 6 diferit de 2kz. Aceastd serie insa este evident convergenta
si pentru 6 = 2kx.
De unde rezulta ci seria propusi este convergenta pe tot cercul

| @] =1, exceptdnd poate punctul care corespunde lui 6 = o.
' q.e. d.
103. Aplicajiune. Seria
4 B B e e
(4) S R S e
este convergentd pe tot cercul [z |=1 si este divergentd numai

in punctul @ = 1. Deasemenea seria

(5) ol L e o0
5 e et i (PSSl IE S R U
1 2 " 2n 2n41
este convergenta pe acelas cerc si divergentd numai in punctul
¥ = — 1, ciéci ea se reduce la seria (4) cand inlocuim x prin — a.
S& considerdm intr’'un mod general seria

w2m pm
Skl

an !
1+—1—+ i

ceey

m fiind un numir intreg pozitiv. Facand substitufiunea a™ = 2/,
seria transformata

- : wl I mlz
1TTTT+“=F_+W
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este convergentd pe tot cercul | &' | = 1, exceptand punctul 2’ — e
de unde rezultd ca seria propusi este convergenta pe tot cercul
| 2| =1, exceptand punctele
2hiTt
r=e™ , k=o, 1,275, (m—1),

104. O serie intreagi este uniform convergentd in intertorul cercului
sdu de conyergenid.

Fie R raza cercului de convergentd si R’ < R, insi oricat de
aproape voim de R. In punctele | 2| < R’, avem

|ana® | < |a [ R™,

Insd seria X |a,|R™ este convergentd, prin urmare seria
Za, 2" este uniform convergenta in toate punctele satisficind
megalitatea |2 | < R’, adica in interiorul cercului de convergenti
al seriei. ,

Din aceasta teoremi rezulti ci o serie intreagd este o funcfiune
continud in interiorul cercului siu de congergenjd.

105. Teorema I1 a lui Abel. O serie intreagd
% :
Plz)="2a, s
n=o
convergentd intr'un punct %y situat pe cercul siu de conyergenfd, este
o funciiune continud dealungul razei care trece prin acest punct, in-
clusiy punctul extrem .

Am vazut mai sus ca seria este o functiune continua in inte-
riorul cercului siu de convergentd ; acea teoremd nu ne spune insi
nimic in privinta punctelor situate pe cercul de convergenta, cici
rajionamentul care a servit la stabilirea el, nu se aplicd acestor puncte.

Putem, precum am mai vazut, presupune R =1 si, fard a
restrange generalitatea, si luam 2, = 1. Este deajuns pentru aceasta
a face substitufiunea

L=l

§1 a demonstra cd seria este uniform convergenta dealungul razei
care trece prin punctul y = 1, inclusiv acest punct.
Asa dar, fie :

(6) B2 = g a, 2"

o serie intreagd al cirei cerc de convergenta are drept razi unitatea
§1 S& presupunem seria

(7) Pyt = Xg;
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- convergentd. Prin urmare la un numar pozitiv dat ¢, oricit de mic
voim, corespunde un numir intreg pozitiv m astfel ci restul acestei
serii, relativ la un rang n,

y=n+1
satisface inegalitatea
' &
® | Ratt)] <2,
pentru toate valorile lui n > m. S& punem
n+1 = Oy,
Gni1 -+ Gpy2 = 0,
G e ey TR il R
an+l+an+2+ e +an+k Oy
De- unde

sl prin urmare
(10) low| <e k=1,2
Egalitatile (9) ne dau
(11) G =0 — Oty ~ k=1,2, ...

Sé consideram restul seriei (6) corespunzitor rangului n:
- w0
Ro(zg)= 2 a,2".
V=n-+1

Inlocuind coeficientii a, prin valorile lor date (11), obtinem

R, (2) = a"+1 (6, + (0,—0y) & + (05— 0,) 22 .. .).
Seria din parenteza este evident limita sumei

(1 —a)(o; + 05z + ... + 0pa) + 0pp 2%,

cand facem k si tinda catre infinit. Insi termenul din urmi tinde
in acelas timp ciire zero, (|2 | < 1); prin urmare

Ry(z) =+t (1—2) (0 + oz +....).

Tindnd seami de inegalititile (10) si presupunind 0 < = < 1
avem

[Bofa) | <exntt(l—a) (A + o+ 224 ...),
sau

(12) |Rof2) [ < earti< e (n>m, 0<az<l).
Inegalitatea (8) care se poate inlocui prin cea urmitoare

(13) [Rn() | <& n>m
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si inegalitatea (12) ne arats ca la un e dat corespunde un acelas
numdr m, peniru care

[Ry(2) | <e, (nz=m, 0<az<1),
= = q.e.d.

106. In virtutea teoremei precedente putem scrie
lim P(z) = P(a),
L=y
cand punctul a situat in cercul de convergenld se apropie de z,
dealungul razei care trece prin acest punct. Cu alte cuvinte: Va-
loarea cdtre care tinde seria P(2), cdnd variabila se apropie dealungul
razei de un punct al cercului siu de conyergenfd in care ea este con-
vergentd, este egald cu valoarea ce primegte seria in acest punct. In
acest rezultat consistad importanta teoremei precedente.
Aplicagiune. Pentru valori reale ale lui s1 mal mici in valoare
absolutd decat 1, avem, precum se stie, egalitatea
R .
4, 9—}-3 coo=log (1+ 2).
Insd seria din membrul intaiu fiind convergentd pentru zx = 1,
rezulta -

1 i1
%__2— +—§'— Sha :log 2.

107. Observare. Seria P () fiind in interiorul cercului sau de
convergentd absolut convergentd, limita citre care tinde, cind 2
se apropie de un punct a, al cercului, este independenta de ordinea
termenilor. In adevir, si reprezintdm prin Q(a) seria P(z) scrisa
intr’o ordine diferita oricare, vom aved, in interiorul cercului sl
oricat de aproape de cerc: P(2) = Q(2). Prin urmare daci avem

lim P(2) = A,

ik :

l P(a’) e I = £,
Vom avea §l

[ Q) —A| < g

cand a este destul de aproape de ¥g §1 interior cercului de con-
vergentd, adici
Iim Q(z) = A.
Wiy
Insd valoarea seriei P(x,) in cazul cénd aceastd serie este semi-
convergenta depinde de ordinea termenilor. Prin urmare, pentru
ca teorema lui Abel si fie adevarata, este necesar, precum rezulti
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din demonstrarea ei, ca seria s fie ordonata dupa puterile crescinde
ale lui . Daca n’am tine seami de cele zise aci, am puted ajunge
la rezultate false.

Sa ordonam, de exemplu, seria
(_ 1)!1.—1 7"

n

Piz)—

- g8

in modul urmator
-

» 2n—1 2n—1 An
‘,[ @ g?en—1) @ J

2n—1 2@2n—1) '4n

Ambele serii sunt egale cu log (1 + @), (| 2 | < 1), si tind citre log 2,
cand a tinde catre 1. Pe cind, dacd inlocuim 2 prin 1 in aceste

seril avem

— 1= — Jog 2
(—1) - log 2,

i R

o] | 1 1
> — o e ilpe O
T[z,z_l 2(2n—1) /mJ R
Ultima egalitate se justificd imediat, daca observam ci avem
s 1 il ( B o A )
n—1 22n—1) Gn T 2n—1 2n )

108. Teoremd asupra razei cerculur de convergenia (Cauchy-
Hadamard). :
Fiind data seria intreaga
(14). Pla) = Za, 2

sa consideram sirul de numere pozitive
| 7oA

(15) ‘al : ]/a_2 : W3f||/a‘n!

Se poate intdmpla ca acest gir si conlind termeni cari trec peste
orice limitd, de exemplu, daca

bas | =nm

sau ca to{l termenii sa fie inferiori unui numir dat. In cazul intiiu
seria (14) nu poate fi convergentd decét in punctul 2 =o. Caci
pentru orice valoare x % o avem, incepind dela un rang destul de
departat,

n/

V laa|| 2] >1.

Sa considerdm cazul al doilea si s& presupunem c@toli termenii
sirului (15) sunt mai mici ca un numir pozitiv dat. In acest caz,
cea mai mare dintre limitele sirului (15) este un numar finit 1, care
se bucura de proprietifile urméatoare (§ 18):
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1°. Termenii sirului mai mari ca 1 +

€ sunt in numar marginit ;
20, Sirul contine un numir nemdrginit de termeni mai mari ca
4— &, oricAt de mic ar fi numérul pozitiv &
Sa demonstram acum teorema urmitoare a luj Cauchy, regisiti
de d-1 J. Hadamard:

Teoremé. Raza cercului de con
1
cu

vergenja al seriei P(z) este egald
'

0 e [ dss ;i; putem pune:
=TTy
0 fiind un numir pozitiv destul de mic.

In virtutea proprietatii 1°
a lui 2, existd un numir pozitiv intre
sd avem

g N astfel incat pentru n >N

O

= ;~ 'JA_ 61:
prin urmare

O =00, =03

n l+61

1/ a, an <m =
Asa dar seria P() este convergenta pentru valorile lui
inegalitatea

@ cari satisfac
LS

| z| <—%—.
: L
2. Fie |z} > ;1 ; putem pune
Bkl

A—0’

0 avand aceeas semnificare ca mai sus. In vir
a lui 4,

tutea proprietitii (2°)
avem, pentru o infinitate de valori ale lui n,

n
g, S A8 e B
prin urmare
n -
T v M e
l//an, "vn > }»—6 > l b
adicd seria P(x) este divergentd pentru valorile lui = cari satisfac
inegalitatea
» 1
| 2>

3 v

céiel o infinitate de termeni ai seriei cresc, in valoare abs
orice limits.

oluti, peste
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Din cele ce preced rezultd ca raza cercului de convergenti nu

poate {i mai mare ca =i dar, privitd mai micd, ea poate fi oricat

} P 1 i et
de aproape voim de —-. Diferenta T R poate dar fi mai mici ca

2
orice cantitate datd; insi fiind constanti, rezulti ca ea este nuli.
Avem asa dar 1

% ,
Corolar. Raza cercului de convergentd a unei serii intregi de-
pinde numai de modulele coeficientilor seriei.

e

109. Obsersdri.—1°. Daca sirul (15) este convergent, numarul 2

coincide cu lim i I;Zz §1 avem
(16) Rt e o
lim |/a,
20, Dacii sirul
(47 1ﬁ,!%ﬁ.“,@ﬁ A
@ || ay | an |’

este convergent, se stie ¢ si sirul (15) este convergent si cii limitele
for sunt egale!). In acest caz avem asa dar

(18) R = lim | -

Reciproca nu este adevaratia. Convergenta sirului (15) nu trage
dupa sine convergenta sirului (17). Exemplu:
et e 1 1 1

1; ’4_7 "2" '_8‘71_67 '-"2,,—_2:2—,,,>F""

Raportul a doi termeni consecutivi este ¢ind 2, cind 4 ; prin urmare
n

sirul considerat nu este convergent, pe cind lim |/ a termenului

d 1
e rang n este G

}) Fie | an | = an si lim 22!

= P. La un ¢ dat va corespunde un N astfel

A= <~ N ok n+1 R TN
incat pentru # > N sd avem P —e < ';— <P+ e Fiacand n =N, N +1, ...,
i n
N +m—1 si multiplicAnd inegalititile intre ele, obtinem, extragind ridicina rne,
m n m
Ve SHTS
(P—e) <= — 2 (Pihs) ;
Vay

de unde

n
. F oo
lim }/ay = P.
n=mw
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110. 83 considerim seria

1 | '
e 9 o
P (Z = +ayz! gz e :
ordonatid dupa puterile Intregi si negative ale lui 2. O asemenea
serie se bucuri de proprietati analoage cu ale seriilor intregi de z,
la care se reduce imediat prin substitutiunea
1
x= =

7 .

@

Punctul 2 = oo joacs in aceste serii rolul pe care-l joacs punctul

4 o 3 Epsr oy . 1 {4 F

= o In seriile intregi. Astfel se poate intampla ca seria P (— si

Z

nu fie convergentd decat in punctul 2 = oo, sau sj fie convergenta
in tot planul exceptand punctul 2 = o.

Lasand la o parte aceste cazuri extreme, existd un numir po-

5 - 1 R
zitv R, astfel ¢ seria P (—) este absolut si uniform convergenta in
z

toatd intinderea planului (inclusiv punctul oo) exterior cercului
|z]|=R s divergentd in interiorul acestui cerc. R va fi raza
: ; w 1
cercului de convergentd al seriei P [~ ;
Z
111. Seria Laurent. Sa considerim intr’un mod mai- general
seria

b = ¢
Q(2) = X g,27 A
n=—xn

ordonata dupa puterile Intregi pozitive si negative ale lui a.
S& punem

de unde

Fie R si R’ razele cercurilor de convergenta ale seriilor P(z 5
1 £ 2

P; (—) - Daca R < R/, nu exista nici un punct in plan in care ambele
x

serii s3 fie convergente; seria Q(2) n’are sens. Daci R > R, cele
doud serii au ca regiune comuna de convergeniad coroana cuprinsi
intre cercurile concentrice (R), (R’), avand centrele in origind. In
aceastd coroand, seria Q(z), zisi seria Laurent, este absolut sl uni-
o : . 1 G
form convergents, cici fiecare din seriile P(z), P, (—) se bucura de
*

aceste proprietati.
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In cazul R = R’, nu pot sa existe decat puncte ale cercului
| 2[= R in care seria Q(x) sa fie convergenti ; se poate intdmpla
ca aceasta serie si fie convergentd dealungul cercului intreg, sau in
nici un punct.

oo
112. Tot ce s’a spus asupra seriilor intregi = @, a” se aplica
seriilor de forma - %
2 ap(a— 3y,
n=o
2y fiind un punct oarecare in planul variabilei 2. In cazul cand o
asemenea serie este convergentd intr'un punct diferit de x,, ea va
admite un cerc de convergentd avand centrul siu in punctul a, si
o raza finita sau infinit de mare. Ne vom servi de notaiunea
o0
P o) = 3 a (2—aq)"
(4]
si vom intelege prin P(2—a,) o serie intreagi de x—a, conver-
gentd in domeniul punctului z,.
In cazul cind xy = oo, simbolul P(z—o0) va fi inlocuit prin

1 : : :
B (— , simbol care reprezinta, precum am vizut, o serie intreagi

1 L : 3
de —, convergenta in domeniul punctului @ = oo.
z
Daca in seria Laurent inlocuim a prin 2— 2, obtinem seria

+»
2 ap(z—z)",
n=—xo -

convergentd intr’o coroanii de doui cercuri concentrice cu centrul
in' %

113. Teoremda asupra coeficientilor seriilor de puteri (Cauchy).
Fie seria
-+ >

(I) Q(T) = X a, 2*,

n=—xn
convergentd intr'o coroand formatd de doud cercuri concenirice cu
centrul in origind §i avind razele R, R’ (R > R’). Fie o un numdr
pozitie cuprins intre R gt R" §i M o limitd superioard a lui | Q(2) |
dealungul cercului descris din origind ca centru cu raza p. Vom aved

(2) Ia"léﬂ n207i17i2;-0--

Ok

Pentru a demonstra aceastd teoremd si multiplicim ambele
membre ale egalitatii (1) cu 2=, m fiind un numir intreg, pozitiv,

negativ sau nul; vom obtine :
+ o
Q)= 2 g, ",

n=—x
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Facand 2 = o [cos 0 + isin 0) si punand pentru prescurtare
(cos m 0 — i sin m 0) Q(2) = F(0),
avem
o™ F(0) = Zay 0" [cos (n— m) 0 + isin (n— m) 0].

F(0) este o functiune continua de § pentru toate valorile O0<0<2n
si | F(6) | < M. Multiplicaind ambele membre cu df si integrand
intre o §i 27 '), toate integralele din membrul al doilea vor fi nule,
exceptind aceea pentru care n = m. Asa dar avem

278
o f F(6) db = 27 a,,;
0

de unde
- 9
97
2 | 4, | < g nf 40,
0
sau
M
3 an | S —.
( ) l L= in

U14. Alte inegalitdti pentru modulele coeficienjilor seriilor intregi.
Fie

1) Plag)— .0‘_—0,' a, at

o serie intreagd si R raza cercului siu de convergenf{d. S3 punem
e o =l a, .
(2) z=0e'%, a,=]a,|e%;
vom putea scrie

» i, S5
2 |ay|ore Sl = u(o,p) + w(o,9),
(3) n=o0 .

@ — {0y, + ne) :
2 |ay |one = u(o,p) — iv(o,9),
=0 -

7

u(e, @) si v(g, @) fiind serii reale de variabilele reale o si ¢, con-
vergenle pentru valorile

e<R, O<op=<ia

!) Pentru justificarea operatiunii de mai sus, si observim ci punand
an = rn(cosan + isinap), putem inlocui membrul al doilea printr’o suma
S(0) + iS,(0), S'si S; fiind doua serii reale absolut si uniform convergente pentru
¢ constant si prin urmare integralele lor se obtin integrand fiecare termen in
parte. Deasemenea F(6) se poate pune sub forma F1(0) + iF,(0), F, si F, fiind
functiuni reale. In fine, prin definitiune, [(F, + iF,)df = jFILIO - ingIG.
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Adundnd egalitatile (3) objinem

» (o, + n — (@, + ng
(4 + 2 |a,|o® [e ( : v) + e i )] = u(o,p).
n=o
—mip
Multiplicind ambele membre cu e s1 integrand intre o
s1 27, rezultd
27 :
—mi
() Ay, O™ =f u(op) e dp m>o
=0,
§i penlru m = o,
2
(6) 27 | @y | cos gy =f u(o,@)dg.
0
Scazind egalitatile (3) obtinem, procedand in acelag mod,
b — migp
(7 R O lf v(o,p)e do m > o,
0
27
(8) 27| ay | sin @y = f v(0,¢)dg .
0

Fie A maximul lui | u(g, ¢) | si B maximul lui | v(g, ¢) |, o fiind
privit constant; vom aved inegalitatile cautate
B

Rt |
(9) jalllii.oTl" ]a'm,]_ﬁ_éﬁ (m'= 17 2’ )'

II. — PROPRIETATI ALE SERIILOR INTREGI.

115. Teoremd. Fie

(1) P(z) =aqg-Laz" ... Faav-L ...
o serie intreagd convergentd intr’un cerc (R) ). Dacd coeficientul ag 0,
existd un numdr pozitiv r < R astfel cd pentru valorile lui z cari
satisfac inegalitatea | x | < r, avem

(2) ,‘aof>]a1‘v+a2;v2—{—...’,

Aceastda inegalitate este o consecin{i imediati a continuitalii
seriei (1) in interiorul cercului (R), cici pentru | @ | destul de mic
membrul al doilea poate fi mai mic ca &, oricat de mic ar fi &. Teo-
rema lui Cauchy asupra coefincientilor seriilor de puteri ne conduce
la un rezultat mai precis.

Sa reprezintam prin M modulul maximum al lui P(z)—a, dea-
lungul unui cere (g), 0 < R; vom avea

=arzi§_ (n=1:2:3,)...

1) Adica in cercul | 2| = R.
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Fie 2 un punct oarecare in interiorul cerculuj (@)st|z|= o <p;
avem

0T Ga® - ... L g o <L\I§(‘g)%i\‘IL,.
£ o £ n=1\Q e—e
S& punem

Mp’
=
s < o]
de unde
/ 190
o= M+ [ay|
Este deajuns si luam
3 . lae
) ' : M+-|a,|’

pentru ca in interiorul cercului (7) inegalitatea (2) s# fie satisf&cuts.
Corolare. 1°. In interiorul cercului (r) seria P(z) nu se poate
anula.
20. Sa presupunem a,=0 si fie @), primul coeficient al seriei,
diferit de zero; vom avea

Plx) = am'(a,; -1 Gny1 T+ ...) a,+£0

si vom zice ¢ x = 0 este un zero de ordinul m al seriei P(a)1).
Fie M maximul expresiunii

. » |
l Anm+1 @ —"_ Q12 a2 7“ i L

dealungul cercului (), o < R si

A 0

"M

r

Seria P(2) nu se va anula in interiorul cercului (r) pentru alta
valoare a lui @ decat o = (), ?

116. Teoremd. Daci seria P(z) se anuleazd intr'o infinitate de
puncte agind ca punct limitd punctul =0, tofi coeficientii ei sunt
nuli.

In adevir, daca coeficientii seriei date n’ar fi toti nuli, ar urma,
in virtutea teoremei precedente, ca intr’un cere (r) destul de mic,
seria sd n’aibd nici un zero sau si nu aibi alt zero decat punctul
@ = 0; ceeace este incompatibil cu faptul ca seria admite o infini-
tate de zeruri vecine cu punctul z = 0,

e S e Al S
1)’ Numim zero al unei functiuni f(a), valoarea lui 2 care anuleazi funec-
3 )
tiunea,
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Demonstratiune directd. Fie
Tfs Tantroio s T s o

un sir nelimitat de zeruri ale seriei P(z) avand ca punct limiti punctul
@=0. Din definitiunea punctului limitd rezultd ca un cerc (r)
descris din 2 = 0 ca centru cu o razi r oricat de mici voim, cuprinde
in interiorul sdu puncte ale sirului (4). Fie & un numir pozitiv ar-
bitrar de mic caruia corespunde in virtutea continuititii seriei P(z),
un numir pozitiv r, astfel ¢ pentru orice punct z care satisface
megalitatea | @ | < r, avem

| P(2)—P(0) | < e.

Inlocuind @ printr’unul din punctele sirului (4), situat in in-
teriorul cereului (r), rezulta

sl prin urmare
P} =0;
De unde
ag=~0.
Fie

By Pla
Pi(z) =a;, + asz 4 ...

Seria P; (z) are acelag cerc de convergentd ca P (z) si absirac-
tiune facind de punctul z = 0, are aceleasi zeruri. De unde rezulti
ca mai sus: a; = 0. Acelas rationament prelungit arati ca toti
coeficientii seriei sunt nuli.

Corolar. Dacd doud serii intregi

€ o
Bz s i A
=0 n=o

sunt egale intre ele intr’o infinitate de puncle vecine cu = 0,
ele sunt identice. Caci, in virtutea ipotezei, seria

(an—by) 2*

[t

n
este nuld intr’o infinitate de puncte avind ca punct limita punctul
=t

117. Seriile de forma
o
Pla—zy) = Z a, (2—z,)
n=o
se bucurd, in domeniul punctului 2 = 2y, de proprietiti identice cu

ale seriilor P(2) in domeniul punctului = 0; cici punind a—azy=2’,

avem

Pla—2,) = P(z%).

6 DAVID EMMANUEL
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S& enuntim aceste proprietiti:

19 Daca seria P(a—a2y) nu se anuleazi in punctul z,, exista
un numér pozitiv r, astfel ci in interiorul cercului lo—aq| =7,
P(2—29) nu are nici un zero.

20, Daca P(a—a,) se anuleaza in punctul 24, existd un numar
r >0, astfel ca in cercul |2 — 29| =1, P(2—xy) nu are alt zero
decat punctul @, Zicem ca punctul a4 este izolat de celelalte puncte
in cari P(a—a,) se poate anula.

3% Daca seria P(a—z,) se anuleaza intr’o infinitate de puncte
avind x, ca punct limitd, ea este identic nuld, adici toti coelicientii
@, sunt nuli. De unde rezulta ci daca P(a—axg) primeste aceeas
valoare A intr’o infinitate de puncte avand @, ca punct limita,
P(a—a4) se reduce la o constanti egald cu A.

4% Daca doua serii P(a—ay), Py(@—a,) sunt egale intr’o infi-
nitate de puncte xy, a5, ..
limita, ele coincid.

-5 &p, ... pentru cari &g este un punct

118. Sumd de serii de puteri (Weierstrass).
O suma de serii absolut convergente, in numar limitat, se poate
inlocui printr’o serie unica absolut convergenti.
Fie
Wl ) U (B )2 1L Wi (@)
m serii de puteri, ~convergente Intr’o coroana limitatd de doua cer-
curi concentrice (R), (R’), R > R’ :
=0
uilzy= 2 a; (i=0,i,...m—1).
n=—xn
Vom avea, reunind intr’un singur termen, puterile egale ale lu1 2,

i=m—1 +x
) U (-T) =2 (au,n i ! o a'm.—l,n) ar.

i=o0 n=—un

Sé considerim acum cazul unui numir nelimitat de serii Lau-
renit.

(1) Up (%) g (@), oy wy(a), ...
convergente in aceeas coroani. Operatiunea precedentd nu se mai
‘aplicé totdeauna. Vom demonstra teorema urmatoare a lui Wezer-
strass:

Teoremd. Daci seria

5 u; ()

=l

este uniform convergenid dealungul unui cerc ,:v | =0, 0 fiind un
numdr oarecare cuprins intre R st R, R> 90 >R’
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sunt conyergente.

20 Pundnd

seria

@
_Eatn ‘(n:():il,i‘..z’
=0
+ >
: Uiy, = An,
L=0
=
2 A, 2
N=—mp

este convergenld in aceeas coroand

3% Avem

+3o

w0
= H A Ty e

n=

83

prin urmare absolut convergentd

19, In virtutea ipotezei, la un numair pozitiv dat & oricat de mic

voim, corespunde un numir intreg m, astfel ca

(2)
de unde )

(3)

= &
2 w(r) | <5
t=m =
nm—+-p

2w gyl =g,

i=m

intreg pozitiv oricdt de mare voim

p fiind un numar

Membrul

intain al acestei inegalitdti contindnd un numiar limitat de_serii

absolut convergente, putem grupa termenii sumei dupa puterile lui

Z.

(

4)

()

Aceasta inegalitate se va putea dar serie

=40 +p, u) at

i
-S-' (am.n T‘_ Qi +1.n +

|

n=—wn

|
Qpn T anz+1,n ‘l_

ca seri

ceeace probeaza
=0
Facand p sa tinda catre infinit 2), restu] seriel opritd la rangul m,

va satisface inegalitatea.

ot A+ pn

&

;

L
a 2 a;, este convergenli.

= e
(6) 2 ai, <T’
g i=m
n find constant si avind una din valorile 0, + 1,
1 7 » t=m-+p % o
ol T eI B MO D e S =X up— U ;
i=m 2 i=m +p 2 i=m t=m . i=m+p

6*

%) Ceeace este permis, seria fiind convergenti

<4 E.

éii 4

E2 X

m—+p
E ui (@)

=m

Aplicind teorema Iui Cauchy asupra coeficientilor seriilor de

puteri, coeficientul Ini 2 va satisface inegalitatea

<&
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29 Pentru a demonsird convergenta seriei

+o
A U

n=—mxp
s’o descompunem in doud serii: una relativa la cele dinti m serii (5)
si cealalta relativa la cele ramase.

Sa punem
m—1

’
A Qip 5
i=o0
i 3- :
T Qin 5
i=m

vom avea
‘lxn == A,n SE A”n ;
4+ +o ~+x
(7) XAt = 2 A+ Z A",
2 n=—=x

n=—xn n=—maxs =
coeficientii A", satisfacind inegalitatea
n 8 !
(8) A (r=1w0,F 1, +2, ..
Q’L —_— 2
Prima serie din membrul al doilea (7) fiind egald cu suma celor
dintaiu m serii (5), adica

+x m—1

@) Z AN, = 3 ua)

s n=—a0 i=0
este absolut convergenta in coroana consideratd. Sa ne ocupam de
cea de a doua §i si examindm separat seriile
@w o
r r S—
(10) 3G A A e G
- 1 n=o n=1
corespunzitoare valorilor pozitive si negative ale Ini n.
Fie r si 7 doud numere cuprinse intre R si RV,
Ry >R
Sé inlocuim in (8) g respectiv prin r si # dupi cum n > 0 sau
n < 0, ceeace este permis clici ¢ este un numdir oarecare cuprins
intre R s1 R"1). Vom obiine inegalitatile:

(1) (A <=y A | <ern,
sau
(12) A <e A L |r—<e

cari, in virtutea primei teoreme a lui Abel, probeazi convergenta

') Este deajuns a lua pentru m cea mai mare din valorile sale corespunzi-

toare lui r si r'.
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“seriilor (15): cea dintdiu in interiorul cercului | x| =r 5i cea de a
doua in exteriorul cercului |z|=1r'. Insi r poate fi presupus
oricat de aproape de R si #’ oricat de aproape de R’; prin urmare
seria
+
2N

n=—w
este convergenta in coroana limitatd de cercurile (R) si (R’). De
unde rezultd aceeas concluziune pentru seria propusi

+m
BT L

n=—oe
3% Fie o un numar cuprins intre r si »/,
Sl R e

s1 2 un punct oarecare pe cercul (0); vom avea, in virtutea inegali-
tatilor (11) si (12),

. ® | @ I+ .
(13 | 2 A |< 3% < o
n=o T n=o n=o LI B-—0
) W n "
(14) \" A <3 A”—n l g i< 2 (ig) — ! %
n=1 =g e g g ==t

Sa considerdm acum diferenta

» +®
2 ui(a)— Z Ay 2*,
i=o0 n=—mn

care, in virtutea egalitafn (9), este egala cu diferenta

o +@» @ 3 : o
S e S R MR RS 0 T TIR ) W
i=m n=—xn i=m n=0 n=1

prin urmare

;) Sl ey A a0

De unde, in virtutea inegalitatilor (2), (13), (14), rezulta inegalitatea

» b3
Zufe)— 2 A,
e

|i=o0 N=—

i r 5
e

2. r—po p—r
Insd membrul intiu fiind independent de &, rezultd cd el este nul;

de unde
» +»

(15) 2 u; (.’l,) S An 2
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119. Daca seriile w;(a) se reduc la serii intregi P; i(x), convergente
h ,
in acelag cerc (R) si astfel ca suma
ow
2 Pl’ (”()
i=o0
sa fie uniform convergenta dealungul unui cerc (), # fiind un numar
pozitiv oarecare, mai mic ca R si oricat aproape voim de acest din
urma numar, vom avea in interiorul cercului (R)
w
> Pi(;r)z Z A, 2.
i=o0 n=o
In ce priveste raza cercului de convergenti al sumei, este evident
ca daca razele cercurilor seriilor date sunt inegale, ea este egala cu
cea mai micd dintre raze; in cazul cind toate razele sunt egale,
raza cercului de convergenia al sumei este egald cu raza comuni,
si, in cazuri particulare, ea poate fi oricat de mare. Si consideriim
ca exemplu doui serii

-

@ @ /l
Pie— %'ar,,, B, (2) = %’ (W‘JJ a2

ale céror raze sunt egale cu 1 Suma
a%
PI + P2 = Z ?

are raza R = oo,
3 =
Obserpare. Daca seria X w; (@) este uniform convergentad intr’o
i=

coroana formatda de doud cercuri concentrice (R) §i (), ea este
evident convergentd dealungul oricirui cerc (r), r fiind cuprins
intre R i R". Sub aceasta forma se prezinti in genere, in aplicatiuni,
teorema lui Weierstrass.

120. Consecinte. 1. Produsul a doud serii intregi esle o serie

intreaga.
Fie
@b x
Pila)= 2 azam P, (@) =2 b, ar
m=o 3 n=0

doud serii intregi, R, si R, razele cercurilor lor de cony ergenta,
R, > R,. Sa comlderam produsul

Rk 2 (b By ().

In membrul al doilea avem o suma de un numar nelimitat de serii
intregi

w .
Up (.’lT) = bn ey a, 2",
m=o

corespunzatoare valorilor n =0, 1, 2, ..., convergente in cercul
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R,). Suma acestor serii este uniform convergenti in cercul (R,).
1 2
In adevar, fie M maximul lui | Py(2) | in cercul (R,)1); la un & dat
putem face si corespundid un numir intreg n' astfel ca si avem

[

£z
2 b” o

n=w

v >,

E
M’

oricare ar fi punctul x in interiorul cercului (R,); prin urmare,
oricare ar fi x in interiorul acestui cerc, avem inegalitatea
&*x

* |
P(z) 20 b ean i < &,

| ni=¥

care probeaza convergenia uniforma a seriei X u,(x) in cercul (R,).
Putem dar aplica teorema lui Weierstrass, care ne di

> ] e s
Dola Pila)y =2 (b,,_ " 2 a,, :1"") = Z (ap by +a, b, 4+ ...4a,b,) 2.

n=o m=o n=o

Raza cercului de convergentd al produsului este cel putin egala cu
cea mai mici dintre cele doua raze Ry, Ry, dar poate fi egala cu cea
mai mare, sau chiar mai mare decit aceasta. Exemple

id 1 .
10 Pl (.’1') = % at = oS ]‘1 =1;
; - < a n o
I?z(t):\I—«I)%'(-sz) , )
P =P (5P ()= 2( 5], R=R,=2
2 Py (2) = (1 + a) Zan Ri=—1
P(r)=(L — ) { Z(—1par} 25, Ry=1
Pia) = P (e Polay— :,’ﬁ Bt
Observare. Fie Ry = Ry = 1; vom avea pentru | x| < 1,
B e Plai= ¥ (o by + ay b, + ... + a, b,) 2.

Daca seriile Py(z), Py(2) precum si seria din membrul al doilea
sunt convergente in punctul = 1, fard a fi absolut convergente,
egalitatea precedentd va subsista in acest punct, conform teo-
remel I1 a lui Abel; deci vom avead :

(l) ( 2:1 a’m) ( 2 bn) = E (a’nl’n ot a]bn—l “Faest s Oy bu )

=0 n=o n=o

') Se va vedea ci maximul cste atins pe cercul de convergenti.



28 CAPITOLUL v

Se stie c¢d produsul a doud serii 2a, , Zb, dintre cari una cel
putin este absolut convergenti este dat de formula precedenta 1).
In cazul cand ambele serii sunt semiconvergente, aceasti regula
poate sid nu mai fie aplicabild, cici se poate intdmpla ca seria din
membrul al doilea si fie divergenti. Sa consideram, de exemplu,
seriile ;

1 = 1 1 %

i alos bie
Seria al cirui termen general este

1 1tk i 1
b e ! e e Srhte —
= 1/ 1n = 1/ 2(n—1) + I/ 3(n—2) i = V/r.1’

este divergentd ciici avem 2)

PRy e

K : 2n 2
[Cnl>n—‘: :2— —
‘ R4l n1 -1
)

Rezultatul obtinut mai sus ne arata ci daca seria din membrul
al doilea (1) este convergenta, regula immultirii subsista ca st in
cazul cind una cel putin din cele dous serii date este absolut con-
vergents.

Corolar. P(z) fiind o serie intreaga convergenti intr’un cerc (R),
puterile sale P%(z), P3(2), ... sunt serii intregi convergente in acelas
cere.

Aplicatiune. Seria

P(.-v):l—{—a;—f—xz—}— PG = T
convergentd in cercul cu raza 1, multiplicati cu ea insisi, ne da

P2(11)=1.+2:c+3x2—}—...«l—naf‘*‘%—...

-

Inmul{ind ambele membre ale aceste; egalitdti cu P(2) obtinem

PiHa)y=—"t 30 el 0 n(fg .

i Bste

Continudnd in acelag mod, obtinem

P"L(:zt):l—}—mx—}— m(jn%;—'” a2t wﬂ e

Se recunoaste usor ci formula fiind adevaratd pentru un expo-
nent m, este adeviirata si pentru m - 1,

1) Goursat, Cours d’Analyse, tome I, pag. 397, edit. I-a.

| 2
?) In virtutea inegalitatii a b<(a—i—b) :

Z
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De altd parte, avem

Lbatad o fand ... = 5

de unde conchidem egalitatea

' m (m-+1) (m--2)...(m+n—1)
‘Wzi—}—ma:—}—...—{— ( ) Tn!) a4,

valabila in interiorul cercului|a|= 1.

IT. Fiind dat un numir limitat n de serii intregi
Boller Batalnra L Polayl

convergente in acelas cerc (R), o functiune rationald si intreaga de
aceste seril

f(Pl(‘”)f Pz('r), ) Pll('v))

este o serie intreagh de z, convergentad in cercul (R). Aceasta re-
zultd din I §i din corolarul precedent.

I11. Fie

(y) = Za, y,

n=o

0 serie intreagid de variabila convergenta intr’un cerc (R) si
El = 5

= s by z™ = P(2)

m=o

o serie intreagd de x, convergentd intr’un cerc (R;). Nu se poate
afirma a priori ci f(y) devine o serie intreaga de , cand inlocuim
y prin valoarea sa P (z). Sa consideram, ca exemplu seria

2 3
f=y+5+L+. 404

n

al cérei cerc de convergen{d are raza R = 1 si fie seria
G
y:i—}—T‘*‘f—}-...

avand aceeas raza pentru cercul sdu de convergenti. Se recunoaste
imediat c& f(y) nu se poate pune sub forma

f(y) = { cp 2%,

caci avem, pentru coeficientul ¢, valoarea

n
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Este evident inainte de toate ca, penlru ca s4 putem avea o

egalitate de forma

Z ay Pr (z) = Z Cp A,

n=

<
=
Il

o

este necesar ca seriile din ambele membre s aibi o regiune comuni
de convergent#; prin urmare ca seria din membrul intdiu si fie
convergentd in domeniul (# = 0). Pentru aceasta este necesar ca
punctelor a vecine cu punctul 2 = 0, sa corespunda puncte y in-
terioare cercului (R), caci altfel seria Za, y* var [i convergenti.
In special valoarea lui y corespunzatoare lui @ = 0, trebuie s fie
in valoare absolutd mai mici ca R, adica trebuie si avem

() | Pl)| < R 1)

Aceasta conditiune este suficientd. In adevar, fie & un numar po-
zitiv, destul de mic, pentru ca sa avem

(2) | Plo)]| < R-—26;
de altd parte, P(a) fiind functiune continui in domeniul 2 — o,
existd un cerc (r), r < R, astfel ca in mteriorul lui avem

[P(2)—Po)| <&

si a fortiort
. [P(:r)[~[l’(o)]<6;
prin urmare =

: : PR3

Insd, in virtutea ipotezei, seria Zayy" fiind convergenta in
cercul (R), seria

(5) Zay| (R— o)
este convergentd; prin urmare in interiorul cercului (r) seria
o8
(6) 2 a, P ()
n=o

este uniform convergenti. Asa dar teorema lui Weiersirass se aplica
acestei sume de serii, si in domeniul lui 2 — 0, putem scrie

o o

(7) 2a, yr='3 ¢, am,

n=0 m=o0
Valorile coeficientilor ¢,, se pot obtine inlocuind y prin P(2) si identi-
ficind ambele membre. Avem, pentru coeficentul ¢ . valoarea

, )

w
1
=X ay, bo -
n=gp

) In exemplul considerat mai sus, conditiunca |P(0) | < R nefiind ir-
plinita, cici Plo) =1, substitutiunea este imposibila, precum s’a recunoscuf.
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Pana unde se intinde domeniul in care egalitatea (7) este vala-
bila? Acest domeniu, consistind in regiunea comuni de conver-
gentd a ambelor membre, cand inlocuim y prin P(x), este un cerc
cu centrul in @ = o —in ipoteza, bine inteles, ¢ | P(0) | < R —

si trecind prin cel maiapropiat puncl @, in care inegalitatea | P(a) | <R

nu mai este satisfacuta.

Observare. Este totdeauna posibil a transforma seria f (y) = 2 a,, y,
prin ajutorul substitutiunii y = P (2), intr'o serie intreagi de z,
dacd P (o) = 0. Deasemenea transformarea este totdeauna posi-
bila, daca seria f(y) este convergenta in toata intinderea planului (y).

In fine s& mai observam ci cercul de convergenti al seriei 2¢, a”
poate sd con{ind puncte in cari seria P (2) nu este convergenti. In
aceste puncte, evident, egalitatea (7) nu este valabili. Fie, de
exemplu,

y=Pl@)=st ot . ot . ="

Rezultd f (y) =1—=a. -,
IV. Fie
Pyl Pota)iat SePiilay

un sir nelimital de serii convergente intr'un cerc (R), cuconditiunea
: : 10 ol e R M T Tl i
§1 seria

> Piia

n=1
absolut §i uniform convergenta. Fie
O lige s Gt

un sir nelimitat de cantititi constante, ale ciror module sunt mai
mici decat un numir pozitiv dat a; seria

@“

S=2a, Py(x) + a,P2(2) +...+ a, Pr(a)+...]
n=1

se va exprima printr'o serie intreagd de x, convergentid in cercul
(R).

Este deajuns a proba ci seria S este uniform convergentii in
cercul (R). Fie, pentru prescurtare,

= Potay s

vom avea

% u,

2 Fup? +...) = et
[ S| < aZ(up+ua?+...) e
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Insa seria
ety
19w,

este absolut si uniform convergents in acelas timp cu seria X u, ;
de unde rezulta ci seria S este absolut si uniform convergenti in
cercul (R). '

V. — Fie
P{z) = 5‘ @G 2, @, F 0.
Punind e :
® i

si reprezentdnd prin r un numéir pozitiv, astfel ca pentru |z | < r
sd avem |y| < |ay|, vom putea scrie, pentru aceste valori ale
lui =z, :

[ 1 1 y m
g R e S e e e T i —1\m | <L
©) Pla) a,+y aq 4= (ao) :
Deoarece in virtutea ecuatiunii (8), y se anuleaza impreund cu z,

seria din urma si prin urmare se poate exprima totdeauna

P(a
printr’o serie intreagi de @; corfw)ergenté in domeniul punctului
2= 0. Vom avea dar o egalitate de forma
55 1

- PGl
valabila (III) intr’un cerc cu centrul in origind si trecnd prin punctul
cel mai apropiat, interior cercului de convergenta al seriei P(z), in
care inegalitatea

= Pl(‘r)’

lae + a2+ ... | <|aq]
inceteazi de a fi satisfacuta, adics prin cel mai apropiat punct in
care numitorul P(z) se anuleazi.
Caleulul seriei P (2) se poate face astfel:

Punem :
1 2
Tx): G+ agrt+aatt ...,
de unde

1= (ag+ ayz + D B (e o R SR
st identificim ambele membre ; obtinem ecuatiunile

a4ty =1, aga; + ayay =0, Aoy + 410y + ayay =0, ...,
cari determini coeficientii ay, a;, ay, ...

121. S& consideram doui serii intregi P (z), P, (2) convergente in
acelas cerc (R), cea dintaiu diferits de zero pentru z = 0; vom
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aved, in domeniul acestui punct, o desvoltare de forma

P, (2). 1 o,
(11) Pl((a;)> =Pl m = "io el

valabild, dupa cele ce am vizut mai sus, intr'un cerc cu centrul in

origina si trecind prin punctul cel mai apropiat interior cercului (R),
in care numitorul P(2) se anuleaza.
Daca P (o) = 0, astfel ca
P(2) = o« P,(2) P,(o) £0,
vom avea, in domeniul lui 2 = 0,
Pi(2) 1 P(a) 1

Pa) — @B @ &

P (x) fiind o serie intreagd. Expresiunea catului este dar, in acest

caz, de forma
P, (x &
12 il e L
( ) P.’. (T) n=2—'~m (‘n oo

~

122. Teorema lui Weierstrass asupra seriilor de puteri de z,
precum si consecintele ei, subsistd pentru seriile de forma
w
2 ap (z—zp)”,
n=—u
convergente intr’o coroand formatd de douil cercuri concentrice
avand centrul lor in punctul a,.
S& consideram, ca aplicatiune, o functiune rationala de =

F(2) st Fy(2) fiind polinoame de x fard factori comuni, de grade
respectiv egale cu m si n. Fie xp un punct oarecare in plan; vom
putea scrie, precum se stie din Algebra,

7 ApFA (z—z)+ ... - A, (2—a)

Ay o= et ele A

By+ By(z—2p) + ... + By (z—1p)

Dacéd 2y nu anuleazi numitorul F(z), avem By = F(a,)=£0; de
unde rezultd, in domeniul lui @, expresiunea

(14) f(@) = P (e—ay).
Daca z, este un zero al lui F(z) de ordin k, avem

By=B; ... =B;_1=0, B, #£0;

expresiunea (13) devine

(e—mo) " B+ Bri1(z—ap)+ ... + By (a— g+ ;

U5 fle) = Aot Ay(e—g)+ .- A (z—ap)
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de unde, in domeniul lui ,, o expresiune de forma
/J -2
(16) f(2)=——— Pla—a)= X a (z=w)»
{ : —Ple—=, rifl s B
(2— o)k n=—1I

Egalitatile (14) si (16) sunt, precum s’a vizut in paragraful pre-
cedent, valabile in cercul cu centrul in g si trecind prin punctul
cel mai apropiat de x, in care F(z) se anuleaza.

123. Fie
L)y fa(2); -, In (%),
un si nelimitat de functiuni rationale de 2. Daci seria 2t (z) este
uniform convergentd intr'o regiune dati, vom avea in domeniul
unui punct x,1), situat in acea regiune,
09 >
2 fn(2) =P (a—m);
1
cici in domeniul lui 24 avem f, (2) = P, (x— 2,) si seria
S P e .
2Py (23— ) = Zf, (x)
este, in virtutea ipotezei, uniform convergenta intr’un cere
| x— 2| = r, situat in regiunea data. :

124. Seria Laurent intra in cazul precedent.
Fi

e
PR S % )

Q@) =2 w,v»=a, 2"+ 3 a2
= 9 !

sl &y un punct in coroana; avein

p & = @y (29 + —2o)* = P,{z”(;v~;v0) :
1

(2)
a_y ¥, =a_, (‘TO S ‘.CO)n = Pn (13_ 5'30) 3

prin urmare

Q)= Plz—z,).
Qu(2), Qu(2), ..., Q, (), ...

un sir nelimitat de serii Laurent si seria 2Q, (2), uniform conver-
gentd intr'o coroana formatd de doud cercuri concentrice. Fie z,
un punct in interiorul coroanei. Vom aved, in domeniul luj Zo,

ml QO r—1Pla— L)L

caci membrul intaiu se poate inlocui, in virtutea teoremei lui Weier-
strass, printr’o serie unici Laurent, Q(z).

Pl e 5o R
') Punctele in cari vreuna din functiunile f(z) devine infinita nu fac parte
din regiunea de convergent. :

Fie

n=
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CAPITOLUL VI.

SERIA TAYLOR. PRELUNGIREA ANALITICA A SERIEI
TAYLOR. '

I.— SERIA TAYLOR.

125. Fie
(1) P(2) = 3 a,ab

n=o
o serie intreagd si R raza cercului de convergenia al ei. Fie zy un
punct dat in interiorul cercului (R); punand

x = 2y -+ h,

cu condifiunea ca punctul (z, -- k) si fie in interiorul cercului (R),
vom avea

P(a) = P(z,+ h) = Za, (2 + h)* = S, (2" + nag=ht ... + b,

Sa examinam daci seria din membrul al doilea se poate inlocui
printr’o serie intreagd convergenti de h. Pentru aceasta, fie R" un
numar pozitlv, mai mic ca R, insd oricat de aproape voim de R,
si s& privim k variabil, cu conditiunea

| 2o | + [h];l{'.

Raportand punctul figurat de k la 2, ca origind, acest punct va

fi situat in interiorul cercului sau pe cercul avand centrul in Ty S

raza
0=R'—]a|

In aceste puncte h, avem
] ay, (-T'o = h)n l ; l anl e 3

prin- urmare seria ai cirei termeni sunt functiunile rationale si
intregi de A
ay (xq -+ h)* (n=20,1, 2 ...),
este absolut si uniform convergenta §i suma sa se poate reprezenta
printr'o serie intreagi de h, convergentda in acest cerc. Insi R’
find oricat de aproape voim de R, conchidem cii seria P(zy + h),
ordonatd dupa puterile lui k, este convergenta in interiorul cercului
cu centrul in 2, si cu raza
Q= T I Lo I:

adica in interiorul cercului descris din %y ca centru §i tangent in-
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terior cercului (R). In interiorul acestui cerc, putem dar serie egali-
tatea
P’ (z P
e e
1 n!

in care P'(zo), P"(), ..., P® () sunt serii Intregi de @, si anume

2) P(zy+ h) = P(z,) —}—

@
Plr)= %’ na, g1

e (xo) =5 § n(n-—i) (% .’1?0"_2 3
(3) 2

ORGP Zn n=1)(n—2) ... (n—m +1) a, >,
0 ) ( 0

ale caror valori sunt finite pe cat timp x4 este situat in mteriorul
cercului (R); adica seriile P'(a), P”(2), ... sunt convergente in
interiorul cercului (R).

In desvoltarea (2) consista seria Taylor.

Daca facem zq= 0 si inlocuim litera h prin z, obtinem seria

P(z) = P{o) + #w—}- A5 g

al yeei

e

ZISA seria Mac-Lausin; ea coincide cu seria primitivda X a, a® .
o

Serille P'(z), P""(x), ... poartd numele de derivatele de ordinul
1, 2%ea | ale seriei P(z). Termenul na, 2" fiind derivata ter-
menului al nl2 g, 2 al seriei P(a), rezulti din prima egalitate (3)
ca derivata P'(2) se obfine ficand suma derivatelor termenilor
seriel P(z).

Egalitatile (3) arata ca fiecare serie derivati se deduce din cea
precedentd dupi aceeas reguld dupa care P'(2) se deduce din P(a).

Pe egalitatea (2) serisd sub forma

P(ay+ h)—P (2) = P’ (25) h + (%)1 B

se verificd continuitatea seriei P(x) in vecinatatea punclulm :to
Din aceastd egalitate rezultd ca avem

lim P (2, + h)— P (z,)

=0 h

= Pi(a0);

oricare ar fi drumul dupi care h tinde citre zero.
Punénd & = da, produsul P'(2)dz se numeste diferentiala lui
P(2) si da diferentiala variabilei 2. Se scrie

dP(z) = P'(2)dz,
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de unde

: = d P
P’ (a2) = T R
Aplicand seriei P'(2) formula (2), avem
; i n)
Pl + W= Pl £ Wk ity
de unde
lim (x0+ };l)—P (7’0) PII( )
h=o

Intr'un mod general, avem
. P (g f- h) — Pl
lim g 1) (2)
h=o0 h

126. Din_transformarea seriei P(z) in seria Taylor a rezultat,
cum ain vazut, seriile derivate P'(2), P’(a), ..., cari sunt conver-
gente in interiorul cercului (R). Convergenta seriilor derivate in
cercul (R) se poate stabili direct in modul urmitor: Fie R’ un numar
oarecare pozitiv mai mic ca R §i M maximul lui | P(a) )| dealungul
lai (R"); avem

= P+ (%)-

- : M
On | = R

Fie 2 un punct situat in interiorul cercului (RY):
z|=p<R;

vom avea inegalitifile
: M n—1
nia, ! |\ <n— v (R’) i
din cari rezulta ca seria
P'(z) = Zna, a»
este convergenid in interiorul cercului (R’), prin urmare si in in-
teriorul cercului (R), cdci putem presupune R’ oricat de aproape
voim de R.

Se poate proba ca cercul de convergentd al seriei derivate P(s)
coincide cu cercul de convergenti al seriei P(z). Este deajuns a
ardta ca raza cercului siu de convergenta nu poate fi mai mare ca R.
Aceastd propozfglune rezultda imediat din comparatiunea seriilor

Pla)=as+z(ay +aya+ .. e A ST R R
Hi(z]= ay + 2a50 + ... L na, 1 - L
ciel, seria din parentezi

@»
> a, a1
1

7 DAVID EMMANUEL
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are evident acelas cerc de convergentd ca seria P(2) s1 incepind
dela n = 2, avem

n | a, a1 B =

Asadar seria derivata P’(2) are acelas cerc de convergenta ca si
seria primitivd P(x).

In acelas mod se conchide ca seria P"(2) are acelas cerc
de convergenii ca P’(z), prin urmare ca P(z), etc. Asadar
toate seriile derivate au acelas cerc de convergenta ca seria pri-
mitivd P(z).

Sa observam ca intr'un punct situat pe cercul de conv ergenta

o

seria P(2) poate fi convergenta si derivata sa P'(a2) divergenti.

>

w

Astfel, de exemplu, seria Z— este convergenta pe tot cercul
1 N

| | =1, exceptand punctul x = 1, pe cand derivata sa X a1
este divergentd pe tot cercul. ' =

127. Sa inlocuim in (2) @ + k prin 2 si h prin z— z,, vom

avea
P'(z Plr)(.
(@) P@)=Pla)+ 2 (o ag bk ool (g

-Cercul de convgrgenta al seriei din membrul al doilea al carui
centru este z,, este cel putin tangent interior cercului primitiv (R),
adicd raza sa este cel putin egald cu R —| a4 |. Reprezentand
aceastd serie prin P (2— ag), avem egalitatea

(5) P(2) = Py (2 ),
valabilé in toate- punctele x situate in interiorul cercului deseris din T
ca centru cu raza R — | xy|. Seria Pa—z,) poate fi Priviti ca

transformata seriei P (2) = X a, 2, in care inlocuim z prin 2, -
(2— @) si punem

® » Pin)
2 oy [ay 4 (- zgy = 5 El)

(e—2p)" = Py (2~ ).

n!

128. Referindu-ne la proprietatea 2° a seriilor P (2— Zo) (§117)
conchidem, in virfutea egalitalii (5), propozitiunea urmitoare:

Daci o serie intreagi P (z) se anuleazi intr un punct oarecare
T, sttuat in cercul sdu de convergentd, existd un cerc cu cenirul in
%g avand o razd r > o, astfel cd, in interiorul sau, P(x) w’are alt zero
decit xq: adica zerurile lui P(z) in interiorul cercului siu de con-
vergenta sunt puncte izolate.
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II. — PRELUNGIREA ANALITICA A SERIEI TAYLOR.

Serii deduse dintr’o serie de forma Plx—ax,) sau continuarea
sertilor.

129. Si considerim seria

o

Plz—a)) = > Gy (T 2p)%5

al cirei cerc de convergentd sa-l reprezentim prin (R), R fiind
raza acestui cerc. Fie 2; un punct situat in (R); vom avea in do-
meniul lui 2;, inlocuind 2, prin 2, + (2~ =),

» P g — ,m
Plr—zy) =Pley— 2+ (2—2)] =2 =) {r=ig)s

iz n!

formula cave se deduce din egalitatea
P (z,)
=

Plz, - h) =% s

daca inlocuim g prin @;— a4 si h prin —a,. Se reprezintd seria
din membrul al doilea prin

Pla=—"a ) 1)
Acest simbol va defini o serie intreaga de ax— a;, proveniti
din seria P(2—xy) in modul determinat mai sus. Avem asadar
egalitatea

(2) Plz—20) = P(o=24 ),

valabild in intertorul cerculut descris din x, ca centru si tangent in-
terior cerculut (R).

Se poate intampla ca cercul de convergenta (C,) al seriei
P(z— 2, 2;) s se intinda in afard din cercul (R); prin urmare re-
prezentdnd prin R; raza cercului (C;) §i pundnd d = | 2,— 2, |, avem

R > R—d.

Vom vedea mai departe cd in cazul R; > R —d, egalitatea
(2) subsistd nu numai in regiunea consideratd mai sus, ci in toati
aria comund cercurilor (R) si (C;).

Fie @, un punct situat in interiorul cercului (C;). Inlocuind x
prin z, -+ (z—a,) in seria P(a— a2, 2,), obfinem o noud serie
ordonata dupd puterile lui 2 — 2,, pe care o reprezentim prin

Plz— g, 21, ).

1) Daca seria initiala este P(a), seria dedusd relativ la punctul @, se noteaza
Plo=ag)

7*
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Conchidem, ea mai sus, ¢& in interiorul cercului descris din
Ty ca centru si tangent interior cercului (C,), avem egalitatea

P("I’_ Xy, @y) = P(l_" Tg, Ty, Ty).

_Fie R, raza cercului de convergenta (C;) al seriei din membrul

2l doilea si d; = | @,—a,), vom avea :
R2 i Rl = d .
Continuand in acelas mod, obtinem seriile
Ple—cag o057, v, Plae v or ., o)

punctul 23 fiind situat in interiorul cercului de convergenta (C,)
al seriei P(a— xy, @, @), ..., punctul 2, in cercul (Chq) al seriei
|3 S e IR e
Seriile
P(z— 2o, z), Pla—zg, 2, %), ..., Pla— By il B s )

deduse, precum am vizut, constitue continuarea sau prelungirea
analiticd a seriei primitive P(z—a,), cea d’intdiu este continuarea
imediata a ei, cele urmitoare o continui prin intermediul punctelor
T Dealtmintrelea, fiecare din aceste serii este o continuare
a celei care o precede imediat.

130. Fie 2; un punct in interiorul cercului (R); sa reprezentam
prin (I'y) cercul cu central in 2 si tangent interior cercului (R).
Fie 2, un punct oarécare in (1)) si P(x— g, 2y, a,) seria dedusa din
P(z—xy; @,). Punctul z, fiind in interiorul cercului (R), putem
din seria primtivd P(z— ;) si deducem direct seria Pla<ag 2).

Voim si probam ci seriile Ple= g2, ;) si

SN e . .
Plz— 2y, ,) comcid.
e In adevér, in interiorul cercului (p) (hg. 4)
descris din 2, ca centru si tangent interior

cercului (1), seria P(a—aq, x,) esle egald,
¢ In virtutea egalitapi (2), in acelas timp  cu

seria P(a—ay) dela care provine s cu seria

P2~ 24,2, 2,) la care da nastere. Prin urmare,
in interiorul cercului (y), avem

Fig. 4

Plo—a,), = Plz—uy, my, -5)
De altd parte, reprezentand prin_(I'y) cercul descris din a,
ca centru si tangent interior cercului (R), avem in interiorul lui (I',),
Pla—zgy = Plz=im,, %) :
Insa (I'y) cuprinzand in interiorul sau cercul (y), rezultd ca, in
interiorul acestui din urma cere, avem

Pz~ z,, =, Tg) = Pla—xzq, ).



PRELUNGIREA ANALITICA A SERIEI TAYLOR 101

Aceste doud serii fiind ordonate in acelas mod dupd puterile
lui z—xy 51 egale intre, ele intr’o infinitate de puncte vecine cu
2, sunt identice.

Din identitatea celor doui serii rezulti ci cercul de convergenta
al seriei P(x—ay, 2;, x,) se intinde in afard din cercul (I'y); edeci
este cel putin egal cu (7). Vedem astfel posibilitatea ca cercul
de convergentd al unei serii deduse dintr’o serie dati de forma
P(e—a) si se intindd in afard din cercul de convergenta al acelei
Seril. :

In acelas mod se recunoaste ci seria

P(‘T‘— ZLos 3317'51'2= ‘9“'3):
g fiind un punct oarecare in interiorul lui (I,), este identich cu
seria. P(a— g, @), dedusi direct din P(z—a,). Intr'un mod
general, 2; fiind un punct interior in acelas timp cercurilor (R) si
(I'i 1), cel din urmi tangent interior celui d’intaiu, (=128 7 in)
avem identitatea

5
Pla—a,, 2y, ... @) = P(a—zq; 21).
Daca 2, = 2, rezulta
Plo' agraiii i m i a) = Pz~ 2,).
Observare. In cele ce preced putem evident inlocui cercurile ;)
prin cercurile de convergenti (C;) ale seriilor deduse Do), oy i %)
-cu conditiunea ca punctele z; si fie toate interioare cercului (R).

131. Teoremd. — Daci dintro serie P(x—ay) deducem direct
o serie P(x—aq, a), vice-versa, din cea de a doua putem deduce pe
cea d’intdiu,

Se poate intampla ca punctul a,, centrul cercului de conver-
gentd (R) al seriei P(2—2,), sa fie cuprins in cercul de conver-
genid (C) al seriei P(z—xy, a), sau si fie exterior acestui cerc.
In cazul intdiu, din seria P(2— 2y a) deducem mmediat seria
Plx—z,, a, zy) care este identici cu Pla—z i

S& presupunem ci @, nu se gaseste in interiorul cercului (C).
Pe raza care uneste x4 si a si luam intre ele un punet @, interior
cercului (C), si din seria P(x—a,, a) si deducem P(a— =z, a, 2;)
serie identica cu seria P (z— =z, ,), dedusi direct din seria primi-
tivd. Prin urmare raza cercului de convergentda (C,) al seriei
P(2— 2y, a, ;) este mai mare sau cel putin egala ca R—/| 2p—az, |.

Daca (C,) contine punctul 4, deducem din ultima serie pe cea
urmatoare

P(fv_xo, a, Zp, .’170)

care coincide cu seria P(x—2;). In cazul contrar, fie x,, un
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punct situat pe aceiasi razi intre z,si 2,, interior lui (C;). Din
P(z— 2y, a, 2;) deducem seria P(a— Zg, @, X3, Xy), identicd cu seria
P(x— 2y, x,), dedusa direct din P(x—x4); prin urmare raza cercu-
lui de convergentd (C,) este mai mare sau cel pulin egald cu
R —[ zp— 2, |.

Se pune 1ntrebarea dacd, continuand in acelas mod, vom
ajunge ca, prin intermediul unui numar Lmitat de puncte inter-

calate

TR s
sd obtinem o seriec P(z—zq, a, 2y, ... an) al cirei cerc de
convergenta sd con{ind punctul z,? In caz afirmativ, seria
Pla- 2o, @, 3y, . .. @0, ) dedush dintr’insa esie identicd e seria

primitivd P(z— ).

Réméne dar de demonstrat ci numirul operatiunilor mentio-
nate este limitat. Yom presupune toate cercurile C tangente interior
cercului (R). Dacé propozitiunea este a-
deviratd in acest caz, ea va fi cu atit
mai mult adeviratd in cazul cand C taie
cercul (R). :

Fie dar r, ry, 7y, ... 1, razele cercu-
Bilor GGy Uoinn Gagidnds o d,
distantele respective ale punctului zo de
centrele lor a, 2;, z,, ... a,. Sa figuram
B e B ey punctele de intersec-
1;1une ale acestor cercuri cu raza ZA

a-cercului (R), care trece prin punctul «,
fig.5 situat intre 2y si centrele lor, si fie 0, ¢,

95, ..., distantele respective dintre %y si aceste puncte. Avem (fig. o)

egalitatile

[ r=R-—4 n=R=d,n=R_—d, ...

3y
L= = — 1y 0= d
Teorema va fi demonstrata dacd aritim ca dela un rang in-
colo, cantititile 6, 0,, d,, .. ., incep a fi negative. Si presupunem
punctele z;, 2, ... luate astfel ca distantele
By = Xy Oy — = £<3.

Vom avea (fig 5).

o =mA=r.>rt 9, de unde a a; > r;

prin urmare
(4) h=0—aaq <d—2 .



PRELUNGIREA ANALITICA A SERIEI TAYLOR 103

Deasemenea

N e r
o= A=1,>2r,—5 >2r+ 5; de unde aya, >27r
§l prin urmare

(5) 0, =0, —aya,<d—"hr.

In acelas mod

r r
Ty U3 = :p3A= r3>2r2—§‘>41~+—2—;

de unde \
ey > 41
§1 prin urmare 1
(6) Oy=10,—a,a;, <d—8r.

Contmuand astfel, gisim
g Attt L
(7) S et
Op < d—20r.

Aceste inegalitafi justificd propozitiunea noastri.

132. Observare. Fie x;, @y, ... @, punctele prin intermediul
cirora trecem dela seria P(x— ) la seria P(x—aq, @y, @, ... @)
Dacia alegem -aceste puncte astfel ca fiecare sd fie nu numai
in interiorul cercului al cdrui centru este punctul care-l precede,
ceeace este necesar ca una oarecare din serille succesive sa fie
prelungirea imediati a celei ce o precede, ci inci si se giseasci
in interiorul cercului al cdrui centru este punctul urmétor, atunci
aceleasi puncte pot servi ca puncte intermediare peniru trecerea

in sens invers dela P(z—ag 2y, ... @) la P(z—2,). Numind R;
raza cercului de convergentd al seriei P(a—ay, 2y, ... 2;), avem
in conditiunile date
b AR,
i‘l?‘-_H ~.‘li! < 9
133. Teorema. — Daca cercurile de convergentd a doud serii

P(x—a), Py(x—b) au o regiune comundi si daci in vecindlatea
unui punct ¢ din aceasti regiune seriile sunt egale intr’o infinitate
de puncte: 1% aceste doud serii sunt egale in toatd regiunea comund ;
20, ele se pot deduce una din alta prin metoda prelungirii analitice.

1% D seriile P(a—a), Py(z—b) si deducem respectiv se-
viile P (2x—a, ¢), Py (a—b, ¢); vom avea, intr'un cerc (C) descris din
¢ ca cenlru si cuprins in regiunea comuni, egalititile

P(z—a) = P(a=a, ¢), Py(a—b) = P, (2—b,c).
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Insa seriile din membrul intaju fiind, prin ipotezs, egale inire
ele intr’o infinitate de puncte vecine cu ¢, rezultd cd seriile din memn-
brul al doilea, ordonate amandou dupa puterile lui z— ¢, sunt

—

identice
/ (8) P(z—a, ¢) = P,(z—b, c).

Prin_urmare pentru toate punctele @ situate in cercul (C) avem

egalitatea

P(xf a) = Py(z—b).

Fie @, un punct oarecare in interiorul cercului (C). - Din
‘a centru sa descriem un cere (Cy) cat se poate de mare, dar care
sd ramana in interiorul regiunei comune de convergenta a seriilor
date. Cele doua serii date fiind egale intr’o infinitate de puncte
vecine cu 2, vom conchide, ca mai sus, ci ele sunt egale in tot cercul
(Cy). Continuand astfel din aproape in aproape, rezulti ci seriile
P(z—a), Py(2—b) sunt egale intre ele in toat regiunea comuni
de convergenta.

2°. Partea a doua a teoreme; rezultd imediat din identitatea
(8), obtinuta mai sus. Caei seria Py(x—b) putind fi dedusi din
seria Py(a—1b, ¢), se poate considera ca o prelungire a seriei identice
P(z—a, c¢) 5i prin urmare ea este o prelungire a seriei P(a—a).
Viceversa, seria P(z—a) se poate Privi ca o prelungire a seriei
Py(z—1b). e _

Corolar. Daca cercul de convergen{d al seriei P(z— a2, 2,)
se intinde in afarid din cercul de convergentd al seriei P(x— ),
vom avea egalitatea

Pla—z,) = P(a— 2y, 2,),
pentru toate valorile lui 2 cuprinse in regiunea comuni celor douz
cercuri. Aceasta rezulta din propozitiunea 19, :
: @

134, Consecinge. 19, Daci o serie Intreagd P(a) = %’a,, a se
anuleazi intr’o infinitate de puncte, situate in interiorul cercului
sdu de convergentd, ea este identic nuld, adicd toti coeficientii a,
sunt nuli.

In adevar, fie %o un punct limitd al gramezii punctelor con-
siderate si Pj(a— 2g) seria dedusi din P(z); seria Py(a— x,) este,
in virtutea ipotezei, nuli intr’o infinitate de puncte vecine cu T
si prin urmare identic nuld. De unde rezulta ca si seria P(z) este nula
In toatd regiunea comuni celor doud cercuri de convergenti.

Fie ; un punct situat in aceasld regiune, cAt mai aproape
de punctul @ =o; seria P(x) va fi vl in regiunea comuni cercului
sau de convergenta si eercului de convergentd al seriei P, (a— TgsTq)-
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- Continuand in acelas mod, ajuncrem prin intermediul unui numér
limitat de puncte, sa deducem o serie al cérel cerc sa contind punctul
& = o0, in domeniul ciruia seria P(z) este nuld si prin urmare
identic nula.

Intr’un mod general, dacd seria P(x2) este egald cu o constanta
oarecare A intr'un numir nelimitat de puncte interioare cercului
sdu de convergentd, vom aved P(x) = A in tot cercul. Cici seria

P(2) — A se anuleazi in acele puncte §i prin urmare este identic
nula. :

20 Daca doud serii P(z), Py(x) sunt egale intr’o infinitate de
puncte, interioare regiunei comune de convergenid ele coincid.

3% Dacd derivatele de orice ordin ale seriei P(z) sunt nule
intr’un punct @, situat in cercul siu de convergenta, seria se reduce
la o constanti. Cici din egalitatea

m‘ P(n] :
i % n(!xL) (=)

rezultd ci in domeniul punctului z, avem egalitatea
P(2) = P(zy)

§1 prin urmare, in virtutea celor ce am vazut mai sus, aceastii egali-
tate subsistd in tot cercul de convergentd al seriei P(z).

135. Limate intre cart este cuprinsd raza cercului de convergenia
al seriei P(x— aq, @) dedusi din seria P(x— z,).

Fie R raza cercului de convergentd al seriei primitive P(a— )
sid=|a—zy|; avem

Rr Bl

Voim sa aratdm cd limita superioard a lui Ry este R -+ d,
adici
Ri< R4 d

acid < %, seria P(o—2,) se deduce direct din P(a— ay, 2)s
putem asadar permuta R; cu R, ceace di
R >R, —d,
de unde

Ry <R+ d

: ana-s o R
Inegalitatea subsista i in cazul d > . In adevir, sa presu-

punem R; > R 4 d. In acest caz cercul de convergenti al seriei
P(z—ay, x,) confindnd punctul z,, avem R > R;— d; ceeace

este in contrazicere cu ipoteza.
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Asa dar in toate cazurile, avem
: Ri<R-+d 2

Tata o demonst,ra;iune directi a acestei inegalitati:

~ S& presupunem d>§. Nu se mai poate afirma ca seria

P(z—2,) se deduce direct din Pla—ay ), tnsd o so-va putea
totdeauna deduce prin intermediul unui numér limitat de puncte
Ty, Zg, ..., intercalate intre @y §1 @;, pe raza care uneste aceste
doud puncte. Si presupunem, pentru a fixa ideile; ci trecerea se
face prin intermediul a doux puncte z, s1 a5 (fig 6).

Ty i 5 7
Fig. 6
Sa punem :
d=2,— z, s m =y S T =Fy - oy
vom avea
(9) d:d1+d2+d3-

Fie R, 51 R, razele cercurilor de convergenia ale seriilor deduse
succesiv din P(a— a,, 2;); vom aved

(10) Ro=By—d, R, >R, 4,

Din seria P(a—a,, a‘l,‘xz, 23) se deduce prin ipotezi seria
primitivi P(z— y), astfel ca trebuie si avem

(11) R > R;—d,.

Adunand egalitdtile (10) si (11) si {indnd seam# de relatiunea
(9), obtinem R > R, —d. De unde j

(12) Ri=R 414
g€ d:
Prin urmare in toate cazurile avem
(13) R—(I;R1§R+¢l.
Asadar limitele ciutate sunt
R—d, R 4 d.
Limita superioard a lui d, cand z variaza, fiind R, rezulti
O <R; <92R.

Se recunoaste lesne ca R, este o func iune continuit de pozitiunea
: 1 P
punctului z;. In adevir, fie 2," un punct veein cu ; si interior cercului
(R), Ry’ raza cercului de convergentd al seriei P(z— z,, 2,'). Aceasta
serie fiind identicd cu seria P Z—4, 2y, 2'7), vom aved, in virtutea
0; 1 1/ )

: S0 < B et
negalitdtii (13), punand | 2';— RS

[ R =R, | < 6;

ceeace justifich aserfiunea mnoastrs.
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136. Din proprietatea continuitdtii, rezultdi c¢d R, admite un
minimum. Voim s probam ci minimul sdu este zero. Este evident
cd acest minimum nu poate corespunde unui punct z, situat in
interiorul cercului (R), ci acest punct va trebui sa fie pe cercul (R).
S3 ludm, pentru a simplificd scrierea, punctul z, ca origini
s1 s consideriim seria
@
Prlod)—Fea T
()
al cérei cerc de convergenta va fi reprezentat prin (R). Fie 2, un
punct situat in interiorul cercului (R); avem

P (1) = P(’L", ~"30) i Z": P(ll)(:ﬂ)_) (:U— ;);o)"- :

n!
pentru toate valorile lui 2 cari satisfac inegalitatea
| e=a5il 4 Fagh< R.

S& presupunem c¢i minimul razei cercului de convergenta
al seriei P(z, a,), cdnd punctul z, se misca in interiorul cercului
(R), este un numair pozitiv 7. Vom proba ¢ raza cercului de con-
vergenld al seriei primitive P(2) este R + 7.

Prin ipoteza, seria P(a, x,) este convergentd intr'un cerc cu
centrul in @4 si cu raza r, @, fiind in interiorul cercului (R). Fie o
un numar pozitiv mai mic ca » si M maximul lui | P(2, z,) | cind
deserie cercul ‘

vom avea (113)

De alta parte, avem -

Pior{ )= Zm (m—1) ... (m—n 4 1) a, a™*;

prin urmare

: |

& m(m—1)...(m—n-+1)

m=n n !

M
o

Fie Jt cea mai mare dintre valorile pe cari le primeste M, cand
z, descrie cercul

l
\ :

Ay _,vom—n }é
I

[x}:R', R R
Yom avea
m{m=1)...(m—n+14); M 5
nl | .éu» Rfwm—n"
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sau ' 5
[ : ¥ 31
m(m—1)...(m—n +1) ’ S ) R (—g P 2% (B—)n :
n! ! e = R
Facand 'n = 0;1,2- .. ' m st adunind toate aceste megalitati,
obtinem
1{; m—+1
11— (%)
o \™ R R
@, | Rm | 1 “—) S < -
pool (+R, S 7
R
: oL o |\* ; .
Expresiunea Fay R (1 L i) ramanind mai mica decit
o cantitate constantd, oricat de mare ar fi m, rezultid ca seria
2}
Plz) = X a,, a
=

este convergentd pentru toate valorile lui 2, cari satisfac inegalitatea
e mC
! B

Insd R’ poate fi oricat de aproape de R si o de r, prin urmare
raza cercului de convergenid al seriei P(z) difera oricat de putin
voim de R + r. De alti parte, raza cercului de convergenta fiind
0 cantitate constaptdi, nu poate diferi de R - r cu oricat de putin
voim, fard si coincidd cu aceastd cantitate. Asadar raza cercului
de convergentd al seriei P(a) este R - r. : q. ed:

137. Din teorema precedents rezulti ci daci R este raza
cercului de convergentd al unei serii de forma P(z) sau P(a—z,),
razele cercurilor de convergenta ale seriilor deduse din ele, prin
metoda prelungirii analitice, au ca limita inferioars zero.

Asadar pe cercul (R) exista cel pujin un punct  astfel i raza
cercului de convergentd al seriei Pla—a, '), 2’ fiind in interiorul
cercului (R), tinde citre zero cand 2’ se apropie de . Un asemenea
punct se numeste punct singular.

138. Teoremd. — Dealungul razei care trece printr'un punct
singular a, seria. P(x—a4) nu se poate continua in afard din cercul
sdu de convergenti (R).

Aceastd propozifiune este cuprinsd in cea urmitoare:

Oricare ar fi punctul o' interior cercului (R), cercul de conver-
gengd C al seriet P(a— g, 2') nu confine in interiorul siu punc-
tul a.

'S& presupunem c teorema nu este adevirati si ci ar exista
un punct &’ interior cercului (R) astfel ¢ cercul de convergenti
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€ al seriei P(x—a,, 2') si contind in interiorul siu punctul a.
Fie ¢ distanta cea mai scurti dintre « §i cercul C §i 2’ un punct
interior regiunii comune cercurilor (R) si C, situat intre punctele
2’ si @ pe dreapta ce uneste aceste doud puncte. Raza R” a cercului
de convergenta al seriei P(2— 2, 2/, 2”') dedusa din seria P(a— 2, 2),
este mai mare ca d. Insi aceastd serie este identicd cu seria
P(o—ay, 2") dedusa direct din cea primitiva. Asadar raza cercului
de convergenti al acestei seril este mai mare ca d §i prin urmare
nu poate tinde catre zero cdnd 2’ se apropie de «; ceeace este contra
ipotezei. Prin urmare cercul de convergenta al seriei Pla—a,, )
nu poate cuprinde in interiorul sdu punctul a. goe:

Corolar. Nu existi serie de forma Pj(z—a) al cirei cerc de
convergenld sa contind punctul a si care in regiunea comuni cu
cercul (R) sa fie egald cu seria P(x—a,). Cdci atunci daci 2,
este un punct interior regiunei comune, seriile respectiv deduse
Py(z—a, @), Plz—ay, @) ar fi identice. Presupunind punctul
2y destul de aproape de g, cercul de convergentd al seriei Py(2—a, ;)
§i prin urmare acela al seriei P(z— @y, 2;) ar contine punctul a;
ceeace este conlrar teoremel precedente.

.

139. Teoremda. — Dacd seria

®
Pl —> g, 2o
o

<u cercul de convergenyi (R), are lofi coeficienfii sdi reali gi positivi,
punctul & = R este un punct singular. | :

Pentru a stabili aceastd teoremd, si consideram doui puncte
@ = a, ¥ = a, situate la aceeas distanid de origina, cel dintaiu
pe axa reald intre origind si punctul & = R, cel de al doilea avand

© pozifiune oarecare pe cercul | x| = a. Fie
- i 2 (x_a)m 3 _‘fb (m) (m_ xo)m
P (2,0) = {P(n) (a) iR P(, z) = %' P(z) el
seriile deduse din P(2). Din expresiunea
Pmi(x) =23 nn—-1)...(n—m -+ 1) g0 2v—m
n=m -

rezultd, in virtutea ipotezei, ci coeficientii seriei P(z, a) sunt toti
reali si pozitivi. In acelas timp, in virtutea egalititii | | = «,
Aavem

| Plm) (20) | < Pl (q) =07 172-5 )

De aci rezulta ca raza cercului de convergentd al seriei P(z, a)
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este mat micd, sau cel mult egald cu aceea a cercului de convergenta
al seriei P(x, 2), oricare ar fi punctul z, pe cercul fikil=ia: De
unde conchidem ci prelungirea seriei P(z), in afard din cercul (R),
nu se poate face dealungul razei care trece prin punctul = — R.
De unde rezultd ca acest punct este un punct singular.

an

5 "
De exemplu, serille Z—, ¥ —_ au punctul 2 = 1, ca punct
n n?

singular, :

Corolare. 1. Daca inlocuind = prin — z, coeficientii seriei,
presupusi reali, devin toti pozitivi, punctul 2 = — R este un punct
singular.

IT. — Daca coeficientii fiind toti reali si pozitivi, seria nu se
schimbd cand inlocuim z prin — z, punctele 2 = + R sunt puncte
singulare. Intr'un mod mai general, daci coeficientii find toti
reali si pozitivi, seria confine numai puteri de z ai ciror exponenti
sunt multipli ai unui numir intreg pozitiv m, punctele

2kiz
t=Re m (k=o,1,2,...m—1)
sunt puncte singulare. Cici seria datd ramane neschimbati cand
inlocuim 2 prin -
2kizy

xe m

140.  Observdry asupra punctelor singulare.

I. — Fie = @ un punct ordinar (adicd nu singular) pe cercul
de convergentd (R) al seriei P(x) st 2y un punct situat pe raza care
trece prin punctul ¢, interior cercului. Presupunind zy destul de
aproape de a, cercul de convergenii C al seriei deduse P(z— z,)
va coniine in interiorul sdu punctul @; prin urmare Pla— zy) va
avea o valoare finitd si, in virtutea continuititii, vom avea

i Ple; z4) = Bla; ag).
aT=a

Insd in regiunea comuni cercurilor (R) 51 C, seriile P(z) si
P(xz, 2y) fiind egale, rezulta

lim P(z) = lim P(a,2,) = P(a,z,),

r=a T=a
cind @ tinde citre @ dealungul razei. Asadar conchidem, ca daca
@ tinde cdtre un punct ordinar al cercului (R), dealungul razer care
lrece prin acest punct, seria P(z) tinde cdtre o limitd finita.

II. — De aci nu rezultd convergenta seriei intr’un punct ordinar
al cercului (R). Contrariul poate avea loc. Aceasta se poate verifica
lesne pe seria

P(w):1+w+$2+"'+x7l+"':1___,c’
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din care deducem seria
& R
l—ay—(z—m) " 1— Ty

h+m“%-%fiﬁr+~},

iaa) = 1—a, B g
al cdrei cerc de convergenti Care centrul siu in @y si trece prin punctul
@ = 1. Acest cerc taie cercul (R) daci z, nu este real si pozitiv.
De unde rezultd ca prelungirea analitici a seriei P(z), in afard din
cercul de convergentd, se poate face dupd orice raza, exceptand
raza care trece prin punctul z = 1. Asadar unicul punct singular
este punctul x = 1, pe cdnd seria este divergentd pe tot cercul.
III. — Din cele zise mai sus (I), rezulta ¢ dacd suma seriei
P(2) tinde catre infinit cind = se apropie de un punct a al cercului
(R), dealungul razei care trece prin acest punct, @ este un punct
singular.

Reciproca nu este adevirati. Un punct a pe (R) poate fi stngular
st limita cétre care tinde P(2), cand « se apropie de a, si fie finitd.
Se poate chiar ca seria si fie convergentd in acel punct, ceeace
trage dupd sine [teorema IT a lui Abel (105)] ca P(z) si tindi citre
o limita finita. Astfel seria

@ a2 i
1_1_?—%-?—}- R e S

n=

este convergenta pe tot cercul siu de convergenla, de§i are pe acest
cerc cel putin un punct singular, anume punctul 2 = 1. Vom vedei
mai tarziu cd punctul 2 = 1 este unicul punect singular pe cercul
considerat.

IV. Se poate intdmpla ca toate punctele cercului de convergenti
al seriei sa fie puncte singulare.

19. Astfel este seria

(1) P(a) = 3 !

al carei cerc de convergen{a are ca raza 1.
Sd observim mai intdiu ci in virtutea teoremei (139) punctul
# = 1 este un punct singular!). Al doilea, si considerim un punct

interior cercului | |= 1 si reprezentat prin expresiunea
iz L
(2) #=ge b poit,

¢ 51 p fiind doud numere intregi pozitive satisficand inegalitatea

(3) 0<2 <.
) =5

') Aceasta rezultd si din observarca IT1,
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Pentru aceste valori ale ui @, seria se poate scrie

p—1 »
(4) P(l‘): E.’l’""’+ > Qn.’_

n=1 n=p

Seria P(z) nu diferd deci de seria

v 8

() !

n=p
decat printr'o sumé de un numar mirginit de termeni. Insi o=1
este un punct singular al seriei (5); prin urmare punctui
90

(() A el(,n ;,
catre care tinde punctul (2), cdnd o tinde citre 1, este un punct
singular al seriei P(z).

Dand lui p si ¢ toate valorile pozitive satisfacand 1ne0’ahtatea {3),
obtinem o infinitate de puncte singulare @, formand o gramadd
densa pe cercul |z | = 1; ciici, precum se stie, totalitatea numerelor
rationale cuprinse intr’un interval dat, constitue o gramada densa.
De unde rezultd ci nu numai gramada (o), ci si gramada derivat
a et, adicd toate punctele cercului || =1, sunt puncte singulare ale
seriei P(x). In adeviar, fie § un punct oarecare al cercului, diferit
de un punct a: f este un punct limita. Daci B n’ar fi punct singular
al seriei, ar exista tin punct a, interior cercului 1 un numir p > 0,
astfel incat cercul |2 — a4{= o si contie punctul B si in’ care
seria P(z, @) dedusi din P(2) sa fie convergentd. Ceeace este im-
posibil, caci un cerc care contine in interiorul siu punctul f contine

sl puncle a. q.ie.id.
2° Tata un al doilea exemplu: Seria
) Par)= 3 ana®s
n=o

in care a este o cantitate finiti oarecare si b un numir intreg mai
mare ca 1, nu se prelungeste in afard din cercul siu de convergenta.
Sa cautam raza cercului de convergenta al acestei serii. Pentru

i n

aceasta observim c& sirul U e e ST TR
vergent si
s
1 B 1
lim | a =4.1
=3
n : . . . . -
4 i descreste necontenit incepand dela n = 2 st limita sa, pentru n = o0,

este zero,
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De unde rezulta, in virtutea teoremei Cauchy-Hadamard (108)
raza ciutatd este egald cu 1.

Dacd avem |a|< 1, seria este convergenta pe tot cercul; in
orice caz in$d toate punctele cercului sunt puncte singulare. In
adevir, seria avind cel putin un punct singular pe cere, fie a acest
punct si fun alt punct pe acelas cere, legat de cel dintaiu prin rela-
tlunea

q

U —
ﬂ:ae : bP

p si g fiind doud numere intregi pozitive, dintre cari q poate primi

valorile 0, 1, 2, ... b»— 1. Inlocuind z prin 2 % obtinem

5 P(E ) S (ﬁx)b" S

(3) o V_n:oa % +n_pa

Insd orice punct singular al seriei P(2) este evident un punct
-singular al seriei

w

2 a2
Ly
§i prin urmare, in virtutea egalititii (3), un asemenea punct este
punct singular si al seriei P (— a:) - Asadar =« este un punct sin-
a
gular al acestei serii; ceeace revine a zice c¢ii v = B este un punct
singular al seriei P (). -

Se recunoaste usor ca dand lui p valorlle intregi 1, 2, ... oo si
lui ¢ valorile 0, 1, 2, ...pp — 1, numerele a0 formeaza o gramadi
densa in intervalul (0, ... 1). De unde rezulta, ca si in exemplul

precedent, ca toate punetele cercului de convergenta sunt puncte
singulare. -

30. Exemplele precedente sunt cuprinse intr’o clasi mai generald
de serii

(4) Play=—= 3.' a, an

o

in cari exponentii b, au pentru n > m, m fiind un numir intreg
pozitiv, un divizor comun care tmde catre infinit 1 lmpreuna cu m.

In adevir, servindu-ne de notatiunile de mai sus, avem, in
acest caz, :

m—1 b ®
n
P(—'B—a:)=2an(ﬁ—r) ey as aln,
a e a n=m
De unde tragem aceeas concluziune ca in exemplu 29,

8 DAVID EMMANUEL
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141. Weierstrass este cel dintdiu care a pus in evidenta faptul
cd existd serii intregi cari nu se pot continui in afara din cercul
lor de convergentd. Primul exemplu ce a considerat este seria

o -

Xt

1
care se prezintd in teoria functiunilor eliptice (Werke, t. I, pag. 226).
Demonstratiunea datd de Weierstrass se bazeazi pe formule stabi-
lite in aceastd teorie.

- Seriile ce nu se pot continua in afard din cercul lor de conver-
gentd au fost considerate la inceput ca excepliuni. Astazi insi s’a
recunoscut ci tocmai aceste serii constitue cazul general 1), pe cand
acele ce se pot prelungi sunt exceptiuni. Iata in ce mod Pringsheim
(M. A., t. 44, pag. 50) justilici aceast asertiune:

Fiind data o serie intreaga :

Blo)—Fag i
putem, intr’o infinitate de moduri, si extragem dintr'insa o seric
intreaga :
p(z) = Z“Pn a’™,
care nu se prelungeste. Este de ajuns, de exemplu, sa luam (29, 140)
pn = b*, b fiind un numér intreg oarecare ‘mai mare ca 1. Seria

asd obtinutd admite cercul de convergenta ca linie singulara 2). Sz
reprezentam prin ‘
y() = Za, ™
seria formata cu termenii rimasi; vom avea

P(a) = p(2) + ().

Pentru ca P(x) si se poatd prelungi in afara din cercul (R), este
evident necesar ca, cel putin, dealungul unui arc al cercului, toate
punctele si fie puncte singulare ale seriei y(z), in asa mod incat
aceste singularitati si se compenseze cu acelea ale seriei p(x) sisa
dispara in suma lor; ceeace nu poate avea loc decit daca existi
relatiuni speciale intre coeficentii ap,, ag,, adicd daca existd rela-
tiuni speciale intre coeficentii @, ai seriei date. De unde rezulta ci
dacé intre coeficientii @, nu exista nici o relatiune particulara serio
nu se poate prelungi in afard din cercul sau de convergenta.

1) O serie Taylor se zice generald, daci valoarea coeficientului de un rang-
oarecare este independentd de valorile coéficientilor precedenti (Borel, Lecons
sur les séries divergentes, p. 147).

%) Iatd un exemplu foarte simplu: seria P(z) = Jan se prelungeste in afara
din cercul sdu de convergentd prin toate punctele, exceptand punctul z=1,
pe cand seria P(z) = X22", extrasi dintr'insa, nu se prelungeste dupé nici o.
directiune (39, § 140).
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142, Derivata unei serii de puteri. Derivata unei serii de puteri

negative P| — | se reduce Ja derivata unei serii de puteri pozitive
7

; s 1
prin substitufiunea # = =. De unde rezulti
z

d i At
e 2 T
si se conchide cd derivata seriei se obtine facand suma derivatelor

termenilor sai. Aceeas concluziune pentru o serie de puteri intregi
pozitive si negative. .

143. Teoremd. Derivata unei sume nelimitate de serii de puteri
se obfine ficind suma derivatelor seriilor.
Fie in mod general

Qi(z), Qa(2), ..., Qu(a), ...

un sir nelimitat de serii Laurent, convergente intr'o coroani si astfel
@
casumaX Q, (a)sa fie uniform convergenta in aceeas coroani. Vom
1
putea scrie egalititile .
Qu(2) = Py (2—2),
@®

x
Zan(2) = Z P, (2~ z5) = Pla— o)) 5
1 1 ‘
Zy fiind un punet interior coroanei. Pentru a simplifica putin scrie-
rea, sd presupunem origina transportati in punctul T3 Vom avea

;.' P, (2) =P(z).

1
Sa ordondm seriile cari figureaza in ambele membre dupa pu-

terile lui @ — a;, 2; fiind un punet interior cereuluj comun de con-
vergentd ; vom avea identitatea

o » r— 7 )m ®% T
5 : [ 2 Rl | 2 pim(gy) (2",

de unde rezulta, daca egaliam coeficientii acelorasi puteri ale lui
& — a; din ambele membre si daca inlocuim @; prin x

Pm(z) = 3 P,m (2), (m=o, A
n=1
q.e.d.
144, Dacd seria P(a, ay) este prelungirea seriei P(2), derivata sa

P'(x, ) va fi prelungirea derivatei Plla),

8*
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Sé reprezentam prin P11 (, 2,) prelungirea seriei P'(z) ; vom avea,
in domeniul punctului z,
P(z) = P(z, o), P,<'v) = P (#, ).

Insd cea dintdiu din aceste egalitati da P’(2) = P'(z, z,); prin
urmare

Pilb e my) =Pl cay)
Ambele serii ale acestei egalitati fiind egale in domeniul lui a,
sunt identice. qd. e. d.

CAPITOLUL VII.

FUNCTIUNI ANALITICE.
FUNCTIUNI ANALITICE UNIFORME SI MULTIFORME,

I. — FUNCTIUNI ANALITICE.
145. Fiind data seria
o
(1) Pla—z)) = 2 a, (2—2z,)"
n=o

al carei cerc de convergentd ( are o raza finitd si diferita de zero,
$& presupunem cé el se poate prelungi in afaré din Csi fie P(a— 2, 2))
continuarea ei prin intermediul punctului a, si G; cercul de con-
vergentd al acestei serii. Dacit P(z—x,, z,) se poate prelungi, fie
P(z—ay, 2;, @) continuarea ei si C, cercul de convergenta co-
respunzitor, ete.

Toate seriile

(&) i PleSamdi-Plaar il oo Placw e - gl

sunt legate intre ele in asa mod, ca plecand dela una din ele ob-
finem pe toate celelalte.

Totalitatea seriilor (2) constituie, ceeace Weierstrass numeste
functiune analitici monogend ') de variabila .

Una oarecare din aceste serii se numeste un element al functiunii. -
Functiunea este complect definitd daca se cunoaste un element al
e, cici din el putem deduce pe toate celelalte.

Printre elementele unei funcfiuni analitice monogene trebuie s

consideram si seria P (—) , care tine locul seriei P(x — oo), daca
= i

aceastd serie se poate dedu e dintr’'un element al functiunii.

') Semnificarea epitetului de monogend va reiesi mai departe ciand vom
vorbi despre expresiuni analitice.
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Pe cercul de convergenta al fiecarui element se afla cel putin
un punct singular, care poate fi comun mai multor cercuri. Punc-
tele singulare ale elementelor se zic puncte singulare ale functiunii.
De unde rezulté ci o funcfiune analitici admite cel pufin un punct
singular.

Fie P(2) o serie intreaga, convergentd in toati intinderea pla-
nului. Orice serie P(z—a) dedusa din cea dintaiu va da aceleasi
valori ca ea insas. Functiunea ce aceasti serie defineste a primit
numele de funcfiune analitici intreagd. In special se zice functiune
intreagd rajionald, sau functiune intreaga transcendentd, dupa cum
numirul termenilor lui P(x) este limitat sau nelimitat.

O functiune intreagd (rafionali sau transcendentd) nu poate
avea alt punct singular decit punctul co. Vom veded ci acest
punct este punct singular.

146. Se poate intampla ca seria data P(a— %) S& nu se pre-
lungeascd in afara din cercul sau de convergenta dupa nici o direc-
tiune. In acest caz seria reprezintd prin sine insas o funetiune ana-
liticd a cérei regiune de existeni consta in aria interioara cercului
de convergenta. Cercul poarta numele de limita naturald a func-
tiunii. :

147. In cazul cind seriile se pot prelungi, cercurile lor de con-
vergen{a acoperd o portiune de plan, mai mult sau mai putin mare,
sau acopera tot planul.

Functiunea fiind definita in fiecare cere, regiunea de existena
a el este formatd din aria acoperiti de toate cercurile de conver-
gentd din cari putem suprima arcele interioare. Arcele ramase din
cari unele sau toate se pot reduce la puncte in numir limitat sau
nelimitat, constituesc limita regiunii de existenfd a functiunii.

Regiunea asa limitata este evident conexd (adicd putem uni
‘doud puncte oarecari ale ei printr’o linie cu totul cuprinsa in in-
teriorul regiunii); ea este formati dintr’o portiune limitata sau
nelimitata a planului.

Din cele ce preced rezulta ci o functiune analiticd poate admite
un numdr limitat sau nelimitat de puncte singulare. Punctele situate
in regiunea de existen{d a functiunii si cari nu sunt singulare, se
numesc puncte ordinare.

148. Sa reprezentdim prin simbolul f(z) o functiune analitica si
fie P(z—a) elementul primitiv care i-a dat nastere. Valoarea
functiunii intr’un punct ordinar z,, interior cercului de convergenta
al lui P(2— a), este valoarea ce primeste acest element in punctul z,.
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Daca punctul 2, nu se glseste in interiorul cercului de convergenta
considerat, putem, pentru a obtine valoarea functiunii in acest
punct, proceda in modul urmator: unim punctul @ cu punctul x,
printr’o linie arbitrara care s nu treacs prin nici un punct singular
si intercalim pe aceasti linie, intre punctele extreme, un numar
suficient de puncte aj, Qg Qg ..., @, prin intermediul cirora
formam lantul de elemente:

P(z—a, a,), Pla—a, a5 o) v e —a a, . al)

astfel ca ultimul element s contind in interiorul cercului siu punctul
@o. Valoarea acestui element pentru x = x, este valoarea corespun-
zatoare a'functiunii. Din elementul din urma putem deduce seria
P el s i, Zg)
pe care o vom reprezenta prin P(z—z,) si care poate fi privita ca
element al functiunii, astfel c& in toate punctele interioare cercului
de convergenta al acestui element, avem
2) = P(z—a,).

Valoarea functiunii in 2, este termenul independent de (2— x,) al
seriel P(a— z,).

Se vede in acelas timp ci in domeniul unuj punct ordinar x,
o functiune analitica se pune sub forma unei serii intregi de a— a,,
al cirei cerc de convergen{a are ca centru punctul @, si ca razi
distanta & dela acest punct pana la punctul singular cel mai apro-
piat. Cici, daci raza ar fi mai mare ca 0, cercul de convergenta
ar confine in interiorul siu un punct singular si daca ar fi mai mica
ca 0, n'ar existd nici un punct singular pe periferia cercului.

Seriile de forma P(a— ) fiind functiuni continue in cercul lor
de convergenta, rezulti ci o functiune analitica este continui in
domeniul oricarui punct ordinar. De unde rezultd ci putem scrie

fz) = Iim f(a).
=Ty

149. Din proprietaiile seriilor P(z—,) rezulta imediat urma-
toarele proprietdti ale functiunilor analitice :

19. Dacd o functiune analitici ') primeste aceeas valoare intr’c
infinitate de puncte, avand ca punct limitd un punct oarecare Zos
interior regiunii sale de existen{a, functiunea este o constant.

De unde rezulta ci punctele ordinare ale functiunii f(z), in cari
ea primeste aceeas valoare, sunt puncte izolate, adica, daci avem
f(zg) = A, existd un numir pozitiv r astfel ¢ in cercul |2— 2o | =,
functiunea f(z) — A n’are alt zero decat punctul a,.

) Vom presupune totdeauna ci functiunea este monogend.
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2%. Daci doua functiuni analitice, avind o regiune comuni de
existenid, sunt egale intre ele intr’o infinitate de puncte avind ca
limitd un punct w interior regiunii, ele sunt identice.

Proprietitile precedente pot s nu fie adevirate daca punctul z,
considerat face parte din limita regiunii de existentd a functiunii,
adicii daca 2 este un punct singular al functiunii.

Din cele ce preced rezulta ca daca, in vecinitatea unui punct, o
functiune analitici primeste aceeas valoare de o infinitate de ori,
fard a fi constanta, acel punct este neapirat un punct singular.

150. Gramada punctelor singulare ale unei functiuni analitice este
inchisa V).

In adevar, daci un punct limitd a al gramezii punctelor singu-
lare, n’ar fi singular, ar urma si existe un r > 0, astfel ca in cercul
|z—a|=r si avem f(z) = P(z—a), ceeace este imposibil, caci
oricat de mic ar fi r, exista puncte singulare ale funciiunii in inte-
riorul cercului.

II. FUNCTIUNI ANALITICE UNIFORME SI MULTIFORME

151. Fie P(z—a) un element al functiunii analitice f(x) si z,
un punct ordinar oarecare. S& unim punctele a si z, printr’o linie’
oarecare L. de o formd arbitrard situatii in regiunea de existenta
a funcfiunii §i care si nu treacd prin nici un punct singular. Pe
linia L s& intercalam, intre punctele extreme, un numir suficient
de puncte prin intermediul cirora si formam sirul de elemente co-
respunzitoare care conduc la elementul P(z— a,) relativ la punctul
2o Vom exprima aceastd operatiune zicAnd ci elementele se con-
tinud dealungul liniei L.

Se mai poate zice cd, daca, luind ca valoare initiala a funectiunii,
valoarea corespunzitoare elementului primitiv, ajungem la va-
loarea sa finala in punctul z,, ficAnd ca variabila 2 si descrie linia
data dela a la x). Insa intre a §i x, putem imagina o infinitate de
drumuri, situate in regiunea de existentd a functiunii si nimic nu
ne permite a afirma ca dupa toate aceste drumuri vom obtine in
x, acelas element.

Se zice ci o functiune analitici este uniformd in regiunea sa de
existentd, dacd elementul initial raménind acelas, elementul co-
respunzitor unui punct ordinar z, oarecare este independent de
drumul considerat L. In cazul contrar functiunea se zice multi-
formd cu un numar limitat sau nelimitat de ramuri, dupi cum ele-
mentele corespunzitoare unui punct ordinar oarecare sunt in numar
limitat sau nelimitat.

) Gramada care confine derivata sa (2° §12),
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Facand si coincida punctul final Zo cu punctul initial a, rezulta,
din definitiune, ci daca f(2) este o functiune analitics uniforma, ele-
mentul sau final este identic cu cel iitial.

Din definitiune rezulta ca o functiune analitici uniforma admite
o valoare unicd in fiecare punct ordinar.

152. Cateva considerafiuni asupra functiunilor analitice mult;-
forme. Daca functiunea analitici este multiforma, se poate intampla
ca in unele puncte ale regiunii sale de existentd, doua sau mai multe
elemente si primeasca valori egale; vom zice atunci ca atitea valori
ale functiunii sunt egale intre ele in aceste puncte.

S& observim ca doud elemente Pq (2—a¢) si Pg(a—a,) nu pot
fi egale intre ele intr’o infinitate de puncte in domeniul unui punct
ordinar z), caci atunci ar coincide.

153. O functiune analitici multiformd se comportd ca o functiune
uniformd in orice porfiune a regiunii sale de existentd, tn care nu
exisld puncte singulare si care este limitat de un contur simplu.

Voim s infelegem prin aceasta, ¢d, plecand dela un punct 2 = q,
situat intr’o asemenea regiune, cu un element dat P(2—a) al func-
{iunii, vom obtine intr’un punct oarecare z,, un element final, inde-
pendent de drumul urmat de variabila, pe cat timp acest drum
ramane in interiorul‘regiunii considerate.

Propozitiunea este evidents daca regiunea consideratd consti
din cercul de convergentd al elementului dat.

Sa considerdm, pentru a fixa ideile, o portiune a planului for-
mata de cercul de convergenid C al elementului dat si de cercurile
Cy; Gy ale elementelor prelungite P(2—a, a,), Plz~a, a;, a,), din
care suprimam arcele interioare ariei. In aceasta regiune ramura
corespunzatoare elementelor precedente
n’are nici un punct singular,

Fie L si L" doua linii situate in inte-
riorul acestei arii si unind intre ele punctele
a 51z, (Fig. 7). Sa le presupunem destul
de apropiate una de alta pentru ca fixand
pe fiecare din ele cate dous puncte
a, f; o, B, arcele

aa, aa'; o, s fay Bz,
sa fie cuprinse respectiv in cercurile G, 00€
astfel ca punctele q, a'; 8, @, si fie, cele

dintaiu doua in regiunea comuni cercurilor
G C; sicele dous din urmy in regiunea comuna cercurilor
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Cy, Cy. S& unim respectiv punctele a si a'; f si B prin cite o
linie situatd fiecare in regiunea comund in care se afld punctele
extreme. In virtutea acestél constructiuni, ariile
aad’, d'aff, fpz,

sunt cuprinse fiecare respectiv in interiorul cercurilor C, C;, Cy;
prin urmare elementul P(z—a) prelungit dealungul arcului aa sau
dealungul drumului aa’a conduce la acelas element final P,(2—a).
Plecind din punctul a cu acest element, vom obiine dupd arcul
aff, precum si dupd drumul ed'f'f, acelas element final Py(z—f).
In fine, acest element va da dupd drumurile fzy sau 2, acelas
element final P(az— ).

Reunind la un loc de o parte drumurile aa, af, Sz, si de cealalt
parte celelalte drumuri considerate si observind ci liniile aa’, fp’
fiind percurse de doud ori dupa rand in sens invers, pot fi suprimate,
rezultd ca liniile L §i L” condue, daca plecim din punctul a cu ele-
mentul P(z—a), la acelag element final in punctul ;. Vom zice
pentru acest motiv ¢ liniile L ¢i L sunt echivalente.

Considerand intre punctele a si 2y un sir de linii L, L', L”, ...
astfel ca doud consecutive oarecari si fie destul de apropiate una
de alta, prin urmare echivalente, conchidem ca toate liniile cari
unesc doud puncte oarecari si sunt situate cu totul in regiunea con-
siderata, sunt echivalente. Ceeace demonstra teorema.

Se recunoaste lesne ci doud drumuri L, L', cari unesc aceleasi
puncte si cari nu trec prin nici un punct singular, sunt echivalente
sau nu, dupd cum elementul final obtinut cind descriem curba
inchisa formatd de cele doudi drumuri— punctul de plecare fiind
acelas — coincide sau nu cu elementul initial.

154. Din teorema precedentd rezulta ca dacd variabila @ descrie
o curbé inchisa, situata intr’o regiune limitatd de un contur simplu
s1 in care nu se giseste nici un punct singular, elementul cu care
plecim dintr’un punct oarecare al curbei se va reproduce. Cu alte
cuvinte, dacd un element P(z—a) se poate prelungi dupa un drum
oarecare in interiorul unei arii A, limitatd de un contur simplu,
toate prelungirile formeazd o functiune uniforma in A. Nu este tot
asa dacd aria este cu contur multiplu. De exemplu, seria

Plo—1) = .vI S (.1?—21)3 53 (33—31)3‘*---—% (=1t (z—1) e

n

care, precum vom vedea, da nagtere functiunii loga, se poate pre-
lungi in toate directiunile in interiorul unei coroane limitati de doud
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cercuri concentrice cu centrul in origind, pe cand functiunea logx
nu este uniformi in aceasta coroana.

Reciproca nu este adesdrata,

Se poate intdmpla ca in interiorul ariei limitatd de un contur
simplu sd existe puncte singulare si elementul final sx coincida cu
cel initial. ;

Obserpare. Intr’o regiune in care o ramurs de functiune analitica
multiforma n’are puncte singulare, se pot gasi puncte singulare ale
altor ramuri; prin urmare, in interiorul cercului de convergeni{d al
unui element al siu, o asemenea functiune poate avea puncte sin-
gulare. '

CAPITOLUL VIII.
FUNCTIUNI UNIFORME.

I — GENERALITATI ASUPRA FUNCTIUNILOR ANALITICE UNIFORME

155, Dacd doud elemente ale unet funcfiuni analitice uniforme au
0 regiune comund de convergenid, ele primesc valori egale in toate
punctele acelel regiuni. Caci in regiunea comuni functiunea fiind
reprezintatd, prin dgfinil;iune, de unul sau celalt element s1 avand
o valoare unici in fiecare punct, rezulta ca cele dous elemente sunt
egale in fiecare punct al regiunii.

Deaci urmeazi ci o functiune analitics uniforma nu poate avea
puncte singulare in interiorul cerculu; de convergentd al unuia din
elementele sale. Caci dac un punct singular a situat pe cercul de
convergenta al unui element P(2—a) ar fi tn interiorul cercului de
convergenta al unui alt element Py(2—b), cele dous cercur; ar avea
0 regiune comuni in care elementele corespunzitoare ar {i egale ;
ceeace este imposibil,

Din cele ce preced conchidem cx punctele singulare ale unej
functiuni analitice uniforme nu pot forma o arie, oricat de mica ar
fi; prin urmare in domenijul unui punct singular oarecare se gasesc
puncte ordinare ale funciiunii,

156. Se zice despre o functiune analiticx uniforma, care n’are
puncte singulare intr’o regiune datd, ci este olomorfd in aced re-
giune.

Fie f(2) o funetiune anakitica uniforms Intr’o regiune data Sitan
un punct ordinar oarecare interior acele; regiuni. In domeniul Iuj
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xy functiunea f(z) este olomorfa si se poate pune sub forma”

(1) : [(2) = P(z—2y),
membrul al doilea fiind o serie intreagd de (2— ), eonvergenta
in cercul cu centrul in 4 si trecind prin punctul singular al lul iz
cel mai apropiat de 2,, adici de punctul cel mai apropiat de x, in
care functiunea inceteaza de a fi olomorfa. Cici, primo, cercul de
convergenid al lui P(z—a() nu poate contine in interiorul siu
puncte singulare ale funetiunii (155) ; secundo, daca punctele singulare
ale lui f(2) ar fi toate exterioare cercului, acest cerc n’ar fi adevaratul
cerc de conv ergentd, care contme pe perlferla sa cel putm un punct
singular al funciiunii. Egalitatea (1) este valabild in interiorul
cercului de convergentdt al elementului P(z—a,), cici f(z) se con-
funda cu elementul siu in cercul de convergenld corespunzitor.

Daca functiunea este olomorfa in domeniul punctului oo
(79 = ), egalitatea (1) trebuie inlocuitd prin cea urmitoare

2) fla)=P (—) ;

i

: b ; ; X
cicl punind x = functlune'l f este, in virtutea ipotezei, olo-
a”’

morfa in domeniul pnnctnhu a— O de unde rezultd forma

si prin urmare forma (2).

157. Teoremd (Weierstrass). O serie de funciiuni olomorfe, uni-
form convergentd intr’o regiune datd, defineste o funcjiune olomorfd in
aceeas regiune. :

Demonstratiunea acestei teoreme este identici cu cea dati (§ 123)
in care functiunile considerate sunt rationale.

158. Fie
(1) y = f(a), 2= F(y),

doud functiuni analitice olomorfe, cea dintdiu intr’o regiune (A) in
planul variabilei z, cea de a doua intr’o regiune (B) in planul varia-
bilei . Dac& unui punct z, din (A) corespunde un punct y, din
(B), = devine, prin substitutiunea y = f(@), o functiune analitica
de z, olomorfa in domeniul punctului ;. In adevir, in virtutea
ipotezei, putem scrie respectiv in domeniile punctelor xy, ,, )

(2) ¥— Yo = (v—a,) P(z—ay),
(3) z = Py(y—y,)-
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Seria (2), care reprezinti funefiunea y — y,, anulandu-se in
acelas timp cu @ — 2, rezulti ci membrul al doilea din (3) devine,
prin substitufiunea (2), o serie intreagid de z— z,,
= Py ay),

convergentd in domeniul punctului Ty q.e.d.

159. Puncte singulare. Fie f(2) o functiune analitic uniformz
§1 @ un punct singular. In domeniul acestul punct, functiunea nu se
poate pune sub forma

f(z) = P(z— a).

Se poate insa intampla ca produsul funetiunii printr’o putere con-
venabild (2—a)™, m fiind un Intreg pozitiv, si se poata pune sub
forma

(2—a* f(2) = P(a—a),
Sall ca o asemenea expresiune sa fie imposibila. In cazul intaiu,
punctul a se zice pol; in cazul al doilea ') acest punct a primit numele
de punct singular esenfial. Polurile st punctele singulare esentiale
sunt puncte de discontinuitate ale functiunii.

160. Fie a un pol al functiunii f(2). Daca m este cel maj mic
numar intreg pozitiv, astfel ca in domenijul polului sd avem

(1) (2~a)"f(2) = P(e—a) = 3 oy (amar,

coeficientul ay va fi diferit de zero, Numérul m asa determinat se
zice ordinul polului a.
Ecuatiunea (1) se poate scrie

(2) ~ H2) = (2—a) ™ Pla—a),
sau
3) f(z) = (:\Z)rﬁ (z_(;ﬁ* 7‘:"1;(% Piliaiog i

Suma termenilor din membrul al doilea, in care figureaza (22— a)
la numitor, se zice partea principald a desvoltarii functiunii in do-
meniul polului a. Expresiunile precedente ale luj f(x) ne arata cx
multiplicand functiunea f(2) cu (z—a)", sau scizand din f(z) partea
sa principald relativ la polul a, rezultatele obtinute

el e S e

sunt functiuni olomorfe in domeniul acestui punct.

) Este vorba esentialmente de functiuni uniforme,
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161. Daca in domeniul unui punct a functiunea f(a) se poate
pune sub forma

fla) = P[] + Pi(e-a),

r—a

in care

i Mg vk |
P(.T—a)— T—a (.t—a)2+ Bl

punctul @ este un pol sau un punct singular esential, dupia cum

AEs

are un numéar limitat sau nelimitat de termeni. Ciciin cazul din urma
nu existd numar pozitiv m pentru care forma (1) si poata fi satis-
facuta.

162. Polurile functiunii analitice uniforme sunt izolate de zerurile
functiunii. In adevir, presupunind ci punctul a este un pol de
ordinul m, avem expresiunea (2) in care P(z—a) este diferit de
zero in punctul = a. Insd, in acest caz, existd un numir pozitiv r,
astfel c& pentru toate valorile lui 2 interioare cercului

F—<g| == ¥,
P(z—a) nu se anuleazi; asa dar in interiorul acestui cere, f(2) nu
se poate anula i

Aceeas expresiune (2) aratd ca polurile sunt puncte izolate intre
ele; céci, in cercul de convergenti al seriei P(a— a), functiunea j(2)
n’are alt pol decit punctul a. ‘

163. Din cele ce preced rezulta ca daci o functiune analitica
uniformd are in domeniul unui punt @ o infinitate de zeruri sau
de poluri, acel punct este punct singular esenjial. Cici un asemenea
punct nu poate fi nici punct ordinar, nici pol.

Reciproca nu este adevirata. In domeniul unui punct singular

eseniial o funcfiune uniformd poate sd n’aibd nici un zero si nici
peidi

un pol. De exemplu, funciiunea f(2) = e, pe care o vom studia
mal tarziu, pentru care 2 = o este punct singular esential.

164. Se zice despre o functiune analitici uniformi, care n’are
nici un punct singular esential intr’o regiune dati ca este meromorfd
In acea regiune. Zerurile si polurile unei func{iuni meromorfe intr’o
regiune datd sunt, in virtutea celor zise mai sus, in numir limitat.
Daca dar o functiune analitici uniforma admite o infinitate de zeruri
sau de poluri, ea are cel putin un punct singular esential, situat la
distanta finitd sau la infinit.
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165. Fie @ un pol de ordinul m sl r raza cercului cu centryl in
acest punct in interiorul ciruia /(%) nu se anuleazi $1 nu are alt
punct singular decit a. Punind 7(z) sub forma (2) (§160), | P(z—a)|
va admite in cercul considerat un mmimum g > 0. Vom avea
[f(,v)J._ IP(Q“(‘H ~ A
o s T A e e S
| l (.’C = a) ‘m = Qm’
pentru toate valorile lui o cari satisfac conditiunea
fa:»~a[§gp<r.

De unde rezulia ci [/(2)] poate deveni mai mare ca orice numir
pozitiv M, cand z se apropie de a, dupd orice direcjiune voim. Este

deajuns a lua !
< ll‘ -
0 =.
o )I

166. Seria P(z— a), considerati mai sus, fiind diferita de zero
In interiorul cerculuj |z—a [=r, vom putea scrie, in domeniul
punctului a,

'
Pg) - - 7
de unde
Yix) = (2—a)" P(s—a).

Asa dar, in domeniul unui pol @ de ordinul m, inversa funetiunii,
iy este o functiune olomorfa, pentru care punctul @ este un zero
o

de acelas ordin. Viceversa, daci a este un zero de ordinul m al
functiunii f(2), a va f un pol de acelas ordin al functiunii in-

verse —.

f(2)

167, Un punct singular esenfial al une; functiuni analitice uni-
forme f(z) este punct singular. esenfial st pentru functiunea invcl‘sdi-
Fie a un punct singular esential al functiunii /(z). Daci a ar fi
pol al func';iuniim, ar urma, dupa cele vizute maj sus, ca in do-

meniul acestui punct, inversa sa, f(2), sa fie olomorfs, admitand
punctul @ ca zero,

. : X o IR e
Daca @ ar fi un punct ordinar al functiunii iy Inversa sa,
i
f(@), ar admite acest punct ca pol sau ca punct ordinar, dupi cum

@ ar fi un zero sau nu al lui —. Ambele rezultate insi fiind con-

f(2)
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trare ipotezei, punctul @ nu poate fi decit un punct singular esen-
tial al functiunii —.

®

168. Tot ce s’a zis despre o functiune analiticd uniforma in do-
meniul unui punct a, ordinar, pol sau punct singular esential, sub-
sista i cdnd @ = 0o, cu singura modificare ca in acest caz inlocuim

Tl
(z —a) iprini .
7

Astfel, daci @ = oo este un punct ordinar, avem, precum am

vazut, in domeniul acestui punct :

fm=PF}

€

Daca punctul o este un pol de ordinul m, expresiunea (2) (160)
se va inlocul prin cea urmitoare :
: 1 1
il o P(= 0.
) s
1) 4 (S
a carul forma desvoltati este
il
f(2) = Aam Arvm_l Tes T Ap gt A+ . W B
Ao,
Putem face si dispara polul oo, multiplicnd f(z) prin 2, sau
scizand din f(2) partea sa principald relativa Ja acest pol, care aci
este polinomul

S

Axn A,

In fine, punctul o va fi punct singular esential daci nu existi
numdr intreg pozitiv m, astfel ca a—m f() sa se poata pune sub
forma

e (s ( l) ;
£
169. Teoremd (Liouville). O functiune analitics uniformd are cel
pufin un punct singular situat la distanid finitd saw la infinit.
Sa presupunem ci functiunea nu are nici un punct singular la
distanta finitd, adicd este o functiune intreagi. In acest caz, eg se
reprezintd printr’o serie intreaga

a

o0

(1) fl2)= 2 ‘a, 2",
n=o
egalitatea fiind valabild in cercul || =R, R avand o valoare

arbitrar de mare. Si presupunem ci [ /(2) | ar admite pe toata
sfera (tot planul x inclusiv punetul ), o limitd superioard finita
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M. Dealungul cercului |a|= R vom aved asadar | f(2) <M si
prin urmare coeficientii a, ai egalitatii (1) vor satisface egalitatile
M
(2) |an | = 7

Coeficientii a, fiind cantitali constante, iar membrul al doilea
tinzand cétre zero, cAnd R tinde citre infinit, rezulti ca coeficientii
seriei, afard de coeficientul ag, sunt tofi nuli. Functiunea f(2) se
reduce la o constanta.

Corolar. O funcfiune olomorfd pe toatd sfera este o constantd.

170. Teoremd. Permanenja relajiunilor analitice. Fie
(1) 1= (), ¥.=fla), ..., Yn = [u(),

n funcfiuni analitice uniforme, apdnd o regiune comund de existenfd.
Dacd intre elementele lor corespunzitoare unui punct ordinar T,

(2) Pila—mp)y Pola—ay), . oo, Pola—a,),
convergente in acelag cerc C, existd o relafiune rafionali si intreagd
(3) F[Pl("r’— To)y «+ -y Pu(z— 2o)] ='o,

pentru toate valorile lui x interioare acestui cerc, relajiunea va sub-
sista inire funcfiunile date in toatd regiunea comund de existenfd.
Este de ajuns a proba ci relatiunea subsista pentru prelungirile
elementelor (2). Pentru aceasta, si observim ci inlocuind elementele
(2) prin expresiunile lor desvoltate, membrul intaiu al egalitatfii (3)
se reduce la o serie (@ — x,), convergents in cercul C, identic nula
in interiorul acestui cerc. Fie a; un punct interior cercului C s1

Pila—ay, ), v, Pola—a,, o),
elementele prelungite corespunzitoare. Sa presupunem ca ele sunt
convergente intr'un cerc C,, care taie cercul C. Sa substituim fie-
cérui element dat, elementul prelungit; membrul intaiu din (3) se
transformd in o serie @(z—a,). convergentd in Cy. Insa, in
regiunea comuni celor doui cercuri, elementele

.
Pla— 2o} Pho—wom)s (=12, 8, s <., )
%

fiind egale, seria @ (v—a;) va fi egald cu seria Pla—x,), adica
nuld; prin urmare ea va fi nuld in tot cercul Ce gty

In virtutea acestei teoreme, relatiunea (3) se poate inlocui prin
relatiunea

F(yh Yas - ey yn):().‘

valabild in toatd regiunea de existentd a functiunilor y.
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171. Teoremd. In domeniul unui punct ordinar modulul unet
funcjiuni analitice uniforme nu admite maximun.

Fie x4 un punct situat in acel domeniu si sa presupunem ca
| f(ag) | este maximum, adicd | /(o) | > |f(2)| in domeniul con-
siderat. In cercul |a&— xg|=r cuprins in acest domeniu, avem

)= = a, (2=, ao= f(0)-

Reprezentind prin M maximul lui | f(2) | pe cerc, avem inegali-

tatile
l'an | < ;,,; ;
de unde in special
lag | = (7o) | <M,

inegalitate care exclude ipoteza ¢ | f(z), | este maximum.

Cea mai mare valoare a modului functiunii f(z) nu poate dar
avea loc decit pe cerc.

De unde rezulta ca daca dam lui r valori crescinde fara ca cercul
sa intalneascd un punct singular al functiunii, cea mai mare valoare
a modulului | f(z) | ereste impreund cu r.

1) Coeficientii serici sunt dati de egalitatile

1 Sy e
an=mff —1110/(_ —{~reB}dG

0
Pentru ca sa avem egalitatea

1 27
]anl__mf. m@l(_l _*_'elﬁ )| d8,

0

este necesar ca argumentul functiunii sub semnul | s& fic constant in inter-
valul (0, 27), céici modulul unei sume nu poate fi egal cu suma modulelor, decat
dacid toti termenii au acelag argument; prin urmare, este necesar sa avem

arg f(xq + reio) = nf + o, (® = const).
De unde expresiunca
f(ro-l-r )— | f.lo+re ){ei(”6+w)
Fie M maximul lui |f(«)| pe cercul (r); pentru ca. cgalitatea | an | =,1%
si fie posibild, este necesar si avem

PSSR T )

si prin urmare pentru ca egalitatea
[ag| =M
sa fie posibila este necesar si avem
flzo &+ relo) = M,
adica functiunea f(z) este constantd dealungul cercului si prin urmare ea se
reduce la o constanti, dupa cum stim (1°%, §149)

9 DAVID EMMANUEL
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Corolar. Daci f(zg) # o, |f(x)| nu admite minimum in dome-
niul lui 4 §i cea mai micd valoare ce poate primi modulul | f(=) |
intr’un cerc cu centrul in z,, situat in domeniul acestui punct, are
loc pe cerc. Este deajuns, pentru a justifiéd aceastd propozifiune,

s& considerdm functiunea ) pentru care punctul z, este un punct
7
ordinar.

172. Fie z = & + in, f(z)=P(& ) + 1Q(&,7), P si Q func-
{iuni reale de variabilele reale & si 5. Teorema precedentd subsista
pentru functiunile P si Q in domeniul considerat. In adevar, repre-
zintdnd prin A maximul lui |P| si prin B maximul lui | Q| pe
cercul | z— zo | = r, avem (114) inegalitatile

s1, in special,

A,

= f) = i) + #2089 < [

< 2
de unde

TW%NMI<{&
| Qo 10) | < | B

173. Derivata. Fie seria

P(a— ) = 2 a, (z— a,)"

si derivata sa

¥ @
Pz~ 2) = 2 na, (z— zp)"1.
o -

Se stie ca aceste doud serii au acelag cerc de convergentd C;
punctele singulare ale seriei derivate sunt deci situate pe acest cere.
Voim sa demonstram ca punctele singulare ale celor doud serii coincid.

In adevar, dacd a este un punct ordinar al seriei Plz— z,),
situat pe cercul C, existd un punct @, interior acestui cerc astfel ci
cercul de convergentd C; al seriei prelungite P(z—zy, ), prin
urmare si al seriei derivate P’(z-z,, 2;), si contini punctul a.

Deci punctul @ este un pﬁnct ordinar al derivatei P'(2— z,),
a cérei prelungire analiticd, prin intermediul punctului 2y, coincide
cu derivata seriei prelungite.

Reciproc. Un punct ordinar al derivatei P'(2—a,), situat pe
cercul de convergentd C, este punct ordinar al seriei propuse P(x— ;)

!) Egalititile nu pot avea loc decat in aceleasi conditiuni ca mai sus (nota).
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Rationamentul este acelag. De unde rezultd propozitiunea enun-
tata. '

174. Din cele ce preced rezultd cd derivata P’'(z—a) defineste
o functiune analiticdi monogend avand aceeas regiune de existenfd ca
functiunea nascutd din elementul primitiv. P(z—a). Reprezintind
aceastd functiune prin f(z) si cea nascutd din P'(z—a) prin f(z),
vom zice ca f'(x) este derigata lui f(x) si f(x) functiunea primitivd
sau tntegrala lui f'(x).

Functiunea f(2) si derivata sa f'(2) au, in virtutea propozitiunii
din paragraful precedent, aceleasi puncte singulare situate la dis-
tanta finita. Punctul @ = oo, nefiind in interiorul nici unuia din .
cercurile de convergenta nici pe vreunul din aceste cercuri (punctul
initial fiind presupus la distanta finitd), cere a fi examinat deosebit.

Sa presupunem ci functiunea f(z) este olomorfi in domeniul
punctului 2 = oo, adici )

i 1 > o2 a’l | aZ 2
(=P =at B+ %+ ..
vom avea

Prin urmare derivata este o funcfiune olomorfi in domeniul
acestul punct. :
Reciproca nu este adeviratd. Fie, de exemplu, functiunea

e 1)

flz) = x| P(I :

pentru care punctul #z = 0o este un pol, pe cind derivata
: Pl 8]
Mol i P )

este olomorfa in domeniul acestui punect.

- 175. Fie f(«) o functiune olomorfd in domeniul unui punct z,,
adica . '

5 e () = P(z—ay);
vom aved, in virtutea definitiunii derivatei,

(2) f'(@) = P'(z— ay),

in domeniul aceluiag punct. De aci rezulta egalitatea 3
’ 2 x)— f(z,
=7, T—xy
oricare ar fi drumul dupi care z se apropie de x,, @ fiind presupus

situat in domeniul lui . De unde conchidem c# regulile dupa cari
9"
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se obtine derivata unei functiuni analitice sunt cele date de calculul
diferential ; caci acele reguli rezulta din formula (3) ce satisface deri-
vata funcfiunii intr’un punct ordinar oarecare .

180. Interpretare geometrici. Transformare conformd. Existenta
unei limite finite a expresiunii

H@) — H(y)

o 9
T — T

cand a se apropie de x, dupd orice direcfiune voim, se traduce
printr’o proprietate geometrici interesanta.

Sa consideram variabilele = si y raportate la doud sisteme de
axe rectangulare (& %), (u, »), situate in doud plane diferite. Re-
latiunea y = f(2) stabileste o corespondentd intre punctele = si y
ale celor doui plane, sau cum se mai zice, o reprezintare a planului
x pe planul y. Daca punctul z descrie o curba @(&, ) = 0, punctul
y va descrie o curbd y(u, v) = 0. Iatd proprietatea geometrici ce
caracterizeazi o functiune analitici in regiunea ei de existen}a.

Daci y = f(x) este o funcliune analiticd, unghiul sub care se taie
doud curbe () intr'un punct xq, in care derivata () este finitd si
diferitd de zero, este egal cu unghiul sub care se taie curbele corespunzd-
toare (y).

In adevir, fie 2} si 25 doua puncte vecine cu z, §i nu in linie
dreaptd cu el; yq, Yy, yp valorile lui y corespunzitoare valorilor
Ty, Ty, T Vom aved

s il c ==
1) b A0 oy, Jamde )
X ;=T I — T Ta=Tp Xy — Ty i
2, z 5S4 punem
6, B — T =Ty et | 2y — =1, ¢l
s i ey i
x . Yi—Yo=01€, Yo — Yo =00 '™*
"0
Y Y Egalitatea (1) devine
- : ~
ia lim & e' (wl‘gl) = lin’l g g'(")z_ez‘ ;
’ n=o 1, re=o T
ya . -
Fig. 8 de unde egalitatile
@) LmZ=1im?2 | lim(o,—6,) =1lim (0,- 6,
v 7 1= Y% 3= U2)-

Ultima egalitate scrisa sub forma
(3) lim (w,—w;) = lim (0,—0,)

demonstreazi proprietatea enunfatd mai sus; caci limita cétre
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care tinde diferenta 0, — 6y, cAnd 2, §i @, se apropie de x, dupa
doudt curbe oarecari C;, Cy trecind prin acest punct, este tocmai
unghiul sub care cele doud curbe se taie; aceiag semnificare o
are lim (w,— ;) relativ la curbele corespunzatoare Iy, I', descrise
de y, 51 .

Neglijand cantitafi infinit mici, avem egalitatile

’gfz':__j‘a (1)2-—(')1=02—01,
cari aratda ca triunghiurile infinitezimale (g, 2y, %) $1 (Yo, Y15 Yo)
sunt asemenea.

O reprezintare care conservd unghiurile, in virtutea cireia,
precum vedem, elementele infinitezimale sunt asemenea, se numeste
o reprezintare conformd. Prin urmare o reprezintare data de o func-
tiune analiticd este conforma,

Sa observiam ca egalitatea (3) exprimd nu numai ca unghiurile
considerate se conservd, dar si ¢i sensul in care se misca razele
vectoare, cari coincid cu tangentele in zy si y, la curbele C,, I’}
pani si coineidd cu tangentele la G, si Iy, este acelas.

Se obicinueste a se zice c¢i sensul rotajiunei unghiurilor se con-
seryd. i

Propozitiunea conservirii unghiurilor presupune ci derivata
f(x,) este diferitd de zero. In cazul cind aceastd derivald este
nuld, avem

lm 2 —fim 2 — 0;
r T
1 2
o comparare de triunghiuri asemenea devine imposibila. Propo-
zitiunea in acest caz nu mai este adevarata.
Fie, de exemplu, funcfiunea
Y= g fmeintrept >, &
Daca variatiunea argumentului lui 2 este 0, variatiunea argu-
mentului lui y este mf; de unde rezultd ca dacd doud curbe () se

taie in origind sub un unghiu ®, unghiul format de ¢urbele corespun-
zatoare (y) este ma.

181  Fie :
hi(@), fa (@), « -5 ful(2); - -
un sir nelimitat de functiuni olomorfe intr’o regiune data A. Daca
seria

2 fn (@)

1
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este uniform convergentd in A, ea reprezinti (§ 157) o funectiune
olomorfa in aceastd regiune.

Punénd
, : F(2) = 2/ (a),
vom avea

F'{a) = 2, (z).

Aceastd proprietate rezulti din proprietatea corespunzitoare

a seriilor de puteri (143).

182. Derivatele de ordin superior ale functiunii f'(z) Se introduc
in acelas mod ca derivata de ordinul intaiu f(z). Astfel derivata
lui f'(2), reprezintatd prin f’(2), se zice derivata de ordinul al doilea
a functiunii f(2); etc.

Derivata f”(x) avand aceias regiune de existentd ca f'(a),
prin urmare ca f(z), conchidem ci toate derivatele unei functiuni
analitice ' (), {" (z), ... f® (2) sunt func{iuni analitice avénd
aceias regiune de existen{d, prin urmare aceleasi puncte singulare,
situate la distan{d finitd ca funcfiunea primitiva dati.

Fie y = f(2) o funcfiune analiticd si o', y”, g ey
derivatele sale pand la un ordin dat n. Daca intre elementele func-
fiunei si ale acestor derivate existi o relatiune rationala si intreaga
F(z, y, ¥, ... y®) = o in domeniul unui punct ordinar oarecare,
relajiunea va subzisty, in virtutea permanentii relafiunilor analitice,
intre funciiunea data si derivatele sale in toata regiunea de existenta
a functiunei (170).

183. Fie in domeniul unui punct z,

(1) [(2) = P(z—2) = X a, (a— )" ;
vom avea :
(2) f(n) (=l e R 3%
de unde rezultd pentru f(z) expresiunea
© (n) x
(3) ey

valabila ca §1 egalitatea (1) in cercul al cirui centru este Zy sl a
cdrul razd este distanfa dela acest punct pani la punctul singular
cel mai apropiat.

‘Membrul al doilea din egalitatea (3) fiind un element al func-
{lunii analitice f(z), rezultd ci o asemenea funciiune este complect
determinatd daci cunoastem valoarea sa si valorile derivatelor
sale de orice ordin intr’un punct ordinar z, dat. Daci derivatele
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de toate ordinile sunt nule in z;, functiunea f(z) se reduce la o
constanti. Aceastd propoziliune este echivalenti cu propozijiunea
10, (§ 149). ; '

" De unde rezultid cia dacd doud functfiuni analitice sunt egale,
precum si derivatele lor de orice ordin, intr’'un punct ordinar z,,
ele coincid in toatd regiunea lor de existenta.

184. Sa presupunem
[ (o) = (mg) = ... = [ (zg) =0, [ (2)Fo0;
expresiunea (3) va deveni

@)= @z 2 [0

nl (I_ xo)n—m §
n=m .

Punctul x, se zice un zero al functiunii de ordinul m. In domeniul
unui zero de ordinul m, func{iunea este aga dar de forma

f(il) = (17‘“ xo)n7P(1‘~— xo), [P(x——xo)] r#::)o

185: =Fie

8

Pz ay) =200, 2%,
n=o
un element de functiune analiticd f(2), olomorfd in domeniul punc-
tului’ zy; integrala corespunzatoare este

w

P(x—29)=C +

+ 1 (‘2’ & )n+1’
C fiind o constanti arbitrard. Valoarea acestui element in punctul
x, este egald cu C si prin urmare poate fi datd dupa voie. Presupunand
valoarea constantei determinati, elementul @(z— ) va da nastere
unei functiuni analitice monogeni, care, dupi cele zise in paragrafele
precedente, are aceias regiune de existent{d cd functiunea propusi
f(z): punctele sale singulare la distan{a finitd sunt aceleasi ca ale
lui f(x). Punctul 2= 00 poate fi pentru func{iunea integrald un punct
singular, fard a fi punct singular al functiunii date.

186. Derivata unei funciiuni analitice uniforme este o func-
tiune analiticd wniformd, precum rezultd din expresiunea

1
sl ST ey
f(e) = Plo=20) + Pof =]
a carel derivata este

f(z) = P'(z— =) “—1———‘—, P (xi—o) 2

(@) =t
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Integrala unei functiuni uniforme insi poate s nu fie o func-
tiune uniforma. Exemplul cel mai simplu ni-l da functiunea

a céirei integrald o vom vedea mai departe.

1II. — FUNCTIUNI RATIONALE.

Printre functiunile analitice uniforme, cele mai simple sunt
functiunile ratiomale, intregi si fractionare.

187. O funciune rajionald intreagd, sau un polinom de z, este

o expresiune de forma :
fl®) =ap+ a, 2+ ... + a, 2",

numérul termenilor din membrul al doilea fiind mérginit. Aceast
expresiune poate fi privita ca un element al carui cerc de con-
vergen{d are o raza infinit de mare; ea defineste dar o funciune
analiticd uniforma in tot planul neavand alt punct singular decat
punctul dela infinit. Acest punct este un pol de un ordin egal cu
gradul polinomulut; ceeace rezultd din forma
1

X

1 1
):.xm(am‘*“am—l’;*f‘ +%F)v%7&0'

o — ek P(

188. O functiune analitic ragionalé fracfionard

1 .'.:ao—}—al‘v—f—...—f—amx’"
(1) f(2) bo +bx+ ...+ b2’

adicd citul a doud polinoame de x, este o functiune analiticd monogend
uniformd in tot planul.

In adevir, 2, fiind o valoare oarecare a lui z diferiti de un
zero al numitorului, avem, in domeniul acestui punct, expresiunea

®) f(a) = Pla—ay).
Asadar f() este o functiune analitica olomorfa in orice portiune
a planului, care nu contine un zero al numitorului.
Daca w, este un zero al numitorului de ordinul k, avem, in
domeniul acestui punct,
1
(3) [z} = ———= Pla—1),|P(e~ x;)| = o.

(2= gt =2,

Un zero al numitorului de ordinul % este asa dar un pol de acelas
ordin al funetiunei.
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Funetiunea f(2) n’are asa dar la distanta finitd alte singularitati
decat poluri in numar limitat.

Sa observam ca egalitatile (2) si (3) sunt valabile in cercul
cu centrul in punctul z, si trecand prin polul cel mai apropiat de
acest punct.

Pentru a examina cum se comporti f(x) in domeniul punctului

1

dela infinit si facem substitutiunea @ = —-; obtinem
x
[ 1’ y l/
1 e O SEr e betar age™
f(‘v):f ’ =& 1 4 | T
2z W o e PR

Coeficientii @y, b, fiind diferiti de zero, rezulla ca fractiunea
din membrul al doilea se poate pune sub forma unei serii intregi
P(a'), care nu se anuleazd in punciul 2’ = o. Avem asadar in
domeniul punctului %o, expresiunea

o w=eel) [r(Y]

Punctul @ = oo este deci un punct ordinar sau un pol, dupa
cum avem m < n sau m > n. In cazul m < n, punctul z = o
este un zero al functiunii de ordinul n — m si in cazul m > n, acest
punct este un pol de ordinul m — n.

O functiune rafionald n’are agadar in tot planul, inclusiy punctul
infinit, alte singularitdfi decdt poluri in numdr limitat. Ea este
monogend (in sensul lui Weierstrass), cdci orice element P(x—a,),
care reprezintd functiunea in cercul siu de convergentd, poate
fi prelungit analiticeste in afard din cere, astfel ci totalitatea ele-
mentelor prin cari functiunea f(x) este reprezintata in tot planul,
se poate deduce dintr’unul din ele.

In fine, funciiunea rationala este evident uniforma.

In rezumat: O funcfiune rafionald este o- funcfiune analiticd
uniformd pe toatd sfera, neavind alte singularitifi decit un numdr
limitat de poluri; in special, dacd funcfiunea este inireagd, unicul
et pol este punctul dela infinit.

Aceste proprietiti sunt caracteristice, precum rezulta din cele
ce urmeaza. ‘

189. Teoremd. — O funcfiune analiticé f(x) uniformd in tot
planul, pentru care punctul infinit este unicul punct singular gt anwme
un pol de ordinul m, este o funcfiune rafionald intreaga de gradul m.

In adevar, f(z) fiind o functiune olomorfa in tot planul, se
poate reprezinta in toatd intinderea planului printr’o serie intreaga

(1) f(x)=ao—{—a1x—}—...+amxm+“_
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o A

Insa punctul infinit fiind un pol de ordinul m, rezulti ci in
domeniul acestui punct f(z) trebuie si fie de forma

= e (4. () 0.

De unde rezulta a,, 7 o si toti coeficientii urmatori @, 11 = @y 2
= ... = 0. Avem asadar
flad) =ag+a x4 ...t ayam.
190. Teorema precedenta se poate inlocui prin cea urmiatoare:
Fie
o
o Ha) = 2 ayon
: n=o
o functiune intreagd. Dacd existd un numdr intreg pozitic m si un
numdr A > o, astfel incit sd avem
(2) ' e f(z) | < A,
pentru toate valorile | x| > R, R fiind un numir pozitiv arbitrar
de mare, funcfiunea f(z) este un polinom de un grad < m; gradul

l~""f(a‘)

Pentru a stabili aceastd propozitiune, si scriem egalitatea (1)
sub forma

este m, dacd

+0

iy m—1 i i
a—m f ( ’I:) = 3 a pl—m __:__ 3, aj, ali—m
k=o k=m

Prima sumé din membrul al doilea tinde catre zero cind | « |
tinde catre infinit, prin urmare, in virtutea inegalitatii (2), modulul
sumei a doua riméne finit pe toatd sfera. Aceastd sumi este asa
dar o constanta a cirei valoare este nuld sau diferita de zero dupa
cum | ™ f(2) |s=,, este nul, sau diferit de zero.

191. Teoremd. — O funciune analitici uniformd, care, pe toald
sfera, n’are alte singularitdyi decdt un numdr limitat de poluri, este
o funcfiune rafionald.

Fie ay, a,, ..., a, polurile functiunii f(z) situate la distanta
finitd, de ordine respectiv egale cu a;, a,, ..., a, . Punind

F(z) = (2—a)" (z—a3)® ... (z2—ap ),
produsul Fy(z) = f(z) F(2) este o functiune intreag, avand punctul
infinit ca pol sau ca punct ordinar si prin urmare este un polinom
sau o cantitate constantd. De unde rezulti ci
i
F(2)

este o functiune rationala.
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192. Teorema precedents se mai poate stabili in modul urmitor:

Fie a unul din polurile functiunii f(#) la distanta finitd si m ordinul
sdu; avem in domeniul acestui punct

A A
Hel = smapeativere g =l P (@0}
Sa punem - .
o AO Am’—‘l ]
(p(w)—z[(zv——W‘_*_'“ e xire

simbolul X' referindu-se la toate polurile situate la distania finita.

Diferenta f(2) — ¢(2) este o functiune intreagi F(z) pentru care

punctul infinit este, prin ipotezd, un pol sau un punct ordinar.

F(z) este asa dar un polinom de x, sau o constantd .
Functiunea

j@=F@+ |

+

[E=a)r e At Sala

A Am—1
0 + ]

este asa dar o functiune rationala.

193. Teorema fundamentali a Algebrei: O funcliune rafionali
intreaga f(x) are cel pufin un zero.
In adevir, daci f(z) nu s’ar anula in niei un punct in plan,

inversa sa —— ar fi olomorfd in tot planul; insd punctul infinit

%
fiind pol al lui f() este punct ordinar pentru §1 prin urmare

f(2)

7@ ar fi olomorfa pe toatd sfera; ceeace nu se poate.
z

I11. — Doud teoreme generale asupra funcliunilor intregi.

194. Prin definitiune, o funciiune intreagd este o funcliune
analitici definitd de o serie intreagd P(x) al cirei cerc de conver-
gentd are o raza arbitrar de mare. Punctul &= oo este unicul punct,
singular, pol sau punct singular esential, dupa cum functiunea
este rafionala sau transcendentd, adicd dupd cum numirul termeni-
lor seriei este limitat sau nelimitat.

Teorema I. Fie R gt M doud numere pozitive date; existd palori
@ satisfdcand inegalitatea | x| > R pentru cari avem | f(z)| > M,
oricit de mare ar fi numdrul M (Liouville).

Céci modulul unei functiuni analitice uniforme nu poate avea
pe toatd sfera o limita superioard finitd, fard a se reduce la o con-
stanta. (169).

Aceastda teorema exprimd o proprietate comuni functiunilor
intregi rafionale si transcendente. Teorema urmitoare se referd
numai la functiunile transcendente.
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Teorema 11. Fie ¢ un numar pozitiv arbitrar de mic si R un
numdr poziliv oriedt de mare voim; exvistd valori x satisfdacind ine-
galitatea | x| > R, pentru cari avem | f(2)| < e.

Daca in domeniul punctului @ = oo, f(z) are o infinitate de
zeruri, teorema este evidentd. S presupunem ci nu este asa, atunci
putem si ne inchipuim R destul de mare, asifel ca pentru
| 2| > R, f(2) s& nu aibd nici un zero, exceptdnd poate punctul
@ = 0o, Zerurile lui f(z) situate in interiorul cercului |z|= R
fimd puncte izolate, numirul lor este limitat.

S5a consideram funcliunea inversa e ale carer poluri sunt
x

zerurile lui f(z). Fie a unul din aceste zeruri; vom avea, in domeniul
acestul punct, o expresiune de forma

d —I == _Ao 1 Am—l | ]

( ) f(l) e <$_a)1n Al el S + 7_—‘{ ) i {2 (m~a).
Sa& punem

3 T : AO Anz—lJ

L ”(“)‘Zl@Tw+--'+m )

suma din membrul al doilea cuprinzand partile principale relative

la toate polurile lui T), situate in cercul | 2| = R; ¢(2) este o
E

functiune rationala.

Diferenta .

2 heu
(3) hiw) = 7~ — ol
Hz)

este asadar o funcfiune analitica uniforma neavand nici un punct
singular in cercul considerat. Insa R fiind arbitrar de mare, rezulti
¢d fi(2) este o funcfiune intreagd. Aceastd functiune nu se poate
reduce la o constantd, cici altfel, din expresiunea (3) ar rezulta
cd f(x) este o functiune rationald. Prin urmare, in virtutea teoremei
I, exista puncte x exterioare cercului |2 |= R, in care avem
| fi(z) | > M, oricat de mare ar fi M. De alta parte, in asemenea
puncte, modulul lui ¢(z) poate deveni mai mic decat o cantitate
oricit de mica, dacd luim R destul de mare. Prin urmare in aceste
puncte avem

| f(2) | < e. q. e. d.

195. Corolar. Fie A o constanta datid oarecare; in virtutea
teoremei precedente existd, in domeniul punctului oo, puncte
in cari avem

: lf(‘l’)—Al < g
adicd, in domeniul punctului infinit, o functiune intreaga transcen-
denta se poate apropia de orice cantitate datd, oricat de mult voim.
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196. Aceasta teoremi mne aratd deosebirea fundamentalda ce
existd, in domeniul punctului infinit, intre o functiune rationald
intreagd si o functiune intreagd transcendentd. Pecand cea dintdi
nu poate primi, pentru valori z al ciror modul este mai mare decat
un numar pozitiv R, destul de mare, decat valori al caror modul
este mai mare decdt M, M fiind cu atdt mai mare cu cat R este mai
" mare si prin urmare tinde catre infinit in acelag timp cu @, dupd
orice direcfiune goim, functiunea intreagid transcendenld poate,
pentru aceleiasi valori ale lui | 2|, si se apropie de orice cantitate
voim si prin urmare este cu totul nedeterminatd, cind x tinde citre
infinit.

CAPITOLUL IX.

FUNCTIUNI ANALITICE AVAND O INFINITATE DE PUNCTE
SINGULARE.

197. Fie :
(1) fl("c)? f2(x)7 seey fn (x), sy

un sir nelimitat de functiuni rationale. Daca seria 2f, (2) este uni-
form convergentd inir’o regiune conexd (A), ea reprezintd in acea
regiune o funcfiune analitici monogend F(z). Cdci precum s'a
vazut (§ 123), in domeniul unui punct oarecare z,, situat in regiunea

datd, avem
2) Zf () = Pla— o)

De alti parte, aria fiind conexa, orice punct interior, @ = &,
poate fi unit cu , printr’o linie situatd in interiorul ei; prin urmare
seria corespunzitoare S z—§&), pentru care avem

Zfn (2) = Aa—$),

este o prelungire a elementului P(z—x,). Ceeace justifica mono-
geneitatea funcfiunii in aria consideratd.

Egalitatea (2) este valabild intr'un cerc cu centrul in zy §i
cu o raza cel pufin egali cu distanta dela centru pina la cel mai
apropiat din polurile functiunilor f, (); caci, inir'un asemenea cerc
toti termenii seriei sunt de forma P, (z— ;) §1 suma 2P, (z—zy),
este, in virtutea ipotezei, uniform convergentd in interiorul acestui

cerc.
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198. S& presupunem diferite intre ele ') polurile functiunilor
fn () si fie R distanta dela z, pana la cel mai apropiat dintre ele;
raza cercului de convergenti al seriei P(z—x;) este R. In adevir,
s& presupunem mai intéi ci polurile cari se afla la distanta R de z,,
sunt in numér limitat si fie f;(2), ..., f3(2) functiunile avand asemenea
poluri. S& punem '

Fi(2) = (@) + .. + fi(2)
si s reprezentdm prin Fy(z) suma 2'fn (%), in care n primeste toate
valorile intregi de la 1 la oo, exceptand valorile S =a = v oim
avea i :

'F(‘L) = Fy(2) + Fy(a)
$1 pultem serie
Fy(2) = Pils—y), *Fyle) = Pylo— )

Insd polurile termenilor 3’ fiind toate oxterioare cercului C
descris din @, ca centru cu raza R, pecind F,(z) este o functiune
rationald ale cirei poluri sunt toate pe acest cere, raza cercului
de convergentd al seriei P,(z— To) nu poate fi diferiti de R. De

unde rezultd ci raza cercului de convergentd al seriei
P(z—2g) = P, + P,
este R.

Sa presupunem acum’ ¢ polurile functiunilor £, (z), cari se
afld la distanta cea mai mici R de Zg, sunt in numar nelimitat. Fie
C cercul descris din @, ca centru cu raza R. Voim sd ardtam ca
si in acest caz cercul de convergentd al seriei P(a— ) este C.
In adevar, si presupunem ca seria P(z— ) este convergents
intr'un cerc €', cu centrul in Zg §1 cu o razd R’ > R. Fie a unul
din polurile cari se afla pe cercul C si #; un punct interior pe raza
care trece prin a, la o distanta de acest punct mai mici ca R. Punctul
a va {i asd dar unicul pol a carui distantd de a; este cea mai mica
$1 prin urmare cercul de convergenta al seriei

F(a) = *7("”—' zy),
cu centrul in z; este tangent in @ la cercul C. Insa seria Az— ;)
filnd identicd cu seria P(z— =g, 2;) dedusd din P(z— z,), cercul
sdu de convergentd trebuie s fie cel pufin tangent interior cercului
C". De unde rezultd ci cercul € coincide cu C. q. e. d.

) Adicd un pol al unei functiuni f,(2) nu aparfine nici uneia din celelalte
functiuni f, (), m & n Daci mai multe functiuni ar avea un pol comun, acest
pol ar puted dispare in sumi

Exemplu:

2z —1 1
hl2) = = falo) = —— s hla) + fola) = FER

Polul z = 1 a disparut
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199. Aplicatiune. Fie

Cn
elr= e (Rn=1,2,3,...),
@y, @y - .. Gp, ... fiind puncte in numir nelimitat situate in plan
intr’un mod oarecare si ¢, ¢y, ... Cp, ... cantitafi constante, in

numar deasemenea nelimitat, supuse la unica conditiune ca seria
2| ¢, | sa fie convergentd. Seria
w

Rl —=ty

1 T—ay

Cn

este absolul i uniform convergentd in orice regiune a planulut care
nw conjine punctele a,. In adevir, si scriem termenul general sub
forma

Cn € 1
T, ap— 2y 1. =% *
. b

o fiind un punct oarecare diferit de punctele a, si fie a; unul din
punctele a, a carui distantd de =z, este cea mai mici. Fie
lax — x| = R; vom avea |a, — 24| > R pentru n=£ k. Sa
consideram cercul C descris din Zy ca centru cu raza R si fie 2 un
punct oarecare in interiorul cercului; de unde |2 — z,| < R. Fie
7 un numdr pozitiv cuprins intre |z — x| si R; vom avea

’ o <[cn'] i ¥
|z—a, R Fier
De unde
Cn 1
> SCEtE = X b Gl

T— G, R—r
Asadar seria propusi este absolut si uniform convergenta

in interiorul cercului C; prin urmare in toatd intinderea planului,
exceptand punctele a,, .

Din cele ce preced rezulti ci in domeniul unui punct oarecare
z, diferit de punctele a,, avem

Fla) = P(a—ay),

cercul de convergentd al seriei P(a—2,) trecind prin punctul a*
care este cel mai apropiat de z,. Prin urmare seria

F(z) = 2 fala)

reprezintd o functiune analitici monogend in tot planul pentru
care punctele a; sunt puncte singulare.
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200. Linii singulare. Spajiuri lacunare. Fie L. o linie inchisa

sau nu; si presupunem cd pe aceasta linie se afla o infinitate de

puncte formand o gramada numarabild (@,), densd pe toatad linia.

Seria

Cn

Fla)= %=

T

consideratd in paragraful precedent, reprezintad o funciiune analitica
in tot planul pentru care linia L. este o linie de puncte singulare;
vom zice ¢ linia L este o linie singulard a functiunii, Dac# aceasta
linie este inchisd, separand planul in doud regiuni, F(z) va defini
doud functiuni analitice in cele doud regiuni separate de L; nici
una din aceste functiuni nu poate fi prelungita in afara din regiunea
corespunzitoare. Linia L se numeste limitd naturald peniru fie-
care din ele.

Regiunea interioard liniei L se zice spajiu lacunar peniru
funciiunea a cérei regiune de existenla este eaterioard acestel linii;

sl vice versa.

201. Exemple de funcjiuni avdnd linit singulare. Fie a, f§ afixele
a doua puncte date; punctele reprezintate prin expresiunea
ma -+ nf 5
Uy = ———
e m-+n’
in care m si n primesc toate valorile intregi pozitive, exceptand
valorile simultane m = n = o, sunt situate pe segmentul de dreapta
af si formeazd o gramadd densd pe toatd aceastd dreapta !). Fie
in acelas timp seria X¢, , absolut convergenta. Seria

> Cra,n

& Ay, n

cu doi indici (m, n) care poate fi ordonatd intr’o serie cu un singur

4 19 Punctul am, n este pe dreapta gf in virtutea ecuatiunii

am,n—‘ﬁ . m
a—(l,n._n n
20, Gramada este densi. Orice punct am, n este limita unui numir infinit
de puncte ale dreptei. In adevar, fie

] !
o Mo+ no,B’ r— e+ np (2 a.B)
g - 1N, m—+n
avem
T— Ty = B Ve (@—pB).
(m =+ n) (mg + ny) ;
Sa punem :

m=kmy+ 1, n= kny;



FUNCTIUNTI ANALITICE CU O INFINITATE DE PUNCTE SINGULARE 145

indice, reprezintd, in virtutea celor vizute in paragraful precedent,
o functiune analitici avind dreapta af ca linie singulara.

Fie, de exemplu, ¢,, = e ™" si si considerim seria
+ » 1 1 .
@) 2 em—n ( = )
mn=o my —n mx + n

exceptdnd m = n = o.

Aceasté serie este absolut si uniform convergentda in ambele
semiplane (z) separate de axa reald. In fiecare semiplan, seria
reprezintd asa dar o funcfiune analitici monogend, fira ca aceste
functiuni sa fie una prelungirea analiticd a celeilalte, Axa reala
este o linie singulard a acestor doua functiuni.

Sa facem schimbarea de variabili

(@) o= iV
prin care axa reald din planul (2) se transforma in cercul Faplesik

din planul (y). Corespondenta intre aceste doui plane este astfel
cd punctelor a, situate in semiplanul inferior, corespund punctele y
mterioare cercului |y |=: 1, jar punctelor « situate in semiplanul
superior corespund punctele y exterioare cercului. FicAnd sub-
stitufiunea, obtinem seria

{) 1 2 me——m—n

(3) "l(i—y ) 2 m2(y + 1)2_]'_ g (y_1)2 ?

Aceasta serie defineste dar doua functiuni analitice monogene,
una in interiorul cercului | y| =1, si cealaltd in afara din acest
cerc, avind cercul ca linie singulars. Fiecare din ele nu poate f1
agd dar prelungirea analitici a celeilalte.

202. Se pune intrebarea daca functiunile analitice definite
astfel de una si aceias serie de functiuni rationale, uniform conver-

avem
. +n, (a—p) _
[E 14k (mo + ng)] (mq + ng)
Dénd lui k valori intregi pozitive din ce in ce mai mari, rezulti |2 —a| < er,
& tinzand citre zero cind k tinde citre infinit,
Dacd @, = a, sau = B, avem respectiy
e nib=a)
m-+n
gi-g— mah)
m-+n

In primul caz facem si creascd m, in cazul al doilea si creasci n. Ajungem la
aceiag concluziune,

T— 0,

q:e.cd.
10 DAVID EMMANUEL
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gente in diferite regiuni ale planului, au vreo legaturd intre ele,
adica, daca din proprietatile uneia se pot deduce proprietatile
celeilalte.

Sa reprezintam prin f(2) functiunea definitd de seria (1) cand
@ este deasupra axei reale si prin f;(2) functiunea definitd de aceias
serte, cAnd x este dedesubtul acestei axe.

Avem egalitatea

(4) hiz) = [(—a) = —f(a).

Deasemenea, reprezintdnd prin ¢(y) si @,(y) functiunile de-
finite de seria (3), corespunzatoare punctelor y interioare sau exte-
rioare cercului |y | = 1, rezulta

) ) = o (2)=—ol).

Functiunile definite de seria (1), precum si cele definite de
seria (3) nu sunt ashd dar independente intre ele 1). Nu este insd
totdeauna astfel.

Weierstrass a aratat, in adevir, ca funcfiunile definite de o
serie de funcfiuni rationale, uniform convergente in diferite regiuni
ale planului, pot sd nu aiba nici o relafiune intre ele; cici se pot
forma asemenea serii cari si coincidd in regiunile de convergenti
corespunzitoare cu funcfiuni analitice date dupa voie.

Pentru aceasta, sa considerim mai intaiu seria data de Jules
Tannery, cu ajutorul cireia se pot construi lesne serii avind pro-
prietatile mentionate 2).

203. Seria Tannery. Aceastd serie este

ik 1 1
s e i
(1) (2) Lisms (1—a:2 1—x)
| 1 1 1
S & (T_—ﬁ———l_xg) b A (1—x2n—1—-x2"_1) =
- 1 it o x.zn—l ;
(2 L B O

Reprezenténd prin ¢, (z) suma celor dintdiu n termeni ai seriei

(1), avem

Pn (3') = —1 5

!) Legatura dintre functiunile @, si @ este evident o consecintd a legiturii
dintre functiunile f si f,.

%) Seria auxiliard de care s’a servit Weierstrass la inceput are o formd mai
complicatd. (Weierstrass, Zur Funktionenlehre, p. 81).
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prin urmare
s 1 pentru |2 | <1,
hm(P"'("L)_{O » e st
Seria g(x) este asa dar convergenti in interiorul cercului descris
din origind ca centru cu o razi egala cu 1, precum si in toata intin-
derea planului exterioard acestui cerc. In ambele regiuni ea este
uniform convergenta. In adevar, fie R, (2) restul seriei corespun-
zator unui rang n; avem

) R, (#) =1 — g St il i

£ 4w

sau
3) Wobi=r

bl
a2 —1

dupa cum | 2| < 1. In cazul intaiu, fie » un numir pozitiv mai mie

ca 1, oricat de aproape voim de 1 si fie O < ¢ < r. Pentru ==
avem »
!\ \ 02" St
(4) R ) } < <G .

o Q.Zn 12

In cazul al doilea, fie » > 1, oricat de aproape de 1 si g > r;
avem, pentru |z | = :
' 1 1
(5) | Ba(2) | < <
| e =l
Expresiunile (4) si (5) justifica propozitiunea, cfiei in ambele
cazuri avem, pentru n destul de mare

IRN(I)I <£7

oricdt de mic ar fi numarul pozitiv e.

Asa dar, seria ¢ (2) se poate pune sub forma P (2) sau P (%) :
dupd cum | a| < 1;si, in virtutea celor ce preced, valorile acestor
doud serii sunt respectiv egale cu 1 si 0. Ceeace se poate verifica
direct, desvoltand termenii expresiunii

,1 % mzn—l

(6) @ (2) =

l—z - 4 g9% 4

in serii de puteri de z.
Pe cercul | 2| = 1, @(2) n’are sens. :
Fie acum f,(2), f,(2) doua funciiuni analitice uniforme in tot
planul, avand unnumir limitat sau nelimitat de singularitaii izolate.
10*
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Expresiunea

(7) F(2) = /(2) + ¢(2) [/i(2) — fa(2)],
care, precum se va vedea (teorema lui Mittag-Leffler), se poate
pune sub forma unei sume de fractiuni rationale, coincide eu func-
tiunea. f(2) in interiorul cercului || =1 si cu functiunea fy(x)
in tot planul exterior acestui cerc. Ea reprezinta deci in fiecare
din aceste doua regiuni cite o portiune din functiunile analitice,
f1(2), fo(x) date dupa voie.

Din expresiunea (7) rezulia ca daci a4 este un punct al cercului

la] =1, avem

T Bi() o 110

=1, f?.( ‘”o):
dupd cum z, apropiindu-se de z,, dealungul unei raze ce trece prin
acest punct, vine din interiorul cercului sau din exteriorul lui. In
punctul 2y, F(2) n’are sens.

Sa observim ca funcfiunile f, (2) sif, () fiind presupuse mono-

gene, fiecare din ele se prelungeste in afara din regiunile considerate ;
insd prelungirea lui f, (2) nu coincide cu f,(2) si viceversa.

204. Fie de exemplu f(2) = z—i—l’ fad o)== t‘f~1; vom
avea, inlocuind in (7) ¢ (2) prin desvoltarea sa din membrul al
doilea al egalititii (1)

on—1
] T 1

£ s TE sy

i
22— 1

i .zil dupa cum | 2| < 1.

J . ki T
expresiune respectiv egald cu —— sau cu
r—

- Acest rezultat se verifica direct, observand ci avem

; 7211.—1 mzn—i T2n
(9) = o > G0,

xgn 1 ‘I:gn—l ol mzn __1

Din faptul ca expresiunea (8) coincide cu doudr funciiuni ana-
litice diferite, dupd cum z este in interiorul cercului [ 2di=s1"5an
in afard din acest cerc, rezultd ca prelungirea analitica a lui F ()
nu se poate face dintr’una din aceste regiuni in cealalta. Ciaci daca
F(x) s’ar putea, de exemplu, prelungi din interiorul cercului in

T

afara, prelungirea sa ar coincide cu aceia a lui
1 .
a—1

7: be cand in

afard din cerc avem F (z) =
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205. Fie
ax - b
/o —=
G
o substitufiune lineard care transforma cercul || = 1 intr’o linie

dreapta datd in planul (2'). Seria Tannery

T (ax' —}—b)
. p(e) =@ e
devine o serie de functiuni rationale de 2’, absolut si uniform con-
vergentd in fiecare din semiplanele separate de dreapta consi-
deratd. Valoarea acestei seril este egald cu 1 in semiplanul cores-
punzétor interiorului cercului | 2| = 1 si egald cu zero in celalt
semiplan. Pe dreapta insasi seria n’are sens.
Sé considerdm, de exemplu, substitutiunea
1—a"

care transforma cercul | z|= 1 in axa imaginara ('), astfel ca
interiorul cercului si corespundd semiplanului in care partea reala
a lui 2" este pozitiva ﬂ(.z) > 0. Obtinem, suprlmand accentul,
seria

(1—1:)_14;1:_]_‘, (1— 1;-)""1_1 s i
14+ = 2z (1=a2)?"— (1 + z)2" 0,
dupd cum partea reald a lui x este pozitiva sau negativa.
Expresiunea
o ;
fi@) +o (72 [h@—hw ]

va comcide dar cu f, («) in semiplanul situat la dreapta axei imaginare
§i cu fy(a) in semiplanul situat la stinga acestei axe.

206. Fie intr’'un mod general C,, Cy, ..., Cp, ncercuri exterioare
intre dansele; ele descompun planul in n -+ 1 regiuni. Se stie
cd se poate determind, o substitatiune liniard

ap x + bk
e T+ dy ’

care si transforme cercul C; (k= 1, 2, ... n) intr'un cerc dat
oarecare, astfel ca ariile interioare cercurilor si se corespunda.
Fie [ y[ 1 cercul in care transformam cercul Cj; vom avea,

@ (x) fiind seria Tannery,

(ak T + b/:
Crp T dk

)=1sauO
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dupa cum punctul z se gdseste in interiorul cercului Cp, sau in
afara din acest cerc.

Fie acum f, (), £, (2), ..., o (%), fasi(2), n4+1 functiuni
analitice uniforme in toatd intinderea planului; expresiunea

F(a) = fas1(2) + 2 ¢

k=1

> e (akx+b,..

) [h@ =t 0]
coincide respectiv cu fiecare din functiunile cohsiderate, dupi cum
punctul x se giseste in interiorul cercurilor €y, G, ... G, sau
undeva in afard din toate aceste cercuri.

Astfel dar, propozitiunea lui Weierstrass este complect justi-
ficata. '

207. Prin exemple de natura celor precedente se pune in evi-
denta, dupa Weierstrass, distinctiunea dintre notiunile de expresiune
analitici 51 de funcfiune analitici monogend. ,

O expresiune analiticd consta din orice expresiune a cirei
valoare, fiind datd valoarea variabilei, se poate calcula cu ajutorul
operafiunilor aritmetice, in numar limitat sau nelimitat (exemplu
serii si produse nelimitate), precum si din tot felul de operatiuni
analitice cunoscute: treceri la limitd, integratiuni definite sau
nedefinite, ete. 1). Q.expresiune analiticd, poate reprezinta, precum
am vazut mai sus, diferite functiuni analitice tn diferite regiuni
ale planului.

208. Ezemplu de funcjiune lacunard. Fie a, B,y afixele a
trel puncte nu in linie dreaptd; si consideram triunghiul avand
aceste puncte ca varfuri. Punctele date de expresiunea

; ma. -+ nff -+ py

(1) Lm, n, p- = R Do e
M. =N P
In care m, n, p primesc toate valorile Intregi pozitive, exceptand
combinatiunea m = n = p = o, formeazi o grimadi densi in
acest triunghiu 2),

') E. Borel, Lecons sur la théorie des fonctions,
) Putem scrie

(m -+ n) Ty, n,0 T PY

Lo b = - :
’ Sy (m +n)+p
P Insd punctul p, n,0 este pe latura af; prin urmare

Imnn
& punctul am, n, p este pe dreapta care uneste acest punct
Fig. 9 ’ L i ;
cu punctul p, cuprins intre ele. De unde rezulti densi-
tatea gramezii acestor puncte (201, nota).
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Seria

=® —1I—n—p
2) > _e—_, (exceptdnd m = n= p = o)

myn,p=0 T — Ty, n, p

este absolut si uniform convergentd in tot planul exterior triunghiu-
lui §i nu are sens in interiorul triunghiului. Aceastd serie defineste
dar o functiune analitici monogena in tot planul exterior triunghiu-
lui, avand interiorul triunghiului ca spafiv lacunar.

CAPITOLUL X.
STUDIUL CATORVA FUNCTIUNIANALITICE ELEMENTARE.

L

I.— FUNCTIUNEA EXPONENTIALX 2 FUNCTIUNILE sina, cos®.

209. S& consideram seria

T 2
R
al carei cerc de convergentdt are o razi infiniti. Aceastd serie de-

fineste o funcfiune intreagd transcendenti f(z).
Derivand ambele membre ale egalitatii (1), obtinem

P'(2) = P(a);

L e g +...+%n!

prin urmare derivatele de orice ordin coincid cu functiunea. Apli-
cand seria Taylor, avem
T —

P(2)=P(zy 12— z,)=— P(g) [ 1+ —%—{—. : .—{——(-x:—!xo)— + ...

= P (a) P(o ),

sau

(2) 1(2) = f(2o) f(x— o),
@, filnd o valoare oarecare a lui 2. Aceastda egalitate exprimi ci
f(z) nu se poate anula pentru nici o valoare finita x,, cici altfel
f(z) s’ar anula pentru orice valoare a lui a; ceeace este absurd
Punand 2 = 2, 4 2, egalitatea (2) devine

(3) (o) (%) = f(wo + ay).
Aceastd egalitate functionald se poate obtine din egalitatea (1),
dacd inlocuim = succesiv prin z, si @; si facem produsul seriilor
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corespunzatoare. Obtinem in virtutea regulit. multiplicatiunii
il
o S 0 Ao 5 :
P(zy) P(2) = X R B Plas 4w
5 !

Functiunea asa definits poarta numele de funcfiune exponentiali
si se reprezintd prin simbolul e, in care ¢ este un numir real si
pozitiv definit de seria

1 1 i
sid L il e LS
SR n!
ale carei proprietiti sunt studiate in Algebra.
Avem in rezumat 2

& an
(4> er = %' ‘rﬁ’
= de* z
(%) da
(6) €1, g% — oTita,

210. Definitiune. Fie /() o functiune uniforma intr’o regiune
datd §i 2, 2, dous puncte oarecari in acea regiune. Daci intre va-
lorile

U =f(@y), ¢ = f(ap), w= {2+ =),
existd o ecuatiune de forma

F(u, ¢, w) = o,

F fiind o functiune rationala intreagh de u, ¢, w cu coeficienti inde-
pendenti de a; §i 2, se zice ci functiunea f(2) admite o teorems de
adifiune algebricd.

Functiunea exponentiala admite o teorema de aditiune algebrica
rationald, cici in virtutea proprietdtii (4), avem

uy = w,

Se recunoaste lesne ci o functiune rationali oarecare f(2), pre-
cam si o functiune rationals f(e?®) de exponentiala ¢, ¢ fiind o
constantd arbitrard, admite o teorema de aditiune algebrica caci
putem elimina 2, x, intre ecuatiunile

U= fa)y o = f(m,), w = (2, + a,)
deasemenea e, ¢u2: inipe ecuatiunile
= fle), o= flenn), o= flesterten),

s1 obtinem, in ambele cazuri, o ecuatiune algebrici Flu, v, w) = o
cu coeficien{i constanti.
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211. Este interesant de notat ci intre o functiune rationala’

u = f(a) si derivata sa —Z}E = ['(x) existd o ecuatiune algebrici
du) e
F( o o,

cu coeflclenu conbtanp care se obpne eliminand a intre ecua;lumlc

u=f(a) 51 2 = f(a) ’
La un rezultat analog ajungem daci u — f(e**) este o functiune
rationala de es,

212. Facand in (4) 2 =osiin (6) 4p— —a, = 2 obtinem
i i e A
de unde S
v 1
et = —,
e.L'

In virtutea ecuatiunii (6) avem

e%; 6% . .. %= ehitutatay,
si ficind 2, =2y = ... =, =z,
(7) (e‘r)n = en¥,

Aceasta egalitate subsista si pentru n intreg negatiy, (,am prin
definitiune, avem

)" =

prin urmare

213. Din seria

rezultd ca daca x este real si creste dela zero la mfmit, e® creste ne-
contenit dela 1 la infinit. Pentru z real si negativ, considerand

1 ; .
ecuatiunea e = ——, conchidem ca daci = variaza dela 0 la — o0,
e <

e® descreste necontenit dela 1 la 0. De unde rezults ci pentru x

real, avem
l! eII ==ilefy

si daca a este un numir pozitiv, ecualiunea
er=—=lg-—0

admite o solufiune reald, unicd.
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214. Functiunile sinz, cosz. Si consideram seriile

5 i 22041 .
o romtam s I e
( ) 22 2t = a2n
= I n !
e e s

convergente in tot planul, cari definesc dous functiuni intregi
transcendente. Aceste functiuni se reprezintd respectiv prin sim-

bolurile sinz, cosz. Se recunoaste ci avem

- sin (~— &) = —sin z, ' cos () = cos =,

(9) as :
F— S ==COS &, — GOS & — — sin
dz L dy 4

(10) ¢ = cos & + isin g, e~ = cos ¥ -—1sin 2,

¢ fiind unitatea imaginard. Ultimele dous egalitafi poarta numele

de relatiunile lui Euler. Din ele deducem expresiunile
@it —_ p—ix el - e—ix
il s — r=—
(41) sin @ 5 , COS 2 =

£

care ridigate la pitrat st adunate dau relatiunea

(12) sin®z - cos?r = 1.

215. Punand # = & L ], avem

13 e = ¢f, ¢ = o (cos 7 =7sin 7).
] I

Presupunand & si # variabile reale, ¢f si 4 sunt respectiv mo-
dulul si argumentul lui e*. Ficind §=o s dand lui 5 respectiv

valorile + 27, + 7, &+ &, oblinem valorile
2

5 : -
OE Y e T
De unde rezulta egalitaile
. ; - 7 ol
(15) emi2rn; ea:, ettim e et S e,

216. Functiunile sin z si cos 2, fiind functiuni rationale de ei®,

admit (§210) o teorema de aditiune algebric.
Din ecuatiunile (10) deducem

el*t0) = ¢os (¢ + y) - i sin (@ +y),
e'r. e = (cos z + i sin @) (cos y - i sin y)

— C0S & oS Y —sin wsin y + i (sin @ cos y +- sin Y cos ) ;
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de unde rezulti

cos (¢ 4 y) - i sin (2 - y) = cos @ cos y — sin « sin Y
= i (sin @ cos y - sin y cos x).

Schimbénd 7 in — i, avem

c0s (z + y) —isin (z - y) = cos @ cos y — sin 2 sin 'y
~— i (sin @ cos y - cos & sin ¥).

Din aceste doua egalititi deducem, prin adunare si scidere,

16 cos (2 + y) = cos @ cos y — sin x sin ¥,
(16) sin (# - y = sin a cos y -+ sin y cos =.

Aceste formule de aditiune aratd ca cos(z - y) este o functiune
rationald de cos z, cos y si de derivatele lor; deasemenea sin(z + y)
este o funcfiune rationald de sin 2, siny si de derivatele lor. Pentru
a obtine ecuafiunea algebrica intre cos(z - ), cosz, cosy putem
elimina sin 2. sin y intre prima ecuatiune (16) si identititile
sin® z - cos2 z = 1, siny - cosy = 1.

Intr’'un  mod analog obtinem o ecuafiune algebrica intre
sin(e 4+ y), sin 2, sin y.

217. Periodicitatea funcfiunii ev. O functiune uniforma f(z) se
zice periodicd, daci existd o constanti a, astfel ca, oricare ar fi x,
avem

f(z + &) = f(2);

a se numeste perioada functiunii. Este evident ci egalitatea prece-
dentd trage dupa sine pe cea urmitoare

fle + na) = f(a),

n fiind un numar intreg oarecare, pozitiv sau negativ; prin urmare

a fiind o perioada, orice multiplu na va fi o perioadd. Daci a este

o perioada fara a fi multiplu al unei alte perioade, a se zice perioada

primitiva. Dacé functiunea admite o singurii perioadi primitivé, se -
zice ci este simplu periodicd.

Functiunea e® este periodicd, avand perioada 2i7; cici avem

ilo i >
Tt _ o

Vom vedea mai departe ci e® este simplu periodica si cd 2w
este o perioadd primitiva.

218. Expresiunile (11) ale funetiunilor sin 2, cos z aratd ci aceste
[unctiuni sunt periodice, avand perioada 2.
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Aceleasi expresiuni dau, tinand seama de egalitatile (15),
sin (2 4 7) = — gin T, €08 (2 + 7) = — cos z,
sin (7—2) = sin 2, cos (7— ) = — cos z,
i <ifm 7 !
el e e e e T R B e
2 2 2
219. Reprezentarea geometricd a ertodicitafii functiunii e*
P 8 L P
Sa punem
y=e*, a=§&1 .

In virtutea periodicititii, functiunea Y primeste aceeas valoare
in toate punctele date de expresiunea

%y + 2nix,

n fiind un numar intreg arbitrar. Vom zice despre aceste puncte

ca sunt congruente cu punctul Ty.
Sa ducem pe axa Oy, dela origing, de o parte si de alta, distante
egale cu 27 si prin punctele de diviziune

M\_W\ sd ducem paralele cu axa OC, Impiértim
——F astfel planul (2) intr’un numar nelimitat de
= fasii paralele. Punctele con ruente unui
o ? £}
SR Y punct z,, interior unei fasii, se gasesc in
= S fasii diferite, cate unul in fiecare e cand
5 2 b

¥ 1o punctele situate pe liniile paralele, cari
limiteaza fiecare fasie sunt doui cate doua
congruente. Convenim, pentru uniformitatea enunfurilor, a privi
una din aceste paralele ca apar{inand unei fasii, iar cealalti fasiei
vecine. : :

Este de ajuns a studia variatiunea funciunii y=e*Intr'o fasie;
fie fasia intaia deasupra axei O,

Lasand # constant si ficand & si varieze dela - o0 Ia + oo,
@ descrie o paralelsd la O& §1
y = ¢ ¢l

descrie o raza vectoare 0,00 in directiunea al ciirei argument este 7.

Lasand & constant si facand sa varieze 7 dela O la 27, ceeace
revine a face ca  si deserie o porfiune de paralela cu Oy, limitata
de laturile fasiei, y descrie in sensul pozitiv, cercul |y | = ef,

De aci rezultd nu numai ca wnuj punct  corespunde un singur
punct y ci si viceversa, unui punct y corespunde un singur punct z,
situat in fasie. Trebuie si exceptam punctul y = 0, caruia nu co-
respunde nici o valoare finita a luj z. Exceptand acest punet, fasia
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consideratd (2) si planul (y) se corespund asa dar punct cu punct.
Reprezintarea acestei fasii pe planul y este o reprezintare conformi,

dy

T, ¢ nu se anuleazd in nici un punct al fasiei.
dz :

Oricare alta fasie se transforma pe planul ¥ in acelas mod ca cea
dintaiu.

cict derivata

Functiunea e* neprimind aceeas valoare intr'o fasie decat o sin-
gurd datd, rezultd ci ea nu admite nici o perioada distinetd de 2ix
sau care s fie un submultiplu al lui 2iz. Asadar e este o func-
tiune simplu periodicdi i 2i7 este o perioadd primitivi.

220. Definitiune. Numim, dupi Feliz Klein, domeniu funda-
mental al unei funcfiuni analitice uniforme, o regiune conexd, limi-
latd saw nelimitatd, in care funcfiunea primegte toate valorile sale, o
singurd datd fiecare. Fasia considerats, precum si oricare alti
fagie congruentd, constituie dar un domeniu fundamental al fune-
{iunii e*. Forma acestui domeniu poate fi diferiti. Astfel, fasia
cuprinsi intre doud drepte paralele duse prin punctele a,, g + 2im
¥y fiind un punct oarecare, constituie un domeniu fundamental.

Corolar. Functiunea

b

2Nxx
=—ie :
et et

o fiind o constanti dati, este simplu periodici avand perioada pri-
mitiva @. O fasie limitatd de doud drepte paralele duse prin punc-
tele 2y, 2y + o intr’o directiune diferitd de o, formeazi un domeniu
fundamental al functiunii.

221. Sa vedem cum se comportd functiunea e* in domeniul

punctului oo, care este un punct singular esential. Pentru aceasta
1

4 =N A : : 7 A
sd facem substitutiunea © = —- si si studiem functiunea e ™ in do-
7

meniul punctului 2’ = 0,
Fie a o cantitate oarecare diferita de zero si @ i unul din
punctele planului (2’) pentru care avem

atiff e
=g . AT
S& consideram ecuatiunea i '
: A GUVERSIT;
z/ / ‘
o
sau, pundnd 2’ = & + iy,
1
&' +in' a+ip
e —e : =
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de unde rezultd ecuafiunea

1 :

m:a%i’(ﬂ‘;Znn),

care se descompune in

Loe a R bﬂj’—an :
e L R R Y

Dand lui n valori intregi din ce in ce mai mari, obtinem puncte

In numiér infinit de mare a ciror limita este punctul &’ = 0 si in
1 3 . . i
care avem ez’ = a, adicd, in domeniul punctului z’ = 0, func-
H ]
liunea e o prumeste de o infinitate de ori aceeas valoare a =)

222. Propozitiunea precedenti se mai poate stabili prin repre-
zintarea geometricd urmitoare: Punand
T=E&Fin 2 =& L
substituliunea
(17) Fie——g
face s& corespunda unei paralele 7 = b la axa reala din planul (),

un cerc in planul (2') tangent in origina O’ la axa 7 =0 (v. fig. 0);
cdei ecuatiunea (17) %da

y g 22 5 st B si) :

(18) C T EL T Tap
de unde

(19) b(E% +92) -y =0,

Cand @ descrie dreapta N=bdela f=-—p la £= L oo,
@' descrie cercul (19) intreg, precumn
aratd formulele (18). Dand lui b res-
pectiv valorile 2kz, 2(k -+ 1)z, k fiind
0’ £ un numar intreg, fagia din planul (2)
- astfel determinati se va transforma in

7°

mod biunipoc in spatiul cuprins intre
~ cele doud cercuri corespunzatoare de-
scrise de variabila /. Prin urmare pla-
nul variabilei

Yy=e*=—e¢g
Fig. 11 : ! i i
st spatiul cuprins intre cele doust cercuri

se transformd unul intr’altul, punct cu punct, dacd exceptim
punctul y = 0. Insi dand lui % valor Intregi din ce in ce mai
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mari, objinem o mfinitate de cercuri (19) ale ciror raze tind catre

zero. De unde conchidem c@ in domeniul punctului 2’ = 0, func-
1

tiunea et primeste o.infinitate de ori o valoare arbitrari diferita
de zero. ;

Figura alaturata corespunde lui £ > 0.” Dacd k < 0, cercurile
sunt situate deasupra axei 0&.

223. Observare. Fie u = P(a) o serie intreagd convergenti
intr’un cerc | x| = R; [unctiunea exponentiald
2 n
w u w
— et e e L 2 =
yse =14t = e 5
se va exprima printr'o serie intreagd P(z), convergentd in cercul
(R), in care ea nu se anuleazd deoarece ¢* nu se anuleazd pentru
nici o valoare finitd a lui w.
Daca w este o functiune intreagd, v = G(2), functiunea
€Glz)
va fi o functiune intreagd G,(a), neavind nict un zero in loald in-
tinderea planului. Fie a o constantd arbitrard; functiunea

Gl (;1:‘) ~f~ a
este o funcl,.iune intreagd, care nu poate-deveni egald ca a pentru
nici o valoare finita a lui z. :
D-1 E. Picard a demonstrat c¢i nu existda doud cantitdli a, b,
a # b, pe carl o functiune intreagad si nu le poatd primi fard a se
reduce la o constanta (Picard, Analyse, tome II).
o0
224. Fie G(a) = 2 a, 2" o funcliune intreagi. Sa punem
o
T ="+ wj, a,=a, S "ﬂn 3
&, n, a, # filnd cantitaii reale, (n =0, 1, ...); vom avea _
Gla) = P(&, n) + tP4(§, 7),
P g1 P; fiind serii reale de forma
) Yo, u S
absolut convergente pentru orice sistem de valori finite (&, 7).
Aceste sernt definesc doua functiuni @(&, ), p(&, 1) reale, finite si
univoce in tot planul variabilei .

Dacé una din functiunile ¢ sau y pastreazi un semn invariabil
in tot planul, G(z) se reduce la o constanti. Sa presupunem, de

exemplu,
p(& 1) >0,
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in tot planul. Considerim expresiunea
s G(z) — g-—‘l’(f-"ﬂe—f#’(&?]),

care reprezintd o functiune intreaga al cirei modul ¢—% < 1 in tot
planul; de unde rezulti c# aceasti functiune se reduce la o constanti
si prin urmare G(z) este o constanti.
Dacd (&, 7) este de un semn invariabil, considerdm expresiunea
+iG(a)
e ’
dupa cum p=0. :
La aceleasi concluziuni ajungem daci una din functiunile ¢
sau y este identic nuld: ceeace insemneazi ci o functiune intreagi
nu poate fi in tot planul numai reald sau numai pur imaginari.

225. Reprezintarea geomelrici a periodicitdfii functiunilor sinz,
Cos.

S& ducem pe axa reald in améandoud sensurile, incepand dela
origind, lungimi egale cu 2z; prin punctele de diviziune si ducem
paralele Ja axa 07; imp#r{im astfel planul intr’o infinitate de fagn.
In toate punctele congruente

X Zg + 2n7,
n fiind un numér intreg arbitrar, functiunile sin z, cos 2 au respectiv

aceeas valoare ca in punctul z,. Este dar de ajuns a studia varia-
tiunea acestor functiuni intr’o singuri

7 fasie.
Sa considerdam, de ex.; functiunea
= sing
£ sisd vedem de cite ori aceasti func-
0 ; ; &L
flune primeste, intr’o fasie, o valoare
arbitrard a.
Pentru aceasta, punem
i : et — iz
Fig. 12 ST = —— =a;
2i
de unde ecuafiunea
(20) %z — Jaieir — 1 = 0,

care di pentru ¢'* doud valori finite i diferite de zero. Insi fasiile
considerate figureazi si periodicitatea functiunii e, care, dupa
cum am vizut, primeste in fiecare din ele, o singurd dati o valoare
diferita de zero. De unde rezulta ci intr'o fisie, functiunea sin z
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trece de doud ori prin orice valoare finiti 1) voim. Fie 2’ si 2" cele
doua valori ale lui z, carora corespunde aceeas valoare a pentru
sin z; vom aved

Rl e
sau
gt e
de unde
(21) &+ 2 = (2 4 1),

k fiind un numir intreg. Se vede ca punctele @', 2" sunt simetrice
A 1 : : L
in raport cu punctul x = (k +§ 7, cacl ecuatiunea (21) este satis-
facutd pentru valorile :

x':(/f%——é—)n—{—xo,:c”:(k—{—%)n—a’o,

2, fiind un punct oarecare. In fasia (0, 27) de exemplu, punctele

7w 3 ; : o :
T =5, = sunt centre de simetrie ale functiunii y = sin 2. De unde

e 3ol TNy -
rezultd cd, dacd prin punctele z = o 5 ducem paralele la axa

On, fasiile (0, %) 3 (—%, n) vor da aceleasi valori; deasemenea vor da

,%j—z) \ (-323, 27) Ultima fiind congruenti

cu fagia (—%, 0) conchidem ci in fasia determinati de paralelele

aceleasi valori fasiile (n

Si—ct 70 inclusiv aceste paralele, functiunea y = sin @, primeste

orice valoare finitd voim: anume, o singurd datd fiecare din acelea cari
corespund punctelor interioare fisiei si de- doud ori fiecare valoare
corespunzatoare punctelor situate pe cele dou# paralele. Cici punc-

tele z = —;—— + i dau aceeas valoare reald
B —P
Y= cosiﬁze _Ze—— =
deasemenea punctele z = ——% + 1f dau aceeas valoare reald
Y = —cosif < —1.

Acestor semidrepte corespund respectiv axa real 7 dela 1 la + oo

!) a nu poate fi infinit, cici altfel ecuatiunca (20) ar da lui eiz o valoare
nuld si alta infinitd, ambele inadmisibile pentru valori finite ale lui 2.

11 DAVID EMMANUEL
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si dela —1 la —oo. Fégia consideratd, din care suprimam, de exemplu,
7

2

meniu fundamental al functiunii ¥ = sin 2. Acest domeniu, din care

semidreptele + if, f variind dela 0 la -~ oo, constituie un do-

S : ,
excludem punctele 2 = + 5 § planul 7 = sinz se corespund intr’un

mod conform, céci, in toatd intinderea domeniului, derivata func-
fiunii sinz este finitd si diferitd de zero.

226. Un studiu analog, aplicat functiunii cos #, ne conduce la
concluziunile urmétoare:

In fagia (0, 27) cos @ primeste de dou# ori o valoare arbitrara
oarecare ; valorile 2/, 2”, nu congruente, cirora corespunde aceeas
valoare a functiunii, satisfac relatiunea

2+ ' = 2kn:

In fine, in fisia mirginitd de dreptele £=0, &=z, inclusiv
aceste drepte, cos 2 poate primi orice valoare finitd voim: o singurd
datd fiecare din acelea cari corespund punctelor interioare, de doud
ort fiecare valoare corespunzitoare punctelor situate pe cele dou#
drepte extreme.

227. Din cele ce pgoced se conchide ci functiunile sinz, cos 2
sunt simplu periodice §i cd perioada lor primitivi este 27. Caci de

ok Sisse &r T
o parte, in virtutea relatiunii sin (7 ] wl = cos z, rezultd ci
sin & si cos = au aceleasi perioade ; iar, de altd parte, doud puncte
situate in fasia (0, 27), in care sin z are aceeas valoare, dau lui
cos ¢ valori egale s1 de semne contrarii ).

228. Zerurile funcgiunilor sin z, cos z. Ecuatiunile

eir —_ g—iv — 0, el + iz — 0’
sau
e s B e S )

dau respectiv drept zeruri pentru sin z, cos z punctele
~ ¥ . 1
&= lupsie— k—{—? 7,
k fiind un intreg oarecare.

229. Sa mentionam functiunile

sinhz, coshz,

) Altfel: O cantitate a perioadd a functiunilor sin 2, cos z, este perioada
a functiunii ¢iz; de unde rezulti eie = 1, deci @ = 2kx, a cirei valoare abso-
lutd minimi corespunde’ lui % = 1.
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definite de relatiunile
: 2 e.Z T e~—z eI s e—z
(22) o sSmhz— —y ) cos ho— "2%,
cari se citesc siniperbolic z, cosiperbolic z. Cea dintdiu este o func-
tiune impard, cea de a doua o functiune pari ; ele satisfac identitatea

(23) cos*ha — sin?hy = 1.

Derivand formulele (22), obtinem

(24) —— sinha = cos hxz, i cos hx = sin ha.
dx dz
Functiunile sin hz, cos ha sunt reale pentru valori reale ale lui
x; ele cresc necontenit, cea dintaiu dela 0 la 00, cea de a doua dela
11a o0, cand 2 creste dela 0 la oo.
Formulele lui Euler, in cari punem z = 1y, dau

(25) ~ siniy = isin hy, cos iy = cos hy.
De unde rezulta formulele
< f sin (& + i) = sin £ cos hy -+ 7 cos & sin hy,
(26) ; b : .
; | cos (& + in) = cos & cos hn — v sin & sin Ay,
Aceste formule dau mijlocul de a calcula functiunile sin Z§,CO81 a1
pentru valori complexe z = & -I- .
Facand # sa tinda citre + oo ‘obtinem

lim | sin (¢ + i) | = o,

(27) L :
lim | cos (& + i) | = oo-
7=t

230. Reprezintarea conformd a funcfiunii y = sin x pe domeniul
. o

et _

Pentru a ne da seama de corespondenta intre punctele dome-

fundamental limitat de dreptele & = T

niului fundamental limitat de dreptele & = & -:J;idin planul (2) si

7 punctele planului (y), B
: B

sd examinim ce fel
e de linii (y) corespund —A’/—\K A
i u

S = liniilor (), paralele res- 3 0‘_}
: pectiv cu axele 0F, On B
(fig. {2)' : e
Fig. 13 Si punem
e=Etip ymutin, T <rc

11*
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obtinem
w 4 1v = sin & cos I T ¢ cos & sin Juj.
De unde

I w == sin & cos ki,
| v=cos & sin h.

)

Privind # constant §i elimindnd &, obtinem elipsa

2 2

: 2 5
(2) TR A Y
cos*hn  sin®hy
ale carei focare sunt punctele (v = + 1, v = 0).
7
: 2
in virtutea ecuafiunilor (1), necontenit in acelas sens, semielipsa
A’BA sau simetrica ei A'B’A (fig. 13), in raport cu axa reald, dupa
cum 7 =0. Dac& 7 = 0, y descrie necontenit in acelas sens seg-

7T ;
Daca facem si creasca & dela — la -+ 5 punctul y descrie,

mentul (—1 4 1) cuprins intre cele doud focare.

Déand lui 7 toate valorile posibile dela — oo la -+ oo, obtinem
o succesiune de semielipse, situate in semiplanul negativ si in semi-
planul pozitiv corespunzitoare valorilor 5 < 0, cari acopir tot
planul (). =

Sa presupunem acum & constant si si elimindm 7 intre ecuatiu-
nile (1); obtinem iperbola :

u? y2

3 =1
omofocala cu familia de elipse (2). Daci 7 creste dela — oo la -+ oo,
punctul y descrie, necontenit in acelas sens,
ramura infinitd M;AM, sau ramura simetrica
(fig. 14) M’;A’M’, in raport cu axa imaginara,
dupd cum £ < 0. Daca &= 0, cele doud
ramuri se confunda cu axa imaginard si y
descrie aceastd axd necontenit in acelas sens

S 7

Fig. 15 dela— o la " ='co. Paeca £— L 5 cele

douad ramuri se confundad respectiv cu segmentele nelimitate ale
axei reale cuprinse intre punctele (1, 4+ o0), (—1,—c0). 2

Sa ne inchipuim ca facem céte o taieturd in planul (y) dealungul
acestor segmente nelimitate si sa considerdm fiecare din ele ca avand
doud tarmuri: tarmul superior (pozitiv) si tarmul inferior(negativ),

dupd cum tarmul este de partea ordonatelor pozitive sau negative.

7 e
Dreptele & = + Tcorespund punct cu punect respectiv taieturilor
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(1, - o), (—1,—0) si anume, tarmurilor superioare sau inferioare

dupd cum 7 < 0.

; dy. ... £ : . '
Derivata d_J fiind diferitd de zero in domeniul fundamental
e

: £ - T e
considerat, din care excludem punctele @ = £ —-, rezultd ci acest
-

. . 4o . LR .
domeniu si planul (y) limitat de cele doud tdieturi, se corespund
intr’'un mod conform.

231. Reprezintarea functiunii y = sin  se aplica, vorba cu vorba,
functiunii y = cos @, daci inlocuim domeniul fundamental con-
siderat prin domeniul mirginit de dreptele £ =0, & = &, in vir-

tutea relajiunii

; T
¢os = s |z + 9]

232. Funcfiunea tg z. Aceastd funciiune este definita de re-
latiunea
sin @ 1 es—ie=ix

‘[ga,: = —— — ‘ o
cos T A e e

care exprima cd tg x este o functiune analiticd uniforma, simplu
periodicé, avand perioada 7. Zerurile functiunilor sin z,.cos & sunt
respectlv zeruri sipoluri de ordinul intdiu ale func’;iuhii toi
Aceastd functiune nu admite la distanta finitd alte singularitati
decat polurile mentionate.

Punctul z = o' este un punct singular esential in domeniul
ciruia tg « are o infinitate de zeruri si de poluri. Acest fapt se

pune in evident{d dacd facem substitufiunea a = —; si observam ci
x

’

; P s Sl e | ST
zerurile functiunilor sin —- §i cos —- sunt date de expresiunile
@ x

o 1 ; %
i == "v = — .
nw’ (n+ )=

Aceste puncte formeazi o grimada infinitd avand ca punct

limita punctul 2’ = 0. :
AplicAnd regula derivarii unui cat de doud functiuni analitice,
obtinem
d i
EgiEe— =t
da cos*z

Periodicitatea func{iunii tg @ se poate figura prin fagi limitate
de axa imaginard s1 de paralele la aceastd axi, duse prin punctele
2 = nz, n fiind un numir intreg care primeste toate valorile dela
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— la + 0. In fasia (0, ), precum si in oricare alta congruenta
cu aceasta, funcliunea tg z poate primi o singuri datd orice
valoare voim, diferiti de + 7. In adevir, punand

e2i.r_ 1
gr=————=aq
2 iL(e?r 4 1) 2
avem o
1+ia

Yk e
€ == ae =
1—ia

Insd fasia consideratd este un domeniu fundamental al func-
{iunil ¢%2; prin urmare, in aceasti fasie, egalitatea precedentd este
posibild intr’un singur punct z, oricare ar fi valoarea lui a diferita
de + i, pentru care membrul al doilea devine respectiv nul sau
infinit. .

Valorile + ¢ sunt valori limite citre cari tinde tg @ cAnd z tinde
catre infinit fird a iesi din fasie. Cici avem egalitatea

de unde rezulti

lim tg (£ - i) = + 1.

233. Reprezintarea conforméd a funcfiunii y = tg « pe domeniul

i T
fundamental limitat de dreptele & = L .

S examindm mai intdiu reprezintirile particulare urmatoare :

7T s
19 z = £ Facand si creasca & dela — 71&1 - == Y creste

necontenit dela — oo la - o,

20. 2 = in; avem 7 B
. sin Az
cos hny

Facand 7 sa creasca dela — oo la + oo, punctul y se miscd pe
axa imaginard, necontenit in acelas sens, dela punctul — i la
punctul - 7.

S g + 1; avem

. cos hy
sin hy

7T
') In virtutea periodicititii functiunii {gz, fasia limitatd de dreptele & — Er s

este un domeniu fundamental ca si fasia limitati de digpteles s =05 =7
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si tabloul de variatiune
R g 1 e

Y| 1 deser T oo deser + 1,

1

adici, pe cand x descrie semidreptele

: 00 aimia )
[E 2 (—}— B )] L
y se misci pe axa imaginard respectiv dela — 7 la — ¢ o0, sau dela

la—i—ioo;

Si examinim acum cazul cand z descrie o paralela oarecare la

una din axele de coordonate 0&, Oy, — % < E< g
Egalitatea :
1 __e2L’L'
y=u-tw=1i——— 1T &
da
= 2k sin 2& ¢ o 1—22 ( e ‘e—")n)
YS At Mes L B U Tf2eos2EL 22 U :
19. Presupunind 7 constant si facind si creascd & dela — %
la + % , punctul y descrie necontenit in acelas sens un cerc com-

plect, a cérul ecuatiune este
A=) +v+1)—2(1+ #2=0.
Acest cerc este situat deasupra sau dede-

subtul axei reale dupi cum 4=1, adica
dupa cum 2= 0. La valori  egale si de

VIA

\
NG

semne contrarii, corespund doud cercuri si- B
. e o A =

metrice in raport cu axa reald, avind raza g

B

= 2 s

[4—22]

Aceste cercuri confin in interiorul lor A

respectiv punctele -+ 7, — i §i sunt descrise, e
& crescand dela ——2—la 2 , cel de deasupra in sensul pozitiv,

cel dedesubt in sensul negativ (v. fig.).
20, Si presupunem & constant si si facem si creascid 7 dela — o0
la -+ oo, punctul y va descrie un arc de cerc?!) dela punctul —

1) Ecuatiunea acestui cerc este

u 2 L 2y cot 28 = 1.
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la punctul + 7, situat la stanga sau la dreapta axei imaginare, dupa

cum avem ——% <é&<O0sau 0 < &< —Z— La valori £ egale si de

4

semne contrarii corespund arce simetrice in raport cu axa imaginari,

avand drept razi
1

" [sm 2]’

234. Funcjiunile cotz, secz, cosecr, sunt definite de expre-
siunile

Ccos & !
1) cotr = — = Secwmi— , Cosecz =
sin & cos x

sin

S& considerdm in special functiunea cot z, care are aceeas pe-
rioada ca tg  §i a cirei reprezintare conforma rezultid imediat din
relatiunea

. 7
(2) cotwi— ig (T == 'c)

&

Polurile functiunii cot = sunt zerurile lui sin 2. In domeniul

z = 0, avem

22
1— 2 4
G 1 21 1 i i
Otr — — R T T Uk e P R
e i s ai FAL S 4 ?
e
adica o desvoltare de forma
4
(4) cotr = — -+ P(a),
x
P (z) fiind o serie Intreagd, convergenta in cercul Fzl=u
In domeniul unui pol = nz, avem, punénd 2 = nx - 2,
’ 1 /
cotz = cota’ = — + P(z’)
sau
= 1
() cotr = —— 4 P(z—nz).
T —nw

Fie @ o constanta oarecare, funcfiunea cot (2—a) admite
punctul @ ca pol de ordinul Intdiu, in domeniul ciruia avem des-
voltarea

; 1
(6) cot (z—a) e a—[—P(x~a).
Punand o = & - i, avem
1
. L gn) — = 11
(7) h,]n;iccoct G Iim tg (& + i) b

n=+co
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235. Aplicaiune. S& considerdim o funcfiune rationala de sin a,
cos ¥
F, (sin @, cos 2)
F (sin , cos x)

(1) f(sin z, cos 2) = ;

F si F, fiind polinoame de sin 2, cos 2. Daca gradul numaritorului
In raport cu (sin @, cos x) intrece gradul numitorului, putem aduce
functiunea data la forma

. : . @ (sin z, cos )
9 = )= P 5 P :
(2) f(sina, cos ) (sin @, cos @) + ReE ey o

in care P, ¢ si p sunt polinoame de (sin 2, cos x), gradul numari-
torului ¢ fiind cel mult egal cu al numitorului . In adevir, ordo-
nind polinoamele F; si F dupd puterile lui cos 2, de exemplu, si
inlocuind cos*x prin 1 — sin?z, vom putea scrie

@, (sin &) + cos @ @, (sin @)
Wy (sin @) - cos &y, (sin a)

(3) f(sin 2 cos 2) =
@1, P2, Y1, s, Iind polinoame de sin a.
Multiplicind ambii termeni ai fractiunii cu
I
1 (sin &) — cos ay, (sin 2)
si inlocuind cos’xz prin 1—sin%z, functiunea datd va lud forma

@, (sin ) + cos D, (sin x)
D (sin ) ;

(4) f (sin 2, cos 2) =

L
D D

D, ®,, D, filnd polinoame de sin x. Efectuand diviziunile

obtinem expresiuni de forma

D, (sinz) sn ot C G (s

_75111 x) ol o @ (sinx)’
D, (sin 2) st R, (sin 2)
D (sinz) e s @D (sin ) 5

prin urmare
f (sin 2, cosa) = Py (sin 2) -+ cos & Py(sin z)

By (sin @) 4 cos & R, (sin z)

' D (sin z) 2

Py, Py, Ry, R, fiind polinoame de sin « si gradele celor doud din
urmd fiind mai mici decat gradul numitorului @. Ceeace justifici
aserfiunea (2).

Vom presupune, in cel ce urmeazi, ci gradul numaritorului
F,(sin 2, cos z) este cel mult egal cu gradul numitorului F(sin z, cos ).
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In acest caz, punind o = £ - ) si tindnd seami de egalitatea

sin (& 4 in)
cos (& )

vedem c# functiunea f(sin 2, cos ) tinde citre o valoare finitd cind
7 tinde citre -~ o, “oricare ar fi valoarea lui £ Aceastd functiune
n’are dar, intr’una oarecare din fasiile mirginite de dreptele para-
lele & = 2km, & = 2(k + 1), alte singularitati decit poluri in numar
limitat. -

Sa consideram fasia (0, 27) si fie @ unul din polurile funetiunii
st @ 4+ 1 ordinul siu de multiplicitate. Vom aved, in domeniul
acestui pol, o expresiune de forma

A +A1D'1—+.
xr—a

b

n==+w

f(sin z, cos z) = P

1

CiEu o + P(z—a),

T—a

D™ fiind simbolul derivatei de ordinul % si P(x—a) o serie intreaga.
De alta parte, avem [(6) § 234],

r—a 2
cot~ 5= 25 + Pi(z—a);
de unde, prin deriviri succesive,
r—a 1 JEi
D cot Sy 2D et P’j(2—a),
D cot 2 * = 2pla) xia o Pl(a) (v—a)

Din aceste desvoltiri rezults ci diferenta

Tr—a T—a -

e
9 = A;D cot 5

f(sin z, cos z) —% [A cot

-+ ...+AaD(a)cot x;a]

este o functiune olomorfa de z in domeniul punctului 2 = a.
Consideratiuni analoage se aplici celorlalte poluri.
Prin urmare diferenta

r—a T—a

2

f(sin 2, cos ) — % 2 [A cot + A;D cot

+ ...+ A, D@ cor “’;“‘ ]

in care simbolul X se referi la toate polurile situate in fisia con-
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sideratd, este olomorfi in aceastdi fasie, rimanind finita cAnd =z
tinde catre infinit fard a iesi din fisie. Insi toti termenii acestei
expresiuni se reproduc ednd inlocuim @ prin @ - 27; prin urmare,
aceasld expresiune este olomorfd in toate fasiile, adica ea este olo-
morfa in tot planul inclusiv punctul @ = co. Expresiunea se re-
duce deci la o constantd, de unde rezultii expresiunea

f(sin , cos z) = C -+

1 Z[Acot

3

T—a

2

T—a | (a) T—a

= LiE

5 G N D et 5 ]
Aceasta formula este datorita lui Hermite.

Determinarea constantei C. Reprezintand prin C; si C, valorile

ciitre care tinde functiunea f(sin @, cos ) cand punind o = & - iy,

facem respectiv ) = 4 oo si {indnd seamd de formula (7) (234) si

4+ A, D cot

: z—a . A :
de faptul ca derivatele D' cot —— tind citre zero in acelas timp,
obtinem

v WIS E

€= C—-,z— 2A G =C —{—§EA,
de unde
C G
C St | '2 2 X
Observare. Calculul coeficientilor A;, A,, ... se poate face in

modul urmétor: punem x—a =1 si desvoltim functiunile sin (a 4 1),
Fi(sin z, cos @)
F(sin @, cos @)

a’0¢0: bﬂioa

cos (a + t) dupa puterile lui 7; functiunea ia forma

1 aytat+ ...
e AR RS

Divizand seria dela numirator prin seria dela numitor, ne oprim
la termenul ¢*. Fie

Goh Git i G, 2
catul astfel obfinut; vom avea
Av=1C
Aiw— Ca—l ’
Ca—2
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CAPITOLUL XI.

FUNCTIUNI ALGEBRICE DEFINITE DE ECUATIUNT
BINOAME. SUPRAFETELE LUI RIEMANN.

I. — FUNCTIUNI ALGEBRICE DEFINITE DE ECUATIUNI BINOAME.

236. Sa considerdm egalitatea
(1) Y= a

in care p este un numir intreg si pozitiv. La orice valoare z ;& 0,
corespund lui y p valori distincte. Tn adevar, punand

@ = re?, y = 0e'?,
egalitatea (1) se poate scrie
oPePP — peil0+2kn) -
k fiind un numir intreg arbitrar. Aceasti egalitate ne da
£ g

TP =-r, po = 0 -+ 2kn;

de unde
‘ e r% o 0 -+ 2kx
1 il ek

" avand semnificarea aritmetica. Pentru a obtine toate valorile de
cari y este susceptibil, este dea]uns a da lui k p valori intregi con-
secutive, de exemplu, 0, 1, 2 2, ... p—1. Expresiunea generald a
radacmllor ecuatiunii va fi asa dar

1 0-+2kxn

(2) yk: rP eL p (l\‘:O, 1,3,.‘.1)—1),

1

Le vom reprezinta in totalitatea lor prin ]ﬁ sau a? ; ele se
anuleazd impreuni cu z.

Fécand si varieze , fiecare radicing (2) variazd evident intr’un
mod continuu. Voim sa aritim ca fiecare din ele este o functiune
analitica de , olomorfs in orice regiune care nu conline punctul
i

Fie 2, o valoare oarecare a lui @, diferitd de zero si Y una din
cele p radacini corespunzitoare. Se recunoaste imediat cd egali-
tatea (1) poate fi satisfacutd printr’o serie intreagd de a—

(3) Y =y (B uaae E
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cici seriind-o sub forma
Y= 29+ =17
si substituind in locul lui y seria precedentd obtinem, prin identi-
ficarea ambelor membre, valori finite si bine determinate pentru
coeficientii @,. Raméine sd probim cd seria agd determinata este
convergentd in domeniul lui .
S& derivam ecuatiunea (1); oblinem

dy
gt s
PY: s )
sau, in virtutea aceleias ecuatiuni,
dy ;
4 i —
(4) T s

Sa inlocuim y prin seria (3) si s& identificim ambele membre;
obtinem relatiunea

npxet, = (1 4= p—np)a,_1.
De unde deducem, punind pentru prescurtare — = m,
17

mim—1) ... (m—n+1)

Qp =

n! 0

Prin urmare seria (3) ia forma

2mm—1) ... (m—n-+1) (m 55 _To)n _

(5) Y=Y = Yi 41' e %

serie evident convergentd in domeniul lui z,, avand |a,| ca raza
a cercului siu de convergenta.

237. Fiecare element (5) (k= 0, 1, ... p) di nastere unei func-’
tiuni analitice olomorfa in orice regiune care nu contine punctul
2 =0 si care, in virtutea teoremei asupra permanentii relatiunilor
analitice, satisface ecuafiunea (2) in toatd regiunea sa de existenta.
Aceastid regiune consistd, precum se va veded mai jos, in toatd
intinderea planului. Aceste funcf{iuni insd nu sunt fara legatura
intre dansele. In adevar, expresiunea (2) aratid ci daci marim
argumentul 0 cu 9, adicd dacd x se invérteste odata in sensul po-
zitiv in jurul punctului @ = 0, raddcina y, se schimba in yy, aceasta
se schimba in y, ... si cea din urma y, ; se schimba in y, Cele
p radicini formeazi asa dar un sistem circular. Deaci rezulta ci cele
p elemente cuprinse in ecuatiunea (5) dau nastere unei aceleasi func-
tiuni analitice monogéne, multiforme cu p ramuri. Pentru toate
aceste ramuri, punctul @ = 0 este un punct singular, In adevér,
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in domeniul acestui punct, nici o ramurd nu se poate reprezinta
printr’o serie intreagi P(2), ciei altmintrelea ea s’ar reproduce cind
@ ar descrie o curbd fnchisa in jurul lui 2 — 0. Acest punct este
unicul punct singular al functiunii Y, situat la distanta finitd; cici
punctul 2, considerat mai sus, nu a fost supus la altd conditiune
decat de a fi diferit de zero. De unde rezulti ci regiunea de existenta
a functiunii y este tot planul variabilei z.

Punctul singular # = 0 caracterizat prin aceea c& ramurile func-
{iunii se permutd in jurul lui, a primit numele de punct de ramifi-
cafiune sau punct critic.

Punctul co. In punctul z — 00, cele p ramuri devin infinite si
se permutd in jurul acestui punct; ceeace se recunoaste imediat,

< DS 1 il
facand substitutiunile 2 = —_ =
= Y

Functiunea y definita de ecuatiunea (1) se numeste functiune

algebrici de x; ea este cea mai simpla din clasa acestor functiuni?).

238. Ecuatiunea
yIJ = 3}1,

in care p s5i ¢ sunt numere iniregi pozitive, prime intre ele, conduc
o s a o %, 7 . o P

la rezultate identice ¢u cele de mai sus. Sa notdm expresiunea radi-

cinilor corespunzitoare unei valori 2 — rel?, diferita de zero

a9
B rrmie P g

Punand -2 — m, elementele celor p ramuri corespunzatoare unui

punct 2, diferit de 0, vor fi cuprinse in formula (5).

239. Si considerdm ecuafiunea

YR = (1 i ‘T)q 3
p si ¢ fimd, ca mai sus, numere intregi, pozitive si prime intre ele.
Punctul de ramificatiune a celor p ramuri este = — 1 si elementele

corespunzatoare lui # = 0 sunt date de

Sm{m—1) 5 (m—n

Soln Ui men sl o ey

n! p
Ecuafiunea yr = Alz 4+ a)? se reduce la tipul precedent,

seriind-o sub forma

Y—Yr= Y ;

-

y”=Aaq(l+i)q.

') Este vorba de functiunile algebrice nerationale.
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240. Obsercare. Fie 3 : ;
w=reld, v= pe'?,
doud cantitidti variabile oarecari si

1 = ey 1 oi2k'n
— g 3 S A M A
Um=—pme m U =g ™e, =

m. m
doud determinatiuni, luate dupd voie, ale radicinilor |/u, |/v ;
de unde

: ‘ A 0 gfAkth)n

wm, pm — pm Qm et R

m
De asemenea o determinafiune oarecare a radicalului |/ uv este
datd de expresiunea
=1 1 0tet'n
(uv) ™ = (ro) ™ ¢t T

prin urmare, luind k' =k 4 I/, adica alegind aceastd determi-
natiune intr’un mod convenabil, putem scrie

m < m- om-
l/ u.v=l/u.]/v.
m m

De asemenea, fiind date determinatiunile |/u, |/v, existd o de-
m/

e u S .
terminatiune V~, astfel incat s avem egalitatea

241. Sa considerdim ecuafiunea
) LR .
in care m este un numar intreg pozitiv si R(2) o functiune rationala.

Presupunem ecuatiunea ireductibild, adicd R(z) nu este un produs
de factori rationali.

Fie @4 un punct diferit de un zero si de un pol al lui R(z). In
domeniul acestui punct, putem scrie

@ y™ = R{ao) [4 4 (o= 20) P(e—ay)].
Sa punem J :
(3) = ) P(a=2 0 )

ecuatiunea transformati

v = R(zy) (1 + )
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va da; in domeniul lui u = 0, m solufiuni cuprinse in expresiunea

£de
y e 1 777(;*1)”‘4
—:(1—|—lt)nz:1+7n—u+—T ity

I/R ()

In care se di radicalului J/R(2y) cele m valori ale sale. Inlocuind
u prin valoarea sa (3), membrul al doilea devine o serie intreagi
de (z— 2,), P(z— ;). In domeniul punctului @ = 2, avem
asa dar

m

m

(4) y= P(2—a,)]/Rizy), [P(2—ap)]=1.

T=2zy
Cele m valori y cari satisfac ecuatiunea (1) sunt asa dar func-
tiuni olomorfe de @ in domeniul oricirui punct diferit de un zero
sau pol al lui R(a).
S examinim cum se comporta aceste valori in domeniul unui
zero sau unui pol al lui R(a).
Fie 2 = a un zero de ordinul n al functiunii R(z). Tn domeniul
- acestul punct avem

(5) y" = (2-ar Ple—a), [Pla—a)] £0.

5 T=a,
Fie p c. m. m. c. d. al exponentilor m si n:

(6) m = pu, n= py.

55 punem

@) Y=z
ecuatiunea (5) devine

() e om e

P

Valorile radicalului |/ P(#—a) sunt olomorfe in domeniul lui

@ =,a; reprezintind prin Py(z — a) una din ele, ecuatiunea prece-
denta defineste, in acelas domeniu, p ramuri olomorfe z pe cari

le putem reprezinta prin ecuatiunea
; 2kin

9 = (r=af Pla—aje? k=01, p_1).

Fieciireia din aceste ramuri corespund, in virtutea ecuatiunii (7),
{ ramuri y, cuprinse in expresiunea

» e o
(10)° “gp= (z—a)® Falz—aye ™ {ls =045 r—1),

1z i
Py(2 — a) fiind una din valorile radicaluluj V/ Pi(z—a) s1 (x—a)®
primind cele u valori diferite ale sale pentru a = a.
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Aceste ramuri formeaza asadar un sistem circular relativ la

punctul @ = a, adica, daci x se invarteste in sensul pozitiv in jurul

punctului @, ramurile y;. dispuse in ordinea argumentelor lor cres-
? k

3 : : ; : Qv
cande — cari formeazi o progresiune aritmeticd cu rafiunea —— —

se permuta intre ele in acecas ordine, cea din urma schimbandu-se
in cea dintdi. Dupd s invartituri in acelas sens, fiecare ramuri
se reproduce.

Cele m ramuri y definite de ecuafiunea (1) se grupeaza dar,
in domeniul punctului z = a, in p -sisteme circulare, compuse
fiecare din u ramuri. Se zice ci punctul = a este un punct critic
sau de ramificatiune de ordinul g — 1 pentru fiecare sistem circu-
lar. Dacd u = 1, punctul a inceteazi de a fi punct eritic, toate
ramurile fiind olomorfe in domeniul acestui punct.

Daca 2= a este un pol de ordinul n al functiunii R(z), avem,
in domeniul acestui punct,

m Y™ = (2—a)—" P(z—a) [P(z—a)] z;:tao.

Presupunind c& numerele m si n satisfac ecual wnile (6) si
I 5 5

punind
1
[ el
(12) y Yt
z
obtinem, rationand ca mai sus, pentru cele m ramuri Y, expresiunile
v 2kin

18) yi=(s—a) #Pyo—a)e™ (k=0,1,... p—1).
(13) ( )

Toate ramurile devin infinite in punctul 2 — « §1 se grupeazi
in domeniul acestui punet, in p sisteme circulare, compuse fiecare
din g ramuri. Dacad u = 1, toate ramurile y sunt functiuni uniforme
in domeniul punctului a.

1 : ;
Punctul co. Facand 2 = —, R(2) se schimba intr’o functiune
B

rationald Ry(2') si ecuatiunea (1) devine
(14) ¥ = Ri(z').

Problema revine la studiul ramurilor y in domeniul punctului
2’ = o. Vom zice ci punctul x = oo este sau nu punct eritic al
ramurtor y definite de ecuajiunea (1), dupd cum punctul ' = 0
este sau nu punct critic al ramurilor y satisficind ecuajiunea (14).
Daca ramurile y ale ecuatiunii (14) se grupeazi, in domeniul punctu-
Iui 2" = 0, in sisteme circulare de un ordin oarecare, vom zice ci
ramurile corespunzitoare (1) se grupeazi in domeniul punctului
@, in sisteme circulare de acelas ordin.

12 DAVID EMMANUEL
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242, Drumurt echivalente ; contururi elementare. Fie zyun punct
ordinar oarecare; dela acest punct privit ca origini si descriem
o curbd inchisa fara puncte duble, care si nu treaci prin nici un
punct critic §i care sa contie in interior & puncte critice (pe figuri
k= 2). Dela aceeas origina si descriem k curbe analoage, interioare
celei dintaiu, cari si n’aibi cu aceasta si nici intre ele alt punct comun

decat origina si astfel ca fiecare din ele si

contie in interior un singur punct critic. Voim

D =S si aratam ca drumul exterior 2,ABz, de
A seris in sensul pozitiv si drumurile interioare
Tol. .. Ty, Zoh ... x, descrise succesiv in a-

\ celas sens, sunt echivalente, adica plecand cu
= aceeas radacind y ca valoare inifiald, ob-

x; tinem in ambele cazuri aceeas valoare finali.

Fig, 17 Pentru aceasta, si unim cate un punct al

fiecarei curbe interioare cu céte un punct al

curbei exterioare prin linii cari si nu se taie intre ele. Fie liniile

aA, bB, astfel introduse. Reprezentand prin (AB) variatiunea func-

tiunil considerate, cidnd variabila z descrie drumul care duce dela
punctul A la punctul.B, vom avea egalititile

(204) = (a08) + (aA),
(AB) = (Aa) + (az,) + (zob) + (bB),
: (Bzg) = (Bb) + (bay).

Adunénd aceste egalitati si observand ca liniile auxiliare
aA, bB sunt descrise fiecare succesiv, in doud sensuri opuse, prin
urmare variaiiunea totald dupi fiecare din ele este nuli, obfinem
egalitatea

(oA B .. o) = (meazy) +(2ghZe) + . .~
q.e.d.

Curba inchisd (wgazy) relativ la un punct ecritic interior se
inlocueste de obiceiu printr’un drum format dintr’un

cerc foarte mic descris in jurul acestui punct ca centru =
si din o linie dreaptd care uneste punctul &y cu un

punct a al acestui cerc. Un asemenea drum se numeste »7
contur elementar. Linia zya (dreaptd sau curbi) se con- 7%
sidera ca avand doud tirmuri, provenite din doui Fig. 18

linii cari s’au apropiat infinit de mult una de alta.

243.  Tdieturi (coupures). — Printr’un artificiu simplu se
poate face ca ramurile unei functiuni algebrice sa fie functiuni
uniforme in tot planul variabilei, limitat intr'un mod convenabil.
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Exemple. — 1°. Fie ecuatiunea
' Yo =i

S& ne iInchipuim o secfiune facutd in plan dealungul unei
semidrepte dusid intr’o directiune oarecare dela =0 la z = oo
si s& privim aceastd sectiune ca o limitd a planului pe care variabila
sd nu o strabatd. In planul asa limitat, variabila z nu descrie nici
odatd o curba inchisd in jurul punctului critic # = 0; prin urmare
in acest plan ramurile functiunii sunt olomorfe. Insi, in doui
puncte 2’, 2’ infinit vecine situate de o parte si de alta a sectiunii,
valorile unei ramuri nu sunt infinit vecine, asa ci prin artificiul
introdus se rupe, continuitatea ramurilor.

In adevar, pentru a trece dela punctul 2’ la
punctul 2", trebuie s& inconjurim punctul z = o}
dacd presupunem punctele 2, 2’ infinit apro-
piate, valoarea unei ramure in punctul 2’ va
fi egalad cu valoarea ei in punctul 2’ multipli-

2im

cata cu e™-

2°. Fie Y = (2—ay) ... (z—ay).
Realizim uniformitatea ramurilor, daci dela fiecare punct de

ramificatiune ducem semidrepte cari si nu se intAlneascd si facem
sectiuni in plan dealungul acestor drepte.

244, Modul precedent de a limita planul, cu scopul de a face
ramurile uniforme, nu este unic. Fie, pentru a fixa ideile, ecuatiunea
y:=(z—ay) (2—a5) ... (z—ay).

Daci n este un numér par, n = 2m, unind punctele de rami-
ficatiune doud cate dou#, de exemplu a; cu ay, ay cu a5 Aoy
€U Gyp, prin linii cari sd nu se taie intre ele si facand sectiuni dea-
lungul acestor linii, obtinem un plan limitat care satisface condi-
tivnile cerute. Caci variabila in miscarea sa in plan nu poate in-
conjura un punct critic, fird a inconjurd un numar par deasemenea
puncte; ceeace face ca fiecare ramurd si reia aceiasi valoare in
acelas punct.

Daca n = 2m + 1, operim ca mai sus si introducem o noui
sectiune dela punctul @y, 1y la infinit. Secfiunile nu sunt supuse
la altd conditiune decit de a nu se intdlni, forma lor putind fi
oricum.

245. Sa studiem variatiunea functiunii
(1 y=)1-2
pentru valori reale ale lui z.

12*
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Avem punctele critice z = 4 1, in jurul carora cele dou#
ramuri ale funcfiunii se permutd. S& facem doua tdieturi dealungul
axel reale respectiv dela 4 1 la -+ oo s1 dela — 1 la — oo, In
planul limitat de aceste taieturi y este funcliune uniformi. Si
considerdm ramura care se reduce la -~ 1 pentru @ = 0. Cand
variazd dela 0 la 1, y este real pozitiv si variaza dela 1 la 0. Putem
scrie

=}/1+m /1=,

adoptind pentru ambele radicale valoarea -- 1 pentru z = 0.
S& evitam punctul = + 1 (fig. 1) printr’un semicerc

-

L n m 3
$IVERT a7 Ne 0 of b -1ViTy
= =1 +1 =3

Fig. 20

omb, descris din acest punct ca centru cu o razd g foarte mici si
situat deasupra axei reale. Pentru aceasta, punem

(2) z—1—"pe%;

facand ¢ sa varieze deta  la 0. De unde, dealungul acestui semicere,
. ¢
(3) [/ 1—z=—1ipve "2
Semnul — din membrul al doilea rezulta din faptul ci in punc-
tul-afl —:or), [/l— x este real si pozitiv. In punctul b(t = 0),
avem 2—1 = ¢ si (3) devine

(%) YA—a=—igt=—|/a—1);
prin urmare, in acest punct, avem

(5) Vi-—af=—i /a1,
radicalul din membrul al doilea fiind reai sl pozitly pentru z real
§1 mai mare ca 1.

Dand lui z valori reale negative, ramura considerati este
reald si pozitivd in intervalul (0,—1). Pentru a evita punctul

1) Iata cum se mai poate obtine acest rezultat. Punand z = 1 — &, cercul
| #—1]| = p, se transformid in cercul |z| = g. Construind punctele z cari
corespund punctelor z ale semicercului omb, vedem ci acest semicerc se trans-
forma intr'un semicerc (z) mirginit de axa reald si situat dedesubtul acestei
axe, adici argumentul z variaza dela 0 la — 77, prin urmare arg V1 —za va-

4
riazi dela 0 la — 5. Asa dar pentru  real i > 1 avem

iz

]/l'—-l—H/ |e ?:——Il/ﬁ.
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z = — 1 printr’un semicerc and, deseris din acest punct ca centru
cu raza ¢ s1 situat deasupra axei reale, punem
{6) z £ 1 = geH;

t variind dela 0 la 7. De unde

(@) Vito=obe's;
cdci in punctul ¢t = 0) /1 -+ 2 este real si pozitiv. In punctul
d(t = n), egalitatea (6) da @ + 1 = — o si egalitatea (7) devine
(8) V1+tz= 197 =l — By

prin urmare, in acest punct, avem

V1—22=il/a®—1,

radicalul din urma fiind real si pozitiv pentru z real si mai mic
ca — 1.

Observare. Daci am fi evitat punctele critice prin semicercuri
situate dedesubtul axei reale, radicalele din membrul al doilea ale
formulelor precedente ar fi avut semne centrarii.

246. Sa mai consideram functiunea

(10) y =/ (1-% (1-F 2,
pentru valori reale ale lui a, k fiind real si cuprins intre 0 s 1.

iz 1 ,
Avem patru puncte critice: x= + 1, 2 = + — . Funcl;lunea

ke
y devine o functiune uniforma daca limitam planul prin doua
1
taieturi fiacute respectiv intre punctele - 1, —{— 1.,—~—l?.
Sa considerdam ramura egali cu - 1 penlru & = 0; aceasta

ramurd este reald si pozitiva in intervalul (— 1, + 1). Putem scrie

y=l/1T—=2)/1— iz,

ambele radicale fiind egale cu 1 la origina.

o +1 o .

£ /‘\ £) LY
_% -

&l

Fig. 21

Evitdnd punctele eritice prin semicercuri foarte mici, avind
aceste puncte ca centre gi situate deasupra axel reale, obtinem, in
virtutea celor vizute in exemplul precedent, rezultatele urmitoare:
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I. Dealungul segmentelor (—}— 1, + %) S (— 1,— i) avem

respectiv
(11) y=—i)/ 21}/ 1- R = — 1)/ (@=1) (I-12a?),
(12) y=1 V221 |/1-B22 = { |/2—1) (1- I22)) .

IL. Pentru >% sau pentru @ << — i, radicalul ]/1—k3 2

k
devine respectiv — i |/ka2—1, + i |/ k2a*—1; prin urmare pe
axa reald cuprinsa intre - % s1 + 00 si intre — % sl — 00 avem
V=2 (1R = — /(&= 1) (),

radicalele din membrul al doilea in toate aceste formule fiind
pozitive.

II. — SUPRAFETELE LUI RIEMANN

247. In sistemul de reprezintare a variabilei independente a
pe un plan (sau pe o sferd), corespondenta intre pozitiunea punc-
tului 2 51 a valorii functiunii y nu este biunivocd. Riemann reali-
zeazd o asemenea corespondentd inlocuind planul (sau sfera) prin
suprafeie formate din mai multe foi suprapuse si infinit apropiate
intre ele. Vom considera cAteva exemple.

248. Suprafaja lui Riemann pentru functiunea y definiti de
ecuafiunea

(1) GR=—r
Fiecarei valori a lui x, diferita de zero, corespund doud ramuri
egale si de semne contrarii pe cari le repretintim prin y; §lys = — ¥, ;

aceste ramuri se permutd intre ele in jurul lui z = o. Si efectuim
dealungul axei reale, in directiunea pozitivd, o tiieturd in plan pe
care variabila # si nu o stribata. Cu modul acesta variabila nu
va descrie nici o datd o curbi inchisi in jurul lui z = 0, asa ca
plecind dela un punct arbitrar 2, == 0 cu una din ramurile functiunii,
vom regasi in acest punct aceias ramurid. In acest mod insi nu
obtinem decat o singurd ramura a functiunii. Pentru a obfine
ambele ramuri, si introducem un al doilea plan suprapus peste
cel dintaiu si s3 facem o tiieturst in ambele plane dealungul directiunii
pozitive a axei reale. S& numim P, primul plan §i P, planul suprapus.
Fiecarei valori a lui  si facem si corespundd doudi puncte, unul
in P; §i celalt in P, situate pe aceeas perpendiculard la aceste
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doud plane si s& reprezintam prin y; §1 y, ramurile corespunzitoare.
Ramura y; este uniform# in planul P; si ramura y, in planul P,.
Aceste dou# plane le privim ca neavind alte puncte comune decat
punctele de ramificatiune @ = 0, 2 = oo, in cari ramurile coincid.
Mai convenim a privi fiecare taieturd ca avénd doud {armuri:
tarmul sting sau pozitiv situat de aceeas parte cu semiaxa ima-
ginard pozitivi si tarmul drept sau negativ, tirmul opus celui
dintaiu.

Riamane sa stabilim o trecere dela o ramura la alta fara a rupe
continuitatea functiunii definitd de ecuatiunea (1).

Pentru aceasta, si examinidm relatiunea dintre valorile celor
doua ramuri in doud puncte situate faia in faia pe cele doud tarmuri
din P; si in punctele corespunzitoare din P,. Argumentele a doua
puncte z situate fatd in fatd pe cele doud {armuri ale tdieturii din
acelas plan, diferind intre ele prin 4 2 &, rezulta ca in aceste puncte
avem in planul P; valorile y, si —#, iar in planul P, valorile y, si
—yy. Ins# y, = —y;; prin urmare intr'un punct situat pe tarmul
sting al taleturii in P, func{iunea y are aceias valoare ca in punctul
corespunzitor situat pe tarmul drept al taieturii in Py; viceversa,
in doui puncte corespunzitoare, unul pe tarmul drept al taie-
turii in P, si celalt pe tdrmul stdng in P;, functiunea are aceeas
valoare.

Sa ne inchipuim ci facem si devieze putin din forma lor,
in vecinatatea liniei (0 ... - oo), planele Py si P, stribatandu-se
dealungul acestei linii, in agd mod ca tarmul drept din P, s se
uneascd cu tarmul stdng din P, si ca tarmul drept din P, sa se
uneascé ca {armul stdng din P;. Linia (0 ... + o0) devine astfel
o linte de trecere dela un plan la celalt. Un punct mobil z care
in migcarea sa intr’'unul din planele Py, P; atinge linia de trecere,
va putea trece in celalt plan, adicd o ramura se va continua prin
cealaltd ramura, fard ca continuitatea funciiunii y si fie rupta.
Suprafata formatd de cele doud plane, sau for, in modul descris
mai sus, constituie suprafafa lui Riemann, pentru funciiunea y
definita de ecuatiunea (1).

Pe aceasta suprafaid funciiunea y este uniforma. Daca figuram
valorile functiunii y pe un plan — planul y —, acest plan si supra-
fata considerata a lui Riemann se corespund punct cu punct: planului
P, corespunde semiplanul y pozitiv si planului P, semiplanul y
negativ. O indoiald, in ce priveste corespondenta a doud puncte
2 51 y, nu poate fi decAt pe linia de trecere; aceastd indoiala insa
dispare daca se indica planul si {airmul liniei pe care punctul z este
considerat ca situat. De unde rezultid consecintele urmitoare:
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1°. Daci un punct mobil & plecand dela un punct al liniei de
trecere, situat intr'unul din cele dous plane pe un tarm dat, se
mised in jurul originii pand ce atinge tarmul opus celui dat, drumul
urmat nu se prigeste od este inchis. Pentru ca un drum descris
necontenit in acelas sens, in jurul originii, cind punctul initial

este un punct al liniei de trecere, s fie inchis,

B este necesar ca punctul final si fie situat in
j acelag plan si pe acelas {irm ca punctul ini-

tial; prin urmare este necesar ca origina si fie

inconjurata de doud ori, sau in genere un

/ numar par de ori.
Fig. 22 Figura alaturata reprezinti un drum care
inconjoara origina de doua ori, linia plind fiind
situatd intr’un plan si linia punctata in celalt plan.

2°. Doua curbe, cari trec prin acelas punct al liniei de trecere,
se vor privi ca intdlnindu-se sau nu, dupd cum punctele acestor
curbe din vecindtatea liniei de trecere s1 de aceeas parte a ei se vor
afla pe acelas plan sau nu. :

S& observim cd alegerea ce am ficut, ca linia de trecere
dela un plan la celalt si fie semiaxa reali pozitivd, nu este
un fapt esential. Putem lua drept linie de trecere raza infi-
nitd indreptatd intr’o directiune oarecare, sau chiar o linje
curbd care merge dela 2 =0 la 2 = oo sl care nu se taie pe sine
insdg. Ceeace rdmane neschimbat sunt punctele de ramificatiune
=) —Sood

In fine, precum in altd parte, am inlocuit planul variabilei
complexe printr’o sferd, putem, efectudnd in acelas mod o proiec-
fiune stereografica, si inlocuim suprafata lui Riemann considerati
printr’o suprafaid formata din doui sfere concentrice suprapuse,
avand comuni numai cei doi poli, corespunzatori punctelor z = 0,
@ = 0. Liniei de trecere din suprafata plani, va corespunde pe
sferd un semimeridian, sau orice alta linie sferici dusi intre cei doi
poli si care nu se taie pe sine insds, dupd cum prima linie de trecere
este o linie dreaptd sau o linie curbi.

Observare. Doua puncte suprapuse ale suprafetii lui Riemann
ramdn suprapuse, prin urmare in doui foi diferite, oricare ar fi
linia de trecere, pe cind doua puncte cari nu sunt suprapuse, din
doui foi diferite pot, dupa o schimbare a liniei de trecere, ajunge
a apariine aceleias foi. Expresiunea ci doua valori ale functiunii
apartin la aceiag ramura sau la doua ramuri diferite are dar un
sens precis numai relativ la taietura efectuata insuprafata consi-
derata.
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249, Suprafata lui Riemann pentru fjuncjiunea y definiti de
ecuajiunea

(2) Y= (r—a)(z—10b), a#£b

Fiecarei valori « diferitd de a si de b corespund pentru y doua
valori egale si de semne centrarii y;, y, = — . Cand =z descrie
o curba inchisa in jurul unuia din punctele a sau b, fird a trece
prin nici unul din ele, cele doui ramuri se permuta intre dinsele; iar
dacél 2 descrie o curba inchisd in jurul ambelor puncte a si b, valoarea
finala a lui y coincide cu valoarea sa inifiali. Punctele a st b sunt
puncte de ramificatiune ale functiunii. Pentru a obtine suprafata
lui Riemann corespunzitoare functiunii y este dar de ajuns a supra-
pune un plan peste planul primitiv al variabilei z, a privi cele doui
plane ca neavand alte puncte comune decit punctele de rami-
ficatiune, a efectud in ele o taietura dupa dreapta care uneste aceste
puncte §i a face sa coincidd, doud cite doud, cele patru tirmuri
ale taleturilor suprapuse in acelas mod ca in exemplul precedent,
adica tarmul drept din primul plan cu tarmul stang din al doilea
plan si tarmul drept din al doilea plan cu tirmul stang din primul
plan. Linia de trecere (a ... b) poate aved o forma oarecare, cu
conditiunea de a nu se tdia pe sine insas.

In fine, suprafata pland a lui Riemann poate fi inlocuita printr’o
suprafata sferica cu doua foi, proiectiune stereografici convenabila
a suprafefelor plane.

Un punct mobil care descrie o curba inchisa in jurul ambelor
puncte de ramificajiune, rdaméine necontenit pe aceias foaie; din
contra, daci se invérteste in jurul unuia din punctele a sau b, punctul
mobil nu poate reveni la pozitia inifiald fara a trece dela o foaie
la alta si a inconjurd acest punct de doui ori.

Punctul @ = o este distinct pe fiecare foaie si da respectiv
ramurile ]
a-t+b - (a=b2 - 1

S s e e

2 z
: b b2 1
y-a:--l"*‘ﬁ;“}‘(a s —

9 8 * J;-——...,

egale 1 de semne contrarii.

250. Functiunea y definiti de ecuafiunea

s X0
(3) ¥~ a=b

admite aceiag suprafaid a lui Riemann ca functiunea din exemplul
precedent. Este interesant de observat ci intre aceste dou# func-
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tiuni existd o relatiune biliniara, coeficientii relatiunii fiind fune-
tiuni rationale de 2. Caci din ecuatiunile
T—a :
2 5i0es heby
Yo g e B
e e (x—a) (z—b),

deducem relatiunea

care pune in evidentd faptul cfi functiunile y si z sunt ramificate

in acelas mod, adica au aceleasi puncte de ramificatiune. Se mai

zice ci aceste functiuni aparjin aceleas clase. :
Intr’un mod general se zice ci doui functiuni algebrice aparfin

aceleay clase, daca admit aceiag suprafatda a lui Riemann.

251. Sa consideram ecuatiunea

%) = (2—ay) (s=a5) . (2-ap).
Cand o descrie o curba inchisid in jurul unui numir par de
puncte a;, a,, ..., fara a trece prin nici unu) din ele, fiecare din
cele doud ramuri ale functiunii y se reproduce; iar daci curba
inchisd cuprinde in interiorul sdu un numir impar din aceste puncte,
cele doud ramuri se pgrmuti intre ele. De unde rezultd construc-
tiunea, suprafetii lui Riemann corespunzatoare functiunii y. Di-

e~

stingem doudl cazuri: m = 2n, m — 2n—1.

In cazul m = 2n, singurele puncte de ramificatiune sunt
punctele a;, @y, ... agy; in cazul m = 2n — 1, punctele de rami-
ficatiune sunt a;, a,, ... @y 4, 0o. Construirea suprafetelor lui
Riemann corespunzitoare celor doua cazuri, rezulti din cele ce
preced si se poate efectua in modul urmator: Consideram un plan
suprapus peste planul variabilel , convenind ca ele si n’aibi alte
puncte comune decat punctele de ramificafiune. Stabilim, in modul
obisnuit, intre aceste plane, liniile de trecere (a1—as), (a3—a,) ...,
(@m—1—az,) in primul caz; in cazul al doilea linia ()
este inlocuitd prin linia (dy, ;— 00). Liniile de trecere pot avea
forme oarecari fira a se tdia intre ele.

Dacé z descrie o curbi inchisa in jurul a doua puncte critice,
aceastd curbd este situatd pe aceias foaie sau striabate doud linii
de trecere, dupd cum cele doua puncte sunt extremitatile unei
hinii de trecere, sau nu. '

252. Si consideram ecuatiunea
(5) y* = a (m intreg > 2).

Punctele 2 =0, # = oo sunt punctele de ramificatiune, in
jurul cirora se permuti cele m ramuri ale functiunii y. Pentru a
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construi suprafata lui Riemann a acestei funciiuni, adicd o supra-
fata care sa se bucure de proprietatea ca unui punct al ei s corespundi
o singura valoare a functiunii, putem procede in modul urmator:
Peste planul pe care figurdam valorile variabilei @, plan reprezintat
prin P;, s& suprapunem m — 1 plane Py, ... P,, si sd privim toate
aceste plane ca neavind alte puncte comune decit punctele z = 0,
x = oo. Dealungul directiunii pozitive a axei reale si facem in
toate aceste plane o taietura peste care punctul mobil si nu treaca.
Fiecarel valori a lui z, diferita de 0 §1 co, s& facem si corespunda
m puncte suprapuse, cite unul in fiecare plan §i si reprezintim prin

Y15 Y25 - -+ Ym

valorile ramurilor lui y corespunzatoare aceleas valori x, figurata
prin punctele situate respectiv in planele P, P,, ... P,. TFiecare
ramurd este o funciiune uniforma in planul respectiv. Aceste
ramuri sunt legate intre ele prin egalititile

2in
Y1i® = Yoy Yo = Yg5 - -5 Ym—1 O = Yn (wz el ]

Ceeace ne conduce, pentru a realiza trecerea dela ramura y
la ramura y 44, fara a rupe continuitatea, si stabilim lagaturile ur-
mitoare intre cele m plane sau foi: facem si coincida tarmul drept d,
al tiieturn din P; cu tarmul sting s, din P, ; {irmul drept dyal taieturii
din P, cu tarmul sting s; din Py, ete., tarmul drept d,, al tdieturii
din P, cu tarmul stang s; al taieturii din P;1). Taieturile facute
in cele m plane devin linit de trecere intre doud din aceste plane,
legate intre ele in modul convenit mai sus. De exemplu, un punct
mobil din planul P, nu poate trece decat in planul P, sau P, dupa
cum acest punct atinge in migcarea sa tarmul drept sau cel stang
al taieturii. :

Este esential de notat ca planul P,
care strabate toate planele situate dede- %(
subtul sdu, este considerat ca neavind
legaturi decat cu planul Py, sicu planul Fig. 23
P,, astfel precum s’a precizat mai sus.

Suprafata astfel construita este suprafata lui Riemann pentru
functiunea y, definiti de ecuatiunea (5). Pe aceasta suprafata,
functiunea y este uniforma. ‘

Sa ne inchipuim c# in planul variabilei y, ducem m raze vectorii,

Qaaa
“nwE
v
AT

dela y = 0 la y = o0, avind argumentelezk%(k: 020 2 m=A),

1) (In fig. m = 4).
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Descompunem astfel acest plan in m sectoare nelimitate cu un-
ghiurile dela varf egale. Fiecare din aceste sectoare corespunde
unuia din planele suprafetii lui Riemann. Astfel sectorul ale cérui
2kn 2k 4 D)x
m m
corespund punct cu punct: cea dintdi din aceste raze corespunde
tarmului stang si cea de a doua tarmului drept al taieturii planului.

raze extreme au argumentele si planul Py., se

In rezumat, planul variabilei y st suprafata corespunzitoare a lui
Riemann se corespund punct cu punct; orice portiune a suprafetii
lui Riemann, care nu contine punctul = 0, se transforma intr’un
mod conform in partea corespunziitoare a planului y.

S& mentionam observarea deja ficuta in exemplele precedente,
cd taietura (0—o0o) poate aved o directiune si o forma oarecare,
cu conditiunea de a nu se tiia pe sine insas. Este evident ci modi-
ficand taietura, se modifici st forma regiunilor y corespunzitoare
foilor suprapuse,

In fine, putem inlocui suprafata plana a lui Riemann printr’o
suprafatd sferici cu m foi suprapuse.

CAPITOLUL XII.
INVERSIUNEA FUNETIUNILOR %, tgz, sina:
logx, arcigx, arcsina.

I. — FUNCTIUNEA LOGX

253. Sa consideram ecuallunea

1) 1+ 2= ev;
de unde
dy 1
2 SZ— =l-a+4a2— . ..
@) ey g e
Functiunea %’—c fiind rationald avand polul unic z — — 1

rezulta cd integrala acestei functiuni defineste o infinitate de
functiuni analitice, cari difer intre ele prin cdte o constanta si
cari la distanta finitdi n’au alt punct singular decit punctul
z=-—1.

Vom vedea mai departe ci plecand dela una din aceste func-
tiuni obtinem prin continuitate pe toate celelalte, astfel ci y este
o functiune analitici monogens cu o infinitate de ramuri. Func-
{iunea astfel definita se reprezinti prin simbolul log (1 + 2).
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Sa considerim ramura care se anuleaza impreuni cu 2; ea
este reprezintatd in domeniul punctului & = 0 prin seria

: 9 23
@  y=lglta=g-_S 4+ ..,

care rezultd din integrarea seriei (2) si al cérei cerc de convergenti
trece prin punctul ¥ = — 1.
Inlocuind # prin (z—1) ecuatiunile (1) si (3) devin respectiv

3

(4) a=o,
- z—1 —1)2
(o)== y=logzx= Tl _(z2) +

Seria din membrul al doilea al ultimei ecuatiuni reprezinta
elementul functiunii Jogz corespunziator punctului z = 1 care
se anuleaza in acest pnuct s1 al cirui cerc de convergen{i trece prin
origind. Acest punct este unicul punct singular, situat la distanti
finita, al functiunii log a.

Proprietitile functiunii logz rezultd din acelea ale functiunii
exponentiale. Astfel, din periodicitatea functiunii e¥, exprimati
prin egalitatea

i ey+2kin,

rezultd ca functiunea logz este multiformd, avand in orice punct
zy # 0 o infinitate de valori, cuprinse in expresiunea y, 4 2kix,
k find un numir intreg arbitrar §i y, una din valorile functiunii
corespunzatoare lui z;. Deasemenea, din studiul variafiunii lui e”
rezultd ca dacd z este real si pozitiv, existd, printre ramurile in
numdr nelimitat ale functiunii logz, una care este reald si care
creste necontenit dela — oo la + 0o cand x creste dela 0 la + oo.
Acest logaritm il vom numi logaritm aritmetic; el are o valoare
unica pentru fiecare valoare pozitivd a variabilei.

Rezutatele precedente se mai pot stabili in modul urmator:
Punénd

ecuatiunea (4) devine

de unde
r= e, v =0 + 2,
y =log r + (0 + 2kn),
log » fiind logaritmul artimetic. Dacd x este real si pozitiv, putem
lua 6 = 0 si formula precedenta da
log 2 = log r + 2kix.

Ramura log @ corespunzatoare lui k = 0 este reald si coincide
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cu logaritmul aritmetic al lui | 2|. Daci x este real si negativ,
ludnd 6 = 7, avem expresiunea

log x = log r + (2k -+ 1) in,

care aratd cd logaritmul unui numir negativ nu admite nici o ra-
mura reala.

254. Fie ag=rye un punct dat oarecare, diferit de z =0
s1 fie

(6) y = log r 4 16,
ramura care se reduce la yo, = log w, + i, pentru z — 2g. Daca
x, plecand dela z,, descrie o curbi inchisi care nu contine punctul
& =0, argumentul § plecand dela 6, se reproduce si prin urmare
y isi reia valoarea initiald y,. Acest fapt ne era cunoscut, cici
¢ =0 fiind unicul punct singular la distan{d finita, functiunea
log  se comporti ca o functiune olomorfa in orice regiune a planu-
lui in care nu se cuprinde acest punct.

S& presupunem ci curba inchisi descrisi de z confine punctul

@ = 0, argumentul § se va mari cu + 27 s1 y va deveni
&

Y = Yo + 2in.
Descriind de & ori in acelas sens un drum inchis in jurul lui
z = 0, vom avea
y = yo + 2hin,
k fiind un numir intreg, pozitiv sau negativ. Punctul singular

@ = 0 se numeste relativ la funciiunea logz, punct singular logarit-
mic.

255. Asa dar, ramurile in numir nelimitat ale functiunii loga
sunt legate intre ele astfel ¢ putem trece dela una la alta, facand
ca variabila # s descrie drumuri convenabile. Pentru acest motiv,
functiunea logz, desi se compune dintr’o infinitate de ramuri,
este_o functiune monogend. Oricare ar fi ramura considerata
ecuatiunea (1) ne di derivata

i
dr log z = 7,
olomorfa si diferitéd de zero pentru orice valoare finits a {5y (1)

De unde rezulta ci functiunea y = log z transformi, in mod
conform, orice regiune a planului (2), care nu confine punctul
& = 0, in regiunea corespunzitoare a planului (y).

256. Vom numi valoare principald sau ramurd principali a
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functiunii logz, ramura acestei funcfiuni pentru care coeficientul 6
al ui ¢ din expresiunea (6) satisface condifiunea

—am <0<z
Dand, de exemplu, lui 2 valorile 1, — 1, i, — i, vom avea
7

valorile principale corespunzitoare ale functiunii log z: 0, iz, i~2—,
iR

— ¢~ Ramura principald a functiunii log (1 + 2) e reprezintata,
-

in domeniul Ini z=0, prin seria (3), cici trebuie si se anuleze
Impreuna cu a.

257.  Proprietatea functiunii exponentiale exprimati prin
egalitatea
Yy Y Uty
gt it

trage dupi sine relatiunea:

log 2y 2y = log z; + log a,,
abstractiune facind de un multiplu de 2iz.
De asemenea avem, abstractiune ficind de un multiplu de 2ix,

oy :
log e log 2, —log a, ,

2
log —1~ = —log =

Ultima relatiune arati ci punctul @ — oo este un punct sin-
gular de aceias spetd ca punctul z = 0.

258. Observare. Daci ne mirginim la valorile principale ale
functiunii logz, egalitatile considerate mai sus pot sa nu fie ade-
Vvarate ; cdci membrele de al doilea determini una din ramurile
logaritmului, §i se poate intdmpla ca ramura asa determinati si
nu fie o ramurd principala. De exemplu, scriind

log (—1)2 = 2 log (—1)
st ludnd valorile principale ale lui log 1 si log (—1), membrul intaiu

va fi nul si al doilea egal cu 2/x.

259. Aplicafiune. Fie z un punct situat in interiorul cercului

| 2] = 1 sau pe acest cerc, insi diferit de + 1; argumentul siu
fiind presupus cuprins intre — =z si -+ x, argumentele expresiunilor
1+ =
1w 4 , iy

. Gl et 7
sunt in valoare absolutd mai mici sau cel mult egale ou . Aceasta
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se constatd pe figurile alaturate, in cari A si B sunt punctele de
intersecfiune ale fiecirui cerc cu axa reala 3E

Fig. 24
De aci rezultd ci intre ramurile principale ale logaritmilor
acestor expresiuni, avem egalitatea
14+ 2
log
1—=
Insé ramurile principale ale logaritmilor din membrul al dojlea
sunt date, in domeniul punctului = = 0, de seriile

= log (1 + 2)~log (1— z).

'n 3
gt = St
Iog(1—37)=~T—7-»~3~~...;

prin urmare :
1+ 2 > a®

¥ === i SR Ber

e
@ fiind in interiorul cercului | z| = 1 sau pe acest cerc, insa diferit
de &+ 1.

Punind 2 = €Y, cu conditiunea

(8) 0<f<zsauld>0>_—gn

formula (7) devine

3 == e'® : :
<wa—w=MEWpQ=dﬂ+iﬁuuy
1—e 2 3

') In figura I punctul z este pe cere sl avern
i N
arg (1 + a2) = OAM, arg (1 —2) = — OAM’,
arg ; n g4 MAM — _'}

—r

In fi'gm-a IT punctul a este interior. Prelungind dreapta AM pani in M,,
unde intalneste cercul, avem

arg (1 + @) = OAM,, arg (1 —a) = — OAM/

arg ; T MAW < MAM' — T (A < GAMY,).
i
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Insd, in valoare principald, avem

log cotg —g——[— L —725-
el 4] - '
og | ¢ cotg D) 0 o
log cotg (,2) — i

£

dupd cum fsatisface cea dintdiu sau cea de a doua din conditiunile (8).
De unde rezultd egalitatile

60
Iogcotg(_-n’--z—) =) [cos 0—{——:13« cos 30 —{—%cos50+ ],

7 : : 1
T Z — sinb —}—%sm 30+ —sinb0 + ...,
in cari ludm semnul - daci davem 0 < 6 < 7 si semnul — daca

avem 0 >0 > — 7.

260. Reprezintarea geometricd a ramurilor funcfiunii y = log .
Reprezintarea planului (2) pe planul (y) se deduce imediat
din egalitatea

y=logr+i6 (x= l'eie).

Raportand y la doud axe rectangulare Ou, O¢ (y = u -+ 1v),

avem
lo'r =" 0= v

Daca dam lui 6 o valoare constantd 6, si facem ca r si varieze
dela 0 la + oo, y descrie dela— oo la - oo, necontenit in acelas
sens, dreapta ¥ = 0, paraleld la axa reald ; iar dacd r este constant
avand o valoare pozitiva ry si 0 variazi dela — oo la -+ oo, y descrie
necontenit in acelas sens, dela —co la -+ oo, dreapta u = log r,
paralela la axa imaginara.

Sé ne inchipuim ca descompunem planul y in fasii prin drepte
paralele cu axa reald, avind ordonatele » = (2k -4~ 1)m, k primind
toate valorile intregi dela — oo la —+ oo, si privim o linie care
desparte doud fésii ca apartinind fasiei inferioare. Conchidem din
variafiunile de mai sus: :

19, Unui punct z diferit de zero corespunde un singur punct y
in fiecare fagie 51 ¢ la doua puncte diferite = corespund in aceias
fasie doua puncte diferite y. Cu alte cuvinte, fiecare fasie y si planul
(x) limitat de semiaxa reald negativa se corespund punct cu punct. -

2°. Cand « strabate axa reald negativd, punctul corespunzitor
y trece dintr’o fasie in fisia vecind si anume in cea superioard sau
in cea inferioard, dupd cum z trece dela semiplanul pozitiv la cel
negativ, sau viceversa.

13 DAVID EMMANUEL
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De unde rezulta ca fiecare fasie reprezinta o ramurad diferita

a functiunii. S& reprezintdm prin y ramura corespunzitoare

valorilor 6 satisficand inegalitatile 2

(2k—1) 7 < 6 < (2k+ 1)

Din aceastd reprezintare rezulta ca daca z strabate axa reala
negativd, ramura i, se prelungeste prin ramura y;+11) sau vice-
versa, ramura ;i se prelungeste prin ramura y,, dupd cum =
trece dela semiplanul pozitiv la cel negativ sau dela cel negativ

la cel pozitiv.

261. Suprafaja lui Riemann pentru funciiunea loga.

Consideratiunile precedente ne conduc la constructiunea supra-
fetii lui Riemann pentru functiunea logz.

Sa ne inchipuim o infinitate de plane Py, (k= + 1, +2, ...),
puse deasupra si dedesubtul planului P, al variabilei z; aceleias
valori @ vor corespunde o infinitate de puncte suprapuse, cate
unul in fiecare plan. :

Sa privim aceste plane ca neavind intre ele alt punct comun
decat punctul x = Oasi s& efectuam dealungul axei reale negative
0 taieturd, careia s ddm in fiecare plan P, doud tarmuri: {armul
pozitiv caracterizat prin argumentul 6 = (2k + 1)z si tirmul
negativ prin argumentul 6 = (2k—1)z. Din aceastd construc-
tiune rezultd cd fasia din planul (y), determinatid de inegalitatile

2k—1) 7 < 6 < (2k + 1) =,

corespunde punct cu punct cu planul Py, limitat de t@ietura consi-
derata; céci, de o parte unui punct = din planul P, corespunde
cite un punct in fiecare plan s, de altd parte, precum am vizut
mai sus, toate fasiile din planul (y) si planul Py, limitat de taletura
sa, se corespund punct cu punct. Am vizut deasemenea ci ramura
yr se prelungeste prin ramura y;+; cand o strabate axa reald
negativa trecAnd dela semiplanul pozitiv la cel negativ. Daca dar
ne inchipuim ca facem -si coincidd ta&rmul pozitiv al taieturii din
planul P; cu tarmul negativ al tdieturii din planul Py, se va
realizd o trecere, fard rupere de continuitate, dela primul plan la
cel de al doilea si viceversa, astfel ca ramurile 3, si yp1 si se
prelungeascd una prin cealaltd in acelas timp cand a trece dela
unul la celalt din planele respective P, Priq.

Planele sau foile Py astfel legate intre ele formeaza o suprafata
conexi intre punctele cireia si acelea ale plantlui y = log z existd

1) Adicd trece intr'un mod continuu dela cea dintiiu la cea de a doua.
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o corespondenid biunivoca. Suprafata astfel construiti este supra-
fata lui Riemann pentru functiunea y = log 2. Fiecirui punct
al acestei suprafete, diferit de punctele z = 0, 2 = o corespunde
o valoare determinatd pentru logz.

262. Functiunea log (¥ —a), a fiind o constanta oarecare,
admite punctul = a ca punct singular logaritmic, precum se
recunoaste ficind z — a = 2’. Ea este olomorfa in orice regiune
a planului care nu contine punctul 2 = ¢ si se mareste cu + 2z
cand x inconjoard odatd acest punct, in sensul pozitiv sau negativ.

Fie z, un punct oarecare diferit de a; putem scrie

log (v—a) = log (zy—a + 22— )

- = log (zy—a) +10g(1+ M)

Ty— @
A ; L= %o =
Luand pentru log {1+ ——"°% | ramura care se anuleazi
To— G
. 0
pentru x = 'z,, vom avea desvoltarea
Sl L (8 T
log (2—a) = log (2,— a —[—Z‘(—ﬁa
gle=a) =log(egma) S (2 1,

valabila intr’un cerc cu centrul in @y §1 trecAnd prin punctul a.

263. Fie f(z) o functiune uniforma intr’o regiune datd si x,
un punct ordinar; avem

H(2) = f(@o) + (2~ o) f'(2g) + . ..

Presupunand f(2y) # o, putem scrie
(@) = {(zo) - [1 + (v~ ag) P(a—a,)]

log {(2) = log f(ay) + log [1 + (2~ ) P(z—ay)] .
Punand
u = (2—z,) P(x—xo),'
avem, pentru toate valorile w cari satisfac inegalitatea Fa f<a;
u

@a+m:%~?+”.

si revenind la variabila «, obtinem logaritmul din urma exprimat,
in domeniul lui zy, printr’o serie intreagd de & — =z, si prin urmare,
in domeniul acestui punct avem

log f(z) = P(2— ). :
Asa dar intr’o regiune a planului in care f(x) este olomorfa,

fard a se anula, orice ramura a functiunii log f(2) este o functiune
olomorfa.

13* ~
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Daca x, este un zero de ordinul m al functiunii f(x), putem serie

f(a:) = (2— zo)™ P(z— 2) 1P (2=2)] £0;

) T=Ty
de unde
log f(z) = m log (2—a,) + log P(z— ;).
Prin urmare, in virtutea celor ce preced, avem, in domeniul
lnrsa,; :
log f(z) = m log (x— zg) + P(2—=,),
expresiune care aratid ci dacd z inconjoard odati punctul z; in
sensul pozitiv sau negativ, log f(z) se reproduce marit cu =+ 2mix.
Daca z, este un pol de ordinul m adica daci avem

f(#) = (=2 ™ Pa—a)  [P(o—2)] %0,

T=2y
rezulta =5 :
log f(#) = — m log (z—zo) + P (a— Zp): .

In rezumat, ramurile funciunii log f(z), f(2) fiind o functiune
analiticd uniforma, sunt functiuni analitice olomorfe in orice regiune
in care f(z) este olomorfi, fard o avea nici un zero; zerurile si polu-
* rile lui f(z) sunt puncte singulare logaritmice ale tuturor ramu-
rilor. X

264. Observare. Din teorema generald (139) s’a conchis ca
gt = A
serla 2 — al cirei cerc de convergenii este cercul |z| =1, are
1 n
punctul 2 = 1 ca punct singular. Acest fapt se verifici cu ajutorul

egalitatii
@ L

i
2 — =—Ilog (1-2),
1 n
care ne aratd in acelas timp cd punctul @ = 1, este unicul punct
singular al seriei pe cercul siu de convergenta.:

latd un al doilea exemplu de serie intreaga convergenti pe tot

cercul sdu de convergenid, (| 2| = 1), si care in virtutea teoremei

mentionate are punctul z = 1 ca punct singular:

2> e 7
;/ = — —l_ TN ... S0E BRI Y . .
o s e
Inlocuind i ! i ecedenta se
niocuin m prln n-—-1 —_— —n— , Seria pl‘ cede
- poate scrie’
Pla) = z e
1 n 2 N
=—ualog(1-2) + 2 + log (1-2)

=& + (1—2) log (1—2),
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expresiune, care pune in eviden{i ca punctul 2 = 1 este un punct
singular al seriei, desi seria este absolut convergenta in acest punct.

265. Funcfiunea a®, a fiind o constanta oarecare diferita de

zero. Prin definifiune, luim
z log a zloga)?

(ie—tatmacgar oo (elosa)t

de unde
da*
(2)
dz

=a*loga.

Seria din membrul al doilea din (1) va fi determinata, prin
urmare si functiunea az, indata ce fixim valoarea lui loga si este
evident ¢i in formulele (1) st (2) acest logaritm este unul s1 acelas.

266. Funcfiunea z", m fiind o constanti oarecare. Presu-
pundnd z 3£ 0, vom lua, ca definitiune,

(1) z.m‘= emlog:t_

Aceastd functiune nu poate avea alt punct singular la distanta
finita decat punctul 2 = 0. Fie (@™) una din valorile ei, de exemplu,
aceea care corespunde la valoarea principala a functiunii loga;
vom avea : :

; or.
2 (xm) e‘.kmm,

k fiind un numir intreg oarecare. Toate aceste valori se pot obtine,
precum aratd formula (1), plecand dela una din ele si facand ca
variabila # si se invarteascd in jurul originii de un numir oarecare
de ori.

1°. Dacd m este un numar intreg diferit de zero, e2kmiz _ |
functiunea este uniforma in tot planul.

20 Fie m zi, p 51 g fiind doud numere intregi prime intre

ele. Dand lui k valorile 0, 1, 2, . . . p—1, obtinem p valori diferite
forménd un sistem circular, la cari se reduc toate valorile lui %,
Regisim astfel rezultate cunoscute.

3% Dacd m este un numir incomensurabil sau complex, am
admite o infinitate de valovi in fiecare punct 2: la valori diferite
ale lui & corespund valori diferite pentru a™; cici altfel ar urma
sd avem

2 k—k)min _ !
egalitate imposibild pentru k =K.

Din formula (1) rezulta egalitatea

™", x'™m — gm(log a+log 1)
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si dacd ludm determinatiunile logaritmilor astfel ca log o 4 log 2’

= log ioya avem;
am o, pm = (.CL‘.’E’)m *

267. Desvoltarea in serii. Fiecirei ramuri a functiunii logz
corespunde functiunii 2™, in domeniul unui punct z, 7= 0, o serie
intreaghd de (x — m,y). Sa considerdm mai intdiu functiunea

(1 + )m — em log (1+2)
si sd cautam desvoltarea el in domeniul lui 2 = 0. Pentru
W= pilop =)
vom avel
@ yn
(1) (1 —f—'v)’"—-e"—Z——
o n!
e alta parte, luand pentru log z) ramura care se anuleaza

De alt# parte, luand pentru log (1 se anuleazi

impreund cu x, avem seria

(2) u=mlog(l+4 z) =m E’
1

care substituita in (1) ne di o desvoltare de forma

(3) (1+x)’":'1—{—a]a:—f—a212+...—I—an:L"—[—...

Seria (1) fiind convergenta in tot planul variabilei u, pe cind
seria (2) este convergentd in cercul |z | = 1, rezultd ci seria (3)
este convergentd in acelas cerc.

Coeficientii fiind daii de expresiunile

1 [d” (L + o J mim—1) ... (m—n 4 1)

n! | dan ST n!

a, =

?

ramura consideratad a functiunii (1 + a)”, care se reduce la 1 pentru
=0, va fi reprezintatd in cercul | z| =1 prin seria
i m m(m—
Atam =142 o p 2Oy
L L 2
Inlocuind in egalitatea precedentd pe z prin @ — 1, obtinem
seria

2 m(m—1)...(m—n+1 :
xm — Z ( ) '< + )(Sbgll)"'?
BRI n!
care reprezinta, in cercul |z | =1, ramura functiunii a™ care

se reduce la 1 pentru @ = 1. De asemenea putem scrie
m
T—
m = (mo + r— xo)m — wom (1 + 0)
Zo
o n
ot g.m(m—i) coo (m—n+1) ( z— T, )’

=
V% n! z,

egalitate valabila in cercul |2 — 2| = | 2, |.
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Din cele ce preced rezultd cd 2™ este o functiune analitica
monogeni in toati intinderea planului, avind o infinitate de ramuri
cari, precum am vizut, se pot deduce dintr’una din ele.
Oricare ar fi ramura consideratd, formula [(1) § 266] da
d

B |
v am em log @ — mam—1
z z

cu conditiunea, evident justificata, ca log @ care intrid in definitiunea

functiunilor 2% si 2™ si fie acelas.
t > >

268. Sa consideram expresiunea

(1 + i)m
m

si sd cautdm citre ce limitd tinde ramura principalda (aceea care
se reduce la 1 pentru 2 = 0), cind m tinde citre infinit, intr’un
mod oarecare. Avem ;

(142) = erw (4 2) = = (2T

Fie R un numir pozitiv oricdt de mare voim §i @ un punct
al planului situat in interiorul cercului descris din origind ca centru
cu raza R. Privind m ca variabil, seria

72:1 r(l—": ); (%) :

X 1 o
intreagd In raport cu — este absolut si uniform convergenta pentru
m

toate valorile lui m cari satisfac inegalitatea | m | > R si se anuleazi
fmpreund cu —. Prin urmare, oricare ar {i valoarea finita a lui «,
m

avem pentru ramura considerata

lim (1 - ﬁ) Sl er,
m

m=x

II. — FUNCTIUNEA ARCTGX

269. Resolvind in raport cu .y ecuatliunea
» 1 —e%u

(1) B Y S
obtinem expresiunea

1 1+ix 1 !
(2) y= 57 log i ol [log (1 + z';z) —log (1—12) + 2kin

care se mai poate scrie

7 1

() y =5 + 5 log(a—i)~log (v + i) + 2kia],
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k fiind un numir intreg arbitrar. Functlunea Y pe care o repre-
zintdm prin simbolul -
Yy = aretg z,

este aga dar o funcfiune analitica monogeni cu o infinitate de ramuri>
neavind alte singularitati decat punctele singulare logarltmlce
= + i. Formula (3) aratad ci dacd punctul z se miscd odata,
in sensul pozitiv, in jurul unuia din punctele singulare, fiecare
ramura se reproduce marita respectiv cu -4z, dupi cum z se migca
in jurul punctului z =7 sau in jurul punctului z — — ; prin
urmare fiecare ramuri se reproduce daci z descrie o curbi inchisa
in jurul ambelor acestor puncte. Reprezintand prin (y) valoarea
unei ramuri intr’'un punct ordinar oarecare x, valoarea oricirei
alte ramuri corespunzitoare aceluias punct va fi cuprinsa in ex-
presiunea

= (y) + k=
Toate ramurile au aceias derivata
dy 1
ol 14 a2
a‘pe Sa ne inchipuim doua sectiuni facute in planul
x x
: (), dealungul axei imaginare, respectiv dela 4 ¢
+U
la 4 700 §i dela — i la — joo. Se recunoaste lesne
sy ca in doua puncte infinit apropiate situate de o
= parte si de alta a uneia din.ele, valorile unei ramuri
oarecari, vor diferi intre dansele prm +7. Astfel,
x X
= dupa figurd, avem
lim [arctg 2’ — arctg 2] = 7,
=t
Fig, 25

lim [arctg z'y — arctg a"y] =
==

Din reprezintarea planului (y) pe planul (@), variabilele z, y
fiind legate intre ele prin relajiunea z — tg y, rezulta ca planul
() limitat de cele doua sectiuni considerate, se transforma punct

cu punct in fasia din planul (y) limitata de dreptele y = 4 — 7 dintre
cari una trebuie exclusi.

270. S& numim ramuri principald a functiunii arcigr aceea

1+az e
care corespunde ramurii principale a functiunii log St | fie

1Tl;l:

1—i2

= 0%, —a<gp=<a;
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de unde

= .
arclove — 9; logo + o
Prin urmare, daca separdnd partea reali de cea imaginara,
seriem
arctg . x = w1 w

vom avea, pentru ramura principala,

Fi 4
2

&

=l

<u5

o

Obtinem elementul acestei ramuri in domeniul lui 2 = 0,
aplicand formula (7) (§ 259), care ne da:

: il Tz w3+:v5 :
arctg z = —log —— =g -——F — .
2 21 gi—m: 3 B %

pentru toate valorile lui z cari satisfac conditiunea |a | <1,
exceptand valorile 2 = + 1.

Punctul 2 = oo este un punct ordinar pentru toate ramurile
functiunii. Considerand, de exemplu, ramura principala, avem in
domeniul punctului oo,

i

1 S
arctg v = 27 log (—1) + log 1—+ T
7T 1 ¥ 1
el L T LR e i iy
2 z ' 328 52 Ttz

III. — FUNCTIUNEA ARCSINX

271. Ecuatiunea

(1) x=siny = z ;ie i
ne da
e — djzev —1 =10,
de unde
AR y=iilog(imil/1—w2].

Functiunea y, pe care o reprezintim prin arc sinz, este asa
dar o functiune analitica in tot planul, avand o dubli serie infinita
de ramuri, ramurile aceleas serii diferind intre ele prin multiple
de 27, corespunzitoare valorilor in numar infinit ale logaritmului,
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Yy =%log(ix—i— M),
Yoi— /Tl.log(ia;—l/ljﬁ) :
cate o ramura din fiecare serie; vom avea, facand suma lor,
3 wmty = —1— log (—1) = 2k 4+ 1)z, k intreg.

Prin urmare, reprezintand prin (y) una din ramurile functiunii
arc sinz, cele doua serii de ramuri corespunzitoare aceleias valori
a lui @, vor fi cuprinse in expresiunile

_ | (y) + 2kn,
YTl a— ) + 20,

k fiind un numér intreg oarecare.

Vom arata ci toate ramurile se pot deduce dintr’una din ele,
facind ca @ si descrie drumuri convenabile. S observam mai
-intdi cd functiunea de sub semnul logaritm nu se anuleazi pentru
nici o valoare finitd & lui z: cici ecuatiunea

iz + [/T— a2 =0,

facuta rationala, di 1 = 0. De unde rezulta cd functiunea arc sin o
nu poate avea puncte singulare diferite de punctele de ramificatiune
*= + 1 ale radicalului |/1— a2 i de punctul & = oo.

272, S& examinam efectul produs asupra unei ramuri cand
@ se invarteste in jurul unuia din punctele de ramificatiune. S
considerdm, pentru a fixa ideile, cele doud ramuri cari se reduc
respectiv la 0 si la « pentru 2 = 0. Aceste dous ramuri sunt legate
intre ele prin ecuatiunea (3), in care facem k — 0; in punctul z = 1

7 ; 3 0y e
ele sunt egale cu 5 - Daci « descrie odati o curba inchisi in jurul
punctului @ = 1, pe cand punctul 2 = — 1 este exterior curbei,

radicalul |/1 — a2 isi schimba semnul ; cele doua ramuri considerate
se permuta intre ele 1).

Deasemenea se permuti intre ele, in jurul punctului & = 1,
doud ramuri cari pentru z = 0 sunt egale respectiv cu 2k si
(2k + 1)z, k fiind un numar intreg oarecare.

Concluziuni analoage se aplicd punctului @ = — 1. In acest

St omtatin 0k I et

!) Permutarea nu se poate face decat intre cele doui ramuri cari devin
egale in punctul de ramilficatiune, cdci fiind continue ele trebuie si difere infinit
de putin in vecindtatea punctului de ramificatiune.
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punct coincid ramurile cari pentru @ = 0 se reduc respectiv la
2kn 51 la (2k — 1)7; aceste ramuri se permuti intre ele, cand x se
invéarteste in jurul punctului z = — 1.

Din cele ce preced rezulta ca daci « descrie succesiv contururile
elementare relative la cele doudi puncte critice 0, 1), (0,—1),
ramura inifiald se mareste cu & 27. Cu alte cuvinte, daca © descrie
o curbd inchisa in interiorul cireia se gisesc ambele puncte critice,
functiunea arcsinz se mireste cu + 27. Acest rezultat se mai
poate obtine ficand ca 2 sa descrie un cerc cu centrul in origina
cu 0 razd mai mare ca 1. Cind x descrie un asemenea cere, radicalul
se reproduce, nu insi si functiunea arc sin z. In adevir, pentru
2| > 1 avem expresiunile

izt ]/1—a2= ix[iﬂ-(i—m‘z)

' 1 P —

nof
e

a caror forma, punind x = = este respectiv
: x

% Pz, s Bt
P si P, fiind serii intregi convergente in interiorul cercului fail="1
1 cari nu se anuleazi in acest cerc.

De altd parte, cercului descris de z in sensul pozitiv, in jurul
originei ca centru cu o razia mai mare ca 1, corespunde un cerc
descris de 2’ in sensul negativ, in jurul lui 2’ = 0 cu o razi mai
mica ca 1.

Insé cand a’ descrie un astfel de cerc, functiunile

log a'—1 P(a’), log a' Py(2’)

se reproduc mirite respectiv cu - 2i7; prin urmare ramurile cores-
punzitoare ale functiunii arc sinz se vor reproduce mirite cu
+ 27

Din cele ce preced rezulta ci toate ramurile functiunii are sina
se pot deduce, plecand dela una din ele si facand ca z si descrie
drumuri convenabile. Functiunea considerati este asa dar o func-
{iune monogend in tot planul.

273. Derivind ambele membre ale ecuatiunii 2 = sin Y, obtinem
d 1 1
(6) He o
x cos y l/ 132

radicalul fiind determinat de cosy. Referindu-ne la cele doua
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seril de ramuri cuprinse in egalitatea (2),

vedem ca toate ramurile
aceleas serii au aceias derivati.
Avem, in interiorul cercului Fadis=id

3

1 i =53
1—;1;2-_72‘:1‘}—.‘.’1:2‘%— .Z4+.
& =) o by :
de unde integrand, obtinem, peniru ramura care se anuleazi im-
preuna cu z; .

Tept Qi ous
23 2.4 -5
observam ci punctul 7 — 0o,

logaritmic pentru toate ramurile functiunii ;
pPunct av

S
In fine este punct sincular
3 p o

caci in domeniul acestui
em, pentru cele doua serii de ramurl, respectiv
b 2

fos [:1, P (—1)] ~
ftn 2]

Acest rezultat se mai poate pune in evidenta desvoltand radi-

tarc sin x —

calul

[ _.1,_“ M 1 —1
el

L ot :
dupa puterile lui — st integrand. De unde
z

2T Dl e S

y:cii[mgw‘g_i_ia 1 J

CAPITOLUL XTII.

TEORIA FUNCTIUNILOR DE VARIABILA COMPLEXX
: DUPA CAUCHY.

L. — FUNGTIUNI ANALITICE,
274. Definitiune. Fie 2, y doua variabile reale independente
st Pz, y), Q(a, y) doui functiuni reale, continue, avand derivate
4 : . 0P 0P 8Q 5Q
. partiale de primul ordin b2 5y bz’ e
Expresiunea
(1) =P+ iQ

este. o functiune de variabilele i siy.
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Sa examinam in ce caz Cauchy zice c¢i u este o functiune de
variabila complexa z = x - iy. 1)

Fie Az, Ay doui cresteri date variabilelor 2, y si AP cresterea
corespunzatoare a lui P(a, y); putem serie

AP = [P(z + Az, y + Ay) — P(z, y + 4dy)]
+ [P(z, y + 4y) — P(z, y)]
= Aa P; (v + 04z, y + Ay) + AyP, (x, y + 06,4y),

0 51 6, fiind doua cantita{i pozitive mai mici decit 1. Sa presupunem
ca derivatele partiale considerate mai sus sunt continue intr’o regiune
data (R), 1 prin urmare uniform continue ; urmeaza ci la un numir
pozitiv ¢ dat corespunde un numir pozitiv 7 astfel c&, oricare ar
fi punctul (z, y) in regiunea (R), avem

| Pe(at 0de, y + Ay) — Pa (29)| < 5,
’ . ’ €
Py ('T:y = olAy) 5 Py (w: y) = '4" 2
cu conditiunea |dz| < n, !4y [ << 7. Prin urmare puiem scrie

AP:;EA - —Ay—}—eldr—i— &4y,

31.!<"4';182i1<

De asemenea avem

AQ—bQ —i—bQAy—{—s Az + €Ay,

[s'l_]<z, [€2|<Z
Asa dar
> > oa ORS00 bP_,_.bQ)
Au= AP 4 i4Q = (&;‘—f—zﬁ)dx—}—(—y , L—y— Ay -+ du,
punénd :
Ou = (&, + 1e'y) da + (g, + ie'y) Ay
A A4
=[(£1 i)+ (s,+182)zgldz.
Insa '

{€1+i5'1féfell+‘8’11<§, |82‘|‘i8'2{<—§‘

*) Pentru claritatea notiunilor ce se introdue, se presupunc ca functiunile
P 5i Q sunt univoce si prin urmare ci u primeste o valoare determinati in fie-
care din punctele considerate.
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st din Az = Az + @ Ay rezultad :
|dz| = | 4z|, |4yl =] 4z].
Prin urmare seriind
0P DQJ ( Q)
Au (bt S 2 T4 oy Y

(2) I o Ax + lAy Te

avem, in toala regiunea:(R), | 0| < & dacd | 4z |, | 4y | sunt ma
mici ca 7. Facand ca 4z, s1 Ay sd tinda cétre zero, avem lim o = 0,
pe cand fractiunea din membrul al doilea tinde citre o valoare

i !
care, in genere, depinde de lim )_I_:yv’ adicd de drumul ce urmeazi

punctul z + Az cind se apropie de z. Pentru ca valoarea acestei
P { L Ay
fractiuni sa fie independentd de lim —= si prin urmare pentru ca

Az
AW - i, s e M e O d
Tz 5 tinda catre o limita determinatd, in orice mod Az ar tinde
z

catre zero, este necesar si suficient s avem ecuatiunea
bQ (bP bQ)

by i \by T by
care trage dupd sine ecuatiunile

%) oP: =00 S 0F 00
Yox- 0y’ by 07

Daca aceste ecuatiuni sunt satisficute, oricare ar fi punctul
z = x + 1y intr’o regiune datad, Cauchy zice ca

u = P(a, y) + 1Q(, y)

; . ; : . 5 ey ‘.
este in aced regiune o juncfiune monogend de z; lim 5 care in
virtutea acestor ecuatiuni, are o valoare unica, este derivata func-
tiunii w in punctul z.

Sa observiam ca functiunea monogend u = P + iQ contine
variabilele 2, ¥ numai in ccmbmapunea z =z + iy; caci deter-
minantul functional

(3) o

D(uz  .du  du

Dizy) bz by
este nul in virtutea ecua’giu/nii (3). Putem dar serie u = f(z)
Riemann suprima epitetul monogenad si zice in aceleas con-
ditiuni (4) c&@ u este o functiune de variabila complexi z.
Astazi se intrebuinteazi cuvantul de funcfiune analitici. Vom
vedea mai departe ci functiunea analiticd astfel definitd coincide
cu functiunea analitica dupd Weierstrass (145).
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275. S’a presupus ca func;mmle P(:z: y) 51 Q(z, y) au in regiunea
consideratd o valoare unic in fiecare punct (z, y) si prin urmare
functiunea f(z) = P + iQ are o valoare unica in fiecare punct z
Se péstreazd numele de functiune analiticd si in cazul cand 1(z)
este susceptibil de mai multe valori, daci fiecare din aceste valori,
variind intr’un mod continuu cu z, admite o derivati corespunzi-
toare. In cazul cind functiunea admite o valoare unicd in fiecare
punct, se zice ci este uniformd in regiunea consideratd; in cazul
contrar, functiunea se zice multiformad.

O functiune analitic se zice olomorfd intr’o regiune dati, daca
este uniformd si continud in aced regiune.

276. Pentru a stabili conditiunile (4) ale lui Cauchy, s’a presupus

ca derivatele partiale bP, i bQ, 0 sunt functiuni continue de
da’ by’ da by
variabilele @, y. De unde rezulti ca derivata functiunii v = f(z) -
care, in virtutea acelor Londl’(mm este data de expresiunile
£ / Q- g [OP
(O) ]((")’_b +i E by —L@,

este in acelas timp o functiune continua de z.
Viceversa, daca derivata f'(z)este o functiune continua de z intr’o
regiune dati, derivatele partiale considerate sunt functiuni continue

: " ; ¥ e A SO
de z, y in aceias regiune. In adevir, fie z, = To-+ W § |5
Lo

0Q (bP) (bQ) e . 3 .. ;
(b“x’)o’ @ : W O\alorlle acestor derivate in punctul (oo)s

ey (2—5—)0+i[%2j(2—§)0]
oy

5 — (52| 5= 63,

oy
de unde inegalititile
S i oy o
dx 0x ), || dy oy
cari justifici aserfiunea noastrd; cici membrul intdi fiind prin
Ipotezd < &, rezultd ca fiecare din expresiunile din membrul al
doilea este < e.

k]

[F(z) —F(z) | =

277. Se va vedea mai tarziu (Integrala lui Cauchy) ca derivata
unei functiuni analitice f(z) intr’o regiune datd este o functiune-
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analitica in aceias regiune; de unde rezultd ci f'(z) admite o deri-

e ERbE S 8 e : :
vatd continud f"(z) si prin urmare ci functiunile P si Q admit
derivate partiale continue de ordinul al doilea, intre cari existi
relatiuni ce se pot deduce derivind succesiv ecuatiunile (4). De
~asemenea f'’(z) admite o derivatid f’(z), etc.

278. Ba facem abstractiune de teorema lui Cauchy, la care
am fécut aluziune mai sus, sd presupunem numai c& functiunile
P si Q admit derivate partiale de ordinul al doilea, continue. Deri-
vand ecuatiunile (4) in raport cu x si y obtinem expresiunile

o P =ba) 2P 92Q
b e

(B P 52Q 9P 9°Q
l i ek e

Sa punem

= oP 0Q -

(7) B;:Pl’ E=Q1§

vom avea :
2P oP, 8Q _ 8Q,

] o= T % 55y T by

®) %P 5P, 9Q  bQ
dbzby by’ b2 ox

de unde, in virtutea® egalitatilor (6),

. P50 0P b0,
) bz by’ by oz

Aceste ecuatiuni exprimi cd derivata

f'(2) = Py(2,y) + 1 Qq (2,9)

este o funcfiune analitica- de z.

279. Din ecuatiunile (6) deducem

P P 52Q , 2Q

P b o e ey

(10)
De unde rezultd ca pentru ca u= P + iQ sa fie functiune

~analiticd, nici una din functiunile P si Q nu poate fi luata intr’un

~ mod arbitrar; ambele trebuie sa fie solutiuni ale ecuatiunii

D2V bV

(= Frcliey et

numitd ecuatiunea lui Laplace. O solutiune a acestei ecuatiuni
se numeste funcfiune armonicd. Prin urmare functiunile P si Q,
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cari constituie functiunea analitica u = P -+ 1Q, trebuie sa fie
functiuni armonice. Nu este insa de ajuns a lua doud functiuni
armonice oarecari pentru a forma o functiune analitica 1); ci luand
una din ele oarecare, cealalta este, in virtutea ecuatiunilor (4)
determinatd, abstractiune ficand de o constanti arbitrari.

In adevir, si presupunem data functiunea P; pentrn a deter-
mina functiunea Q, considerim diferentiala

L70Q .00
= B do % dy
care, in virtutea ecuatiunilor (4), devine
oP opP
== — iy g ‘
dQ by dl I b.‘l,‘ d.’/,

de unde, observand c¢i membrul al doilea este o diferentiala exacta

(10), deducem :
= i OPi < WP i %%
(12) Q—‘f(—b—y da,—f——&;-dy) o

’

279. Obserari. 19 O funcfiune analitici nu poate fi numai
reald sauw numai pur imaginard in tot planul variabilei independente ;
intr'un mod mai general, o funciiune analitici nu poate avea partea
sa reald saw partea sa imaginard constanti in tot planul fara a se
reduce la o constantd. Cici, presupundnd, de exemplu, P constant,
avem si pentru o valoare constanti precum rezulta din egali-
latea (12). :

Deasemenea | f(z) | = ]/P* £ Q& nu poate fi constant in
tot planul. In adevar, fie P2 4 Q2 = C. Derivand in raport cn
@ st ¥ s1 tindnd seama de ecuatiunile (4), avem

oP OP O = oyp
PSTE~Q»@=O, QEE+ Pb*y: 0.
De unde rezultd ecuatiunea
P24 Q2= 0;
sau, dacd determinantul este diferit de Zero, avem
P ITTePay -
dr Oy 3
pl‘lll urmare $]
TR
o Oy (

In toate cazurile rezulti ¢a P i ) sunt constante ;

]'n'in urmare
functiunea f(z) se reduce la o constanti.

!} Exemplu: functiunile P(a, y) = 22 — ¥ Qlx, y) = ay sunt functiuni
armonice, insd 2® — y® — jzy nu este functiune analitici.

It DAVID EMMANUEL
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20, Propozitiunea precedentd este cuprinsd in cea urmatoare,
care este mai generala: Dacd punctul z(z, y) se miscd intr’'un mod
arbitrar in plan, este tmposibil ca punctul w = f(z) = Pla, y) +
iQ(@, y) sd descrie o curbd (in intelesul obisnuit al euvantulni).

In adevar, fie

(13) Xei=SPlm s S =— Oy W)
sl s@ presupunem cd ar putea si existe intre X si Y o ecuatiunc
(14) . (X, Yy = 0.

Ar rezulta ca, eliminand X s1 Y intre ecuatiunile (13) si (14
sd avem intre z sl y o ecuafiune ;

w(l‘: y) = 0;

ceecace este contrar ipotezil, dupa care z se migea intr’un mod arbi-

5

trar in plan.

280. Studiul functiunilor analitice se poate face studimd
proprietdtile functiunilor de doud variabile cari satisfac ecuatiunea
lui Laplace. Aceastd metodd a fost introdusd de Riemann!) si
poartd numele lui.

Noi vom urma in aceste lectiuni metoda lui Cauchy, pe care

o vom alatura la aceea a lui Weierstrass.

II. — INTEGRALE DEFINITE.

281. Fie f(z) o funcliune continua de variabila complexa z,

dealungul unui arc de curba L si z5, Z punctele extreme ale acestui
arc. Pe linia L si fixdm n puncte intermediare:

7 Zy, Bgy -. . & $1 sd consideram suma
in n !
(1) 8 = X (zp1— ) [(Ck) 5
k=o
L in care {; este un punct oarecare al arcului cuprins
hr2 i = R R e L el
i intre z, $i Ziq, 1ar Zpq = Z. Voim sa ardtdm ca
22 aceastd suma tinde catre o limitd finité cdnd n tinde
z catre infinit, astfel ca in acelas timp diferentele
< (zrp1—2), (k =0, 1, 2, ... n), sa tinda catre zero.
Zg Aceasta limita este independenta de alegerea punc-
Fig. 26 telor z.

Functiunea f(z) fiind continua, prin urmare uni-

form continua, putem face ca la un numir & pozitiv, arbitrar de

1) Inaugural Dissertation.
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mic si corespundi un numir 9§, astfel ca si avem

(2) If( ) (31‘ < ¢
pentru | z1—z | < (/« — (ks e R

Sa subdividem fiecare din intervalele !) obtinute prin opera-
tiunea precedentd (ce vom numi prima operatiune) in intervale
mai miei, intercaldnd intre dou# puncte extreme un numir oarecare
de puncte () 51 sd formim suma S’ analoagi cu suma S, corespunza-
toare tuturor punctelor de diviziune ale liniei L.

Pentru a calcula suma S, si efectuiim mai intiiu sumele partiale
Sk, corespunzatoare punctelor intercalate in fiecare din intervalele
(%, Z+1) $1 apoi s adunam toate aceste rezultate. Daci insem-

ndm prin z'y, 7’5, ... 2’ punctele intercalate intre z, St
suma partiala din S, corespunzitoare punctelor z, , A Aty e AT
2, 11 este
k'=h
$ = : ;Z: (Z,l:’-f-l““z’lf’) f(C’k’) )
T =0

unde 2’y = 7, 2'h41 = Zq1 §1 L'y este un punct oarecare al arcu-
lui cuprins intre z'; i 20, .
Seriind

HE'w) = f(Ck) + &, (K = 0,1, ... h),

avem, In virtutea inegalitatii (2), |e.| < ¢ de oarece punctele
(' sunt. cuprinse in intervalul (g, z41).
Expresiunea s, devine astfel

(3) sk = (m+1—2) f(&k) + Ry,
punind
L'=h
Ri= 2 & (Zhrg1—2'%)
k'=o
Insa .
h h
| Ry | < 2 e | dpy— | <& 2 [ 2hpi—20 |
h‘=o k=0

st observand ¢ | 'y — 2’ | reprezinti lungimea dreptei care uneste
unctele z';s, 7’5 rezultd cd avem
> SRCy

(4) lRI.-f<8Pk,

pr fiind egal cu perimetrul liniei poligonale ale cirei virfuri sunt

punctele z', (k' = 0,1, ..., k).

!) Un interval (21 zk+1) consistd in totalitatea punctelor situate pe L si
cuprinse intre punctele extreme, inclusiv aceste puncte.

14*
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Procedand in acelas mod pentrn fiecare sums partiala si adu-

nand aceste sume, obtinem

(5) 3= 2 (i1~ a) f(G) + 2 R
de unde ; =
(6) S8 =R, [§= S| < TRy

Insa, in virtutea inegalititii (4), care este adeviiratd oricare
ar fi intervalul (% s 2ke1), avem

(7) ‘ IR |<eZp<el,

[ fimd lungimea arcului L. De unde rezults negalitatea fundamen-
tala
(8) [8'—S|<el

Aceasta inegalitate este, precum aratd rationamentul nostru,
mdependentii de numirul punctelor interealate (z') si de modul
cum aceste puncte sunt alese. Daca dar subdividem intervalele
(3", 2'k41) din a doua operatiune, intercaland in fiecare din ele
un numar oarecare de puncte (z”') si efectudm suma relativa la totali-
tatea punctelor (z, z', z”’), obtinem o suma S” pe care o putem
substitui sumei S’ din (8), asa incAt sa avem

{9) [8"—8l< el

L3

Subdivizand succesiv intervalele obfinute astfel si formand

sumele corespunzitoare, analoage cu suma (1), obtinem un sir

de sume

(9) : SR RS L
satisfacand inegalitatea

(10) BBl s A

Fie acum ¢ un numar pozitiv mai mic ca €: putem presupune
punctele (z') alese in a doua intércalare suficient de apropiate pentru

ca z’ si {' filnd doud puncte in unul oarecare din intervalele cores-
punzatoare, si avem

(11) &) =K | < e
Insd §” este fala de S’ ceeace S este fata de S, rezulta ca

putem serie
, Sll o S/ l < S,l

51 prin urmare, rafiondnd ca mai sus,
} Sy S'!’ et
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Reprezintand prin ¢’ un numir pozitiv mai mic ca & , vom
aved, printr’un rationament analog cu cel precedent,

Q7 ’
| S — 8| < ¢l
In rezumat, fiind dat un sir de numere pozitive
ERE e wu o R

necontenit descrescande si avand ca limita zero, existd un numir
pozitiv intreg N astfel incat pentru n > N, p > N si avem ine-
valitatea

| S} — Sip) el

St si S) facand parte din sirul (9). Ceeace este tocmai condi-
linnea necesara si suficientdi ca sirul

BiSSs S SiplE o
sa aiba o limita finita.

Ramane acum sa aratam ca limita obtinuta este independenta
de sistemul de subdiviziuni ale arcului L. Sa intercalam, pentru
aceasta, pe curbd, intre punctele zg, Z un numar »’ destul de mare
de puncte

siluate oricum, insi supuse la singura condiliune ca
| 251 — 2% £ (o= 05025055 5n),

0 > o arbitrar de mic, si fie S; suma analoagd cu S. Sa considerim
toate punctele (z), (z') din ambele sisteme de intercalare, cari dau
respectiv sumele S, S, si si formi&m suma analoagd S,, corespun-
zatoare acestor puncte.

S& compardm suma S, cu fiecare din sumele 8,57 Dup?
modul cum a fost formatd, suma S, poate fi luata drept suma S’
consideratd mai sus, cici ea se poate deduce din S subdivizand
intervalele relative la prima subdiviziune.

Prin urmare avem

[S—S,| < el.
Insa S, se poate, pentru acelag motiv, deduce din S, asd ca
avem
[ — 85| < el
De unde, tinand seama de inegalitatea
|S =8 |<f8—8,| +[8—58,],
rezultd cd avem '

S =8, < 2¢f,

¢ fiind un numér pozitiv arbitrar de mic. De unde conchidem ca
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swmele S si S, au aceias limiti, cAnd numarul punctelor de diviziune
din ambele sisteme tinde citre infinit, astfel ca in acelas timp ampli-
tudinea tuturor intervalelor si tindi citre zero.

Aceastd limitd se numeste integrala definiti a functiunii f(z),
luatd dela punctul z la punctul Z, dealungul linie1 L si se reprezinti
prin simbolul

1f(z)dz :

ZoLZ

_ﬁmt,

L

sau, mat pe scurt, prin

diacd nu este ambiguitate in privina sensului in care variabila
de integratiune z descrie linia L.

282. Din definitiunea integralei definite rezulta consecinfele
Hrmatoare:

19. Daca linia L se compune din liniile L;, Ly, ... L,, avem
f/(:)dz :ff(z)dz —f—ff(z)dz s flade
L By Ty Ln

sensul in care z descrie diferitele linii fiind acelas in ambele membre.
2%. Dack variabila z descrie linia L in sensuri opuse, obtinen:
et a2 i
rezultate egale si de semne contrarii

-
Hods= — (i,
5Lz ZLz,
caci toti termenti celor doust sume sunt doi cate doi egali s1 de semne
conlrarii,
3% Dacé linia L este o curba inchisa si dacd f(z) are o valoare
tnica in fiecare punct al curbei, integrala | f(z)dz este independenta

L
de punctul de plecare, insa isi schimbd semnul cand z descrie curba

I sens invers.

283. Cunoscand maximul modulului functiunii f(z) dealungul
lintei L, putem gisi o limita superioard a modulului integralei
corespunzitoare. In adeviar, avem

Z (e —2) (G | = 2] 2 — %] fG) | <MZ |z — 2,
reprezintand prin M maximul lui | /(z) | dealungul liniei L. De unde
rezulta inegalitalea ciautata

(1) I{ f f(z)dz SR

Bl Zites |
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284. Definitiunea integralei de o variabila complexa se reduce
la aceea a integralei curbilinii de variabile reale.
Fie
2=+ iy, @= T+ Wr. &= &+ Wk,

fz) = P(z, y) + iQ(z, ),

variabilele x, y si & # fiind reale si &, n fiind cuprinse respectiv
in intervalele (a7, @xs1), (Y, Yrns1) -
Vom avea .
Z(zr41— 2) [(Cr)
= Z(“'IHL!_ ) P(Zx, 1r) — Z(Yrs1— Yi) Q(‘Elc: M)
A t [‘Z‘(a"‘“*’l—a"") Q(Ekl 77’\') h Z(ylc+l—ylf> P(&k, nlc)] g

Functiunile P(z, y) si Q(a, y) fiind continue, se stabileste.
precum se stie, ca sumele din membrul al doilea au limite finite
cand diferentele (Zpy1— @) 5 (Yr+1— Y) tind catre zero. Aceste
limite, numite integrale curbilinii, se reprezinta prin simbolurile

f P(z, y) da, f Q(z, y) dy,

adaugandu-se sensul in care punctul (2, y) descrie linia L.
Avem asa dar

f f(z)dz = f Pdz - Qdy + ¢ f Qda + Pdy
L L

L

tinia de integrajiune fiind descrisd in acelas sens in ambele membre.

285 5a presui)imém curba de integratiune L reprezintati
prin ecuatiunile
z = @), y = y(),
@(t) si (t) fiind functiuni continue de variabila reala ¢, avand deri-
vate continue de ordinul intdi. Fie ¢, si T valorile lui ¢ carora le
corespund punctele zg, Z extremititile arcului L. Precum se stic
din teoria schimbarii de variabile in integrale definite, avem

5 3
J By f [Pe'()— Qu'(0)] dt;
L Lo

prin urmare

o 3 4 =

[ etz = f (Py'()= Q1 -+ [1Qg'() + Py’ 01
S L

o
286. Valoarea medie a integralei.- Se stie ci daca f(z) este o

to
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functiune continui de variakila reali 2, intr’un interval (a, b),
avem

b
[fita) ds = a8
You
& hind o valoare convenabila a lui #, cuprinsa in intervalul {a, b).
Existd o formula analoagéd si in cazul variabilei complexe,
Sa considersim integrala

[(=)dz
L zoLZ
s1 fie
T = @fs), y = y(s),
ecuatiunile liniei de integratiune L, variabila independenta fiind
lungimea arcului s al aceste; linii, cuprins intre punctul fix z, si un

punct variabil z. Avem
| |
© Jra| <[y || as
Insa f(z) fiind o functiune continua, modulul siu
e [ = VP r@
este o funcfiune continui de (%, y) si prin urmare de variabila S
in acelas timp cu functiunile #(s) s1 (s). Reprezintind aceasta

functiune prin F(s) st prin [ lungimea arcului L, inegalitatea (2)
L3
va da

(3) jf{(z) dz/ < fF(s) ds .

Sa aplicam integralei din membrul al doilea formula mediei ;
vom avea, reprezintand prin ¢ o valoare convenabila a lui s, cuprinsi
intre 0 si

)

Fie  valoarea lui z corespunzatoare lui s = o si # un numar
poziliy mai mic ca 1; rezultd din cele ce preced ci putem scrie

'ff(z)dz ! i Glgf(C)
: L

Fie R valoarea comuni a ambelor membre, « argumentul

mntegrale ff(z) dz, f argumentul lui f(£); vom avea
L i

f H(z)dz = Re'®, gif(z) — Reifi,
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De unde, punind | 1 = 0¢'(®F)  avem
) ff )z = 211(2).

In aceasta egalitate, in care /1 este o cantitate complexi al
carel modul este < 1, consistd formula ce am voit si obtinem.
Ea a fost data de G. Darboux.

287. Schimbarea variabilei independente. Fie

2= g(z) ,
o funcfiune de z’ olomorfa intr’o arie datd si L' un arc de curbi
de o lungime finita [, situat in aceasti arie. Si reprezintam prin L
arcul de curba corespunzitoare descrisi de z. Voim si ariitim cit
L are o lungime finita.
Fie 2’y , 2'ke1, dous puncte vecine pe arcul L’ §i z., 7.,
punctele corespunzitoare pe arcul L; putem scrie

e —_— ’ ! ’ ’
Byt — B = (341 —2%) (@' (%) + & ,
& tinzdnd catre zero in acelas timp cu diferenta 3’5y — 7/ in

tot lungul arcului L, de oarece avem

A+1

lim —
A+1——Z k

= @'(z')

b
g2 =0"

La un & pozitiv arbitrar de mic, corespunde dect un numir
pozitiv 0, astfel incat, pentru |z 11— 2% | < 9, si avem || < e
De unde rezulta

I ap—a| <Z| Zep—2i || @30 | + & 2] Fps1 -7

si prin urmare, reprezintand prin [ lungimea arculuj L, avem

7<f ) ds + el'.
q.e.d.

Fie acum f(z) o functiune olomorfs intr’o arie data A a planului

(2) 51z = @(z') o functiune olomorfa intr’o arie datd (A’) a planului

(z’). Fie L un arc de curba situatd in (A’); daci arcul L corespun-
zator lui L” este cuprins in (A), vom avea

) f & dz= (/o) ¢'a) dv.

In adevar, pasirand notatiunile de mai sus, avem
(@np1—2i) f(zw) = (21— 2'0) [@'(=0) + &) flop(an)], | e | <e.
2 (31— 2) flzn) = Z(2'hp1—2%) fl@' (3% )] +Z en(@lirr— 2'x) fle(z'%)] 5
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de unde, punand
S=Z(zppa—z) fzr), S'= Z(2np1—2%) f [@lan)] @'z,

rezulia <

58" | <e| [floE)ds | <eM,

‘ i ‘

M fiind himita superioara a lui | /le(z")] | dealungul lui L', sau,
ceeace este tot una, a lui | f(z) | dealungul lui L. Membrul inti fiind

constant, rezulld egalitatea S 5= 0. De unde conchidem egali-
atea (1) serisi mai sus.

CAPITOLUL XIV.

TEOREMELE FUNDAMENTALE ALE LUI CAUCHY.

288. Teorema I. Daci f(z) este o funciune olomor fa intr'o
regiune datd si C este o curbd inchisd situatd in aced regiune, integrala

f [

luata dealungul curbei este nuld.
In adevar, fie

(1) (z) = P2, y) + iQ(a, y),
P(z, y) si Q(a, y) fiind functiuni continue, univoce, avand derivaie
partiale continue in interiorul curbei C si pe curbi. Vom avea

Jf(:) A Pl 0y idex—';— Py,
G - C G

Insi, daca U(z, y) si V(z, y) sunt doua func;iuni continue,
univoce, avind derivate pari;la]e continue intr’o regiune dati $1
C este o curbd inchisi situati in acea regiune, avem dupi formula
lui Green 1)

(3) de1~—-V 2 ff b‘ U drdy,

integrala dubla referindu-se la aria A interioardt curbei C si integrala
simplé la conturul C descris in sensul pozitiv. In virtutea acestei
formule, egalitatea (2) se poate scrie

[

‘j Vezi, de ex. Goursat, Cours d’Analyse, 1. L.
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Insd intre derivatele partiale ale functiunilor P si Q existd
relatiunile:
OB =00 chh Py
bz 0yl da v by’

prin urmare functiunile ce figureaza sub integralele duble (4) sunt
nule in toatd intinderea ariei considerate ; de unde rezulta egalitatea
fundamentala

(5) ‘ fz)dz = 0.
q.e. d.

289. Teorema lui Cauchy, asa de simpld in enuntul ei, este o
sorginte a celor mai frumoase §i importante propozifiuni din teoria
functiunilor si a numeroase aplicatiuni analitice.

Demonstratia precedentd a acestei teoreme a fost data de
Riemann. D-1 Goursat a dat o demonstratiune a teoremei lui Cauchy
(Cours d’Analyse, t. II), fard a pune f(z) sub forma (1) si fara a
presupune continuitatea derivatei f(z), pe cAnd demonstratiunea
lui Riemann, fiind bazatad pe formula lui Green, presupune conti-
nuitatea dezivatelor partiale ale functiunilor P §i Q §i prin urmare
a derivatei f'(z).

290. Demonstrafiunea teoremei lui Cauchy de citre D-l Goursal.
Fie f(z) o funcfiune de z, despre care se presupune ci este con-
tinud intr’o regiune datd si ¢d admite o derivatd in fiecare punct
al acestei regiuni. Ceeace insemneaza cd fiind dat un punct oarecare
£ situat in aced regiune si un & pozitiv, arbitrar de mic, exista un ¢
pozitiv astfel c¢d in domeniul |z-— (| < p, avem inegalitatea

@ (0 <o

Fie C o curbd inchisa, rectificabila, situatd in acea regiune
consideratd si A aria interioara acestei curbe. Voim sa aratdm ca
este posibil a descompune A prin linii transversale in comparti-
mente o; astfel ci fiind dat ¢, exista in fiecare 6; un punct z, interior
san pe contur, pentru care avem

g
o Z)— <
4 )1tz

3 —z; i

_ )| <

c¢ind z descrie conturul lui o;.

Pentru mai multd claritate si presupunem ca transversalele
sunt linii drepte paralele cu axele de coordonate si egal departate
intre ele. Obtinem astfel doud feluri de compartimente: patrate
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si compartimente cuprinse-in patrate, avand conturul lor formaft

din segmente de laturi ale unui patrat si din cite un arc al curbei (.

Daca in fiecare compartiment o; existi un punct z peniru care

megalitatea (2) este satisfacuti, z fiind un punct oarecare al conturu-
lui respectiv, teorema este demonstrati. Daca suni

C  compartimente cari nuimplinesc aceasta condifiune,

v
W |

le subdividem in compartimente mai mici unind

= mijloacele laturilor opuse e cand compartimentele
] puse,

cari inplinese condifiunea ramAn neatinsc. Daca

compartimentele subdivizate implinesc conditiunea

Fig. 27 (2), me oprim aci; in cazul contrar, subdividem pe

cele ce nu implinesc conditiunea. Continuan din

acelas mod, ajungem, dupi un numiar limitat de operatiuni, ca
toate compartimentele s implineasci conditiunea (2).

In adevar, si presupunem ci nu este asa si fie 6 unul din con-
partimentele initiale ce nu implinesc conditiunea (2); s; unul din
compartimentele lui subdivizate, care deasemenca nu implineste
aced conditiune. Fie s, un compartiment subdivizat al lui s, care
de asemenea nu inplineste condifiunea cerutd, etc. Prin aceste
subdiviziuni obfinem un sir de compartimente

ST Sty s

fiecare cuprins in cel precedent fard si atingem unul care si impli-
neascé conditiunea (2). Aceste compartimente ale ciror dimensiuni
tind catre zero, determini un punct limita &, interior tuturor acestor
compartimente sau pe periferia lor, in domeniul cdruia, prin urmare,
este imposibild inegalitatea (2), in care z = {. Ceeace este in con-
tradictiune cu inegalitatea (1). Teorema este asadar demonstrati.

Descompunerea ariei A fiind astfel realizatd, si consideram
integrala [f(z) dz dealungul conturului fiecirui compartiment, in
sensul pozitiv. Suma tuturor mtegralelor astfel obtinute este egala
cu integrala [f(z)dz luati in acelas sens dealungul conturului (.
Caci latura unui compartiment, care nu apartine conturuluj C, fiind
comund la doud compartimente vecine, este descrisi de douad ori
In sensuri inverse si prin urmare integralele corespunzitoare se
distrug. Nu ramén dar decat acele integrale cari sunt luate dealungul
ariilor apartinand conturului $i @ cdror suma constituie conturul (.

Reprezintand prin ¢ conturul compartimentului ¢, avem

(3] f }C‘(z)d;z o f i’i(z)clz.

Chestiunea revine a evalua suma din membrul al doilea. Peni ru
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aceasta, sa ne referim la inegalitatea (2) care se poate scrie
(4) =) = [fz)- =i F @)+ of (&) + & (a—2), | &] < &;

de unde

) f flels = [f(e) ==t @] [ d= + 15 f adz + J &)z,

fdz . fzdz 3

fuate dup@ o curba inchisi ¢ oarecare sunt nule. In adevar, fie
%0+ Zp o Zms gty (#41 = 39), n 4 1 puncte ale curbei, n fiind
tin numar intreg destul de mare si punctele destul de apropiate
intre ele, pentru ca |z41—%] < 6,6 fiind un numar pozitiv
dat, a carul limitd este zero pentru n = oo. Avem, in virtutea
definitiunii,

Insa integralele

fd; =hm 2 (zi1-%) = TR T B

N=uw i=0
G

De asemenea avem

n

zdz = lim 2 {; (3i01—32),

J e n=o i=o0

Zi fiind un punet al curbei cuprins intre z; si z: inclusiv aceste
£ U 1415

puncte. Dand lui { succesiv valorile z;, Zi+1, -Avem

‘Abrlz — hmZL, (Bi+1—z) = lim ZZH_, (B3i 11— 3i), §

i=o 125
G

sau, facAnd suma membrelor din urma,

2t — %lim.'Z (Bit1 + 2) (Bie1—2)
=0 1=0
=1 lnn2, (2% 41— 2%) = 22— 22, = 0.
l—()

Egalitatea (5) se reduce dar la cea urmitoare

(6) ff(lz)(h = .f‘ﬁ. (z—z;) da.

t
Reprezentand prin [; lungimea conturului ¢ si prin 4; maximul
lui | z—z | cand z descrie acest contur, avem, in virtutea inegali-

tatii (2) si a megahta;n (1) (§ 283)

(7) r (In1<81 ks

c; i
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Daca g; este un patrat cu latura 0. avem l; ‘= 40;, } = o; ]/i
si inegalitatea (7) devine

(8) ! ff(z)tlz : <4e /2082 = 4 ]/72.—5 w; , (w; = 02) .
‘ ¢ |

Fie g, un compartiment limitat de conturul ¢, avand pe peri-
feria sa un arc de lungime y; al conturului C si cuprins intr’un pitral
cu latura 6’ ; avem, reprezentand prin I’ si ', cantitatile analoage
cu l; si 4;,

Ui <46 o, M= 0%/ 2

$i prin urmare

| ’ ;
() 5 f H& ) — o 1/3 s + 760%) ,
| €l

@'y fiind suprafata patratului care cuprinde compartimentul ¢’ .
Reprezentand prin 6 cel mai mare dintre laturile Oiy O si
prin [ lungimea curbei C, avem, a fortiori, pentru integrala totala:
Vi f : .
(10). | ff(z)dz | <el/2[4 (Zw; + Son) + ol].
¢ | ;
Reprezentand prin A aria unui poligon care contine in interiorul
lui toate patratele (6;), (6'), putem scrie

(1) f {2)dz < e /2 (4A L 61).
i |

Membrul intaiu al acestei inegalitati avand o valoare constants
si membrul al doilea fiind produsul cantititii 4A + 0/, a cavei
valoare este finitd, printr’'un factor care poate deveni mai mic
ca orice cantitate datd, cand facem ca laturile patratelor si tindi
catre zero, rezultd cd membrul intdi este nul. De unde egalitatea:

ff(z)dz = 0.
A q. e. d.

291. Observare. Teorema lui Cauchy nu inceteaza de a fi ade-

virata dacd nu impunem functiunii f(z) conditiunea de a fi olomorfa

§1 pe contur, ci numai de a fi olomorfa in interiorul

ariel si continud pe conturul care limiteazi aria.

: In adevir, si presupunem ci o razi vectoare

¢  dusa dintr’un punet interior al ariei, intalneste

L conturul C intr’'un singur punct. Luand punctul

e e interior ca origind, sa facem substitufiunea
z = (1-g)z

¢ fiind un numar pozitiv mai mic decat 1. Curbei inchise C deserisa
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de z va corespunde astfel o curbd inchisd C’ interioard lui C. Sa
consideram diferenta

f 4= foii- f fldi = f C[f(zHi—@)f[(t—-gv 9|
:fc[ﬂz)—f[(" ~0)2] ] dz + ¢ ch [(1—0)z]d=.

Insa, in virtutea continuitdtii uniforme a funcfiunii f(z) in
mnteriorul ariei §i pe contur, rezultd ca la un & pozitiv arbitrar de
mic corespunde o valoare pozitivii pentru p, care tinde citre zero
in acelas timp cu z, astfel ca ;

=11 0)2]] <
oricare ar fi punctul z pe curba C. Avem asa dar
| A < el + olM,

M fiind maximul lui | /f(z) | pe curba C si [ lungimea acestei curbe.
Membrul intai al acestei inegalitati fiind constant si membrul al
doilea putand fi oricAt de mic voim, rezultd ¢ 4 este nul. De alta
parte, integrala :

f(z)dz

i
fiind nula, in virtutea teoremei lui Cauchy, conchidem c¢a si inte-
grala propusa este nuld, adica

f Y
Y€

Daca raza vectoara intalneste conturul in mai multe puncte,
descompunem prin transversale convenabile aria data in ari par-
tiale astfel ca conturul fiecireia si implineascd conditiunea prece-
denta. Transversalele fiind descrise in sensuri opuse, integralele
luate dealungul lor se distrug doua cate doud, astfel ca integrala
luatd dupa conturul primitiv este nuli.

202. Teorema lui Cauchy subsista si in cazul unei arii cu contur
multiplu. Trebuie inteles in acest caz c& variabila z descrie toate
curbele, cari formeazi conturul in acelas sens in raport cu aria ce
ele limiteaza.

Sa consideriam, de exemplu, aria limitata de un contur dublu,
format de curbele C §i C', cea de a doua fiind interioari celei dintaiu.
Unind printr’o linie ab un punct a al curbei C cu un punct b al
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curbei C’, lnate amandoua dupi voie, transformam aria datd intr'o

arie al carui contur simplu este aCab(“ba (fig. 29). Teorema lui
Cauchy aplicandu-se acestui contur, putem scrie

(aCa) + (ab) + (BC'b) + (ba) = 0,
parentezele reprezintind valorile integralei [ f(z)dz luata dupai

drumurile respective si in sensul indicat de
ordinea literilor.

Insa f(z) fiind o functiune olomorfa in

Q interiorul ariei margimitd de curbele ( RICE

@ ) valorile ce primeste aceasta functiune dealun-
/

gul liniei ab sunt aceleasi, jnainte si dupé ce z
descrie curba interioara C’; deci

(ab) + (ba) = 0,
sL prin urmare

(aCa) + (bC'B) = 0,

sat

() f f@dz + [fz)dz = 0.
C g

Teorema lui Cauchy se justifica in acelas mod, oricare ar fi
ordinul de multiplicitate al conturului; caci putem transforma
aria data intr'o arie cu contur simplu, introducand linii auxiliare
ca In exemplul de mai sus.

Aceste linii fiind descrise de dous ori in sens imvers, integralele
dealungul lor se distrug si rdaman numai integralele luate dupa
curbele inchise cari formeazi conturul primitiv dat.

Reprezentand, de aci inainte, prin f . Integrala Juata in sensul

vy
pozitiv in raport cu aria ce curba cuprinde in interiorul sau,
egalitatea (6) se va scrie

-
) [ #rdz = [ fapte
. C CI
In cazul unui contur multiplu format de »n
curbe inchise C;, C,, . .. C,, exterioare intre ele §1
de o curbd inchisa C care le contine pe toate in
interiorul siu, avem egalitatea

(8) f Ci(z)d- =f Cf‘(z)dz‘;_ C{(z)r[z + ..+ f é"fz)flz’

curbele de integratiune fiind descrise toate in acelas sens in raport
cu aria ce fiecare cuprinde in interiorul sin (hig. 30).
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Rezultatul exprimat prin egalitatea (8) se enuntid in modul
urmator:

Daca f(z) este o functiune. olomorfd intr'o arie cu conexiune
multipla, continud pe conturul care limiteazd aria si care este format
de un numdr dat de curbe inchise, una din ele confinind pe toate cele-
lalte, cari sunt exterioare intre ddinsele, integrala luatd dupd curba
exterioard este egald ca suma integralelor dupd curbele interioare,
luate in acelas sens in raport cu aria ce fiecare cuprinde in interio-
rul sdu.

293. Consecinfd. Din teorema lui Cauchy, rezultd urmiatoarea
consecinia de o importantd fundamentala:

Fie f(z) o functiune olomorfi intr’o arie dati (A) cu conexiune
simpld, zy 51 Z doud puncte oarecari situate in aceastd arie; inte-

grala
Z -
f Ha)ds,

luatd dela punctul zy la punctul Z, este independentd de drumul care

unesle aceste doud puncte, pe cat Iimp acest drum este cu-

prins in interiorul lui (A). Z
In adevar, fie L si L” doua linii situate in aria (A)
si unind intre ele. punctele zy si Z. Presupunand ca L'} |L
aceste linil nu se taie, avem
Za
fl2)dz + | f(z)dz = o; Fig. 31
zpLZ ZL'z,
de unde
(9) [(z)dz= | f(z)dz
L L/

integralele fiind luate in ambele membre dela z, la Z.
Egalitatea (9) subsista siin cazul cand liniile L si

2L L’ se taie intr’un numér oarecare de puncte. Si presu-
F/ﬂ punem ca ele se taie intr’un punct z;; avem (fig. 32).
r) (Zoazl) = (zoa’21)1
% (w1BZ) = (2f'L);
z° . .
Fig, 32 de unde, facind suma acestor egalitati,

(2007 8Z) = (z90'2,8'Z) .
Propozifiunea exprimatd de egalitatea (9) se poate enunia

in modul urmitor: integrala | f(z)dz rdmdne neschimbatd daci
L
15 DAVID EMMANUEL
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linia L, ale cirei extremitdfi ramdn fize, se deformeazd intr'un mod
oarecare fard a intdlni un punct in care f(z) inceteazd de a fi olomorfd.

294. Teoremd. Dacd [(z) este o funcjiune olomorfd intr'o regiune
datd, integrala

(10) Flay = f Ha)dz ,

in care limita superioard este variabild si drumul de integrafiune nu
tese din regiunea considerald, este o funcliune continué avind ca
derivati f(z).
In adevar, Z + h fiind un punct situat in regiunea data, avem
Z+h

(11) F(Z+ k) —F(Z)= | {z)dz.

Fie M modulul maximum al lui f(z) dealungul arcului de
integratiune, care uneste punctele Z si Z + &, si [ lungimea acestui
arc; vom avea inegalitatea

(12) | F(Z 4 k) — F(Z) | < M,
care exprima cd functiunea F(Z) este continua in regiunea consi-
derata.

Pentru a arita ca avem
=

F(Z) = f(2),
sa scriem, conform definifiunii integralei definite,
Zh
f(z)dz = hm X (71— ;) f(Ck) -
z

Insa, presupunand | k| destul de mic, putem scrie

&) = HZ) + & | &]| < e,

¢ fiind un numir pozitiv arbitrar de mic. Asa dar
> Z+h
ff(z)dz = H(Z) bm Z (z41—2) + lim Zep(zrp1—20) .
z
Putem presupune, fara a restrange generalitatea, ci drumul
de integrafiune este o linie dreapt, cici in aria considerats, valoarea
integralei este independentd de forma acestui drum. Egalitatea

precedentd se va scrie
Z+h

f(z)d= = h{(Z) + R,
Z

unde
|R|=lim | Zen(zp1—z) | < e| k] .
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Reprezentind prin 4 o cantitate complexi convenabild, avand
un modul mai mic ca unitatea, putem scrie
R = Jéeh.
Asa dar avem

F(Z + h)— F(Z) = h[f(Z) -+ 26]; :
de unde :
F(Z + h)—F(Z)

(13) fim ' S

q. e. d.

Functiunea F(z) se zice funciiunea primitivi a functiunii
f(z). Expresiunea sa generala este

R = [ 1 ds -,

C fiind o constantd arbitrard. De unde C = F(z,) si

VA
ff(z) dz = F(Z)—F(z,).

Corolar. Daca aria in care se migca punctul z este cu conexiune
simpld, F(z) este o functiune olomorfi in acea regiune. Este de
ajuns a arita cd F(z) are o valoare unici in fiecare punct, adica
este o functiune uniforma. Aceastd proprietate rezultd imediat
din faptul cd toate drumurile, cari unesc un punct fix arbitrar
cu un punct variabil Z, dau aceias valoare pentru integrala

J’.:{(z) dz.

Nu este insa tot asa daca aria este cu conexiune multipld. Cici,
intr’o asemenea regiune, doud linii L §i L', cari unesc aceleasi puncte
zg, Z, pot cuprinde intre ele o arie in care functiunea f(z) nu este
olomorfi, asa incat integrala s primeasci diferite valori dupa cele
doud drumuri.

295. Integrala

i [,

luatd dupa o curba inchisa C, poate fi nuld si in cazul cind f(z) ar
deveni discontinud intr'unul sau mai multe puncte situate in
interiorul acestei curbe. Este de ajuns ca functiunea primitiva
F(z) s& fie uniforma in aria limitatd de curba C; cici, in acest caz,

15*
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valoarea finala a integralei este egaldi cu valoarea sa initiala. Astfel
avemn

d f(z

S iy

daz
Je

f(z) tiind o functiune uniforma in interiorul curbei C si continuad

dealungul acestei curbe.
Aplicajiune. Integrala

luata dupa curba inchisa C, in interiorul careia se afla punctul a
este nula, daci n este un numir intreg mai mare ca 1.

Nu este tot asa dacd n = 1. In acest caz, din punctul a ca
centru sa descriem un cerc (r) cu o razd r destul de mica, pentru
ca el sa fie cuprins in interiorul curbei C. Vom avea

f dz J‘ dz
i s
C (r)

Pentru evaluarea integralei din membrul al doilea, sa facem

schimbarea de variabila
¥ T
Facand ¢ si varieze dela 0 la 27, z descrie cercul (r) in sensul
pozitiv. Asadar

27

T 5 ’
f LD f dt = 2io;
(nF— @ :

o

dz ;
f = 2w ;
e
G

296. Integrala lui Cauchy. — Teoremdi. Fie [(z) o f[uncliune
olomorfd in interiorul unei curbe inchise C §i continud pe aceastd

prin urmare

curbi. Dacd x este un punct oarecare in intertorul curber C, avem

4 z
C

integrala fiind luatd in sensul pozitis.
In adevir, din punctul 2 ca centru si descriem un cerc (r)
interior curbei (. Functiunea
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fimd olomorfi in aria marginitd de curba C §i de cercul (r), avem

egalitatea
z 2 :
[12am 1,
I =X zZ— X
C (r)
care se poate scrie

f% (1;‘ J‘/(ZN ]Za) dz+f(1)f Jl‘,’"}i‘.. ;
c ()

(r)

Insa putem presupune r destul de mic pentru ca, ¢ fiind un
numdr pozitiv arbitrar de mic, sa avem

z) = f(2) | < &5

fj‘&imc[z < &2 —ome
i z2—x l By 4

Y

prin urmare

Membrul intai fiind independent de ) si prin urmare indepen-
dent de e, rezultda ca este riguros nul.
Avem asadar

f(z) (1“‘]‘ dz S T S b
e o i e e R T
fuu @ f( x

r)

de unde, formula fundamentala a lui Cauchy:
e
i it

q.e. d.

298. Integrala

f C‘z[% i

poartd numele de integrala lut Cauchy. Egalitatea (1) ne arala
ci valoarea functiunii olomorfe f(z) este determinati in orice punct @
interior curbei C, dacd cunoastem valorile sale dealungul curbei.
Daca f(z) pastreazd o valoare constantd A pe contur, avem in
interiorul ariei f(z) = A, adicd functiunea se reduce la o constant,
avind aceias valoare ca pe contur.

1) Cercul (r) fiind interior curbei C, integrala nu variazi impreund cu r,

ca(,l avem
fr o JC
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Consecinfi. Fib% = a + iy, f(z) = w(z, y) + vz, y), 29
variabile reale §i u, v functiuni reale de aceste variabile. Ipoteza
de mai sus asupra lul f(z) fiind aceias, urmeazi ci valoarea acestei
functiuni in orice punct interior curbei C este determinatd, daca
cunoagtem valorile functiunilor w si v dealungul acestei curbe.
Insa, daca una din aceste doud functiuni este data, cealaltd este
determinata, abstractiune ficind de o constantd. Prin urmare,
este de ajuns a cunoaste una din aceste doud functiuni dealungul
conturului s1 valoarea celeilalte intr'un punct al acestui contur,
pentru ca functiunea f(z) si fie determinati in orice punct interior.

299. O funcjiune olomorfa Lntro regiune dati admite derivate
de orice ordin in aced regiune.

Prin definitiune, functiunea admite o derivatd de ordinul
intai. Sa calculam aceastid derivati, considerand functiunea f(z)
exprimatd cu ajutorul integralei lui Cauchy,

(1) e
C

@ fiind in interiorul curbei C. Inlocuind x prin @ + A, | k| fiind
destul de mic, avem

v 1 z
(2) f(z+ h) :Ezfzi%dz

Scazand aceste doud egalitafi una din alta, si divizind cu h,
obtinem

h 2im) (z_7)(z _x_h)
C

Insd, avem identitatea

4.5 1 1

(i z ) _(z_w)2+ {z—Pie="rh) !

prin urmare egalitatea (3) se poate scrie

/.'v

fz+h) e e f(z) T ()
RSO e 2mf (z_z)? 2m (z )i K

: c c
Integralele din membrul al doilea sunt evident finite pe cat
timp punctele z, 4 A sunt in interiorul curbei de integratiune,

a cdrei lungime este, prin ipotezé, finitd. De unde rezulta, facand

mE=v0
~ e
(4) i('L) 21ﬂfc(z— .’1})2 (lh.
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Derivata se obtine, dupd cum se vede, derivind in raport
cu z functiunea de sub semnul [.

Aplicand egalitatii precedente operatiuni analoage cu cele
ce am aplicat egalitatii (1), recunoastem cé f'(z) admite, in interiorul
curbei C, o derivati ce se obtine dupa aceias reguld, anume

" =2 1(z)
(5) " (T) = .5 T e dZ X
anfc

(c—apP

De unde, rezulta ci derivata f'(a) este, in interiorul curbei C, o
functiune continud de . Daca {inem seamd ci teorema fundamen-
tald a lui Cauchy a fost stabilitd pe baza ca functiunea de variabila
complexd f(z) admite o derivatd, fara a presupune continuitatea
acestei derivate, vedem, plecAnd dela integrala lui Cauchy, care
este o consecin{d a acelel teoreme, ¢ existenta derivatei functiunii
/(z) 1mplicd si continuitatea ei. Acest rezultat micsoreazd numarul
conditiunilor necesare ca o functiune de variabila complexa, in
sensul general, si fie o functiune monogena, dupd Cauchy. Este
de ajuns, pentru aceasta, ca functiunea sa fie continui, in regiunea
consideratd, si si admitd o derivata.

Integrala din membrul al doilea (4) avind o valoare unica
in fiecare punct  interior curbei C, rezultd ca derivata f'(z) este
olomorfa in interiorul acestei curbe.

Se demonstrad in acelas mod existenta derivatelor de orice
ordin ale functiunii f(z) cari se obtin derivind sub semnul [. Avem
formula generali

! z) :
(6) o) = o f T—L(:F dz, \
C

n fiind un numar intreg pozitiv oarecare. Asa dar, o funcfiune
olomorfd intr’o regiune datd admite derivate de orice ordin, funcfiunt
olomorfe in acetag regiune.

300. Consecinga. Din formula (6) rezultd cd avem
n! f(z) l
) WW)zg;fpjyﬁﬁy
c
Daca curba de integratiune C este un cerc cu raza r avand

centrul in 2 si M este maximul lui | f(z) | dealungul acestui cerc-
rezultd inegalitatea

(8) f™(z) | < — M.
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=

301, Teoremd (Riemann). Fie f(z) o funciiune olomorfd intr’o
arie A, limitatd de un contur C, pusi sub forma

12) = ulz, y) + infz, y), (== 2 + iy),

u gt v fiind funcfiuni reale de yariabilele reale x, y; avem inegalitatea

fudv > 0,
c

integrala fiind luatd in sensul pozitiv.
In adevar, aplicand formula lui Green, avem

5 bu. ov  du bv)
'fum == ff S b b = dz dy,

. et S Sl
egalitate, care in virlutea ecuatiunilor lui Cauchy

devine

bu ou 2] 2
fudv = ff 4 (537) dx dy.

De unde rezultd ¢i integrala din membrul intaiu nu poate fi
negativa. Ea n’ar puted fi nuli decat dacd am avea
du ou
A = 07 eaeas 0,
o dy
si_prin urmare, in virtutea ecuatiunilor de mai sus ale lui Cauchy,
ar rezulta
ov  Ov
dx by

adicd functiunile u si v ar fi constante in toatd aria A. Integrala

=

consideratd este asa dar pozitiva. q.e. d.

302. Sa didm aci o teorema datoritdi matematicianului italian
Morera, care poate fi privita ca reciproca primei teoreme a lui
Cauchy.

Teorema. Fie [(z) o funcliune de variabila complexd z, continud
intr'o arie dati (A) si C o curbd inchisi arbitrard, de lungime finitd,
situatd in aceastd arie; daci avem

[ fakds =0,

funcfiunea f(z) éste olomorfd in (A).
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Fie 25 un punct fix si ® un punct variabil in (A). In virtutea
ipotezei, integrala

) {2z,
aoLla
luata dela 4 la @ dupa un drum oarecare L situat
in (A), este independentd de acest drum; caci ori-
care alt drum, care uneste acele puncte, formeaza
cu cel dintai o curbd inchisd dealungul cireia L
integrala [f(z)dz este nuld. Integrala (1) este asa
dar o functiune determinata de a; s’o reprezentam

prin F(x):
(2) Fla) = | /(z)dz

xoLa

Fig. 33

Fie acum 2 -+ A un punct vecin cu 2, cuprins in (A) si sa consi-

derdam diferenta
x+h

(3) AF(2) = ¥(z + h) — F(a ff Vdz,

in care putem presupune cd drumul de integratiune (z, ... @ + h)
este in linie dreaptd. S# punem
1(z) = f(2) + e
In virtutea continuititii lui f(z), la un & pozitiv, arbitrar de
mic, corespunde un numir ¢ pozitiv, astfel ca si avem
o] < & pentru | h| < 0.
Egalitatea (3) devine
T+h
AF(2) = +f94~,
prin urmare
| AF(z)—hf(z) | < e| h].
De unde
AF ()
adica funciiunea F(z) admite o derivata determmata in fiecare
punct al ariei si anume

(4) F(2) = f(2) .

Functiunea F(2) este asa dar olomorfa in arvia (A) si prin urmare
derivata sa, adicd f(z), este olomorfa in aceias arie. . e. d.

Iim
h=o0
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303. Aplicajiune. Alti demonstrafiune a teoremei lui Weier-

strass (§ 157). Fie
fl(w): fZ(x)7 s fn(x)7 ey

un sir nelimitat de functiuni olomorfe intr’o arie cu conexiune simpla
(A); daca seria

(5) nglfn(x)

este uniform convergenid, ea reprezinid o funcfiune olomorjd in (A).
In adevir, seria (5), fiind uniform convergenta, defineste o
functiune f(z) continui in (A) (93). Sa considerim seria
w
(6) ff(z)dz= 2 | fu(x)dz,
c il

C fiind o curbd inchisa oarecare, situati in (A). Integralele din
membrul al doilea fiind toate nule, avem

f Ha)de=0.
C

De unde conchidem, in virtutea teoremei precedente, ci f(a) este
o functiune olomorfa in (A).

304, Teoremd asupra seriei Taylor (Cauchy). Daci f(z) este
o funcfiune olomorfd intr’o regiune (A) st @y un punct oarecare interior
acestei regiuni, funcfiunea () se desvoltd intr'o serie intreagd de
(z—=), convergentd in cel mai mare cerc cu centrul in X, Situat
in intertorul lui (A). :

In adevar, fie (R) un cerc cu centrul in %y, situat in regiunea
consideratd §i # un punct oarecare interior acestui cerc; vom avea
expresiunea lui f(2) data de integrala lui Cauchy

1 1(z)

e f(z) = e S dz.
. (R)
Punctul z fiind pe cere, rezulta iegalitatea
9 Dmaloe =t
@ =
sl putem scrie
1 il
(3) SR e
—a -3 (22— x,)
1 T (o)
R RICRrV e s rer A

Multiplicaind ambele membre cu —il.—f(z)dz si integrand dealungul

2
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cercului (R) in sensul pozitiv !), obtinem. in virtutea egalitagii (1),
seria
(4) f(a) = ap + ar(z—2) + .- T an (gt s
-

ai cirei coeficienti sunt dafi de integralele finite si determinate

e {G) & 2
) o ﬁf gy

sau inca de expresiunile

= B T Y
n!

Teorema lui Cauchy este deci demonstrata.

Aceastd teoremd se mai poate enun{a sub forma urmatoare:

0 funcfiune f(x) olomorfd in domeniul unui punct x4 se desvoltd
intr’o serie intreagd de (x— ), convergenid in cercul cu centrul in
g i trecind prin cel mat apropiat punct in care functiunea f(x) in-
ceteazd de a fi olomorfd.

Un punct in care o funcfiune analiticd f(2) inceteazi de a fi
olomorfd se numeste punct singular al functiunii.

305. Daca z, = 0, seria (4) devine

(7) fla) =ag+az+ ... +ana” + ...
si valorile coeficientilor sunt date de expresiunile
ot i e L)
(8) ap, = T g z’7—+1 dz= "-| %

Egalitatea (7) este valabild in interiorul cercului cu centrul in punc-
tul 7y = 0 si trecind prin cel mai apropiat punct in care f(z) in-
coteazi de a fi olomorfa. In ce priveste cercul de integratiune (R),
dealungul ciruia se determind integralele (8), el este concentric
si interior celui precedent.

306. Identitatea celor doud definifiuni ale funcjiunii analitice,
dupd Cauchy gt Weierstrass.
‘ O functiune analitici f(z) in sensul lui Weierstrass este, in
domeniul oricirui punct ordinar, o functiune continua de x si admite
o derivatad f(z) continud in acelas domeniu; ea implineste dect
conditiunile unei functiuni monogene, dupa Cauchy.

Viceversa. Functiunea monogend definita de Cauchy se poate
reprezintd, precum am vazut mai sus, printr’o serie P(z — )

1) Integratiunea unei serii uniform convergente se obtine integrand ter-
menii seriei. Aceeas demonstrafiune ca in cazul variabilel reale.
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in domeniul oriciarui punct g, diferit de un punct singular, con-
vergenta intr’un cerc avand acest punct ca centru si o raza diferita
de zero, prin urmare, ea intra in clasa functiunilor analitice, dupa
Weierstrass. : 2

Asa dar, desi punctele de plecare in definitiunea functiunm
analitice, dupa Cauchy si Weierstrass, sunt cu totul diferite, fune-
tiunea analiticd este aceiag in ambele cazuri. Putem dar zice ca
cele doud definifiuni sunt identice.

307. Sa revenim la formula

1 -~ fa)
= dz,
b

2in | z—a

care da expresiunea functiunii (), olomorfa in interiorul curbei C
i continud pe contur, cu ajutorul unei integrale (integrala lui
Cauchy). Din aceasta formula rezulta, precum am mai vazut,
ca valoarea functiunii f(2) intr’un punct interior x oarecare este
determinata, daci valorile sale sunt date pe contur. Sa observim
insd cd valorile functiunii dealungul conturului nu pot fi date in
mod arbitrar. In adevir, functiunea f(z) fiind continua in interiorul
curbei si pe curba, rezultd ci daci un punct interior x tinde citre
un punct z, al lui C, dealungul unui drum care nu intélneste curba
decat in punctul zgaavem egalitatea

lim () = (=),

T=2o
adica valoarea func{iunii /(z) in’ punctul z, este cantitatea deter-
minatd (nu arbitrara) citre care tinde f(z) cand 2 descrie drumul
considerat. Ceeace justifici aserflunea noastri.

308. Sa presupunem definits functiunea f(z) dealungul curbei
C, continua pe aceasti curba, Ce se poate spune despre integrala

7 1 1z)
: ZI?'LI z—xdg’
C

luata in sensul pozitiv, x fiind un punct oarecare in planul lui z?.
Aceastd integrala are in fiecare punct z, care nu se afld pe C,
o valoare evident bine determinats. Si punem

1~ f(z)
Bz) = dz;
J.

2in | z—=

avem derivata

F(.Q) ———E_zf (;m—x—)2 dZ,
C
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deasemenea bine determinatd. Functiunea F(z) este deci o func-
tiune olomorfd in mteriorul curbei C, diferitd insa, in genere, de f(x),
precum vom vedea mai tirziu, daca f(z) nu este olomorfa in interiorul
acestei curbe ). In tot planul exterior curbei C, F(z) reprezinta
deasemenea o functiune olomorfa, care nu coincide cu cea cores-
punzitoare ariei interioare curbei?).

Pe curba integrala n’are sens. Avem astfel o expresiune ana-
litica care, in doud domenii diferite, reprezintai doud functiuni
olomorfe diferite.

Daca functiunea f(z) este olomor{a in interiorul curbei C, avem
F(2) = f(a), pentru z interior si F(2) = 0 pentru 2 exterior curbei.

309. Sa consideram, dupd Hermite, un exemplu mai general.

Fie C;, C,, ..., G, n curbe inchise exterioare intre ele 51 fi(x),
fo{@), ... fa(2) n functiuni olomorfe respectiv in interiorul acestor
curbe si continue pe contururile corespunzitoare. Expresiunea

iR e e 1 o fulz)
F(.’T)"— dz + =— d:++— e
e J

R S SR ST 2m) z—=x
€ C,
coincide respectiv cu functiunile considerate dupd cum a este in
interiorul eurbelor Cy, C,, ..., C, si este egala cu zero daca « este
exterior Luturor acestor curbe.

Avem astfel un exemplu de expresiune analiticd, cave in diferite
regiuni ale planului reprezinta diferite functiuni olomorfe indepen-
dente intre ele. Integralele lui Cauchy joaca aci rolul pe care seriile
de functiuni rationale il joac#, in chestiuni analoage, in teoria lui

-

Weierstrass.

CAPITOLUL XYV.
FUNCTIUNI ARMONICE.

Cateva proprietiti ale funcfiunilor armonice deduse din proprietdfile

funciiunilor de cariabild complexd.

310. Fie f(z) o functiune olomorfa intr'o regiune (A), pusad
sub forma

(1) f(z) = w(z, y) + w(z, y) (z= 2 + 1),

u si v fiind functiuni reale de variabilele reale @, y. Prin definitiune,

1), 2 Teoremareziduurilor.
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functiunile u(x, y), v(a, y) sunt continue in (A) si au derivate par-
tiale de ordinul intéi, finite satisficand ecuatiunile diferentiale
ale lui Cauchy.

o bu_ b bu by

oz by’ by T bz

Aceste proprietati ale functiunilor u si v sunt suficiente pentru
ca din ele sa decurga: 19 continuitatea derivatelor de ordinul
Intaiu si 2° existenta in (A) a derivatelor de orice ordin.

In adevir, continuitatea derivatelor de ordinul intai rezulti
din continuitatea derivatei f(z) a cdirei expresiune este

, IO i e
(3) f@=3%+pé=7h%+p@}

Pentru a arata ca functiunile u si v admit derivate partiale
de ordinul al doilea, sa punem :

bu_u b'v_l__ bu_u bv_v_
TR L e
prin urmare
, i 1 ;
f@=m+%=7w+%)

Insa f'(z) fiind o functiune olomorfs in (A), rezultd ca functiu-
nile asociate wu, si vy, u, $1 V5 au derivate partiale de ordinul int;
continue satisficand ecuatiunile diferentiale ale lui Cauchy. Prin
urinare, functiunile u si v admit derivate partiale de ordinul al doilea
continue §i ecuatiunea lui Laplace

bX o

dat T 5y = 0

este satisficuta de aceste functiuni.

Intr’'un mod analog, din faptul ci 1"(2) este olomorfa in (A),
se conchide ci functiunile u st v au derivate partiale de ordinul
al treilea, continue, etec,

311. Fie acum u(z, y) o functiune armonica oarecare, continui
intr’o arie (A), adica o functiune de doua variabile reale, univoca,
avand derivate partiale de ordinul intai st de ordinul al doilea si
satisfacand ecuatiunea lui Laplace

0% 92y .
RS T
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S asociam lui u functiunea v(z, y) data de formula
: du du
vzf—-wdz—!—?;dy

in care drumul de integratiune este oarecare situat in (A). Fune-
tiunile w si v satisfac dar ecuatiunile dlferentlale ale lui Cauchy
§1_prin urmare expresiunea u - (v defineste o functiune analitica
-de z = 2 4 1y, olomorfd in A. De unde rezult, in virtutea celor
vazute in paragraful precedent, c& functiunea u, adici o funcfiune
armonicd oarecare, continud intr’o regiune datd, admite in aced regiune
derivate parfiale de orice ordin.

312. Teoremd. O funciiune armonici u, continud intr'o arie
data sv egald cu o cantilate constantd A dealungul conturului ce limi-
teazd aria, este egald cu A in toald aria.

Fie v o functiune asociatd a lui u, expresiunea u - iv — 1(z)
este o functiune analiticd de z = x -+ 1y, olomorfa in aria conside-
ratd. Insd functiunea v fiind constanta, in acelag timp cu u, fie

v = B; de unde
f(z) = A + iB
dealungul conturului. Prin urmare, avem in toati aria (§ 298)

flz5) =A 4+ 1B, u=A, v=B,

Corolar. Doui functiuni armonice u si v, continue intr’o arie
data precum si pe contur, egale intre ele in toate punctele conturului,
sunt egale intre ele in toatd aria. Cici diferenta u—v este o func-
tiune armonica in aceias arie, nula dealungul conturului.

313. Teoremd. Fie u o funcfiune armonicd continud intr’o arie
(A) st 29 = @y + iy, un punct interior ariei. Valoarea functiuni
in punctul z, este egald cu media valorilor sale dealungul unui cerc
| 2=z | = r, situat in interiorul arie (4).

Pentru a demonstra aceastd teorema si asocidm lui u o func-
tiune v astfel ca u + v = f(z) s fie o functiune de z = = + iy.
Aceastd functiune, in virtutea ipotezei, este olomorfs in (A). Apli-
cand formula lui Cauchy, drumul de integratiune fiind cercul
| 2—3¢ | = r, ob{inem, punind z—z, = rei,

7'5
: 1 :
U+ Wy = ﬂf (wtwv)dt (uy= u(Zgs Yo) » Yo = V%o, ¥o));
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de unde 1 27 1 ‘
Uy = —27?[‘ udt = o uds , 1y (ds = rdt). z l
- Y o x (r) q. e. d.

314. Teoremd. O funciiune armonici u, continud intr'o arie
(A) si pe conturul ce limileazi aceastd arie nu poate atinge valoarea
sa magund sau minimd in nict un punct interior lui (A).

S& presupunem cd u atinge valoarea sa maximd M intr’un
punct interior z,. Din acest punct ca centru si descriem un cerc
situat in interiorul lui (A). Vom avea dealungul acestui cerc u <M
Insa valorile u << M sunt incompatibile cu teorema precedenta,
cidcl am aved in acest caz uy << M; contrar ipotezei. Avem asa
dar dealungul cercului w = M. De unde rezulti ci aceasti egali-
tate subsistd in toatd aria cercului. Fie acum z’, un punct interior
acestul cerc si destul de aproape de periferie pentru ca un cerc
avand acest punct ca centru si taie cercul precedent si sa fie interior
ariei (A); vom aved u= M si in interiorul acestui de al doilea
cerc. Continuénd in acelag mod, conchidem ca egalitatea subsista
in toata aria (A).

Funcliunea w ar f{i asa dar o constanti. Ceeace demonsira
teorema.

Aceias demonstratiune, inlocuind maximul M prin minimul m,
probeaza ca functiguea u nu poate atinge valoarea m in nici un
punct interior lui (A), daci ea nu este constanti si egald cu m.

Se stie insd, c¢i o functiune u(x, y) continui intr'o regiune
data atinge cel pufin odatd valoarea sa maximi si valoarea sa
minima, in cite un punct din acea regiune. Conchidem ca acele
puncte nu pot fi situate decit pe conturul ce limiteaza regiunea.

315. Corolar. Fie f(z) o functiune analitica olomorfi intr’o
arie (A) in care ea nu se anuleaza. Funcliunea log | f(z) |, partea
realda o functiunii log f(z), fiind armonica si continua, maximul
precum si minimul ei in (A) nu este atins decit pe conturul lui (A).
Aceias concluziune se aplica functiunii | f(z) |.

!) Sa presupunem un cerc cu raza r impartit in n parti egale si fie uy, us, . . .,
up valorile ce functiunea u(z, y) primeste in aceste puncte; media acestor
valori este = i ;

S A dt
1 i 1 13

SRR
27
care pentru n=o00 devine if udt. Dacar=£1, punand rdi=ds, aceastd medie
27 2
se poale scrie 1
%;fud. i

(r)
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Propozitiunea subsista, in ce priveste maaimul lui | f(z) ], si
in cazul cAnd f(z) se anuleazi in (A). C#ci dacd excludem zerurile
functiunii prin cercuri foarte mici, maximul cel mai mare, (maxi-
mum maximorum) al lui | /(z) |, in aria rdmasa, este atins pe contu-
rul multiplu astfel format. Insd pe cercurile introduse, f(z) tinde
prin ipotezd catre zero impreuni cu razele acestor cercuri; rezultid
cd | f(z) | atinge maximul siu pe conturul lui (A).

316. Consecingd importantd. Teorema fundamentald a Algebrer.
O funcfiune rafionald intreagi f(x) admite cel pujin un zero.

In adevir, dacd f(z) nu s’ar anula in nici un punct la distanta
finita, ar rezultd, in virtutea corolarului precedent, ca in cercul
| 2| = R, R fiind oricAt de mare voim, cea mai micd valoare ce
poate primi | f(z) | sd corespundd unui punct situat pe cerc; ceeace
este absurd, cici | f(2) | tinde catre infinit impreuni cu R.

317. Integrala lui Poisson. Fie

(1) flrr=-"2a 0"

o serie intreagd convergentad in cercul | 2| = IR. Sa punem

p = red, f(z) = u(r, 0) + w(r, 9), (r < R),
« 51 v fund functiuni reale de r, 6. Fie o << R un numair pozitiv
oricat de aproape voim de R, r << p < R; vom avea (5) (§ 114)
pentru coeficientil a@,, expresiunea

1 27 —ni@
= — { 2 (] - 2 .o
ay ﬂe”f u\g,tp)e P, (n 17 3 )

sau, punand z = pe'? |

2) R f u(e9) 4

Coeficientul @, nuintra in aceastd formula ; avem insa (8) (§ 305):

1 1 27 :
(3 o= —m—fnz(—? dz= o f [u(w) Gg W(Q,‘P)] dgt).

Punctul 2 fiind in mteriorul cercului | x| = g, seria (1) se va
putea serie

27 27T
N 1 O 3 i : 2 (2"
u(r,0) + w(r,0) = ﬂfu (u + v)de + ﬂ~fou\g,<p) 21? (z) dg
: 1 2n 1 977
s 3 €T
= Zn-fo[u(w) + w(e,@)] dg + T u(e,p)dy,

1) *Expresiune care rezulta si din formulele (6) si (8) (§114).

16 DAVID EMMANUEL
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sau
27T

27T
; 3 e i 1 z+
(4) u(r,0) + w(r,0) = ‘ln_‘f v(o.p)dp + Ef i u(o,p)dp.

De unde rezultd cad functiunea wu(r, 0) este egald cu partea
reald a integralei
1 z+
2adiiz— =

in care trebuie sa inlocuim z §i z respectiv cu re?, 0ei?.

Facand aceastd inlocuire, avem
z-+x 0¥ + rei?
2= & g — peid’
-

sau, multiplicAnd ambii termeni ai membrului al doilea cu conjugala
numitorului, ge—i? — re—if, obtinem
z+a 02— Zirgsin (¢ 0) —r?

z—x % — 2rocos(p—0) + r*

Prin urmare
27T

1 f (02— r?)u(o,)
S dg.
&) O or) F ey ) TP

Integrala din membrul al doilea poarta numele de integrala
lui Pousson.

Formula precedenta ne da valoarea functiunii armonice u(r, )
tntr'un punct (r, 0), interior cercului | 2| = p, daci cunoastem
valorile ce aceastd funcfiune primeste dealungul cercului.

CAPITOLUL XVI.

TEOREME S$I DESVOLTARI IN SERII, CONSECINTE ALE
INTEGRALEI LUI CAUCHY.

318. Teorema lut Laurent. O funcjiune f(x) olomorfd inir'e
coroand cuprinsd intre doud cercurt concentrice cu centrul in origind,
se poale pune, in aceastd regiune, sub forma

1
e by [ x ) :
P si P, fiind serti intregi respectiv de x st iL
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Putem presupune functiunea continui pe cele doui cercuri;
in cazul contrar le inlocuim prin doud cercuri concentrice cu cele
dintai si infinit de apropiate de ele: unul interior celui mai mare s1
celalt cuprinzdnd pe cel mai mic. Fie asa dar R si R’ razele celor
doud cercuri (R), (R’), R” < R si @ un punct oarecare in interiorul
coroanei. In jurul punctului z ca centru si descriem un cerc (r)
cu o raza r destul de mici pentru ca el si fie cu totul cuprins in
interiorul coroanei. Vom avea egalitatea

(1) f—i’—f—‘ L *‘ wru,
(

Z Z—

(R) (RY)
integralele fiind luate in sensul pozitiv in raporl eu ariile interioare
celor trei cercuri. Insad functiunea f(z) fimd olomorfa in interiorul
cercului (r), avem

<~

j" ~f(—z)—i dz = 2inf(a);
(r

)
prin urmare, egalitatea (1) ne da

Sl i e
@ Ko = Ef-z_xdz—ﬁfz—-_wdm

(R) (R")

Sa calculam integralele din membrul al doilea. In prima inte-
grala avem

St
prin urmare putem scrie
1 1 & 2t
Eopdonad e e
I e il T 1(z)
el L iy e e
(R) (R) { Ry
punem
(3) a"—2 fz"‘“ (rie—=d0 150 oy
(R)
vom avea
1 z »
(%) i [ Tk di = 3 oy = B(a)
(R) n=o

In a doua integrald avem inegalitatea

ji <1,
.-'E

16*
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care permite a scrie

- 17 | il S Zh—1 ]
;——m—*:"[z*?* sl
1 Rap i =gt - A e St
= Efz—adu—éa f(z)d~++2_ijt—r~ f(z)d;.‘ -
(R") v (R v (rY)
Punand
| .
(5) b, = mf = fyds (n=0,1,2. ...),
LY (RI)
avem
k} - f(z) SR Beni i oAy
(6) 2175] L2 g~ o =Py [7’
(R =

Inlocuind in (2) integralele prin valorile lor date de egahtatile (4)
si (6), obtinem rezultatul enuntat
= ( 1
@) fte) = P(a) + P, [=].
q:e. d:
319. Obserpare. Functiunea f(z) fiind olomorfa in interiorul

coroanei, integralele (3) si (5) cari determini coeficientii a, st b,
ai seriilor P si Py ge pot inlocui respectiv prin

f zfrfi dz, f | 2 (2,

* (R) R)

luate in acelas sens, dupa acelas cerc (R) concentric cu cercurile
primitive si avand o razi R cuprinsi intre R si R’. Insa aceste
integrale se deduc una din alta, daca inlocuim n prin — n; prin
urmare reprezentind pe b, prin a_,, avem, pentru coeficientii
seriilor P si P, expresiunea unici

1 z :
(8) an = —— M ,)1 dz =020 )
' 2im ) 2+ s =
(R)
si egalitatea (7) se poate inlocui prin cea urmatoare
+x
(9) fla) =122 Faan.
n=-—x
520. Daca centrul celor doua cercuri, cari formeaza coroana’
in care functiunea f(z) este oloinorfa, se gaseste intr'un punct
oarecare x,, avem 1in interiorul coroanei
+%
(10) f2) =" 2 an(o =z
=—uw

n
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valorile coeficientilor fiind date de integralele
: 1 =
(M) ey L} dz (n=0,+1,...).
2im ) (z— mp)nt 5
(R)
321. Metoda care ne-a servit mai sus pentru a stabili teorema
lui Laurent, conduce la un rezultat mai general. Fie f(2) o functiune
olomorfa intr'o regiune limitata de un cerc avand centrul intr’un

punct z = a §i de mai multe cercuri C,, C,, ..., C, interioare celui
dintdi si exterioare intre ele, avand respectiv centrele in punciele
ay, @y, - .., an. Fie 2 un punct in regiunea considerata si (r) un cerc

cu central in 2, interior cercului € s1 exterior celorlalte cercuri.
Exprimand ca integréla : _

hf(z) dz,

z—x
lnata dupé cercul exterior C, este egald cu suma valorilor sale dupi
cercurile interioare, obtinem egalitatea

/(.13:5%{fcgi%dz—fcgdz~ %féf(-Z)x'.l:j'

Cn

Observand ea in prima integrala din membrul al doilea avem
|

!
| =

| k=i,

&

iar in celelalte
| |

| 2—ayp |
PR (k=0.1,2, ..., n),
|2 —a | : .

deducem desvoltarile

i : :
;.—f ’f(*z)" dz = _l_f _,ﬂz_,__
) R T 2im E—a— (z—a)
1

o 1 x—a :
_Ti?ifc[zm;-‘a_{-(zta_)z—!h sz

{ 1(z) G 1 f(z)dz
2w ) z—x  dn f z— @ — (z—ay)
% Ck
S ,L {__ 1 z a I
2ix B (v—ar)? 5 l( ;i
k
adica
1 e
2in ) z— 2 jasiRiar 05
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Prin urmare avem in regiunea considerati
1 1
= P(a—a) 4- 25 (ﬁ:——) + .. P, (%) :
T—a (z —ap)

322 Fie f(2) o funciiune uniforma si @ = a un punct singular
izolat al ei; din acest punct ca centru si descriem un cerc cu o
razi R, in interiorul ciruia f(x) si nu aiba alid singularitate decat
punctul ¥ = a. Fie r < R raza unui al doilea cerc concentric cu
cel dintdi; in coroana mirginita de aceste doui cercuri, vom avea

fie) = Plo—a) + B (-]

e

Insa in cazul nostru, r putand fi oricat de mic voim, seria P va fi
convergentd in tot planul exceptdnd punctul a; reprezentind-o

prin G ((—‘—\) functiunea se va puted pune, in vecinitatea punc-
z—a)

tului a, sub forma

1
)= Blr it (m ok
r—a
Seria G caracterizeaza singularitatea a; acest punct este un
pol sau un punct singular esenfial, dupa cum numirul termenilor

sericl este limitat sau nelimitat,
&

323. In domeniul unui punect singular esential izolat o functiune
analiticd se poate apropia de o valoare arbitrard, oricat de mult voim.
Sa consideram mai intdiu functiunea G (%) intreagd de

1 z—a

—— . Facand substitufiunea

T—a
T 0 —
Yy

prin ajutorul careia valorilor lui 2, vecine cu a, corespund pentru
y valori infinit de mari, obtinem functiunea intreagd G(y). Insa
in domeniul punctului y = oo, existd valori y pentru cari avem
| G(y) | > M, M fiind un numar pozitiv orical de mare voim, precum
si valori pentru cari G(y) se poate apropia infinit de mult de o can-
titate arbitrara datd. Aceleasi concluziuni rezulia pentru fune-
tiunea propusd in domeniul punctului z = a.

Fie acum f(x) o functiune uniformi avand punctul 2 = a ca
punct singular esential, in veciniitatea ciruia nu se gaseste un alt
punct singular (pol sau punet singular esential). Vom avea, in
domeniul acestul punct

1

hay— G( iﬁ) + P(z—a).

T —a
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Insa, precum am vazut, existd puncte in vecinitatea lui a in
S 1 : . ; : y
cari G (7-— poate diferi de o cantitate arbitrard oricat de putin
x—a

voim, pe cind seria P(z — a) diferd in aceste puncte infinit putin
de valoarea ce are in punctula; de unde rezulta ca in aceleasi puncte
f(z) poate diferi de o cantitate arbitrara oricAt de putin voim.
Demonstrajiunea precedentd nu se aplica daci punctul a
este un punct limitd al unui numér nelimitat de poluri. Se poate
proceda in modul urmitor, aplicabil §i cazului considerat mai
sus 1). Fie A o constantd arbitrara si sa consideram diferenta

f(z) —A. ‘
Se poate intdmpla ca aceastda diferentd si aibd in domeniul
(@) un numar nelimitat de zeruri. In aceste puncte vom avea exact
f(2) = A. Sa& presupunem ci nu este asd; prin urmare existd un
numér pozitiv r destul de mic, astfel ¢ in interiorul cercului
| @—a|=r, diferenta considerati n’are nici un zero. In acest caz,
raportul

1
fa)—A"
pentru care punctul z = a este deasemenea punct singular esential,

nu are in interiorul cercului[z—a|=r alt punct singular decit
@ =a. Prin urmare, in interiorul acestui cerc putem scrie

1 1
fle)—A P (:v—a

) P —a)

: 1
Insa in vecinatatea lui @ existd puncie in cari | G (’v—a)

poate fi mai mare ca orice cantitate data, pe cind seria P(z—a)
are valori finite; de unde rezultd ci in aceste puncte avem

1 1
[f@=-A]~ &
adica
[(z)-A[<s,

oricat de mic ar fi &. Asa dar, in domeniul unui punct singular
esenjial izolat®), o funcfiune analiticd uniformd se poate apropia
oricdt voim de orice cantitate datd finitd saw infinitd. Acest rezultat
este datorit lui Weierstrass.

D-l E. Picard®) a demonstrat c¢i in vecinitatea unui punct

1) E. Picard.
%) Izolat relativ la puncte singulare esentiale.
?) Traité d’Analyse, t. ITI, 2-e édition, pag. 355.
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singular esential izolat, ecuatiunea f(z) = A admite o infinitate de
solutiuni, exceptind cel mult doud valori ale lui A, printre cari

se poate cuprinde valoarea A-= oo.
1

Astfel funcfiunea f(z) = e, pentru care 2 =0 este un punct.
sigular esenglal poate primi in vecinitatea acestui punct, orice
valoare de o infinitate de ori, exceptand valorile 0 si co. Functiunea

sin -, boate primi in vecinitatea lui @ = 0, orice valoare de o infini-
1
tate de ori, exceptind valoarea oo. Functiuuea tg — poate primi,

in domeniul # =0, orice valoare o infinitate de ori, exceptand
valorile + 7.

324. Seria Fourier. Plecand dela seria Laurent putem, printr’o
schimbare de variabila convenabila, si obtinem seria lui Fourier.
Din studiul functiunii exponentiale rezulti ci, prin substitufiunea

(1) =,

un dreptunghiu (2), ale cdrui laturi sunt paralele cu axele de coordo-
nate, latura paralela cu axa reala fiind egalid cu 27, se transforma
punct cu punct intr’o coroand (z) cuprinsi intre doudi cercuri con-
_ centrice, cu centrul in origini.

Dreptunghiul cénsiderat () putem sa-l inlocuim printr’un
altul, a céirui lature ce voim a face si corespundi laturii egale cu
27, sit aibd o lungime si o directiune datd. Fie /lungimea si o unghiul
ce aceastd lature face cu axa reald. Si punem

(2) o = %
substitutiunea
27z
3 - = —
3 2

realizeaza transformarea doriti. In adevir, din aceastid substitu-
tiune deducem
al Zo

4 — =
(4) Lt =2z % =

Ly 51 zq fiind doudt puncte cari se corespund in virtutea substitutiunii.
De unde rezultd egalitatea

(5) arg(t— ;) = arg ”—w~ ;

care aratd cd unei drepte descrisi de variabila ¢ si trecand prin
punctul £, paralela cu axa reala, corespunde pentru z o dreapta
trecind prin punctul z,, paraleld cu directiunea lui ® si ci unei
drepte perpendiculare pe axa real in planul () corespunde o dreapti
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perpendiculara pe directiunea lui @ in planul (z). Infine, valoarei
[t — to]| = 27,

corespunde valoarea

qee.d;

Fie acum f(2) o functiune olomorfi in coroana limitata de doua
cercuri concentrice cu centrele in origind. Aceastd functiune se
poate reprezenta printr’o serie Laurent

4w
(6) flz) = 2 a, 2,
in care avem
(7) A —L f(—x‘)dz (=0, F 1 F 2.,

247 | attt
(R)
ntegrala fiind luatd in sensul pozitiv dealungul unui cerc cu centrul
in origind §i a carui razd R este cuprinsd intre razele celor doui
cercuri cari limiteaza coroana. De altd parte, substitutiunea
2izez

(8) T=merlie
care rezulta din sub stitu;iunile (1) 51 (3), transformd coroana intr’un
dreptunghiu 4 a cirui una din laturi este paralela cu du‘e(‘;nmea
Iui @ §i egald cu| @[ S& punem

(9) f(a) = f(e2i‘7’u) = F(z).

F(z) este in dreptunghiul A4 o functiune olomorfd de z si in
virtutea egalititii- (6), avem, in interiorul acestui dreptunghiu,

g 2nimnz

(10) Blgi="2"ae'2

Aceastd egalitate este valabila nu numai in interiorul dreptun-
ghiului considerat, ci in fasia nelimitatd cuprinsi intre cele doua
laturi paralele cu ® si prelungite la infinit de o parte si de alta.
In adevar, de o parte, functiunea f(2) reludndu-si valoarea cind
argumentul lui z se mireste cu 27, functiunea transformata F(z)
se reproduce cand inlocuim z prin z 4 ®; iar de alti parte, toti
termenii din membrul al doilea (10) se reproduc in acelas timp.

325. Viceversa. O funciiune F(z), olomorfd in intertorul unet
fasit, formatd de doud drepte paralele, periodicd, avind ca perivadd
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o cantitale o al cirut argument este egal cu acela al paralelelor fasier
(unghiul paralelelor cu aza reald) se despolté in aceasti faste intr'o
serie de forma (10).

In adevir, prin substitutiunea (8), fagia din planul (z) se trans-
forma intr'o coroand cuprinsa intre doud cercuri concentrice cu
centrele in origind. Si& punem

F(z) = f(2).

Functiunea f(z) este olomorfa in coroana considerati §1 prin
urmare fise aplicd desvoltarea (6); de unde rezulta expresiunea
(10). In aceastd desvoltare consistd seria Fourier.

Daca functiunea F(z) este intreaga expresiunea (10) este vala-
bila in tot planul.

Obsergare. Derivata unei serii Fourier se obfine derivand fie-
care termen in parte. Aceasta rezultd din aceias proprietate a seriei
Laurent.

326. Eapresiunea coeficientilor seriei cu ajutorul variabilei z.
Fie 2, un punct oarecare in interiorul fasiei; expresiunea (7)
a coeficientilor devine
_ 2ninz

' 1 Zo+w
(11) & Ff F(z)e . % dz,

ntegrala fiind rectilinie. Daci origina z = 0 se gaseste in interiorul
fasiel, putem lua

2nizms

12 L ey
(12) a,= — | F(z)e dz .
o0 0

In cazul contrar, ficand substitutiunea z = z, + ¢, fagia data
se transforma in alta paralela, in interiorul cireia se afli origina
t = 0. De unde expresiunea

o 2nimi
(13) Bz ) =2 ape @,
in care
1 o __ 2niml
(14) A Jf Fz+t)e @ dt.

327. Desvoltarea unei funcfiuni analitice continue de alungul
axei reale (H. Poincaré). Fie f(#) o functiune analitici continui
dealungul axei reale. Sx presupunem ca existd o fasie limitati
de doud drepte paralele cu axa reald, situatid de o parte si de alta
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32

51
a el, la o distanta egald cu un numér pozitiv dat a, in care functiunea
este olomorfa si s& facem substitufiunea

by 24

1 —e2
g 3!

4

1 =-g2e

Fasia considerata se transformi punct cu punct intr'un cerc
cu centrul in z = 0 si cu raza 1. Aceasta se poate recunoaste, de
exemplu, introducind substitufiunea auxiliara

LR
t=¢ “*,

care transforma fasia (2) in semiplanul (f) situat la dreapta axei
imaginare ; obtinem substitufiunea

7__’1~t
e R

care transforma acel semiplan intr’'un cerc cu centrul in z = 0 si
cu raza 1. Functiunea f(z) se va transforma astfel intr’o functiune
F(z), olomorfa in cercul considerat; prin urmare avem, in interiorul
acestui eerc,

50
F(Z) i ni:o T'V
Revenind la variabila 2, obtinem
axr "
ZFm0) [1 —e20
fle) = 31 =
fete e
valabila dealungul axei reale, dela o = — 0 la 2 = + .

328. Seriti de funciiuni rationale convergente in arii limitate
de arce de cercuri (Appell) ).

Sa consideram trei cercuri avand centrele lor in trei puncte
x=ua, b, ¢ 51 taindu-se intre ele doud cAte doud, astfel incat sa
formeze un triunghiu circular ABC cu convexitatea spre interiorul
triunghiului (fig. 35). Fie f(z) o functiune olomorfa in aria (A)
interioara triunghiului si continua pe laturile lui. Vom avea, z fiind
un punct in interiorul triunghiului ABC,

2z fa) :f 13 d;:f A +J"M>.

b Akt
{ARCA) (BC) ¢ (CA)

!} Acta mathematica, t. I, pag. 145. Hermite, Cours lith., pag. 107.
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Insa, cand z descrie cercul (BC), avem

|24

<1,

|z=a|

g 1 2 :
§1 putem in acest caz inlocul — — prin seria absolut convergenta
2 —

1 1
i— % z—a— (z—a)
B hS e A st o
o r—a  (z—a)? (z—a)pit -
de unde
AT ey Lo
== el — =y TR —a)dz.
1) 2mf Z— L ,51 (z—a)r’ A 2in She
(BCj : ()
De asemenea, obtinem egalitatile
! f(z) Sl Bn 1 et
T Iz = X : e = =
(2) 2mf z — xdz n=1 (x—b)"’ B ZmJ o,
(CA) . < (cA)
qi el R S G Ed
(3> ?Tl;tf S dz _llfl ((I?“C)"’ (‘" ) mf“;(:) f(bl dz.
(AB] (AB)
A Adunind aceste trei egalitati si
R v ,p grupand impreund termenii cari co-
respund la aceias valoare a lui n
avem
B c s _A" 4oBa
W 3 [t B
e
e (—l—_%,;]z f(2)
o )
X =
M Sa presupunem acum punctul

situat in aria nelimitatd A’ exteri-
oard triunghiului ABC si in acelas timp exterioard tuturor

cercurilor ; egalitatile (1), (2) si (3) subsistd, dar integra]af Z(_—Z)T dz
find nuld, avem (ABCA)

5 E‘ An : B, Cn v
2 L‘—*ﬁﬁ*ﬁ] ;

Prin urmare
: £ 3] ' 1 (=),
(6)7. Bz ~As 0 By B | f e
t(a—a) " (a=b)* " (z—e)*| |o,
adicd aceias serie, convergentd in tot planul exterior celor trei
cercuri date, reprezintd doui functiuni analitice cari coincid respec-
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tiv cu f(2) sau cu zero, dupa cum x este situat in interiorul triunghiului

ABC sau in afard din acest triunghiv (adica in aria (A) sau in

aria (A’). In punctele interioare cercurilor precum si pe fiecare
cere, seria F(a) este divergenti.

329.  Aplicafiune.
A, B, C; vom avea

2ix A, = ——f (z—a)n711z= (f—a)"— (y—a)

Fie f(z) = 1, si a, B, y afixele punctelor

By .
2ix B, (llb)_n_(“’i’) O R (i__ﬁ:i"_c)ﬁ
Prin urmare, in virtutea egalitatii (6), avem
(1) i~§f[m‘”V"W‘“Vﬁ-Q:)ifﬁa“7
2iny n —ayn x r— h)n
(z—a) _ ( )
=gl (4
(z=—c) L o

dupd cum z este in aria (A) sau in aria (A').

Acest rezultat se poate verifica direct ficand suma seriei cu
ajutorul formulei

2 7
(8) Loyl af sl a8

: oo iy
n

bo|

in care punem succesiv

uzﬂ—a y—a p—>b a—b

a—c¢ fi—ec

B Gt i g g B s il e g Y
Avem

e “)’

log(l )_%n[m 7 0 (o

: 21 (y—a)®
= log (1 = _h) ? n ( e ke

«le unde

vl B =—(pzalt- gy

(9) %g T e S e L sy

detcrminat,'iunea logaritmului fiind aceea care se anuleazi pentru

@ = oo, cdcl determinafiunea logaritmului din (8) se anu]ea’m
impreunda cu u. Deasemenea, avem

: 1 (y=br— (a—b)" T—a
) S
(o %‘ n (z—=b)™ log z— 1y’
. o 1 (a—ej» — (B—e)" & —p
(1) %; (x=c)" log D=0
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Adunand aceste trei relatiuni din urmi si reprezentdnd men-
brul intdiu prin 2iz F(z), obfinem

(12) F(z) = +~— log 1,

adica, in toate regiunea de convergen{d, functiunea F(2) este
constantd. Insa, regiunea de convergenti fiind compusd din doui
arii cari n’au nici un punct comun intre ele, constanta poate si
nu aibd aceias valoare in amandoud; ceeace este usor de constatat.
Logaritmii cari figureazi in egalitatile precedente fiind nuli pentru
& = 00, rezulta cd in aria (A’) care cuprinde punctul = = oo, trebuie
sd luam log 1 = 0.
Pentru a evalua seria in aria (A), s& punem
e oS 2

S

de unde

(13) log °

Membrul intai fisad olomorf in tot planul exterior cercului
al carui centru este punctul @ si anulandu-se pentru
¥ = 00, rezultd cd argumentul 0 este egal cu
unghiul ﬂ/x\y (fig. 36); caci orice alt argument care
difera de acesta printr’un multiplu de 2z, nu poate
tinde intr’un mod continuu citre zero, cand
tinde catre infinit. In acelas timp, ¢ tinde catre 1.

<

Deasemenea se recunoaste ci punand

log e G log o' +1 6/,
(14) i
log;_a = log 0" + 10",

. ; . N % N
argumentele ', 0" sunt respectiv egale cu unghiurile yza si azp.
De unde rezulta ci daci z este interior triunghiului curbiliniu

g
afy, avem

046 4+ 0" =2a
si prin urmare, suma celor trei logaritmi este egald cu 2im; adica,

in cazul considerat, log 1 = 2im. Ceeace verific rezultatul obtinut
mai sus.
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330. Sa considerdm un triunghiu circular ABC (fig. 37) a carui
una din laturi, BC, are concavitatea sa spre interiorul triunghiului.
Fie @ un punct in interiorul triunghiului si @ centrul cercului cores-
punzator. Proceddnd ca pentru desvoltarea unei functiuni olomorfe

in seria Taylor (304), vom obtine

1 e /)
e ——— dz s P r—a).
2imi) z—x ( )
-(BC)

Daca b si ¢ sunt centrele cercurilor cu
convexitatea spre interiorul triunghiului,
seriile corespunzitoare sunt, ((2), (3), § 328),

de forma
1 1
b (:L'—- b)’ Pz(:v—— c)

In interiorul triunghului ABC avem asa dar

e [ 1) en (A o

x—b

Daca cele trei cercuri se taie astfel incat sa formeze un al doilea
triunghiu A'B’C/, in raport cu care arcele aceloragi cercuri si aiba
aceias dispozifiune ca in cel dintai, aria interioard acestui triunghiu
va fi o regiune de convergen{d a celor trei serii; insi in aceasta

. e 2= u 2
regiune suma lor este nuld, cici mtegra]afT(-T dz este luata dupi
2

conturul ABCA si punctul z este exterior acestui contur.

331. Sa considerdm in mod mai general un poligon format
din arce de cercuri intr’un numar finit oarecare, avand convexitatea
lor spre interiorul poligonului. Fie @, as, ... a, centrele acestor
cercuri, Un rationament analog cu cel ficut in cazul triunghiului
ne conduce la concluziunea urmatoare: Funcfiunea f(x) olomorfd
in interiorul poligonului §i continud pe contur se poate exprima printr’o
serie de fracfiuni rafionale de forma

Bl gt )

R o = T ATy
a=1 | (@—ay)* (w—az)"—r (z—an)"

absolut s1 uniform convergenta in interiorul poligonului, coeficientii
A fiind determinati de egalitdtile

—1

Agf) ol f (z— a.,‘.)n ]’(Z) dz,
Ck

Cx fiind arcul cercului cu centrul in ar. In tot planul exterior cercu-
rilor date, serita din membrul al doilea este nuld.
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Dacd una sau mai multe din laturile poligonului au concavi-
latea spre interiorul poligonului, integralele luate dupa aceste laturi
dau nastere la serii intregi de forma P, (z — ar ). Expresiunea
functmii f(z) in interiorul poligonului este, in acest caz, de forma

: n m 1
@) fizi= 2 Pyfa-a)+ X B [-L ),
1 n—-1 e i
dacé a;, ... a, sunt centrele cercurilor din care fac parte laturile
cu concavitatea spre interior si Quiqs -.. a, centrele celorlalte
cercuri. '

332. Desvoltarea unei_funcgiuni olomorfe in serit de polinoame.

Din_ desvoltdrile precedente, D-1 Appell a dedus desvoltarea
unel functiuni olomorfe intr’o serie de polinoame b

Pentru a stabili aceasta propozitiune, si considerdm una din
seriile cari figureazi in membrul al doilea al egalitatu (1) (§ 331)

1 sd ardtim oA se poate determina — intr’o infinitate de modugi —
un polinom < (2) astfel ca diferenta dintre acest polinom si seria
sd fie in valoare abfoluti oricat de mica voim.

Fie a un punct, ales dupd voie, in interiorul- poligonului ;
centrul a fiind exterior acestui poligon, avem '

(1)

&L — &

=

et 4

@ find un punct oarecare in interiorul aceluias poligon. De-unde
rezultd cd putem scrie

25 é"'_, = E_w__ =~P(‘1;__a),

(e—ay T la—a—(z—a)]r

(2) P(z—a) = by + by(z—a) + . i by (z—a) +. ..

-

S& reprezentim prin p, (%) suma celor dintdiu » 41 termeni

ai membrului al doilea; existd un numir intreg pozitiv N astfel
ca pentru » > N si avem inegalitatea

8 Pla—a) — pfa)| < =,

g, liind un numar pozitiv arbitrar de mic.

') Math. Annalen, Bd. XXI, 1883, pag. 118.
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Sa aplicam acest rezultat fiecireia din seriile membrului al
doilea din (1) (331). Reprezentand prin Py (x — a), p, () respectiv.
seria si polinomul corespunzitoare seriei P(z — a) si polinomului
p»(x), cind inlocuim a prin a;, avem

e :
Pe-a)—p, (8) | <oy p2NY et

De unde rezultd inegalitatea

m

o (P,‘.(fc—a) — pv:k(;r-)) |< Ey;

k=1

)

sau, punind

m

©) 0= %5, (),
avem inegalitatea fundamentala
(7) | H(x) =0, (2) | < ¢,

Aceastd inegalitate exprimd ca funcfiunea f(z) este o limuld
cdtre care tinde polinomul Q,(x) cind v tinde cdtre winfinit.

Punctul « fiind supus la unica conditiune de a fi in interiorul
poligonului, rezulta ca exista o infinitate de polinoame Q, () satis-
facand inegalitatea (7).

Pentru a obtine seria de polinoame priun care se exprima fune-
fiunea f(x), sd punem ’

(8) A (2) = Qi(2), Po(2) = Qaf@) — Qy(a), ...,
P, (2) = Ou(2)— Ona(3) . - .
Scriind
In (2) = Ou (2) — (2) + [(2) — Qu-a(),
rezultd, in virtutea inegalitatii (7), ¢ avem inegalitatea

(9) i ‘@;L (:l?) I < &g + Ep—1 .

Numerele pozitive ¢, fiind arbitrare, si le alegen astfel ca
seria X¢, sd fie convergentd; ceeace determini convergenta abso-:
luta §1 uniforma a seriei

) Numarul ¢, fiind luat acelas pentru toate cele m serii, putem fixa nu-
marul N ca sd fie acelas; este deajuns a Iua pe cel mai mare dintre numerele N
corespunzatoare celor m serii.

17 DAVID EMMANUEL
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Suma primilor n termeni fiind, in virtutea egalitatilor (8),
egald cu Qn(2), rezultd, tinind seama de inegalitatea (7), ci avem

egalitatea :
fla)= A (@) + F(2)+ ... + K@t ...,

care este expresiunea cautata 1),

CAPITOLUL XVII.

REZIDUURI {(CAUCHY). APLICATIUNL.

I. — DEFINITIUNI $1 CALCULUL REZIDUURILOR,

333. Functiunea f(z) fiind analiticd si uniforma intr’o regiune
data si a un punct singular izolat al functiunii, avem, in domeniul
acestul punct (teorema Laurent)

(1 fz) =P

T—a
seria P (—1—) fiind de forma

)+ Pi(e-a),

i
1 .
P ( ) = Ayj(z—a)t + Ay(z—a)2 + ...
z—a
Coeficientul A; al termenului (z—a)~! se numeste reziduul
functiunii f(x) relativ la discontinuitatea a (Cauchy).
Importanta acestui coeficient provine din faptul ci avem

(2) (z)dx = 2imA, ,
(a)
integrala fiind luatd in sensul pozitiv dupi o curbi inchisi in
interiorul cireia nu se giseste altd discontinuitate a functiunii
decat punctul a. Egalitatea precedentd se justifici observand
cd avem
P(z—a)dz=0,
- (@)
precum si

dx
W=O pentru m> 1.
(a)

Sa presupunem ci functiunea uniforma f(z), continua dealungul
unei curbe inchise C, are in interiorul acestei curbe un numar limitat

) P. Montel, Legons sur les séries de polinomes & une variable complexe
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de puncte singulare a;, a,, . .. @, . Descriind in jurul acestor puncte,
ca centre, cercuri foarte mici, cari s nu se taie intre ele si cari sa
_ fie situate in interiorul curbei C, obtinem o arie cu contur multiplu
in interiorul cireia functiunea f(x) este olomorfs. Aplicind teorema
lui Cauchy §i numind A, ..., A, , reziduurile functiunii tn raport
cu punctele ay, a5, ... a@,, vom avea

@ [ = dinh 4 Ayt A,
©

adica: integrala [f(z)dx luati dealungul curber C in sensul pozitiy
este egald cu 2im inmulfit cu suma reziduurilor relative la discontinui-
tapile funcfiunii f(z), cuprinse in interiorul acestei curbe.

334. Definifiunea reziduulut relatiy la punctul co. Si presu-
punem functiunea f(z) uniformi in domeniul punctului infinit si
acest punct si-1 presupunem a fi punct ordinar sau punct singular
izolat. Vom puted descrie din origind ca centru un cerc cu o razi
R destul de mare, astfel ca, in afari din cere, f(z) si n’aibi nici
un punct singular, exceptdnd punctul co. Vom numi, prin analogie,
reziduw al lui f(z), relativ la punctul oo, valoarea integralei

{
5 [ H(2)da,

(R)

luata in sensul pozitiv in raport cu punctul co, ceeace revine la
sensul negativ in raport cu centrul cercului. Si presupunem ci
avem, in domeniul punctului oo,

o) =P () + Pya),

‘P(%)=Ala:—1+A2af_2+

Reziduul corespunziator va fi — A;, adica coeficientul lui a—! din
desvoltarea functiunei f(z), cu semnul schimbat.

Precum vedem, reziduul relativ la punctul co poate fi diferit
de zero, chiar cind punctul oo este un punct ordinar; ceeace nu are
loc pentru un punct ordinar la distantd finita.

Sa presupunem f(z) o functiune rationalad

fay=12,
F(z)
F(z) si Fy(2) fiind doua polinoame de z, astfel ca gradul numara-
torului s& fie mai mic ca gradul numitorului cu cel pufin: doud

17*
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unitdfi. Reziduul lui f(2) in raport cu punctul co va fi nul; cici
desvoltarea fractiunii date dupd puterile crescinde ale lui z, fiind
de forma

e
termenul in — lipseste.
z

335. Teoremd. Suma reziduurilor unei funcfiuni rationale este
nuld.

Fie (R) un cerc descris din origind ca centru cu o razi destul
de mare incit sd confie in interiorul sidu toate polurile functiunii
rationale f(x), situate la distanta finita. Integrala

it
2in

Hz)dz,

(R)

luaté in sensul pozitiv reprezintd suma reziduurilor lui f(2) relative
la toate polurile situate in interiorul cercului; aceias integrali,
luatd in sensul negativ, este egald cu reziduul relativ la punctul
. De unde rezulta propozitiunea enunfata.

Teorema subsista evident pentru o functiune uniforma pe
toata sfera, avnd un numar limitat de singularitati.

336. Calculul reziduurilor relative la poluri. Sa presupunem

functiunea f(z) pusd sub forma
: Fy(z)
flo) ==
F(a)

Fy(z) si F(2) fiind functiuni olomorfe in domeniul unui punct a,
care este un zero de ordinul n al numitorului, faria a anuld numara-
torul. Acest punct este un pol de ordinul n al functiunii f(z). In
domeniul punctu]ui a, desvoltarea dupa seria Taylor da

( T a) n—1 (n—1)

Fy(o) = Fy(a) + (2~ a) F'y(a) + .. +( nr Flo)+ .

40

de unde pentru f(z) o expresiune de forma

1 y Fi(a) "
= (x—.a)"[ ' F) + A(z—a)t. . . FA g (2 —a) 1) .. J

Reziduul ciutat este coeficentul A,_;.
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Din desvoltarea precedentda rezultid imediat ci avem

Ay = (n—ii)! [j;,:1 (xﬁa)nf(aﬁ][':a

Sa presupunem f(z) pus sub forma

/(2) = @(2). p(a),
g(a) si y(2) fiind doud functiuni uniforme si si presupunem ca
2 = a este un pol de ordinul n al functiunii ¢(z) §i punct ordinar
pentru functiunea (). In domeniul punctului a, vom avea

peE ;vﬁa + (.L“jiza)2 ot IxA——IZLY‘ iRt
(n—1)
V@) = vl + (2@ p@+ -+ et T

De unde conchidem reziduul lui f(), relativ la polul a,

(n—1)
ﬁ(a) = Aw(a) + Aw'(a) + ... + A, %IT()?—)

337. Ezemple:

cos @
1. Reotz—=R— =1
z=0 2= SIN &
R'cot @ = [(x — nxm) cot 2] = 1.
T=nwn T=nn

20 Avem in domeniul lui 2 = 0

a2 2
Ay TR 1 1
cot x = =— (1 ——a——at...);
x 22 3 45
1_‘3—1—‘—...

de unde rezulti ca reziduurile functiunilor

cot- cot & ‘cot z cotx
?

gt s TR T ek
relativ la 2 = 0 sunt respectiv
0,—'1, 07'_‘i’~--
3 45

= . . sl e OO
Se recunoaste ca reziduul relativ la 2 = 0 al functiunii st
n fiind un numar intreg pozitiv este nul; cici aceasta functiune
fiind pard, desvoltarea sa in domeniul lui 2 = 0 con{ine numai
puteri pare ale lui z.

cot @

2t

Pentru a calcula reziduul functiunii

» (k=1,2,3,...),
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relativ la polul simplu x = nz, n £ 0, observiam ci avem

cotx _,cot (z+mnm) _  cot x
A G T

X

Insa, in domeniul Iui # = 0, avem

1 Dt kx
(@t raf  (naft  (uayert T

de unde rezulta

cot o il
7 SRS
157! * (n:rc)"
37, = R .1 — : =(—1)n.
e—n SINTTT 7T COS N7 A
40 Fie
1: 1 1

= @+~ (@t (w— i

Pentru a calculd reziduul acestei functiuni in raport cu polul
@ =1, si punem & = i + h si si desvoltim expresiunea

: 1 hiy™
faicdy = (Ohi)» (1 = 7)
dupa puterile lui h. Reziduul ciutat va fi coeficientul lui%, adica

i nn+1)...2n—2)
- (n— 1)1

Reziduul funcfiunei considerate, relativ la polul 2= — i este
acelag cu semnul schimbat; cici suma celor doui reziduuri trebue
sd fie nula.
5%. Fie F(z), Fy(z) doua functiuni rationale intregi; sa conside-
Tam expresiunea :
Fi(2)
(z—2) F(2)’

In care z reprezinti un punct oarecare in plan. Polurile acestei
funcfiuni rationale situate la distantd finita sunt zerurile lui F(z)
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si punctul 2 = z. Relativ la acest din urma punct avem

Caliekal o A
553 (z—z)F(z) F(z) °

Fie # = aun zero de ordinul ¢ al lui F(2); vom avea, in domeniul
acestul punct, o expresiune de forma

Fy(z) .. A A
FZJ;) _(a:—la)a+ '”_l__m—(-la

+ P(xz—a); Ay £0.

De altd parte, putem scrie, in acelas domeniu,

e 1 = % +z—a+“‘;

1—z z—a—(v—a) z—a (z—a)?

prin urmare

R — et pe e Uk

s—u z=2) F(z)  (z— a)_a a

- Fi(2) A, A,
o

In fine, si calculim reziduul relativ la punctul @ = co. Dac&’
gradul lui Fy(2) este mai mic decat acela al lui F(z), reziduul funec-
tiunii considerate va fi nul; céci, in acest caz, gradul numaratorului
fractiunii este mai mic decat acela al numitorului cu cel pufin doud
unitifi. Si consideram cazul general si fie, in domeniul punctului oo,

Fl(x) == n p—1 1
22 _Bon i Bt £+ Bud B g oo

In acelas domeniu avem

1 1 z , il
— = Dot
Prin urmare
1 5B ()
7 1 o= s m—1 | 5 =
1592——56 F(2) Bz™ + B,z L ...+ B

Exprimind ci suma tuturor reziduurilor este nuld, obtinem (inlo-
cuind litera z prin litera 2) egalitatea

Fy(z)
F(=z)

A A i
=B LBam it 4B, ———
(v—a)e z—a
in care simbolul X se referd la toate zerurile numitorului F(=).
Aceasta formuld reprezintd expresiunea unei fractiuni rationale
printr'o sumd de fractiuni simple.
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o
(=23
e~

II. — APLICATIUNI

338. Numeroase sunt aplicajiunile teoremei asupra reziduurilor,
exprimatd prin egalitatea fundamentala

f f(z)dz = 2iz X reziduurilor lui (),
€ ~
in care functiunea f(2) este presupusi uniforma in aria limitata
de curba C si continua de alungul acestei curbe si simbolul X se
refera la toate singularitatile, presupuse izolate, situate in interiorul
curbei. Sa mai observim ci conturul C poate fi format din linii

de forme oarecari.

339. Determinarea citorea integrale definite de variabili reald.
Propozitiuni preliminare.

Propozitiunile urmitoare sunt adesea ori utile in evaluarea
integralelor definite:

19, Daca o funcgiune analitici f(x) devine infinitd intr'un punct
.a, astfel incit produsul | (z—a)f() | sd tindd cdtre zero impreund cu

e

luatd dupd un cerc descris din a ca centru, cu o razd o, tinde cditre

| x—a |, integrala

zero impreund cu Q.

In adevar, in virtutea ipotezei, la un numér pozitiv dat ¢ ori-
cat de mic voim, corespunde un numir pozitiv o, astfel i pentru
toate punctele situate pe cercul |2—a|= g, avem

| (z—a)f(2) | < &;
de unde |

’ a;:v,]< .L‘“L' 5 !xi=ns.
S| 2 [ 10 ae] <5 | =2

Prin urmare avem

lim | f(2)dz=0,
e=0 J ()
cici ¢ tinde citre zero impreund cu o.

Concluziunea precedent subsista evident daca in loc de a lua
integrala dealungul cercului intreg (¢) se ia dealungul unui arc al
acelul cere.

Obserpare. Funciiunea f(z) considerata mai sus nu poate fi
uniforma in domeniul punctului a. In adevir, dac f(z) ar fi uni-
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formd, punctul @ in care aceastd funcliune devine infinita ar fi
un pol sau un punct singular esential. In cazul intdiu, produsul
(z—a)f(x) tinde catre infinit sau citre o valoare finitd si diferita
de zero, dupd cum ordinul polului este mai mare sau egal cu 1.
In cazul al doilea, produsul considerat este absolut nedeterminat.

Exemple: {a]. f(z) = (z—a)—¢, 0 <a < 1.

[b]. Functiunea f(z) = log a se bucuré de aceias proprietate in
domeniul punctului 2 = 0. In adevir, punind z = reid, de unde
log @ = log r + i0, rezulta

lzloga|=r|logr+ 0| <r|logr|+r|0;
prin urmare

lim| alog z| =0,
=0

céci, precum se stie,
lim rilogir — 0.
r=0
20. Fie f(z) o functiune -analiticd uniformd sau multiform&
§1 sa presupunem cd produsul xf(x) tinde cdtre zero cind x tinde
cdtre infinit, in orice direcfiune ar fi; integrala

f e,

luatd dupd un cerc (R) cu centrul in origind st cu raza R, tinde
cdtre zero cind R tinde cdtre infinit. Cacl pentru R destul de mare
avem

| af(2) | < e,
¢ fiind un numir pozitiv care tinde citre zero impreund cu —-. De

unde _ = X

le Iﬂ!—— .
B e

prin urmare

hm || f(z)da=0.
R=w (R)
3% Daca af(x) tinde catre zero cand z tinde citre infinit

in interiorul unui unghiu AOB (fig. 38), integrala
B

f(2) dz,
(AB)
luatd dupd arcul (AB) tinde citre zero, cand punctele % 9
; 5 = e e : it ig. 38
A si B tindeitre infinit pe laturile unghiului (OA, OB). ~° ’
Acelas rationament ca mai sus.
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Exemple : [a]. — f(z) = eiz, 2 =1reil, 0 < 6 < m.

[b]. — f(2) =eis?, &= rei0, 0< 0 < 3.

4%, Dacid f(z) este o functiune pard, integrala

f(2) de,
(R)
luata dealungul cercului | z|= R, este nula. Cercul poate fi
inlocuit printr’o curba (C) avand origina ca centru. In adevar,
fie C; si C, arcele cari impreuna formeazi curba C, simetrice in
raport cu origina. Avem

f Cf(x) de = f Cf(:r.) dg = f Cf(x) de

Insd, in virtutea ipotezei, avem

ff:c)dw—ff—r ._—ffa)dm

cacl f(—a) = [(2) 5i pe cand z descrie arcul C, in sensul pozitiv,
— a descrie in acelasesens arcul C;. De unde rezulta

f Hyde—
5

5% Daca f(z) este o functiune impari, astfel c&
form catre zero, cind z tinde citre infinit, avem

tinde uni-

/(=)
z

fiok A B ey

R=ow Z— &

(R)

 filnd un punct oarecare la distanta finita. In adevir, putem scrie

(et e e b

Prima integrald din membrul al doilea este nula (4%); 1ar pentru
cea de a doua, avem inegalitatea

¢ tinzénd, in virtutea ipotezei, citre zero cAnd R tinde citre infinit.

340. Sd procedim acum la determmarea catorva integrale de-
finite.
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19, Fie

fl) = F

o functiune rationald care nu devine infinitd pentru nici o valoare
reald a lui @ s1 al cirei numiritor este de un grad mai mic ca numi-
torul cu cel putin doui unitafi. In aceste conditiuni, integrala

xR

+
L= | f(a)dx,

L
luata dupa axa realad are o valoare finita. Fie ay, as, ..., ay zerurile
lui F(z), situate deasupra axei reale si Ry, Ry, ..., Ry reziduurile

corespunzitoare ale lui f(z); vom avea
. n

I'= 2 2. R,
1

In adevir, din origind ca centru sa descriem un
semicerc (ACB) (fig. 39), situat deasupra axei reale,
cu o raza destul de mare, pentru ca si contie
in interiorul siu toate zerurile a;, @y, ... @n. 8 2 A
Luénd drept contur de integrajiune semicercul S
(ACB) si diametrul BA, vom avea

(ACB) + (BA) = 2in 2 R,.
k=1

Insa, in virtutea ipotezei, produsul zf(z) tinde catre zero cAnd
2 tinde catre infinit, in orice directiune voim ; prin urmare integrala
dealungul semicercului tinde catre zero, cind raza cercului tinde
cétre infinit §1 astfel obtinem rezultatul enuntat.

Exemple. Aplicdnd formula de mai sus, avem:

o S * dr . nntl)...(Z2n—2) =
B T (T (n—1)! 2on=317
+2 da 4
fi‘l"“’z": nsin
—® 2n

2% Fie f(sin z, cos z) o functiune rationald de sin 2, cos z care
nu devine infinitd pentru nici o valoare reald a lui 2. Integrala

Zo+2m
fJ = f(sin x, cos 2) dz,

in care z, este real §1 care este luatd dupa axa reald, are o valoare
finita, independentd de z, Aceastd integrali se poate calcula in
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felul urmator: Inlocuim sin @, cos z prin expresiunile lor in funec-
tiune de exponentiald si punem ¢ = ¢; avem

2 S —i2 14 ¢2 . dt
SIng =1 —o, 008 = A=,
IA

2t t

De alta parte, cand a creste dela @, pana la x, + 27, sau, ceeace
este tot una, dela 0 la 27, ¢ descrie in sensul pozitiv un cerc cu centrul
in origind si a crui raza este 1. Integrala propusi se reduce asa dar
la integrala unei functiuni rationale de ¢, F(t), luata in sensul po-
zitiv, dealungul acestui cerc. Reprezintdnd prin S suma rezi-
duurilor functiunii F(t) relativ la polurile sale situate in interiorul
acestul cerc, vom avea

= 25,

3% Sa consideram functiunea e olomorfda in tot planul
2= + 1y s1 si luAm integrala

f e dz

dealungul dreptunghiului OACB (fig. 40), ale carui douad laturi
OA = a, OB=1) sunt situate respectiv pe axele de coordonate
Oz, Oy. Integrala deglungul conturului fiind nuld, avem egalitatea

(1) (OA) + (AC) + (CB) + (BO) =0,
B C in care
—b a
0 — i (OA) =f e¥dx,
Fig. 40 £
b b

(AC) = Lf e—latiy)? dy = te—* f eV —2iaydy |

o

(GB) = -—-fa—(“r"b)’ dr = — e”’f e (cos 2bx — isin 2bz)dx,

b
(BO) = — if e’ dy .

o
Sa ducem aceste valori in egalitatea (1) si sa facem a = oo
integrala (AC) se anuleazad i tindnd seami de valoarea cunoscuta

o
obtinem ntegrala

: f e—*" cos 2badr = l%t o=
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4%, Funciiunea f(z) = = admite =0 ca pol de ordinul

intal si reziduul corespunzitor este 1. Din acest punct ca centru
cu doud raze diferite OA =r, OB =R
(fig. 41) sa descriem doud semicercuri si-
tuate, cel dintdiu sub axa reald, cel de
al doilea deasupra acestei axe. Valoarea

integralei i 75 B
o d I3
‘; x, . Fig. 41
luata dupa conturul ABCDEFA, va fi egald cu 2im:
(1) (AB) + (BCD) + (DE) + (EFA) = 2ix.

Integrala (BCD) tinde citre zero cind R tinde catre infinit. In
adevir, punind @ = Re’, produsul |zf(z)| tinde citre zero im-

‘preundi- cu —— pentru a <t <w —a, a find un numir pozitiv
— = b

R

oricdt de mic voim; prin urmare integrala transformata luata intre
limitele ¢ = a, t = @ — a tinde catre zero in acelas timp. De alta
parte, integralele '

a T
feiﬂ (eos t +isint) dt, feiR (cost—i—isif\ t) (]l
aT—a

o

au module mai mici ca a. De unde rezulta justificarea propozitiunii,
Pentru a evalua integrala (EFA) si punem z = re’ ; vom avea

(EFA) = l'f eir (cost +isint) Jp

—T

Facand ca r sa tinda ciitre zero, aceastd integrala tinde catre 7.
Prin urmare ficand s tindd in acelas timp R catre infinit i r citre
zero, egalitatea (1) devine

P 0 %
elx el.l‘ A
f—dz-{—f de = 13 .
o & A

Schimbéand in integrala a doua x in — a, egalitatea precedenta
devine

@

= @®
el e——il‘ =
f_dx—f» e — T
x x
o (]

sau
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5% Fie :
eaI
14ez °
a fiind o constanti reald, pozitivd si mai mica ca 1; sau, daca este
complexd, partea sa reald se presupune cuprinsi intre 0 si 1. Sa
considerdim un dreptunghiu ABCD, avand

f(2) =

D e una din laturi AB situati pe axa reald, latura
ir opusa CD la o distanta de cea dintdiu egala

A . = cu 27 si celelalte douid laturi simetrice in
Fig. 42 raport cu axa imaginard (fig. 42). In inte-

riorul acestui dreptunghlu f(z) are un singur
pol @ = im si reziduul corespunzitor este — cian, Fie AB — 2a;
vom avea

= : +& az
(AB) + (CD) = (1— c%an) f T da

3 27 etlatiz) : 27 eal—atiz)
(BC)=1f L 4> (DA) =—zf e e

ea+m: o 1+e—a+Lz

o

e, U i i : :
Fécand a si tinda citre infinit, ultimile doui integrale tind citre
zero, in virtutea ipotezei facute asupra lui a. Aplicand teorema
reziduurilor, obtinem

9 o 20T
wan
i )f e L

f+°° eaz 2in
——dr=— "= ___,
el 14-e* elaT __ —lan

f+°° e 7
= Q= —m————
et sinazm

Fiacand substitutiunea e® = ¢, egalitatea precedenti devine
y €g P

= —2ime

an ;
b

de unde

sau

% a1
= LT

ot =
1+¢ sinamw’
(7]

partea reald a lui a fiind cuprinsi intre 0 si 1.
6°. Sa calculam direct integrala

= ]
fl”‘; dz, 0<a<1.
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-
a aplica teorema lui Cauchy este necesar ca functiunea si fie uni-
forma in aria limitatd de conturul de integrajiune. Pentru a obfine
o asemenea arie, si facem in planul (z) o tdieturd dealungul axei

reale pozitive si sd descriem cercurile concen-

Functiunea nu este uniformi in domeniul lui z = 0. Pentru

trice | z| = r, | z| = R; r fiind oricat de mic si
R oricat de mare voim. In aria limitatd deaceste
cercuri si de tdietura consideratd, functiunea ANy A
datd este uniformd, avand polul z = — 1. e

Fie a, # doud puncte ale cercului (r), cel
dintai pe tarmul pozitiv si cel de al doilea pe
tarmul negativ al tdieturi (fig. 43); dease-
menea fie A, B doud puncte ale cercului
(R) situate in mod analog. Si consideram integrala

a—1
fiz+zdz=(aA)+(R)+ (BB) + (),
aA (R)BB(r)

luata dealungul conturului in sensul pozitiv.

Fig. 43

Dealungul lui @A s& luam arg z= 0, prin urmare, dealungul
tarmului () al téleturii, z%! este egal cu valoarea sa aritmetici
§1 scriem

e i

Pe tarmul (—), argz = 2x; de unde rezultd, pe acest {arm,

expresiunea
201 — a1 2im(a—) _ a1 ,2ima

Pentru a calcula reziduul relativ la polul z = — 1, observim ca pe
axa reald negativi avem arg z = m; prin urmare, pe aceastd axa
20— — o1 gimla—l) — _ a1 jima -

Reziduul cautat se obtine inlocuind in expresiunea precedenta z
prin 1:

Sa facem R sd tindd catre infinit si r citre zero; integralele
dealungul acestor cercuri tinzand citre zero, rezultd egalitatea

u 1

(1_e2imz)f f:-_a: dr = — Zineim";

o

de unde

K 7
f e e e
Ak sin a 7
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7°. Integrala lui Fresnel. S& consideram integrala

re—z' dz ,

luatd dupa sectorul circular OABO a cérei una din raze este indrep-
tata dupa axa reald in sensul pozitiv si a doua face cu cea dintdi
un unghiu de 45°% Avem

- R 2
(1) (OA)+(AB)+(BO) =0, (OA) = f ¢ da.
Integrala -

T
Rety

a
0 -l A (BO) = —fr ¢=7 dz

Fig.
o

se poate transforma astfel ca variabila de integratiune si fie reala.
Este deajuns a face substitutiunea
in
(2) z=1e ",
in care x este real si variaza dela 0 la R. Ultima integrala se poate

dar scrie A
R

I R
(3) (BO) = — e‘*f e~ dp= —"— ( (cos 22 — isin 2?) da.

o l/§ 80
Facand R si tindd catre infinit, integrala (AB) tinde catre
zero 1) si egalitatea (1) devine

(4) 1——{:[ (cos 2% — i sin 2%) dz.= f e dx V
V2de .

o

de unde rezulta

5 o 1 /=
T ol e
(5) f{, cos a2 da fo sin 22 dx 5 l/2

It
1) Puniand z = Re'2, avem

o @ 4Z

2 2
’(AB‘I<J' 0——1{’coisdt=f ..]-f ,0<a<7—;‘

o o a

Prima integrald din membrul al doilea tinde evident citre zero cand R tinde
citre infinit; in privinta celei din urma avem

7
2 1 2 o 1
f S R maf i i sint = g0 (1 e,

a

Limita acestei integrale, pentru R = 0, este dar egala cu zero.
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8°. Sd considerdm functiunea

a2

| b Ve
care admite punctele - 1, ca puncie de ramificatiune. Sa limitam
planul variabilei printr'o tdietura facuta dealungul axei reale si
cuprinsi intre cele doua puncte de ramificatiune; functiunea data
va fi uniforma in tot planul asa limitat. Integrala

a2n
f-l/r: ﬁd:r 5

luatd dupa o curba inchisa oarecare in interiorul cireia se gaseste
taletura are aceias valoare, cici in aria cu-

prinsa intre doud asemenea curbe, functiunea

de sub semnul [ este olomorfi. Sa luim

drept una din aceste curbe drumul abeb’a’c’'a

format din doud semicercuri a'c’'a, beb’ avand S
centrele lor in punctele de ramificatiune si o

razd o foarte micd si din cele doua tarmuri

ab, a’b’ ale taieturii; drept a doua curba si

Fig. 45
ludm un cerc cu centrul in origind si cu
o razd R foarte mare (fig. 45). Vom avea
:I?2" d
’ ’ Ay — '1"'
(n (ab) + (beb') + (b'a’) - (a'c'a) = 1/17 S

(1)

Sa facem p sa tinda citre zero: mtegralele dupa cele dous
cercuri vor tinde ecitre zero. De alla parte, pe cele doua
tarmuri ale taieturii, f(2) avand valori egale si de semue contrarii,
rezultd

(b'a’) = — (ba) = (ab);

prin urmare la limita, pentru o = 0, egalitatea (1) devine

+1
5 5 2 220 dx
@) Pima, ) S
4 (R)

Integrala din membrul intaiu este luata dealungul axei reale pe
tarmul (4-) al taieturii si integrala din membrut al doilea dealungul
cercului {R) in sensul pozitiv in raport cu origina.

S& luam, pentru a fixa ideile, ramura /1 —2a2 care se reduce
la + 1, in punctul 2 = 0, privit ca situat pe tarmul (4) al taie-

1§ DAVID EMMANUEL
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turni. In acest caz, radicalul din membrul intai al egalitdtii pre-

cedente este real g1 pozitiv. Si cautam valoarea integralei din
membrul al doilea. Pentru |z | > 1, avem

Pentru a vedea ce semn corespunde ramurel noastre, si ne re-
ferim la studiul radicalului /1 — 2% S’a vazut (245) ci aceastd

ramura este, pentru z real §i mai mare ca 1, reprezentata prin

T,

radicalul fiind pozitiv. De unde rezulti ci in desvoltarea prece-
dentd trebuie s luam semnul — in membrul al doilea. Avem deci

HA 2731

(3) (1~x2)“%=—i[1+;1—.;l‘2—+...

Aceastd expresiune este valabila in toatd intinderea planului
exterioard cercului descris din origind ca centru cu raza 1, cic in
aceastd regiune fiecare ramura este olomorfa. De unde rezulta ca
reziduul funcfiunii f(z) corespunzator punctulul infmit este

A3 B ()
B B e

prin urmare egalitatea (2) devine

+1 :
i o) o3 i (2n—1)

(%) fl/1__x2= ¥ Sk

=t | y
De unde

1
. Prdy  1.3...02n=1) 5
() ]/“1_?.— T4

In cazul n =0, formula (2) da

(6) fmf_xz e
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de unde

& : dx o
) . f i

9°. Sa considerim integrala

+1
d

=

(z—a) VT—_TE ¢

a fiind (pentru ca integrala sa aiba un sens) o cantitate oarecare,
necuprinsi intre —1 si + 1. Functiunea de sub semnul [ este
uniformé in tot planul limitat de tdietura (— 1, 4 1), avand punc-
———— 53 luim
1— a?
drept contur de integratiune pe cel considerat in exemplul prece-
dent i sa presupunem R destul de mare pentru ca punctul a si fie
in interiorul cerenlui (R); vom avea

tul 2 = a ca pol, reziduul corespunzitor fiind

o vde 2in
R s S e A
(x—a) |/ 1— 22 = V1 —a

(R)

Facand (R) sa tinda citre infinit, integrala dealungul cercului
(R) tinde cétre zero; de unde
+1
(1) dx _ = :
(x—a) |/1—a |/1—a?
s

radicalul din membrul al doilea avand valoarea ce primeste in
punctul @ ramura /1 — 2% care figureazi sub semnul [
Pentru a preciza aceastd valoare, si punem

z=a+if, /T— 22=A + B

Este evident cd A nu poate fi nul decAt pentru « real si in va-
loare absoluta mai mare decat 1. De unde rezulid ci A, care variazi
intr’'un mod continuu impreuni cu =z, pistreazi un semn invariabil
in fiecare din cele dou#t semiplane separate prin axa reali. Insa,
ramura consideratd fiind egalid cu 1, in punctul 2= 0 situat pe
tdrmul () al taieturii (— 1, -~ 1), rezultd ci in vecinitatea ori-
ginii, A este respectiv pozitiv sau negativ, dupi cum 2 este deasupra
sau dedesubtul axei reale; de unde rezulta ci A este de acelas semn
cu f.

18*
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Printr’un rationament analog deducem semnul lui B. In adevar
B nu se anuleazd decit pentru valori ale lui o de forma x = if.
Facem abstractiune de valorile reale ale lui @ cuprinse intre — 1
si + 1, céel @ nu sirdbate acest segment. Asa dar B nu-si schimba
semnul decAt atunci cind 2 stribate axa 1maginara. Insa, precum
am vazut in studiul radicalului ]/1 — a?%, pentru 2 real si in va-
loare absolutd mai mare ca 1, B= 0 dupa cum a este pozitiv sau
negatliv. De unde conchidem ca B este de semn contrar cu a. Acest

rezultat se poate verifica cu ajutorul egalitatii |/1 — (a« - 18)?
=A 4 iB, care dd AB = — af.
Sa presupunem a real si mai mare ca 1 si sd inlocuim in (1)

]/] — @* prin — 1 ]/a?'————ﬂg vom avea

5 [4‘1 s b
(2) ._1(a—x)l/1.._$2:l/a2_1a

radicalul din membrul al doilea fiind pozitiv.
10°% Sa céutdm, ca ultim exemplu, valoarea integralei

1

y .

A 2 [=| logsin nx dz.

o
Sa consideram, pentru aceasta, integrala
DN
0 EiEe :
log sin madz,
Fig. 46

dealungul dreptunghiului avind ca bazi segmentul (0... 1) al axe
reale si o iniltime ce reprezintam prin a. Din acest dreptunghiu,
s& excludem varfurile z =0 si z =1 prin cite un cadran avand
centrele in aceste puncte si o raz3 foarte mica. Integralele dealungul
acestor cadrane tinzand catre zero Impreund cu raza, rezulta egali-

tatea
1

(1 f log sin wada = if [log sin iy — log sin (1 - iy)] dy

1
+f log sin 7w {@ + 1a) da.

Pentru a calcula valoarea expresiunii
log sin @iy — log sin (1 + 1y) ,
si cautdm variatiunea functiunii

log sin (2 4 1y) ,
cand z variaza dela 0 la 1. Valoarea absolutd a lui sina(z + 1y)
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fiind aceias pentru @ =0 §i x = 1, este deajuns a cunoagte varia-
fimea unghiului 6(2) = arg sin 7(x + ty). Avem

sin 7r(x +- {y) = sin 7w cos hay -+ i cos wa sin hay,
prin urmare

sin hwy

O(x) = arctg (col, BE — hny) et

Functiunea 0(x) variazi intr’un mod continuu cand 2 variaza dela
7 ! 7
0'la 1; daca dar luiam 6(0) = -, obtinem 6(1) = — 5-. De unde
2 : 2
rezulta
log sin iy — log sin (1 + 1y) = .

Ducand aceastd valoare in egalitatea (1), avem

i
(2) = — 7a +f log sin #(x + fa)dx .
1 o
De altda parte avem
£ Y gty Sy T 2 2=y 97,
sin __‘[(‘1‘, i lar) i !z leTa—I T (1 i :m+_m.r);
de unde

log sin (2 + ta) = — log 2 + g + ma— iz + log (‘l.-—e_"’“""LQ’.’m),

1

1
flo‘a" sin 7w (@ + w)de = —log 2+ 7a + f log (1 —e

0

2a + ?_i;rt.v)d T,
Ducand aceastid valoare in egalitatea (2), obtinem

‘a1
(3) I= —log 2 +f logidi— &7 e imngy

= — D L Vima . % - . o
Insd log (1 — g—2ma+ 27 tinde citre zero cand a tinde citre

+ 0, pe cdnd membrul intaiu este independent de a; rezultd
1
(4) f log sin @wada = — log 2.

- 0
Observare. - Integrala din membrul al doilea (3) este nuld pentru
g 5 e . 9,
orice valoare a lui.a > 0. In adevar, punind ¢ =" = a, avem
a < 1, prin urmare

2inma

it — :
n

log (| ol aeﬂimr) e GRS

= b8

1

f log (1 — aedine) dp = - 3| 20
0g (1 — aeZimx) de = — 2nizwe | —
3 = ) 27Z 3 n2 e : O 3
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III. — ALTE APLICATIUNL

341. Desyoliarea unei funcfiuni meromorfe inir’o serie de fractiuni
rafionale. Fie f(z) o functiune meromorfid in tot planul, adici o
functiune uniforma, care in toata intinderea planului n’are alte sin-
gularitafl decat poluri. Ne mérginim la un caz particular, anume,
presupunem ca existd contururi C;, G, ... C, din ce in ce mai
departate de origind, intinzindu-se spre infinit in toate sensurile,
pe carl modulul functiunii f(2) rimane inferior unui numir fix M.
Reprezintand prin C, conturul ale cérui puncte se depirteaza la
infinit cAnd n tinde citre infinit, presupunem ca avem

. 1= .
lim Sz 2uhe,
A fiind o constanti determinatil).
S5a aplicam teorema lui Cauchy, integralei
1 z
9 4

NNz —g
Cn

 fiind un punct in interiorul conturului C,, diferit de un pol al
functiunii f(z).
1(2)

Reziduul functiunii wrelativ la polul 2 este f(z).

Fie a un pol de ordinul m al functiunii f(z), in interiorul aceluias
contur; avem, in domeniul punctului a,

A, A
f(z)z(z__a)m—l- oo+ z—1a+P(Z_a)
si
4 L% —1 St 1 (z_.a)m—I 1 I .
z—a:—w—a—(z——a)_ ‘[x__a‘}‘---‘{‘—(x_—a)m—r ..J,
de unde conchidem
773 f(z) 2L A]. AA.2 Am,
£Z—¢“"ET]+@:§+~-+GTEA

Avem aga dar egalitatea

1 /(=)
Dot Cz—-a:dZ:f(m)‘“Z[

A m
1+.“+_ﬁ44,

T—-a (z—ia)®

') Pentru un caz mai general a se vedea. E. Picard, Traité d’Analyse, t. II,
pag. 172. Deuxiéme édition.

Cazul cel mai general de descompunere al unei functiuni analitice intr'o serie
de fractiuni rationale, se va tratd mai departe prin teorema lui Mittag-Leffler.
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sau o
oA A An_1.
(€h) f(:v)—%fcz_xdz%-Z[ﬁa-!-...-l— x_am]s

suma din urmi se refera la toate polurile funciunii f() cuprinse
in interiorul curbei C,.
Sa cautam hmlta integralei cand n tinde citre infinit. Putem

serie
(=) 1(z) f(z)
f d s dz + x fc::——(z i dz .

Cn

Voim s& aratim ci ultima integrald tinde cétre zero. In adevir,
in virtutea ipotezei, |f(z) | <M; prin urmare

L e S N L
R

Reprezentand prin r, distanta cea mai mici dela origind la con-

turul C,, , putem presupune conturul (cerc, dreptunghiu, poligon, .. .)

astfel ca raportul si ramAnd inferior unui numiar fix k; prin

n

| dz o i k
lfCTT)I< R o

Membrul din urmi tinzind citre zero cand n tinde catre infinit,
propozitiunea este justificatd. Avem asa dar

: (@) 1(z)
1111=n:o z2— & e n=wf

Cn

urmare

Prin urmare facind n = oo, obtinem desvoltarea cautatd

n=» C (fc—a)m

Observare. Termenii seriei trebuie considerati prin grupuri, un
grup fiind suma termenilor relativi la acelag pol; apoi, ordinea
termenilor este determinati de ordinea contururilor C;, Cy,. .. Gy, .. o,
adica termenii seriei sunt dispusi in ordinea modulelor crescande
ale polurilor functiunii.

@ - fla)= A-i—hmZ[Aa ...+__AL]'

342. Sa aplicam cele ce preced functiunii

flry —=cot ma.
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Aceastd functiune are polurile simple 2 — n, n primind toate

valorile intregi dela — oo la -+ co. reziduurile corespunzitoare

1 : :

sunt toate egale cu —. Sa luam drept contur C, un dreptunghiu
7

ABCD (fig. 47), ale carui laturi sunt paralele cu axele de coordo-
nate si simetrice in raport cu aceste axe,

B : 3 5
latura AB, perpendiculari pe axa reala, ire-

cand prin punctul z = n - +. Reprezentand
prin z un punct oarecare al conturului, sa

- 1,
M e wor e |2

punem
7wz = a + 1.
S Avem
z : cos @ cos hff — i sin a sin hf
Fig. 47 cot mz = : 5

sin @ cos hfi + ¢ cos @ sin BB’
de unde S
cos?a -+ sin2hf

cot it — =t o
% sin%a + sin2hf

Dealungul laturilor AB, CD membrul al doilea se reduce la
sin2hf
< L 4 sin2hg
tar dealungul latumlor BC, DA facand p sd tinda catre - oo, el
tinde catre 1.

I

Asa dar prima conditiune, anume ca modulul functiunii f(z)
dealungul contururilor considerate, si nu treaci peste un numar
fix este fmplinita.

In ce priveste a doua conditiune, avem, dealungul tuturor acestor

cot 7z
f =0,
Cll

: Cobrs. ;
funetiunea —— fiind para (4%, §339).

dreptunghiuri,

Din cele ce preced rezulta pentru functiunea cot 2, in virtutea
formulei (2), desvoltarea urmatoare s

+m l l »
(B) —meat Tx ==thm o2 ek iEl et + X
M=% n=—m L — N T 1
343. Funcliunea
1

sin wa

() =

are aceleasi poluri ca functiunea cot 72, reziduul relativ la polul

(= e

z = n find egal cu . Consideratiuni analoage cu cele de mai



APLICATIUNI 281

sus conduc la concluziunile urmatoare: Dealungul contururilor con-
siderate avem

| 1 |
. =
| sin mwz | =
si ntegrala
deii s
Z SiN 7z
Cll
De unde rezultd desvoltarea
+m I
(4) AT R Uy e (A B
Mm=x n=—=In T — N
| b 2 (— 1) ( | , | )
et - L P e ST _l_ =
- n=1 Zi—h-

344, Exprestunea sumei
oo
51
et )
T
in care n primeste toate valorile intregi dela 1 la oo §i k este un
numdr intreg poziliy oarecare.

Pentru a obtine aceastd expresiune si considerim integrala

cot mx
= dl', [
e
CIL

dealungnl dreptunghiurilor considerate in exemplele precedente.
Functiunea :
cot w2
22k
are polul z= 0 multiplu de ordinul 2k + 1 si polurile simple

z=n=%0 cu reziduurile corespunzitoare = Avem asa dar
wn2k

egalitatea

cot mx e LS . . cotmx
(1) f = drx=2; > T Vel ———
C

2 2k 2
2 oA R
n

in care simbolul X’ exprimi ca valoarea n = 0 este exclusi. Se
recunoaste usor ca integrala din membrul intdiu tinde catre zero
cand n tinde catre infinit. De unde rezultd expresiunea

e T cot ww
@ S SRR A g
1 ™ 4 p=o I
Facand succesiv k=1, 2, 3, ..., objinem sumele
) —2 » - 4 [v oS 6
z_J;Z“, S ELZE__,_,_
1 n? 6 1 nt 90 1 n% - -945
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344 bis. Integrarea ecuafiunilor diferenfiale lineare omogene cu
coeficienfi constanfi. Fie

d Y dn,—ly

dn—-2
(1) Fy="Z+aittas?

dan—2

ey )

0 asemenea ecualiune si
(2) &) =z"4+a, 2" 1+ auz"24 ... +a,
polinomul caracteristic corespunzitor. Fie z == 7 un zero al poli-

nomului f(z) 51 P(z) o functiune olomorfi oarecare in interiorul unui
cerc cu centrul in punctul r. Expresiunea
. P(z)

1 P(z)
3 Y= — P dz = R e
(%) 2im - 1@ = f(2)
este o integrald particulard a ecuatiunii (1). Cici, derivand integrala
in raport cu z, avem

2
(4) dy =i 26%% i, dz, y = 2—1~f z%e%® = dz, ...

dz  2in . - 1) da? o f(z)
dry 1 P(z)
= o Zhezt M7 dZ
d.x" 2in & f(z)
si ducénd aceste expresiuni in ecuatiunea (1), rezulta egalitatea
1 3T =0
(5) Fy) = o f o PE)de =0;

adica functiunea reprezintata prin integrala (3) satisface ecuatiunea
propusa.

Ezemplu. Fie f(z) = (z — r)*fy(z), f1(r) # 0. Avem; in domeniul

punctului z = r, desvoltari de forma

P — At Ae = D A= 1 A

% — p(r+z—r)

xa~1

=erx[1+ TE=n+ .+ oy g ]

de unde integrala

a—-l a—z

e e s et

in care coeficientii Ay, Ay, ..., A, , sunt arbitrari.

= ght [A

Solutiunea generala a ecuatiunii (1) va fi dati de suma integralelor
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particulare relative la toate zerurile polinomului f(z), sau de integrala

B
fnfg‘ fla) %

luatd dupd o curba inchisi C, care contine acele zeruri §i in care
functiunea P(z) este olomorfa. :

345. Caleulul sumei (Gauss)

2o
Z1TT
n—1 3T

o I
2 e
k=0 .
k primind valori intregi si n find un numiar intreg pozitiv.

Consideram integrala

;L: 22 A B
o2ims — 1 dz, l

luata dupi conturul aliturat pe care il repre-
zintam prin C (fig. 48):
C=Aa+taa'+a'A'+A'B'+B'b'+b'b+bB+-BA,
Aa=dA' =BV =10B
AB= KB = 24 5 B
arcele aa’ s1 bb" sunt semicercuri cu centrele in &t
n

punctele z =10, z = 5 avand o raza foarte mica r. Laturile AA’, BB’

sunt perpendiculare pe axa reald, cea dintii trecind prin punctul

: n e .
z=20, cea de a doua prin punctul z= . In interiorul acestui

2
confur functiunea :
2iw _,
n &
(:) =~
f” Sl 1
n’are alte singularitafl decit polurile simple z = k cu reziduurile
2in n—1 -
— k2 1,2, ... ——, (n impar),
S : 2
et , k=
2w

1,2, _'21_1 (n par).

Acestor valori corespund egalitétile

n-2—1 27117_5 kz ;
(1) fRldz= 2 e (n impar),
C k=1
—1 2:_7]\2
(2) f(z)dz = 21 e (n par).
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Ele se pot inlocui, in virtutea egalititii

2iw

D%
e 27 (n—k)?
(3) n I
Cxlie—p
prin cele urmatoare
Jn—l 2'_:7 2
(4) f(Z) Zes i e
oy
g1 :)ﬂkz P
(5) ff Vdz — — —Se

Sa caleuldam mtegrala din membrul intai.

(n 1mpar),

l7T

()

In domeniul punctului

n

(n par).

z= 0, avem
=2k
fiz) = Tm-;‘f‘P(z),
de unde
. 1
(6) lim J' (z)dz = — —-
r=0 aa’ ~
: , n :
In domeniul punctului z = 5 lunctiunea este olomorfa, sau de
forma -
2[:{(:1)2
1 e 2 "
A SRR 3 )
f(") T e i P('-' 9 )a
2
dupad cum n este impar sau par. Avem dar respectiv
14 P I p
0 (n impar),
g . 2im 2
(7) hm | f(z)dz = A l—n g)
r=o ¥ b% e “" (n par).
Dealungul laturei care trece prin origind avem z = iy. Punand
OA = OA" = p, obtinem
_._Izl'nyz = _-inyz
n
(Aa oA =i ] ¢ dy + i 4 dy
e—2ny x —2my
T AT
L s
®) — it gy
ST = — ZTTY 27y
e Y. 1 J__J
¥
I
T s
=1 e dy.
s
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n

2

: . n .
Dealungul laturei care trece prin punctul z = > punem z=- +1y;

prin urmare avem

P 2iw( n L Quf w2
'eT(TL iv) PT(?_W)
(B'Y + bB) = ¢ nizm — 2y + nim+- 2wy [N dy
e oy I e =
(9) Yok
D
—_")inzz
— j—n = de

Integralele dealungul laturilor paralele cu axa realda tind cdtre
zero, cind aceste laturi se depérteaza la infinit. In adevar, dealungul
laturit AB, avem z = @ -~ ip; prin urmare modulul integralei (AB)
satisface inegalitalea

:_',L hm p
n

| (AB) | < =

| e—i’np
7 o

= . n\ . S n
Sa descompunem intervalul (O,, ) in doua mtervale (0, &), (8, »'),

2 2
= S S s =, : n :
& fiind pozitiv i oricat de mic voim. In intervalul £ functiunea
de sub semnul [ tinde citre zero cind p tinde citre 4 oo, prin
urmare §i integrala tinde catre zero. Relativ lo primul interval,
avem inegalitatea
Aw
& —-— By
n p &
o dz < —
1_ —27p 1— ¢ 27p
o

in care membrul al doilea tinde cétre zero impreund cu e. Asa dar
mtegrala (AB) tinde cétre zero cand p tinde citre +- co. Sa con-
sideram integrala (A'B’). Dealungul acestei laturi punem z=a — ip;
de unde

2 " ha
H‘P‘l
’ ’ e
(A'B’) <
‘_2.":])__1
e o
Sa facem substitutiunea
n ’
z2=— —a;
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obtinem, suprimand accentul,

Db gy

e 2= P
e e
e dx = S dx.
e TR=} 1— e—=7P

o o

Integrala din membrul al doilea coincide cu cea relativ la latura
AB; prin urmare tinde in acelas timp citre zero.

Asa dar, ficind suma integralelor dealungul conturului consi-
derat, in care facem r sa tindi catre zero $i p cétre infinit, gisim,
in virtutea egalitatilor (6), (7), (8), (9),

0

2irm 2z
e nt -k
(10) R e dr=-1 X ’
k=o

o

n fiind un numir intreg pozitiv par sau impar. Integrala din mem-
brul intai se calculeazi ficand in egalitatea cunoscuti

Cl

f e dn = @,

o
substitutiunea
2
—
obtinem
i

Sl .
14 a2 1 o N 3
G2 foe + dw-:ﬁ]/ne =i

Substituind aceastd valoare in egalitatea (10), obtinem, pentru
suma lui Gauss, expresiunea

n—1 Eﬂz 2 k 3
1+ {ln

o T o ; 3
= T Vr=t0+)t+in )/
Aceasta expresiune se simplifici daca punem in evidenti va-
lorile resturilor diviziunii lui n prin 4. Astfel, reprezintind suma
din membrul intiiu prin S,, avem formulele

Sn=(1+1i)]/n, pentru n = 4m,
S =1/ h

1/ n » n=4m+ 1,
Sp=0 y n=4m+2,
Sn=1/n » n= 4m -+ 3.

Suma Iui Gauss se prezintd in problema diviziunii cercului in
parfi egale,
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346. Numdrul zerurilor gi al polurtlor cuprinse intr’o regiune daid.
Fie j(z) o functiune uniforma fira puncte singulare esentiale
’

: ¢ i e : oy A
intr’o regiune datd si si considerdm derivata sa logaritmica ff((—)) :

@
Un punct ordinar @ = a al functiunii f(z), in care aceastd functiune
nu se anuleazd, este un punct ordinar al derivatei sale logaritmicel
Sa presupunem ca @ este un zero sau un pol al lui f(z) de un ordin m.

Vom avea, respectiv, in domeniul acestui punct, expresiuni de forma
[(2) = (v—a)" P(2—a), f(z) = (z—a)™ P(2—a),

seriile P(2—a) fiind diferite de zero in punctul a. De unde rezulta
respectiv

]U(l) = ﬂ_ —I—y(l’—a),

Hz) = v—a
fl2) —-m |
VCheir=

Asa dar in ambele cazuri, punctul @ este un pol de ordinul intai,
al derivatei logaritmice §i reziduul corespunzitor este m sau — m,
dupd cum acest punct este pentru f(z) un zero sau un pol de ordinul
m. De aci rezulta ca dacd reprezintdm prin u si ¥ respectiv numirul
zerurilor §i al polurilor functiunii f(z) cuprinse in interiorul unei
curbe inchise C, situatd in regiunea consideratd, fiecare zero sau
pol fiind socotit de atitea ori cite unitdti sunt in ordinul siu de
multiplicitate, vom avea, aplicAnd teorema reziduurilor, pentru
diferenta dintre numarul zerurilor i al polurilor, expresiunea

, 1 (1@
o = gim) o fie)

dz,

mtegrala fiind luatd in sensul pozitiv.
Egalitatea precedentd se mai poate scrie

1
(2) H—r= 2z—nf d log f(z) .
(v
Punand f(z) = e, ea devine
1 1 s
(3) ,u—v:z—in Cd10g9+ﬂ Cd@

Prima integrala din membrul al doilea este nula, cici log o st
reia valoarea initiald cAnd z descrie o curbd inchisai. Numind 6,

si 0; valorile initiala si finala a argumentului 6, vom avea

1
%) = o (06,
(5) 0,0, = 2(p—) ,
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adicd variafiunea argumentului unei functiuni uniforme, cind va-
riabila descrie o curbd inchisd in sens direct, este egali cu 2z inmuljit
cu diferenja dintre numdrul zerurilor st al polurilor functiunii, cuprinse
in interiorul curbei.

Daca functiunea f(2) este olomorfa in interiorul curbei C, avem
» = 0 si numarul zerurilor sale cuprinse in interiorul acestei curbe
este dat de integrala :

)
6 t=5-=1 F~do= s~ dlog f{2)dz
(6) & o= (f(,l.) e i g f(v)dx,

sau de expresiunea

¢ ; 1
(7) r= P (6,—05) -

0, si 0, avind semnificiivile de mai sus.
347. Daca f(a) este o functiune rationala, derivata sa loga-

ritmicad este de asemenea o functiune rationald. Exprimand ca

/()

suma reziduurilor functiunii
S f(x

, pe toata sfera, este nula, rezulta

¢& o funciune rafionald are atitea zeruri cite poluri. De aci rezulia
imediat teorema fundamentala a algebrei: o functiune rationald
intreagd de gradul m, are m zeruri. Cici o asemenea functiune ad-
mile punctul oo ca pol unic de ordinul n.

348. Teoremd. Fie f(x) si @(x) doud functiuni olomorfe intr'o
regiune dati i C o curbd inchisi situatd in aced regiune. Dacd dea-
lungul lui C avem

le(2) | <[ i) ],
funcfiunile f(z) si f(2) + @(a) vor aved acelas numdr de zeruri in
intertorul acestei curbe.

S& reprezintim prin m si n numérul zerurilor fiecareia din aceste
functiuni cuprinse in interiorul curbei C; vom aved, in virtutea
formulei (6),

n—m= 21:1 fcd log [f(l) + <p(:r)] - ﬁf( d log f(x),

sau

ot T ]
n—m— %f d log[ s )
Pentru evaluarea acestei integrale si punem

p(z) .
flz) ’

z =
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z este o functiune uniformi de a in regiunea considerati: curbei C
it va corespunde asa dar pentru z o curba inchisa I’ si vom avea

.fcd l"g[i % ?((:))] Zfrd log (1 +3).

Insa, in virtutea ipotezei, dealungul curbei I" avem |z|<1;

punctul z = —1 este asa dar exterior acestei curbe. Prin urmare, in
interiorul lui I precum si pe I', log (1 + z) este o functiune olo-
morfa. De unde rezultd egalitatea

fdlog(l+:)=0;
i

prin urmare n = m.

Este evident ¢ teorema subsistd, daca ¢(x) se reduce la o con-
stantd A, a cérei valoare absoluta este mai mici decit cea mai
mica valoare ce primeste | f(2) | dealungul curbei C.

349. Expresiunea unui zero sau al unui pol cu ajutorul unei
integrale. Fie f(z) o functiune meromorfi intr'o regiune datd si a
un zero de ordinul m; reziduul functiunii

f(2)
in raport cu punctul a, care este un pol al acestei funcguuu este ma.
Prin urmare avem

: 1 af{a)
(1) e Zmrrf(,)f o

integrala fiind luatd dealungul unei curbe inchise in interiorul cireia
f(#) n’are nici un pol si nici alt zero decit a. Daci punctul a este
un pol de ordinul m, este deajuns a inlocui in formula prpcodenld
m prin — m.

350. Fie C o curbd inchisd care nu trece prin nici un pol sau
niciun zero al functiunii /(). S& reprezintam prin Za, Xb suma zeru-
rilor §i a polurilor functiunii f(x), cuprinse in interiorul curbei C,
fiecare zero sau pol fiind repetat de atitea ori cite unitili sunt in
ordinul sdu de multlphcltaie‘ vom avea, in virtutea celor prece-
dente,

: 1 zf (%)
gy e
T b_ 297, /(1)

(.T.

19 DAVID EMMANUEL
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Intr’'un mod mai general, fie F(a) o functiune olomorfi:; vom

avea egalitatea

3 F(a)-SFb — LIM@ G

271;76 ¢ f(a)

in care XF(a), TF(b) reprezinta suma valorilor ce primeste F(2) in
toate zerurile @ si in toate polurile b ale functiunii f(2). Intr’un zero
sau pol multiplu, termenul F(a), respectiv F(b) este repetat de atitea
ori cate unitdti sunt in ordinul de multiplicitate al acelui zero sau
al acelui pol. Aceasta egalitate se justifica, observand cd F(a) este
E(a)f'(2)
/(@)

S& presupunem functiunea f(z) olomorfid in interiorul lui C si
fie F(z) = of, k find un numér intreg pozitiv; vom avea

reziduul functiunii relativ la un zero simplu al lui f(2), ete.

Sak — i alf'(x)
2im) . f(x)

dx

"CAPITOLUL XVIII.

INVERSIUNEA SERIILOR INTREGI. TRANSFORMAREA
CONFORMA. PRELUNGIREA ANALITICA.

351. Fie )

(@) af = P el e @y 05
o serie intreagd convergenta intr’un cerc (R) avind punctul 2 = 0
ca zero de ordinul n. Existd un numir pozitiv r < R astfel ca, in
interiorul cercului | 2 | = r, P(2) s& nu aibd alt zero decat punctul
2 =0 gl sd nu se anuleze dealungul acestui cerc. Fie m valoarea
minimé ce primeste | P(x)| cAnd 2 descrie cercul (r); m este mati
mare ca zero. Din punctul y = 0 ca centru sd descriem un cerc
cu o razd ¢ < m si fie y; un punct situat in interiorul acestui cerc.
Ecuatiunea

Play=igi—=.0

va aved in interiorul cercului |z |= r acelas numir de zeruri ca

ecuatiunea P(2) = 0, adicd n zeruri (348).

352. Sa consideram intai cazul n = 1. Fie
=B —t e s e s a # 0.

In acest caz. unui punct y,; situat in interiorul cercului |y | = o,
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corespunde un singur punct 2y, in interiorul cercului | x| = r, astfel

ca ecuahunea

Play) =y,
sa fie satisfacutd. Voim sa aratim ci 2, se poate reprezinta
serie intreagd de y;, convergentd in interiorul cercului (0). Supri-
ménd indicii, seriind 2, y in loc de a, Yy §i reprezintand prin z va-

riabila de integratiune, solutiunea considerata » se poate exprima
prin integrala

prinir’o

: il D P R
{2) T Zim ) Pla)—ydz,

(r)

luata in sensul pozitiv. In virtutea 1potezei, avem |y |<<|P|(z)

pentru toate valorile lui z cari satisfac conditiunea |z|=r; prin
urmare putem scrie
i 1 Y i
3 — = R —
NI TEErieS TP e T

Sa punem

oo Lp Py
(4) b"‘?f P" )

sau, mtegrand prin parti,

1 dz
T g )
bn— 2 nizw Pu() o(m=1,2 .. ).

Observand ca b, = 0 inteorala 3) ne da, pentru a, seria
0 ’ =3 » P 2
(6) T =biy by g
valabild in interiorul cercului |y |= p.

Operatiunea de a deduce seria (6) din seria (1) constitue ceeace
se numeste inversiunea seriei (1).

Determinarea coeficientilor b, se poate face inlocuind in ecua-
tiunea P(x) = y, x prin desvoltarea sa (6) si identificAind ambele
membre. Obtinem astfel un sistem de ecuatiuni liniare

1*="ab;;
ik 2
0 = a;b; + azb2,
care determina intr’'un mod unic necunoscutele 15105, = Sl o
Coeficientii b, se mai pot obtine, observand ca avem

1 (dr
b= n! ( dyn )0

19*
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SidiEs : dae  d2x : : :
si cd derivatele o @E y ---, se pot calcula cu ajutorul deriva-
( :
d d? :
telor d_Z’ dTvZ , -+, date de ecuatiunea (1).

353. Sa consideram seria

(7) ¥y — yo= ay(@ — ) +ay(z— xR+ .o, a; £,
convergentla intr’un cerc cu centrul in punctul @,. In virtutea celor
ce preced, putem enuni{i teorema urmitoare :

Ezista un numar pozitiv o, astfel c¢i pentru toate valorile lui y,

=

cart satisfac condifiunea |y — yo| < p, ecuatiunea (7) se poate re-
duce la identitate ludnd pentru x o serie de forma

(8) T = g ="bi(y = yo) +baly — Y2+ . ..

354. Fie acum

(1), ' y = [(2)
o functiune olomorfa intr’o arie data (A) si x, un punct al acestei
arii, in care derivata f'(z) este diferitd de zero. Reprezentand prin
Yo valoarea lui f(z) in punctul z,, rezultd din teorema precedenti
ca exista o serie de forma

(2) &= zy+ bi(y — yo) + baly — Yo)* + - .-,
convergentd in domeniul punctului y,, care reduce la identitate
ecuatiunea (2). ,

Aceastd serie da nastere unei functiuni analitice x = @(y), nu-
mitd funcfiune inversi a functiunii considerate. In virtutea teo-
remei asupra permanenlei analitice, elementele deduse, prin pre-
lungire analiticd din elementul primitiv (2), substituite in locul lui
x, vor reduce ecuatiunea datda (1) la identitate.

Din teoria precedentd rezultd cd punctele singulare ale funec-
tiunii @(y) nu se pot cuprinde decit printre acele puncte y corespun-
zatoare punctelor x, in cari derivata f'(2) se anuleazi sau in care
functiunea f(z) inceteaza de a fi olomorfa.

355. Sa consideram aeum cazul n > 1. Fie

(1) y=P(a) =az® fFa "t 4+ 5 a£0
$1 &y, Xy, ... Ty cele n valori ale lui 2, vecine cu @ = 0, corespunzi-
toare punctului y vecm cu y = 0, pentru cari functiunea P(z) — y
se anuleaza. Aceste valori ale lui  se pot obtine explicit in modul
urmator: ;

Extrigind radicina n” a ambelor membre ale ecuatiunii (1) si

punand ,
a a
(2) 14:-;1.0:+—2m2+...,

a
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avem :

1 1 1 1

yﬂ=mnu+m?=dﬁdi+£u+.”}

Inlocuind in membrul din urméa » prin desvoltarea sa (2), obtinem
un rezultat de forma

yiL
(—)n: x4 bya? byt ...
a
De unde, prin inversiune,
‘ dopiid 2
(3) B ”(y’L+cly"+...),

4
serie care reprezinta cele n valori a;, @, ... 2, , daca inlocuim yn
succesiv prin cele n valori de cari este susceptibil. ~Solutiunile
¥y, %y, ... ap sunt asadar n ramuri ale unui functiuni analitice

multiforme, avind punctul y =0 ca punct de ramificatiune, in
jurul caruia ele se permutd intre dansele.

356. Teoremd. O funcfiune rajionald intreagd si simetricd de cele
n ramuri considerale ¥y, @y, ..., @, , este o funcfiune olomorfi de y
in domeniul lui y= 0.

Este deajuns a demonstra teorema pentru sume de forma

B et

i

I by

—-

13
Fie & un numir intreg, pozitiv; avem

; ; apeah i I i '@Md
(4) L S Play—y %%
7]

2im

integrala fiind luatd in sensul pozitiv dealungul cercului (r) con-
siderat mai sus. Insd, precum am vazut, membrul al doilea se des-
volta intr’o serie intreagd, convergentd in domeniul lui y = 0, asa
cd putem scrie

- k ke Ik =
(‘0) e 37; SELE xn =2 bmy"‘,

1
m=1
coeficientii b,, fiind dati de integralele

1 a5 P’ (a) g
(6) b,n = ﬂf”) WW lI:L‘, = 1, 2, 3, e

Observare. Functiunea de sub semnul sum# din (6) fiind de
forma
1

,cmn+ 11—k

P(a), P{0)#£0,
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rezultd ca coeficientii b, sunt nuli pentru toate valorile lui m cari
satisfac megalitatea
mn+1—F%k<0.
357. ilp[ica;iune Serta Lagrange. Fie f(x) o functiune olomorfa

intr’o reglune dati %1 a un punct situat in aceasta levmne Funec-
tmnea

(1) F(z) = ¢ — a — af(a)
in care a-este un parametru variabil se anuleaza in punctul a pentru
@ = 0. De unde rezulta ca daca a satisface megalitatea

(2) lef(2) | <|2—al,
dealungul unui cerc |2z — a [ = r, situat in regiunea datd, func-
tiunea F(z) va avea in interiorul acestui cerc un singur zero care
coincide cu @ pentru a = 0 (348). Variabila privitd ca functiune
de a, definita de ecuatiunea

3 % —a— af(a) =0,
este functiune olomorfa de a in domeniul ¢ = 0. In adevar, seriind
aceastd ecuafiune sub forma

' r—a

- S i
si observand ca f(a) # 0, caci alimintrelea ecualiunea (3) ar con-
tine x — a ca factor, gisim

3 1
= M # 0.

Asa dar avem (3'54) pentru x o desvoltare de forma

(5) r=a+aa+ae+ ... La;a*F .

Pentru a obtine aceasti desvoltare sd ne servim de 9xpresiunea

(2) (§352) care da

. 2H ) 1 Al—ef(a)]
(6) = —f F(z) dz= =g~ r)z—a—af(z) dz
Sé evaluim integrala dm membrul al doilea.

Desvoltand dupa puterile Iui a, avem

lrof(s) 1 (G R e © LN B
m =7 +2 [(z—“)""“ (z—a) ]:

de unde, pentru coeficientul a,, expresiunea

@ = —2% [f(rg. :}";(;)H dz— f i(—l—%{:({) dz]
1

= maw (') ~ =gy e (@)




o
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adica
2 e e e
(7) " nl dat
Avem asa dar desvoltarea
= ot d”*’f”(a

(8) t=a-+ 2

1 ?!__dan——-l 2
care constitue seria lui Lagrange.

Determinarea razei de congergenji a seriei, Peniru a determina
raza cercului de convergenti al seriei (8), alegem mai intA1 un
numir pozitiv r astfel ca in cercul |2—a | = r, precum si pe cerc,
functiunea f(z) sa fie olomorfa. Reprezintind prin M(r) cea mai
mare valoare a modulului lui f(z) deahmcrul acestui cere, trebuie, in

virtutea inegalitifii (2), si avem
: r
9 R
(9) %1 < 55y

Fie ¢ cea mai mare valoare a membrului al doilea, seria (8) va
l'i cnll\'el'genla pentru toate valorile lui a satisfacind inegalitatea

a| <g
Sa consideram, ca aplicatiune, ecua{zunea lur Kepler
(10 = a -+ asin a?!)

in care a este un numar real.

Formula (8) ne da, pentru radicina x, care devine egala cu a
cind a se anuleazi, desvoltarea
o a7 Teinta

11) : T=a - e
a5 TS0 da?

Sa ciutam, conform celor zise mai sus, maximul modululut
functiunii sin @, cand x descrie cercul | x—a|=r. Punem

- x=a4 re? = a -+ rcos 0+ irsin6;
de unde
| sin(a -~ r cos 0 4 ir sin 0) i
| sin(a + rcos 0 4 irsin 0) | | sin (@ 4 r cos O — irsin 0) |
= cos3(ir sin 0)— cos*( a + r cos 0)

ol sin 6 L gt sin 42
( ) — cos? (a + r cos 0)

B 2

o sin 0 S sin 9)2

< k
e

1) @ = anomalia medie, x = anomalia excentrici, a = excentricitatea

elipsei.
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: : ! L 7T
Maximul membrului al doilea corespunde lui 0:7. Avem
2

asa dar
& ¢ e’ t-e=r

. 3\t 2. !_ *

M(r) = max. | sin| = e
4nd 2 deserie “cercul | e R am AT s s el
cand 2 descrie cercul |2 — 4 | = r. Ramaéne sa ciutam maximu
raportului

r r
s

M(r) “eFer”
Anuland derivata membrului al doilea, obtinem ecuatiunea
&+ eT—red—e")=0,
sau
Erir—D=(r+1)=10-
Se recunoaste lesne ci aceasti ecuatiune admite o ridicina
cuprinsd intre 1 si 2; anume

r = 1,19967. . .

Prin urmare, pentra raza cercului de convergenta al seriei (11),
avem
2r

el —+ e T

= 0,6627 ...

II. — TRANSFORMARE CONFORMA.

358. Inversiunea functiunilor olomorfe ne permite a complecta
notiunea de transformare conforms.

Fie y = f(2) o functiune olomorfa intr'o regiune datd a pla-
nului (), (C) o curba inchisa fara puncte multiple, situatad in acea
regiune.

Sa reprezintaim prin z — @(y) functiunea inversa si prin (I')
transformata curbei (C) in planul (y). Cand x descrie curba (C) si
revine la punctul de plecare, y descrie deasemenea curba () si
revine la punctul de plecare corespunzator.

Daca dealungul Iui (C) functiunea y = f(x) nu trece de doua ori
prin aceeas valoare, functiunea x = @(y) nu va trece nici ea de
doud ori prin aceeas valoare ; cici altfel ar rezulta ca pe curba (C)
sa existe cel pulin un punet x ciruia si corespunda pe (I') doua
sau mai multe puncte y, ceeace este imposibil, /(z) fiind o functiune
olomorfa in regiunea considerata ).

1) Analogie cu cazul unei lunctiuni de variabila reala, care variazi necon-
tenit in acelas sens, cand variabila, cuprinsd intr'un interval dat, creste dela
o extremitate la alta a acelui interval.
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In ipoteza dar ca dealungul curbei (C) functiunea f(x) nu trece
decdt o singurd datad prin fiecare valoare, curbele (C) si (I') se co-
respund punct cu punct si curba (I') limiteazi o portiune de arie
in planul (y), precum curba (C) limiteazd una in planul (&)

Voim sa probam ca ariile interioare acestor curbe se corespund
punct cu punet si cd fiecare din ele este transformata conformi a
celeilalte.

Fie y, un punct in interiorul lui (I"). Dacd y descrie odata
curba (') in sensul pozitiv, argumentul lui (y—y,) se mareste cu
27 si prin urmare argumentul functiunii de 2, f(2) — Yo, Se mireste
cu aceeas cantitate cand punctul corespunzitor x descrie curba (C).
Sensul in care acest punct descrie curba (C) este neaparat pozitiv,
caci altfel ar urma ca functiunea f(2)—y,, adici f(x), sa aiba un
pol in interiorul curbei (C); ceeace este contrar ipotezei. _

De unde rezultd ci functiunea f(a)—y, admite un zero simplu
2o In interiorul curbei (C), astfel avem egalitatea

[(Zo) = Yo
'(zg) 0. .

Asa dar unui punct y,, interior curbei (I'), corespunde un singur

s megalitatea

punct z,, interior curbei C si deoarece f'(zy) £ 0, rezulta ca in do-
meniul lui y,, avem
v—x0 = Py—y,) .

Funciiunea inversi x = ¢(y) este asa dar olomorfa in domeniul
oricirui punct interior ariei limitatd de conturul simplu (), prin
urmare olomorfa in interiorul lui ('), precum y = f(x) este olomorfa
in interiorul lui (C). Cele doud arii considerate se corespund punct
cu punct si transformarea lor una intr’alta este o transformare
conforma, in virtutea megalitatii f(z) #= 0 pentru toate punctele
mterioare curhei (C).

III. — PRELUNGIRE ANALITICA.

359. S’a definit in altd parte, dupd Weierstrass, notiunea
de prelungire analitici. Problema prelungirii analitice se mai poate
prezinta sub forma urmétoare: Fie f(z) o functiune analitici olomorfa
intr'o arie A, limitata de un contur (C). Se zice ca f(a) se prelungeste
in afard din A dincolo de un arc o al conturului, daca existi o func-
tiune analitica F(2) definitda de o parte si de alta a lui o, coincidand
cu f(z) intr'o porfiune a lui A din a carei frontiera face parte arcul
o si olomorfa dealungul acestui arc. Nu poate exista decat o func-
tiune unicd egali cu f(«) intr’o portiune a lui 4 si olomorfa dealungul
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lui o, caci doua functiuni olomorfe egale intr’o infinitate de puncte
coineid in regiunea lor comuna de existenta (149, 29)..

O conditiune necesari, dar nu suficients, pentru ca prelungirea
dincolo de o sa fie posibila este ca f(2) sa tinda catre o valoare finita
cand punctul @ interior ariei 4 tinde citre un punct & al lui o.

360. Teorema I. Dacd j(x) tinde citre o valoare finiti f(&) cind
punctul  interior ariei A tinde citre un punct & al lui 6. dupd un
drum oarecare, f(&) este o funcliune continud dealungul lui o.

In adevér, prin ipoteza, la un & > 0 arbitrar de mic, corespunde
un r > 0, astfel ¢d 2 fiind in interioral lui A, avem inegalitatile

€
<,

;’ F
| F(a)-£(&)
|
&) | <<,
& 51 & find doud puncte oarecari ale lui o, satisfacand inegalitatile
Qinhs T e '
de unde rezultda inegalitatea
e E) = e
q. e. d.
361. Teorema I1. O functiune f(x) olomorfi in doud arii A,
A" separate intre ele printr'o linie fird puncte multiple AB, dealungul
cdreia ea este continud, este olomorfi st dealungul lui AB.
In adevir, fie # un punct interior ariei A, avem (fig. 49).

¢ 1 )
B Mf

A
‘ : 1 e
¢ = () dz..
Fig. 49 2in ) z—=z
BACG'B

Adunand aceste doua egalitati si tinand seama ci linia AB
este descrisa odatd intr’un sens si odatid in sens invers, obtinem

1 =)
fla) = mez—m &

BCAC'B

egalitatea

care exprima ci functiunea () este olomorfa in toata aria (4 -+ A",
limitatd de conturul exterior BCAC'B, care cuprinde in interiorul
siu linia AB.
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Corolar. Fie A si A (fig. 50), doud arii exterioare intre ele,
avand o portiune de frontiera comuni o, fara puncte multiple,
si f(x), fi(2;) doud functiuni respectiv olomorfe in A si A,, tinzind
catre o valoare comuna f(&) = f,(&), cand x si 2,
tind catre un punct & allui 0. Funcfiunea F(z) egald
cu f(x)in A st cu fi(x;) in Ay, avand dealungul lui o
valorile comune acestor doud funciiuni, este olomorfd
in toatd aria (A + Ay), formata de cele doud arii
A si Ay. Cacl functiunea F(z) astfel definita este -
olomorfa in A si A si continua dealungul lui g, care R
separd aceste doud arii (§360). Se zice ca functiunea f,(x;) prelun-
geste functiunea f(x) dincolo de linia o si viceversa.

362. Din cele ce preced rezulti ca pentru ca o functiune olomorfi
f(x) definita de o parte a unei linii L, dealungul cireia ea este con-
tinud, si se poatd prelungi dincolo de aceastd linie, este necesar
si suficient si existe o functiune olomorfa f,(z), definiti de cealalta
parte a lui L, care sa primeasci aceleasi valori ca f(2) in fiecare
punct al acestei linii.

363. Teorema I11. O funcjiune f(x) olomorfd intr'o arie A din
al cirei contur face parte un segment | al awxei reale, dealungul ciruia
ea primeste valori reale, se prelungeste dincolo de acest segment st
functiunea care o prelungeste este definitd de egalitatea

h(z) = f(=),
in care v §i f(x) reprezintd respectiy valorile imaginare conjugate cu
z st f(z).

19, Sa observam mai intai ¢a & fiind un punct al segmentului [,

/(&) este o functiune continud de & dealungul acestui segment. In
adevar, fie 2 un punct interior lui A §i »
distanta sa de axa reald (fig. 51); aveni,

Jb in interiorul cercului |z— x| =r, ex-
@ presiunea
Y e X[t o
e 1) = P(z—a).
Fig. 51 Fiacand ca z sa tinda citre punctul de

contact & al cercului cu axa reala, dea-
lungul razei care trece prin acest punct, avem, in virtutea teoremei
lui Abel (105), egalitatea
s - - — )‘ A
lim P(z—a) = P(§—2) = (&) ,-

=

sau : lim f(2) = {(&).
r=£
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Prin urmare, pentru r destul de mic §1 & pe raza care trece
prin & putem scrie

|

3 E E
(1) (x)—£(&) =g
Fie 2’ un punet interior cercului | # — &| = r, situat la aceeas

distanti r de axa reald si & piciorul perpendicularei dusi din 2’
pe axa reald; avem, pentru acelas motiv ca mai sus,

€

: Pon o
2 He)-1ey| < 5

In fine, presupunand r destul de mic, putem deasemenea
serie

: £
3 o) < %
Din aceste trei inegalititi rezultd urmatoarea megalitate

L[ HE-HEY [ <= |E-8] <,
care justifica cor;linuitatea functiuni f(&).
29, . Fie
T=uU+w, T = u— p;
punctele & si > sunt simetrice doufi cate doui in raport cu axa
reald; prin urmare ariei A(2), situata de o parte a axei reale, cores-
punde o arie A,(%) simetricd in raport cu aceasti axi. Punand

/() = P(u, v) + iQ(w, v),

7]
=

1) = T(a),
A(3) = Plu, o) iQu, v).

Functiunea f(z) este asa dar olomorfa in aria A;. Aceasta

avem

functiune fiind imaginard conjugati cu functiunea f(2), care este
reala dealungul segmentului 7, rezultd ci ambele aceste functiuni
sunt egale intre ele dealungul acestui segment. De unde rezulta,
in virtutea paragrafului precedent, ca fi(z) este prelungirea lui
f(2), de cealalta parte a segmentului q.e. d.

Obserpare. — Teorema precedentd subsisti dacid inlocuim
axa reald printr’o linie dreapta oarecare si, intr’un mod mai general,
daca unui segment de linie dreapti D. descris de variabila T, cores-
punde un segment de linie dreapta 4 pentru functiunea y = f(z);

adica punctelor z simetrice in raport cu D corespund puncte y
simetrice in raport cu A.
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In adevar, fie z, punctul in care D Intilneste axa reala (x)
$1 Yo punctul in care 4 intalneste axa reald (y). Fie a si § unghiurile
ce aceste drepte fac cu directiunile pozitive ale axelor reale cores-
punzitoare. Ecuatiunile

m:mo—{—te’.a, y=y0+zteiﬁ,
in cari ¢ §i u sunt variabile reale, . reprezintd cele doua drepte date.
Facand substitutiunile, functiunea olomorfa y — (@) se transforma
intr’o functiune
u = ¢(t),

olomorfa dealungul segmentului axei reale (#), corespunzitor seg-
mentului considerat pe dreapta D, si reala, in virtutea 1potezei,
dealungul acestui segment. Teorema precedentd se aplica acestel
functiuni, adicd, valorilor imaginare conjugate ¢ corespund valori
imaginare conjugate wu; insi acestor valori corespund respectiv
puncte simetrice @ si y in raport cu dreptele D si 4.

q.e. d.
364. Teorema (H. A. Schwarz).

Teorema precedenti se poate generaliza inlocuind linia dreapta
printr’o curba analitici.

Se numeste curbd analiticé o curba ale carei. coordonate . Y
se pot exprima prin functiuni analitice de un parametru (. Fie

(1) , T =) y = y(t),
ccuatiunile curbei, ¢(¢) si y(¢) fiind functiuni analitice, reale pentrn
valori reale ale variabilei £, Prin definitiune, (24. y,) fiind un punct
al curbei, corespunzitor valorii reale ty a parametrului ¢, avem
in domeniul lui ¢, expresiuni de forma

x — 2o =P(t — 1), Y = yo = Pylt—t,),

coeficientii seriilor P si P, fiind reali.

Sa consideram un arc L al acestei curbe (fig. 52) s1 fie t=a, (=0
valorile reale ale lui ¢, carora corespund extremititile lui L. Sa pre-
supunem ci in intervalul (@, b) derivatele @'(t), y'(t) nu se anuleaza

1t 4
*t” B

Fig. 53
Fig. 52

in acelag timp, ceeace are drept consecinti ci dealungul lui L
curba are o tangentd unicd in fiecare punct 1),

In virtutea proprietatilor functiunilor ¢(1) si 9(t) dealungul
segmentului (a, b) al axei reale ¢, rezultd ci existi o fasie formata

) O curba analitici se zice ca este regulald, daci are o tangentid unied in
orice punct al sau.
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de doua paralele cu acest segment (fig. 53), situate de o parte s1 de
alta a lui, destul de apropiate intre ele, astfel ¢ in interiorul acestei
fasi, functiunea

(2) 2= @(t) + iy()) = x(1)
este olomorfa g1 derivata x'(¢) nu se anuleazi in nici un punct al e
Acestei fasii corespunde dar, intr'un mod conform. o portiune
marginita S a planului (z), care se intinde de o parte si de alta a
arcului L (fig. 52). La doud valori 1magi- nare conjugate ale lui ?
din aceastd fasie corespund doudi puncte z situate de o parte si
de alta a lui L, interioare lui S.-

Doua puncte 2/, 2z, situate de o parte si de alta a liniei L,
corespunzitoare la doua valor: imaginare conjugate #, ¢, se zic
simetrice in raport cu aceastd linie 1).

Fie acum f(z) o functiune olomorfs intr’o arie S din conturul
careia face parte arcul L considerat mai sus si care primeste palor:
reale dealungul acestui arc. De unde rezultd, in virtutea sub-
stitutiunii (2), ca functiunea de ¢

v (&) = f(x(1) = F()
este olomorfa in aria transformati a ariei S, adica intr'o arie A
' ' ~ din al cirei contur face parte un segment [
al axei reale 7, dealungul ciruia ea este reald
(fig. 54). Functiunea F(z) se prelungeste dar
dincolo de segmentul 7 (§ 363) in aria A,
.jfg ~simetrica cu A in raport cu axa reald, cu
ajutorul functiunii

Fig. 54 s
F,@) = F().
Prin urmare, funcjiunea f(z) se prelungeste dincolo de L, astfel
ca in puncte simetrice ®) in raport cu L, ea primegte valori imaginare
conjugale. q. e:-d.

365. Sa consideram, in particular, cazul unui are de cerc.
Presupunénd centrul in origina si raza r, ecuatiunile cercului sunt

m_r:l—ﬁ 5L t
ST L St mart
de unde
S s )
Bl T T

') Unei linii perpendiculare pe axa reals ¢, corespunde in planui (z) o linie
ortogonald la arcul L, care in vecinitatea acestui arc se confundd cu normala
in punctul de intersectiune.

%) Cuvantul simetric are sensul definit mai sus.
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In punctele ¢, = a + if. t, = a— i, avem respectiv

S A 1D &
“‘1_'T_§it_l_ 14+ pf—ia’
_krl%—ﬁ%—ia e L e

i B s B 1—BF ia’
de unde egalitatea

7y %y = 1%,
care arald ca punctele z; si z, sunt imaginile reciproce in raport
cu cercul, adicd unul este transformatul celuilalt prin raze vectorii
reciproce 1), ‘

366. Teorema lui Schwarz, foarte importantd in probleme
de transformare conforma, se mai enunta astfel: O func{iune olomorfa
intr’o arie din al cirei contur face parte o linie analiticd regulata,
daca este reald dealungul liniei, primeste valori imaginare conjugate
in puncte simetrice in raport cu acea linie. Acest rezultat se poate
obtine direct, plecand dela faptul stabilit mai sus, cd, in conditiunile
date, functiunea este olomorfi dealungul liniei. Este de ajuns a ne
miérgini la cazul cand linia este un segment al axel reale, dela care
decurge, precum s’a vazut, cazul general al unei linii analitice
regulate oarecari.

Fie dar zy un punct al segmentului considerat in domeniul
sdruia functiunea f(x) este olomorfa s1 fie :

(1) 2) = Pa—2o) = ag + aj(z—2) + ...

In virtutea ipotezei, f(a,) = a, este real, prin urmare ex-

presiunea
/(%) —uy
T= o
este reala pentru z real si cuprins in intervalul considerat; de unde
rezultd ca

lim {2 —a
I:"I‘u "v-.. mo ] &
este o cantitate reali. De asemenea cantitatea

[f(a;)—a0~a1(x'— »'Co)]

= a.
(.17— 370)2 —-xqz §

este reald; ete. Intr’un cuvant, toti coeficientii seriei (1) sunt reali.
De unde concluziunea urmatoare: dacd o funciiune -olomorféi este

reala dealungul unui segment al axei reale, derivatele sale de orice
ordin sunt reale in acelas timp.

=
. \ -2 .
devine g,0,et (01 —0;) — %, de unde 6, = 6, si 0,0, = 7% Prin urmare 25— Eelgl-
1

S atlieate oo 913101, Zy = 922102; avem z, = g,—i0s. Egalitatea z,z, = 2
r
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Fie acum
T = 2y =1y

un punct situat in interiorul cercului dé convergenta al seriei (1),
@y s1 7 fiind reali. Vom avea

(2) (2o + 1) = ag—agp + agt~
Flulay—a® L )
coeficientii @, fiind toti reali. De unde rezulti ci expresiunile

1

flao & ), [(zg— 1)

au valorl imaginare conjugate. Derivind ambele membre ale
egalitatii (2), conchidem ca derivatele

J) g + in), fwg—in) (n=0,1,2 ...

—~——

se bucura de aceias proprietate.

Ne mai ramane si probdm c¢i aceastd proprietate subsisti
si in afard din cercul de convergentd considerat. Pentru aceasta
sa aratim mai inthi ci dacd elementul P(@ — ) se prelungeste
deasupra axei reale, el se va prelungi si dedesubt intr'o regiune
simetricd in raport cu aceasld axa.

In adevar, fie z; s1 2’; doudi puncte simetrice in raport cu axa
reald, situate in interiorul cercului de convergentd al elementului
primitiv; vom aved pentru prelungirile acestui element, seriile

Pla—ay, 2) = f(z;) + Lf])— (=i e

—

) (=)

e e oab A 1 e
Ple—ay,25) = {25 o B (x—a") -+
Coeficientii acestor serii fiind imaginari conjugati au module
“egale si prin urmare (teorema Cauchy-Hada-

é@ mard) (108) razele cercurilor lor de conver-
‘.‘ gentd sunt egale. Ceeace justificd asertiunea de

‘Q’y mai sus.
& Fie acum 2=£& un punct oarecare situat

Fig. 55 in interiorul cercului de convergentd cu centrul

In a; si & simetricul sdu in raport cu axa

reala (fig. 55). Valorile ce primese cele doui elemente prelungite
in punctele & &

D n T . 4
I (¢ — 2o, 501), I (E T ml):
avand, in virtutea desvoltarilor (3), termenii lor respectiv conju-

gati, doi cite doi, sunt cantitati imaginare conjugate.

q-e. d.
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367. Viceversa. Daca o functiune f(z) olomorfa intr’o regiune
care cuprinde un segment al axei reale, primeste valori imaginare
conjugate in puncte simetrice & -- w, &—in, situate in aceastd
regiune, ea este realda pe segmentul considerat. In adevar, prin
ipotezd, putem scrie

& 4 i) = @(&, ) + ip(& ),

& = ) = @& n) — (& n),
@ si p fiind functiuni reale si continue de variabilele reale &5,
Insa, in virtutea continuititii, avem :

lim f(§ 4+ i) = him f(&.— in);

n=o =0
de unde rezulta ca functiunea y(&, %) este nuld dealungul segmentului
considerat, ceeace Vjustificé propozitiunea enuntata.

368. Observare. Extremitatile segmentului axei reale, dealungul
cdruia funcfiunea f(z) este reala si in cari ea inceteazi de a fi
reald, sunt puncte singulare ale acestei funcfiuni.

In adevar, fie o una din cele doua extremititi si 2, un punet
al segmentului, oricAt de aproape voim de a; avem, in domeniul
punctului a,

fi5) i Phaate= oty

n=o
coeficientit @, fiind reali. Daca punctul « ar fi un punct ordinar
al functiunii f(z), cercul de convergentd al seriei precedente ar
conline acest punct in interiorul siu si f(z) ar fi real pentru a real
dincolo de punctul a; ceeace este contrar ipotezei.
Daca dar o functiune analitic olomorfa este reala dealungul
unui segment al axei reale, ea va fi reald dealungul axei pana la
cel dintdi punct singular situat pe axa.

CAPITOLUL XIX.
FUNCTIUNI ANALITICE REPREZINTATE PRIN INTEGRALE
- DEFINITE.

L — INTEGRALE DEFINITE CONSIDERATE CA FUNCJIUNI DE UNA DIN
CELE DOUA LIMITE.

369. Fie f(2) o functiune analitici olomorfa intr’o arie cu contur
simplu §1 x; un’ punct situat in aceastd arie. Am vizut (294) ca
5L &5

mtegrala
|ty

20 DAVID EMMANUEL
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luata dupd o linie oarecare cuprinsd in interiorul regiunii date,
este o functiune analitica olomorfa in aceiag regiune.

370. Sa presupunem acum cd f(2) este o functiune analitici
uniforma avand intr’o regiune datd puncte singulare izolate, polur:
sau puncte singulare esentiale. Fie z, un punct arbitrar
Z  fix, diferit de un punct singular si L, L doud linii cari
1/ ), ~unesc acest punct cu un punct variabil 2 situat in
/ regiunea datd. Vom presupune totdeauna ca liniile de
i‘}g. o integratiune nu trec prin puncte singulare. Sé reprezintam
prin u, si w valorile integralel corespunzatoare acestor

drumuri (dela z, la ) si s& vedem ce relatiune exista intre

wy=| fa)ds si u:f fa)dz.
Lo L
Sa observam ca liniile L, s1 L formeaza impreund o curba
inchisi pe care o reprezintam prin C §1 ca integralaf/(x)d:v se
. L

poate evident inlocul prin integrala | f(z)dx urmata de integrala
c
f(z)dz. De unde rezulta relatiunea
Lo

() u=%+jj@m,

integrala fiind luata dupa curba C in sensul determinat de succesiunea
L, L, Insa curba C poate aved o forma astfel ea un punct mobil,
descriind aceasta curba sa se in varteasea in jurul unui punct singulsr
de un numar oarecare de ori intr’un sens sau in altul. Prin urmare,
reprezintand prin Ay, A, ... A, reziduurile functiunii f(x), cores-
punzitoare punctelor singulare situate in interiorul curbei C, re-

latiunea (1) va Iua forma

(2) = iy - 2 Ay T i Ay),
my, My, ... my fiind numere intregi oarecari pozitive sau negative.
Cantitatile '

dimAy 2izA,, .. ., 2ixA,

poartda numele de module de periodicitate, sau de perioade ale inte-
gralei. Fiecarui punct singular corespunde céte o perioada a inte-
aralel, care este nuld dac# reziduul corespunzitor este nul.

371. Din cele ce preced rezultd ca daci f(z) este o functiune
uniforma in tot planul, neavand decit singularitati izolate, integrala

T o) = [ (e
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reprezintd o functiune analiticd in tot planul, multiforms cu o
infinitate de ramuri. Toate ramurile se pot deduce din una din ele,
dacg variabila descrie drumuri convenabile ; prin urmare funciiunea
astfel definitd este monogena in sensul lui Weierstrass.

In domeniul unui punct ordinar z = a, o ramuri oarecare
este o functiune olomorfa de 2. In adevir, fie 2, un punct pe drumul
de integrafiune situat in domeniul punctului a; putem secrie

@ [ o S o [ oy

Prima integrala din membrul al doilea fiind o constants in
acelas timp cu a;, este de ajuns a proba ca ultima mtegrald este
o functiune olomorfa de z, in domeniul lui . Insa in acest domeniu
avem f(x) = P(z — a) i integrala seriei este o serie de acelas
forma. De unde rezultd proprietatea enuntati.

Fie acum a un punect singular; avem in domeniul acestui punct

: fl2) = Pz — a) + § Gnl=0)

n=1

de unde, pentru ultima integrala (4), expresiunea

f f(2) afz—Jv (z — a)dx + S‘f o (z — a)"dz.

Ty Ty

Prin urmare forma analltlca a integralei propuse, in domeniul
punctului @ = a, este

()

f f2)dx = P(x - a) + a; log (z — a) — E‘ 1(3:— et

In cazul cand reziduul @, este nul, integrala este uniforma
in domeniul punctului @, pe care il admite ca pol sau ca punct
singular esential, dupa cum acest punct este pol sau punct singular
esential al functiunn f(z).

Pentru ca integl’alaf flz)dz sa fie o functiune uniforma in

tot planul, presupunidnd ca f(2) este o asemenea functiune, este
evident necesar si suficient ca toate reziduurile functiunii’ f( x) sa
fie nule.

De exemplu, funciunile

Z T o
da dx-
U= —, W= :
z sin @
To

Zo

20*
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admit in fiecare punct o infinitate de valori, cuprinse in expresiunea’
U=y - 2kis;

k fiind un numir intreg pozitiv sau negativ; pe cand functimile

T
dz . ;
U e Y —
oA ¢ sm%

0

sunt uniforme in tot planul. Aceste doud functiuni din urma admit,

cea dintaiu un pol unic # = 0, cea de a doua o infinitate de poluri
4

Rezultatele precedente se verificd imediat prin integratiune
directa.

372, Tdieturt (coupures). Printr’un artificiu de care ne-am
mai servit, putem face ca fiecare ramurd a functiunii (3) sa fie
uniforma in tot planul variabilei 2, limitat de tiieturi cari nu se
intalnesc intre ele. 7

In genere, taieturile sunt facute in plan dupa linii drepte
plecand dela fiecare punct singular spre infinit. In doud puncte
~nfinit vecine a’, @' situate de o parte si de alta a unei taieturi,
valorile integralei F(z) nu sunt in genere infinit apropiate intre
ele ; Insa limita catre care tinde diferenta acestor valori este constanti
In tot lungul taieturii. In adevir, fie 2’ si 2" (fig. 57) doua puncte

situate fatd in fata, de- o parte si de alta a

0 e =  taieturii (a... ®), @ si B doud puncte in

- = = acelag mod situate in vecinatatea punctului a,

2 cel dintai in aceiasi parte a taieturii ca punctul

@', cel de al doilea in partea in care se giseste 2’’. Pentru a trece

dela punctul 2’ la punctul 2”', putem urma drumul a’'a, B2 si
cercul ayf avand centrul in a. De unde rezulta egalitatea

P2 = F(a) 4 /@erJﬁ drTffx i

Insa functiunea f(z) fiind uniforma; integralele

a !t
t{ﬂ@dx.ff da
y T
sunt egale si de semne contrarii; prin urmare avem egalitatea 1)

mn[Fuq—F@ﬁ]=2mA,

2l

A fiind reziduul funetiunii f(z) relativ la punctul a.

)

1) Cele doud tarmuri ale taieturii se considera confundate cu taietura insis.
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Din cele ce preced rezultd ca taieturile pot fi privite ca linii
de discontinuitate ale integralei. Permitand variabilei sa strabata
tiietura relativi la punctul a, trebuie sa adiugim  integralei
+ 2imA, dupd sensul in care se face trecerea.

Daca A = 0, taietura poate fi suprimata.

373. Sa considerim, ca aplicatiune, integrala

fdx.

Sty

.

de unde putem deduce proprietitile functiunii logz, deja studiate.
Fie dar integrala

0 =i = 2,

luatd dupd un drum oarecare, ce nu trece prin punctul z = 0.
Functiunea — avand un pol unic @ = 0 cu reziduul + 1, f(z) este
&

o functiune analiticd multiformda avand o infinitate de ramuri
cuprinse in expresiunea

(2) f(2) = [#(a)] + 2kix,

[f(2)] reprezintind una din ele. Si consideraim una din ramurile
functiunii, anume aceea care se anuleazi pentru & = 1. Cand 2z
variaza dela 1 la oo prin valori reale, mtegrala este reald, creste

2 S ] du :
necontenit dela 0 la oo, cici derivata ~—, In acest interval, este

dz

reald si pozitivd. Facind substitutiunea z = — , avem
: T

3) (&) = — f(a);
prin urmare, cand 2 descreste dela 1 la 0, 1ntegrala descrestene con-
tenit dela 0 la — co. Asa dar semiaxa reala si pozitiva (z) se trans-
forma punct cu punct in toatd axa reald ().

Sé facem acum ca x si descrie un arc de cerc cu centrul in ori-

gind, cu raza r (fig. 58). Punénd 2 = re'd
putem scrie el /"
r z 7
- dt da dw “Qv
%) e L e
: @
1 r Fig. 58

prima integrald din membrul al doilea fiind rectilinie 51 cea de a
doua fiind luata dupa arcul de cere considerat ; de unde egalitatea

(5) = f(r) + 16,
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care aratd ca arcului 1:;, corespunzator unghiului 6, descris de
%, corespunde pentru u un segment de dreapta perpendiculard pe
axa reald in punctul w = f(r), avand lungimea 0.

Sa consideram conturul format de doui cercuri concentrice

cu centrul in origind, avand razele r, éi, inverse una alteia si de
portiunea pozitivd a axei reale care va fi privitd ca o tiietur (fig. 59).
In aria astfel limitata, fiecare ramura a functiunii u(x) este olomorfa.

Din formulele (3) si (4) rezulta ca drumul abcbada, descris
de punctul z in sensul sagetilor, se transformd in drumul format
de perimetrul dreptunghiului ABCDA (fig. 60); latura AB este

D ta)
¢
e |
|
B
4 9,
Fig. 59 Fig. 60

situatda pe axa reald si impartita in doua parti egale de origina
u =10 si latura paralela CD la o distanta egald cu 27. Laturile
AB si CD corespund respectiv tarmului superior si inferior al
taleturii ab.

De alta parte, dealungul conturului considerat (z), w nu trece
de doud ori prin aceiasi valoare, prin urmare ariile limitate de con-
tururile respective se corespund punct cu punct si fiecare din ele
este transformata conforma a celeilalte. Facind r si tinda citre
zero, obtinem, de o parte, tot planul (2), limitat de taietura (0, + o),
si, de alta parte, o fasie nemarginitd in planul (1), cuprinsd intre
axa reald si o paraleld la aceasta, situatd la o distantd egala cu 27.
Tarmul stang al taieturii (6 = 0) se transform# -in axa reald si
tarmul drept (0 = 27) in paralela sa.

@

. CRE ] “ax :
Identitatea functiunii considerate u = \ — cu functiunea
1 &

log @, rezulta din aceea ca derivatele lor sunt identice si ¢& in punctul
2 = 1, amandoud functiunile au céte o ramuri care se anuleazi ;
prin urmare elementele acestor ramuri coincid in domeniul punc-
talus =1

374. Formula de adifiune a logaritmilor. Fie @, si x, doust puncte
oarecari situate in planul variabilei 2 si L,, L, dou& drumuri luate
dupd voie intre aceste puncte si punctul z = 1, fara insi a trece



FUNETIUNT ANALITICE REPREZINTATE PRIN INTEGRALE DEFINITE 311
prin origind. S& reprezintim prin  si 2’ doud puncte mobile situate
respectiv pe linule L; si L, si fie

(6) Yol

Cand @ si 2’ descriu liniile L;, L, punctul y pe care il figurdm
pe acelas plan sau pe alt plan, descrie un drum determinat L, cuprins
intre punctul y = 1 s1 punctul y; = x; 2,. Diferentidnd egalitatea

(6), obtinem

de unde

s dy Sdrol s
1 1

mntegralele fiind luate respectiv dupa liniile L, L;, L,. Aceste egali-
tatl echivaleazid cu cea urmitoare

(8) log zyz, = log =, + log s,

determinatiunile logaritmilor din ambele membre fiind date de
mtegralele corespunzitoare.

T
dx
o TFE e,
Z,

375. Integrala

se reduce la cea considerati mai sus; cici punind z —a = 2/,
avem
L ZT—a r—a TLog—
dx da’ da’ da'
= e 7 i SRR
z—a & @
oy To—a 1 1
sau
dz

=i = lqg (2—a)—log (zy—a) .

Corolar. Integrala unei functiuni rationale de z este de forma
Rz) + ZA,log (v — a, ),

R(z) fiind o functiune rafionali de z; ceea ce se recunoaste, des-
compunénd functiunea rationald in fractiuni simple.

376. Sa consideram, ca a doua aplicatiune, integrala

o W
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; 1 ! LS ] G

Funetiunea e neavand alte singularitati decat polurile sunple

G
]

AT . e 5 < = fl %
& = £ 1, cu reziduurile corespunzatoare 5 rezultd cad u este

o functiune analitici avand o infinitate de ramuri cuprinse in
expresiunea

u = (u) + ka,
(u) fiind una din ele si k un numar intreg arbitrar.

Sa introducem taieturile dupa axa imaginard dela =~ ¢ la
+ 100 si dela— 7 la— 100, In planul asa limitat, fiecare ramura
este o functiune olomorfa. Diferenta valorilor unei ramuri in doui
puncte infinit apropiate intre ele, situate de o parte si de alta a uneia
din aceste taieturi, este egald cu + 7.

Sa examinim cum se transformi planul (2) in planul (w),
marginindu-ne la ramura care se anuleazi Impreund cu 2. Pentru
aceasta, sa consideram conturul OABCDO (fig. 61), format de axa
reald indreptatd in sensul pozitiv, de un cadran de cerc deseris
din origini ca centru cu o razi R foarte mare, de axa imaginara
cuprinsd intre cerc si un punct C a carui distantd » de punctul ;

D; 76
1 (u)
B,
E ”l Ar %
Fig. 61 Fig. 62

este foarte micd, de un semicerc CD cu centrul in i s1 de segmentul
DO al axei imaginare. Si facem ca z si descrie acest contur in sensul
pozitiv, plecind dela punctul 0. Se obtine rezultatul urmator:
Pentru @ real, u este real; raza OA se transforma punct cu punct
intr'un segment de axi reala, 0,A, (fig. 62), a earui extremitate

. 2 7 :
difera foarte putin de punctul u = Cand 2 descrie cadranul
AB, u descrie un drum A;B, care difers foarte putin de un cadran

de cerc cu centrul in punctul u — — $1 a carur razd e foarte mica 1).

2

') Dealungul lui AB, integralele

z z
f dx f dx
27 72

A1 + a AT

difer foarte putin intre cle si diferenta lor tinde citre zero cand R tinde citre
infinit.
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; . @ 5 i 3
Abscisa punctului B; este 5+ Aceasta rezultd din cele ce urmeazi:
-~

Cand z se misca pe axa imaginard dela B la C, punand a = it
(t variand dela R la 1 4 r), vedem c& u se misca dela B, la C,,
departandu-se la infinit cand r tinde citre zero. Pozitiunea acestei

drepte este evident independenta de marimea lui R; insa pentru
- : 3 -
Ri=>:60; dreapta trece prin punctul u = 5, Prin urmare ea irece
-
prin acest punct oricare ar fi valoarea lui R si dec1 By are abscisa

4

. Ceea ce justifica asertiunea de mai sus. Cénd 2 descrie semicercul

2
CD, u descrie un drum C,D; care difera de dreapta paraleld cu axa
4 e : . 1 dz 3 i
reald descrisd in acelas timp de miegrala 5 | —— cu atdt mai
2t) v —

pulin cu cit 7 este mai mic.

In fine, cind 2 descrie segmentul DO, u descrie necontenit
in acelag sens dreapta D,0; situatd pe axa imaginari (u). Cele doua
contururi descrise de punctele a si w, se corespund dar punct eu
punct. De unde rezultd ca aria limitata de conturul (u) este trans-
formata conforma a ariei limitatd de conturul (). :

La puncte simetrice in raport cu axa imaginard (x) corespund
puncte simetrice in raport cu axa imaginara (u). In adevar, dealungul
axel imaginare () din care excludem punctul 7, u este de forma
uw = i, v real; prin urmare, in puncte simelrice In raport cu axa
imaginard (z), v primeste valori imaginare conjugate a + if; de
unde pentru wu, in aceleasi puncte, valori de forma ia T f.

Facand R = o si r = 0, conchidem ¢ semiplanul (z) situat
deasupra axei reale si limitat de taietura (i, ico) se transforma,
in mod conform, intr’o fasie a planului (u), cuprinsi intre axa reala
si doud semidrepte perpendiculare pe aceastii axi, situate deasupra

el si duse prin punctele ig.

Semiplanul () situat dedesubtul axei reale se transforma
in acelag mod in fagia simetricd cu cea dintaiu in raport cu axa reala
(1), caci pentru a real, u este real.

~ Intr'un cuvant, tot planul (2) limitat de cele doua taieturi
considerate, se transformd in mod conform in fasia (u) cuprinsi

3 et . 7
intre paralelele la axa imaginara duse prin punctele z = — =

2 9
Zi=F ;1 >
Din desvoltarea

1

b H—ﬁ=i—;v2+$4—$6+...,
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valabild in domeniul punctului @ = 0, rezultd ci ramura functiunii
u(®), care se anuleazi in acest punct, este reprezintata, in acest
domeniu, prin seria

s a 7

b e S

care coincide cu ramura principala a functiunii arctg = (§ 270).
De unde rezultd identitatea celor doux funetiuni.

II. — INTEGRALE DE FUNCTIUNI ALGEBRICE.

377. Si consideram cazul particular cand functiunea f(z)
este definiti de o ecuatiune de forma

/(z) = |/ R(a),

R(2) fiind o functiune rationald de a, si fie a un punct de rami-
ficatiune al functiunii. Integrala

: f faa

luata dupa o curba inchisi C, care nu contine in interiorul siu alt
punct critic decét a, depinde de punctul initial al curbei. In adevar,
fie A si B doua puncte ale curbei (fig. 59); putem serie

(ABMA) = (AB) + (BMAB) + (BA).

Loiteg Insa integralele extreme din membrul al

doilea nu se distrug, cici dupd ce z descrie odati

M curba C, ramura f(z) se schimba in — f(x), astfel ci
(AB)=(BA). Avem prin urmare

(ABMA) = 2(AB) + (BMAB).
: 1 3
Fie, de exemplu, f(z) = lﬁ SIS s = roe'e"punctu] mifial ; avem
0
z dx =t 1—0
s Q(W)Cz s 4’.02 &5y
cl/x :
Integralaff(x)d:v consideratd mai sus nu depinde de sensul
C

in care x descrie curba C. In adevir, si reprezintam prin I si I’
valorile integralei luate, cea dintai in sensul pozitiv, cea de a doua
in sensul negativ, punctul initial z, si valoarea corespunzitoare
/(%) a lui f(2) fiind aceleasi. S& presupunem ci z descrie curba C
succesiv de doud ori, mai intdi in sensul pozitiv si apoi in sensul
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negativ; suma celor doud integrale astfel obfinute este evident
nula. Insa, dupa prima descriere a curbei C, valoarea finald a lui
f(x) este — f(zq); prin urmare a doua integrald, fiind descrisi in
sensul negativ cu valoarea initiala — f(2,) a functiunii, va fi egala
cu — I'. De unde rezulta I —1'=0.

Daca punctul eritic @ nu este pol, integrala luata dupa curba
C descrisd de doud ori in acelas sens, sau, ceeace este ;o't una,
dupda o curbd care inconjoard punctul a de doud oril) este
evident nula.

378. Fie zy un punct ordinar si @ un punct de ramificajiune
al lm1 f(z). Sa considerim conturul elementar (zy, @) si fie C o curba
inchisa care trece prin z, si care nu confine in
interiorul sidu alt punct singular decit punctul <
a (fig. 65). Integrala L= =&,

f f(z)dz , Figji:
g

luatad dela punctul @, dupa C sau dupi (zy, a) are éceia§ valoare,
determinatiunea initiald a lui f(z) fiilnd aceias; cici in aria cuprinsa
intre aceste doua drumuri, functiunea f(z) este olomorfi. Avem
asa dar

ffdr-/(h+ fde + {

o abea ax,
integralele fiind luate in sensul ségetilor. Insa, dupa ce a descrie
cercul (a), f(x) is1 schimba semnul si integrala din urma a mem-
brului al doilea este egalda cu cea dintai; prin urmare

: ff de 12 f(:t)dl (abea) .

Daci integrala (abca) tinde citre zero cind raza cercului (a)
se anuleaza, obfinem egalitatea

j?wa=2JVumz

379. Fie integrala
w= faa,

1) O asemenea curbd C’ se taie neaparat pe sine insis (fig. 64).
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lnatd dupa un drum L oarecare. Oricare ar fi forma lintei L, ea
se poate inlocul, in ce priveste valoarea integralei, printr’un drum
determinat L, — céruia si-i zicem drum direct — care uneste
punctul z, cu x, precedat de un numir convenabil de contururi
elementare. De unde rezulta cd, in genere, integrala u este o func-
fiune analiticd avand o infinitate de ramuri.

380.° Se poate intampla ca integrala si aiba un numar limitat

de ramuri. De exemplu, integrala

T ada
7 :fa e

T

Se recunoaste ci avem

—T

: ada - adx
f I/ 1— a2 /1—a2’

0 0
integralele fiind luate dupd dou# dramuri simetrice in raport cu
origina. S& reprez#ntim prin ® valoarea integralei dupa contururile
elementare (0, 1) si (0, — 1) (fig. 66),
determinatiunea radicalului fiind a-
ceias. Integrala luata dupi amandoua
aceste contururi descrise succesiv este
nula; cici, dupd primul contur, radi-
calul schimbandu-si semnul, valoarea

integralei dupa conturul al doilea este
— ®. De unde rezulta ci integrala
propusd nu este susceptibild decit de doua ramuri, date de expre-

(w),

| o— (),

(w) find ramura obtinuta dupi drumul direct 0z.
Rezultatul precedent se verifica prin integratiune divecta:

avem, ludnd + 1 drept valoare mitiald a radicalului,

: xdx —
uzfmzl_l/]w—l@;
.l/l—z

de unde o = 2 si

Fig. 66

siunea
AR

% — l_l/fi_xz’
~ 1+ )/ Team,

Integrala considerata este asa dar o functiune algebrica, avand
aceleasi puncte de ramificatiune ca st radicalul de sub semnul iE
ea satisface ecuatiunea

WA — 2u + 22 — (),
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381.. Sa studiam integrala

g f .
VT

Avem u(— @) = — u(a), integralele ‘fiind luate dupd doud

drumuri simetrice in raport-cu origina z = 0, determinatiunea
initiald a radicalului fiind aceias. Luand aceastda valoare egald
cu -+ 1, wvalorile mt(‘gralel dupd contururile elementare (0, 1),
(0, — 1) sunt respectiv m, — .

Fie u, valoarea integralei lnata dupd drumul direct L, si w
valoarea ei dupd un drum L. Daca intre cele doud drumuri
nu se afld nici unul din punctele critice & 1, integralele au aceias
valoare.

S presupunem ca intre L si L se gdseste unul sau amandoua
punctele critice. Pentru a obtine valoarea integralei dupa drumul
L, observim cia acest drum este echivalent cu drumul format de
unul din contururile elementare sau de améandoud, descrise intr’o
ordine convenabild, de un numar convenabil de ori, urmat de
drumul L, Valoarea integralei, luatd dupd drumul L, va fi dar"
datd de contururile elementare corespunzitoare, la care se adauga
valoarea ei dupd drumul Lg, descris cu valoarea inifiala + 1 a
radicalului, dupd cum contururile elementare, cari au precedat,
sunt in numir par sau impar. Din cele ce preced se deduce relatiunea
dintre valorile integralei dupd cele doud dramuri.

S presupunem mal intdi cd L este precedat de unul din cele
doui contururi elementare (0, 1) sau (0, — 1) (fig. 66); valorile
corespunzatoare ale lui u vor fi respectiv

@Y w— g, -0 — 7 U

L

Sa presupunem acum L, prece-
dat de ambele contururi elementare,
descrise succesiv, - o singura data

(fig. 67) ; valoarea finala a integralei
va. fi

v : Fig. 67
(3) w= 427 4 gy, 2

dupi cum conturul (0, 1) precede conturul (0, —1); sau \'iccversa.
Daci L, este precedat de contururile (0, 1), (0, — 1) descrise

succesiv de n ori, avem 2
(4) w = 2nm -+ u,.

Din cele ce preced rezultd c& integrala (1) admite, pentru
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aceias valoare a limitei superioare z, o infinitate de valori cuprinse
in egalitatile

5) : T { 2nm - uy

©) Tlent na-u,,

uo fiind una din valorile integralei si n un numar lntreg oarecare,
pozitiv, negativ sau nul.

Forma analitica a func’glunn u(x) reprezintatd prin integrala
(1) intr’un punct oarecare al planului, se obtine desvoltand func-
tiunea (1 — a2~ 7 in serie in domeniul acelui punct si integrand.
Fie a diferit de + 1; avem pentru una sau alta din cele dous ramuri,
cari nu difer decat prin semn,

(6) (1 — .7:2)_%' =ag+ a(z—a) + afx—a)t + .
Fie u(a) una din valorile mtegralel in punctul z = a; vom avea,

in domeniul acestui punct,

(7) W) —%fa) = agle—a) + (o —aff 4 ...

Daca @ =1, avem, in domeniul acestul punet,
@ 2)‘ gl ot
— = e (1
V
r—1)~7(1+a1 (#—1) 4 a,(z—1)% - )

8)

7
Luand valoarea integralei, in punctul 2 = 1, egald cu 5 avem
desvoltarea

(9) : u—5=i/% (z=1)" Pla—1.

1ol

Punctele # = + 1 sunt asa dar puncte de ramificatiune ale func-
tlunei u(z).

Din desvoltérile precedente rezulti ca mtegrala u(z) este o func-
tiune analitica multiform# cu o infinitate de ramuri, cari se deduc
dintr’una din ‘ele, daca facem si varieze drumul de integratiune
intr'un mod convenabil, conform celor vizute mai sus.

Punctul z = oo este un punct singular logaritmic pentru
toate ramurile, precum se recunoaste, daca finem seama de desvol-
tarea

e o i—(i—‘i)—%:

=
e 1.31 1.3...(2n-1) 1 )
—Tv(’—l_ 12+244' Sis Dih PR v e

valabila in tot planul exterior cercului Pal=—1
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382.  Transformarea planului (z) in planul (w). S& limitam
planul (z) prin doua taieturi facute dealungul axel reale dela punctul
+ 1la 4 o si dela punctul — 1 la — o si, fie  ramura care se
anuleazid impreund cu -z. Din origind ca M
centru sa descriem un semicerc cu o razi R
foarte mare §i din punctele +1 si—1 ca cen-
tre, doud semicercuri cu o razi r foarte mici,
toate situate deasupra axeireale (fig. 68). Sa B Hatgets A
consideram conturul OambAMBb m’a’O for- B8
mat din axa reala si din cele trei semicercuri. Se recunoaste lesne, ra-
portandu-ne la variatinea radicalului]/1 — 22, ca liniile

Oa, amb, bA, AMB, Bb, b'm’a’, a'O
din planul (z) se transforma respectiv in liniile
O1a;, ab;, bA,, AB,, B, b'1a'1, 040,

din planul (u) (fig. 69) in care: O,a, este un segment de axa reala

o 5 T Cr ey S 9 -
a carul lunglmn este e G & > 0 tinzand catre zero mpreuna

P4

cu r; arcul a;h, diferd de un cadran de cerc cu centrul in punctul
e %, cu atit mai putin cu citreste mai mic; byA, este un segment
de linie dreaptd perpendiculard pe axa reala, avand abscisa -:‘)1 B
2
linia A;B,, ale crei extremititi au abscisele + 2 difera de un seg-

ment de dreaptd paralela cu axa reald, cu atit

B f‘h

mai putin, cu cat R este mai mare gi se depar-
teaza la infinit cAnd R tinde citre infinit; in
an fine, celelalte linii sunt simetrice cu cele dintai
in raport cu axa imaginara. Integrala u fiind func-
tiune olomorfa de z in aria limitatd de conturul

considerat al lui  si contururile celor doua varia-

iR o

's
,
o

i bile corespunzéndu-se punct cu punet, u descriind
conturul sau in acelas sens cu x, rezultd ci
transformarea celor doua arii este o transformare conforma (§ 358).

Un contur (z) simetric cu cel dint4i in raport cu axa reald, da
pentru w, inraport cu axa sa reald, un contur simetrie cu cel obfinut
mai sus. Tarmurile pozitive ale celor doud taieturi (z) corespund
celor doua semidrepte pozitive ale fagiei (u) si farmurile negative
corespund semidreptelor simetrice in raport cu axa reald. Ficand
r =0, R = oo, rezulta ca planul (), marginit de cele doua tiieturi

1) Caci, cand z descrie dreapta bA, punctul u se misecd pe o perpendicu-
lara pe axa sa reald, a cdrei pozitiune este independentd de mérimea lui r si

T
pentru r = 0, avem u = —-.
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(— 1,—00), (-+1,+ ) (fig. 70), se transforma intr’un mod conform, in
fasia nelimitata din planul (1), cuprinsa intre doug drepte paralele cu
o ‘axa Imaginard si trecand prin punc-

S tele u= j:g— (fig. 71) Axele imagi-

nare se corespund; de unde rezulti
cd punctelor simetrice in raport cu
Fig. 70 axa imaginari (z) corespund puncte

simetrice in raport cu axa imaginara (1) (Observare, § 363).
Din desvoltarea !
T 1 i ()
(1) moe— 53:24— 5.4+

valabila in cercul | aJ, = 1, rezulta seria

125 1.325 =3
u=.z'+)3—i— T~i—...,

convero'enta in acela§ cerc ql care se anuleaza

k]
=
£
e

in punctul = 0. Ramura u(2) care se anu-
leazd in punctul =0 coincidand cu elemen- oA

tul functiunii arcsina, care se anuleazi in acelas timp, conchidem
cd functiunea u(x) este identicd cu functiunea aresinaz.

383. Inversiunea integralei %

(1) u=

dx
]/] — 22

Sa privim limita superioard z a Inteara]el ca functiune de usi fie
@ = f(u). Din reprezintarea conforma a planului (2) marginit de cele
doua taieturi (1, 4 oo), (=1,—o0) pe fasia din planul () cuprinsa,
precum s’a vazut mai sus, intre cele dous lmn drepte perpendiculare

pe axa reala, trecdnd prin punctele u = + —2~, corespunzitoare punc-
41, rezulti ca z=f(u) estc o functiune olomorfa in aceasta
fasie (§358). Voim s& aratim ci f(z) este o functiune olomorfa in tot

planul. Pentruaceasta, sa observimca functiuneaf(u), olomorfa in inte-

telor x =

riorul fasiei (‘onsxderate, fiind reala dealungul celor dou linii cari 0 mar-
gmesc se prelungeste in afara din aceasta fasie si primeste valori ima-
ginare conjugate in puncte simetrice in raport cu aceste linii (§ 363).

Reprezintand prin (D, D’ ) fasia initiala, limitata de dreptele D, D',

cari trec prin punctele y— 4 5 si sunt perpendiculare pe axa reala, sa

consideram fagia paralela (D, D) avand cu
déansa latura comuni D si a carei a doua Ja-

; L
turd D; trece prin punctul u= Tl(flg. 72). In

Tig. 72

aceasta fagie functiunea f(u) este asa dar
clomorfa ca si in cea dintaiu (363. Observare).



FUNCTIUNI ANALITICE REPREZINTATE PRIN INTEGRALE DEFINITE 391

In privinta valorilor ce f(u) primeste in aceasts fagie, observam
cd dacd u este un punct in fagia (D', D), 7 — u este un punct situat
in fagia (D, D,) astfel ca avem egalitatea

(2) flx —u) = f(u),

precum rezulta din a doua egalitate (5) (§ 381), in care facem n — (.
Aceasta egalitate se maj deduce din consideratiunile urmitoare:

Fie u=a+ if un punct din prima fasie, punctul u' = 7— ¢ - i
este simetric cu u fin raport cu dreapta D §i cu punctul
w' = m—u in raport cu axa reali. Valoarea functiunii f(u) in
punctul u’ este asa dar imaginarii conjugatii cu valorile f(w), f(w”).
De unde rezulta egalitatea (2).

Prin consideratiuni de simetrie analoage cu cele precedente
se recunoaste cé functiunea f(u) este olomorfi in tot planul (u).
Referindu-ne la formula (5) (§ 381), care da expresiunea tuturor
valorilor integralei u corespunzatoare la aceias valoare a lui z,
conchidem ci functiunea f(u) satisface egalitatile '

f fut %) = flu),
| 2k + O —u] = fu),
k fiind un numir intreg arbitrar.

Functiunea = = f(u) este asa dar o functiune intreaga, simpla
periodica, avand perioada 27. Din reprezintarea conforma a planului

3)

() si a fagie (——%, g} din planul (u), precum st din relatiunea

f(m —u) = Hu), rezulta ca functiunea f(u) nu admite perioada
in valoare absoluti mai mica decat 2. =
Din relatiunea u(— a) = - u(z), rezulté, viceversa, relatiunea

(4) 1) = — fu);

céci f(u) primeste o valoare unic pentru fiecare valoare a lui w.
De unde rezulta

(5) 0) = 0
$i prin urmare, in virtutea egalitatilor (3),
(6) fk) = 0.

Zerurile functiunii f(u) sunt asa dar date de expresiunea u = kz,
k fiind un numér intreg arbiirar.

384. Se poate, fard ajutorul prelungirii analitice §i a trans-
formérii conforme, proba foarte lesne ci funcfiunea inversa f(u)
a integralei (1) este o functiune intreaga, efectuind inversiunea

seriei (2) (§ 381), prin care se recunoagte identitatea ei cu functiunea
21 DAVID EMMANUEL
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sin u. Pentru aceasta s calculam coeficientii seriei inverse. Deri-

vand ecuatiunea

dx 1
e e e
du (/1 l’l')l b
avem 2
2 4 o
fiiioc == xz)_%ﬁ= SR

du? du
de unde rezultd, intr’un mod general, egalitatile
A
du2n
d2n+ly
du2rt!

= (—D)r (1—a?)7 .

Facand w = 0, valoare careia corespunde 2 = 0, avem

(d_zi}') =20 (d-—__z"'*'lx) — (= l)n-
.‘uZn = 2 du2n+1 s ?
de unde seria

us u>

:;:u—g)—!—{— ?!—...=sinu.

I1I. — INTEGRALA ELIPTICA DE SPETA L

385. Sa consideram integra]a. eliptica de speta I
- z
dx

(€3 R u(x) = %)

f(2) fiind un polinom de gradul 3 sau 41').

1) Printr’o substitutiune liniara se poate trece dela un caz la celalt. Astiel
daci f(x) este un polinom de gradul % §i @ un zero simplu al acestui polinom,

punand
1
(1) ‘ T—a= "t— ]
obtinem cgalitatea
@ da di
i Vi VA’

in care f;(f) este un polinom de gradul 3.
Viceversa. Daca f(x) este un polinom de gradul 3 si @ un numir diferit de
zerurile sale, aplicAnd substitutiunea (1) obtinem egalitatea (2), in care avem

L) =t [/(«)zﬂ 4 fla)e s f,_,(!") (L 3(!")] , fla) =205

Prin substitutiunea (1), fiecirui zero al lui f(x) diferit de a corespunde cate
un zero al lui f4(f), iar punctului # = a corespunde punctul ¢ = co. Unul din
punctele critice ale radicatului |/f,(i) este asa dar punctul oo.
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Sa presupunem f(z) de gradul 4 si fie

L R S e
ay, @y, ag, a; fiind patru puncte distincte. Si presupunem punctul
T, origina integralei, diferit de aceste puncte. In punctul a, radicalul
are doud valori distincte, egale si de semne contrarii. Adoptand
una din ele ea valoare initiala, pe care o reprezintim prin |/ f(z,),
radicalul va fi bine determinat dealungul unei curbe oarecari, ce
nu trece prin puncte critice.

Sa presupunem punctele ay, Ay, @3, @y, Nu-
merotate in ordinea in care ele sunt intalnite
de o razid vectoare, care se invirteste in jurul
lui @ in sensul pozitiv si si introducem con-
tururile elementare (%o, @), (2g; @), (20, 2 g),
(@g,ay) (fig. 73).

Fie

24, 2A,, 24, 24,

valorile integralei (1) luate dupa aceste contururi, valoarea inifiala
a radicalului fiind /}(a,). Integrala dupia cercurile descrise in jurul
punctelor de ramificatiune tind

e catre zero impreuna cu raza acestor
cercuri, cici produsul

1
(z— a/f) W;) (k= 1’ 27 35 4)

tinde citre zero cand [z—ak] tinde citre zero. De unde rezulta
ca avem
s ay .y

dz ' dz

e

dv dx
A1= .W’ A2= ] m: g xm; A4= lm 2

Aceste patru integrale nu sunt independente intre ele. In adevar,
din 2, ca centru cu o razi R destul de mare si descrim un cerc (R)
care sa cuprindd toate punctele critice. S considerim, de o parte,
drumul format de cele patru contururi elementare descrise in ordinea
indicilor §i, de alti parte, drumul format de raza x,A, de cercul
(R) urmat de raza Azy. Integralele luate dupa cele doua
drumuri, in sensul pozitiv, sunt egale, cici in aria cuprinsi intre
aceste doud drumuri functiunea de sub semnul [ este olomorf.
Insd integralele (24A) $1 (Az) se distrug, radicalul V/1(2) trecand
prin aceleasi valori in ambele sensuri si integrala dupi cerc tinde

catre zero, cand raza cercului tinde citre infinit, cici produsul

% I/\ITQ) tinde citre zero in acelas timp. Valoarea integralei dupa

21*
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cercul (R) find independentd de marimea razei R 1), rezulta ca
aceasta integrala este nula. De unde rezultd, suprimand factorul 2,
relatiunea ciutata
3 S T E

Semnele alternative cari figureaza in aceastd egalitate provin
din faptul ca dupd ce se descrie un contur elementar, radicalul
i1 schimba semnul, astfel c¢d conturul urmitor este descris cu o
valoare initiald egald si de semn contrar.

53 punem

Ay — A =0, Ay,— A, = o;
de unde, in virtutea relatiunii precedente,
Ao tA ——a

Aceste egalitati ne dau valorile constantelor A, ... A,, in functiune
de una din ele, de exemplu A, si de ® si ®'; avem

(4) A=A+ o0 A=A +ot+o,A,=A +o.

Sa observam ca ® §i @ sunt independente de punctul g,
ales ca origind a contururilor elementare. Astfel cantitatea

20 = 2(A,—A,)

este egald cu valoarea integralei (1) luata dupd o curba inchisa,
descrisa in sensul negativ, care trece prin 2, si nu contine in interiornl
sau alte puncte critice decit punctele a;
s1 a,. Aceastd curbd insa se poate inlocui,
precum se recunoasie lesne, prin conturul
alas)fy(a;)oa (fig. 74). Facand si tinda
citre zero razele celor doud cercuri, ale
caror centre sunt punctele a, §1 @,, 1 tindnd
seamd ca la limitd integrala dupa By este
egala si de acelas semn cu integrala dupad da, rezulta egalitatea

a

Vi)

mtegrala fiind luata dupa dreapta care uneste a; cu a, pe tarmul
care se afla de aceias parte a dreptei ca punctul z,. In acelas mod

obtinem
17

© s s
al/ f(@)

) Ea este egald cu valoarea integralei dupi contururile elementare.
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Cantitatile 20, 20" se numesc perioadele integralei eliptice date.
Vom vedea mai departe c& raportul lor este imaginar.

Cu ajutorul formulelor (4) se recunoaste ci integrala eliptich
luata dupd o curba inchisd, care contine in interiorul siu doui
puncte critice oarecari, este egald cu o perioadi sau cu o sumi de
perioade ; ciicl expresiunea unei asemenea integrale este de forma

2, — Ag), (0, f =1,2,3,4) az£p.

De unde rezulta ca asocidnd punctele critice doua cite doui,
in diferite moduri, peniru a forma un sistem de doud perioade,
orice sistem de perioade se exprima printr’o sumi de multiple a
celor dintai. :

Din cele ce preced conchidem ca integrala eliptica de speta I
este finitd in tot planul (), inclusiv punctul z = co, avand in
fiecare punct o infinitate de valori. Sa reprezintim prin u, valoarea
integralei (1) luata dupd un drum determinat (drumul direct),
care duce dela x, la . Orice alt drum, care uneste aceleasi puncte,
poate fi inlocuit prin drumul direct, precedat de contururi elementare
descrise intr’o ordine convenabila. Doud cazuri se pot prezinta,
dupd cum numarul acestor contururi elementare este par sau impar.
In cazul intdi, valoarea radicalului, dupi ce 2 descrie toate conturu-
vile, este egala cu valoarea initiald |/ f(xy); prin urmare

= uy + 2mo + 2no’,

m si n fimd numere intregi. In cazul al doilea, valoarea integralei,
dupa descrierea contururilor elementare, este 2mm -+ 2nw’ - 2A,
st in acelas timp radicalul devine — |/f(z,). Cu acest radical, ca
valoare initiala, obtinem, dealungul drumului direct, pentru inte-
grala, valoarea — uy; prin urmare valoarea integralei u dupa
drumul total este

w =20 — uy + 2me + 2no'.
In rezumat, totalitatea valorilor de cari mtegrala (1) este
susceptibild intr'un punct z, este dati de expresiunile
7 il I Uy + 2mo -+ 2no’,
| 24, — uy + 2mo + 2ne’.
Dacé origina 2, coincide cu punctul eritic a;, avem A; =0
st formulele de mai sus se inlocuese prin urmétoarele
U= % ug -+ 2mo - 2nw'’.

Forma analitici a integralei in domeniul unui punct oarecare,
situat la distanta finitd sau la infinit, se obtine, desvoltind func-
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tiunea de sub semnul f, in domeniul considerat §i integrand, precum
am vazut (§ 381). Din aceste desvoltiri se conchide, {inand seama
de egalitatile (7), ca integrala u(x) este o functiune analitica multi-
forma avind o infinitate de ramur 1, cari se deduc dintr’una dm
ele, modificaAnd drumul de integratiune intr’un mod convenabil.

386. Sa presupunem polinomul de gradul al treilea si fie
Ho) =imi=0) (g o~ .
Reprezintand prin 20, 2’ perioadele relative la punctele critice

(a1, ay), (ay, a;), avem
al

da= " dx
0= —\,m_~ e
/1~a1 (2—ay)(z—ay) ]/x a)(v—a,) (z— ay)

Foate perioadele ce se pot obtine Iudnd integrala inire doua
puncte critice oarecari, inclusiv punctul # = oo, se reduc la cele
dintai doua. Aﬂfel avem

da
]/ 1—a2(r a3 z—al T—a,)(x— a,)
f]/:c ay) (v— az)(a*aa)_w_}—w :

Sa evaluam si integrala luatd intre punctul o si unul din
celelalte puncte critice, de exemplu a;, dupa o linie care si nu taie
dreapta (ay a,). Pentru aceasta sa descriem
un cerc (R) din origind ca centru cu o razi
R foarte mare, care sa cuprinda in interiorul

sau punctele a;, ay, a; si sa considerim con-
turul

AaByd(a;)dy(a)y feahBCA,
A, B, C fiind pe cercul (R) (fig. 70). Integrala

luatd dupa acest contur este nuli. Insi in
punctul A, dupi ce z descrie cercul (R), radicalul isi schimba

= Fig. 75

semnul, pe cand pe linia By radicalul trece prin aceleasi valori la
ducere si la intoarcere. De unde rezulta

By) + (98) = 0, (Aa) + (aA) = 2(Aq).

Trecand la limita (R = oo) ), obtinem

=7 L’n_ — L
l/f T
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In mod analog, se obtin egalitatile
=2 a3 » Ui

da da da da

vie ) Vie') viw ) Vi@
387. Raportul perioadelor % esle tmaginar.

Observare preliminard. Suma a doud cantititi complexe OA, OB,
fiind reprezintati prin diagonala paralelogramului construit pe
laturile OA, OB, punctul care figureazi suma este situat in interiorul
unghiului AOB. De unde rezulta ci fiind dat un numar oarecare
de cantititi complexe, daci punctele cari figureazi aceste cantitafi
sunt situate in interiorul unghiului al cirui varf este punctul 0,
suma lor va fi reprezintatia printr’un punct situat in interiorul
aceluias unghiu si prin urmare argumentul sdu va {i cuprins intre
cel mai mic si cel mai mare din argumentele termenilor. Rezultatul
se aplicd evident unui numir nelimitat de termeni forménd o serie
convergentd §i prin urmare unei integrale difinite.

S& venim acum la teorema enuntatd mal sus sl sd presupunem,
ceeace este totdeauna posibil, integrala adusd la forma

dz
O J VAR + A - Ayr + A

in care polinomul de sub radical este de gradul al treilea. Fie ay, a,

doua din rddacinile acestul polinom; substitutiunea
&= ay ~las—. ay)t

transformd integrala propusd intr’o integrala care, abstraciiune
facand de un factor constant si inlocuind ¢ prin @, este de forma

dx
JVelh—2)(a—a)’

a fiind o constanta diferitd de 0 s 1.
Vom considera dar integrala sub forma precedenta si fie

1 @
V/alt=2) (a—a) #(i—a) (a—a)

jumatatile a doua din perioadele sale, integralele fiind rectilinii.

Pentru ca aceste integrale si fie bine determinate este necesar
a fixd valoarea initiala a fiecireia din cele doud radicale si
ca pe drumurile de integratiune si nu se giseascd nici un
punct critic. Ultima condifiune va fi implinitd daca a este diferit
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de un numir real mai mic ea 1. S& facem o taieturs dealungul
axel reale, cuprinsi intre punctele @ = 1 si z=—__ %0, tadietura
prin care @ privit ca punct variabil sa nu treacs, Adoptand pentru
argumentul lui a valoarea zero cind g este real si pozitiv, acest
argument va fi cuprins intre - st -+ 7.

Vom determina radicalul in prima integrala luind argumentele
Ve z) egale cu 0 si valoarea mitiald a argumentului lui
(@ — z) egali cu arg a. Pentru ca si trecem dela o la o’ vom evita
punctul » =1, printr’un arc de cerc mfinit mic avand centrul
in acest punct si descris in sensul negativ in raport cu aria interioars
acestui cere. Cu modul acesta, valoarea initiala a argumentului
in a doua integrald va fi complect determinata.

Daca a este real si mai mare ca 1, teorema ce voim si demonstrim
este evidentdi; ciici avem expresiuni de forma

(2) o= A, o =B,
« A si B fiind cantitati reale si pozitive,
I. Si presupunem punetul @ situat dea-
supra axel reale si fie argumentul lui. Si
Fig. 76 considerdm triunghiul (01a) ale cirui var-
furi sunt 0, 1 si a si fie Bsiy unghiu-

vile 0la, Ta) (fig. 76)
Valoarea argumentului diferentialei

dx
l/ir(ﬁl~.1=) (a—a)

la inceputul laturei (0, 1) este egala cu valoarea initiald a argumen-

; G PR R oy _
tului factorului ‘*L, adica —5- Gand z descrie segmentul (0, 1)
a—u 2

argumentele lui 2, (1 ) st dx ramand constante si egale cu zero,
pe cand argumentul lui (@~ 2) creste cu unghiul y1); prin ur-
mare avem

da )
arg [ Ea
l/:c(l—.r) (a=r)], =1 2
De unde rezulta (Observarea preliminard) ci argumentul
: S UEL (o :
Ivi este cuprins intre TSl e Putem dar scrie
a 7
(3) argm:—z—ﬁ}j, it

L e o
') Punctul (@ — 2) deserie segmentul (e, @ —1) egal paralel si de sens
invers cu segmentul (0, 1).
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Sa caleulam argumentul lui ®'. Cand 2 descrie arcul bgh, puric-

tul 2" == 1 — 2 descrie, in sensul negativ, un arc egal, avand cen-

trul in 05 prin urmare, in punctul b, arg (1 — 2) = — f; de unde,
in acelas punct,

1

Fpie sl o
2 rb]/l—ar 2°

(IR S

Dealungul arcului considerat argumentele lui z si (a — ) variaza
infinit de putin si la limitd variatiunea lor este nuld. De alti parte,
dealungul laturii (1, @) argumentul lui da fiind constant si egal
cu arg (a—1)=m—p, rezultd ca la inceputul laturei (1,a) avem

dx a-+t+ B
arg — 1 e gy
"V 2(1—2) (a—x) 2 T 20 p
TR e s
STy s By
Dealungul laturii (1, @) arg » variaza dela 0 la ¢; prin urmare
1 a Lz
arg l/‘; creste cu — 9 Celelalte argumente ramanind constante

dealungul acestei laturi, avem in punctul a

e PL_J _a_ e
l/a‘(l—:z:) (a—2) |z—u 2 2

. - x T— . L .
Prin urmare arg o' este cuprins intre &) $1 5] §1 putem scrie
— “d
’ T—a a :
(!l) arg @ :—“2ﬁ+ 01")’, 0< 01< i
- -

Scazand una din alta egalitatile (3) si (4) obtinem

o'

—
on
~

7 1
arg m - o) (0,0 + 0Op).

w

Insa 0 < a 4 y < @, prin urmare

’ 0 b?’h}
T w - A o 8
(6) =< arg —< . ‘ o
2 @ ,_" =
[ G
II. Sa presupunem punctul ¢ dede- Fig. 77

subtul axer reale (fig. 77); avem

§ dx a
arga ——=a, arg \Vm%— :l') ([l,— .l‘) = §

Dealungul segmentului (0, 1) argumentul lui (@ — 2) variazi dela
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—a pand la argla —1) = — (m—B); prin urmare, = variand
dela 0 la 1, avem

@iy

arg ( L )_ wn—p
B Vall="ola=g )i 2 - 2
De unde rezulta

™ - argo = % 4 0-%, 0<6<1.

Pentru determinarea perioadei o', evitdm punctul 2 = 1,
(onform conventiunii de mai sus, printr’un arc b ob exterior unghiului
0la = 5 argumentul lui 1 — 2 in punctul b este asa dar — (27— ).
Prin urmare in acest punct avem

arg ——— __

=
/1= =7 .2
Pe latura (1, a) argumentul diferentialei da este constant

= argia U= Sy

prin urmare in punctul r — 1, considerat pe aceastd laturd, avem

Ae= 5h=r=5 53

Vell=aewh =" "2 2 3

2 AR

Cand « descrie latura considerata, argumentul siu variazi dela

zero la —a; avem dar, in punctul z = q,
dx
argl=oroll e se I TR &
1/ 2(1=2) (a- (a—2)), 2

De unde conchidem egalitatea

Sl a
(8) arngj—[— 015
Din egalitatile (7) si (8) rezulta dubla inegalitate
o’ 7
II. Am presupus punctul a in afard de taietura (1, — oo).

Daci a se giseste intr'un punct oarecare al tdieturii diferit de 0
si 1, convenim a-l privi situat pe tarmul pozitiv sau negativ. Valorile
corespunzatoare ale lui @ si @’ sunt limitele catre cari tind mte-
gralele (1), cind « fiind deasupra axei reale tinde citre tarmul

I)Othl\' sau fiind dedesubtul acestei axe tinde citre tirmul negativ;

o’ R ol
arg - ramdne respectiv cuprins intre limitele (6) st (9).
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388. Rezultatul din urma se poate obfine direct; este de ajuns
sd evitdm intr’un mod convenabil punctele critice cari se afla pe
drumul de integratiune ale integralelor (1). Este interesant sa
facem acest caleul. :

19. Sa presupunem mai intdi 0 < ¢ < 1. Vom evita, in calucu-
lul Iui @, punctul @ printr’un semicerc cu o razi a carei limita este
zero, situat dedesubtul axel reale sau deasupra axei, dupid cum
privim acest punct ca fiind pe tarmul pozitiv sau negativ al segmentu-
lui (0, 1). De unde rezulta ca daca argumentul lui (@ — @) este nul
in intervalul (0, @), el va fi respectiv egal cu + # in intervalul (a, 1)

(fig. 78, fig. 79); prin urmare, in acest interval, vom avea respectiv
/a—z= +i]/2—a, dupi cum a este pe tarmul pozitiv sau
negativ.

Sa consideram argumentul lui (1 — z). Acest argument este

luat, ca si argumentul lui 2, egal cu zero in expresiunea lui @ ; el
va fi dar, in expresiunea

0__(“7#, Ini @', egal cu zero sau - =
S cu— 27, dupd cum punc- 0 ——97:(9
Fig. 78 tul @ este pe tarmul po- Fig. 79

zitiv sau negativ (fig. 2);

cacl, conform conventiunei pentru determinarea lui @', in cazul
intai 2 descrie segmentul (1, a) fara a inconjura punctul 1 (fig. 78),
iar in cazul al doilea x descrie acest segment dupid ce a incon-
Jurat punctul 1 in sensul negativ (fig. 79): rezultat ce concorda
cu formulele din cazurile 1 si I1 in cari facem 8 = 0.

Din cele ce preced rezulta tabloul urmitor:

1°. @ pe tarmul + si a < x < 1 (fig. 78)

r
w——fl/z a x) f]/ aﬁz)
f]/ L—a)—A_iB;

dz !
1/ (1- T)(a‘l s l/ (k— x(m a)

=P
f]/x (1—2) (z—a) e

20, @ pe tarmul —si a < x < 1 (fig. 79); arg 1/1 S T

{10)

’
o=
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in expresiunea lui o/,

a 1

dx dx
= et =A-+B
- [/.'z:(i—z) (a— ) + l‘ ],/a:(i—x) (z—a) =

(1 : i
‘ &£ .
0 = ¢ - — (B.
ft Lf V/ x(=2) (z— @) l

Radicalele din membrele din urma fiind toate reale g1 pozitive,
rezulta ¢ A si B sunt cantititi reale si pozitive. Coeficientul lui ¢

H
in raportul 2= este, in ambele sisteme, egal cu cantitatea pozitiva
) AB
A? [ B2

Sa presupunem a << 0. In acest caz, argumentul lui (a — z)
raméane invariabil si egal cu argumentul Iui a, adica egal, ca sl
in cazul precedent, cu + =z, dupa cum a este pe tarmul pozitiv sau
negativ. Argumentyl lui = fiind pentru z > 0 egal cu zero, va fi, in
ntervalul (0, a) egal cu argumentul lui @; céci punctul eritic z =
este ocolit printr’un semicere situat deasupre sau dedesubtul axei
reale, dupi cum punctul @ este deasupra sau dedesubtul acestei axe

(fig. 80, fig. 81). Dealungul seg-
RIS Ll ey .__“‘,’/1:@ mentului (0, a) vom avea dar
e 4 e ik respectiy
Fig. 80 Fig. 81 l/: = : l/ —
radicalul din membrul al doilea fiind real 1 pozitiv,

In fine, arg (1— 2) este nul in expresiunea lui @; iar in ex-
presiunca lui o, acest argument este nul sau egal cu — 27, dupa
cum arg a = +z, pentru acelas motiv ca mai sus.

De unde rezulta tabloul urmator:

3% arg o =7,

1 1
PRt et dz = A,
V a(I=2) (a— z) V/ z(1=2) (x—a)

(')l: ; (1.’1} ook ifo d.L‘
(12) Lt Vall—a) G—a)

Sl o i o
V2(=2) (a— z) Val=2)(z— a)

: ; dz S
‘fﬂl/m“”‘”'
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A9 Nare g = —= 70,
I 1 1

dx o dx W

]/ 1— "c) |—2) (a—2) 5 1/ z(l—2) (z—a)

{1354 ol = 42
, /L (a— 1— x) ]/.T (1—2) (x—a)
—iA-B. -
f /@ (1-2)(a—2) t—w) (a—a)

Can’ma’glle A si B fiind reale si pozitive, coeficientul lui 7 in

'
raportul — este cantitatea pozitiva
®
B
5
389. In rezumat, din toate cele ce preced, rezultd ca oricare
ar fi valoarea lui z, diferita de zero, 1 sau infinit, coeficientul lui ¢
5
2 .o A : AT
in raportul lui — este diferit de zero. Ceva mai mult, daca perioadele
) .
sunt determinate in modul cum s’a zis mai sus, coeficientul con-

siderat este totdeauna pozitiv.

390. Sa studiam, in mod special, integrala eliptica sub forma
normald a lui Legendre

- da e S
(1) U= g r/Re 0 1 K
1/ (- 22)(1—k22?) Fig. 82

tn cazul cAnd modulul k este real si mai mic ca 1. Putem si-l
presupunem pozitiv, cici figureaza sub radical numai prin patratul
siu. Punctele critice sunt toate situate pe axa reala. Sa le dis-
punem in ordinea
1 1
G—=—d ay=A = —, oy ="57:
: ) 2 i A 4 ,k

Si luam valoarea initiala a radicalului, in punctul @ =0,

egald cu + 1 si sa notam cu 2K, (K’ semiperioadele reprezintate

mai sus prin @ st ®'. Vom avea
+1

(2) 0=2K =

]/(1 a2) (1 k2a?) f]/l w2) (1—k2?)’

PRl ]/ 1— a?) (1 k2a?) f l/( a%— kza:z)
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radicalul din urma este pozitiv ca si cel initial, cfiei presupunem
punctul eritic @ = 1 evitat printr’un semicerc situat deasupra
axei reale. Constantele

1
(4 K= f e,
V(1= 22) (1— ka3
sl
1
(55 K, Lok I d;r

V(@=1) (1-F2)

’ ’

5 ; S ; w : ) ;
sunt asa dar reale §1 pozitive si raportul — = ; K este pur umaginar,
0}

avand coeficientul ui 7 pozitiv. :
Sa introducem modulul complementar k', definit de egalitatea

(6) 5 K- K= |
153 facem in integrala din urma o schimbare de variabila, punand
§ g I

(7) kPa? + k272 — |

Efectudnd calculele, obtinem expresiunea

1
dx
© = f V=) (ke

care nu se deosebeste de expresiunea (4) a Iui K decat prin aceea
¢ modulul & este inlocuit prin complementarul siu A’

Cu notatiunile precedente, valorile ntegralei u intr'un punct a
vor fi date (formulele (7), § 385) de expresiunile

[ Uy + 4mK + 2mK’, :
ST 2K S Ll o DR

9)

wy fund una din valorile integralei in acel punct
Este interesant de observat analogia ce existd intre expresiunile
precedente, relative la perioada 4K st acelea relative la perioada 27

cari dau valorile lui arc’sin 2. De altmintrelea, pentru k = 0, avem
Tt ey : . o F i
e — 5 mntegrala elipticid considerata coincide cu functiunea

arcsina.
391. Transformarea planului (%) in planul (u). Sa limitim planul

variabilei (@) prin doua taieturi facute dealungul axei reale, una dela
+ 1 la + oo, cealalts dela —1 la — . In acest plan fiecare
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ramurd a integralel

&L

dx k real
(1) U= 7 2 2.2\ 7
1/ (41— a?) (1-K32?) 0<k<1
o
este o functiune olomorfd. Vom considera ramura care se anuleaza
pentru z = 0. Avem pentru aceasta ramura, egalitatea

(2) u(— z) = — u(z).

Din origind ca centru cu o raza foarte mare R, precum si din
punLtele critice ca centre cu o razi foarte mici r, si descriem semi-
cercuri, toate situate deasupra axei reale (fig. 8)) Sa consideram
conturul format din aceste semicercuri si din segmentele axei reale
" cuprinse intre ele. Avem

& | dx 2

A 87 : A

1/ - zﬂ) (1 TR N s " Fi’g“’s; "
Dealungul segmentelor (l, %) : (—— 1o %) avem respecliv
expresiunile
@ V=) (- =T i|/@-1) 1-F),

. s it 1
iar dacd  se giseste pe unul din segmentele (—k—, oo) sau (— e
avem in ambele cazuri

4) V- (=) =—)/(2-1) (2*-1),

radicalele din membrul al doilea fiind reale si pozitive.
De unde rezulta

1 P |
o i
re L elg o K
[/ (1-2?) (1-k2?) I/ (1=a%) (1- K%
. hp e 1
— B : +w
dx S dx
1/ (1—a%) (1—K2a?) /(- 2?) (1—F%a?) °
1 1

r i

radicalele fiind determinate conform egalitatilor (3) si (4)-
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Integrala propusa, luata in sensul pozitiv dealungul conturului
complect, se reduce asa dar, pentru » = stR— @, Ia
+% i
dx
PR b=y e L
s Bvr e e
1
E
Insé in aria limitata de acest contur functiunea de integrat fiind
olomorfi, integrala totals este nuld; de unde rezulta egalitatea

+\w d =K
“ V(Z=1) lea—1)

1
vk
Rezultatul precedent se mai poate obtine ficind schimbarea
de variabila

kx =

2| e

< H

de unde se deduce imediat egalitatea

+x 1
dx dz
V (@®—1) (ka2—1) — V(1= 22) (1—k22)
1
AT : o

Sd notim valoarea integralei u luata dealungul axei reale déla
z = 0 plnd la 2 = 1 o0, evitand punctele critice prin semicercurile
infinit mici cari fac parte din conturul considerat. Cele trei segmente

rectilinii (0, 1), ( | 1], (i m) dand respectiv valorile K, iK', - K.

Sl k
avem
Vet
dx
6 B e -K,.
L j V=) (=2

Este de observal ci putem inlocui drumul de integra tiune precedent
prin o razi nelimitati oarecare dusi din origind si situatd in semi-
planul superior, fira a schimba valoarea integralei. Cici in sectorul
format de o asemenea raza si de drumul primitiv, radicalul este
olomorf si integrala, dealungul unui are al cercului (R), tinde catre
zero cdnd R tinde catre infinit.

Cu ajutorul rezultatelor precedente obtinem conturul ce descrie
u cand z descrie conturul considerat. Dealungul segmentelor (0, 1),

(l, ]1) (%, - m) integrala u este respectiv de forma
t, K+it, K4+ iK' —¢4,



FUNCTIUNI ANALITICE REPREZINTATE PRIN INTEGRALE DEFINITE 337

¢ fiind o variabila reald, care variazi necontenit in acelas sens, in
primul interval dela 0 la K, in al doilea de la 0 la K’ 1 in al treilea
dela 0 la — K.

Axei reale negative () corespund pentru u valori simetrice
cu cele precedente in raport cu axa sa imaginard. De unde rezulti
ca facand R = oo, axa reala (:t ) din care se exclud punctele critice
prm semicercuri infinit micl, situate deawpm acestel axe, se
transforma punct cu punct intr’un dreptunghiu ale carui varfuri
sunt punctele u = + K, u= + K+ {K’.

Nu este inutil a ne da seami in ce se transforms semicercurile
relative la punctele critice, inainte de a se reduce la Zero, precum
91 in ce se transforma semicercul (R) inainte ca R sa devie infinit.

Fie @ unul din cele patru puncte critice; avem, in domeniul
acestul punct

2]

O g = =@ Bt Ae—a)+ ...), Ao

Prin urmare, reprezintand prin uy valoarea lui w in punctul 7 — a,
drumul descris de w va diferi infinit putin de drumul dat de ex-
presiunea
1

(8) u— uy = 2A4(z — a)?,
care reprezinta, cand x descrie semicercul relativ la punctul z =a,
un cadran cu centrul in ugdescris in acelas sens si situat in interiorul
dreptunghlulul obtmut mai sus. Raza acestui cerc tinde citre Zero,
impreuna cu |2 —al|.

In domeniul punctului @ = oo, ramura considerata este repre-
zintatd prin desvoltarea

Sk =-_1[1 Z
Ve Kkl

de unde rezulta ci drumul descris de u, cind 2z descrie semicercul

©)

(R), difera infinit putin de drumul dat de expresiunea

: : S
(10) u Kl —= 2 -Kiik iK' Kei i’
4/ — \E/‘h
R ! b
~adicd de un semicerc descris in sens ()

1
.
invers, avand centrul in punctul u — /K’ : E

si situat in interiorul dreptunghiului. Sos ‘; ===
Acest semicerc se reduce la centrul siu,
cand R tinde citre infinit. (Fig. 84).
Figura reprezinta conturul integralei u in care se transformd con-

Fig. 84

22 DAVID EMMANUEL
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turul considerat al lui 2. In aria limitata de conturul (2), u fiind
- functiune olomorfa de z ') si contururile acestor variabile cores-
punzandu-se punct cu punct, rezultid ca ariile ce ele limiteazi sunt
transformate intr’un mod conform una in cealalta. Facand r = o,
R = oo, conchidem ca semiplanul situat deasupra axei reale ()
se transforma intr’un mod conform- in dreptunghiul (u).

Axa reala a variabilei (), din care excludem punctele critice
prin semicercuri infinit miei situate dedesubtul ei, se transforma
punct cu punct in perimetrul unui dreptunghiu simetric cu cel
dintéi in raport cu axa reald (w). Conchidem ca semiplanul (z),
situat dedesubtul axei reale (z), se transforma in mod conform
intr’un dreptunghiu simetric cu cel dintai in raport cu axa reala
a variabilei u. A

Intr’'un cuvant, tot planul (z) limitat de cele doua tiieturi
(— 1, — ) §i (+ 1, + ®) se transforma intr’'un mod conform
in dreptunghiul (fig. 84) ale carui varfuri sunt

u=—K 1K " u—=K £ /K.

Dimensiunile acestui dreptunghiu sunt
S ; sl
KK K BE 9 9K,

i 392, Inversiunea integralei

H———1K
z
(1) thie— B
BaR -k KK ]/(1 = :L‘Q) (1 = ]i‘z.’L‘Z) Y
Fig. 85 o

Sa consideram in planul (w) dreptunghiul (fig. 84) avand
varfurile + K, + K + ¢K’, din care excludem aceste varfuri
precum si punctul u = {K’. Din reprezintarea conforma a ariei astfel
limitatd §i a ariei (z) corespunzitoare, (fig. 83) in interiorul circia
w este o functiune olomorfa, rezulta, viceversa (§ 358), ca o= o(u)
este o functiune olomorfi in interiorul dreptunghiului (u). Aceasts

. : 1 ;
functiune tinde citre + 1, + - cAnd u tinde intr’un mod oarecare

k
catre varfurile corespunzatoare ale dreptunghiului. Cand u tinde
catre punctul iK', z tinde catre infinit. Punctul u = iK' este un
pol de ordinul intai al functiunii = @(u). In adevar, mntegrand
ambele membre (9), din paragraful precedent, obiinem, in domeniul

P!
2y Vi) fiind functiune olomorfi in interiorul conturului simplu, rezultd
&

ca integrala este functiune olomorfi in acest contur (§ 294).
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lui @ = 0o, desvoltarea

A
2

@y u—iK’=I;im[1+ +,,,].,

de unde, prin inversiune,

@) iK' £ a, (u—1K')3+ ag(u—1K')P + ... 1.
e
Prin urmare, in domeniul punctului u = 1K', avem seria
1
4) = Plu—iK’
(4) 4 k(u—1K") R,

care arata ca punciul u = 1K’ este un pol de ordinul intéi si reziduul
I

corespunzator "

Funetiunea @(u), olomorfa in interiorul dreptunghiului consi-
derat (u) din al carui contur se exclude polul u = 1K', fiind reala
dealungul laturilor dreptunghiului, se prelungeste in afara, primind
valori imaginare conjugate in puncte simetrice in raport cu fiecare
din aceste laturi. De unde rezultd ¢i functiunea » = @(u) este uni-
forma in dreptunghiurile egale cu cel dintai, avind cu el o laturd
comuni; in fiecare din aceste dreptunghiuri ¢(w) n’are alt punct
singular decit un pol corespunzator polulul 1K' si, prin urmare,
aceastd functiune este uniformd in dublul dreptunghiu format din
cel dintai si unul oarecare din celelalte patru.

Sa consideram, de exemplu, dreptunghiul din fig. 85. In acest
dreptunghiu functiunea este uniforma si primeste orice valoare o
singurd datd, exceptand punctele situate pe laturile paralele cu
axa reali: pe aceste laturi, in punctele simetrice in raport cu axa
reald, ea primeste valori egale; caci pe latura superioara valorile
sale sunt reale si pe latura inferioard ele sunt respectiv imaginare
conjugate cu cele dintai.

" Pentru motive identice de simetrie, dreptunghiul cu varfurile

b e Biim s S
R e (+ K, + K 4+ 2K") (fig. 86) satisface

T aceleasi condifiuni. S& numim 4 acest

s . :

PR o dreptunghiu. Fie

A 54 e L

| = u=a-+1ip

‘K o ! 2 : J 4

,."K 5 un punct situat in acest din urma
u

dreptunghiu; punctele simetrice cu
respectiv cu axa reala si cu latura
(K, K + 2/K’) sunt respectiv

W=a—if, u' =2K—a+if=2K—u'.

22*
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In aceste doud puncte functiunea ¢(u) avand valori imaginare
conjugate cu- valorile sale in punctul w, rezulti @(u’’) = @(u’),
adica egalitatea

(5) P(2K—u) = glu).

In virtutea acestei egalitati, semidreptunghiul din 4 situat la
stdnga axei imaginare si dreptunghiul egal

(K, 2K, K + 2K’ 2K 4 2/K’) (fig. 85)

sunt echivalente, adicd unui punct w al unuia corespunde un punct
v al celuilalt, legate intre ele prin relatiunea

(6) A u +v=2K,
astfel c¢d avem egalitatea

) P(u) = @(v).

De unde rezulta cg dreptunghiul D, ale carui laturi sunt seg-

K il K nR mentul (0,2K) al axei reale si segmen-

tul (0,2/K’) al axel imaginare (fig. 87),

; : constitue ca si 4 un domeniu funda-
b | D mental al functiunel = = @(u).

Un al doilea dreptunghiu D', avand

2 2K K cu el latura comuna (2K, 2K + 2/K’),

: 9e: 51 constitue de asemenea, in virtutea si-

metriel si a prelungirei analitice, un domeniu fundamental al
functiunei ¢(u).

Sa consideram dreptunghiul D = D + D', format din ambele
dreptunghiuri D, D'. In acest dreptunghiu (fig. 87) ale carui varfuri
sunt punctele 0, 4K, 2iK’, 4K + 2/K’, functiunea & = g(u) este
uniformd si trece de doudi ori prin aceiasi valoare. Punctele u, v
ale acestui dreptunghiu, in care functiunea are aceiasi valoare, sunt
legate intre ele prin relatiunea (6).
Pe laturile opuse ale dreptunghiului,
In puncte situate pe aceiasi paraleld
la celelalte laturi, functiunea are valori

egale. ~8[K
Sa ne inchipuim ci ducem para-

lele la laturile dreptunghiului D prin

punctele u = 4mK + 2niK’, m sl n Fig. 88
primind  toate valorile intregi dela

— 0 la + %. Vom acoperi astfel, intr’'un mod complect, planul
(u) printr’o retea de dreptunghiuri egale in cari functiunea @ = ¢(u)
se comportd ca in cel dintaiu (fig. 88).
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- Functiunea 2 = @(u) este asd dar o functiune uniformd in
tot planul (u), satisficind ecuatiunile

@ | ol GmK £ 20iK) = (),
) | o(—=u 4+ (4m + 2) K + 2niK') = @(u).

Aceste ecuafiuni corespund formulelor (9) (§ 390), cari dau toate
valorile u corespunzitoare aceleias valori z.
Functiunea ¢@(u) este, precum rezultd din ecuatiunea (2)

(§ 391), o functiune impara

9) P(— u) = — @(u).

Aceasta functiune fiind nula pentru w = o, rezultd din ecuatiunile
(8) ca zerurile acestei functiuni sunt date de egalitatea

(10) w = 2mK + 2nuK’.

De asemenea punctul w = tK’ fiind un pel al funciiunei,
rezulti din aceleasi ecuafiuni cii toate polurile sunt cuprinse in
formula

(1 w=2mK -+ (2rn + 1) iK'.

Functiunea ¢(u) este asa dar o functiune analitica uniforma
neavand in tot planul alte singularitdti decadt un numar infinit de
poluri. Ea este dublu periodica, avand perioadele 4K, 2/K'.

Vom intélni aceastd functiune, pe altd cale, in partea a doua
a cursului.

CAPITOLUL XX.

FUNCTIUNI ANALITICE REPREZINTATE PRIN INTEGRALE
DEFINITE ALE CAROR LIMITE SUNT CONSTANTE.

- 393. Sa reprezintam prin z si z doud variabile complexe
independente intre ele, figurate in acelas plan sau in plane diferite
si fie f(2, z) o functiune analitici de z, olomorfa intr’o regiune
(A), pe cind z descrie o linie data L, continua in raport cu z, oricare
ar fi pozitiunea lui z in (A). Integrala

ffxz
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a carel valoare variazi in genere cu x, defineste o functiune F{z),
olomorfd in aria (A). ,

In adevar, fie @, un punct oarecare situat in interiorul lui
{(A) st z un punct oarecare pe linia L. Exista, prin ipoteza, un numar

r > 0 astfel incat in interiorul cercului |z —z,| = r s& avem
bf) (#— )" (bnf
2= +( =z} — . F— ...
(1) f(e2) = flawz) + (o= 5] - ol )+

De unde, integrand ambele membre dealungul liniei L, obtinem

egalitatea
(2) f Haz,z)dz="2 a,(z— =),
i n=g

coeficientil @, avand valorile

~
1 oY
(3) r anp — F L(Wl)x(;lz (n= 0, 1, 2, )
Dacd cercul |2 — zy| = r nu acoperd toata aria (A), seria din

membrul al doilea se va prelungi neapirat in afarad din acest cerc;
caci neprelungirea acestei serii ar trage dupéd sine imposibilitatea
prelungirii seriei (1), ceeace este contra ipotezei. Aceastd serie da
asa dar nastere unei functiuni analitice monogene F(z) in interiorul
lui (A). Functiunea F(x) este olomorfi in (A); cici pe cat timp z
nu iese din aceasta arie, coeficientii a, ai seriei (2) au, in virtutea
egalitatilor (3), in fiecare punct z,, valori determinate, independente
de drumul ce urmeaza x cind se apropie de @, Teorema este asa

dar demonstrata.

394. Integrala considerata

f Lf(:c,z)dz : .

constituie o expresiune analiticd, care, in diferite regiuni (A),
(A7), ... ale planului (), poate coincide cu diferite functiuni ana-
litice. Integrala lui Cauchy

luatd dupé o curbi inchisid C, ne ofera, precum am vazut, un ase-
menea exemplu.
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395. Derivata integraler. Dm egalitatea (2) rezulta

()= ()

sau, inlocuind z, prin z,

OF  ,of
bz bz

adica derivata integralei se obtine derivand funcjiunea de sub
semnul [ in raport cu a.

396. Sa presupunem acum cd @ in miscarea lui in planul neli-
mitat, intdlneste un punct @, in care functiunea f(&, z) inceteaza
de a fi olomorfa, z fiind un punct oarecare pe lmla de integratiune L.

f (g, 2)dz
L %

ar putea sd nu mai aiba sens, sau sa devie nedeterminata. De aci

Integrala corespunzitoare

insa nu se poate conchide ca punctul @ = 2, este un punct singular
al functiunii F(z), precum din faptul ca o serie intreagd P(2) este
divergenta intr’'un punct al cercului de convergentd nu rezulta ca
acest punct este un punct singular al functiunii analitice cores-
punzitoare. Nu se poate afirma nimie, intr’'un mod general.

397. Sa consideram ca exemplu integrala

b
dz

a
z=a, =10 fiind doud puncte date si integrala fiind rectilinie.
Integrala inceteazi de a avea sens cind z se afld pe segmentul ab.
Sa considerdm doud puncte z’, 2’ in- b
finit apropiate intre ele si situate de /
o parte si de alta a acestui segment: - AP
2’ la stAnga s1 2" la dreapta (fig. 88),
sensul migcarii fiind ab. S& ludam pe
segment doud puncte a, B, foarte a- a
propiate de punctele 2’, 2"’ si si le unim printr’un are amf, astfel
ca punctul 2 sa fie interior ariei formata de segment si de acest -

Fig. 89
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A e s i 2
arc, pe cind punctul 2’ si fie exterior acestei arii. De unde rezulta
egalititile

b
di— dz

STisSeeos 79
i =

(aampb)

a
» 2
dz dz o
St T CE A e s T
Foe za
a - (aampb)

cici diferen;.a intre valorile integralei

fdz
—x’

luata respectiv dupa segmentul ab st dupa drumaul aamfb este
egald cu valoarea acestei integrale luatd dupa curba inchisi affma,
descrisa in ordinea literilor b '

Sedzand aceste egalitati una din alta avem

b Yah
dz dz : 1 1
o oy :2ln+ (‘—_, S 77 dz'
B=—3F =& o A =X
a a i (aamﬂb)

Facand 2’ §i 2’ s se apropie infinit de mult intre ele, integrala din
membrul al doilea nu inceteaza de a avea sens st limita sa este nula.
De unde rezulti

(2) - lim [

Toate punctele segmentului ab sunt asa dar puncte de dis-
continuitate ale integralei. Nu este tot asa in ce priveste functiunea
F(x) definita de aceasts integrald. In adevir, daci a se apropie
de un punct z, al segmentului, diferit de punctele extreme a st b,
putem deforma drumul de integratiune astfel ca el si nu treaca
prin z,. Prin aceastd deformare a drumului valoarea integralei
nu se schimbi; de unde se vede ci functiunea F(2) este continui
in domeniul punctului z,.

Modificarea ce se introduce in functiunea F(2) cand 2 strabate
drumul de integratiune, alinge numai expresiunea sa analitici
cu ajutorul integralei; cici aceasta din urmi Isi rupe continuitatea.
Astfel, daca F{2') reprezinta valoarea mtegralei

b
iz

73
23—
a
L e e S
!) Funectiunea de sub semnul J tiind uniforma, avem

(aampb) = (aa) + (amBa) + (ab) = (ab) + (ampBua).



FUNCJIUNI ANALITICE PRIN INTEGRALE CU LIMITE CONSTANTE 345

cand 2’ se afld, de exemplu, pe {drmul stdng al segmentului, valoarea
aceleas integrale intr'un punct 2’ infinit vecin, situat pe {armul
drept, este

(3) — = — F(2) — 2.

De unde rezulta ca prelungirea functiunii F(z), cand z strabate
drumul de integratiune dela tirmul sting la cel drept, se reprezinta
prin expresiunea

Har—

a

Ca verificare a acestul rezultat, si observim ca din egalitatea

f L f dg e

rezultd, in virtutea evalltdhl -

F(2)

]

lim [F(2’) —F(2')] =0

=g

398. Rationamentul de mai sus nu se aplicd daca x4 comncide
cu unul din punctele extreme, ¢ sau b. Si examiniam ce devine
functiunea F(2), cand x plecind dela un punct 2’ revine la acelas
punct, dupd ce inconjoard unul din punctele a sau b, de exemplu,
punctul @. Putem presupune, fira ca functiunea sa fie schimbata,
cd drumul de 1ntegra’§,mne primitiv
este inlocuit printr’un drum L avand
aceleasi puncte extreme a, b si tre-
cand infinit aproape de punctul z’,

astfel ca acest punct sa fie exterior

Fig. 99

ariei formata de cele doud drumuri.
(Fig. 89).

Sa ne inchipuim ci facem o taietura in plan, dealungul drumului
de integratiune L, prin care variabila s nu treacd. In tot planul
asa limitat, integrala datd este o functiune olomorfa si reprezinta
aceiag functiune F(z). De unde rezultda ca daca 2’ este un punct
infinit vecin cu ', situat pe {armul opus al taieturii, vom avea,
in virtutea formulet (2),

F(z") = F(2) — 2um,

a' fiind presupus situat pe tarmul sting al tdieturii. Punctul 2’
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find un punct oarecare, putem zice ca daci # descrie o curbi
inchisd in jurul unuia din punctele a sau b, in sensul pozitiv in
raport cu a sau in sensul negativ in raport cu b, functiunea F(z) se
méreste cu — 2i7. O rotafiune in sens invers méreste functiunea
cu + 2izw. De unde rezults ca daci z descrie o curba inchisi in
jurul ambeior puncte a si b, funciiunea F(a) se reproduce ; ceeace
trebuia si aiba loc, caci F(a) este olomorfa in planul limitat de
o linie oarecare ce uneste punctele a si b.

Toate aceste rezultate sunt confirmate, dacii observim ca
F(2) coincide cu o ramura a functiunii

log (b— 2) — log (a — a).

399. Sa consideram integrala mai generali
b

F(;‘t‘) = : :-,'-(;.’)l' d:,-

L

/(2) liind o functiune olomorfa in tot planul (2). Procedand ca in
exemplul de mai sus, recunoastem ca in doua puncte infinit vecine
situate de o parte si de alta a drumuluj de integratiune, figurate
prin acelas punct geometric a, valorile integralei difer intre ele
prin + 2inf(z). Punctele extreme & si b sunt singurele puncte
singulare ale functiunii F(2), definita de integrala. Cand 2 plecand
dela un punct 2, revine 1a acelas punct, dupa ce inconjoard unul
din punctele a sau b, F(z) se reproduce marit cu + 2inf(z,).

400. Sa considerim, ca exemplu de un caracter mai general,

integrala
b

- Gy(2;2)
G(z,z) o

a

(1) F(ay =

In care G, G; sunt doua functiuni olomorfe de variabilele ndepen-
dente @ si z, integrala fiind luata dupé segmentul de dreapta ce
uneste punctele a si b (Hermite, Cours. . ., Goursat, Cours, t. II).
Integrala “inceteazi de a avea sens in punctele 2 cari satisfac
ecuatiunea

(2) ; G(z, z) =0,

z fiind un punct oarecare al segmentului ab. S& presupunem ca
pe cand = descrie segmentul ab (fig. 90), una din radacinile z ale
ecuatiunii precedente descrie o linie I, (fig. 91) astfel ca ab si L. sa
se corespundd punect cu punet; ceeace revine a presupune, precum
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vom vedea mai tarziu 1), c& unui punct z oarecare al segmentului
ab corespunde pe L o ridicma simpld a ecuatiunii i viceversa,
intr'un punct oarecare x pe L, ecuaiiunea are pe segmentul ab
o radacina simpla z. Fie z = £ un punct al
segmentului ab si @ = & punctul corespun-
zator pe L. Se va veded de asemenea cd,
in ipoteza noastrd, radacina x care se re-
duce la & pentru z = (, este 0 functiune
olomorfi de z in domeniul lui £ si vice-

versa. De unde rezultd c@ la doud puncie Eig. 91

2’ si 2" infinit vecine cu &, situate de o

parte si de alta a liniei L, ecuajiunea (2) face sa corespunda doud
puncte z’ si 2 infinit vecine cu C, situate de o parte si de alta a
segmentului ab. Aceastd propozitiune fiind admisd, sa cautam

limita citre care tinde diferenta

a ARG b b b
e G, | S,
™ Gn ) G@A

Fig. 92 g ' 5

cand ' si 2" tind catre &

Din punctul { ca centru sa descriem un semicere amf (fig. 92)
marginit de segmentul ab si continand in interiorul sdu punctul g
Acest punct fiind infinit apropiat de ¢, putem presupune raza
cercului destul de micd pentru ca funcfiunea G(2”, z) sd nu aiba
tn interiorul semicercului alt zero decat punctul z”, care, in virtutea
ipotezei, este un zero simplu 2. Sa introducem drumul de inte-
gratiune aamfb. Acest drum echivaleazi, functiunea de sub semnul
[ fiind uniformd, cu drumul format de segmentul ab si de enrba
inchisa ampa descrisa in sensul pozitiv in raport cu 37 De del

rezultd ci avem egalitatile

- b
Galata] o Gil2 52
@ G ) T
; a aamfhb
b
Gl o5 Gila 7= ¢ G2, z)
(4) G(z'', 2) %= G(z",2) Gres 2‘”27?:’,? Gla5)

a aamﬁb

1) Functiuni implicite. z

2) In virtutea ipotezei, G’E(E. &) == 0; de unde rezulta ca daca z'" est
destul. de aproape de {, & fiind privit constant, G/z1(&,:5") =£ 0" Privind, 1
functiunea din urmd, z”’ const., '’ este cu atit mai aproape de & cu cat 2"’ est
mai aproape de (; de unde rezulta G’z (2", 3") 3£ 0.

e
n
€
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Scdzand aceste egalitdti una -din alta si trecand la limita:
v=al=E, =gt obtinem rezultatul ciutat
b > 1}
e € Glaa | . ey
(5) lim —— dz — AR =D
P g G(z',2) G(2", z) G £(&:0)
a a

Asa dar trecerea variabilei z dintr’o parte in cealalti a linjej L, are
‘ Gi(&8) , ..
~———, & fiind
G'z(6,0)
punctul pe L prin care trece z st £ fiilnd punctul corespunzator pe
segmentul ab. Semnul depinde de sensul in care se face trecerea.
Din demonstratiune rezults cx trebuie sa ludam semnul - dacx
trecerea se face dela 2’ la 2, punctul 2’ fiind situat in acea parte
a liniei L ca punctul 2, care i corespunde, s se giseasci pe tarmut
stang al segmentului ab. Toate punctele liniei L sunt prin urmare
puncte de discontinuitate ale integralei propuse. O asemenea inte-
grala admite un numar limitat sau nelimitat de linii de discontinui-
tate, dupi cum functiunea G(z, z) este *n raport cu 2 o functiune ra-
tionald sau transcendents,

drept efect a mari integrala propusi cu -+ 2

S& observam, precum am maj vézut in primul exemplu, ci
punctele de discontinuitate ale mntegralei nu sunt neapirat puncte
singulare ale functiunii F(z), definita de aceasts integrala. In ade-
vér, dac x se apropie de un punct & al liniei L, diferit de punctele
extreme, putem deforma, in mod convenabil drumul de integratiune
st functiunea F(z) va fi reprezintati, in domeniul acestuj punct,
prin integrala luati dupd drumul cel nou, a carei valoare este egali
cu aceea a integralei primitive, Astfel, daci x se apropie de &, venind
din partea lui 2, putem, in virtutea egalitatii (3), reprezinta func-
tiunea F(z) prin integrala

Gy(2,72)
G(:I.T, Z) dZ.
(aem fb)

Mai putem inca, in acelas caz, considera ca element de prelungire

a lui F(x), cand 2 strabate linia L, expresiunea j

b
Gy(z, 2) G (s

e oh D w2 )
Gd. "~ "

a

in care semnul trebuie_ales, conform celor Zise mai sus,

402.  Funcjiunea I(2). — Functiunea definits de integrala

©

(g I(a) =f— e—2ds,

a
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luata dealungul semiaxei reale si pozitive, are o valoare f{initd daca

a este real si pozitiv. Aceastd proprietate subsista gi daca @ = & + 1
este o cantitate complexd, cu conditiunea & > 0; cici din egalitatea

} ;Al'—‘ e—3 l == ;5—1 e——Z,

rezulti inegalitatea

{fw:‘r_'l o= d:.ll éfnzf_l o2z,

o

Proprietatea enuntata fiind adevaratd pentru integrala din membrul
al doilea, este adevdratda si pentru membrul intai.

Variabila z fiind presupusd reald si pozitiva, funclfiunea

zr—1 p—2 — e({c—-l) log z—2

este olomorfi in raport cu x in tot planul acestei variabile si continud
in raport cu z; prin urmare integrala (1) este o functiune olomorfa
de z in regiunea in care ea este finitd, adicd in semiplanul & > 0.

Efectuand integratiunea prin pérti, obiinem relatiunea

Iz + 1) = =F(a).
Inlocuind 2 prin 2 + 1, rezulta
I(z +2) = (a+ 1) Iz + 1) = o(z + 1) I(a);
de unde, én general, relatiunea -
(2) I'leat+n=a+1) (@+2) ... (24 n—1) ().

Membrul intai al acestei egalitdti este, in virtutea celor zise mai sus,
o functiune olomorfa de z in toatd regiunea in care & > — n; prin
urmare, in aceastd regiune, funcfiunea I'(x) este unforma neavand
alte singularitdti decat polurile n =0, —1, —2, ..., —n.,

Voim sa ardtam ci functiunea I'(z), definita de integrala (1)
in semiplanul & > 0, este uniformi in tot planul (), neavand alte
singularititi decat polurile de ordinul intdi o =—1,—2, ..., — o0.
Aceasti proprietate se pune in evident#, plecand dela expresiunea
lui I'(z) sub forma data de Euler si Gauss si care se poate stabili
in modul urmator.

Sa consideram egalitatea

1

we=l
f 22—tdz — e

o

in care sd schimbidm # in @ + 1 si s& scidem cele doud egalitati
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una din alta; obtinem egalitatea

fzx”‘(l~z)dz= ’c(xﬁl—l—l) :

a

In aceastd egalitate si inlocuim 2 prin 2 4 1 si sa scadem cele
doud egalitati una din alta; rezulta

1 . 9
fz"_’(l_~:)2d;.: (’L—]— )(x+ .))

(/)

Continudnd in acelag mod, obtinem expresiunea generali

1

: 7 n! 7
(3) fzx~1(1—z)”dz: .l(.t—f—,l) Sk

o

d Inlocuim z prin —; egalitatea precedenta devine
: 7 :

. n:z~1 l___i ndz: : n!nz V
n Hz+ 1)zt 2).. (= + n)

o

e e

Facand n sa tinda catre infinit, rezulta

n

(’1) fzo:—le—=dz—— a:) Llilalo(1+ 1)(1‘Li) (1_*_%);

(7]

expresiunea lui I'(2) sub forma ciutata.

Pentru a ne servi de aceasts expresiune, este necesar si ardtim
ca membrul al doilea are o limita finita pentru orice valoare a lui »
diferitd de un numir intreg negativ. Pentru aceasta, sa consideram
nversul produsului din membrul al doilea, care se poate scrie

i (1 ¢ i) e = I (1 4 i) e—vlogn
n. : n
2 T 2 Lo og n
(5) = [([ -L _1) e > ( T )J
1

@ -
> ——1logn | 2 AR i o
=e1‘1'(” 7 )]I(1+—]e e e
1 n 1 n
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C fiind constanta lui Eulerl). Raméine si probdm convergenia
produsului din urma. Avem

o 2= (s =2+ 3T i
punénd

__1(:1-)2 l(-x)3 1 (J;)‘i 1m5
i B e i e A v e

de unde
2
[1 +

Fie m un numir intreg pozitiv si | 2| < m; vom avea, pentru

e

| s T 2
| " @
unl<\71' ; +
|

Ly 8 '
+|+‘; +J

n > m, Inegalitatea

L

1—\%

T
n

%\ EHE

fosd
| Un !<
Fei

in care &, tinde catre zero cind n tinde catre infinit. Seria Xu,
este asa dar absolut convergentd pentru toate valorile |z | < m,
prin urmare si produsul (5). Ins& m poate fi presupus oricat de mare
voim; conchidem ci produsul considerat este absolut s1 uniform
convergent pentru orice valoare finitd a lui .

Egalitatea (4) se poate asa dar scrie sub forma

L 3 Y =2

6 ' =ecxmﬂ(1+¥e I

() ['(x) 1 n :
care arata ca functiunea

1
I'(2)

este o functiune intreagd, avand ca zeruri numerele intregi @ = —n,
(= —1,—2,...,—). De unde rezulta ci I'(2) este o funcfiune
uniforma in tot planul (), neavand alte singularitati decat polurile
xr=-—nN. ([.e.d-'

Observare. Functiunea I'(z) nu se anuleazi in nici un punct
al planului, cdci punctele in carl aceasta functiune s’ar anula, ar fi

) By 1
poluri ale functiunel inverse ———; ceeace este absurd.

I'(z)

-G = 0:5712 .
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CAPITOLUL XXI.

FUNCTIUNI INTREG’I. :

I.-— EXPRESIUNEA FUNCTIUNILOR INTREGI SUB FORMA DE PRODUSE
DE FACTORI,
403. Teoremd. Fie
) o 5 ) 2
Pl Py Pl

un sir nelimitat de seri; intregi convergente intr’un cerc comun |z | = R,
dacd seria

este absolut si unifsrm convergentd in cercul (R), produsul

= -

i [1 - P,‘(.’l‘)J

n=1

¢ poale pune sub forma unei sers; intregi, coneergentd in acest cere.
In adevar, exists un numar intreg m astfel cx pentru n > m,

avem | P.(z) | < 1 in interiorul cercului (R) si pentru aceste valori

ale lui n, putem scrie
5 U pha I
],+P:;(.l) = ¢ log (1'Pn) = eP” S L Sh

prin urmare

@
= z ( Il—‘il);1+‘;—P;L— )
]] 1 1 Pl) = €"="‘+1 ¥

't
n=m-41

Insd seria dela exponent se poate exprima printr’o serie in-
treagd P(x) convergenta in cercul (R) (§ 120, IV); prin urmare
produsul

v ]
I (14P)= Pl
n=m+1
se exprima printr'o serie analoagi convergenta in acelas cerc. De
alta parte, produsul

m

(14 P,
1

a unui numir limitat de factori, se exprimi evident printr'o serie
intreagi convergentd in (R); de unde rezultz teorema de demonstrat.
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Corolar. Produsul II [1 - P,(2)] defineste o funcliune ana-
1

litica.

404.  Construcjiunea unet funcfiuni intregi avind zerurt dale.
Existd functiuni intregi cari nu se anuleazd pentru nici o valoare
a variabilei, de exemplu funcliunea e” si, intr'un mod mai general,
functiunile de forma e#®, g(2) fiind o funciiune intreagi.

Viceversa, orice functiune intreaga f(), care n’are nici un zero
in tot planul, se poate pune sub forma

f(a) = eso
In adevar, daca f(2) este o functiune intreagé care nu se anuleaza
pentru nici o valoare finita a lui 2, functiunea
logf()
este olomorfa in tot planul (), adica este o functiune intreagi g(z):
logi(2) — g(®);
de unde
f(.T) — eslz),
Consecintd. Raportul a doud functiuni intregi f(z), F(z) cari
admit aceleasi zeruri, fiecare de acelas ordin de multiplicitate,

/(@)

satisfac egalitatea

:: eslz) ;

cacl acest raport este o functiune intreagd neavand nicl un zero in
tot planul.

405. Sa construim acum o functiune intreagd avind un numar
nelimitat de zeruri date

) By 5

Pentru ca aceste puncte si poati fi zerurile unei functiuni
intregi, este necesar ca ele si fie izolate, neavand alt punct limita
decat punctul infinit. Asa dar, presupunand zerurile (1) dispuse in
ordinea modulelor crescande

(2) : l”’l]ii“‘zlé'--éi“nlé---r

vom avea

ligp | @l =00,

n=m

23 DAVID EMMANUEL
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Daca printre aceste zeruri sunt mai multe de acelas modul, ordinea

lor va fi oarecare.
Si consideram cazul cel mai simplu, cind seria

3) DR
1 Qn

formata cu inversele cantitatilor (1) este absolut convergenti.
In acest caz produsul

(4) i (1 i, _)

1 an

este absolut si uniform convergent in toats intinderea planului si
reprezintd o funcfiune analitica Intreagid. Insd un produs absolut
st uniform convergent nu se anuleazi decat Impreund cu unul din
factorii sii; prin urmare produsul (4) reprezinti o functiune
intreaga care admite zerurile date si numai aceste zeruri. Expresiunea
cea mai generald a unei functiuni Intregi care pe langa zerurile (1)
admite origina ca zero de ordinul m, este

ot gn (1 — 2 ),
1

|

g(x) fiind o functiune intreagi oarecare.
Exemplu: O functiune intreagi ale carei zeruri de ordinul
intdi sunt punctele =0, 12, 22 . p2 . este reprezintati prin

produsul - ;
es(@) 5 IT (‘l. === i) .

1 n?

406. Teorema lui Weierstrass. Weierstrass a dat solutiunea

este diver-

problemei care ne ocupi in cazul general, cind X -
genta. 3
Sa stabilim mai intdiu urmitoarea lem:
Lemd. Fiind dat girul nelimitat (1) dispus in ordinea (2), cn
condiypunile | a,| > 0, gi lim |a,| = oo, se poate totdeauna

un gir de numere intregi pozitive nu descrescinde

udsi

o

(5) 015 02 - -+ Ony -+ -
astfel ca seria
P |p+1
@ x 0
© z |2
n=1| Qn

sd fie convergenid pentru orice valoare finita a lui a.
Este de ajuns, fira a fi necesar, a lua, cum face Weierstrass
On = n—1,
cici reprezintind prin u, termenul general al seriei (6), avem

lim [/;n= Iim J iz

J
| =09
| 1

an
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oricare ar fi valoarea fimita a lui . Sa stabilim acum teorema lui
Weierstrass. i

Numerele g, fiind astfel determinate, si considerdm expresiunea

£+l(i)2+ L(i)en

; H an 2 an O an

1— " le ey
Ay,

care se anuleaza in singurul punct @, si nu are alt punct singular

decat punctul co. O asemenea expresiune se numeste factor prim.

Punénd, pentru prescurtare,

2
- X 1 x | €T 2n
/ ﬂJ;:——{—A(—) »T-...-—'y—-—( )
@ gle= = + 5 (= e

si considerdam produsul

S s x| &
(8) Hz) — 17(1 — ‘) A S
: 1 Uy, X

Voim sd demonstrim ci acest produs este o functiune intreagi
de a.

Fie R un numair pozitiv oricit de mare voim §i @, cea dintii
cantitate din sirul (1) pentru care.

t 1 l = R.
Sa presupunem punctul z situat in interiorul cercului | x| = R;
vom aved, pentru n > m + 1,|—| <1 §1 prin urmare, pentru
a

n
astfel de valori ale lui n, putem scrie

g @
7 ap
Pt (i)ﬁ’n"" 1 (’L 0p+2 ]
B e—l9n+1 an +Qn+2 an S ETIE
; 1 0 +2

este absolut si uniform con-

@ +1 1 Cxi)e
. ) Enld S S [ (=2 (2 B i eI | n
ﬁ (J—— l’A)eDn( >:em+1[9n+1 (an) 0,42 {HnJ
m=+1 :
x ]Qn“

Prin ipotezd, seria X (A
a".

vergentd in cercul (R), prin urmare seria dela exponent din membrul
al doilea se reduce la o serie intreaga P, (z) convergentd in acest
cerc. Avem asa dar, in interiorul cercului (R), expresiunea

(9) Higy=—e Ii1——Je .

1 Un

Pm(x) ™ ( a) gal2)

054
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Fiecare factor prim putand fi inlocuit printr’o- serie mtredga con-
vergenla in tot planul, produsul celor dintaiu m factori primi poate
1 reprezintat prmtro serie 11'1lrea(rd convergenta in tot planul s1
[I{z) printr’o serie intreagi convergenti in interiorul cercului (R).
Aceasta serie se anuleazi in interiorul cercului in punctele a;, a,, . ..
@, $1 numai in aceste puncte. Insa R poate fi presupus oricat de
mare voim ; daca dar facem R si creasca peste orice limita, ceeace
revine a f(ue m s tinda catre infinit si observam ci | Pou(2) | tinde
in acelas timp eitre zero 1), conchidem & produsul nelimitat

= F 2 gn,(:l:}
11 ( [ — = )e
1 an
poate fi reprezintat printr’o serie intreaga convergenta in tot planul ;
prin urmare acest produs reprezinta o functiune intreagd, care se
anuleazi in punctele date de sirul (1) §i numai in aceste puncte.
Dacéa prinire 7t‘lllI‘]l€‘ date sunt mai multe egale intre dansele.
de exemplu, daca J 1 zeruri sunt egale cu ay, factorii primi corespun-
zatori sunt egali si produsul lor va fi

- gJes

S’a presupus ci origina nu se afla printre punctele sirului (1).
Daca @ = o este un zero de ordinul m de multiplicitate, vom intro-
duce factorul 2™ si produsul

it o

an ] (l — }em(“l

1 Un

in care fiecare factor prim este repetat de atdtea ori cile unitati

sunt in ordinul sau de multiplicitate, satisface conditiunile cerute.
In fine, expresiunea cea mai generald a unei funetiuni intregi

1) Punand ' = Un < 1, avem -

:‘"" {
_ (L Cat 0,42 Vs
[ Pmla)| < X Un + Un T e e 2 =0,

SE o = 5 - R 1 A
Fie 7 o limitd superioari a fractiunilor _ i > m; vom avea
1—Un

3 +1
Pnie)l<i 2 0 B
m+1

0
Seria XU, nwt lnud cony croenta, rezultd ci pentru m, destul de mare, avem

| Pm(2) | < e, oricat de mic ar fi
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fla) care admite aceleasi zeruri este

([()) /(1) — egla)gm ]ZY (l A i) eg;l(J??’
1\

an,

g(2) fiind o functinne intreaga arbitrara. R

Astfel dar, filnd dat sivul nelimitat de puncte (1), cari nu sunt
supuse la altd conditiune decat a fi izolate, (adicd nu existd punct
la distantd finitd in domeniul ciruia si se giseasca o infinitate de
puncte ale sirului), este tot deauna posibil a construi o funcfiune
intreagd care si admitd ca zeruri aceste puncle i cave si fie veprezin-
tatda prin expresiunea (10). In acest rezultat consistd teorema lui
Weierstrass.

407. Observare. Funetiunile exponentiale cari figureazi in
factorii primi ai produsului nu sunt determinate inir’un mod unic.
Aceasta rezultd din faptul ed gradele polinoamelor

@y ok
En\)l = 2 3
on( ) ok kanl.
nu sunt supuse la altd conditiune decit ca seria

X \gn

Gy |

2
sa f{ie convergentd. Presupunind cd am determimat un sir de numere
on carvi s implineascid conditiunea precedentd, le putem méri cu
numere intregi arbitrare, fira ca produsul nelimitat sa inceteze de
a fi absolut convergent. Pentru ca valoarea functiumii f(2) s nu
se schimbe, este evident necesar ca termenii adiugati polinoamelor
2,(2) sa-i scadem din exponentul g(a) al factorului exponential es(*!,

Astfel, reprezintAnd prin g, un numir intreg mai mare ca o,
si prin g',(2) functiunea corespunzitoare (7), avem
Q'n JJ.‘
s =gl 5 2
k=0, +1 "
prin urmare
: . . n gk
E (1~ £ egn("‘): 1 (1_2) eg;(‘” ;I e I‘:l‘i“ "’T'Il
1 .

Ay n=1

n=

-2 AT z) gn'w)
= g n=t k=@,+1 kas 17 ([M_) egn
n=1 S
Formula (10) devine asa dar

w 0 f =
(10 bis) e T

, fla) =am 77 1 g kehas
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408. Se poate intampla ca si existe un numar intreg p astfel

ca seria

e 1

(11) g e

n=1 l anlp'H

si fie convergentid. In acest caz seria

esle convergenta si prin urmare este de ajuns a lud toti exponentii
0n egali cu p; vom aved atunci

4 0 1(z)2 1 (z)r

(12) gn(x)=~+‘—(~) Sl e

ay, 29\, P \an

\

Daca p este cel mai mic numar intreg pentru care seria (11)
este convergenta, se zice ci produsul
@© 3
- )\ gyla)
11 (l __%) e
° 1 Qp,
este de rangul p.

In cazul cand seria (11) nu este convergentd pentru nici o valoare
finitd a lui p ) si cand prin urmare gradele g, ale polinoamelor g,
cresc peste orice limiti, se zice i produsul corespunzitor este de
un rang infinit.

Daca produsul
]3 [1 — l) P i

ap,
este de un rang limitat, existd un numar ¢ satisfacdnd dubla inegali-
tate
PEC=E il .

3 . < A L 1
penlru care seria 21! i este divergenta, pe cind seria X T [ove
este convergenta, oricat de mic ar fi numsrul pozitiv e. In privina
seriei £— nu se poate afirma nimic, intr’un mod general, seria

a2
poate fi convergenti sau divergentd 2). Dacd o = P, seria este diver-
genta, dacid ¢ = p - 1, seria este convergentd. Numirul g astfel

= 1

Y} De exemplu: seria X ——— este divergentd oricat de mare ar fj
- n=2 (log n)m

exponentul m. In adevir, comparand aceastd serie cu seria armonied E;, ra-

m
% ) F VR (log n)m M A O
vorful a doi termeni corespunzitori este ———— — 1 a carui limita,
1 = S B
7 om

pentru 7 = oo, este zero. Prin urmare termenii. seriei considerate sunt, ince-
pand dela un rang destul de depirtat, infinit de mari in raport cu cei cores-
punzitori al seriei armonice.

#] Analogic cu cercul de convergenti al unei serii intregi.
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definit se numeste exponentul de convergenfd '), al sirului (an) sau
si al funciiunii corespunzitoare I1(z).

409. Fie F(2) o functiune intreaga data si
o b Al e B
zerurile ei, dispuse in ordinea modulelor crescande, fiecare fiind
vepetat de atitea ori cite unitati sunt in ordinul sau de multiplici-
tate. Teorema lui Weierstrass ne invata si construim un produs
de factori primi, II(x), avand aceste puncté ca zeruri. Expresiunca
lui F(a) este

(13) F(z) = est2) [l(x),

g(2) fiind o functiune intreagd care trebuie delerminald pentru
{fiecare functiune datd F(a).

Ne vom mirgini la acele funetiuni F(2) al caror rang (rangul
produsului 77(z)) este un numdr limitat si functiunea g(«) un polinom
de 2. Functiunile obignuite ce se considerd in analizi intra in aceasti
categorie.

Fie p rangul funciiunii si ¢ gradul polinomului g(z); cel mai

mare dintre aceste doudi numere se numeste genul functiunii F(z) 2).
In cazul cénd exponentul g(2) se reduce la o constantd, functiunea

se zice simpld (canonique, primitive).

410. Sa considerdm produsul
.1:‘1';1'5-" ek ol R o
= SRS el Fpe ] B
(14) Ha) =1 (12 )™ (=) (=)
1 an
de rangul p. Luénd derivata logaritmica?), avem

II'(z) i 1 4

T—ay, an

) Ordre réel (Borel). Grenzexponent.

%) Genre, dupa Laguerre.

3) Aceastd derivatd se-obtine dupd aceeas regula ca si cum numarul fac-
tortlor ar fi limitat. In adevir, fie » un numar intreg astlel incat, pentru n =,

x | !
s 1; vom putea scrie

sd avem
13 1 w0
o ( ZP ()
b Z ) onlT) ¥
Il(2) = Vi tl"ﬁ"—) e e :
() 1 a,
@ : e
unde P, (2] = log |1 _“_n + gn(a) este o serie intreagd de @, convergenia in
o
interiorul cercului | x| = |a,|si Z Pn (2) absolut si uniform copvergentd in

v
acelas cerc. De unde derivata logaritmici:

M- *3 d { 7 ) gn{a@) e ( a:) gn(2)
= N — T ) = X —loeg | 1—— o
H{x)  da log |1 a, + s ‘f Y Lda log 11 a =
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sau
= [1'(L) ER L 3 e Rt ity
(15) o(z) 'Lp‘%' a’(z— ay)

Seria din membrul al doilea este absolut si uniform convergenti
in toata intinderea planului, exceptand punctele a,. In adevir.
fie 2 un punct oarecare diferit de punctele a, st n destul de mare
pentru ca | 2| < |a,[; putem scrie

1 1 1 i} |
== I*' = I < "v“; . Z=c g "‘ 1 e
a(a—a,) l ar+t ! / 1_;T,f ‘aﬁ“ R P .
| ; 1 f [ | I | ‘ @y |

Propozitiunea este justificatd in virtutea convergentii seriei
- 1
[T

411, Din propozitiunea precedentd rezulti ci functiunea

X II'(z)

1(x)
este continud si ramane finita dealungul unui cerc (r) descris din
origind ca centru i care nu trece prin nici unul din punctele y.
Exista o infinitate de valori r oricat de mari voim, cari implinese
aceasta conditiune. In adevar, punctele a, fiind puncte izolate.
numerele r, — | @, |, mai mici ca un numar pozitiv arbitrar e
sunt in numar limitat. Figurand pe axa reald aceste numere, obfinem
un sir de puncte izolate, al ciror punct limitd unic este punctul
. Orice numir pozitiv r, care nu apartine acestui sir si care, prin
urmare, poate fi mai mare ca orice numar dat, satisface conditiunea
cerutd. In coroana limitata de doui cercur concentrice, avand
centrele in originad si trecand prin doudi din aceste puncte conse-

I'(2)

cutive, 77 este functiune olomorfs.
x

Fie acum f(z) o functiune intreagi pusi sub forma

f(2) = eso) om [1(2),

avem
f'(z) L 7_m_‘LH'(.1;)
i Ay e (e

/()

De unde rezulta ca functiunea ste olomorfa in aceias coroanx
4

) ()
ca fuuc‘;lunea (@)
412. Teoremd. Daci seria
g |
(1) 2 >0

ERN



FUNCTIUNI INTREGT 361
este 'corwergenlﬁ, suma

: 1

(2) W A(2=ay)

- g8

tinde cdtre zero cind x tinde cdtre (nfinit faud a trece prin punctele a,.
In adevir, in virtutea ipotezei, seria (2) este absolut si aniform

convergentd in tot planul () din care excludem punctele a,. Sa
descompunem aceastid serie in doud parti

| m 1 » 1
~d~ur—mo S Za (a2 e l(z—a)

si sA presupunem numdérul intreg pozitiv m destul de mare pentru ca
e
- }‘_ (v ar) | | 2

2
e = 0 arbitrar de mie. De alti parte, existd un numir poziliv
R astfel ca pentru | 2| > R, punctele a, filnd excluse, si avem

m 1 8
P T A T T G T
| ah—] (z—an) 9

De unde rezultd ci pentru | 2| > R si R destul de mare, avem

1

l(:l/— an) ’;’ < &

@D
2Tk
l {
Corolar. Fie II(x) un produs de factori primi de rangul p,
adicd p este cel mai mic numdr intreg pozitiv pentru care seria
1
v e At a 4
Y este converg v
PRI este convergentd; avem (§ 410)

e T
I = o= any

Aplicand teorema precedentd pentru 1= p -+ 1, conchidem

? Y :
ca existd un numir pozitiv R destul de mare, astfel cd pentru
| z] > R, avem

I'(2) |

@ | S

oricat de mic ar fi ¢ > 0.
413. Teoremd. Daca
(1) ) = ortelien 1l ()
este o funcfiune intreagd de genul p, expresiunea
@) L.
arf(a)
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tinde catre zero cind x tinde citre oo, fard a trece prin zerurile functiunii
/().

In adevar, din (1) deducem
IT'(2)
arll(z) "
Functiunea j(z) fiind de genul p, rangul siu si gradul polinomului
¢(®) nu trec peste numirul p, insi unul cel putin din aceste doui
numere este egal cu p. Din expresiunea (3) rezultd, tinand seami
de corolarul teoremei precedente, ci toli termenii membrului al
doilea tind catre zero cand w tinde citre infinit, fird a trece prin
punctele a,. De unde conchidem teorema enuntati.

o e

414. Teoremd. Dacd seria
1

= l dn NP'H

este convergentd gi eXpresiunea (2) tinde cdtre zero cind x tinde catre
infinit, fdrd a trece prin zerurile funciiuniz f(z), si daci p este cel
mai mic numdr intreg > 0 pentru care cele doud condifiuni sunt
implinite, funciiunea f(x) este de genul D.

In adevir, in virtutea acestor conditiuni, membrul intai precum
si cei doi din urmi termeni din membrul al doilea al egalitatii (3)
tind citre zero cand 2 tinde citre 00 ; prin urmare termenul
- (@)

aP

tinde in acelas timp citre zero. De unde rezulta ci numarétorul
g'(2) este un polinom de un grad < p — 1 si prin urmare g(x) este
un polinom al cirui grad este cel muli egal cu p. Ceeace demonstreazi
teorema.

415, Fiind datd o functiune intreaga f(z), daca cunoastem
zerurile sale precum si rangul sau, formdm, precum am vazut,
produsul /7(z) al factorilor sai primi. Pentru a obtine expresiunea
complectda a functiunii sub forma de produs, avem nevoie de a
cunoagste factorul exponential 7, adics functiunea g(2). Daca
aceastd funcfiune este un polinom este usor sa-l determinim.
Pentru aceasta, fie p cel mai mic numar intreg > 0, mai mare sau
cel putin egal cu rangul functiunii, pentru care avem

/
lim ol 12} =0;
e=» 2P f(2) :

acesl numar este in virtutea teoremei precedente, genul fune-
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tunii f(z) si prin urmare gradul polinomului g(a) este cel mult
egal cu p.

Punem
gla) = by + by + ...+ bpa?
si aplicand egalitatea
v e AL II'(2)

f(@) s ' M)’

desvoltam ambele membre in domeniul punctului @ = 03 de unde
prin identificare, deducem valorile coeficientilor by, by, ... bp.
Facand apoi @ = 0 in egalitatea

f_(Tjn) = &9 Il(a),

obtlinem valoarea coeficientului ebo.

416. Aplicagiuni. Fie functiunea
f(z) = sin ww,
ale carei zeruri sunt numerele z=n, (n=0, + | LR T
Seria X '13 fiind convergentd, produsul factorilor primi corespunzitori

este de rangul intdi §i avem
; X n
)= al (‘I = »)e ;
n

11’ veprezintand produsul factorilor corespunzitori la toate valorile
intregi pozitive si negative ale lui n, exceptand n = 0. Prin urmare
avem

P 2 glz) X i T
€h) sinre =e all l——~ &7
Luand derivata logaritmicid a ambelor membre, avem

(2) 7 cot mr = g'(x) + 11 + E’( . . : ] :

r—n n

cot a

Se recunoaste lesne ¢d ——— tinde catre zero cind 2 tinde
@

citre infinit, fard a deveni egal cu un numir intreg. Asa dar g(x)
este un polinom al cirui grad nu ftrece peste 1. Fie

glz) =az 1+ b.

Substitnind in (2) aceastd valoare si identificaind ambele membre,
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gisim @ = 0. 1) De alta parte facand v — 0 in egalitatea (1) dupa
ce am Impar{it ambele membre cu ®, obtinem e% — 7. De unde
expresiunea lui sin ., descompus in factori primi,

b 5 ( T
(3) sin w2 = g Il (il-~ ~) e .
n
Sa notdm expresiunea
. Bttt |
(4) Teotm =L Jl - )
x z-n " n

care rezultd din egalitatea (2).
e et ; i T
417.  Observare asupra  produsului T (1 —~—) . Acest produs
n
este semi convergent si valoarea sa depinde de legea dupa care se
succed factorii. In adevar, si grupdm factorii in modul urmator:
fiecare grup sa fie format din k factori consecutivi corespunzitori
la valori pozitive # h factori consecutivi corespunzator: la valori
negative ale lui n. Asa, de exemplu, grupul de rangul m va fi
2

[“WJ"'(“?@) [1+mﬂ...(1+ ﬁ)

Sd reprezintam prin 7, produsul celor dintai m grupuri de

factori ai produsului /7’ (‘l ~$) si fie

s
Y5
P=1M[1—Z|e™
n
Luand in acest din urma produs factorii cari corespund la aceleasi
valori- ale lui n, cari determini II,,, obtinem un produs egal cu
fv(smk* ‘Smh)

e 4 3

in care scriem

') Aceasta valoare se poate obtine imediat, observand ea grupand doi cite
doi factorii cari corespund la valori ale lui n egale si de semne contrarii, avem
; s o
= 2 &
I 1 A no__ 1 _ﬁ)
s Y o
( n) 11] ( "2

sin zwr

si produsul considerat rimanand neschimbate cand inlo-

Expresiunea S
cuim @ prin — a, rezulti ci functiunea ¢ **% nu se schimbi in acelas timp :

de unde a = 0.
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Produsul P fiind absolut convergent, putem serie, pentru m destul
de mare,

{Smik— S :
(5) el( 5 ‘mh) 11, = Bt lim ¢, = 0.
m=x s
Insa
: ml k
Lim (S — Spp) = lim log — = log +;
m=w( ik mh) . Tk Sh'

prin urmare, ficind m sa tinda citre infinit, egalitatea (5) devine

lim 11, = P ('ki)

: : h i

Asa dar lim I1,, depinde de raportul i valoarea sa nu esie egalid
m=ax

cu P decat daca h = k. In acest caz putem scrie

m=® —m

+m aQ
(6) singr=mx lim II (‘] ‘«;{) o e (1

418. Aplicagiuni. I. Expresiunea precedentd pune in evidenta
periodicitatea functiunii sin 2. In adevar, dacd in polinomul

+m x
oulz) =axll (J - "ﬁ) a0

—T

care se poate pune sub forma
om(2)=Az{l—2) 2—2) ... (m—z) X (1+2) 2+2) ... (m+ 2),
inlocuim z prin z -+ 1, avem

@nl(z )=

De unde, facind m = oo,

sin. w(w + 1) = — sin a ,
sau, punand mw = z,
sin (z + m) = -— sin z;

prin urmare
sin (z + 27) = sin z.

II. Facand in (6) x = §, obfinem

“+m 5 ¢ % ¢
Sy : 2n R Sl 2 m
(7) —;-zhm H—‘) e e
D i i e B TR 2m—1

formula cunoseutit a lui Wallis.

e % = . 3 T—a g =
419. Sa inlocuim in egalitatea (3) x prm ——, @ §1 © fiind
)
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doud constante arbitrare, si a diferit de un multiple al lui @: vom
avea

T—a
L wEa) . mife—a) . T—a
(8) sin i‘):i‘)ﬂ (1,»— —-) P
® » )
De alta parte, aplicand direct teorema lui Weierstrass functiunii
. 7(x—a)
sin

*, ale cirel zeruri sunt date de expresiunea
®

a -+ no,
in care n primeste toate valorile intregi dela — oo la L op $1 tindnd

seama ca aceastdi functiune este de rangul intai si
avem

de genul intai,

T
(9  sin Fgva)ds i }? £ 2 A b
J @ == a-+ nw

Luand derivata logaritmica a ambelor membre si ficand » — (),
obtinem

. 7a
&€ = —sin —,
w
Prin urmare
T TTu &
. w(x—a) . ;a g g N z \atno
(10)  sin = —sin— ¢ Hj=— G REie
W (0] i a-+ nw

Formulele (8) s1 (10) diferite intre ele se vot reduce una la alta. Ple-
cand dela formula (8), avem

T—a . a : €
nw nwj | a—+nw

T—a i

x
(-5 o™= 1+:2) e (=)
nw nw a+nw
de unde
T—a _a i
7 TSN R S DA x new
/i (l—nw)e =1 (l,yﬂ)e ‘”(1‘54,70))3 )

descompunere legitima, cici produsele din membrul al doilea sunt
absolut convergente. Insj primul produs din membrul al doilea
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este egal cu

© . 7a
—sin —
Ta ®
prin urmare i
alz—a . 7a 2 Z new
) ( : —):—sm——(l -~) T (1—-—7 ,7_) e
® ® a a -+ now
sau, tinand seami de identitatea
T % ) ax
iz =
no a-+no  no(atno)’
ity bty S LG L x ;
si ficand sa intre factorul (l ——) sub simbolul 77, avem
’ a
(ll) r A | & axr
. a(z—a) . et z atno |l a _ nolatno)
sm——zf%sm-—ﬂl 1 — - ARe Wiz
(@) 0 _»l a-+ no |
Insa
@ azr i 1 . el 120N
e ot na)(a—l—nw) g no a-tnoll,
e e .
. Z 7 aa
1ar parenteza de la exponent este egala cw————col — , precum-se
WhL e
'~ A A a -
recunoaste facand in formula (4) @ =--— . De unde rezulta
o)
formula (10).
420; Fiacind in (10) o =1, a = — 4, obtinem
€
5 » T n——»_;—
(12) cosma= I {1 — e :
-~ n— é
Acest rezultat se mai poate deduce din formula
sin 27z
COS X = = .
2sinzx

In adevir, avem

2z

; : 2 "
sin 272 = 2na Il (l e —) g
n

3

sau, reunind de o parte factorii in cari n este par si de alta pe accia
in cari n este impar, putem scrie

2z 2z
S 2z) e g Y At
sin an:vaI]'(l——ﬂ s (l————) e

2n n— |
4
: T —
:‘2sm:rr,ﬂ(’l ——-——) g e
n—%

De unde conchidem formula (12).
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Luand derivata logaritmica a ambelor membre din (12), obtinem

+= .
{13) = oy — [_,_, S L —»—1~~J ;

nwlZ—(n—1) " p — 4

421. Relatiune intre functiunea I'(z) si sin mz. Am gasil, pentru

/

functiunea intreagh —— expresiunea ({5). § 402)

I'(z)
(1) e ane “'”,f"( ﬁi) i
F(;r) el A = P

Zerurile acestei functiuni sunt zeruri ale functiunei sin za,
«care se mai anuleazi pentru aceleasi numere cu semnele schimbate.

il v
Aceste din urma zeruri anuleazi functiunea Fil—a" Sa formam
produsul corespunzitor acestei functiuni, inlocuind in egalitatea (1)
@ prin 1 — 2; obtinem
2—1
1T« e Cl1—a) .'-7’ ( ; 1—-:17) ST
0 1 % i)
B =i+ Yeova, =2
: 117]% e n (1 n)]ilJ e
cE i £
g (1+:;)e "11(1-4 i] e
n 1 n
Insa, fiacand in egalitatea (1) 2 = 1; avem
T 1
Ty AL
e 4:-F e T b
prin urmare, egalitatea (2) devine
3) = e i —
I(z—1) 2 ]1] ‘I 3 B
Din egalititile (1) si (3) rezulta relatiunea cautata
(4) I L ( _ﬁ) F: sinza
I(2)(1-a) A n) ¢ SRy
sau
= 7T
(3) S sinza *
Facand in aceasta egalitate # = L, obtinem A

de unde
=]/x,

valoarea radicalului fiind pozitiva.
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422, Funcpiunea ox. Aceasti functiune intreaga introdusi
de Weierstrass joacdun rel important in teoria functiunilor eliptice.
Fie o si o' doud cantitati al ciror raport este imaginar. Weierstrass
reprezintda prin ox functiunea intreagd simpla ) care se anuleazi
in punctele

z = 2mw - 2nw’,
m si n fiind numere cari primese toate valorile intregt dela — oo
la + oo, independente intre ele.

S cdutim cea mai mici valoare intreagi p pentru care seria

il

| mo 4 nw' [P+

NV,

este convergentd. Pundnd w =@ 1 b, ® =a L+ ib’, avem
= I > )
| mo + no' 2= (am -+ a'ni* 4+ (bm - b'n)?
= (@ + b*) m® + 2(aa’ - bb') mn + (@ + b2) n2,
Membrul al doilea este o formd quadraticd definiti (pozitiva),
@cl avem expresiunea
(a8 4 1) (0 + b — (aa’ + BF)R = (ab' — ba')? >0,

,
i « - - e (@] . :
ab’ — ba" £ 0, in virtutea ipotezel ca raportul — este Imaginar.
(@]

Asa dar seria

v 11
3 : Ei : 1
— I ’ ' 5 -+
| mw + new' P+ [(am +a'n)® 4 (bm + b'n)l] s
]
- % P L &
va fi convergentd pentru —5— > 1 si deoarece p este un numar

intreg, valoarea cea mai micd pentru care seria propusa este con-
vergenta este p = 2, Functiunea ce voim si construim este de
rangul 2.

Conform teoremei lui Weierstrass, un factor prim general
find
L |

: ok
(1_ﬁajew+3?
w s
in care s’a pus pentru prescurtare
W = 2mo + 2nw’,

expresiunea functiunii oz sub formi de produs este

FoE e L
/ ) wtzw
gr—rgel 4 =S, ;
w
m i n primind toate valorile intregi dela — oo la - oo, exceptand
sistemul de valori m = n = 0,
') In care lactorul exponentiat Fleb i3

24 DAVID EMMANUEL
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1L — CATEVA PROPRIETATI ALE FUNCJIUNILOR INTREGI TRANSCENDENTE.

423. Functiunile intregi transcendente se hucura de unele
proprietali comune polinoamelor. Astfel: E

Daca o functivne intreagi

) = 2a, 1"
are toli coeficientii sai reali, zerurile sale complexe sunt conjugate
doud cate doua.

In adevar, fie 2 = a - {8 un zero al functiunii. Inlocuind x
prin aceastd expresiune si separdnd termenii reali de cei imaginari,
avem

0= 2a, (a + iB)" = P(a, B) + iPy(q, p),
P 5i Py fiind doud serii intregi de a si 8 cu coeficienti reaii, conver-
gente pentru orice sistem de valori finite ale acestor cantitati. De
unde rezultd egalitatile
= P

Inlocuind 2 prin @ — if, rezultatul substitutiunii va fi

P(“? ﬂ) L iP](a: ﬂ) ': 0;
fla— i) = 0.

424, Viceversa. Dacd o functiune intreaga simpla (adica
fara multiplicatorul ¢#® de un rang limitat are zerurile sale
reale, sau imaginare conjugate, coeficientii sdi sunt reali ). Caci
grupand doi cate doi factorii primi cari corespund zerurilor ima-
ginare conjugate, obtinemn produse cu coeficienti reali.

prin urmare

Teorema subsistd si in cazul unei functiuni simple de un rang
nelimitat, daci presupunem ca gradele o, ale polinoamelor g,(

‘T):
corespunzitoare zerurilor conjugate, sunt egale: cecace se poate
totdeauna presupune, ciei aceste grade depind numai de modulele
zerurilor.

425. Teorema lui Rolle se aplica functiunilor intregi transcen-
dente ai ciror coeficienti sunt reali: intre dous zeruri reale conse-
cutive ale functiunii se cuprinde un numir impar de zeruri reale
ale derivatei.

In adevar, fie a, b doua zeruri consecutive (@ < b) ale functiunii
/(x), cel dintaiu multiplu de ordinul a, cel de al doilea de ordinul .
Putem scrie

f(2) = (o~ a)* g(x), @la) 0,
Ha) = (2B (), wi(b)#£0,

!) Prin coeficientii functiunii ingelegem coeficientii seriel intregi Xayan
prin care functiunea poate fi reprezintata.
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®(2), y(x) fiind functiuni intregi cu coeficienti reali. De unde, prin
derivare,

A et )

o) " o—a ola)

fa)_ B, v

f(&) a—b  y(2)’
Din aceste egalitdfi rezultd ci raporturile

flate) flb—e)

flate)’ flb—e)’
in cari ¢ este un numér pozitiv arbitrar de mic, sunt de semne con-
trarii, cel dintai pozitiv, iar cel de al doilea negativ. Insi in inter-
valul (a 4 e, b — &) functiunea f(2) pastrand un semn mvariabil,
rezultd cd intre @ + ¢ si b — ¢, prin urmare intre st b, derivata
f(z) se anuleazi de un numir impar de ori.

426. Desi teorema lui Rolle se aplica ecuatiunilor transcendente
ca si ecualiunilor algebrice, nu este insa tot asa cu consecintele
acestel teoreme. Asifel, propozitiunile urmitoare nu sunt in genere
aplicabile functiunilor transcendente, anume:

19. Dacd radacinile unei ecuatiuni algebrice sunt toate reale,
radacinile derivatei sunt toate reale.

2%. Daca ridicinile unei ecuatiuni algebrice sunt twate reale,
intre doud ridacini consecutive ale ecuatiunii se gaseste o singuri
radacind a derivatei.

Pentru a justifica asertiunea noastra in ce priveste propozifiunea
19, este de ajuns si consideraim un exemplu. Fie funciiunea in-
treaga

[(z) = e (* + 2a—1),
ale cérei radicini sunt toate reale, pe cand derivata sa
f(z) =2e (2B + 222 1 1)
are doud radacini imaginare.

In ce priveste propozitiunea 29, fie f(z) o functiune intreaga
de un rang p > 1, fara multiplicator exponential §i care nu se
anuleazd pentru x = 0. Forma sa este

fa) = 1T (1 aﬁ) eaL s (%J++[i(ﬂp

1
Luind derivata logaritmica, avem

flz) i

2i*
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de unde rezulti ci derivata f(x) se poate scrie

[(@) = ar g(z),
@(2) fiind o functiune intreagi.

Presupundnd ci toate zerurile lui f(2) sunt reale, vedem ca
intre cea mai micd raddcind negativa in valoare absolutd, si cea
mai micd radicind pozitiva a ecuatiunii f(z) = 0, ecuatiunea f'(z)
admite « = 0 ca radacina multipli de ordinul p > 1. ‘

427. Consecintele teoremei lui Rolle, mentionate in paragraful
precedent, subsistd dacd functiunea este de genul zero, precum
si in cazul cind fiind de genul intdi si avind un multiplicator
exponenfial ¢?*+0, coeficientul a este real.

S& consideram cazul din urmi si facand abstractiune de multi-
plicatorul e?, si presupunem ci avem

(1) fow) = &= am 11 (1 Mi) o
de unde r ; ‘1
(2) ];((:)):a+,?;+z(r—:czl+a—;)

Sa presupunem ci f'(x) = 0 ar admite o radicind imaginari
a 4 iff; va rezulta egalitatea

A 1 (B }
L g “(a+z'/5‘~au+¢7n)“(’

sau

oy Ma—ip) Z[( ol 1] i

a2+ﬁ2 l a‘an)g_\"ﬁz : bl_l

Coeficientul lui i in aceastda expresiune este

vt [az _';_1/32 L (a—anjj?—f—ﬂz] ’

care nu se anuleaza decit pentru A= 0. De unde rezultd ca

ecuatiunea f'(x) nu admite radicini imaginare.

Ramane sa ardtam c¢i intre doud radicini consecutive ale
ecuafiunil f(z) = 0, ecualiunea f(x) = 0 are o singuri radacini.
Pentru aceasta, si derivim ambele membre ale ecuatiunii (2),

19 = R+ ey

(= a)
Membrul al doilea fiind, pentru z real, esentialmente negativ,

functiunea f'(x) descreste necontenit intre doui zeruri consecutive
oarecari ale functiunii f(«), prin urmare nu se poate anula decat
o singurd datd in fiecare interval (a,, a,.,). q.e.d.
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CAPITOLUL XXII.

FUNCTIUNI ANALITICE UNIFORME NU INTREGI.

Ne propunem sa gisim expresiuni analitice carl sd reprezinte
functiuni analitice uniforme avind singularitati date.

428. Sa considerdm mai intai cazul particular cand funciiunea
ce voim si construim n’are alte singularitati decat un numar nelimitat
de polurl cu un singur punct limitd, care este neapérat un punct
singular esential. S& presupunem ci acest punct coincide cu punctul
= oo si fie

(1 T oy S s e
polurile date dispuse in ordinea modulelor crescinde ; prin urmare

lim | a,| = oo.
n=®x

In virtutea teoremer lui Weierstrass, putem totdeauna si
construim o functiune intreagd G(z), care sd aibd punctele (1) ca
zeruri §1 numail aceste puncte.

Sa reprezintim prin Gy(z) o functiune intreagd arbitrara,
care si nu aibd nicl un zero comun cu G(z). Functiunea

2) G,y (2)

G (a).
inplineste conditiunea cerutd, caci ea reprezintd o funcfiune uni-
forma in tot planul, neavind alte singularitati decat punctele (1)
cari sunt poluri.

Cazul cind punctul limita este un punct a situat la distanta
finita se reduce printr’o schimbare de variabila la cel precedent.
S5a ne inchipuim, in acest caz, polurile (1) dispuse astfel ca

lim [@a—a, | =0 si s facem substitutiunea
n=®x
!
(3) 2=
: r—a
Punctele
1
4 e T =g e
(4 Gt ¢ )

vor fi dispuse in ordinea modulelor crescande si

Im | a', | = 00.
n=x

Gy(a")
G(a')’
punctele (4) semnificiri analoage cu cele considerate in cazul intai,
nu are alte singularitati decdt aceste puncte ca polurl.

Expresiunea in care functiunile G si G, au relativ la
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Prin urmare expresiunea

ol

implineste condifiunea ceruti.

429. Sa trecem acum la cazul general cand singularitatile
sunt, fard distinctiune, poluri sau puncte singulare esentiale. Solu-
tiunea acestei probleme se datoreste matematicianului suedez
Mittag-Leffler si este cuprinsi in teorema urm#toare:

Teorema lui Mittag-Leffler.

Fie

(L) s oy iy oo s

un sir nelimitat de puncte izolate §1

= 1 1 ( 1 )
(2 5 |—— o e e S G P o ST
) ¢ (.zf—al)’ Ga (.11‘[12)’ s T—ay,

un sir de functiuni analitice uniforme, asociate respectiv punctelor
sirului (1), fiecare din ele avand ca punct singular unic punctul la
care esle asociatd si anuldndu-se pentru z = oo. Una oarecare
din aceste functiuni este de forma

¥ Al NG
afL) -2, 8

e 1

e S e S T

T ap il a)2

(3) =

Tr—a;
coeficientii fiind cantititi constante date si numarul termenilor
limitat sau nelimitat.

Teorema lui Mittag-Leffler consta in aceasta: Este totdeauna
posibil a construi o funcjiune analiticd uniformé F(x) care si nu aibi
alte singularitdfi decat punctele date (1) st astfel ca diferenta

’ 1 ) L

Fla) — G (?:a—“ (i=1,2,...)

sa fie olomorfd in domeniul punctului a;.

= o 1 et : ; ot
Functiunile G; (——— caracterizeaza asa dar singularitatile
i

rT—a
functiunii ce voim sa construim.

Sirul (1) fiind dispus in ordinea modulelor crescande, si presu-
punem |a | > o. Si facem si corespunda punctelor (1) un sir

de numere pozitive
(4) 81’ 827 837 ceey Epy oo Ars
supuse la singura condifiune ca seria Je, si fie convergenta. Fie

R un numir pozitiv dat oricat de mare voim si n cel mai mic numir

pozitiv peniru care :
>R
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Din origina ca centru cu raza R si descriem un cerc si fie  un punct

interior acestui cerc. Punctul @, fiind exterior cercului, functiunea
1 ; S g

G, (r—‘a_)’ care n’are -altd smgularitate decat acest punct, este

2 n
olomorfd in interiorul cercului precum si pe cere; prin urmare ea
se poate reprezintd printr’o serie intreagi de z,

y @
(5) Gn. (‘l_’] — 2 B(n).’b’v.
T— an y=o0 "
convergenta in acest cerc sl pe cerc.

La aceias concluziune ajungem, daci desvoltam in serii intregi
termenii membrului al deilea din (3), pentru ¢ = n, si facem suma
acestor serii, conform teoremel lul Weierstrass, asupra sumei de
serii.

Seria din membrul al doilea din egalitatea (5) fiind convergenta

pentru ] x| = R, rezultd cd existd un numiar intreg m, astfel ca
inegalitatea
o
Sl i 1 e
r=m, 4

sa fie satisfacuta. Cu atdt mai mult vom avea in interiorul cercu-

la (R)

et (n) »
(6) 24 Bv L ! <8n. 1)'

V=in

1) lata cum se poate caleula o valoare a lui mp pentru valori ale lui a al

ciror modul este mai mic ca R. Fie My o limitd superioard a lui Gn( 1 ) 1
I—an’/ |
dealungul cercului (Rj; vom avea
My
B(n) L :
v R

de unde, pentru valori @ al caror modul r < R,

( r )"ln,
o« o e ﬁ

> g - My 2 (L) =M
P=nin nn ===

Este de ajuns a pune

o,
(-
=

r\Mn en(IR—r)
(1—) SR

si a lud cea mai micd valoare intreagi mn care satisface aceastd inegalitate.
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Sa punem

(7) Fu )= 2 B“(’n)mv
v=impn
sl
mpy—1
(8) Pyz)= X BWM g,
Y=o
vom avea
* 1
(9) P (IiTn) Py

Functiunea F,(z) are singularitatea @, a functiunii caracteristice
corespunzatoare G, §i punctul z = oo ca pol din cauza polinomului
P.(2). In virtutea inegalitatii (6) avem

(10) [Fn(2) | < e

In acelas mod construim functiunile

v Foyq(a), Forial ), as
supuse la conditiunile '
' Fn+1(x) I = Ent1, I Fn+2<1') J = Ent2;y ¢ - oy

pentru | @} < R. De unde urmeazi ca in interiorul cercului (R),
seria
o
(11) 2 Fi(z)

R=n
este absolut si uniform convergenta.
Sa aplicaim aceleasi transformiri functiunilor

1 |
Gl (m—al )’ STy Gn—l ( T—ay 4 ):

pentru valori ale lui a, ale ciror module sunt respectlv mai mici
decati g, |, 55, | a,]. Vom obtine functiunile
1

T—a;

F G,-( )—]’,-(.r) b1 ey
uniforme, neavind fiecare alti singularitate decat punctul respectiv
a;, care este un punct singular caracterizat de functiunea corespun-
zatoare G; §i mai avand fiecare ca pol punctul z = 0. Suma

n—1

> Fi(;'lJ),

i=1
avand o valoare finita pentru toate valorile luj diferite de a,
Qg - .. @y_y, rezultd ci adunind-o cu seria (11), obtinem seria

- (12) El?i(;;r)zg[ci( - )~Pi(a-)J,

Phe: ! 1 T—a;
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absolut si uniform convergenta in interiorul cercului (R), exceptand
punctele ay, ay, dg, ..., @, ;. Insd, luand n destul de mare, putem
presupune R oricit de mare voim; de unde urmeaza ca seria (12)
este absolut si uniform convergentd in toata intinderea planului,
din care excludem punctele

A A S
Functiunea

(13) F(z) = 51 [Gn Lo P,L(.z:)]

n= T— Qy

implineste conditiunile cerute. In adevir, in orice regiune in care
nu se géseste nici unul din punctele (1), ea este olomorfa ). De alta
parte, aceste puncte fiind izolate, putem considera un numar pozitiv
o destul de mic, astfel ca in cercul descris dintr’un punct @; ca centru
cu raza p, si nu se gaseasca alt punct al sirului (1) decat punctul a;.
In interiorul acestui cerc diferenta

Fla) — Gi (—1 | = Fla)— Fi(a)— Pifa).

r—
este evident olomorfa. q. e. d:
S’a presupus |a; | > 0. Daca @ = 0 este un punct singular al
functiunii ce voim sd construim §i dacd reprezintdm prin

1 A(lu) Alo)
(14) Go(?)=‘5+?+...,

functiunea caracteristica corespunzitoare, va fi de ajuns si scriem

T—a,

(15 F@ = Go(1) + 2|6 (1) — Pata],
& 1 J o
pentru ca F(z) s implineascd conditiunile cerute. Putem face sa

intre G, ﬁ) in suma generald, privind Pg(z) = 0 si si scriem
% .

L2 1 1

(lb) 4 F(;F) =2 [Gn (‘—) = Pn (T), 5
n=o0 L= ay

1) Fie xy==an. Intr'un cerc (r) descris din z, ca centru cu o raza r destul

de mica, astfel ca in (r) s& nu fie nici unul din punctele an, putem scrie

Gn (_1.«) 3 Pn(z) = pn(z — ),

T—dn

pn(x — x,) fiind serie intreagd de & — x,, convergentd in (r). Insd
@

= Pale—)

este uniform convergenta in (r), prin urmare aceasti serie se poate inlocui prin
o serie intreagd p(a — ), convergenta in (r).
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Expresiunea cea mai generalsd a unei functiuni uniforme care
satisface aceleasi conditiuni se va obiine adaugind rezultatului
precedent o functiune intreagd G(z):

1

T—ap,

(7B = Z[Gn ( )—Pn(m)] + G-

430. S& observam c# trebuie si privim ca termen al seriei din
membrul al doilea expresiunea

G, (—1

T—a,

) — Py(2)

$i cd nu este permis a separa polinomul P, (z) de functiunea G, (a).
Prezenta acestor polinoame in compunerea termenilor seriei face
ca aceasta serie sa fie absolut convergenta, precum rezultid din
demonstra‘giunea teoreme.

/\. A pd * > » A
431. Se poate intampla — §1 aceasta se prezintd in genere in

aplicatiuni — ca si existe o valoare constanta a gradului polinoa-
melor P, (z) astfel ca seria din membrul al doilea (17) sa fie absolut
convergentd. In acest caz, luim drept grad comun al acestor
polinoame cel mai mic numar intreg care implineste conditiunea
precedenta.

432. Viceversa. Fiind datd o functiune analiticd f(z) avind un
numar oarecare de singularitafi izolate, polare sau esentiale, o putem
pune sub forma (17).

Pentru aceasta trebuie s Incepem prin a calcula functiunile

G, (~“], caracteristice smgularlté’gllor functiunu f(z).
T—ay,

Caracterul acestor functiuni, s’ reamintim, consisti in aceea
¢a in domeniul unui punect singular a,, diferenta

f(z) — G, (m—lan)

trebuie s fie olomorfa. Aceste functiuni odata determinate, deducem
din ele polinoamele P.(®), conform teoremei lui Mittag-Leffler.
Fie

Fla) — ):[G,L (!1

r—a,

] — Pn(.'z')] ;
Diferenta
/(%) — F(z)

este o functiune analiticd uniforms neavand in tot planul nici un



FUNCTIUNI ANALITICE UNIFORME NU INTREGI 379

punct singular, prin urmare se reduce la o functiune intreaga si

f(2) = F(2) + G(a),

in care ramane a determina funcfiunea G(z).

avem expresiunea

433. Aplicafiuni. 1°. Fie

(1) T

sinmwa

Aceasta functiune n’are alte singularitdii la distania finitd decit
poluri de ordinul intdi date de

ty — T =02 bR e e =

prin urmare functiunile G, (A——) se reduc la cAte un singur
—Yn
termen de forma

A

z—ay.

Determinarea funcfiuntlor G,. In domeniul punctului 2 = 0,

avem
A e ___'J__,,
sinmr ax 2a
S
e
wx . 3l
Asa dar
1 1
2 R |
) Cn (r) aAT

Fie n un numir intreg oarecare; punind @ = n - @/, avem
sin wx = (— 1)* st wa’.
Prin urmare, in domeniul punctului @ = n,

7T

1 1 :
= (—1) [m + oy () +...];

sin T

de unde se conchide

(3) Gof L )—ﬂ

a—n)  zw(z—n)

Determinarea polinoamelor Py(z). Conform teoriei generale,
polinomul P,(z) se obtine daca, presupunand |a| < [an|, se des-
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1

z— ay,

dela cel dintai, un numair de termeni suficient pentru eca seria

*[on ) ]

sd fie absolut convergenta.

volta G, ) in serie intreagi de z, din care se ia, incepand

Avem
(*ll)lb B (~|)n bk (H'],)" 1 @ :
.%(J,Tn)‘&n(n\_x)‘“ . (;TBQP...)_

Este de ajuns a lua
(1
nw '

Ele—=

cécl seria al cirei termen general este

Chpe s

x—n ' n n(x—n)’

este absolut convergenti in tot planul din care excludem punctele
. — 7!

Vom avea asa dar
7 1 1 1

Ty + =) + Gla),

T—n n

sinme - 2

(4)

suma 2" referindu-se la toate valorile intregi ale lui n, pozilive si
5 negative, exceptand n = 0. Rimane a determina

¢ B functiunea G(a).
' Pentru aceasta si consideram patratul ABCD
ale carui laturi sunt respectiv paralele si sime-

: P trice cu axa reald si axa imaginard (fig. 93), de-
partate de aceste axe cu cantitatea a — LR

b A m find un numar intreg pozitiv. Dealungul la-
Fig. 93 turei AB, avem 2 — ¢4 + it, ¢ variand dela — q

la + a; prin urmare
Sin & = sin (m -+ ¥+ i) = (=)™ cos hat.

Cand ¢ variaza dela 0 1a * a, cos hat creste necontenit dela
1¥a oo Dealungul laturei AB, ca si dealungul laturei paralele CD,
avem | sin nar[; q Dealungul laturei BC, avem 2 —7¢ -+ ta,

(—a...+a); prin urmare
sin & = sin 7t(t + ia) = sin at cos ha + 1 cos @t sin haa,
[ sin 7z 2 = sin? ¢ cos? hra + cos? @it sin? haa

= sin® @t + sin2 hra,
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Dealungul laturilor BC, AD, modulul functiunei sin v creste dar
impreuni cu a, adicd cu numirul intreg m si tinde catre infinit
cand m tinde catre . '

Din cele ce preced rezultda ca dealungul patratului considerat,

‘modulul functiunii ——— este mai mic, sau cel mult egal cu 1.
sin T

De alta parte, dealungul aceluiag patrat, seria X' nu trece peste o
cantitate fixa, cdci ea este absolut convergentd in tot planul din
care exceptim punctele 2= numir intreg. Asd dar modulul
functiunei G(z), care figureaza in ecuatiunea (4), rdmane mai mic
decat o cantitate finitd, dealungul patratului, oricat de mare ar fi
latura lui. De unde rezulta ca G(2) este o constantda. Facind in
(4) * = 0, Gasim G(a) = 0. Asd dar avem

7 :71‘42,(_1)”(1 +1).

sin wa x| T—n n

434. Grupind doi cate doil termenii cari corespund la + n

P I MR
formula precedentd se poate scrie

+m
= T 2 — 1)
(')) e llITl 2 u z
s m=» n=—m LN

Pe aceasta formulé se citeste imediat periodicitatea functiunii sin 3
cici inlocuind z prin @ + 1, seria din membrul al doilea se reproduce
cu semnul schimbat, ete.

435. In expresiunea (3) si inlocuim succesiv. 2 prin @ si prin
x + a §i si scadem rezultatele; obtinem

+a

2 7T e A 1 o
(6) sin 7(x+ a) T smma _2” s [a:-{- a—n a— n] {

Facand a=1§, formula devine

T —n+§(—1)n[ e 11].

cosma z—(n—4) n—1%

436. 29. Fie
9) () = cot @z

Aceasta functiune n’are in tot planul alte singularitaii decét

poluri cari sunt aceleasi ca ale functiunii . In domeniul z = 0,

sin 1z
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avem
; n2a?
cosma 1 el
COLiTr—" e e
SINTE gy i L e
285
1 i 477
T I
7 3
st in domeniul punctului & = n,
1 7 :
COtges o= L ) e
a(x—n) 3

Asa dar oricare ar fi numirul intreg n, avem

1 1
(10) s ( ) ==
x— (x—n)
Prin consideratiuni analoage cu cele din exemplul 19 conchidem
> 1 Pl 1
(11) g1 COtT ===l W (\-{——).
x L0 n

Inlocuind 2 prin a si prin & + a si scizand rezultatele, obtinem

+oo T 1 1
(12) n[cotfz»(tr,#a)—cotnx] =D L,_J_a%” —&Tn] .

i 1 :
Facand « = formula devine
+x
13 ; el b3 ! ek
(13) Elgmy— 2 e e g
—= [—(r—1) -

437. 3°. Expresiunea unei functiuni intregi sub formi de produs
de factori se poate deduce din teorema luj Mittag-Leffler. Fie f(z)
o functiune intreagd avand un numir nelimitat de zeruri simple

(14) gy Gy Oy o 510 5 (lalf>0),

dispuse in ordinea modulelor crescande. Derivata logaritmici

[(2)

@) nu va avea alte singularitdti decat punctele (14), cari sunt

@

poluri de ordinul intai si partea principala relativi la polul g, este
I : : e ’

———=3. prin urmare func;xunea caracteristicd corespunzitoare este

z—q,

(15) Gn( . ):-1

T, z—a,

Desvoltand membrul al doilea dupid puterile crescande ale luj @
(lvim |z | <|a,]), avem

1 { 1 + i ] : T=n : }
e B S R g e e S S e
T—a, a, anZ I a,""
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Punind
£y
§ T 1l'gn

Af)an s Bl bl

@i ay Ay n
I'(z)

/()
[L_.L‘) — o = ) 5 J -+ P J ¥
R b SN )|

reprezintand prin g'(2) derivata unei funciiuni intregi g(2).

si aplicand functiunii teorema lui Mittag-Leffler, obtinem

Integrand ambele membre intre 0 si @ dupd un drum care
nu trece prin nici unul din punctele a, 1 punand

o) = | anm B

ap dn On \a@pn
avem

log ff((—lo)) = g(a)—glo) + = []og (1, al;] -+ g,,(.)')] !

_ De unde, trecand dela logaritmi la numere, scriind g(z) in
loc de g(x) — g(0) - log f(0), obtinem expresiunea

fl2) = eg(li) 1 (l—i] egn(:,t)
3 a"’
sub forma data de Weierstrass. Daca f(z) are zeruri multiple, repe-
tam in expresiunea precedentd factorii primi corespunzitori de
atitea ori cAte unitifi sunt in ordinele lor de multiplicitate. Apli-
cind consideratiunile de mai sus functiunii

1 1 il
ncotn:v=—+2’( +~),
€

Finiag
obtinem, integrdnd ambele membre,
x

smaz o, (1~ "‘EJ o

aTx n

438. A% Funcfiunea I'(x). Aceastad functiune n’are in tot

planul alte singularititi decat polurile x = — n, (n =0, 1, 2, ...0).
Reziduurile corespunzitoare se deduc imediat din formula (5)
(§ 421). Astfel, reziduul relativ la polul 2 = — n este dat de ex-
presiunea

1 (—1)n

i et el —

LT=—n
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Functiunea caracteristica corespunzatoare este asa dar

SEsE L
B n! atn’
Seria g(;l)"L fiind absolut convervents in tot planul, din
ol v, 2 :
care excludem polurile, rezults, pentru /'(z), expresiunea
o (=1) 1

G(2) fiind o functiune Intreagi.
Seria din membrul al doilea coincide, precum se recunoaste
imediat, cu integrala

1 1

-2 —1\n =n
22l e2dz = | zo .l——z+—”7—...+\( s s e by
[} j._) 71!

o (7]

Daca dar ne referim la definitiunea functiunei I'(z) cu ajutorul

integralei ~
. o 1 ®
I'(z) :f 22 le—tdz = fzz—l e*dz + | 2 tezdz,
0 o 1

conchidem, pentru functiunea G(2), expresiunea sub forma de

_integrala :
G(x) =f et
1

Obserpare.  Se recunoaste, mdependent de desvoltarea de mai

sus, c@ integrala
D

f z= 1 e—=dz
T

este o funcfiune olomorfa in tot planul (), caci functiunea z2—1 ¢
este, pentru z > 0, olomorfd in tot planul (2) si integrala este finita
oricare ar fi punctul . v

CAPITOLUL XXIII.

SUBSTITUTIUNI LINEARE

439. Fie 2, y doua variabile complexe, raportate la acelas plan
sau la plane diferite, legate intre ele prin relatiunea

st b
1) y:al b

e - d>
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a, b, ¢, d fund coefiéien'gi reali sau imaginari, supusi la singura con-
ditiune ca determinantul
la b
(") i ed

— ad — be

si fie diferit de zero. Relatiunea (1) stabileste o corespondenta biumi-
voch intre punctele z figurate pe planul () si punctele y figurate pe
planul (y); ea constitue dar o transformare biunivoca a celor doui
plane unul intr’altul.

Operajiunea reprezintald prin relatiunea (1) se numeste sub-
stitufiune lineard si determinantul (2) se numeste determinantul sub-
stituliunil.

Rezolvind ecuatiunea (1) in raporl cu 2, obtinem relatiunea

y——a
care transformd planul (y) in planul (). Substitutiunea (3) se nu-
meste substitutiunea inversd a substitutiuni (1).
Se obisnueste a se nota substitutiunea (1) prmn

) a b
o s
(‘I d)

si substituflunea inversa prin

- -~d - b
- :(U~a)‘

Determinantul substitutiunilor S si S este acelas.

) 2=

440. Grupul linear. Fie

= , ax—+b g
S) f B
Cx - (I
2 R s
) i e’ +d’

doua substitutiuni lineare, cea dintaiu transformand planul (z) in
planul (2') s1 cea de a doua transforméand planul (2') intr’un plan
("), acelag sau diferit. Inlocuind in §') 2’ prin valoarea sa din
5). obtinem substituliunea lineara

(aa" + cb") x -+ (ba’ + dc")
T = (ad’ Fed)z+ (be +dd)’

care transforma planul () in plamll (=) §i al carer determinant
b’ 1
o d|

| aa" + ¢b’ ba' - _|a
ach Aol b, + (1(1' 7

25 DAVID EMMANUEL

c d|
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este produsul determinantilor celor doua substitutiuni. Aceasta sub-
stitutiune se noteaza SS' si se numegste produsul substitutiunilor
ST

Se recunoaste imediat ca dacd substitujiunea S’ este egald cu
5=, variabila 2" coincide cu z; produsul SS—! nu efectueazi nici
o transformare. Aceastd substitutiune se zice ca este identicd cu
unitatea. :

Din cele ce preced rezultd ca produsul a doua substitutiuni li-

neare oarecari este o substitutiune lineard, printre cari se cuprinde
si substitutiunea identici cu unitatea. Substitutiunile lineare for-
meaza dar un grup: grupul linear.

441. Transformare conformd. Derivata functiunei (1)

2 dy ad — be

dz (cx = d)?

filnd finita si diferitd de zero in orice portiune a planului care nu .

7

confine polul zy=——, rezultd cd orice arie (2), in interiorul

o | &

carela nu se afld acest punct, se transforma intr’un mod conform
in aria corespunzitoare (y) si cdnd una din variabilele z, y descrie,
intr’'un sens dat, conturul care limiteazi aria sa, cealalta varia-
bila descrie conturul siu in acelas sens.

Fie C o curbéd inchisd descrisd de @ si I' curba inchisi cores-
punzatoare descrisa de y. Dacd in interiorul eurbei (. se giseste
polul functiunii y, aria interioard acestei curbe si toata intinderea
planului (y) exterioard curbei I" se corespund intr’un mod conform ;
viceversa, intre aria interioara curbei I' si toatd intinderea planului
(2) exterioara curbei C, existd corespondentd conforma. Cind v
descrie curba C intr’un sens dat, in raport cu arvia interioard, y
descrie curba I' in acelas sens in raport cu aria eaterioard, prin ur-
mare in sens invers in raport cu aria interioari.

442, Nu exista alta substitufiune decat cea lineard care sd trans-
forme intr’un mod conform planele (z), (y) intre ele.

Fie y = f(z) o funciiune care transforma intr'un mod con-
form cele doua plane intre ele; f(z) este neaparat o functiune uni-
forma care primegte orice valoare numai o singurd dati. Functiunea
“inversd x = @ (y) se bucura de aceleasi proprietati. Functiunea
f (2) devine neaparat infinitd intr'un singur punct, situat la di-
stanta finitd sau la infinit. Acest punct nu poate fi punct singular
esential. In adevar, fie 2 = & punctul in care x devine infinit;
daca & ar fi punct singular eseniial, ar urma ca, in vecinitatea lui,
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/(%) s& primeasca valori oricat de apropiate voim de o cantitate data
varecare (§ 323). Fie 2y un punct diferit de & si yo= f (,) va-
loarea corespunzitoare a lui y. Fie, de alta parte, & un punct de-
stul de apropiat de &, in care y primeste o valoare y, oricat de apro-
piatd voim de yg; insd lui y; trebuie si corespundi o valoare z
vecind cu xo. Functiunea f(z) ar primi dar aceeas valoare Yy in
doud puncte diferite, x; si &: ceeace este in contrazicere cu pro-
prietatea functiunii de a primi orice valoare numai o singura dati.

Punctul z = & este agadar un pol, al carui ordin nu poate fi
mai mare ca 1. Caci, dacd m este ordinul acestui pol, avem, in do-
meniul lui, desvoltarea '

y=(2—&"lag +a;(a— &) ...
de unde, prin inversiune,

1 1 2

T — 5 S aom y_“ m- 1 bl y_ m +
Dacé dar m > 1, functiunea inversa = @ (y) n’ar fi uniforma
in domeniul lui y = oo.
Din cele ce preced rezulta ca f(a) este o funetiune rationala

de gradul intaiu. Aceasta functiune este fractionara sau intreagi

dupd cum polul este la distanta finitd sau la infinit.

443. Teoremd fundamentald. O substitujtune lineard transjormd
un cerc intr’un cerc, daci prigim linia dreaptd ca un cerc al cdrui
centru este la infinit.

Pentru a demonstra aceasta teoremd, vom considera succesiy
substitutiuni particulare cuprinse in formula

1) ax + b
YT +d’
L. ¢ = 0. Expresiunea (1) se reduce la o functiune linears in-
treagd, care cuprinde formele particulare:

(2) S Dy g S e g o

1°. Substitutiunea y = & - b exprima ci punctul y se obtine
aplicand punctului » o translatiune egald, paraleld cu segmentul
b si in directiunea datid de argumentul acestui segment; prin ur-
mare orice figurd (y) rezultd din aceeas translatiune a figurei cores-
punzatoare (a). ;

20. Sa considerdm forma y = aa si fie

avem

[
ot
*
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Orice figura compusa din puncte @ si figura transformata (y)
sunt asa dar figuri asemenea. Sa presupunem variabilele z, y figu-
rate pe acelas plan. Transformarea consideratid lasa fixe punctele
@ =0 s1 x = 0. Unel raze veclorii (&) corespunde o raza vectoara
(y) facAnd cu cea dintdiu unghiul @. Dacd o = o, figura trans-
formata este omoteticd cu cea dintiu.

Fie @4 s1 y, doud puncte corespunzatoare ; cercului |z-— 2, |=R
corespunde cercul |y —y,| = r R, centrele acestor cercuri fiind
punctele ag, y, cari se corespund. Daca xy = o, cercurile sunt con-
centrice. Dacd a este real s1 poziliv, orice razd vectoara se repro-
duce: substitufiunea se numeste iperbolica. :

Daca la| =r=1 si 0 < o < 2a, cercul cu centrul in origind
se reproduce: substituliunea se numeste elipticd.

In cazul |a|£1 si 0 < @ < 27, punctul y corespunzitor

unui punct z nu se giseste nici pe aceeas razd vectoara, nici pe
acelas cerc cu centrul in origind. Exista insd o infinitate de spi-
ale logaritmice, de}ie.liclen't.e de r si de o, cari se reproduc prin sub-
stitutiunea consideratd. In adevar, fie

0= Ach0

o spirala logaritmicd, A fiind un parametru pozitiv arbitrar. Ex-
primand ci a2 descrie aceastd spirala, avem ecuatiunile

e A{,I\'B.‘,I‘G_ y :A’.(,I;G_ei(O—}»(o‘x 457 Aelog r'-}—k()'l,i(BJ,— w) °

Pentru ca expresiunea lui y si fie cuprinsd in expresiunea
lui 2, in care inlocuim 0 prin 6 4+ . este de ajuns sd luam pentru

log r ;
k valoarea k = - € -+ avem astfel
w
logr log r

w 16’

a=Ar © &0 y=Ae® M 0 =0+o

\

Substitutiunea in acest caz se numeste lozodromica ).
39 Substitufiunea lineard intreagd generald y = ax -+ b pro-
duce acelas efect ca substitutiunea 2’ = ax, urmaia de substitu-
tiunea y = @’ + b. De unde rezultd similitudinea figurii transfo-
male cu cea primitivi. Substitufiunea lineard intreaga transforma

Y Daca din punctul O’ al sferei (§ 80) proiectam pe sferd planul tangent
in O, razele vectorii se proiecteaza dupi meridiane, iar unghiul a doua curbt
din plan se conservi pe sferi. De unde rezultd ci spirala logaritmica cu polul
0, situata in planul tangent, se proiccteazia dupid o curbd care face cu meri-
dianele un unghiu conmstant, eici unghiul spiralei cu razele sale vectorii este
constant. O asemenea linic se wumeste lozodromie.
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dar, fara excepiune, un cere intr’un cerc si o linie dreapta intr’o
linie dreaptd. Punctul.

mozlé—a, i
se reproduce pe sine insus.

Raportata la acest punct fix ca origind, substitutiunea con-
siderata se scrie

(3) YYo= a(x—x);
ea este, relativ la punctul fix, de forma considerata mai sus (29):
iperbolica, elipticd, sau loxedromicd, in aceleasi conditiuni.

In virtutea similitudinei figurilor (2), (y) rezulta, precum se
recunoaste lesne, ¢i douad puncte simetrice in raport cu o dreapti
(#) se transformd in puncle simetrice in raport cu dreapta (y).
Deasemenea, doua puncte armonic conjugate in raport cu un cere
(x) se transforma in raport eu cercul (y) in puncte de acelas fal.

II. c5£0.- 19 Sa consideram mai intdiu cazul

(4)

S& punem @ = & 4 i, y = w | iv; prin urmare

& n
= ) i ,?Tz' = 2y ;72
S1, viceversa,
w v
= Ere 1T gre

Sa presupunem ci z deserie cercul

() a(L )+ b+ ep+d=o;
vom avea, pentru y, ecunaliunea
(6) d 4+ v+ bu—cv+a=u.

Unui cerce oarecare () corespunde dar un cerc (y). Daca cercul
(z) trece prin origind (d = o), ecuatiunea (6) se reduce la linia
dreapta

(7) bu-—cv + a = o.
Viceversa, unei drepte a& - by - ¢ = 0, care nu trece prin ori-
gind (¢ 7 o), corespunde cercul

(8) c(u?+ ) + au—bv = o,
care trece prin origind. De unde rezulta ¢i un triunghiu format
din arce de cercuri, cari trec prin origini, se transformi intr'un
triunghiu rectiliniu. Viceversa, un triunghiu rectiliniu se transforma,
in virtutea substitutiunii (4), intr’un triunghiu format din arce de
cercuri cari trec prin origina.
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Unei familii de drepte paralele corespund cercuri trecand prin
origind avand in acest punctl aceeas tangentd

au— by = o.

Viceversa, cercurile trecAnd prin origind, cu aceeas tangenta
in acest punct, se transforma in linii drepte paralele si aria cuprinsa
intre doud cercuri se transformi in fasia infinitd limitata de para-
lelele corespunzitoare.

20, Substitutiunea

X
: S e ; 1 . S
se poate inlocui prin substitufiunea a’ = —, urmata de substitu-
v

tiunea y = aa’. De unde rezulta c¢i ea transforma cercurile in
cercuri.

39 In fine, subsjitutiunea generala (1) se poate reduce la o
succesiune de substitutiuni de speta celor considerate mai sus. Este
de ajuns, pentru aceasta, a efectua diviziunea membrului al doilea
sl a secrie.

a , be—ad

J e clexz+d)
e gect 2 be—ad 1
Introducand substitutiunile ' =czx +-d, 2= -———,
¢
avem
a (4
=i —f T .
Lo

Substitutiunea generald (1) se obiine asa dar substituind 2’
lui 2, 2" lui 2 si, in fine, y lui 2’'. Toate aceste substitutiuni fiind
de speta celor considerate mai sus, rezultd ca substitujiunea (1)
transforma cercurt in cercuri, Lintile drepte fiind considerate ca cer-
curt cu centrul la infinit. q. e. d.

Observare. Pentru ca substituliunea generald (1) sd trans-
forme un cerc intr’o linie dreaptd este necesar si suficient ca sa
existe pe_cerc un punct ciiruia si corespundd y = 0o ; prin urmare

d

trebuie luat un punct oarecare m, al cercului ca pol 2yg=——
3
al functiunn y.
454. Transformarea
(D v e R R 5
; L= or =

depinde de trei parametre, raporturile a trei coeficienti catre al
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patrulea, de cari putem dispune astfel ca trei puncte date 2, ,, o,
sé se transforme in trei puncte y,, y,, y, date dupi voie.
Din (1) rezultd egalitatea. : '

Tqg =0y

2) AT AR L S :
Y=l Ys=zlo L=l iy 2

)

care aratd ci transformarea este unicd §i determinati daci punc-
tele ay, y, 2, precum si punctele y;, y,, 5 sunt distinete. Este evi-
dent ci coeficientil substitufiunii se schimba impreuni cu punc-
tele corespunzitoare date, agd ca un cere dat poate fi transformat
intr’alt cerc dat printr’o infinitate de substituiiuni lineare.

Putem determina substitutiunea astfel ca ariile interioare cer-
curilor (), (y) si se corespundd. Este deajuns, pentru aceasta,
‘a punctelor @, ,, @ dispuse in sensul pozitiv si corespunda punc-
telor ¥y, ys, y5 dispuse in acelas sens. In aceastd dispozitiune re-
zulté, in virtutea corespondentii biunivoce, ¢i y descrie cercul siu
in sensul pozitiv in acelas timp cu 2 cici y nu poate trece de doua
ori prin acelag punct. De aici rezulta ca ariile interioare se cores-
pund. Fie, in adeviir, y, un punct interior cercului (y) si fie x,
punctul corespunzitor in planul (2); avem

‘ ad—be z— 3,

(3) Yo = k 3
3 il €2y dcT i d

Daca y descrie cercul siu in sensul pozitiv, argumentul mem-
brului intiiu se mareste eu 27. Pentru ca st argumentul membrulu
al doilea si se miareascd cu 27, este necesar ca punctul 2, si fie
in interiorul cercului (2) si ca numitoral si nu se anuleze decat
in exteriorul cercului. Ceeace justifica corespondenia interioara
celor doud cercuri §i prin urmare, in acelas timp, corespondenta
exterioara.

455. Pentru a determind o substitufiune lineara care si trans-
forme un cerc dat () intr’o linie dreapta (y), este suficient a face
ca la trei puncte ale cercului s corespundi trei puncte ale liniei
drepte. Prin dispozitiunea punctelor y corespunzitoare punctelor
¥, determinam directiunea in care y descrie dreapta data, cind a
descrie cercul dat. Considerdnd ca pozitiva directiunea dreptei care
corespunde direciiunii pozitive a cercului, conchidem c& interiorul
cerculul se transforma in semiplanul situat la stdnga acestei drepte
cand ea este descrisa in sensul pozitiv.

456. Aplicajiuni. — 1°. Sa se transforme cercul |z | = 1 in axa
imaginard (y) astfel ca punctelor x =1, i, — 1 si corespundd punc-
tele y = o0, — 1, 00.
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Corespondenta punctelor extreme ne da imediat ecualinnea

P
W= ==
H=t=1
Corespondenta celorlalte douz puncte da valoarea a — - I.

Substitutiunea ciutata este asa dar

1 — =z
Y=

TSETERT
Interiorul cercului este transformat, intr’un mod conform, i
semiplanul (y) situat la dreapta axei imaginare. Ca verificare,
constataim ca centrulut @ = o corespunde punctul y — -- 1.
Daca permutdm intre ele punctele x = L 1, pistrand ordinea
punctelor y, obtinem substitutiunea

x 1
Y= —
S ¥ T+ 17
care transforma interiorul cercului !;t]: 1 in semiplanul situat
la stanga axel imaginare.
2. Sa se transforme cercul |x|=1in axa reald, fdcénd si se

corespundd. punctele x = 1,1,— 1 cu punctele y = o, 1, oo.

Substitutiunea ciautata este

A—2z
ety
Y Tz’
ea transforma interiorul cercului in semiplanul situat deasupra
axel reale.

Daci cercul este |z|= R si corespondenta punctelor 2 — IR
1R, — R, y = o, R, 00, substitutiunea devine

R R—2
Y =R
J I = e ;

Observare. O substitutiune lineari cu coeficientil reali nu poate
stabili corespondenta intr'un cerc si axa reald; cici, intr'o ase-
menea substitutiune, unei valori reale a uneia din variabile co-
respunde o valoare reald a celeilalte variabile: corespondenta ini-
posibila intre punctele cercului si axa reals.

457. Daca o substitufiune lineard S transformd un cerc inir’o
linte dreaptd D, doud puncte armonic conjugate in raport cu cercul
se transforma in puncte simetrice in raport cu D.

Substitutiunea S poate fi inlocuitd printr’un produs de doua
substitutiuni §', 8" astfel eca S’ sa transforme cercul in axa reala
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si 8~ lineara intreagd —s& transforme axa reald in dreapta
D. Substitutivnea S’ transforménd doud puncte simetrice in ra-
port cu axa reald in doua puncte simctriee in raport cu dreapta
D, este deajuns a demonsira teorema pentru substitufiunea 3,

Sd luam centrul cercului ca origina, avem ecuatiunile

R—a

[xf—fR, 89 y_‘lRR—l—a,

Fie o= , ~doua puncte armonic conjugale

: R
re'?, e elﬁ
X

in raport cu cercul. Ducand aceste valori in expresiunea S'), avem
pentru y valorile corespunzitoare

R— vei‘p o R g9
= 1R - et D e
R - ae"r e R+ pe—'?P

cart nu diferd intre ele decat prin semnul lui 1.

Reciproca teoremei este evidenti.

Corolar. Doud puncte armonic conjugate in raport cu un cerc se
transformd in puncle armor.ic conjugate in raport cu cercul t-ansformat.

Fie S substitutiunea care transforma un cerc (C) intr’un cerc
(C'). Putem inlocui S printr’un produs S = 8’ 8", astfel ca S
sa transforme cercul (C) intr’o dreapta (D) si S sa transforme
dreapta (D) in cercul (C). Aplicarea acestor douit substitutiuni
justificd propoziliunea enuntata.

458. Puncte duble (fize). Presupunand variabilele , y figurate
pe acelay plan si raportate la aceeas origind, exista cel mult doua
puncte pe cari substitutiunea lineari

- x+b
A '» Y ey
cx + d
le lasa neschimbate. Acest puncte se obtin ficand in (1) y — 2
de unde ecuatiunea

(2) cx?+(d—a)z—b=o

Daca ¢ = o st d 5 a, un punct fix este la distanta finita si
cel de al doilea este punctul z = oo.
Daca:c=io st d=a,. substitutiunea este de forma

b
Y tw

unicul punct care se reproduce este punctul a = co.
Punctele ce se reproduc, adica punctele fize, se numesc puncte
duble ale transformarii.
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Presupunind ¢ 3 o, rédacinile ecuatiunei (2) pot fi inegale,
sau egale.

19. Sa presupunem radacinile inegale si fie a, f aceste radacini.
Avem

LT A s _ap+ b

T atd’ ﬂ~cﬁ+d’
o ad—<be) (a —a) o (ad—bc) (2 —B)
o I i el D)

" lea+ d)(cz + d)’

de unde, pentru substitutiunea consideratd, expresiunea

y—a r—a’

(3) y—ﬂ_kw"ﬂ

in care

%) e d a+d—|/(a—dE+4be
4 = . 3 v o
‘ BFE_ ad LlAa—dr b

Daca introducem substitutiunile

S X:_:m-—ﬂ Y:y~—-ﬂ

(5) == o

egalitatea (3) devine substitufiunea
(6) Y=FX,

care transforma intre ele, intr’'un mod conform, punctele X, Y,
corespunzatoare punctelor z, y. Conservand calificativele substitu-
tiunilor de forma (6) (&443), vom zice c& substitutiunea (1) este
iperbolicd, elipticd, loxodromicd, dupa cum coeficientul keste real
si pozitiv, sau de forma k = €', sau de forma |k |e'®, bRysE 1,
o< < 2m.

S Ry 3 a—d -
20, Ecuatiunea (2) are o radacind dubla a = 5 Punand
c

in egalitatea (3) f = a - h, avem

Gl h ——('l— h )(1_‘_- ch )
' y—a -\ Sz o T ca+d+h)’

facand h = o, obtinem, pentru substitutiunea (1), expresiunea

i} 1 2¢

(7) +p = m

y—a x—aua

[n acest caz, substitutiunea (1) se numeste parabolicd.
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459. Interpretare geometrici. Ecuatiunile (3) si (7) dau loc la
interpretiri geometrice simple. Sa considerim mai intdiu ecua-
liunea (3) si sd punem :

(8) ;U—'ﬂ:gle 'l/—ﬁ =g Q,BLO; fd, V@l?);

T—a Ty—a
obtinem ecuafiunile
(9) e =ro, 0=0+o

19. Ecuatiunea o = const. si 0 variabil exprima ci punctul 2
descrie un cerc al cirui centru O se afla pe dreapta care unegste
punctele a, 8 si care determind pe aceastd dreapta doud puncte
A, B armonic conjugate cu punctele a,

i

bl &
e
.4
Raza R a cercului este data B 0 : p
de egalitatea
B2 07 0_/3 Fig. 94

Cercul contine in interiorul sau punctul a (fig. 94), sau punctul
f (fig. 95), dupd cum p = 1. Daca
x 0 =1, cercul degenereaza intr’o
linie dreapta perpendiculara pe
Al )8 | B dreapta aff, la egala distanta de
aceste puncte.
Cercului ¢ = const. al lui a
Fig. 95 corespunde cercul o’ = const. al

lui y, al cérui centru se afla pe

aceeay dreapta af. Dacid substitutiunea este elipticid (o’ = g), cele
doua cercuri coincid.

2°. Ecualjiunea 0 = const. si g variabil exprimi ci 2 descrie
un cerc care trece prin punctele a, B; acestui cerc corespunde pentru
y cercul determinat de 6’ = 6 - @, care trece prin aceleast puncte.
Dacd substitutiunea este iperbolicd (0’ = 6), cele doud cercuri
comeid.

Cercurile din familia g = const. taie sub un unghiu drep!
cercurile din familia 6 = const., precum rezulta din egalitatea

(O2)* = Oa. 0B,

care exprimid ci raza cercului g = const., in punctul de intersec-
liune cu cercul 0 = const., este tangenta la acest cerc.
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460. Proprietitile geometrice considerate mai sus se pol re-
cunoaste lesne, daci inlocuim ecuatiunea (3) cu ecuafiunea trans-
formata (6) si raportam punctele X, Y la acelag plan (X).
X] = g (const.) exprima ca punctul X descrie

<

1°. Ecuatiunea
un cerc cu centrul in punctul X = o cu raza g; acestui cerc cores-
punde cercul concentric |Y| = |k | 0. Extremitatile diametrelor ace-
stor cercuri sunt puncte armonic conjugate cu centrul X = o si
cu punctul oo.

In virtutea substitutiunilor (5), cercurile (X), (Y) se trans-
form& in cercuri (), (y) si toate diametrele lor se transforma in
dreapta care trece prin punctele fixe @, f corespunzitoare punctelor
X =0, X= co. Extremitatile acestor diametre se transforma dar
in punctele de intersectiune ale cercurilor (), (y) cu dreapta afi:
cele dint&1 fuind conjugate cu punctele X = o, X = oo, rezulta
cd cele din urma sunt conjugate cu punctele a, § (§ 457, corolar).

Daci | k| =1, cgreurile (X), (Y) coincid, prin urmare si cer-
curile (), (y).

20, Ecuatiunea arg X = 0 (constant) exprima cd punctul X
descrie o raza vectoara facAnd unghiul 6 cu axa reala; de unde
rezultd, in virtutea conservarii unghiurilor, ¢ cercurile p = const.
si 0 = const. sunt ortogonale; deasemenea si cercurile transfor-
mate, corespunzitoare cercurilor ¢’ = |k|o, 0 = 0 + ®. Daca
w = o, razele vectoare (X), (Y) coincid, prin urmare si cercurile

(%), ().

461. Sa consideram ecuatiunea (7) (§ 458)
1 1:

Ui il O

(10) =+ %

care este, precum am vazut, limita citre care tinde ecuatiunea
(3), cand f tinde catre a dupd o directiune oarecare. Cercurile
0 = const., 0' = const. cari trec prin
punctele a, # devin cercuri tangente in
punctul ala directiunea lim. a §. Cercurile
o=const precum si cercurile p'=consl.,
avand centrele lor pe aceastd dreapta
(@ B) pe care o taie in doua puncte ar-

— monic conjugate cu punctele a, f, vor

al o o :
trece, la limitd, prin punctul a. Aceste
cercuri au dar, la limit#, centrele lor pe
Eig. 98 tangenta comund in a la cercurile

= const.; de unde rezulti ci ambele
familii ¢ = const., § = const. sunt ortogonale in acest punct.
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462. Proprietatile precedente se mai pot recunoagte in modul

urmator:
Sa punem x-—a = X, y-—a= Y; ecualiunea considerata
devine >
| 1
JJ —_— = = =Y.
(1) =t

Daca punctul X descrie cercuri avand aceeas tangenta in punctul

X = o, punctul — descrie linii drepte paralele (§ 443, IT). Punctul

X o

N descrie, in virtutea ecuatiunii (11), drepte paralele cu cele pre-
cedente; prin urmare Y descrie cercuri avand la origind aceeas
tangenta ca cercurile (X). De unde rezultd ca cercurile (z) tan-
sente la aceeas dreaptd in punctul a, se transforma, in virtutea
ecuatiunii (10), in cercuri cari se bucurd de aceeas proprietate.

Pentru ca un cerc (z) din cele considerate mai sus si coin-
cidda cu cercul transformat (y), este evident necesar si suficient

ca dreptele corespunzitoare (?) (T) si coincida. Pentru aceasta
£

: | 5
esle necesar, precum aratd ecuatiunea (11), ca dreptele (7\ s fie
3

paralele cu directiunea yp. In acest caz, fiecare cerc () al siste-
mului considerat se reproduce prin ecuatiunea (10).

463. Aplicatiune. Doud cercuri excentrice C, C' fiind date,
se poate determina o substitufiune lineard care sa le transforme in
doud cercurt concentrice. Fie A, B; A’, B’ punctele de intersectiune
ale acestor cercuri cu linia care trece prin centrele lor. Fie a, # doua
puncte, situate pe aceastad dreapta, armonic conjugate in raport
cu ambele cercuri ). Substitufiunea

y =k l:f
T—d
in care k este o constantd oarecare, realizeaza transformarea ce-
ruta. In adevar, ea transforma toate cercurile cari trec prin punc-
tele @, B intr’un fascicul de drepte trecAnd prin punctul y = o
51 cercurile €, C' (ortogonale la toate cercurile cari trec prin a, f3)
in_cercuri C;, C'; ortogonale la acest fascicul de drepte, prin
urmare concentrice, avand centrul y = o.
Exemplu. — Scriind substitutiunea considerata sub forma

(1) 1= Z— Byl — X+ 1Y,

!) Exista un asemenea sistem de doud puncte si numai unul,
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k find o constantad reald, sa consideram cercurile

2) 2 yt=12, (z—a)2 + y2=r2

Conditiunea ca punctele a, # sa fie armonic conjugate in ra-
port cu primul cerc este

3 aff = r?
s, in raport cu cel de al doilea, aceastid conditiune este

(a—a)(B—a)=rp,
sau, in virtutea condifiunii (3),
> :
(4) ala+f)=r*—r2+ a’
Din substitutiunea (1) scoatem expresiunile

o OIX— kP + Y + k(@—B) (X—K)

) e X—RP T Y :
v, B—aY
e

Ducand aceste valori in prima ecuatiune (2) si tinind seama

de conditiunea (3), obtinem ecuatiunea
) (=) (X + YY) = R (),
Aceleagi valori (5) duse in ecuatiunca cercului de al doilea

si lindnd seamd de conditiunea (3) si inlocuind ¢; prin valoarea
sa din (4), oblinem ecuatiunea

() P+ ala—p)—a?] (X2 + V) — K [a(a— Bt 1
Cercurile (6) si (7) sunt cercurile transformate ale cercurilor

date. Dand lui k diferite valori reale, obfinem atitea sisteme de
cercuri concentrice. G

464. Teorema fundamentald a transformdrit, prin substitufiuni
lineare, a cercurilor in cercurt se mai poate demonstra in modul wr-
mdtor: v

Un cerc raportat la doud axe rectunghiulare (0, Oy) poate fi
reprezintat prin ecuatiunea

1) Azz +Bz+ Bz + C =0,
in care = & - in,;—v = &—upy, A si C sunt doud constante reale,
B si B doud constante imaginare conjugate 1). Ceeace se verifici
mmediat.

1) Se obisnueste a se nota u cantitatea imaginara conjugati cu canlitatea .
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Daca A = o, ecuatiunea reprezintda o linie dreapta.
_ Fie, pentru a demonstra teorema,
aztb
45 e id
o substituiiune lineard oarecare. Inlocuind in aceastd egalitate i
prin — i, avem :

—idy =+ b i = dyi0
= = ——— -
ey—a - cy—a
Substituind aceste valori in ecuatiunea (1) si efectuand cal-
culele, obtinem o ecuatiune de forma

‘ily?/+Bly+—Bl.’7+C1:0)

in care A; 5i C; sunt cantititi reale, B, si B, cantititi imaginare
conjugate. Ecuafiunea transformati reprezinti dar un cerc sau
o linte dreaptd, dupd cum avem A, £ o, sau A; = o.

q. e. d.

465. Transformarea prin- raze vectorii reciproce. Operaliunea

numita transformarea prin raze vectorii reciproce este o modificare

S : ek T - e A

a operaliunn reprezintata prin substitufiunea lineara Yy = —, In
i

care a este un numdr real si pozitiv, dacé inlocuim variabila @ = &Ly

prin conjugata ei r = & — i.
19. Fie mai intdiu a =1 si sa considerim substitutiunile
Y i0

=y = re
€ @

avem

e e
Y= 7 € L S ’—' €: .
Punctul 2 si punctul transformat y sunt pe aceeas razi vec-
toard, la distante de origina inversi una alteia, iar punctele y si y
sunt simetrice in raport cu axa reald. Punctul y se zice transfor-
matul lur @ prin raze vectorii reciproce, sau ingersul lui z in raport
cu cereul |2 |= 1. Operatiunea considerat se mai zice inversiunea
in raport cu origina.
Transformarea este ingolutipd, cici relatiunea 2y = 2% ny
se schimba dacid permutim z cu 7.
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Proprietatile inversiunii rezulta din proprietatile substitutiunii

Y= si din simetria punctelor Y si ¥ in raport cu axa reala.
z :

Se conchide c¢i, prin mversiune, cercurile se transformi in
cercuri’ si unghiurile se conservi. Daca cercul trece prin origini

{polul transformarii), el se transforma intr’o linie dreapta; vice-
versa, unei linii drepte corespunde un cerc trecind prin origini.
O razi vectoard se transformi in ea insis.
3 -

2°. Fie acum a = R? R £ 1. Punctul 2 = 701 si punctul

R R2 .
‘1; Sslpas e ()'6

i T ;
Aceste puncte sunt pe aceeas raza vectoara si distantele lor r,

: s ,
sunt mverse unul altuia in raport cu cercul [ wi—R.

#; de origina satisfac egalitatea rr; = R2. De unde rezulti ¢ doui
puncte inverse in raport cu un cerc sunt armonic conjugate in ra-
port cu acest cerc!). Viceversa, doui puncte armonic conjugate
in raport cu un cerc sunt inverse in raport cu cercul. De alta parte,
sistemul format dintr’un cerc s1 doud puncte armonic conjugate

\ . : B O
In raport cu cercul se 'Lransformé, In virtutea suhstltnt,l\mn JIF
T

intr'un sistem analog; conchidem ca sistemul (y) invers sistem

() se bucura de aceeas proprietate si, prin urmare, invers: i~ ex
Iransforma un cere s1 doua puncie inverse, in raport cu cercul,
intr’un sistem . acelas fel.

O razi vectoari reproducandu-se prin inversiune, rezulta,
in virtutea conservarii unghiurilor, ca centrele a dou# cercuri in-
Verse sunt pe aceeas raza vectoara ; centrele lor insa nu se corespund.

Fie, de ex,, C si C’ centrele a doud cercuri inverse in raporl
<u origina O; aceste trei puncte se afla dar pe aceeas linie dreapta.

Fie A, uB extremita-
tile. dic metrfilui cercului
(C) situate pe linia centre-
lor; punctele A’, B’ res-
pectiv inverse punctelor
A si B vor fi extremiti-
Fig. 97 tile diametrului cercului

(C"). Fie D punctul invers

centrului C (fig. 97); avem egalitatile
OC. OD = 0A. OA’ = OB. OB’ = a.
De unde
SR R e RO
Sigmel R R RS R e S

) Adicd in raport cu extremitatile diametrului caré trece prin cele doua
puncte.
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Punctul D, inversul lui C, este aga dar punctul armonic conjugat

cu origina in raport cu extremititile A", B’ ale diametrului cer-
cului (C'); prin urmare diferit de centrul €.

460. Transformarea in el insus a semiplanului situat de o parte
sau de alta a axet reale.

Pentru ca un semiplan si se reproducad. sau sa se schimbe
unul intr’altul, este necesar ca axa reald s se reproduca, prin ur-
mare, la valori reale x si corespunda valori reale y. De unde
vezultd ca coeficientii substitutiunii

ax +b
(1) e

cx + d
trebuie sa fie reali. Punind @@= &+, y = u - (v, gasim,
pentru ¢, expresiunca
(ad — be) n
=
(& 4+ dP + &P’

‘eare aratd cd punctele z 51 y se gisesc in acelag semiplan, sau in
1o wmiplane diferite, dupd cum determinantul substitutiunii este po-
9y sau mnegativ,

i = S& presupunem determinantul pozitiv; putem si-l facem a
fi egal cu 1, multiplicAnd toti coeficientii eu un factor convenabil.
Yom presupune dar

(2) ad — bec = 1.
Punctele fixze ale substitutiunii (1) fiind radacinile ecualiumi
@t (d—a)z—b=o0

Sttt reale sesc suwginase conjugate. Fie a s1 f aceste ridécini, avem
egalitatea (v 4b¥

in care
a+d—]/(a—dF + %be
at+d+ )/ la—d?+hbec

sau, In virtutea ecuatiunii (2)

k =

@i T ‘EM i

a+d+1/(a+dF—4
Dacé [a + d | > 2, ambii termeni ai fractiunii sunt reali si de
acelas semn ; keste dar real si pozitiv: substitutiunea este iperbolicd.
: Daca |a 4 d| < 2, ambii termeni sunt imaginari conjugaii
prin urmare A este de forma k = ¢'?, o < ¢ < 2m: substitutiunea

26 DAVID EMMANUEL
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este elipticd. Daca la+d|=2, radacinile sunt egale: substiiu-
tiunea este parabolicd.

Substitutiunea lozodromicd nu se prezintd in cazul coeficien-
tilor real. '

467. Transformarea unui cerc in el tnsus.

Sa consideram cercul [z |=1 cu centrul in origind i cu
raza 11). O substitutiunea linears care transforma acest cere in
el insus se poate obtine formand produsul a dous substitutiuni
D1, Sp: cea dintdiu care si transforme cercul in axa reald §i cea de
a doua transformand axa reali in acest cere, corespondenta intre
punctele celor doud linii fiind diferitd in cele dous substitutiuni,
caci altmintrelea produsul s’ar reduce la substitutiunea identics.

19. Sa lum drept S, substitutiunea :

sl
l A3 L —
(1) y P
&
rare transforma cercul | 2| =1 in-axa reald, astfel ca semplanul

Y > o corespunde interiorului acestui cerc.
2. Fie, pentru Sy, substitutiunea

ay + b
cy + d’
pe-care o determinam astfel ca axa reali y sa se transforme in cercul
|z =1, adica astfel ca pentru toate valorile reale y si avem
I ) 1
- ( ay b | I
. ey + d f

Pentra aceasta este necesar ca ambii termeni aj fractiunii sx
fie 1maginar conjugati; de unde rezulta conditiunile 3

c=a, d=b.
Substitutiunea
7 ay + b
ay +b
transforma dar axa reald y in cercul | 2| = 1. Inlocuind in aceasta

expresiune y prin valoarea sa (1), obtinem substitutiunea
(b—1ia) x + (b + ia)

(o 1a)x 4+ (b + I(T)’

care transformi cercul |z]=1inel insus. Verificarea este imediali,

(4 s =

1) Orice alt caz se poate aduce la acesta.
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ciel puhénd @ = ¢, ambii termeni ai membrulm al doilea sunt

Jmaoman conjugati.
Punind b —ia = a, b+ ta = f, avem b-—ia=p,b+ia=a;
prin urmare, scriind a, b in loc de @, B si yin loc de z, subsmununed

(4) se va scrie
() e gt

= | in el insus.

Aceastd substitutiune transforma cercul
Punctul y, corespunzator centrului x = o este dat de cgalitatea
- i
(0) - yo ==
@
Pentru ca acest punct si fie interior cercului, prin urmare
pentru ca punctele interioare ccrullui | o] = 1 s& se corespunda,

trebuie sa avem inegalitatea | < 1;deunde, in virtutea egalititn

a

\bi?Z| : b
— | = | — |, rezulta conditiunea
el |al :
(7) aa—bb > o.
Punctele fixe x;, 2, ale substitutiunii (5) satisfacand egali-
b :
tatead mang— —= = avem intre ele relatiunea
i34y
(®) g =1

Printr’o transformare convenabila putem face ca centrul @ = o

sa fie unul din punctele fixe ale substitutiunii, atunei celalt punct fix

va fila infinit gi substitutiunea va avea forma y — /%2, 0 < w < 27,

Pentru a obtine aceasta substituiiune, sa reprezintam prin ¢

extremitatea razei care lrece prin punctul y, si si consideram
expresiunea

S IR [ R
Z 16 ¢c— Yo y—Hc

(9)
care fransformi punctul y, in punctul z = 0. Intre y, si ¢ avem
relatiunea

(10) Yo = oy o= | Yo

Inlocuind in (9) y prin valoarea sa (5), avem

(11) z.~—c:1_+r0 aa:+b—c</:1'w"-76f)'

SEme L Lp Lelba - a)

Dacid punem a = re'®, aveni a=re'* Relatiunea (6) ne da

26
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2 = B ;
b= yoa= evpee%; deundeb— — poge'®. Ducand acest valori in

¢
egalitatea (11), obtinemn
Z— 2
5 i ; — 5 g .
ZoRic gliag o

De unde substitutiunea. cautats
(12) 2= %% 4

Observare. Daca a este real (@ = o, sau z), substitutiunea (12)
se mdmo la identitate. Acest rezultat se justifica direct, daci ara-
tam ca substitutiunea dintre 2 si'z, care are ]‘umlelc fixe 0, o
are, in cazul considerat, si punctele fixe o+ ¢; avand astfel mai mu]l
decat doud pumcte fixe, :a se reduce la ldentltate

Punctele + ¢ fiind fixe pentru substitutiunea (9) dintre y s
este deajuns a proba ca ele sunt fixe pentru substitutiunea (_3‘)
dintre 2 si y.

Coeficientul @ fiind real, avem ¢ =a si substitutiunea (5)

devine
- ax + b
(D,) Y=,
bx+a
Punctele fixe ale acestei substituliuni sunt date de ecuatlunea
ba* = b. Punind b — | &] B, vezulta, pentru aceste puncie, valo-

rile @), 2, = +¢

Pl‘eallpundnd a>>o0l), avem, in virtutea egalitatii (6), argyy = p-
De alta parte, relatiunea (10) ne da argy, = argc; prin urmare
¢ = e, Punctele ¥y, &y coincid dar cu punctele + e.

468. Nu eaistd altd substitufiune decit cea lineard, care si trans-
forme, intr'un mod conform, un cerc in el insus. :

Aceasta propozitiune se poate demonstra cu ajutorul teoremei
urmatoare a lui /1. Schwarz?).

L. — Teoremd. Dacd f (@) este o functiune de forma
(1) TE=aPr)
P(a) fiind o serie intreaga convergentd in cercul FEl==" s

salisface, in acest cerc, inegalitatea
(2) =1

asvem penlru toate pu-nclelc 0 < } X ] =y Lnegultlalva
[ ( |
) Dacd @ < o, schimbam semuele amb lor termeni ai fractiunii.
*) Das Schwarzsche Lemma. Bieberbach. Einfithrung in die Lonforme Ab-
bildung.
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Semnul = corespunde numar cazwlui | (x) = '%a.
19, Vie p un numir pozitiv. < I modulul | P (2) | nu poate
B . 2 A I A > N 5
atinge maximul sau in cercul |a [ = o decal pe periferie. -Insi

pe aceastd periferie avem
[P (a)] =
prin urmare, in virtutea inegalitain (2), avem
1

17D 5\ S
‘1\.1)]§”.

Membrul intai este independent de r za o, care poate primi
orice valoare pozitivd avand limita superioara egala cu . Pentru
o=1s |2|< 1, avem asa dar ;

(3) = : EP Ly E< A
De unde rezulta inegalitatea

(4) @) [ =< |2

29 Daca P (2) nu esie-o constantii, nu exislda nici un puncl
in interiorul cercului | x| =1, in care sa avem |P(2)|=1, In
adevar, fie 2 un punct in interiorul cercului astfel ca | P (1) | = |
si | 2-—— 2| =r un cerc interior cercului lo| = 1. Pe periferia

acestui cerc exista cel pulin un punct @ astfel ca | P(a) | > | P(x,) |;
prin urmare in acest punot avem | P (@)] > 1: ceeace este contrar
5 s ryanre
megalitatun (3).
Daci dar exista in interiorul cercului un singur punct 2 astfel
ca |P(2) | =1, sau |f(2)|=|x]|, P(x)esteneapirat o constanti,
| i ) | aj : 5
avand modulul 1 si prin urmare L Ghas sy T

= j(x)= . R e

Asa dar, in afara de acest caz, avem in interiorul cercului ine-

galitatea :

(5) ) L fla) | <]l :
L~ Sa demonstram acum ci nu existd alld substitufiune decdt
y = el%,

care sa transforme, intr’un mod conform, cercul | 2| = L1 in el insus.
In adevar, fie y = f(2) o substitutiune care transforma. in-
b a ~ -
tr'un mod conform, cercul | 2| =1 in el insus. Centrul cercului
transformat fiind acelas (z = 0) cu al cercului primitiv si punctul
y trebuind, in virtutea ipotezei, sa fie interior acestui cere, re-

zultd inegalitatea.

16). ly <1,
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peniru toate punctele @ interioare cercului fa:jz: 1. De unde
conchidem, in virtutea teoremei lui Schwarz, inegalitalea

(7) lyl<‘lel
valabila in acelas cere.

Procedand in sens invers, adicd privind x ca functiune de y,
conchidem deasemenea, in virtutea transformérii conforme, inega-

litatea
(8) lei <yl
Din contradiciiiasa tacaslizagior 1o | e e litasea
(9) y = %, g. e d.




ERRATA

Pag. 142. Nota: linia a doua:
"5& se ceteascii: m = n in loc de: m+ n.
Pag. 244 (8):
' Sa se ceteascd: @, in loc de: an,
Pag. 321, penultima linie:

S& se ceteascd: inversiunea seriei mtegrale] u dm pag. 320 in
loe de: inversiunea seriei (2 ) (§ 381). .

51 )/Lwcl,w( el i awel recdelinneian
W @-{ p&- ne g?/;-'vwl‘ !"HL(L ‘
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