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o PREFAŢĂ 

Lecţiunile ce apar în această edițiune «u jost, în parte, uuto- 

grafiate, sub îngrijirea elevilor mei, pentru prima dată în ancul 1901. 
Mai târziu, în 1909, ele au fost reeditate în mod mai compleci, iar 

pentru a treia oară, cu puţine modificiri în anul şcolăr 1921—-22. 
Lecțiunile conţinule în acest volum sunt cele din ultima ediţiune, 

corectată, în care s'au .făcut oarecari modificări şi puţine adaose. Ile 

constitue pariea 1 a cursului ce predau la Facultatea noastră de Științe. 
Obiectul lor este studiul principiilor general? ale funcţiunilor de 
variabilă complexă. . - 

Relativ la metoda ce am urmat, voiu menţionă ceeăce urmeazi: 
Primele lecțiuni consistă într'o revedere a câtorva proprietăţi 

“ juindamentale relatie la funcțiunile de variabile reale, proprietăţi. 

esenţiale în studiul funcţiunilor în genere. După o expunere fourte 
sumară a unor proprietăţi ale grămezilor de puncte, urmează in- 

iroducerea cantităților complexe şi. propozițiunile principale asupra 

seriilor şi produselor infinite de asemenea cantităţi. 

Partea fundamentală a lecțiunilor următoare o. constitue seriile 

"de puteri. Pe baza teoriei acestor serii se introduce, după ideile lui 

Weierstrass, noțiunea de funcţiune analitică monogenă și se desvoltă 
proprietiiţile generale ale acestor Juncţiuni. Aplicaţiunea teoriei se 

Jace lu câteva: junețiuni elementare. Funcțiunea algebrică se consideră 

în cazul cel mai simplu, când [uncţiunea este definită de'o ecuaţiu'e 

binoamă şi se introduce suprafaţa „lui Riemann corespunziitoare. 
Mai departe — aproximativ la a doua jumătate a cursului — se. 

introduce noţiunea de funcţiune analitică după Cauchy. Integrala de 

variabilă complexă şi teoremele fundamentale relative la asemenea in- 

tegrale, creaţiuneu celebrului autor, dau loc la numeroase aplicațiuni. 
Plecând dela integrala lui Cauchy, dela care, ca primă consecinţă, 

-se deduce că o funcţiune analitică, în condițiuni generale date, se 

poale desvoltă. într'o serie de puteri, se recunoaşte ci ceeace caructe: . 

rizează [uncţiunea analitice, după YVeierstrass, coincide cu condiţiu- 

nile lui Cauchy, precum și reciproc. i 
- - . 

! -



IV. | . PREFAŢĂ 

Identitatea huncţiunei. analitice, definită de acești “doui autori, 
- fiind stabilită, se utilizează, în expunerea teoriei generale, când 
“seriile de puteri (W.), când integrala de variabila complexă (C.),. 
după cum se găsește că una sau' cealaltă metodă conduce mai repede 
la rezultatul: ce avem în vedere. | - 

Principiul transformării conforme este deasemenea introdus în 
aceste lecţiuni; pe buza acestui: principiu se stahilesc anume proprie- 
tăți generale simple ale  Juncţiunilor analitice. 

Cred inutil de a intra în alte detalii ; tabla de_malerie indică 
chestiunile tratate şi dispoziţiunea lor. 

Fie-n.i permis a exprimă aci recunoștința mea Casei Școalelor 
pentru buna voință cea avut de a dispune tipărirea acestor leoțiuni. 

Domnului conferenţiar universitar. Octav Onicescu „exprim viile 
mele mulţumiri pentru djutorul ce mi-a dat lu repizuirea corecturilor 

- și pentru alenţiuneu cu care & urmărit executarea lucrări, Picută: cu 
alâta grijă de «Cultura Naţionalăy.. e pi - 

Mulţumesc deasemenea. tinerilor ingineri , Abas son și 1 Tăână- 
sescu pentru desenarea figurilor... - 

Urmează aici o listă: de principalele tratate de :cari m'am servit” 
în deoscli, în alcătuirea cursului Neu. 

. PO . IP E 

- Briot et Bouquet. “Theorie des lonetiâns cliptiques. 
IIermite.. Cours (lith). - i - 
Hs; Picard. Traite d'Analyse. i 
E. Goursat. Cours d'Ă nalyse mathâmatique. 

pe Dorel, | Legous sur la theorie des fonetions. 
|. Lecons sur les fonetions entitres. | 

JVeierstrass. Abhandlungen aus der. Funktionenlehre, 
0. Biermann. Theorie der analytischen Funktioneu. . 
1. Burhhardt, Finfâhrung i in. die Thcorie der analytischen Funktionen. 
WF, Osgood.: Lehrbuch der Funktionentheorie.- - 
„Vivanti — A. Gutsmer. Theorie der cindeutigen analytisehen Funktioncn. 
L.. Bianchi. Lezioni sulla „teoria. delle Funzioni di variabile complessa. 

“S$. Pincherle, Liczioni sulla teoria delle Funzioni analitiehe. (Litogr.). 
4. R. Forsyth. Theory ot. functions oi a complex variable.  - Di 

=" L; Marhhess and Fi Afosley. Introduction to the theory of analytic function”. 

DE. =



TABLA DE MATERIE 

CAPITOLUL. | 

Variabile reale 

$ 1—14. Limita unui şir de numere. Şir convergent, divergent, Limita inferioară 

3 

$ 38-—77. Introducerea cantităților complexe. Operaţiuni. 

$ 

şi limita superioară. Condiţiunea necesară și suticientă pentru existența 
unci limite finite. Funcţiuni reale de o variabilă reală. Continuitate. Pro- 
poziţiuni generale. Continuitate uniformă. Funcţiuni reale de două varia: 
bile reale. Domeniul unui punct, Domeniul punctului co. Propoziţiuni - 
generale: 

- 2 CAPITOLUL II? 

- Noţiuni sumare asupra grămezilor. de puncte Ă - 

15—37, Definiţiuni. Punct de îngrămădire sau punct limită, Punct izolat, 
O grămadă infinită admite cel puţin un punct limită. Derivata unei gră- 
mezi. Grămezi perfecte. Grămezi numărabile și grămezi nenumărabile, 
Totalitatea numerelor algebrice reale formează, o grămadă numărabilă, 

Pag. 

“Totalitatea numerelor reale cuprinse. într'un interval dat formează o. 
grămadă nenumărabilă, Echivalenţa a două grămezi., Continuul cu o 
dimensiune este echivalent cu continuul cu două dimesiuni . 

__ GAPITOLUL II - 

Cuntităţi compleze — A A 

  

Şiruri şi serii 
simple, Serii absolut și serii semiconvergente. Suma unei serii absolut 
convergente este independentă de ordinea termenilor. Suma unei serii 
-semiconvergente depinde de ordinea termenilor, Şiruri și serii duble. 
Conyergenţă absolută. Condiţiunea de conv ergenţă a seriei duble 

1 | _ x 
| — (u2-puE)ă e 

m sin primind toate valorile întregi pozilive şi negative, exceptând 
sistemul m=n=o. Produse a două scrii absolut convergente. „Produse 
nelimitate, Negula : de convergenţă 

CAPITOLUL IV 
Variabila com pleză ” 

78—97,. Reprezintarea - variabilei pe plan. Domeniul unui punct.. Dome 
niul punctului co. Reprezintarea variabilei complexe pe sferă. Fune- 
țiuni de variabila complexă, : Continuitate uniformă. Modulul unei. 
funcțiuni continue este o funcţiune continuă. Serii de funcțiuni, Conver- 
genţă uniformă. Suma unei serii uniform convergente este o funcţiune 

„continuă. Produse nelimitata „de funcțiuni, 

14 

26 

50



VI - a TABLA DE MATEIIE - 

po CAPITOLUL Vo . 

| Serii de puteri :  .. 2 Pa. 

$ 98—194. Serii întregi Xotaţiunea Pţa)., Teorema I-a lui Abel. Cerc de 

» convergență, Teorema II a lui Abel: Teorema asupra razei cercului 

- de convergență. Seria Laurent. Teoremă asupra coeficienţilor seriilor 

„de puteri. Propoziţiuni generale asupra seriilor întregi. "Teorema lui 

Veierstrass asupra seriilor : ai căror termeni sunt serii de -puteri. Con- 

secinţe. , eee eee ae Bt. 

E a 2 CAPITOLUL VI - 
3 . 

Sa Seria Tuylor 

Ş 125—144. Transformarea seriei întregi P(.r) într'o serie P(a—ra). Pre- 

lungirea analitică a seriei 'Țaylor, Propoziţiuni generale. Zerurile serici 

P(2) sunt puncte izolate. Dacă seria P() este nulă într'o infinitate de 

puncte, ca este identic nulă. Dacă două serii P(a2—a), P.(2—b) sunt 
egale. într'o infinitate de puncte, în regiunea comună de convergenţă, 

ele sunt egale în toată regiunea comună şi fiecare din ele este preluu-. 

girea celeilalte. Limite între cari se cuprinde raza cercului de. conver- | 
genţă al serici (ao) dedusă din P(x). Puncte singulare pe cerc. 7 

„Există cel puţin un punct singular. Exemple de serii având toate punc- 

tele cercului ca punete singulare. Asa 

SI | „> CAPITOLUL VU" 

Fuineţiuni analitice Ă - A : 

-ş 145-154: Ilemente de Iuneţiune analitică. Totalitatea elementelor de- 
"duse dintr'un element dat constitue o Juncţiune analitică monogenă. 

” Determinarea din aproape în aproape a unei luncţiuni- analitice. Puncte 
singulare. Funcţiuni uniforme și multiforme. O ramură a unci „fune- 
ţiuni -multiforme se comportă ca o funcțiune uniformă într'o regiune 
în care nu există punete singulare... . | 116 

CAPITOLUL VII 

Funcţiuni uniforme 

Ş 155—196. Propozițiuni generale asupra funcţiunilor uniforme. Funcţiuui 
olomorfe. Puncte singulare ale funcţiunilor uniforme: poluri și puncte 

"singulare esenţiale. Un „punct singular esenţial este singular esenţial 
“şi pentru funcțiunea inversă. O funcţiune olomoriă pe toată slera este 
o constantă. Permanenţa relațiunilor analitice. Derivata. Interpretare 
geometrică, Funcţiunile raţionale sunt funcțiuni analitice monogene * 
neavi ând: alte singularităţi decât poluri în număr. limitat. Viceverza, 
o funcţiune uniformă cu un număr limitat de poluri este o funcţiune 
raţională. Dacă punctul: co este unicul pol, funcțiunea este rațională . 
întreagă, Teorema generală a Algebrii. Două teoreme generale a asupra Îune- 

„4iunilor întregi, relative la modul: de a se _comporlă în domeniul punc- 
tului co it.



TANLA DE MATERIE. | VII 
4 

a. " CAPITOLUL IN -- 

Funcţiuni analitice având o infinitate de punete singulare 

Ş 19—208. Linii singulare, Exemple de serii având linii singulare, Seria Tan 

nery. Expresiuni analitice reprezentând diferite. fumeţiuni analitice 

în diferite regiuni ale planului, Exemple de funcţiune lacunară ». .-. Il 

CAPITOLUL N 7 

Studiul câtorva funcțiuni analitice elementare 

$ 209—235. Funcţiunile ez, sin z, cos, Periodicitatea acestor funcțiuni. 

„ Heprezintare geometrică, Nedeterminarea -absolută a funcţiunii ez 

în punctul 2 = 00. Funeţiunile sin fă, cos haz. Funcţiunile tg z, cot z.: 

" Punctele singulare ale acestor funcțiuni sunt poluri de ordinul l-iu. 

Formula lui Ilermite pentru expresiunea unei funeţiuni. raţionale de 

sin 7, cos 2 cu ajutorul funeţiunii cota... lol 

CAPITOLUL NI i 

Funcţiuni alsebrice de[inite de ecuaţiuni binvaime | 

Ş- 236 —252, Ecuaţiunile ye = , ym = (2), R(2) fiind o funcţiune raţio- 

nală, Puncte de ramificaţiune, Druinuri echivalente. Contururi elemen- 

“tare. 'Tăieturi (coupures). Yariaţiunea funcţiunii y = Vl—a? pentru 

valori reale ale ]ui z.: Variaţiunea [uneţiuinii y = V(i—a: 

pentru valorile reale ale lui z, O<h<1-— Suprafaţa lui Iiemann 

pentru funcțiunile 7 definite de ecuaţiunile 

  

paz, pe-a) (7-0) Pte=aj (z— asha a) pinza, (m>2). 172 

- x, 
CAPITOLUL XII 

Inversiunea funeţiunilor cz, vez, sint 

$:253—273. Funcțiunea! log z este analitică . monostenă cu o infinitate de 

ramuri, Punct eritie logaritmie, “Ramura “principală. Reprezintarâa . 

„geometrică a ramurilor funcţiunii y = loga. Suprafaţa lui Niemann 

pentru funcțiunea y=log a. Funcțiunea 22, Funcţiunile arete x, aresin z. _
 2
 

“i
 

CAPITOLUL XIII 

Teoria huncţiunilor de variabilă compleză după. Cauchy 

271 —287, Definiţiunca funcțiuni monogene (analitice). zcuaţiunilo 
de condiţiune,. Integrale definite. Limita superioară a modulului în- 
tegralei luată după o linie dată. Valoarea medie a integralei (Darboux). 

* Schimbarea variabilei. . 

WI
. 

CAPITOLUL XIV. - 

- E . - Te eoremele Jundamentale ale lui Cauchy o 

$ 288—309. Teorema lui: Cauchy: Integrala unci funcțiuni olomorie” după 

un contur închis este nulă (demonstraţiunea lui Riemann). Demon-



YFIIL a O"PABLA DE MATERIE 

- . : Pi | ă | ” ă E | Pag 

straţiunea aceleiaș teoreme dată de d-l Goursat. Arie cu contur mul- 
tiplu. Dacă conturul C cuprinde în în interiorul său contururile Cu Cass, Cn, 
avem - 

| i fo paa |. . 

IN CCC“ Cn 

Valoarea integralei unci funcțiuni olomorte într'o arie. cu contirr simplu 
este independentă de linia de integraţiune care unește punctele extreme, - 
Intr'o arie cu contur simplu integrala unci funcțiuni olomorie, a cărei 

"una din limite-este fixă, este o funcţiune olomortă de cealaltă limită. 
Derivata acestei integrale. Iitegrala ii. Cauchy. O funcţiune olomortă 
îutr'o regiune dată admite derivate de orice ordin în acea "regiune. Teo- 
remă (Riemann) : Dacă, Ă 

1 = 
este o funcţiune olomortă într'o “arie limitată de un contur C, avem 
“inegalitatea - - DE 

  

ie) inte, (e = 2 3) 

. „ude 30 

vC 

“Teorema lui Morera. 'Feoremă asupra. scrici- - Taylor. Jdentitatea celor - 
două definiţiuni ale” funcţiunii analitice după Cauchy și Weierstrass. , . 218 

i CAPITOLUL XV - 

- E  Funcţizuni armonice 

$ 310-317. Câteva proprietăţi ale funeţiunilor armonice deduse din pro- 
prietăţile funcţiunilor analitice. Diferite teoreme: Teorema fundamentală 
a Algebrii, Integrala lui Poisson. , „ec e ee dee aea 937 

- o CAPITOLUI, XVI 

Teoreme și, deseoltări în Serii, consecințe ale integralei lui „Cauchy 

-$ 318—332, Teorema Laurent. In domeniul unui punet singular esenţial 
izolat o funcţiune analitică se poate apropiă de o valoare arbitrară, 

"oricât de mult voim. Seria Fouricr, Desvoltarea unei funcțiuni analitice 
continue dealungul axei reale (Poincar6). Serii de funcțiuni raţionale 
convergente în arii limitate de arce de cercuri (Appell). Desvoltarea 
unei funcțiuni olomorfe în scrii de polinoame. aa 9R2 

CAPITOLUL, XVII Da 

- | Heziduuri” (Cauchy). Aplicaţii II RR 

$ 333-350. Heziduul unei funcțiuni uniforme relative la un punct la dis. 
tanţă finită, sau la infinit. Suma rezidurilor unei funcțiuni raţionale 
este nulă, Calculul reziduurilor. relative -la: poluri, Aplicaţiuni. Deter-. 

” minarea” câtorva integrale definite de variabila reală, Integrala Fresnel. .



TABLĂ DE MATERIE IN 

i Aa Pag. 

Expresiunea sumei . - E I- 
Ya 

na: 

Calculul sumei (Gauss) Ă 
_ _ “pai Bi 

i Loeh a . 
= - | 

Numărul zerurilor și al polurilor unei funcțiuni unilorme cuprinse într'o 
regiune dată. Desvoltarea unei funcțiuni meromorie într'o serie de 

  

1. fcacţiuni raţionale. Aplicaţiuni la funcțiunile cotaz, zi Două fune- - - . Ă s 
țiuni f(2), p(z) fiind olomorle într'o regiune limitată de un contur C, 
dacă dealungul lui C avem | () | < |/(2) |, Puncţiunite /(.x) și f(c)+q(r) 
au acelaș număr de zeruri in interiorul lui C. Expresiunea unui zero sau 
pol printr o integrală .., N

 
e
.
 

«e
 

CAPITOLUL X AVIII , 
. e 

Înversiuuea seriilor întregi. Transformarea conformă. prelungirea analitică 

$ 351-—368. Inversiuna seriei = x P(2), în cazul P(o)zEo- Inversiunea 
seriei y--urn Pia), (Plofo, n>i). O funcțiune raţională întreagă și si- 

metrică de cele n ramuri (2) ale ccuaţiunii y==a P(z) esteo funcţiune olv- 
morfă de y în domeniul y=0. Seria: Lagrange. Diferite teorenie asupra 
transformării conforme și a prelungirii analitice, SS Tuncţiune”olomoifă 
veală- dealungul Tu SEgZINEn TAC Linie dreaptă primeşte valori imaginare 
„conjugate în punete simetrice în raport cu dreapta. Generalizarea teoremii, 
înlocuind segmentul de dreaptă printr'un are, de curbă analitică... . 290 

7 

Ma “CAPITOLUL XIX a 

Funcţiuni analitice reprezintate prin integrale definite 

$ 369—3Y2. Integrale definite considerate ca funcțiuni de “una din: cele 
două limite. Tăieturi,: Linii de diseontinuitate, Aplicaţiuni: Integralele 

z az | , Ce: 
- da - d 
= u= . 

E 1 Esi A . Ta Vp 
““Teanstormarea planului (2) în planul (1). Integrale de funcțiuni alge- 
„brice simple. Multiplicitatea - valorilor integralei în. număr: limitat sau 
nelimitat. Exemple . „, . a - 

adr 
  

  

Transformarea a planului tai în planuil (1) al ultimei integrale. Inversiunea 
acestei integrale. Integrala eliptică de speța I. Modulc de periodicitate: 
Raportul perioadelor este imaginar, Studiul, integralei 

aa [e a E sai Sai Va) Uh ai) e, E 

“Transforinarea planului, (2) în planul (u).. Inversiuneă acestei integrale. 305 
2



  

N Ă - TARLA DE MATERII 

a CAPITOLUL, NX - 

Funcţiuni analitice reprezintate prin inteprale definite ale c căror limite, 
suni constante. - 

$ 393-402. Consideraţiuni generale. Exemple, 

[da ” 12) _ 'c, Gu (2), a_n. , 

Ie jo Vlaajzot i - , “a “a . “a Da 

Studiul integralei | . | î 
” a ă a Ă A 

Si | - T(a) = pi e dz, 
- _ | - | e o * 

a | CAPITOLUL SRI e 
- - Puneţiuni întregi 

 $ 403— " Expresiunca funcţiunilor întregi sub formă de produse de 
factori Tata primi. Metoâda lui Weierstrass pentru a construi funcțiuni 

întregi având un număr nelimitat de zeruri date. Rangul unci funcțiuni 
întregi. Diferite teoreme asupra luncţiunilor întregi al căror rang este 
limitat. Aplicaţiuni: Iixpresiunea sub formă de produse a funcţiunilor 

a lui VVeierstrass având o dublă serie infinită de zeruri, Câteva propo- 
zițiuni elementare „asupra funcţiunilor întregi transcendente ; . . 

ani Sa - CAPITOLUL XXII 

*Frinejiuai analitice uniforme nu întregi 

$ 428-—438. Expresiunea unei funcțiuni unilorme având un număr nelimitat 

de poluri și un singur punct singular esențial. Teorema lui Mittag-Leffler 

pentru construirea unei funcțiuni uniforme având un număr nelimitat de 

  

| 4. 
IN puncte singulare oarecari. " Aplicaţiune la. funcțiunile iaz: cotar . inz 

Funcțiunea Tiz) mare în tot planul alte puncte singulare decât poluri 
- o simple, ee 

m CAPITOLUL XX XIII 

N - Substituţiuni lineare 

sine, coszz, Relaţiunea între funcțiunile (2) și sinzz. Funcțiunea o(z) 

  

3 

35 

-$ 439—467. Substituţiunile lineare formează un grup. Nu există altă sub- 

  

   

  

stituțiune decât cea lincară care să transforme într un mod conform două. 
- plane unul într'altul, Substituţiunile lincare transformă “cercurile în . 

datăz-0 substituţiune € care "transformă in ce cere într o linie dreaptă, trans- 
formă două pun te a Ş 

) njugate în raport « cu un ce re 

se transformă în puncte de acelaş ici în raport cu cercul transformat. 

Determinarea unci substituțiuni lincare care să transforme două cer- 

vectorii reciproce. Transformarea unui cere în el însuș. Nu există altă 

cercuri. Transformarea unui cere dai îbir* un. e a 

ouă, „puncte simetrice: “în 

raport cu dreapta. De : 

curi excentrice în două cercuri concentrice. “Transformarea prin raze 

substituţiune decât ceă “lineară care să translorme, într'un mod con- 
  

au într'0 > dreaptă 

> 
d 

form un cere în el însuș. „.. . înece n ne e ee o eo o. 1 .. . 98



. o OAPITOLULI, 

VARIABILE REALE, 

I. — DEFINIȚIUNI ŞI PROPOZIȚIUSI FUNDAMENTALE, 

1. Limite. Fie - 

-(1) 15 Zap see Payne 

un șie nelimitat de numere. Zicem că sirul tinde .către o. limită a, 
sau că are o limită a, dacă la un număr pozitiv e, arbitrar de mic, 

„ <orespunde un număr întreg pozitiv N astlel încât, pentru n > N, 
să avem inegalitatea i 

|z—a]<e; 

se scrie lim 24 = aq. In acest caz. şirul (1) se zice convergent. 
n= a 

. 

Dacă A fiind un număr “pozitiv oricât de mare voim, există 
un număr întreg pozitiv N astfel încât pentru n > N să avem 
inegalitatea | 

a, >Ă, 

zicem că z, tinde către infinit (2 co). In acest caz șirul (1) se zice 
divergent. Un al treilea caz posibil este acela când numerele (1) 
sunt cuprinse între două numere finite și nu tind către nici o limită; ; 
se zice atunci că numerele șirului oscilează între cele două numere 
date. Exemplu: 2 = (—1p. 

2. Un şir de numere necontenit crescânde, este convergent sau 
divergent, nu oscilează niciodată. Presupunem 

(1) - Cala ...<a<... o 

Se poate întâmplă ca pentru N crescând, să: avem 

(2) _ i 21 > >ĂA, . ă 

A fiind un număr pozitiv oricât de mare voim. În acest caz șirul 
este divergent. : | 

1 DAVID EMMANUEL



, _ “ - 2 

2 CAPITOLUL 1 - A 

Să presupunem acum “că există un număr a, astiel că, oricât 

de mare ar fi n, avem | 

(9) - | 2 <a. | 

- În acest caz, dacă există un număr întreg pozitiv ] N astlel 
ca pentru n > N.să avem inegalităţile - | 

(4), " 1 >0, aîu—a<e, 

a fiind un număr convenabil, mai mic ca'a, și e un număr pozitiv, 
arbitrar de mic, rezultă lim zu=a. 

n=o 

Să presupunem că a doua inegalitate (4) este iinposibilă oricât. 
de mare ar fi n; ceeace înseamnă că există un număr N astfel că, 
pentru n > N, avem . 

m >ahea. - 

In virtutea. acelea ipoteze, pentru n >n şi destul de mare, 
vom avcă . 

2, > a + e = a2, 

căci altminteri ar rezultă lim za = aj. ” i 

-Pentru acelaș motiv, vom aveă pentru indici crescânzi și destul 

de mari | 
ă a > aha a 

- De unde rezultă : 

So at pre. o 
Membrul al doilea al acestei inegalităţi, pentru p destul de. Si 

mare, poate deveni mai mare ca orice număr dat..și prin urmare+ 

mai mare decât a: ceeace este în contrazicere cu inegalitatea (3). 

De unde rezultă că inegalitatea (3) trage după sine convergenţa- 

șirului (1), 

Cazul unui şir de numere necontenit descrescânde se reduce: 

la cel precedent, dacă schimbăm semnele tuturor. termenilor. 

3. Limuă inferi loară și limită superioară. Uni şir nelimitat de 

numere 

(1) Tip Days Dap 

cuprinse între două numere date A, B, admite o limită inferioară: 

şi o limită superioară, adică există două numere a (limita inferioară), 

și b (linuita superioară) satisfăcând condiţiunile următoare: 

10, Pentru orice valoare a lui n avem 

aszsb. 

20. Există cel puţin o valoare n' a lui n pentru care 

- în Cate
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și cel puţin o valoare n” peniru care. 

- E > b— €, 

e“ fiind număr pozitiv, arbitrar de mic, 
Să demonstrăm existența limitei superioare b. Peniru aceasta, să considerăin două numere a şi f (a<f), astiel ca f să lie mai mare ca toate numerele șirului (1) și ca a să fie mai mic ca unele numere ale acestui șir. Să dividem intervalul (a, f) în 10 părţi egale și să considerăm numerele” 

(2) a, ae, af ap. 

Unul cel puţin din numerele acestui șir este mai mare ca toate | numerele (1). Fie f, cel dintâiu ce se întâlnește dela stânga la dreapta care împlinește această condiţiune și să numim qy numărul care-l precede imediat; a, şi fi, vor inlocui numerele & ȘI A. 
Operând asupra numerelor 4 şi fi, în acelaş inod ca asupra lui a și f, vom ohţine două numere Ga Şi fa astiel că fi, este mai mare ca toate numerele (1) și că printre aceste: numere există unul sau mai multe mai mari ca az. Continuând în acelaș mod, obţinem două șiruri de numere (a,), (81) satisfăcând condiţiunile: 

(ZASS 
. fa (4) îi An — aa = o 

De unde rezultă că cele două șiruri (a,), (6,)_ au aceeaș limită, e reprezentăm prin b: aceasta este limita superioară a șirului (1) 

(3) [asaza <a. 

In adevăr, avem 

(5) - E 4 < b< Bu: 
. 

De altă parte, între. ap ȘI fn există numere ale șirului (1); fie 2, unul oarecare din aceste numere, adică 

(6) a << fu 
- = De unde, punând fa = €, avem 

- Ti > Ba —e î. 

ȘI a fortiori 

(7) Ă m > b—e. i II - 

Rămâne să arătăm că Im < d. Să presupunem contrariul: 
Tm > b; vom aveă, pentru n destul de mare, 

Ba —d < Za — LĂ 
1*..
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(eăei Bu —b poate deveni mai mic ca orice cantitate dată), adică 

fn < Im ! - Se . 

ceeace este în contradicţiune cu (6). Asa dar b este limita superioară 
a șirului (1). ” 

În acelaș mod. se stabileşte existenţa limitei, inferioare. 
Observare. Limitele a căror existenţă a fost stabilită pot sau nu 

face parte din șirul numerelor date. Exemplu: şirurile 

Lada . 
Do a 53» .....g | | 

0,9,.0,99, 0,999..., e 
au, cel dintâiu ca limită inferioară zero, cel de-al doilea ca limită 

superioară l, însă aceste numere nu se găsesc printre numerele 

șirului respectiv. | _ 
Dacă şirul atinge limita superioară sau inferioară se zice că 

are un mazimum sau minimum. 

4. Condiţiunea necesară și suficientă pentru ca un șir 

(1) ia oa see mpa 

“să fie convergent, este ca să putem fixă un număr întreg pozitiv N 

astiel încât pentru n >-N, m >N să aven e 

2 i Za — 2m | < e, 
e find un număr pozitiv arbitrar de mic. 

9. Condiţiunea este necesară, căci dacă şirul (a are o limită a, 
atei serie ” 

Fă e 

3 o lam—a]< 
și prin urmare | - i 

za — ela lava] e. 

la —a|< 

19
| 

e 

20, Condiţiunea este suficientă. In adevă ăr, din inegalitatea (2) 
rezultă că pentru n > N, numerele 

(3) - , În Dap esse. 

sunt toate cuprinse între numerele x — E, e. De unde re- 

_ zultă, în virtutea teoremei precedente, că șirul (3) are o limită 
"inferioară și una superioară cuprinse între aceste două numere, 

a căror diferenţă 2e poate fi oricât de mică voim. Prin urmare 
aceste două limite coincid: valoarea lor comună este limita șirului 1). 

  

1) Fie pentru moment a limita inferioară, b limita superioară ; avem 

an—a < 26, b—an <2e; de unde b—a< he. Insă membrul al doilea poate 

fi oricât de mie voim, pe când membrul întâiu este fix, ceeace nu este compa- . 

1ibil decât cu condiţiunea b—a=io.
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II. — FUNCȚIUNI REALE DE O VARIABILĂ REALĂ, o 
5. Se.zice despre o funcţiune reală de o „variabilă reală că rămâne finită întrun interval dat (a, b), dacă există două numere între cari se cuprind toate valorile ce funcțiunea primeşte în ace) - interval. In cazul când funcțiunea primește valori mai mari ca un număr dat, oricât de mare ar fi, se zice că are limita superioară + 0; deasemenea, dacă primește valori mai miei ca un număr -dat, oricât de mie ar Îi, se zice că are limita inferioară —- Co. 

„Teoremă. O funcţiune reală Î(2) de o variabilă reală, definită într'un interval dat (a, D), are o limită inferioară şi o liniită superioară. 
Aceste limite pot:fi respectiv 3 co conform definiţiunii de mai sus. Să presupunem-că funcțiunea rămâne finită și fie 

Ti Ta on Tae 

un șir de numere intercalate între a și b, oricât de apropiate între dânsele voim. Valorile 

d ed, Ma), -:- fa, FO) 
fiind prin ipoteză cuprinse între două numere date, admit în virtutea $ 3, o limită inferioară m Și o limită superioară M. 

Diferenţa M — m se numește oscilațiunea funcţiunii în intev= valul (a, d). 

6. Figurând valorile lui a prin puncte pe o: axă, vom numi domeniul (sau vecinătatea) unui punct a, segmentul 2— 6, +5 al axei, care cuprinde în interiorul său punctul 2, 5 fiind un număr pozitiv care poate deveni oricât de mie voim, dar a cărui limită inferioară este > o. Segmentul considerat constitue intervalul. (2—5, 2+ 59). Ă 

Î. Teoremă (1V eierstrass). Dacă o funcțiune [(a) este finită în intervalul (a, Î), a < b, există cel puțin un punct z = £ în acest interval, astfel că în intervalul (£— 5, £+ 6), limita superioară A a Juncţiunii este acecaş ca în intervalul primitiv, 
(Un enunţ analog și pentru limita inferioară). 
Să împărţim intervalul (a, Î) în două părţi egale; este cvident „că în nici unul din aceste intervale limita superioară nu poate îi mai mare ca M și că cel puţin în unul din ele ca este M. Din aceste două intervale să. considerăm pe acela în care limita superioară este M, sau unul oarecare din ele, dacă ambele se bucură de această proprietate, și fie a, b, extremităţile sale (a, < da). Este evident că una din valorile a, ori b, coincide cu a sau d. Subdivizând acest nou interval (a,, d,) în'două părţi egale și raţionând în mod analog, :
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obţinem un alt interval (a2, ba) în care limita superioară a funeţiunii . 
este M. Continuând cu subdiviziunile, formăm, un șir de intervale 

(a, d d), (a2, b-), . . (a, db), ...3 

cuprinse fiecare în precedentul său, în care limita superioară este 

  

M şi astfel că | E - 1) Ă e aLaSws...2d, . ( e zuza 7 
Du  b—a 

(2) În — an = da? 

In virtutea condiţiunilor (1) și (2) şirurile a, dz ..., bu Da eo. 
admit o limită comună, pe care o reprezentăm prin €. Ă 

Aceasta este valoarea căutată. Intmadevăr, £ fiind limita 
comună a celor două șiruri, la un număr pozitiv 6-oricât de mie 
voim, corespunde un număr întreg pozitiv N, astfel că pentru 
n >: N avem 

mia, <E+6 
| Intervalul (a, ba) este deci situat în interiorul. intervalului 

_(5P—6,£ + 6). Insă în intervalul (ans b,) limita superioară este 
M; M este așadar limita superioară și în intervalul (5—56, £+ 6). 

“S$. Continuitate. — "0 funcţiune f(z) este continuă în domeniul 
unui punct o, dacă la un număr pozitiv dat €, corespunde un 
număr pozitiv 3, astfel ca să avem - 

(4) ID), | 
„pentru toate valorile lui z satisfăcând inegalitatea | E 

(2) - | lz—zo|<m. 
„O funcţiune continuă în fiecare punct al unui interval dat: se 
zice. continuă în acel înterval. 

9. Proprietăţi. — 1, Dacă o funcțiune f() este continuă în 
domeniul unui punct To oscilațiunea sa A—m, în domeniiul acestui 
punct poate deveni: mai mică ca e, e fiind un număr pozitiv arbitrar. 
de_muc; 

putem scrie 

0 TR | < = 

l
o
 

P
i
o
.
 

0 he < 

In adevăr, funcțiunea Aa) 1 fiind continuă în . domeniul lui 20, .
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-z şi a fiind două puncte oarecari în domeniul |z— 29| <yal 
lui zo. De unde rezultă inegalitatea 

8 i —l<ş. 
„De altă parte, putem presupune +7 destul de mie astfel încât 

să avem: - 

(4) M—/(2) < î(2)—m< Ze 

Adunând aceste două inegalităţi şi ţinând seamă de (3), obţinem 

6. M—m<el). 

Reciproca este evidentă. Inegalitatea (5) trage după sine ine- 
galitatea | f(2) — f(20)] < e și poate prin urmare fi luată “ca 
definiţiune a continuității. 

Observare. Fie c = 29 + h,|h|<y; inegalitatea 

iH <e 
devine 

Hot h—f(e)l<e, - 
inegalitate echivalentă, prin definiţiune, cu următoarea: 

lim f(zo + Î) = flag). 
II. -O funcţiune continuă întrun interval (a, d), inclusiv limitele, 

"este finită în acel interval. | a E ” 
- Să arătăm pentru aceasta că limita superioară M a funcţiunii 

nu poate fi infinită. In adevăr, dacă limita M ar fi infinită, ar există, 
conform teoremei lui Weierstrass ($ 7), în intervalul (a, b), o valoare 
£, astfel ca în noul interval (£— 5, E+ 6), oricât de mic ar fi 5, 
limita superioară să fie infinită. Oscilaţiunea funcţiunii în intervalul 
(£—5, £+ 6) ar fi dar infinită și prin urmare funcțiunea mar 
fi continuă în vecinătatea punctului £, ceeace este contra ipotezei, 
Funcțiunea are deci o limită superioară finită, In mod analog 
se probează că limita inferioară nu poate Îi — co. | 

Observare. "Teorema presupune ca limitele fac parte din inter-! 
val; în cazul contrar se poate întâmplă să.nu fie adevărată. Astfel 
funcțiunea f(2) = 3 în intervalul o< az 1. este continuă, dar 

limita sa superioară este co. - ! 
În 

:) M şi m depind evident de az, și de ş.
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III. O funcţiune continuă întrun interval (a, 0) inclusiv limitele, - 

atinge limita sa superioară, precum şi cea inferioară, sau mai scurt, 
admite în acel interval un mazimur şi un minimum. 

În virtutea” teoremei lui: Weierstrass ($ 7) există în intervalul. 
“(a, b) un punct £ astfel că în intervalul (£ — 6, £ + 6), oricât de 
mic ar fi 6, limita superioară a funcţiunii este aceeaș ca în intervalul 
(a, b) aşă încât putem serie | " 

M—f<z,. 2 

pentru orice « cuprins în (£ — 5, £ + 6), e fiind pozitiv şi arbitrar 
de mic. De altă parte, funcțiunea fiind continuă în punctul £, avem. . i »1 > 
în acelaș interval 

£ 
If(2)—H8|<ş. 2 

De unde rezultă, în virtuţea inegalităţilor precedente, 

M—16 ss U—p0) + li —Hdl< e | 
Diferenţa între cantităţile constante M şi f(£) putând deveni mai 
mică decât orice cantitate dată, este riguros nulă. Deci avem 

N, 
adică există, în intervalul “dat, un punct: £ în care funcțiunea este - 
egală cu limita sa superioară. i 

In acelaș mod se demonstrează teorema relativ la limita in- 
fcrioară. ” a | . 

"IV. O funcţiune continuă întrun interval dat, primeşte în acel 
interpal orice valoare cuprinsă între minimul şi mazimul ei. 

Fie A un număr oarecare cuprins între minimul m și maximul 
M, a şi b valorile lui pentru cari avem (a) = m, Îb)=AM. In 
virtutea continuității, în vecinătatea lui a, f(2) diferă de m cu 

” oricât de puţin voim. Există dar o valoare X în intervalul (a; ) 
astfel că pentru toate valorile lui z cuprinse între aşi X avem f(2)<A, * 
pe când această inegalitate nu există pentru toate valorile lui a 
cuprinse între X şi d, Presupunând, de exemplu, a < b valorile 
lui A, cari satisfac aceste condițiuni admit o limită superioară £, 
căci ele .cresc începând de la a și sunt <; 
Numărul £ este dar definit asifel că pentru toate valorile lui 2 

cuprinse între a şi £, avem [(2) <A, că această proprietate nu 
mai aparține numărului £ + 5, 5 fiind un număr pozitiv arbitrar 

- de mic... . : ” 
De unde rezultă egalitatea: 

(1) . | fO=A 
+
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In adevăr, dacă am aveă j(£) > A, ar există în virlutea continuității 
funcţiunii f(2), un 5 >> o astfel ca în intervalul (£ — 5, €) să avem 
[(2) > A; iar dacă am presupune f(E)<Ă, ar urmă ca în înter- 
„valul (£, £ -- 9) şi prin urmare în tot intervalul (a, £ + 5), să avem 

“ID <A. Ambele aceste inegalităţi fiind contrare definiţiunii lui £, 
egalitatea (1) este justificată, - 
V. Continuitate uniformă. O funcţiune continuă întrun interval 
închis (adică inclusiv limitele) este uniform continuă în acel interval. 

„Noţiunea de continuitate: uniformă se introduce în Analiză 
prin consideraţiunile următoare: SN 

Dându-se o funcţiune continuă întrun interval (a, b),la fiecare 
"valoare z cuprinsă în acest interval, corespunde, conform definițiunii, 
un interval (2 — 5, 2+ 6) în care oscilaţiunea funcţiunii este 
mai mică ca un număr pozitiv £, arbitrar de mic. Dacă z coincide 
cu a sau cu b, intervalul considerat trebuie înlocuit respectiv cu 
(a, a+ 5) sau (W—6,9). Cantitatea 65 poate admite o infinitate: 
de valori, căci dacă am fixat o valoare a ei, toate valorile mai mici 
vor satisface evident și ele aceeaș condiţiune. “Toate aceste valori 

“admit o limită superioară A, care depinde de z și de e, aşă încât e 
rămânând constant mărimea intervalelor variază împreună cu a. 
Se pune întrebarea: Se pot unitormiză aceste intervale, cu alte 
cuvinte, există o cantitate pozitivă 1] astfel ca în intervalul (2 —, 
z-+1]) oscilaţiunea funcţiunii să fie mai mică dacât &, oricare ar 
ji a în intervalul (a, V)? | a 

In cazul unei funcțiuni continue aceasta este posibil; ceeace 
se enunţă zicând că o funcţiune continuă este uniform coritinuiă. 

Pentru a demonstră această propoziţiune, vom. arătă mai 
întâiu că A(2) este o funcţiune continuă de z în tot intervalul (a, 5). 
In adevăr fie 2“ o valoare cuprinsă în intervalul (2—A(a), 24-A (2)] 
și fie 4'= A(a). Intervalul (2 — 4", 2 + 4") al cărui centru este 
punctul a“ se întinde evident cel puţin până la cea mai apropiată 
extremitate 2z—A sau 2-+ 4. Avem așa dar (Fig. 1): 

- x rr X+ă 

x | 
ă a - Fig. 1 _ 

(1) 4' > A — (2-2), dacă 7 > z, 

sau | . . îi , ” i 

(2) 4 > a —(a—A4), dacă <a 

„Însă putem presupune a destul de aproape. de z, pentru ca 
intervalul (a — 47, a + 4") să cuprindă în interiorul său punctul a;
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alunci printe un raționament analog cu. cel precedent, permutnd 
a cu z și 4 cu 4”, obţinem inegalităţile e - 

- (3) 4 > 4'— (2-a), a>a 
(4) A >a—(—4'). e<a 

Din inegalităţile (1) și (4) rezultă: 

— (2-2) sA4A—4' < (v-a). 

Deasemenea inegalităţile (2) și (3) reunite dau 

—(0-2)<A4'—Asz—a, 

-adică, în toate cazurile avem inegalitatea: 

5 aa |sla—z]; 
ceeace demonstrează continuitatea funcţiunii 4 (2).- 

Această propoziţiune “fiind stabilită, continuitatea uniformă 
rezultă imediat. In adevăr, cantitatea 4 fiind pozitivă şi continuă, 
admite o limită inferioară 7 > o pe care o atinge pentru o valoare 
2 == £ cuprinsă în intervalul (a, b). 

Acest minimum este neapărat mai mare ca zero ; căci ș = 
“însemnează că în domeniul punctului € oscilaţiunea funcţiunii nu 
poate deveni mai mică ca £, adică funcțiunea war fi continuă în. 
acel punct; ceeace este contra ipotezei. ” . 

Minimul 7 satisface, condiţiunea cerută și prin urmare putem 
enunţă următorul rezultat: 

Dacii: o funcţiune este continuă întrun interval (a, b) ezistă 
totdeauna un număr pozitiv +] astfel că oricare ar [i valoarea lui z 
cuprinsă între a. şi b, oscilațiunea funcţiunii în intervalul (2 _ 
z-+ ]) este mai mică ca €, e Jiind un număr poziliv arbitrar de nuc. 

- î- III. — FUNC ȚIUNI REALE DE DOUĂ VARIABILE REALE, 

10. Să considerăm acum o funcţiune reală /(z 7) de două 
variabile reale z, y definită pentru toate valorile” 

azrzh, 

o<ysă, 

sau, conform reprezentaţiunilor geometrice, în interiorul şi pe 
periferia dreptunghiului ale. cărui. vârfuri sunt punctele. 

(a, c), (d, 0), (a, d), (, d) 

situate întrun plan — planul (2, y) —, axele fiind rectangulare. 
Totalitatea punctelor (&, ) cărora corespund valori determinate ” 
pentru funcțiunea f (, y) constitue câmpul în care această funcţiune 
este definită.
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Câmpul în loc de. a fi un dreptunghiu, precum am presupus 

mai sus, poate fi o porţiune â planului, limitat de un contur închis 
format de o curbă unică oarecare sau de arce de curbe diferite. 

Numim domeniul (sau vecinătatea) unui punct (£, 1) totalitatea 
“punctelor (z, y), cari satisfac condiţiunile: 

|z—5l<5,. |y—y|<5, 
0 fiind un număr pozitiv destul de mic.. In locul pătratului astfel -" 
definit se poate consideră un cere cu centrul în punctul (£, 9) și 
cu o rază r destul de mică. | | 

Prin convențiune (convenţiune justisficată prin transformarea 
z= = în cazul variabilei complexe) vom înţelege prin domeniul Z . 

punctului dela infinit spaţiul din plan, exterior unui cere descris 
din origină ca centru cu o rază oricât de mare voim, “În teoria 
funcţiunilor punctul dela infinit este un punct unic căruia nu-i 
putem da nici o reprezentare în plan. 

11. Teoremele asupra funeţiunilor de o variabilă independentă, 
„demonstrate în paragrafele precedente, se aplică funcţiunilor de 
două și de inai multe variabile, cu modificarea naturală, în ce priveşte 
funcțiunile de două variabile, ca să înlocuim pretutindeni cuvântul 
de interval cuprins între două numere, prin acela de porțiune a planu- 
lui, regiune sau arie interioară unui dreptunghiu sau limitată de 
un contur închis de o formă oarecare. Cuvântul de domeniu al unui 
punct, în sensul restrâns de interval linear foarte mic care cuprinde 
acest punct, se va înlocui prin acela de domeniu în sensul mai general .. 
definit mai sus. | 

12. Să considerăm teoremele următoare: | 
Teorema I. O funcţiune f (7, y) definită într'o regiune dată, 

admite în aceă regiune o limită superioară și o limită inferioară, cari 
pot fi Jinite sau: respectiv 4 oo. A E 

Căci dacă funcțiunea primeşte, în. regiunea dată, valori mai 
mari ca un număr dat, oricât de mare ar Îi, zicem că are limita 
superioară —+- 00, Deasemenea, dacă primește valori mai mici 
ca un număr dat, oricât de mic, zicem că are limita inferioa ră — co. 
Dacă funcțiunea rămâne finită, valorile ce ca primește în puncte 
situate în regiunea dată și foarie apropiate între ele pot fi ordonate 
întrun șir de numere cuprinse între două numere date, Ele admit 
dar o limită superioară şi o limită inferioară finite. | . 

Teorema II. Eaistă cel puţin un punct P (£, 9) în interiorul 
7egiunii date astfel că în pătratul al cărui centru este P și latura 2 6,
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9 fiind un număr pozitiv oricât de inie voim, limita superioară (in- ferioară) a funeţiunii este aceeaș ca în regiunea primitivă, 

Ă Peniru a demonstră această teoremă, să presupunem funcțiunea 
(a, y) definită într'un dreptunghiu. d și fie M limita sa superioară. 
Să împărţim dreptunghiul d în patru dreptunghiuri egale prin. 
paralele cu laturile sale. In nici unul din aceste dreptunghiuri limita 
superioară nu este mai mare ca M şi în unul cel puţin, această limită 
este M.. Fie d, dreptunghiul sau unul din dreptunghiurile în care 
limita superioară este M. Deşcompunem în acelaș mod dreptunghiul 
d în patru părţi egale, ete. Formăm astfel in şir ilimitat de dreptun- 
yhiuri d, d da... dia... îni cari limita superioară a Îuncţiunii 
este AM și-fiecare din ele este cuprins: în interiorul celui precedent. -. 

Să considerăm două axe paralele cu laturile: dreptunghiului  - 
şi fie e - E | 

, ? ? 

aa 3 Po Pa o dm Dn seg 

abseisele vârfurilor dreptunghiurilor considerate. Șirurile de numere 
GDP see pe Qi a ee pe satisfăcând condiţi- 
unile : . a ' 

m fe Sa Sons sea DP D ta Dna 

E . ap a'—a, 
(2) - na = | i 

admit o limită- comună £. | 
In: acelaș mod se arată că ordonatele Ya, Ya ale vârturilor 

aceloraşi dreptunghiuri au o limită comună 1 
Din cele ce preced se vede imediat că există un număr pozitiv 

întreg N astfel că pentru n EN, dreptunghiul d, ale cărui laturi 
sunt | 24 — 25| si [ym — yu], este interior pătratului cu centrul 
în punctul (£ 3), având: latura 5, oricât de mic ar. fi 6. Ceeace 
demonstrează teorema. Ia 

13; O funcţiune f(2, y) se zice continuă în domeniul unui punct 
(70; Yo) dacă, la un număr pozitiv £ arbitrar de mic, corespunde 
un număr pozitiv '9 astfel încât să avem: - 

(1) - If p—F o vo)| < 8 
cu condiţiunile | i | 

0 lz—a|<5, ly—yo|< 5, | | 
O funcţiune continuă în toate punctele unei regiuni date se 

„numește continuă în aceă regiune, - E 
Ca și în cazul unei singure variabile, se demonstrează că osci-
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laţiunea. unei funcțiuni: continue / (x, y) în domeniul unui pune (70; Yo) poate deveni oricât de mică voim. 
- Să mai notăm egalitatea 

lim fl, 9) = flo: 99); - - I=20: Ve 

echivalentă cu inegalitatea (1). | 
Proprietăţi: a) O funcţiune f(a, y) continuă într?o regiune dată, . inclusiv conturul ce o limitează; admite un mazimum.şi un minimun în aceă regiune. , ” 
b) O funcţiune [ (a, Y) continuă într'o regiune dată, este uniform... continuă în aceă, regiune, adică fiind dat un număr pozitiv e oricât de mic voim, există un număr pozitiv 6, acelaș pentru toate punctele. "regiunii, astfel că oscilațiunea funcţiunii în domeniul corespiunzitor oricărui punet situat în interiorul regiunii este mai mică ca e. 
Demonstrația acestor propoziţiuni este identică cu acecu a unei funcțiuni de o singură variabilă, 

„14. Observare, O funcţiune Î (2, y) continuă în domeniul unui punct: (0; yo) este evident continuă în vecinătatea lui 2 = o, y fiind privit constant, situat în domeniul lui 70 Și viceversa, continuă în vecinătatea lui y = gg, a fiind privit constant, situat în domeniul -" "lui 20. leciproca poale să nu fie adevărată, precum se constată prin exemple. 
IN Tie | 

(W Ha = ap 

dim valoarea zero în acest punct. Privită ca funcţiune de 7, y fiind constant și diferit de zero, ea este evident continuă Şi se anu- lează împreună cu z; aceeaș concluziune în privința lui y, a fiind constant şi diferit. de zero. Să punem acum; i 

Această funcţiune w'are sens în punctul 2=y=o. Să-i 

(2) a y = ma; 

"obţinem 

. - ” 7 
: . - (3) [a a 

Funcțiunea păstrează așadar o valoare constantă dealungul : dreptei (2), ce trece prin origină și limita sa când punctul (2, 9) se apropie de origină dealungul acestei drepte, nu mai este nulă, . _ m IE a po ci egală cu TI me cantitate“ care variază impreună cu 7. - m |
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lată un al doilea exemplu: -. A 
a a 

MW tap=i E o |   

“ 

Acceptând pentru această funcţiune valoarea zero în origină 
şi punând y = ma, funcțiunea devine: 

(5)- -. f(a, y) = ma 

și tinde către zero când punctul (z, y) se apropie de origină după 
o direcțiune oarecare. Să facem_acum ca punctul (2, y) să descrie 
parabola 4 f=az, obţinem: - 

le p=a. - 
Prin urmare când punctul (z, y) se apropie de origină dealungul | 

acestei parabole, limita funcţiunii nu mai este zero, ci a. 

CAPITOLUL ÎL. 

NOȚIUNI SUMARE ASUPRA GRĂMEZILOR DE PUNCTE 1), 

15. In Analiză se numește punct, relativ Ia un sistem de una 
sau mai multe variabile: re cale, un grup de valori numerice determinate .. 
date acestor variabilt: - E . 

Se zice despre o grămadă de puncte (ensemble, Punktmenge) 
că este dată sau bine definită, dacă dându-se un punct -sc poate 
recunoaște că face parte sau nu din grămadă. - 

Grămada este finită sau infinită după cum numărul punctelor 
constitutive este limitat sau ilimitat. Numărul variabilelor” cari 
determină un punct al grămezii se numeşte dimensiunea: ci; în 
special când punctele sunt determinate de o -singură variabilă,. 
grămada se zice liniară. Punctele acestor grămezi figurate pe o 
a (axa absciselor) reprezintă numere reale. 

„Ne vom mărgini a consideră .ărămezile de puncte cu una şi 
cu două dimensiuni, adică grămezile de puncte situate pe o axă . 

"şi grămezile de puncte situate într un plan. ” “ 

Exemple: 10.  Șirurile za = — (n = 1,2, 3, .î.,: 00). 
. n ] 

20, Totalitatea numerelor. raţionale sau a numerelor reale 
cuprinse între două limite date formează grămezi cu o dimensiune, 

4 

  

1). Teoria grămezilor. a fost creată de G. Cantor şi cele mai multe propo- 
ziţiuni fundamentale ale acestei teorii sunt datotite acestui matematician. Pentru 
o teorie mai complectă a se vedeă F. Bor el, Lecons sur la thoric des fonctions.
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30%. Totalitatea punctelor interioare sau exterioare 'unui cere 

dat; ale căror coordonate sunt numere raţionale, formează grămezi- cu două dimensiuni. , 
0 grămadă_A se zice conţinulă întro grămadă B, dacă toate 

"elementele lui A aparţin lui B. 

16. Punct de îngrămădire sau punet limită. Un punct a se 
numeşte punct de îngrămădire sau punct limită al unei grămezi, 
dacă în domeniul 1) său, oricât de mică ar fi întinderea acestui 
domeniu, se găsesc puncte ale grăimezii diferite de a?). Punetele . 
limite pot să aparţină sau, nu grămezii. De exemplu grămada liniară 

11 1 o. 
3 3233 Dee 9 Dee Do) On 

a= i 

are ca punet limită punctul 2 = o și acest punct nu aparţine grămezii. 
Grămada punctelor cari reprezintă pe o axă numerele raţionale 

cuprinse întrun interval dat, admite ca puncte limite totalitatea punctelor din acel interval, căci orice număr raţional sau irațional 
poate [i privit ca limita unui şir de numere raţionale; accă grămadă 
admite deci ca puncte limite pe lângă punctele grămezii. și o altă „grămadă de puncte străine (puncte reprezentând numerele ira- ţionale). 

| ' 
Un punet care nu este punct limită se zice punct izolat, 

17. Să considerăm în special o grămadă formată de un şir - nelimitat de numere reale. Avein următoarea teoremă: : ” Teorema. Dacă limita superioară AM a șirului .nu ace parte din șir, punctul = A este un punct limită al acestui şir, adică în: intervalul (M — 5, M) oricât de mic ar fi 5 > 0, se găsește o iulinitate de elemente ale șirului. Caci dacă în acest interval s'ar află un nu- măr mărginit: de elemente, unul din ele ar Îi cel mai mare şi acela - ar fi limita superioară. Ceeace este contrar ipotezei. 
O propoziţiune analoagă există relativ la limita inferioară. 

18. Este evident că dacă un Șie nemărginit de numere 
Mi Ti ao one mp see 

admite mai multe valori limite, una din ele este cea mai mare şi alta cea mai mică, Fie M Şi m respeeliv cea mai mare ŞI cea mai mică. Din definiţiunga acestor numere rezultă “proprietăţile următoare: 
  

1) Vezi definiţiunea_acestui cuvânt (11). 
-2) Numărul acestor punete este neapărat infinit; căci dacă numărul lor ar. [i anărginit, reprezentând prin 6 distanța dela a la cel mai apropiat din ele, cercul cu centrul în a și cu raza r<$ War. conţine nici un punct al grămezii.
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10, Elementele șirului pentru care avem inegalităţile 

a, > Me, aaCm—e! 

sunt în număr mărginit. 

20. Elementele ce satisfac inegalilăţile ă Ă 

ta > M— &, Ta <m-+-e 

sunt în număr nemărginit, oricât de mic ar “fi numărul € >. 0. 

19. Din cele ce preced și din teorema ($17) rezultă că dacă limita 

superioară a unui șir nelimitat de numere reale (respectiv limita 

inferioară) nu aparţine șirului, ea coincide cu cea mai mare (resp. 

cca mai mică) dintre limite (în sensul de punete limite). 

20. O grămadă infinită admite cel puţin un punct limită. 

Pentru a fixă ideile să considerăm cazul unei grămezi de două 

dimensiuni. Se pot întâmplă două cazuri: sau există un dreptunghiu 
de dimensiuni finite care să conţină toate punctele grămezii, sau 

nu există un asemenea dreptunghiu. Cazul din urmă revine a zice 
“că oricât de mari ar fi dimensiunile dreptunghiului există în afară 

dintrînsul puncte ale grămezii, adică referindu-ne la definiţia 

domeniului punctului dela infinit, există în acest domeniu o infini- 

tate de: puncte. Punctul dela infinit este așadar un punet limită 

şi teorema . este dentonistrată. . 

Să considerăm primul caz și să împărțim dreptunghiul în patru 

părţi egale, prin paralele la laturile sale; este evident că în unul 

cel puţin din dreptunghiurile astfel obţinute se va găsi un număr 
ilimitat de puncte. Impărţim pe acesta în patru părţi egale și con- 

'siderăm pe acela în care numărul punctelor. cuprinse este ilimitat. 

Continuând aşă mai departe, obţinera un Şir nelimitat de drept- 

unghiuri | 

du da da... d, .. 

conţinând fiecare un număr nelimitat de puncte ș și cuprins ficcare 

în cel precedent, | 
Printr'un raţionament identic cu cel al teoremei II ($ 12), 

se demonstrează că există un punct P (£,7) care se bucură de pro-. 

prietatea că la.un număr pozitiv 6, oricât de mie voim, corespunde 
un număr întreg pozitiv N astiel că pentru n > N dreptunghiul d, 

este interior pătratului al cărui centru este în “acest punct și a cărui 
. N . , Pe 
latură este 9. Punctul P (£, 9) este deci un punct limită. 

. 

„21. 0 grămadă “finită nu admite punct liiită. 

In adevăr, punctul dela infinit nu este punct limită, căci putem 

"«leserie din origină „ca :centru un cere cu o rază destul de mare care
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să cuprindă toate punetele ură mezii situate | a distanţa finită. De altă parte, nici un punet la distanţă finită nu poate fi punct limită, căci un cere descris dintr'un asemenea punct ca centru, cu'o rază mai mică decât distanţa s sa la punetul grămezii cel mai apropiat, 
nu va conţine nici un alt punet al ră mezii, 

2. Un punct. se zice intertor unei grămezi, dacă un domeniu al acestui punct aparţine cu totul grămezii, adică, dacă la. orice „punet Anal eră mezii corespunde un număr pozitiv_9 9 astfel că toate punctele interioare cercului cu centrul în A și cu raza 5 aparţin 
ară mezii,: . ” 

“Lu punet se zice punel- frontieră al unei urămezi, dacă orice 
* domeniu al acestui punc conţine puncle ale gră mezii precum și punele ce nu aparţin grămezii. Punctele frontiere suni puncte limite ale. - grănezii. | 

Punetele grămezii cari nu sunt nici puncte interioare, nici puncte frontiere se zic puncte exterioare, " 
[Există grămezi relativ la cari nu se poate vorbi de puncte interioare, nici de puncte exterioare. De exemplu: gră mada de "puncte ale căror coordoiiate stint numere raționale. - 

23. Derivata unei grămezi, Grămada formată de punctele limite ale unei grămezi A se namește derivata grămezii A şi se înseamnă, A”. Dacă grămada A? conține -o infinitate de puncte, va admite și ca o derivată A”, zisă derivata doua a Îni A, ete 
Oricare ar fi grămada infinită <, derivata a doua -1” este conţi- 

nulă în A. 
| 

Se presupune, bine înțeles, i uceste: derivate există, a „Im adevăr, fie P un punet al] lui A”; întrun domeniu (r) al acestui punct se găsesc, în virtutea definiţiunei, puncte ale lui A” diferite de P, ie Q unul dintre acestea, și (9) 
dumeniul s său, o [iind destul de mie pentru ca P să 
fie exterior cercului (0). Insă Q fiind un punct ul lui. 
A“, cercul (9) conţine puncte ale lui A; prin urmare 
în [2 se găsese punele'ale lui A diferite de DP, ceeace 
înseamnă că P este un punet limită al lut A şi prin 
urmare aparţine lui A, - 

  

24, Relativ la derivata sa, o grămadă poate [i de diferite feluri: - 

119 „ “zolată, dacă este formată din unele izolate, adică vw! are    nici un punct comun cu derivata” 
2 DAVID EMMANULI
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întregi a cărui derivată este punctul dela infinit. “Numerele cuprinse 

_ în formula . 
„1 

a = mob ” 
„n + DI | _ 

m și n fiind numere întregi pozitive şi n zf o, formează o grămadă 

izolată ; căci derivata acestei grămezi este grămada numerelor 

y=n, și între aceste două grămezi nu este nici un-element comun. 

20,. închisă, dacă: conţine derivata sa. Exemplu: numerele 

date de expresiunea a 

| z=mti (p3 1,2, 7.500) 
N 

m) = 1,2,3, a. CO Si Pai ” 

"a cărei deriv ată este grămada y = m. Această g orămadă este evident 

cuprinsă în. grămada “dată, care inai conţine puncte diferite de cele 

ale derivatei sale. Punctele frontieră fiind: puncte limite ale gră- 

mezii, urmsa ză că o grămadă închisă conţine punctele frontierei 

sale.. a 

30. densă, întrun interval (a, 5), dâcă orice interval oricât 

de mic ar îi, cuprins în (a, d), conţine puncte ale grămezii. De 

unde rezultă că toate” "punetele grămezii sunt puncte limite; prin 

urmare grămada este cuprinsă în derivata sa. Exemplu: grămada 

numerelor raţionale, cuprinse întrun: interval (a, b) este densă,- 

căci ea este conţinuta în derivata sa, care în afară de numecele 

raţionale, conţine toate numerele iraționale cuprinse î în acel interval.. 

40. perfectă, dacă coincide cu derivata sa, De exemplu, toate 

numerele cuprinse între o și 1, raţionale și iraționale, inclusiv valo- 

rile extreme 0 şi 1, formează o grămadă. periectă... : 

„0 grămadă se zice coneză, dacă fiind dat un număr poziliv 

e oricât it de mic și două puncte arbitrare P și Q ale grămezii, se poate - 

intercală între cle un număr limitat de puncte A Aa An 

“ale grămezii” astfel ca segmentele PA, Aga se AnQ să fie mai 

mici ca £. O grămadă perfectă și conexă se-numește continuă ; se 

Continuul se. zice. că este cu 
mai zice că. formează un continuum. 

iabilelor cari 
una sau mai multe dimensiuni, după numărul vari 

determină un punct al sistemului. 

26. O grămadă coneză este densă în toată întinderea sa.: 

In adevăr, dacă grămada n'ar îi densă în toată întinderea sa, 

ca ar conţine cel priţin un punct P care să ni fie punct limită. Un 

cerc cu centrul în acest punct” având o rază £ destul de mică, nu
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ar conţine alt punct.al grămezii decât P. Prin urmare între acest. punct și alt punct Qal grămezii nu am puteă' realiză intercalarea unui număr limitat de puncte ale grămezii astfel ca segmentele cari unesc două puncte conseculive, să fie mai mică ca €; grămada n'ar 5 Îi conexă, - N a - 

27. In ordinea de idei care domină teoria grămezilor, o linie poate fi: definită. ca o grămadă de puncte conexă, închisă (adică punctele limite ale grămezii fac parte din grămadă) și fără puncte interioare: toate punctele cari formează linia, sunt numai puncte. ale frontierei. O suprafață poate fi definită ca având pe lângă proprietăţile precedente și puncte “interioare ; punctele frontiere „pot fi considerate ca făcând parte sau nu din suprafaţă. 
. In teoria funcţiunilor nu vom aveă de considerat linii şi supra- feţe definite în așă grad de generalitate. Vom consideră “liniile și suprafeţele în sensul obicinuit, aşă cum le consideră Geonietria analitică, O asemenea linie zisă regulată, are în fiecare punct, exceptând unele puncte, o tangentă determinată și, dacă curba mare ramuri infinite, e ca se poale descompune într'un număr limitat. de.arce care să fie întâlnite de o linie dreaptă în cel mult două puncte; cevace permite a distinge o parte concavă și o Parte con- vexă a curbei, 

O porţiune de suprafaţă este un continuum cu două dimen- siuni, mărginit de una sau de mii multe linii regulate. Aceste linii formează conturul suprafeţii. Prin definițiune. dar, o suprafaţă „(arie). are puncte interioare ȘI este totdeauna posibil a uni două -puncie oarecari ale ei prinir'o- linie ale cărei puncte sunt interioare suprafeţii, * - 
e: 

O arie se zice cu coneaiune simplă dacă orice curbă - “închisă situată în interiorul arici limitează complect o porţiune a ci. Cecace caracterizează conexiunea simplă este faptul că orice-curbă închisă situată în interiorul ariei se poale reduce, prin o deformaţiune continuă, la un punct, fără a eși din arie. Conturul care limitează o arie cu conexiune simplă se zice contur simplu. Un asemenea „ contur poate fi descris în totalitatea lui de un punct imobil care se. mişcă în modicontinuu fără a pătrunde în interiorul ariei, * Exemple: aria unui cerc, a unei elipse, a unui pătrat este cu conexiune simplă. Aria mărginită de două cercuri concentrice este. cu conexiune multiplă (dublă) ; conturul acestei arii este format de cele două cercuri; un cere concentric.și cuprins între ele, nu poate, prin deformaţiune continuă, să lie: redus la un punct fără a eşi din „aria considerată, 
ge
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28; Două grâmezi A și DB se zic echivalente sau 'de aceeaș pulere 

și se reprezintă prin simbolul: 

7 . _ is B, 

dacă între elementele lor se poate stabili o corespondenţă biunivocă, 
adică dacă.se poale stabili o lege asifel că la fiecare element al unei 

grămezi să corespundă un element și numai unul din cealaltă gră- 

madă și viceversa. De exemplu: grămada numerelor pare 2, 4, 6, 

a dn cs. și a numerelor impare | 3 Dee, da-l, e sunt 

echivalente între ele și fiecare este echivalentă cu şirul munierelor: 

“naturale: ], 2, 3, cc. no... 

Dacă grămezile sunt formale” dintrun număr limitat de ele- 

mente, este evident că echivalenţa lor cere ca numărul elementelor 

ă. fie acelaş în ambele gră mezi. 

- Din definiţiune. rezultă că două grămezi echivalente cu o a 

treia suni echivalente intre ele. Dacă avem 

AinscC, p a C, . a 

rezultă 

A B. . 3 . i Ă 

Se numeşte sumă a două grămezi A şi DB,” grămada C ale căre .: 

clemenie sunt elementele celor. 2 grămezi”şi se notează - 
- 4... CAr+B | o . E 

29. Grămezi numărabile. O grămadă se numeşte. numărabilă 

ducă este echivalentă cu grămada numerelor întregi pozitive. O gră- 

madă nelimitată de elemente a, reprezintate printr'o literă afectată 

“de indicii 1,2, ... n .-conslitue o grămadă numărabilă, căe 

unui număr n din şirul numerelor naturale corespunde un singur 

element a, (elementele sunt. presupuse distincte) și vice-versa. 

Intrun mod iai general; să considerăm o grămadă de elemente 

Um, n reprezentate printr”'o literă afectată de doi indici “întregi 

pozitivi m, n dintre care unul cel puţin primeşte o infinitate. de 
alori. întregi. pozitive !). 

Pentru a arătă că aceste elemente formează o ră madă numă- 

abilă, să le dispunem în ordinea în care suma indicilor mn 

merge crescând și elementele în care ace aslă sumă este constantă 

să [ie dispuse în ordinea crescândă a primului indice m. Vom obţine 

șirul : | 
dans ro Cam Caz Cao. Cars Cuas Cage (gas age sees 

n | . - 
* 2) Nu este necesar să primească toate valorile întregi pozitive, este de ajuns 

să primească o infinitate deasemenea valori; de exemplu: valori pare, sau îm- 

pare, sau... - - E
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care se poale serie - 

bu ba, La: Lp Le ..... 
dacă punem: 

du = bre cas = ba Co = ba 3 = pi. i 

„Grămada propusă (a. 1). Cind identică cu erămada numerelor 
(0) este nuimărabilă. 

În acelaș mod se probează că ră mada, ale cărei elemente 
sun! de forma: 

da, Mea" am 

este numărabilă, indicii (usa see Un. fiind numere întregi pozitive, 
dintre care unul cel puţin: primeşte o infinitate de asemenea valori. 

:30. O grămadă numărabilă G ale cărei elemente As da... 
lume sunt arămezi numărabile, este o grămadă numărabilă. 
| In adevăr, A, (m=l, 2...) fiind o grămadă mumărabilă, 
putem reprezenta elementele sale Prin au, (n = 1,943 
Intrăm astfel în cazul în “care elementele sunt de forma 
mn= 1,2, 8,... 

po... d. 

“us u 

Corolar. Suma 1!) a două grămezi. numărabile este o grămadă 
numărabilă. i AR ' 

De unde rezultă: 10; Grămada (a,), în care n prineşte o infini- 
tate de valori întregi pozitive şi negative, este. numărabilă, căci 
a se poate privi ca suma a două srâmezi în cari n primeşte valori 
întregi respectiv pozitive și negative: 20, A și B fiind două grămezi 
numărabile, avem 

- Ă + B—=A-— B. 

Căci grămezile numărabile fiind, prin definiţiune, echivalente 
cu oră! mada numerelor intregi, suni cehivalenle între ele. 

31. Grămada numerelor raționale este numărabilă. 
Putem să n6 mărginini la cele pozitive. Demonstrarea acestei 

" teoreme este imediată, dacă observăm că un număr raţional pozitiv 
este de forma IN 

ni 

Am n = 
n 

în care m și n primesc o infinitate de valori întregi pozitive, 

32. Totalitatea. numerelor algebrice reale formează o grămadă 
n umărabi lă, ” . - 

  

n 

1) Grămadag formată din elementele. celor două grămezi.
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Se numește | număr algebric orice număr care este' rădăcina 
unei ecuaţiuni algebrice cu coeficienţi raţionali. Un număr algebric 
satisface o infinitate de. ecuaţiuni algebrice, printre cari, făcând 
abstracţiune de un “multiplicator constant, există numai. una al 
cărei grad este cel nai mic. (ecuaţiune ireductibilă). Gradul acestei 
ccuaţiuni se zice. gradul numărului algebric. Un număr algebric 
de gradul n satisface dar o singură ecuaţiune ireductibilă de forma: 

(1) a, an Ta han oi 

coeficienţii fiind numere întregi. - 
Considerăm numai numerele algebrice reale, adică rădăcinile 

reale ale ecuaţiunii (1) şi le notăm ” 

dos Aus Aa se ah 

k primind valori întregi pozitive < n. - 
Aceste rădăcini variabile împreună cu indicii consideraţi, 

n rămânând constant, formează o grămadă numărabilă Gu (29).. 
Grămada G, ale cărei. elemente sunt grămezile G,(n=1,2 Ze 
[iind numărabilă (30) teorema este demonstrată, 

Această teoremă cuprinde evident. pe cea relativă la numerele . 
raţionale. Ecuaţiunile cari admit aceste numere ca rădăcini sunt. 
de gradul întâiu; grămada G se reduce.la Grămada G,. 

. k..... , . - . pe . '33. Totalitatea nunierelor reale cuprinse între două limite date 
Jormeazti o gramadă care nu este numărabilă. Să considerăm inter- 
valul (0,1) și să demonstrăm că grămada numerelor reale cuprinse 

„în acest interval nu este numărabilă. Pentru aceasta să demonstrăm 
întâiu propoziţiunea preliminară: : 

Orice număr cuprins în intervalul (0,1) poate fi eaprimai prinir'o 
jracțiune zecimală de un număr nelimitat de ci/re, cele ce încep dela 
un rang destul de depărtat nefiind toate nule. 

Propoziţiunea este evidentă pentru o fracțiune rațională ce 
se transformă într'o fracțiune zecimală periodică, simplă sau mixtă. 
Dacă fracțiunea ordinară se transformă exact în zecimală, este de . 
ajuns să micșorăm ultima cilră semnificativă cu o: unitate şi să 
adăugăm la dreapta numărului cifra 9 repetată de un număr infinit 
de ori. - 

Dacă numărul este incomensurabil, el se poate defini ca limita 
unui şir ilimitat de numere raţionale, de exemplu, de redusele 
îracţiunei continue în' care el se poate -desvoltă.-. Redusele fiind 
transformate în fracțiuni zecimale (cu câte un număr ilimitat de 
zecimale), numărul incomensurabil va. fi definit de un șir ilimitat 
deasemenea fracţiuni,- având fiecare un număr ilimitat de „cifre. ,
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Să revenim la tcorema noastră. Să presupuneni că grămada 
. DE 1» ? numerelor reale cuprinse în intervalul (0,1), este numărabilă. Vom 

puteă reprezintă elementele sale printrun șir , 

(1) . Ă as, (ay eo. Ones... 

Insă, în virtutea propoziţiunii preliminare, un” număr oarecare 
dn din acest șir se poate reprezintă printr”o fracțiune zecimală 
nelimitată: 

(2) An = 0, Ca Qup eo: Gmp 

în care cilrele dela un rang determinat nu sunt toate nule. La fie- 

care valoare a lui n, să facem să corespundă o cifră arbitrară 

(3) | . i fa cin i 

și să considerăm numărul, - 

(4) lb=o, BBB... Bu. 

care evident este cuprins în intervalul (0,1) şi care nu se găsește 
în şirul (1); căci b diferă de a,, prin prima cifră zecimală £,, de a, 
prin a doua cifră zecimală f3, ..., de a, prin a na-cifră zecimală, 
ete. Prin urmare există numere reale în intervalul (0,1) cari nu 
fac parte din: șirul (1), ceeace este în contradictiune cu ipoteza după 
care acest șir ar conţine toate numerele reale. 

Ă Na - q. e. d. 
Teorema precedentă se poate enunţa: geometric astfel: 
Totalitatea. punctelor segmentului de dreaptă (0—1) formează 

o grămadă care nu este numărabilă. 

„314. Putem înlocui “segmentul (0—]) prinu”un seoment de 
dreaptă, oarecare. Căci între punctele a două segmente de dreaptă 
oarecari se poate stabili o corespondenţă biunivocă. Să observăm 

„că putem consideră segmentele situate pe aceeaș dreaptă, deoarece 
un segment de dreaptă și proiecţiunea sa ortogonală pe o axă, cu 
care face un unghiu diferit de un unghiu drept, se corespund punct 
cu puncl. o ! . 

Fie dar (a, b), (a, vw) cele două seginente situate pe axa absci- 
selor, z și «' abscisele a două punete ce voim să se corespundă pe 
cele două segmente. Substituţiunea.: 

. “ z—a' a—a a o 

4) a ba Va a 

„stabilește corespondenţa cerută. Cele două segmente considerate 
sunt dar echivalente 

ate):
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Dacă unul din cele două segmente devine. infinit, fie de exemplu 
W' =, înlociiim substituţiunea precedentă prin cea următoare 

c 5 . aa 
SLI Za 

Grămada punctelor situate pe un seament de dreaptă constituie 
cecace se numește un continuum liniar sau un continuum cu o di- 
mensiune. Putem dar zice că: 

Două continuuri liniare oarecari sunt echivalente sau «it ucecuş 
putere. 

număr de dimensiuni sunt echivaleiute. 

Intru mod mai general: Două -coritiniuuri oarecuri cu un acelaş 

Numim continuum cu n dimensiuni o grămadă cu n dimensiuni ale 
cărei variabile primesc toate valorile reale cuprinse în intervale date, 

Mărginindu-ne li continuuri cu două dimensiuni: 

m fazas<d, [a<a'<, (4) le Le , 7 ecSsysd, esy=<d, 

propoziţiunea rezultă din cchivalenele 

Si - (a do (a,b), (e Docşd). 

39. T'eorenii. Orice grămadă nenumărabilă conține o 
numărabilă. 

arămadă. 

a i . E me. In adevăr, oricâte elemente am scoale dintr”o grămadă infinită 
“dată A, ca mai conţine ulie elemente, Fie as ap i. Gu, -.. ele 
mentele scoase din A ; aceste elemente formează o srămadlă numă- 
rabilă (a), (n =1, 2...) 

z N . 

30. Teoremă. Dacă dintro grămadă nenumărabilă scoatem o grămadă 
numărabilă, diferenţa este o grămadă echivalentă cu grămadă dată. 

[ie A o grămadă nenumărabilă si B o grămadă numărabilă con- 
, 

9 

ținută. într'iînsa'; diferența A — B = C, este o. grămaclă 
bilă, căci altfel A ar fi numărabilă (30). 

Deasemenea, fie D o grămadă numărabilă conținută bă >» - $ 

nemuinărâ= 

în C, dife- 
rența C— D = E este nenumărabilă. Să compară între ele egali- 
tăţile. 

A=BID+E, CD 
- Grămezile D și B+ D fiind numărabile, sunt echivalente între . 

ele; de unde rezultă echivalenţa între grămezile A și C: 
: As. 

Corolar. Grămada numerelor iraționale dinti'un interval dat, este echivalentă cu aceea a tuturor numerelor reale din acelaş in-
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terval, căci diferența lor, adică grămada uumerelor raţionale, este 

nuimărabilă. | 

Deasemenea, grămada numerelor transcendente (adică a nume- 

relor cari nu sunt algebrice) dint”un interval dat este echivalentă 

cu aceea a luturor numerelor reale din acelaş interval, căci numerele 

algebrice formează o grămadă numărabilă, 

"Trecând dela grămezile cu o dimensiune la cele cu două. dimen- 

siuni, conehidem: că orămada tuturor punctelor situate întrun 

dreptunghiu este echivalentă cu srămada pumetelor aceluiaș drept- 

unghiu ale căror coordonate earteziane sunt. numere iraționale, 

Teoremii. Continuul cu o dimensiune este cehivalent cu con- 

tinuul cu două dimensiuni, 

Putem înlocui continuul liniar prin intervalul (0, 1) şi continuul 
cu două “dimensiuni, format dintrun dreptunghiu oarecare, “prin 

pătratul Os az, Oy (8%). De altă parte, în virtutea 

corolarului precedent, ne putem mărgini a consideră în regiunile 

„date, numai punetele ale căror coordonate sunt numere ira ionale. 

Teorema de demonstrat. revine dar a probă că unui număr 

- irațional =, cuprins în intervalul (0, 1), corespunde un singur pune 
ale cărui coordonate 2, y sunt. două numere iraționale cuprinse, în 
acelaş interval şi viceversa. 

Să presupunem numărul = desvoltat între fracțiune continuă 

l 

  

u (d) 
  

În care (5 da az... Sunt numere întregi pozitive. determinate și 
diferite de zero. Oricărui număr 3 din intervalul considerat co- 
respunde un şir determinat deasemenea numere. Viceversa, unui şir 
dat de numere pozitive, printre care nici unul nu e nul, corespunde 
un ntmăr unic z cuprins în intervalul (0, 1). | 

Din şirul numerelor a, az, ..- cari determină mumărul z să se- 
parăn numerele cu indicii impari de cele cu indicii pari și să formăm 
expresiunile 

   



“fără ca a=b= 0, căci altminirelea 

26 Ă CAPITOLUL 111. 
- cari determină un punct unic (2, y). Așadar unui punct z corespunde un punet unic (z, y). Viceversa, presupunând punctul (2, 7) deter- minat de valorile precedente, să luăm pentru -z expresiunea (1): punctului (2, 9) corespunde un punct. unic 5, . q.e.d. Observare. Corespondenţa biunivocă între cele două grămezi de dimensiuni diferite nu. poate fi continuă, adică punctelor infinit apropiate ale unei grămezi, nu corespund neapărat puncte infinit apropiate ale celeilalte grămezi, - Ă Să presupunem contrariul şi să considerăm totalitatea para- Ielelor la axa abseiselor duse în interiorul pătratului ; fiecărei para- lele irebuie să-i corespundă în virtutea continuității, un segment al axei absciselor.” Aceste segmente, în virtutea corespondenţei biuni- voce, n'au Părți comune. Din această cauză, totalitatea lor este evident numărabilă, pe când totalitatea paralelelor considerate este echivalentă cu totalitatea numerelor cuprinse în intervalul (0, 1) și prin urmare, nu este numărabilă. Ipoteza corespondenţei continue este dar absurdă. 

, CAPITOLUL III. . 

CANTITĂȚI COMPLEXE. ȘIRURI. SERII ȘI PRODUSE CU Ea TERMENI CONSTANȚI. e 
I.— CANTITĂŢI COMPLENE, 

38. Să introducem cantitatea complexă 
(1) a+u, 

în care a și b sunt două numere pozitive sau negative iar iun simbol deocumdată nedeterminat și să ne propunem a: determină natura acestui simbol astfel încât calculul aritmetice să se aplice fără nici o deosebire acestei cantităţi. Aceasta înscamnă . mai precis că, păstrând definiţiunile “şi modurile de operaţiune din aritmetică, caracterele fundamentale ale acestor operaţiuni să se păstreze . și: rezultatele obţinute din aceste operaţiuni să [ie și ele cantităţi de forma (1). 
Să observăm înainte de toate că nu poale există o relaţiune de forma | 

! TA — 
ar iw=o, 

Si - . a 
= — = i 5
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n'ar mai Îi un număr distinct de numerele reale ; ceeace noi nu pre: 

supunem, Să. definim acum operaţiunile cu cantităţi complexe de 

forma (1) şi să vedem cum se particularizează simbolul i prin con- 
diţiunile, impuse mai sus. | ! 

7 

39. Adunarea se va defini prin egalitatea 
. . 10 “i , (2) (a 4+- 0) + (a + id) = (ara) 0b);: 

“rezultatul este deci o cantitatea complexă. Această egalitate arată 

„în acelaș timp că proprietatea fundamentală a adunării de a fi o: 
operaţiune comulativă este păstrată; căci A şi B [iind “două canti- | 
tăți complexe, avem în virtutea moni (2) 

A+ B=B+ - 

-40. Scăderea se va defini prin egalitatea 

(9) (atit i (aa) + =); 
rezultatul este deci o cantitate complexă. În acelaș timp vedem că 
scăderea este operaţiunea inversă adunării, adică 

(A-B)+ Ba. 
Până acum w'am fost nevoiţi să facem nici o restricţiune asupra 

„simbolului i. Oricare ar fi natura lui, operaţiunile de adunare și. 
scădere își păstrează proprielăţile lor caracteristice, iar rezultatele 
sunt cantităţi complexe. 

“Al: Înmulțirea. Să considerăm produsul 

(a +- id) (a +). 

ȘI să- | tratăm” după cum arată semnele, ca un produs de două sume 
neefectuate. Obţinem astfel: 

(4) (aride iba ia ba) 20, 

“Produsul nu mai este de formau (1) deoarece conţine i? Pentru 
ca membrul al doilea să se poată reduce la forma (1) este necesar 
şi suficient ca &2 să fic de forma 

0 o e=atifi 
a şi f fiind cantităţi reale. In acest caz vom aveă 

(6) (ar ib)(a' —+- iv) =aa' + ba + i(ad' + ba + bb'6). 

Simbolul i este aşadar supus la restricţiunea de a verifică relaţiunea 
(5). Este de observat însă că a și B nu sunt arbitrari ci trebuie să 
satisfacă inegalitatea 

(7) Pta<o,
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deoarece î privit. ca rădăcină a ecuațiunii (5), scrisă sub forma 

(8) P—fi—a=o,. 

nu este o cantitate reală, - | 
Ne rămâne să cereetăm dacă, sub condiţiunile (9) și (7), proprie- 

ile fundamentale ale îmmulţirii se păstrează. Egalitatea (6) ne 
altă că dacă permulăur [actorii între ei produsul nu se. schimbă ; 

prin Urmare, îmimulirea antităţilor complexe este comutativă. 
Să arătăm acum că un produs de doi factori nu se anulează 

decât împreună cu unul din factorii săi. Intr? adevăr, pentru ca 
„membrul al doilea din (6) să fie nul, trebuie să avem 

(9) aa “ ab = 0, ba (a fb =o. 

Dacă a=b=o, ecuaţiunile precedente sunt satisfăcute; deci pro- 
prictatea este stabilită. Să presupunem acum că unul din a aceste 
numere, de exemplu, bo. Perma 

, . Ă 
a a d pl: : - —u b a+f „| > 2 | 

nu se anulează niciodată în virlutea sonilițiunii ul Sistemul (9) 
nu admite „deci în acesl caz altă solujiune decă 

_ a =w=o, ” 
Ă pr .- îp. . . Proprietatea este așadar stabilită în Loate *azurile. 

42. Împărțirea. Câtul 

a ip 

Cc Ta 

a două cantități complexe & + 1, c + id, în care e și d nu'sunt nuli” > 

în acelaș timp, se va defini prin egalitatea: 

(10) - (az ib)= (ez id) ) (2 EI) _ 

sau, în -virtuLea egalităţii (5), 

(UD) (a + îl) = (ea -- cd) — i (da = (e = Bd) . 

De unde rezultă ccuațiunile 

(12) ex —- ady = a, da + (e + 8d) y=d, 

cari admit un sistem unic de valori pentru x și y, deoarece determi- 
nantul | | Da - 

e ad | 
a | d c-+gl 

este” diferit de zero, în virtutea condiţiunii (7).



CANTITĂŢI COMPLEXE. SINUNL ” 29 

Rezultatul împărțirii intră deci în acelaș tip ca şi termenii 'săi 

și este unic, - 

In sfârșit, proprietatea ca acteristică a împărţirii de a Îi opera- 

Liunca inversă îmmulţirii, rezultă din însăș definiţiunea pe care am 

dat-o.” ” 

În rezumal, putem spune 'ă cele patru operaţiuni aritmetice sc 

aplică în întregime cantităților de for mă aid, fiind o rădăcină 

a ecuaţiunii , : , . 

(8) o p—fi—a=o. 

în care a şi f: sunt două numere reale supuse la condițiunea 

(7) | BR halo. o 

Pentru a simplifică calculele și a aveă o reprezentare geometrică 

interesantă, se iu ” | Pa as 

(13) | paz 

- Feuaţiunea de condiţiune (8) devine . 

(14) Bar l=o, 

“de unde rezultă: = —i, = l.. „ | . 

BHezultatele înmulţiri şi împărţirii se simplifică precum arală 

egalităţile _ - | - 

(a —- ih)ța” = ih”) = (aa —- bb) + ia” —- ba), 

  

a-i act , „be—adl 
> 2 mr z exil cei i ct 

ă , EI N 

Formula binomului: lut JVewton, care vezultă din “proprietățile 

îmmulţirii, se aplică evident cantităților complexe. “De unde con- 

chidem expresiunile 

(a A ibm AD, (a-i = A — ID, 

A și B fiind cantităţi reale, 

Cantităţile complexe a + ib astfel definite, se mai numesc Și 

antităţi imaginare: a se numește parlea reală, iar il „partea pur 

imaginară a cantităţii complexe. a 

Modul. Cantitatea . 

| ai ai: | 

| se numeşte valoarea absolută sau modulul cantităţii complexe a 2 il, 

Avem, precum se verifică imediat, rela ţiunile_ 

UFREFUE < VIE + VE, 
| TUE > Vaii — aa 

TU = Va UP Fi 
ari exprimă proprietățile următoare:
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10, Modulul unei sume este mai mic sau egal cu suma modulelor. 
lermenilor ; - ă | SE - 

20. Modulul unei diferențe este mai mare sau egal cu diferenţa 
modulelor -termenilor; | a | | 
8. Modulul unui produs este “egal cu produsul modulelor fac- 

„torilor, - | 

46. Reprezentarea geometrică a cantităților compleze. - 
Cantitatea complexă a + ib.se reprezintă în plan printr'un punct 

M ale cărui coordonate rectangulare sunt a, d. 
Punctul M se numeşte afizul cantităţii coniplexe a + id. Intro- 

ducând coordonatele polare (9, 0) Putem serie | 

at ib= p(cos0 +isin 0). 

Cantitatea pozilivă o = Va & este modulul cantităţii complexe 
date, ea este reprezentată prin distanţa dela origină până la punctul 

(a, d). Unghiul 0, numit argumentul lui a + ib, este determinat, 
„abstracţiune făcând de un: multiplu de 2a. 
- . Egalitatea . | 

9 (cos 0 + isin 0) = g' (cos 0! + isin 0) 
“trage dar după sine egaltăţile. - 

| o= 0, 0=0" + 2hz, 
k fiind un număr întreg arbitrar, 

Egalităţile următoare se verifică imediat: 

e (cos 0 + isin 0) X o” (cos 0” + i sin 0) = po' [cos(0 + 0) 
| E + isin(0 + 0')] o o 

SR | | CTT => [cos (0— 0) + isin 0 — o)] , 
[o (cos 0 + i sin 0) = om (cos m 0 + i: înm 0), 

m fiind un număr întreg pozitiv. Ultima egalitate subsistă şi pentru | 
m întreg negativ, precum rezultă din- transformările 

e teos 0 + isino |” = d 
[o (cos 0 + i sin 0)” | | _ | 

gi (cos m 0 — i sin m 0) = g—m [cos —m)0 + isin (— m) 0) . 

„În fine, m fiind un număr întreg pozitiv, se recunoaşte imediat 
că avem egalitatea . 

m 170 O0-Ldla Ve (cos 0 + isin 0) = er [cos mt isin m ],
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în care k este un număr întreg arbitrar. Obţinem m valori diferite: - 
“dând lui hk valorile: 0, 1, 2,... m—l, 

II. — ȘIRURI ȘI SERII SIMPLE CU TERMENI CONSTANȚI. SL 
4 

45. Ca şi în cazul numerelor re cale, se zice că un șir de canti ilăţi 

complexe “ 

(1) A Ap sn Ampoi (an => On if) 

este convergent, sau admite o limită A +- iB, dacă la un număr 

poziliv -e arbitrar de mic corespunde un număr.pozitiv întreg N 

astfel încât pentru n > N să avem 

(2) aa (Ar iB)l<e. 

46. Teoremă. Pentru ca şirul (1) să admită o limită A + îB, 

A şi BD fiind cantităţi reale, este necesar şi suficient ca șirurile (an) 

și (6n) să fie convergente şi să aibă respectiv ca limite A şi B. 

In adevăr, să presupunem șirul (1) convergent și limita sa A-+ IB; 
vom aveă “inegalitatea (9) sau 

(5) (NR FU < <e; 

de unde rezuliă incgălităţile 

(4) |an—A |<e, lâ-Bls g. - 

Condiţiunea este deci necesară. — | 

Viceversa. Să presupunem 'că avem lim. ay = A, lim.f,=B; 

vom puteă scrie pentru n>N, N fiind un număr întreg pozitiv 

a 
destul de mare, Si - 

| lan A | <i  |fBl< i 

de unde rezultă înegaiatea | 

| lan + if —(A i). 
„Condiţiunea este deci suficientă, - 

47. Teoremă. Pentru ca șirul (1) să [ie convergent, este necesar 
pe. Ri , (e . N 7: 

şi suficient ca la un e dat să corespundă un N astfel ca, pentru AZ N, 
, 72 i | ” ii 

n > N, să avem - 

- anaz | << 

„Această teoremă este o consecință a teoremei precedente și a 

teoremei ($ 4) cu acelaș enunţ ca cel de sus, relativ la un șir de 

cantităţi reale. 

48. Șirul (1) se numește divergent dacă la un număr pozitiv M,
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oricât de: mare. voiu, corespunde un număr întreg pozitiv N astlel 
că pentru n > AN avem 

la [> AM 7. 

Dacă șirul dat nu este nici convergent, nici divergent, se zice 
să “oscilează. Ă 

49. Serii. O serie a 

| Ă a ag aa . 1 2 

ai cărei termeni sunt cantităli oarec ari, reale sau complexe, se zice 
- convergentă, divergentă sau că oscilează după cum şirul 

< N - 
! (2) Si Sa ceea Se ee (5, = a A Ma e ta) 

este convergent, divergent său oscilează, 
_În cazul de conv ergenţă, lim sa se numeşte suma seriei 1). 

N=z - 

Să enunţă teorema următoare, consecinţă imediată a teoremei 
(40). . IN “ 

„Teoremă. - Pentru ca! seria 

Y, — e 
Zn (au = a, + if) 

să fie convergentă este. necesar și suficient ca seriile 
” + a. - Va > 

a, fa 

să [ie convergente. II 

50. 'Teoremă. Daci seria modulelor unei serii date i 
| ve - : (). = - a (an = Ga + Ifn) 

esle convergentă, seria este convergentă. 
In, adevăr, din inegalitățile _ Di ? 3 s - 

la <lat sal. 
rezultă că conv ergenţa seriei >] aa | trage după sine e convergență 
seriilor Ja,, Ba ȘI prin urmare a seriei propuse. ” 

„Reciproca acestei teoreme nu este ade rată, căci se poute în- 
Lâmplă ca: seria (1) să fie convergentă fără ca seria modulelor să fie 
convergentă, - | 

- Se zice că o serie este absolul convergentă dacă seria modulelor 
„este convergentă şi că este semiconvergentă în: cazul când ea este - 
convergentă, pe când seria modulelor esle divergentă. 

O serie 'ai cărei termeni sunt reali și de acelaș semn, este sau 
absolut conv ergentă s sau divergentă, eu nu poate. să fie senticonver- 
gentă, 

Ă
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5]. Teoremă. Suma unei serii absolut convergente este indepen- 
dentă de ordinea termenilor. 

Este evident că schimbarea ordinei unui număr mărginit de ter- 
meni într'o serie convergentă oarecare nu poate modifică suma 

seriei. Este vorba să probăm aci că oricare ar fi legea după care 
termenii seriei absolut convergente se succed, suma rămâne aceeaş. 

Fie. Ă 

(1) Ut gr ce ap i, E 

"o serie absolut convergentă, pe care s'o ordonăm întriun mod diferit 
oarecare, scriind-o sub forma i 

(2) ab aa at ape 

Termenii serici (2) nu diferă de aceia ai seriei (1) decât prin rangul 

ce ocupă, astfel că orice termen al serici (1) se găsește în seria (2) 

"şi viceversa, orice termen al seriei (2) se găsește în seria (1).. Să 
- punem | 

SS ap bag e. Lan 

- . Sa haz+t... dan. 

Este evident că oricare ar îi valoarea numărului întreg n, putem 

să alegem pentru n' o valoare întreagă destul de mare peniru ca 

printre primii n” terineni ai seriei (2) să se găsească cei dintâi n ter- 

meni ai seriei (1). Vom puteă deci scrie 

Sr — Sa = aa + apt. ap 

indicii a, f, ... Î fiind toţi superiori lui n; de unde - 

IS Sulla rap +... la] 
și a fortiori 

| Sur — Sn I<| Ani | -r | aa ek Ca+p | , 

n + p fiind cel mai mare dintre indicii a, f, ... î. Insă seria pro- 

pusă fiind absolut conv ergentă, putem presupune n destul de mare 
e 

astlel ca: membrul dinurmă s să fie mai mie ca = oricât de mic ar. 
2 

fi £, Și oricât de mare ar fi P adică să avem 

| Su —S, [<3: E -. 

precum şi. | 

|s—s,|< w9
| 

e 

S fiind suma seriei (1). De unde - 

| S— SS |=! (S— Sa) + (5, —S ls] Ss —s,|+ |S, — Sl] 

adică | 

|S—sS.|<e. 

Această inegalitate demonstrează teorema. 
. 

3 DAVID EMMANUEL , . -
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Intro serie semiconvergentă suma 32. Serii semiconvergente. 

seriei i poate. varia. când schimbăm ordinea termenilor. 

Această proprietate se constată lesne pe seria 

1 ,d_l L_- 
= I1— — = .... a A ... 

(L) S 1 3 ră 4 T + oul + - , 

d ordonăm termenii în diferite moduri. 

| „Să ordonăm termenii acestei serii astfel încât un termen 

voriti să fie urmat de doi termeni nega tivi şi să reprezentăm prin 

S' suma seriei astfel obţinută; vom aveă Ia 

LA 
ân - ” 0 Slogan 

Insă - ” | 

L- IL 

| | nl and an? 

prin urmare putem scrie E 
4% 2 şi 

g = 15 (== —) - 
23 Vn—: 2n 

adică . Ă 

s 3 Ă - 5 
Se 

1 

(3) 
20, Să ordonăm ; aceeaș serie astfel încât doi termeni pozitivi să 

fie urmaţi de un termen negativ și fie S” suma corespunzătoare, 

adică | , ia i 

- Z 1 1. 4 
4 ' e 

. (4) Ss = 2 > (za + 4n—i 3) ” 

Suma din parenteză se poate înlocui prin suma Ma 

1 1 d =) 1 (; 1 —2) , 

4n—3 And 4n=1l în 3 în—l 2n]? 

ceeace. permite să scriem | a | - 

us ME 4) 15 (pd) 
Î Mn—3 ân—2 0 An-—l  4n 2 2n—1l  2nj 

adică i | 
A _ L: 

s=s54+5s=3s. - (5) 
Să demonstrăm teorema generală următoare: 

Teoremă ( Riemann). — Într'o serie semiconvergentă a. cărei 53. 1 i (hi 
termeni sunt reali, putem ordonă termenii în așă [el ca suma seriei 

să fie egală cu o cantitate dată după voie. 

Tie | 

(1) Făt. a, + ...
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i.
 

e
 

o scrie semiconvergentă cu termeni reali; aceşti termeni sunt prin 
urmare de semne diferite (50). Să reprezentăm prin a, termenii 
pozitivi și prin — fi, termenii negativi ai seriei (1). Seriile 

. (2) 
3 an, > Bu 

sunt neapărat divergente; căci dacă amândouă ar fi convergenie, 
seria (1) ar fi absolut convergentă, iar dacă una din ele ar fi conver- 
gentă și cealaltă divergentă, seria propusă ar îi divergentă. 

De unde rezultă că reprezentând prin o o cantitate reală oare- 
care, putem determină două numere întregi > 1, v >, astfel ca 
să avem inegalităţile - 

[ Su = 4 +. ră a, > 0, 

(3) Su =a+. apuca 

p
i
 _.
 

4) Suv = (4 + ... + au) ÎN (6, + + 5) < 

(4 Spot > (auf ka) B+. poza. 

Numerele pi și » fiind astfel determinate, putem pentru acelaş - 
motiv (divergenta seriilor (2)), să determinăm două numere întregi 
w>1, w>1 astlel ca să avem inegalităţile 

Spe-ko-k = (44 ...A + au) i (6 + fa Pe k 6) + (Cp 
E . tr ep 

(5) Spore ai (CA ok au) a (6. + + f,) + (a (a eri 

” Pr Cu pi )£ a, 

Sort -w' = (a, + ... a, — (6. + + B,) + 4 (a pl 

(6) „+a Cite )— (Ba +. i Ps =9, | 

Set = (Ga i CR a) ÎI (fi + ..F B,) 

+ (Cupa ok Cup —(Boza Te. . ua Bu > —) > 9. 

Continuând în acelaș mod obţinem şirurile 

(7) A Sum , Suv? o Spot pri i. 
0 Snheo Sueotr=i 5 Shop ee 

“ sumele dia prima linie orizontală, fiind mai mari ca o, cele din a 
doua linie mai mici, cel mult egale cu 0. Numărul o se află așadar 
cuprins între două sume situate pe acecaș coloană - 

(Su» Sp) (Sup , Sprw)o (Spre 3. Suv = ...- 

. a căror diferenţă este respectiv 

B,, Cute o Bow .... 

Însă termenii Cp Out oa Boo Bom „devenind man 

ze
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mici ca orice cantitate dată, când indicii lor sunt destul de mari, re- 
zultă că printre numerele 

(8). pb ha, Ap nea 

există un număr N astfel încât pentru orice număr n, cuprins printre 

ele și satisfăcând inegalitatea n> N, să avem . - 

(9) | | lo—s, |<e, ra 5 

oricât de mic ar fi numărul pozitiv e. 

Dacă n este cuprins între două numere ale șir ului (8), Sa va fi 

cuprins între sumele corespiinzătoare e acestor numere și inegalitatea 

(9) încă subsistă. . q. e. d - 
Corolar. Suma seriei semiconvergente cu termeni complezi 

Z(ap n) aut if o i, 

poate deveni egală cu o cantilate o -+ ig' în care una din cantităţile 

o sau a' este dată după voie.  -  ? 
Se poate întâmplă ca ambele serii Za, XA să fie semiconver- 

gente,-sau numai una din ele. Putem aşadar ordonă termenii seriei - 
propuse (a, + if) astfel ca una din seriile Sa,, XP să aibă o 

sumă dată după voie. Ordinea termenilor celeilalte serii fiind cu 

modul acesta determinată, suma corespunzătoare nu poate îi ar- 

bitrară. m : - 

„ Din cele ce preced rezultă că o serie a cărei sumă este indepen- 

dentă de ordinea” termenilor este absolut convergentă. 

dA, Adiţiunea seriilor. Fie | 
NE | «e a-i 

s= an „s= Zu 
1 

sumele a două serii convergenţe ; vom avea 

(an + b) — Sa + SV. 

In adevăr, punând 

SR Sag gb se Fam Sabia Fans 

| Sp = (în ba) e Plan ba); i 
avem | | 

Sa = Ss + Sans i 
de unde | 

lim S„=s+s. - 

Regula adiţiunii se aplică evident la un număr. limitat oarecare 

de serii convergente. 
Dacă seriile date sunt absolut conv ergente, seria (a, + V,) es este 

absolut convergentă; iar dacă una este absolut și cealaltă semi- 

convergentă, seria rezultantă este semiconvergentă,
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Se poate întâmplă ca. seriile San, Xa să fie semiconvergente 
sau chiar divergente și seria S(ay —+ b1) să fie absolut convergentă. 

Astfel seriile a 
Ipn=i $ (— 1 -(—1b 

—. a 7 7 

2n—1l? 2n 

sunt semiconvergente și seriile 

l e (= 1) - 

- 2n—l? o 2n 

4 

sunt divergente, pe când seriile 

[ua LI oi 
Ss (— |n— — a a LS A 

o ( 1) b | 2 nn-l) 

„e Bine 2 

sunt absolut convergente. - 

IE. — ȘINUCRI ȘI SERII DUBLE,CU TERMENI CONSTANȚI. 

Ann (m, n=0, 1, 2,...) 

Fie 

un număr real sau complex a cărui ; valoare se presupune determi- 

nată când se dau valorile indicilor m n. Se zice că ap, este ter- 

“menul general al unui şir de dotiă ori infinit sau dublu (relativ la 

indicii m, n). Termenii șirului dublu se așează de obiceiu într'un 

tablou de lormă dreptunghiulară " 

(oo axa Copa so. Com se. 

(o Ca Ca o... Gun ... 

(ao - Ca (aa so. Cam ss. 

Co Om ma ses mms 

şi se reprezintă pentru prescurtare prin (ap,n). “Termenii în cari 

primul indice este constant se află pe aceeaș linie orizontală, aceia 

în cari al doilea indice este constant, se află pe aceeaş coloană. și 

în fine termenii în cari ambii indici sunt egali se zice că se află 
pe diagonala tabloului. . . 

Termenii unui şir dublu pot fi consideraţi ca o grămadă nu mă- 

rabilă cu două. dimensiuni; această grămadă fiind echiv alentă cu 

rămada numerelor întregi pozitive, rezultă că un șir dublu se poate: 

transformă. într'un șir simplu, ordonând termenii lui întrun mod
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“convenabil oarecare, de exemplu, în ordinea în care am ordonat 

„ elementele unci grămezi cu două dimensiuni pentru a.0 p transformă 
într'o grămadă cu o dimensiune ($29). 

56. Un șir (an) se zice convergent sau că admite o limită A, 
dacă la un e dat corespund două numere pozitive întregi M, N 
astfel încât pentru m > M, n > N să avem 

, LA — am,n |<z. - 
In acest caz se scrie 

lim an = A. | a 
| m=s,n=a - 

Dacă P fiind un număr pozitiv oricât de mare voim, avem 

| An | > P, pentru m > AM, n >N, 

şirul se zice dipergent. In fine dacă şirul nu este convergent, nici 
divergent, se zice că oscilează. - 

57. Avem teoremele: 
10, Un şir nelimitat dublu (am,n), de numere reale, cuprinse între 

două numere date, admite o limită inferioară și o limită superioară. 
20, Condiţiunea necesară şi suficientă ca șirul (am) să fie con- 

vergent este ca la un e da să corespundă două numere pozitive în- 
tregi M, N astfel « ca pentru m > Mn > N să avem 

“| dna — Ca, n? | <e. 

Acceaș demonstraţiune ca în cazul șirurilor simple. 
. 

58, Convergenţa unui șir dublu (an) nu trage după sine con- 
vergenţa șirului simplu obținut când unul din cei doi indici m sau 
1 rămâne constant. - - 

Exemplu: cc 
” | d 4 a == (—dyjmrn - Ze 

- men > (—1) m T nJ? _ 
avem | 

lim au, =o0, 
pe când 

DI 1 d 
lim ama = +=, lim An = = 4 — ma n? na mi 

Să presupunem însă că și: aceste șiruri sunt convergente și fie 
lim an = A, lim An = B,, lim amin = A; 
m=» “n= m=e, . 

vom aveă 

lim A, = lim Bu = A 
n=» m=p
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In adevăr, putem scrie 

| an — An |< > pentru m > M, (n= 1, 2, 3...) 

2 e , 
an —A|< > pentru m > M,n>N. 

De unde - 

|A— An LA ann [+] amn— An] <em>M,n>N, 

adică 

lim A = Â. 

In acelaș mod se probează că lim B,, = A. 
mn=2 

59. Dacă lim A, £ lim Ba An şi Ba având semnificările de mai 

sus, şirul (a,,,p) nu poate îi convergent. Dar, chiar în cazul când > „n) | & > 
limitele precedente sunt egale, încă se poate întâmplă ca șirul dat 

să nu fie convergent, precum ne arată exemplul 

1 
pd (m=nk” a, 

Oricare ar fi valoarea lui m sau oricare ar fi valoarea lui n, avem 

„lim mn 30, lim an =o0; 
H=2 , N=0N 

pe când, dacă facem m și n să tindă în acelaș timp către infinit, 

m — n este nedeterminat și am, nu tinde către nici o limită. 

60. Serii duble. Numim serie dublă seria 

a i + ai F aa Fa 

(o,o + on -F dop + ... - on + ... 

Pa. Fiu + 

(1) + Paola aa. E den + ... 

+ (no + Ami a m, Pi ... + an + ... 

dedusă din șirul dublu (ap,n). Să punem 

m n 

(2) | Sm,n = > 2 «, he. 
. h=o hk=o 

Seria (1) se zice convergentă, divergentă sau se zice că oscilează, 
după cum șirul dublu (S$,,) este convergent, divergent sau osci-
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„lează. In cazul când seria este convergentă, lim S,, = $, pentru N 

m=o% şin= o se numește suma, seriei și se reprezintă, pentru 
prescurtare, prin - ! 

ap 
S= XI an = E am 

mN=0 n=v N 

61. Din proprietăţile șirurilor duble rezultă: 
10. O serie dublă poate [i convergentă fără ca seriile formate de 

„linuile sau de coloanele de un rang limitat din tabloul (4) s să Jie con- 
vergente. 

20, Fie A,, suma seriei formată de linia ma, B, suma seriei. for- 
mată de coloana n“; chiar dacă avem 

& 

5 An = 5 Ba 
n m 

se poate ca seria (1) să nu fie convergentă. | 

62. Dacă seria modulelor unei serii duble este convergentă, ser ia 
dată este convergentă: - 

Fie S'„,n suma modulelor termenilor cari figurează în Sm;ne 
Prin ipoteză, S m,n tinde către o limită peniru nm= 0%, n=o0; 

_ prin urmare la un sg dat corespund două numere pozitive întregi - 
M, N asttel că i pentru m>M, n > N avem - 

îi - “ S', mp, n+g În S' mn < €, - ” 

p şi q fiind două numere pozitive întregi arbitrare, Insă membrul 
întâiu al acestei inegalităţi este suma modulelor termenilor cari 
figurează în. diferenţa Sm+-p, na — Sam, n, indicii având aceleaşi va- 
lori ca mai sus. Prin: urmare 

m+p, n+g Sa, "IS "mp, n+qg m n3 IS £S 
de unde rezultă inegalitatea: 

| Sao, n-a — Sm |: <s, (m> M, n > x, 

care exprimă că șirul dublu (5,1) este convergent; prin urmare 
„seria propusă este convergentă, | 

Ca și în cazul seriilor simple, o serie dublă se zice absolut con- 
vergentă dacă seria modulelor termenilor este convergentă. 

63. 7 eoremă. Dacă seria 2Zam,n n = S este absolut convergentă, 
conchidem: _ 

Ie Liniile şi coloanele (1) suit serii “absolut conpergente. 
. Punând - 

“e Ă % 

— ? — 7 . A On Ă an 0u= 3 îm,n, Vom avea 
N=0 nN=0 ... 

lim On = S= lim o.
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-Propoziţiunea 19 este evidentă căci S ! i, n când anul din cei 

doi indici variază pe când celalt este fix, este mai mică ca XX | Au, | 

în care ambii indici variază. 

Propoziţiunea 20 este identică cu propoziţiunea „relativă la 
şiruri duble (58) în care am inlocui Am Bu A respectiv prin 

Lă 

0, 0 m S. - 

64. Teoremă. Suma seriei duble Xa, n absolut convergentă esle 

independentă de ordinea termenilor. 

Demonstraţiune” analoagă cu cea relativă la serii simple. 

Din această teoremă rezultă că fiind dată o serie dublă absolut 

convergentă, putem, într'o infinitate de moduri, serie termenii ei 
întrun şir şi formă o serie simplă, a cărei valoare este indepen- 

dentă de ordinea termenilor. Dacă seria este semiconvergentă,. 

suma ci nu este definită decât dacă se dă legea „de succesiune 

a termenilor. 

65. Aplicaţiuni: 10. Să considerăm seria dublă 

N 1 

— (m-pn2o? - 

în care m şi n primesc toate sistemele de valori intregi, pozitive şi 

negative, afară de 0,0, a fiind un număr real şi valoarea adoptată 

pentru numitor fiind reală și pozitivă. Să examinăm cum trebuie 
să fie numerele a pentru ca seria să fie convergentă. 

Terienii seriei fiind toţi pozitivi, seria nu poate fi decât absolut 

"convergentă în cazul când ca 'este” convergentă. Putem așadar 

ordonă termenii seriei după voie. Să procedăm în modul următor: 

Ordonăm termenii astfel ca reunindu-i în grupuri, grupul de gradul 
p să conţină termenii ai căroe ambii indici primesc toate valorile 

dela —pla—p, exceptând pe accia ai căror indici sunt amândoi 
în valoare absolută mai mici decât. p. 

Astlel, valorile lui m şi n din primul grup sunt , cuprinse în 

tabloul 
11 200 a | 

0, — l 0, L Pi 

1 0 1 LL 

Valorile indicilor din al doilea grup sunt date de tabloul - 

9,2 A 20 92 
—1,—2.. | — 1,2 

0,2 : _ , 0,2 

1,—2 . - 1,2 

2-2 2-1 2,0 2,1 2,2,
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In general, grupul de rangul p va îi dat de- tabloul 

—p, —p i — p, —(p=1)... —p,0 —p,l...—p, P 

—(p=1), —p . —(p-1) p 

n 1, -p | E —1, —D 
0, —p i 0, .p 
1, —p: , | | i, p 

DP, —p.. p; —(p—1).:.p,0 pile... ps p 

Acest tablou este compus din câte 2p+ 1 termeni în liniile 
„extreme și din câte doi în cele 2p—1 linii intermediare ; el conţine deci 

2(2p + 1) + 2(2p-—1) = Sp termeni. 

Fie S, suma “termenilor grupului p; seri ia propusă + a fi conver- 
grentă sau divergentă în acelaş timp cu seria > Sp. 

1 

Insă cel mai mare termen al grupului p fiind pia şi cel mai 
1 - E 

avem 2apa? ” 
  mic 

e, 8 5, 8 

dapza < Se < pat   

  

De unde rezultă că condițiunea necesară și suficientă e ca scria 
> Sp şi prin urmare seria propusă să fie convergentă este ca să avem - 
da—1 > 1, adică- 

a>l. 

20. Seria 

> 4 

(am? + 2 bmn + cn?) 

în care a, b, e sunt numere reale satisfăcând inegalitatea 

B—ac<0, 

este convergentă sau divergentă în acelaș timp cu seria considerată 
mai sus, căci raportul - 

[e + 2 mn 4+ id 

mm. 

a doi iermeni corespunză Lori din ambele serii rămâne cuprins între 
două numere finite și de acelaş semn, oricare'ar fi valorile lui m şi n, 
exceptând sistemul m = n = o, care este exclus. 
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66. Produsul a două serii absolut convergente, Fie 

(1) s= Sa, să 
- Ă ” i=l tai 

două serii absolut convergente. Seria dublă, al cărei termen general 
este ci = aiba , este absolut convergentă și suma sa $ este dată de 

"egalitatea S = ss. 

Pentru a stabili'această propoziţiune, să punem 

m n mon 
— PY 

Su=ă Ci; Sn = br, Sm, n > Cin: 
1 „1 i=i hei 

- m , , 
ai , 

dm = Sai 0 Jo |ilimou=o, lim 0, =o0 
1 m=>» n=B 

și fie Ru, R', resturile corespunzătoare ale celor două serii date. 

Vom aveă i 
__ Pa , _ d. 

s= Sm + Ru ss =s A A R n) Smn Îi Sim s n 

de unâe 

' __ , , - 
(2) . 88 — Sin = Su at sn m + Ra Ra. 

Insă, în virtutea convergenţii absolute a seriilor (1), există două 

numere întregi pozitive M, N astfel încât pentru m>M, n>N, 

să avem - o _ | 
. - 7 7 _ IR„|<e |R, |<e 
e fiind un număr poziliv arbitrar de mic. De altă parte, ţinând seamă 
de inegalităţile 

, ? . 

(3) Sun on <o, S„<o0n<o,; 

egalitatea (2) ne dă | i | 

(4) ss—smn|<(o+o' tree, (m>M,n>N). 

Această inegalitate demonstrează teorema. : 
, 

— CONVERGENȚA UNUI PRODUS DE UN NUMĂR NELIMITAT DE FACTORI 
_CONSTANȚI. - 

67. Fie... 
„(1) au Oa, ay se Oase 

un șir nelimitat de cantităţi oarecari reale sau complexe diferite de—1.- 

„Să considerăm produsul care are ca factori 

, 1-a, Lao sc. Fame. 
Fie | | 

(2) Pan = (Lala)... (L-a) 

produsul celor dintâiu n factori. Se poate întâmplă ca făcând n să 

crească necontenit, pn să tindă către o limită finită sau să nu tindă
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„către nici o limită, In cazul întâiu, dacă limita este diferită de zero, 
vom zice că “produsul este convergent. In orice alt caz von zice că. 
„produsul este divergent. , . 

Pentru ca produsul Pn să tindă către o limită, sau ceeace esle. - 
lot una, pentru-ca șirul 

Pi Da «5 Dn oo 

să [ie convergent este necesar și suficient ca la un număr poziliv e 
dat e, arbitrar. de mic, să corespundă un număr poziliv N astfel 
încât „pentru n > N să avem 

(3) î i | pm — Pa | <&, 

ni fiind un număr pozitiv oricât de mare voim. | 
Produsul p, fiind prin. ipoteză finit şi diferit de zero, inegali-- 

tatea precedentă se poate înlocui prin cea următoare 

4 ă . Pan — | < e (4) pa > , 

în care am scris e în loc de:   
  | | Pa 

Făcând m = 1 şi dând lui n valori din ce în ce mai mari, con-- 
chidem că pentru convergenţa produsului dat este necesar, însă nu  - 
suficient, ca începând . dela un rang destul de depărtât, termenii. - 
şirului (1) să descrească în valoare absolută şi să tindă către zero... 

68. Să considerăm mai întâiu cazul când termenii șirului sunt 
reali și pozitivi, Vom avea 

(5) Pa = tat a+ ... + a, + (auda + ... +a a—a0,) | 
Fe Paza >lhat ah e. +a; ! 

de unde rezultă că pentru ca Pn Să tindă către o limită finită, când. 
n tinde către infinit, limită neapărat pozitivă, este necesar ca suma 
„n 

- 

Xa să tindă către o limită finită, adică ca seria 
1 

ÎI - 

(6) Ă . N Cn 

să lie convergentă, E - 
Condiţiunea este suficientă. In adevăr, “termenii a, fiind reali și 

pozitivi, avem inegalităţile - 

1+ a <el, 1 + ap< ele 2 ta < en; 

s 

de unde | - 
(7) atatia a i 

s fiind suma serici (4). Așadar produsul Pns “care crește împreună
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cu n, rămâne mai mic decât o cantitate finită, prin urmare pa linde 

către o limilă finită p; vom serie N 

lim Pn = p= = 1 (1 + au). 
n=i 

69. Obserpări. 19, Inegalitatea (7) arată că dacă seria: (6) este 

divergentă, produsul p, tinde către infinit. 

20. Din convergenţa serici (6) rezultă convergenţa seriilor 

Sani Cn San Ani Ga... ai căror termeni sunt produsele ter-: 

menilor șirului (1), luaţi doi câte doi, trei câte trei, ..., căci ter- 

menii acestor serii fiind pozitivi, dacă una din ele ar fi divergentă, 
Pn ar linde: către infinit, ceeace este în opoziţie cu. ipoteza că „Pro 

dusul este convergent. » 

70. Să considerăm acum cazul când termenii șirului (1) sunt 

reali, negativi şi în valoare absolută mai mici ca 1. Punând semnul 

în evidenţă să scriem i 

= (1— ati- a)... U= n). 

Acest produs ti descrește necontenit când n crește, prin 
urmare admite o limită finită mai mare sau egală cu zero. Această- 

limită este mai mare sau egală cu Zero după. cum seria Za este 

convergentă : sau divergentă. 

In adevăr, să considerăm produsul 

aa 1 
Pn i l—a, l—az 1— au 

care se poate scrie 

cm i a a an 

De ra) (ta lira): 
Termenii” șirului 

  

(8) W (18) : Gu 

1l—a,? 1—a,? oa": 

fiind toţi pozitivi, produsul (5) tinde către o limită finită sau tinde 

către infinit, după cum. seria 

e Cn 

1—a 

este convergentă sau divergentă. Insă această serie este coriver- 

gentă. sau divergentă în acelaş timp cu scria Xa, căci raportul 

_a doi termeni corespunzători - | ” 

&, 
Ap TI — 

l— an. 
= Î— aa
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rămâne necontenit finit și diferit de zero. Prin urmare — tinde 
D . . Pa _ n către o limită finită sau iinde către, infinit, după cum seria Sa 

este convergenlă: sau divergentă ; de unde rezultă că în aceleași 
condițiuni, produsul p„ tinde respectiv către o limită, diferită de 
zero sau tinde către zero. - 

Numai în cazul întâiu vom zice, conform definiţiunii, că pro- 
- dusul JI (l-a) este conve rgeni. ” : 
"Dacă termenii a, sunt de acelaș semn începând: dela un rang in, 
lăsând la o parte produsul celor dintâiu via factori, ne regăsim în cazu- 
„rile examinate mai sus, 

- - 

. 

71. Să considerăm în fine cazul când cantităţile an sunt oricum, 
„reale sau complexe, diferite de — 1. Voim să arătăm că' dacă seria 
Xa," este absolut convergentă, produsul pa “tinde către o limită finită 
și diferită de zero. + 

Peniru aceasta să punem la |=a, şi 

| an = (UL aD(l + a)... (Ira); 
vom avea |1-+ a] £1l+ a; prin urmare 

: | Pun |< < (ne 

„De unde rezultă că dacă seria Za, este convergentă, produsul p, "rămâne finit pentru Orice valori ale lui n. 
Să considerăm identitatea 

(9) Pr => Pra (+ a) = = Pr Tr Pr a; 
de “unde, dând lui F valorile 1, 2 oc şi adunând, objinen: 

VO) mita pia profet 
Deasemenea, înlocuind n prin n+ m, m fiind namăr întreg pozitiv oarecare, avem ! 

» Pni+u = d + a + Pi 43 + ..F Pun Aune 

“Scăzând aceste două egalităţi una din alta, avem: 
Phnom — pa = = Pa PI + Pnyi Oua ke... + Pn+m= Cuyme 

De unde, reprezentând prin P o limită superioară a produselor | pal; 
| Pan — Pn | = P ( (ani Fa. + On m) 

Insă, în virtutea convergenţei serici Sa,, există un număr po= 'ziliv întreg N, astfel că pentru n > N, membrul al doilea al inegali- tății precedente este mai mic ca e, oricât de mic ar fi e și oricât de "mare ar Îi numărul întreg pozitiv m, adică 

| Pam — Pa | <e - (n>N).
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Ceeace este condiţiunea necesară și suficientă ca produsul Pn să 

aibă o limită finită, : 

Pentru a arătă că această limită este diferită de zero, să observăm 

că începând dela un rang destul de depărt tat v, termenii seriei San 
fiind toţi mai mici ca unitatea avem: ” 

l-ai z L—ah, n>w 

de unde. 

ji + asţ3 î (1- a). N 
„= = 

Insă membrul al doilea are, în ipoteza considerată, o limită mai 

mare ca zero; de unde rezultă justificarea propoziţiunii. 
Produsul II (| + a,) pentru care seria Sa, este absolut conver-. 

yentă, se zice produs absolut convergeni. | 
Din cele ce preced rezultă că un asemenea produs nu poate fi 

nul decât dacă unul din factorii săi este nul. ” 

Observare. Egalitatea (40) scrisă sub forma - 

n ” n 

(UD) OMU (po=t) 

ne arată că putem transformă un produs într'o serie. Produsul 
o o 

II (| + a,) este convergent sau divergent în acelaș timp cu seria 

I Pn-44ny cu condiţiunea ca în cazul când seria este convergentă, 

suma ci să nu fie nulă. - i “ | 

Viceversa. O serie se poate transformă întrun produs. Căci din 

identitatea | | 

(12) Si = Sa ( + su] (Ss = at e... Far) 

- deducem 

SI; 
3) sua au 1 (1 + E). 

72. Valoarea unui prodis absolut convergent este independentă de 

ordinea factorilor. . . | 

Să ne închipuim că scriem factorii într'o ordine diferită şi fie 

P'm» produsul celor dintâiu »' factori, în noul produs. Putem luă 

m' destul de mare pentru ca p'„» să cuprindă. toţi factori lui pu 

vom aveă, servindu-ne de expresiunea (10).a lui pu 

pn — Pa Pat at Pg Apt o: E Pi» 

indicii a, f, ..., 4 fiind toţi diferiţi şi mai mari ca n.
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Reprezintând prin n m cel mai mare din aceşti indici, vom | 
aveă | 

| Pa — = Pn I< < | Pn Ani |+ ] Pn+i Ana | + E, | Pam nm | . 

De: unde rezultă, precum am văzut (69), inegalitatea . , Pi 
| P'a — Pa | < e, 

dacă presupunem n destul de mare. Insă m tinde către infinit în - 
acelaș timp cu n; conchidem deci 

lim P'm = lim pa. , - 
_ n! = n=% A 

a 

73. Un produs Hi -F an) poate aveă o valoare linită și diferită 

«le zero, fără ca seri ia > an să fie absolut convergentă. In acest caz 
„ produsul se zice "semiconvergent. a 

De exemplu produsul | 

” - o îi Ra n — ni e . 
este semiconvergent, căci are o valoare finită, diferită de zero şi 

— 7 

seria _X ai este semiconvergentă. Avem în adevăr n — - îi - 
2m—l 

Pama = ÎI + ai d | 
2.4) (4.2) 2 m „i 24 , + 1 

T 2) 03 a) om Ia] Sb Pin 2 m+i 

Valoarea produsului este așa dar egală cu 1. 
. 

74. Valoarea unui produs semiconvergeni depinde de ordinea fac- 
torilor. 

În adevăr, din egalitatea | 

Muta) =1+aă pia ef pna an 

rezultă că seria din:membrul al doilea este semiconv ergentă în acelaş 
timp cu produsul din membrul întâiu. Căci dacă această serie ar 
fi divergentă, produsul ar fi divergent şi dacă ar fi absolut conver- 
gentă, ar urmă ca seria 2 a, să fie absolut convergentă, deoarece 
seria | Pn Ani |, în care produsele parțiale Pr sunt finite și diferite 
de zero, este convergentă împreună cu seria = | a... Ceeace justi- 
fică propoziţiunea. 

Să considerăm ca exemplu produsul de mai sus: 

i (1 + 3) 
a cărui valoare în ordinea dată a factorilor este egală cu Î.
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10. Să scriem factorii în ordinea următoare: 

a) er) ba). 
a cărei lege de succesiune reiese. imediat. Primul produs de: irei 
factori este egal cu 2 ȘI fiecare din grupurile următoare este mai 

1 

A mare ca 1. Produsul corespunzălor este așadar ! mai mare ca 3 
3 

20. Scriind acelaș produs în ordinea următoare , heat bd]... 
| NU + a) (= aa) = za) | 

se recunoaște prin consideraţiuni analoage că produsul este mai mic 
3» 

ca Ze 

Să observăm că produsele 

orz), 1 (L-a) 
suni. divergente: primul este infinit, al doilea nul, 

75, Să considerăm produse” nelimitate duble de forma 

in ii (1 + Gu, 1). 
m=l n=i i i 

Putem înt”'o infinitate de moduri serie factorii întrun rând și 
formă un produs simplu, precum o serie dublă se poate pune sub 
forma unei serii simple. Produsul II (4 + am,n) este așadar absolut 

mn 
convergent în acelaș timp cu seria dublă 

II am, | 
“ În acest caz, valoarea sa este independentă de ordinea factorilor. 

16. Produsul a două produse convergente se poate înlocui printr un 
produs. unic. 

Fie i - x 

= II (+ a), d = II (Ut ba) 

două produse convergente; pu, și dm respectiv produsele primilor 
-m factori; avem i MA , 

Pa dn = 1 (+ - aa) (1 + . 
-N= 

Făcând m să tindă către infinit, rezultă egalitatea 

p.4= i (1 +-a,) (1 + da). 

1 DAVID EMAANUEL
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77. Dacă produsul convergent 

1 (i + an) 

n'are nici un factor m, avem 

1 1 afet 1 + aa p 

In adevăr, putem pune produsul, ai cărui factori sunt 
sub forma 

  

1 - 

Fa 
  

u (= “1 L-a) 
Acest produs este aşadar convergent în acelaș timp cu produsul 

dat; de unde rezultă 

PI [pa Taro rate   

Deasemenea, dacă _ , 

p= MI (an), 1= Ibn) 

_ sunt două produse convergenie, dintre cari cel de al doilea „este 
diferit de zero, avem 

4... P 

- E), 

PLa=1 14 b)= 
q1: eri =. 

= 

căci 

i
 

CAPITOLUL IV. 

VARIABILĂ COMPLEXĂ. FUNCȚIUNI DE VARIABILĂ 
COMPLEXĂ. SERII.ȘI PRODUSE DE FUNCȚIUNI. 

I. — VARIABILĂ COMPLEXĂ ŞI FUNCȚIUNI DE VARIABILĂ COMPLEXĂ., 

78. Variabila compleză. * Cantitatea complexă z=u-t- iv 

în care u şi » sunt două variabile reale se numește variabilă com-: 
plexă. Ea este figurată printr'un punct raportat la două axe rec- 

tangulare Ou, Ov. Se dă de obiceiu lui z numele de afiz al punctului 

figurativ. Dacă u și v variază îndependent între ele, z 1) se mișcă 

1) Pentru prescurtare - vom spune z sau punctul z în loc de punctul al cărui 

alix este z. 
.
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arbitrar în plan; stabilind însă o relaţiune Î(u; v) = o, z va descrie 
curba reprezintată prin arcastă relaţiune. 

O curbă închisă, fară puncte multiple, desparte planul-în două 
„regiuni: internă și externă. Un punct se zice că descrie o curbă 
închisă în sensul pozitiv, dacă un observator identificat cu âcest 
punct are la stânga sa aria interioară curbei. Sensul -i invers celui 

pozitiv se humește sens negaliv. E . 

| Un punct se zice interior unei afii A, dacă un cere descris din 
acel punct ca centru cu o rază destul de mică este cu totul în interiorul 
ariei A. Un punct se zice situat pe limita ariei, dacă cercul descris 
din acel punct ca centru cu o rază arbitrar de mică, conţine puncte 
interioare și puncte exterioare arici. 

Punând z=r (cos0+i sin 0), fiecărui punct din plan, 

exceptând punctele z = o -şi z = 00, corespunde o valoare unică 
pentru r și o valoare determinată pentru 0, abstracţiune făcând 

de un multiple de 22. In cele două puncte exeeptate, avem respec- 
tiv r = o, r= 00, însă argumentul 0 este îcierminat. 

Dacă z descrie o curbă închisă .revenind la punctul de plecare, 
r îşi reia valoarea iniţială, nu totdeauna însă 0. Se recunoaște 
lesne că 0 se reproduce dacă origina este exterioară curhei și că se 
„mărește cu + 22 dacă origina este în interiorul curbei (presupusă 
pentru mai multă claritate fără puncte multiple). 

RR - 9 
Modulul r = Va + +? și argumentul 0 = arc tg — sunt func- 

u 
țiuni continue de u și v, excepţiune este pentru 0 când z trece prin 
origină, În acest. caz, valoarea lui 0 se mărește întrun mod brusc 
cu +a. . Pi 

Numim domeniul unui punct zg totalitatea punctelor z cari 
satisfac inegalitatea |z—zo|<r, r fiind un număr pozitiv: 
destul de mic. - | 

79. Simbolul a = co. Iată cum suntem conduși a consideră 
punctul dela infinit ca punct unic în plan. 

[ie z şi a două variabile complexe reportate la două plane 
diferite (u, 2), (u, v) şi legate între ele prin relaţiunea biunivocă 
Și reciprocă Da o 

_ , 1 
(1). | i I = zi" 

Punând . o Ă 
i z=r (cos 0-+i sin 0), 

avem 

Pa a = A [cos (—0) —+- i sin (—0)]. 

4



se e CAPITOLUL Iv 

Aceste două expresiuni arată că dacă z descrie un cere: în 

sensul pozitiv având centrul în origina O (= 0) și raza r, 7! 

descrie în sensul negativ un cerc cu centrul în origina. O” (2 = 0) 

- - Î . . - - . A ” N cu rază —. Oricărui punct exterior cercului cu centrul în O îi co- 
r 

respunde prin transformarea (1) un punct interior cercului cu centrul 

în O” și reciproc. Când punctul a”: tinde către zero intr'o direc- 

țiune oarecare, zicem că z tinde către infinit. Punctului z'=o 

îi corespunde astfel un punct unic, punctul 2 = o. | 

Pentru a păstră analogia, vom numi domeniu al punctului 

2 = 0%, totalitatea punctelor din planul (2) corespunzătoare 
domeniului punctului z' = 0, adică toată întinderea. planului ex- 

terioară unui cere deseris din O ca centru cu o rază arbitrar de mare. 

. s0. Jteprezentarea variabilei complexe pe o sferă. 

In loc de a reprezinta variabila complexă pe un plan, se obiş- 

nuește de multe ori a o reprezintă pe o sferă, raportând punctele 
planului pe o sferă printr-o proecţiune stereografică cu polul „pe 

sferă. - .. 

Să ne închipuim o sferă tangentă în origină la planul -ariabilei 

| z, dedesubtul acestui plan și: având” 

un diametru egal cu unitatea. Fie O' 
- extremitatea diametrului dus prin O; 

să unim un punct oarecare M al 

planului variabilei a cu O” printr'o 

linie dreaptă, care va străpunge sfera 

„întrun punct N. Unui punct M din 

planul z îi corespunde pe sferă un 

  

Fig. 3 punct unic A; viceversa, unind O” 
cu un punct oarecare A al sferei, 

obțineni în planul a z un singur punct. 

Prin această construcțiune se stabilește între planul variabilei 

z şi suprafaţa sferei o corespondenţă punctuală biunivocă, adică 

o corespondență punct cu punct a celâr două suprafeţe, excepţiune 

făcând de punctul O” de pe sferă căruia nu corespunde nici un punct 

determinat pe plan. Noi zicem însă.că punctul O” corespunde 

punctului dela infinit în planul z. Această convenţiune se justifică 
prin consideruţiunile următoare: Să ducem în O” un al doilea plan 

tangent la sferă și să considerăm în acest plan două axe perpendiculare 

O'u'.și 0'w' (fig. 3); prima O'u' fiind paralelă și de acelaș sens cu Ou, 
a doua 0'w' paralelă și de sens invers lui Ov. Să unim punctul X de 
pe sferă cu O și fie M' punctul unde dreapta ON taie planul 0O'ww.
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Triunghiurile MOO', M'00O' fiind asemenea cu triunghiul ONO/, 
rezultă egalitatea 

  

sau - 

 (D) ” elle = | 
reprezintând prin  afixul punctului M'. .De altă parte, din dis- 
poziţiunea axelor rezultă că avem 

(2 _arg a = — ara a, 

abstracţiune făcând de multiple de 27. Prin urmare, punând 

z=r(cos 0+i sin 0), 

avem între și d relaţiunea 

De unde rezultă că punetului 2” = o din planul (2) corespunde 

punctul z = 0 din planul (2). Insă, în virtutea construcțiunii 
noastre, punctul 2” = o coincide cu punctul O” al sferei; conchidem 

dar că punctului O” al sferei corespunde punctul 2 = oo. 

Din cele ce preced rezultă că sfera poate servi a reprezintă 

ariațiunea totală a variabilei complexe,. punetul zero și punctul 

co fiind figurate respectiv prin extremităţile diametrului 00” 1). 

SI. Funcţiune de variabilă compleză. Prin analogie cu variabila 

reală, vom zice că o variabilă g este funcţiune de o variabilă com- 

plexă z; dacă la fiecare valoare a lui z, aparţinând unei regiuni 

date a planului, corespunde una sau mai multe valori determinate . 
pentru y. , 

Vom da mai târziu o definiţiune a funcţiunii de variabilă 

complexă niai restrictivă decât cea precedentă, funcţiune ce poartă 
numele de analitică și care singură va face obiectul cursului nostru. 
Păstrând deocamdată. definiţiunea de mai sus, vom zice că o fun- 

cţiune este uniformă sau multiformă într'o regiune dată, după cum 
la o valoare lui z din aceă regiune corespunde una sau mai multe 
valori pentru g, 

Punând z == u + iv, y poate [i privit câ o funcţiune de două 
variabile reale u și ; îi se pot deci aplică toate teoremele relative la 
funcțiunile de două variabile reale, în cari nu intervine realitatea 

1). Trebuie să' observăm că teoria [uneţiunilor este stabilită independent 
de vreo reprezintare specială a variabilei. Neprezintarea geometrică rămânând 
un simplu auxiliar intuitiv, care poate uşură vorbirea și enunţarea teoremelor,
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lui g. Nu este însă “inutil a repetă câteva din acele definiţiuni şi 
proprietăţi al căror enunţ primește, în cazul actual, o formă mai 
simplă. 

„82. Continuitate. Vom ziec că o funcţiune y = [(2) este con- 
tinuă în domeniul punctiilui zg, dacă la un număr pozitiv e oricât 
de mic ar fi, putem face să corespundă un număr poziliv 4 9 astfel 
încât „să avem 

(D. Idel <e 
pentru toate punctele z cari satisfac inegalitatea 

(2) le —— %o |<e. 

-Ca şi în cazul unei funcțiuni de variabilă reală se probează ” 
că inegalitatea (1) trage după sine inegalitatea 

| /(2) — fa] <e e = 2e) 

d şi a” fiind două puncte oarecari situate în interiorul cercului 
| 2 — 20 ,| < e. : 

Să. mai observăm că în virtutea deliniţiunii cuvântului de 
limită, inegalitatea (1) este echivalentă cu egalitatea . 

(3) a lim f(2) = f(zo), . 
” I=Ia . 

când z se apropie de 70 după orice. dincoțiune. 
Dacă [(2) este o funcţiune continuă în domeniul fiecărui punct 

dintr'o regiune dată a planului, Î(a) se zice continuă în acea regiune. 

„53. Modulul unei. funcțiuni f(2) continuă în: domeniul “anaui 
Punci 2 = Zo este o funcţiune continuă în . acelaș domeniu. 

In adevăr, din inegalitatea 

| f() )|—lfzo)|< | fo 20] 

rezultă, presupunând inegalitatea (1) satisfăculă, că avem: 

Tit —Ifzo) |< E. 

De aci rezultă că modulul unei funcțiuni continue de variabilă 
complexă, fiind o funcţiune reală de variabilele reale u și o, continuă | 
în regiunea considerată, atinge cel puţin într'un punct al regiunii | 
de continuitate limitele sale superioară și inferioară, adică există 
în această regiune cel puţin un punct în “care [A [| z) | este maximum 
și cel puţin un punet în care | f(2) | este minimum. 

84. Continuitate uniformă, — 0 funcţiune [(a) de variabilă 
compleză este uniform continyă în regiunea în care ea este continuă.
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Accasta inseannează că la un € pozitiv arbitrâr de mic, core- 

spunde un: număr pozitiv. o astfel că oricare ar îi punctul o în 

regiunda considerată, averi inegalitatea 

n) — el < e, 
pentru toate punctele z, 2 "situate în interiorul cercului | 2 — 20| 

— e. . | 
"Fie zg un punct în regiunea A în care f(2) este continuă și It 

maximul lui o corespunzător lui zg. Presupunând £ constant, R 
variază împreună cu zp. Să arătăm că R este o funcţiune continuă 

de 2. Pentru aceasta fic.z, un punct în interiorul cercului 

(0). lz—z|=R- 
și R, valoarea corespunzătoare a lui Iî. Cercul i -. 

(2) a _|e—al= Ri 

taie cercul (1) sau cel puţin este tangent la acest cere. - Punând 

= | a — Zo|, vom aveă, prin urmare, 

(3) R>R—6. 

Să presupunem 6 astfel ca za să fie în interiorul cercului (2); 

vom avcă, pentru acelaș motiv, 

(4) - R>R—6. 7 

Din incgalitătile (3) și (4) rezultă inegulitatea 

|R—R,|<5, | 
care probează că R este o funcţiune continuă de poziţiunea (0; 20) 

a punctului zo = up-k îvg. Această funcţiune admite deci întrun 
punet a din A un minimum 9 > o. Căci dacă p ar [i nul, aceasta 

! 

ar însemnă că în domeniul lui a, inegalitatea 

| f(z) — Kzo) | < e - . 
este imposibilă. Ceeace este contra ipotezei, după care luncţiunea 

Î(z) este continuă în toată aria A. q. e. d. 

„Proprietăţile relative la continuitatea unci sume, diferenţe, 

produs și cât de funcțiuni continue. de variabilă reală se. aplică 

evident şi funcţiunilor de variabilă complexă. 

- IL. — SERII ŞI PRODUSE DE FUNCŢIUNI, 

35. Serii de funcțiuni. — Fie. 

(1) (2) h(2), . .. (2) a... e 

un șir nelimitat de funcțiuni de variabila z și să considerăm seria 

(2) | > nt). 
- 1 .
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> Această serie poate fi convergentă pentru unele valori ale lui 

„2 şi divergentă pentru altele. Totalitatea punctelor z în care seria: 
*.. este convergentă constitue regiunea de convergenţă a seriei. 
. - , - - 

; 

80. Definiţiune. Seria: (2) se zice uniform convergentă întro 
aria A a regiunei sale de convergenţii, dacă la un număr pozitiv e ar- 

„ bitrar de mic, corespunde un număr întreg pozitiv DN, astfel încât 
pentru n > N să avem e Si 

mw 

_ | E înţa |<e, 
S . m=n - 

oricare ar [i pozitiunea punctului z în aria A... 
„Ceeace caracterizează convergența uniformă este faptul că: 

numărul |N, care în cazul unei serii convergente oarecare, depinde 
de 2 și de e, depinde în cazul considerat numai de €. | 

Numărul N așă considerat se poate privi ca limită superioară 
a valorilor lui n pentru cari inegalitatea . 

3 îm) — > Im) |<e, 
este satisfăcută, z fiind un punct oarecare în A. Dacă limita supe- 
rioară a acestor numere este infinită, seria dată nu este uniform 
convergentă în aria 44, deși este convergentă în fiecare punct al ei. 

Exemple: 10. Seria | | 

(3). Pepe pai, 

absolut convergentă în interiorul cercului | z| = 1, este uniform 
convergentă în acest cere, | o 

In adevăr, fie rg-un număr pozitiv oricât de aproape voim 
"de 1, însă mai mie ca 1 Şi 2 un punct oarecare situat în interiorul 
cercului |z]|=.ro: i A 

! laz|=r, o<r<r<u 

- Reprezintând prin R, (2) restul seriei (3): ” - 

an 
  

  

aaa pu . rap a 
avem | A - 

ph , LR 
|R, (21213 1 _ 

Este totdeauna posibil a satisface inegalitatea 

TR 
  

1—rg <&
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pentru o valoare n = N, Lui ind loaritmii ambelor membre, fa S 
ZI 

ținem - a 
. - . * loge(l—r 

7 , n > doge (|. 0) 

” , : log ro 
  

"“T2ste de aus să luăm N egal cu numărul întreg imediat superior 
membrului al doilea, adică 

loge (1 —r - Ta). <Nz + "log „loge (Î — r.) o , 

log ro log? 

pentru ca în interiorul cercului || = ro, precum și pe cercul 

insuș, Să avem 

  

       

   An, > i 

20. Să consideriăun seria | cae i 

(4) + (Lara —aP4..,, 1 

care pentru valori reale ale lui z este convergentă pentru o < z <2, 
însă nu este uniform convergentă în vecinătatea lui 2 = o. În adevăr: 
avem .- ă 

Ra (2) = 2( ap zl pi = (mpi 

Punând | ll — ah < e, deducem 

log € 

gi = 
  „n >] 

Când z tinde către zero, valoare pentru care 'seria este. con- 

vergentă, având valoarea zero, membrul al doilea-tinde către infinit. 

De unde rezultă că în intervalul considerat, seria nu este uniform 

convergentă. 

87. O serie Xf, (2) poate fi uniform convergentă fără a Îi abso- 
“lut convergentă. De exemplu seria 

„_l 
ar 

în care n primește toate valorile pozitive și negative, afară de zero, 

este uniform convergentă în cercul |z| = 1, însă nu absolut con- ” 
vergentă. “In adevăr, presupunând terinenii seriei dispuși în ordinea 
valorilor crescânde ale lui | n |, avem 

1 1 1 : 1 “ Ry= + + pi pi, 
mam i d—m zi m—l ZID T 

— 97 5 = 
nm E— n?
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De unde, punând |z] = r<r < 1, avem 

a Rar 5 L_— i   

nm N ri 
ge 

Insă seria E Z ai cărei termeni sunt pozitivi, fiind 
" convergentă, există un număr N, astfel că pentru m > N, mem- 
brul al doilea al inegalităţii precedente este 1nai “mic ca e. Aşadar 
seria dată este uniform convergentă. 

Această serie nu este absolut convergentă, căci seria modulelor 

  

d . 
> —— este divergentă. 

|z+n] - 

88. In privința seriilor absolut și uniform conv ergente într'o 
arie dată, avem teorema următoare a e a_lui ui Weierstrass: 

Teoremă. Dacă există un șir de numere pozitive 

(1 ay sep Cape 

astfel că oricare ar [i pozițiunea lui a in A, avem 

- | fn (9|< a (n= 1,2...) - 
și dacă seria 
| N Sa, 
este convergentă, seriă 

En 
este absolut şi uniform convergentă în interiorul lui A. 

Convergenţa absolută a seriei este cv identă, căci fiecare termen 
al seriei este mai mic sau cgal cu termenul „corespunzător al unei 
serii convergente cu termeni pozitivi. 

În ce priveşte convergenţa uniformă, să - observăm că seriu 
numerelor a, fiind converg gentă, la un,e dat corespunde un nmăr 
întreg N astfel încât a - 

- An -F ana + ... <.€, 

sentru n > N. Insă P dz 

IRI mo san tanar. 
i=a _ 

prin urmare avem pentru n > N, inegalitatea 

| E, (2) | < &€, 

În toată aria considerată, A “ q.e.d. 

89. Fie 20 un punct al regiunei de convergenţă: a seriei 

Zn (2.
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Să presupunem că există un număr pozitiv o astfel ca seria 

să convergeze uniform pentru toate valorile lui a cari împlinesc 

condiţiunea - | 

|z— 20] =9; 

vom'zice că seria convergează uniform în vecinătatea punctului 29. 
Fie R limita superioară a lui o; aria cuprinsă în interidrul 

cercului | 2 — 20 | = R se va numi relativ la seria dată, domeniul ) 
punctului zo și I raza acestui domeniu. Ă 

Fie 2, un punct oarecare în domeniul lui zg. Este evident 

că seria convergează uniform în vecinătatea lui z. Să presupunem 
că domeniul acestui punct cuprinde puncte în afară din domeniul 

lui o şi să considerăm un punct 23 situat în domeniul său, etc. 
Totalitatea domeniilor astlel obţinute constitue o arie continuă 

(adică o arie astfel că putem uni două puncte ourecari ale ei, printr'o 

linie continuă situată în interiorul arici), mărginilă de una sau mai 

multe linii, de linii şi puncte sau chiar de puncte izolate. In aria 

astlel obţinută seria convergează uniform în domeniul fie” cărui 

punct; ceeace rezultă din însăș formarea acestei arii. 

90. Viceversa. Dacă seria 2În(7) convergează uniform în pe- 
cinătatea oricărui punct situat într 0 arie A și pe conturul ei, ca con- 

vergează uniform în toată arta. : 

Să observăm mai întâiu că dacă seria convergează uniform 

“întrun număr limitat de porţiuni ale planului formând în totalitatea 

lor .o regiune conexă, ca convergează uniform în toală regiunea ; 
căci este deajuns a luă pentru numărul N, cure figurează în defi- 

nițiunea convergenţii uniforme (86), cea mai mare din valorile 
corespunzătoare acestor porţiuni. , 

Fie « un punct situat în aria A şi Î raza domeniului core- 

spunzător. acestui punct. Făcând să varieze z fără a ceşi din A, 

raza R admite un minimum Rg > 02). De unde rezultă că dacă 

ducem drepte „paralele la axele de coordonate, depărtate între ele 

cu distanţa - , descompunem aria A întrun număr limitat de 
“ 

porţiuni (pătrate şi părţi din pătrate mărginile. de conturul lui A) 

astiel că distanța a două puncte oarecari a fiecăreia din ele este 

“mai mică ca Rg. Seria convergează dar uniform, în virtutea ipotezei, 

în fiecare din aceste porţiuni și prin urmare, după observaţiunea 

de mai sus,-ea convergeuză uniforin în toată aria. 

2) Acest cuvânt are deci în cazul considerat o semnilicare mai precisă decât . 

cea care rezultă din definiţiuneu sa (18), unde raza cercului este nedeterminată. : 

2) Demonstrația este identică cu cea relativă la continuitatea uniformă (84).
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91. Se poate întâmplă să existe puinele în afară din aria obţi- 
mută mai sus, în domeniul cărora seria dată să fie uniform conver- 
gentă ; plecând dela unul din ele și procedând în acelaș mod, obţinem 
o nouă arie continuă în care ser ia este uniform conve ergentii. Această 
a doua arrie nu.va aveă nici un punct comun cu cea “dintâiu, afară 
poate, unul sau mai multe puncte ale conturului ; sau chiar, poate, 
conturul întreg. | i 

Să consideri, ca exemplu, seriile 
- - - e - 2 

(1) | | Xa, 
n=o0o 

- , | e an 
| SI a aa : LR (2) Rae 

| “Cea Mintâiu este, precum am văzut, uniform convergentă în 
cercul lz]| = =ro<i; sau, mai scurt, în interiorul cercului || = 1. 
Ea este divergentă . în afară din acest cere 

Cea de a doua serie este absolut și uniform convergentă atât 
interiorul cercului |lz|=1, cât și în tot planul exterior; ea este 
divergentă pe cerc. În adevăr, punctul 2 [ind în interiorul cercului, 
fie 

lzl=r<rzi, 
ro diferind de 1 cu oricât de puţin voim j avem 

g.. 
an 7, n 

Ța 2u < Î ne | l+ az | l—r, 
. IN TR. Însă seria al cărui termen general este a „este conver- = 

ventă în acelaș timp cu seria'ul cărei termen general este Ton, căci 
raportul acestor doi termeni rămâne. necontenit finit și diferit de 
zero. Așă dar. seria O ste absolut și uniform convergentă în in- 
teriorul. cercului | z| = | sa 

Să presupune acum punctul z exterior cercului |] = 
şi să punem 2 = i; termenul general devine E 

r a - , pm 

1 + an . . - 

Seria transformată fiind de acceaș forniă ca seria propusă 
este absolut. şi uniform convergentă în interiorul cer cului | z' |= 
și prin.urmare seria (2) este absolut şi uniform conyergentă în tot 
planul exterior cercului ! tz] 

In fine, 2 fiind un punct oarecare al cercului laj = 1, avem 
+ 

DR - 1 

Ip 2 3;
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de unde. rezultă 'că dealungul cercului seria este divergeniă. Astfel, 

cele dou regiuni de convergență uniformă ale seriei considerate 

mau nici un punct comun între ele. 

92. fiind dală o serie convergentă 
3 a 

Se N. LI _ . 
Slam Ă 

într'o arie A ai cărei termeni fa(z) sunt funcțiuni continue; s se poale 

oare. afirmă că suma ci 
- lama 9 e Fo) = Zu(2) ; 

a cărei valoare este determinată în fiecare punct al arici Ă, este 

o funcţiune. continuă în această arie? Răspunsul este negativ. 

De exemplu, seria - , 

e Fa=eall: 2) 2 aa ae, 
convergentă pentru valorile re cale ale lui a, o<z < 2, ai cărei 

termeni sunt funcțiuni. continue, este egală cu A pentru zzfo și 

prin urmare, 
hm Fa). = 1; 
I=U 

valoarea sa însă pentru 2 == o este nulă. Ia este deci discontinuă 

pentru. = o. - > 

93. O condiţiune suficientă, nu însă necesară 1), pentru ca 
suma unei serii de funcțiuni continue să fie o funcţiune continuă 

este dată de teorema următoare: | 
Teoremă. Suma unei serii uniform convergente de „funia 

continue într'o arie dată este o juncţiune continuă în acea arie. 

In adevăr, fie F(2) = „Sin(2) și z, zo două puncte oarecari în 

regiunea dată. Să considerăm diferenţa Pa) — EU t9), pe care 
o. putem scrie - 

Ha) — Ea) = E In) me) + (0) — 2 ate: 

1) Condiţiunea necesară și șulicientă este ci convergenţa să fie quasi uni- 

formă, noţiune introdusă de Arzela (E. Dorel, Lecons sur les fonctions de va” 

riablex vcelles, pag. 41). O serie se zice că convergează quasi- uniform între 

două numere'reale a, b: 10, dacă este convergentă în intervalul (a, 1); 20. dacă 

lu un £ dat și la un număr întreg pozitiv N oricât de mare voim putem face 

să corespundă un număr finit N'> N, astlel ca pentru orice. valoare a lui 2 

cuprinsă în intervalul (a, b), să existe un număr întreg nz cuprins între N şi N' 

si astfel ca să avem Ă 
| p. | 

> Vu) i<e 
NS | ÎN
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Seria dată fiind uniform convergentă, la un e dat corespunde un număr întreg m, astfel că a 

E h(dl<2 , | £ mega m+i ” 3 , m+i po 3 - 

De altă parte, funcțiunile f, (2) fiind continue, suma: unui număr limitat de termeni este:o funcţiune continuă, și prin urmare există, un număr pozitiv r, asifel că pentru | 2 — zo | < r, avem 

> In (9) — fata) <a. 

de unde rezultă 

| F(2) — Flzo) | <o e, 
pentru | 2 — 20| <r. q.e.d. 

94: Produse de Juncţiuni. — Noţiunea de convergenţă uni- "formă a produselor nelimitate de funcțiuni se introduce în acelaş mod ca pentru serii de funcțiuni. 
Fie | - - 
(4): o Mao see Up eee Un = fala), 

un şir nelimitat de funcțiuni de variabila z; vom zice că produsul - 

- (2) pu) . 
a 1 

este uniform convergent într'o porțiune A a regiunei sale de conver. „gență, dacă la un număr pozitiv e, oricât de mic voim, corespunde - un număr întreg N, astfel ca. pentru n >, N, inegalitatea i 
% i n i . - Țar m da ao |<e 1. 1 

să fie satisfăcută, oricare ar fi pozițiunea punctului a în A. | 
Se mai poate zice că produsul dat este uniform convergent, dacă seria echivalentă 

- 

(3) 1-+u, + Pa Wat «uk Pa Uni Fe ceea (7, = LL (+ 4) 
este uniform convergentă. i | | 

95. 'Teoremă. Dacă seria Jun este absolut şi uniform conver- sentă într'o regiune dată, produsul 

p = Iu) 
este absolut şi uniform convergent în aceeaș regiune 1), PN | 

1) Factorii în cari us = —1 se presupun scoși din produs, 
4 

-
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Partea întâiu a propozițiunii rezultă din definiţiunea. conver- 

genţei absolute a unui produs. 
Pentru a demonstra partea a doua să înlocuim produsul (2) 

prin seria (3) și să reprezintăm prin PA și P "produsele corespunză- 

toare lui p, și p când înlocuim funcțiunile up; prin modulele lor, 

Pi II [un |), P= TUL um); - 
4 . ” 1 

-vom aveă , 
Ip |<P<P. 

- De unde rezultă, servindu-ne de seria (3) echivalentă produsului, 

n 

0 um) — II (+ tn) | E Pa una | Pra lasa] + - 
< P[| una | una] +]. | 

"Seria Z | un | fiind uniform convergentă, la:un e dat corespunde 

un număr pozitiv întreg N, astfel ca pentru n > N, să avem 
, 

| ni | - | una] ho. < p» 

oricare ăr fi poziţiunea punctului z în regiunea considerată. De 

unde rezultă inegalitatea 
n 

ZU 2 0) — IT um) | <e, 
1 . 1 

valabilă în acecaș regiune îndată ce n>N. q. e. d. 

96. 'Teoremă. Dacă funcțiunile ua = În (2: sunt continue într'o 

arie A, produsul 
BP ” 

p(a) = MA ku) 
1 

uniforin convergent în A, defineşte o huncţiune continuă în această 

arie. 
In adevăr, fie 2 și zo două puncte situate în A, vom aveă i pentr u 

n destul de mare, 

. | p(2) Pa (7) | < -, | p (2) ai Pn (23) | <3, 

e fiind arbitrar de mic. Insă pa (2) fiind un produs de un număr 

limitat de factori este o funcţiune continuă în acelaș timp cu 
factorii săi, prin urmare există un număr pozitiv r astiel că pentru 
|z— za] <r avem - 

| Pa (2) — Pa (2) | < =
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Din aceste trei inegalițăţi rezultă inegalitatea a 

| lp(d—p)l<s, 
pentru "| a — 20 | < r. Ceeuce demonstrează leorema. 

-97. Teoremă.- Dacă. scriă 
“£ 

NUL au). 
7 

E |an| este convergentă, produsul 

este ubsolui și uniform convergent pentru orice valoare finită a lui z. 
și se poale pune sub jorma A 

. co - 
_ 

(4) JI (+ aa) = 144 At Aga Aa e o, i PT | 
coejicienţii A, având valori finite. - 

Convergenţa absolută și uniformă a pr 
valoare finită a lui a este o consecință imediată a teoremei (95). 

Pentru a justifică desvoltarea (4), să considerăm produsul Pa 
al celor dintâi n factori și să efectua 
lui a: | 

odusului pentru orice 

“acest produs după puterile 

, x Și a Ă Pa = la Oa) z+ Saa)e +... AF Gu Ga ese apa, 
Făcând n să tindă către infinit, sumele Da, az Xa, a2 aş, ,..- tind către valori finite în acelaș timp cu suma X | a, |1). De unde 

rezultă teorema enunțată. | - a. 

| CAPITOLUL 
"SERII DE PUTERI, PROPRIETĂȚI ALE SERIILOR 

INTREGI. a 
- 98. 1. Serii 

_=0.serie de forma 
- +a 

v st 
= On a > 

n=—» 

de puteri. Printr'o serie de puteri de a întelegem. 

-exponenţii variabilei z fiind numere întregi: pozitive Și negalive 
“ȘI coeficienţii a, cantităţi constante oarecari, reale sau complexe. 

Vom consideră mai întâiu seriile de puteri în e ari exponenţii 
-sunt numere pozitive, adică serii de forma 

a 2 m dot at apa Pe har... , 

ninmnile serii întregi și vom reprezentă o asemenea serie prin simbolul 

P(2). 
Do a IN III 

2) V. ($69). Sa
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Aceste serii joacă în Analiza matematică un rol preponderant. 

Vom demonstră aci proprietăţile fundamentale ale acestor serii 
şi vom începe prin teorema datorită lui Abel, a cărei importanţă 
este capitală în Teoria funcţiunilor. 

99. Teorema lui Abel. — Fiind dată seria întreagă 

P(2) = > aa, 
=0 

dacă pentru o valoare z = 2 a variabilei şi pentru toate valorile 
întregi pozitive ale lui n, avem 

lanzo* | <M, 

AI fiind un număr poziliv oarecare dat, seria P(2) va Ji absolut con- 
vergentă pentru toale valorile lui z cari satisfac inegalitatea 

lz]|<lzo. 
Fie 

lel=r, lzol=ro r<re; 
avem prin ipoteză 

lan|ro<M, 
de unde . - 

. „an 

aa |<M t , 
E Măi o 

Insă seria | pi 

M > = 
n=o (TO 

este convergentă, căci termenii ei formează o progresiune geometrică 
EN r | a , . | a cărei raţie este — < 1; prin urmare seria P(z) este absolut r: 9 
convergentă în interiorul cercului descris din origină ca centru cu 
raza ro. - Şi | q.e. d. 

Corolar. — Dacă seria P(z) este convergentă pentru o valoare 
Z= Zoo, ca va fi mol convergentă pentru valorile lui z 
cari satisfac. inegalitatea |z|< | 20|. In adevăr, în acest caz, 
termenii la] tinzând către zero când n tinde către infinit, 

există un număr pozitiv M pentru care inegalitatea - 

| la |<M 

este satisfăcută pentru toate valorile întregi și pozitive ale lui n. » 

100. Din cele ce preced rezultă că dacă o serie întreagă este 
divergentă pentru o valoare z = a, ea va fi divergentă penru 
toate valorile lui z a căror module suit mai mari ca ||. Căci 

5 DAVID EMMANUEL
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dacă seria ar fi convergentă pentru o valoare 2 = z, || > |zo|,- 

“ar urmă, în virtutea corolarului precedent, ca ea să fie convergentă 
pentru z& = 29; ceea ce este contrar ipotezei. | 

Așadar, dacă o serie întreagă este divergentă întrun punct 29, 
ca va fi divergentă în tot planul variabilei situat în afară din cercul 
descris din origină ca centru cu raza r=|9|. 

: 

101. Cercul de convergenţă. . Fiind dată o serie întreagă P(z), 
se poate întâmplă ca ea să nu fie convergentă decât în punctul 
a=o, 

De exemplu seria 
*R 

> nlan, 
n=0 , 

Se poate întâmplă din contra ca seria să fie convergentă: ori- 
care ar fi valoarea lui z; de exemplu seria: 

pa - 
ni: M

s
 

n | 9 

Lăsând la o parte aceste două cazuri extreme, să presupunem 
că există o valoare z, diferită de zero, pentru care seria P(2) este _ 
convergentă și o valoare Zu finită, pentru care seria este divergentă.: 
In acest caz există cercuri cu centrul în origină în interiorul cărora 
seria P(2) este absolut convergentă, precum și cercuri concentrice * astfel că în tot planul exterior lor seria P(z) este divergentă. In 
prima categorie intră cercurile ale căror raze sunt cel puţin egale 
cu | 0] și. în a doua categorie, cercurile ale căror raze sunt cel 
mult egale cu a |. : | | 

Să ne închipuim acum toate numerele pozitive, împărţite în două clase: un număr Î se va zice de clasa întâi, dacă în interiorul cercului | z| = R, seria P(2) este absolut convergentă; numărul 
R se va zice de clasa doua, dacă în regiunea. exterioară cercului. |z] = R seria P(2) este divergentă. Există cel mult un număr, aparţinând celor două clase. Voim să demonstrăm că un asemenea număr există, N Sa 

„Fie R' și R7? două numere respectiv din clasa | și din 'clasa Il-a; avem R'<R”. Fie R, un număr cuprins între BR și NR”, 
egal. depărtat de fiecare din aceste numere: . ! 

PR? + R” . . 

2 
- Dacă R, aparţine de odată ambelor clase, teorema este demon- strată. Dacă acest număr face parte: din clasa I, îl vom substitui 

R, = 
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lui R'; iar dacă face parte din clasa II, îl vom substitui lui R”. 
Să reprezentăm, pentru uniformitatea notaţiunilor,. prin RR, şi 
R'", două numere respectiv de clasa | și II, pe cari le substituim 
astfel numerelor R' și R”. Vom avea ” 

RR — R! 

2 

  

, n”, — R” = , R” > R! , RS RY , - 

In acelaș mod, vom substitui numerelor R", și R”, două numere 
R'z, R”, satisfăcând condiţiunile 

R“, — R — R” — PR! 

2 9 | 
“Continuând în acelaș mod, obţinem două șiruri de numere 

- , 1, , PR, Ri Ra ce Ra, 
” III ” ” RR Ra e Re, 

în cari numerele primului şir. nu descrese şi numerele celui de al 
doilea șir nu cresc și astfel că diferenţa 

. ” , 

Ri = = NR 
tinde către zero când n tinde către infinit. De unde rezultă că cele 
două șiruri admit o limită comună R. Acest număr R face parte 

“din ambele clase considerate. N a 
Cercul cu centrul în origină și a cărui rază este numărul R, 

âşă determinat se numeşte cercul de convergență al seriei date. Acest 
cerc separă planul în două regiuni: în regiunea interioară cercului 
seria P(z) este convergentă şi în tot planul exterior lui seria este 
divergentă. Pe cercul insuş este dubiu. 

Se poate întâmplă ca seria să fie convergentă sau divergentă 
pe tot cercul. Se poate întâmplă să existe punctie pe cerc în care 
seria este convergentă și altele în care ea este divergentă. 

  

” , , 1. , „ Da — Bz = RR, RSR". 

  

Astfel, seriile | 

  

% an e Se an E» % - >, San, SE 
1 7 o 1 12 

au acelaş cere de convergentă a cărui rază R = 1: cea dintâi 
este convergentă pe tot cercul și chiar absolut convergentă; cea 
de a dona este divergentă pe tot cercul, căci modulele termenilor 
sunt egale cu unitatea, oricare ar fi punctul z pe cerc. Seria a treia 
este divergentă pentru z = 1 și convergentă pentru z= —1,. Se 
poate probă că această serie este convergentă pe tot cercul (nu 
absclut) exceptând punctul z = 1. | | 

"Să demonstrăm mai întâiu teorema următoare: | 
>* i ”
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102. Teoremă. — Dacă coeficienţii unei serii întregi 5 a, a" sunt 
reali şi pozitivi şi daci termenii 

a, Rn, 

R find raza cercului de convergenţă al. seriei, descresc necontenit și 
tind, începând dela un rang destul de depărtat, către zero, 'seria este 
convergentă pe tol cercul, exceptând poate punctul a = N. 

-Pulem fără a restrânge generalitatea presupune R = 1; căci 
făcând substituțiunea 

z= Ry, 

seria propusă se translormă într'o serie întreagă .de y: 

PX Pa = An Rn 

și raza de convergență a acestei serii este 1. 
Vom presupune așă dar coelicienţii aa descrescând şi lim a, =o. 

n=%B 

Să punem 
| = cos 0 + sin); 

vom aveă 

& we . . . 

Zap a = E ap (cosn +i sinn0). 
n=o n=0 

Voim să probăm că' seriile 

Za cosnd, Sa, sinnţ 

sunt convergente pentru orice valoare a lui 0 diferită de un mul- 
tiplu de 2z. 

Fie 

S, = ap + azcos0 + ... + aucosn. 

E e „0 : Multiplicând ambele membre cu 2 sin 3 obţinem 
2 

(a. — a) sin 20 a. (1) 2 Ssin- —aosin A+ (aa — a) sin 0.4 3 | 3 

d On4 - „ 2n 
*F (an —an)sin —— 0 +a, sin —— 9. 2 

-Să considerăm seriile 

. n—i 

a 

  

(2) (a,-a,) sins + (a1—a) sin = ps e FE (Gnoi—aa)sin 04... | 

(3) (oa) (asa) +... E (ana) t ...,
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Seria din urmă este convergentă, căci. reprezentând prin 04 
suma celor dintâiu n termeni ai ei, avem 

On = a9—dn, 
de unde E 

lim 0 = ag. 
n=» “ 

Insă începând dela un rang destul de depărtat, termenii seriei 
(3) sunt pozitivi și aceia ai seriei (2) sunt în valoare absolută respectiv 
mai mici; prin urmare seria (2) este convergentă. | 

„De aci rezultă că membrul al doilea al egalităţii (1) tinde către 
o limită finită când n tinde către oo, căci această expresiune diferă 
de suma celor dintâiu n termeni ai seriei (2) printr'o sumă 'de doi 

E , , , „ 2n+il termeni, unul constant ag sin 3 şi celalt a, sin = 
2 2 

ca limită zero. Prin urmare, dacă 0 este diferit de un multiplu de 
27, S, va tinde către o limită finită şi deci seria Dan cos n 0 este 
convergentă, 

In acelaș mod se probează convergenţa seriei 

0 având: 

San sinn0 

pentru 0 diferit de 2ha. Această serie însă este evident convergentă 
și pentru 0 = 2hz, 

De unde rezultă că seria propusă este convergentă pe tot cercul 
|a|= 1, exceptând poate punctul care corespunde lui 0=o. 

- - qe.d. 

103, A plicaţiune. Seria | 

În (4) 147 sara ai n pu. 

este convergentă pe tot cercul |z|= 1 şi este divergentă numai 
în punctul a = 1. Deasemenea seria ! 

E |? zu pn anti 

este convergentă pe acelaş” cerc și divergentă numai în punctul 
a = — 1, căci ea se reduce la seria (4) când înlocuim z prin — a. 

Să considerăm într un mod general scria 

4 P a IE aaa 
m fiind un număr întreg pozitiv. Făcând substituțiunea 2 = a, 
seria transformată 

+ 3 Fe
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este convergentă pe tot cercul | a |-== 1, exceptând punctul a = 1; 
de unde rezultă că seria” propusă este convergentă pe tot cercul 

“lal=i, exceptând punctele 
. opize | | 

a=eh, k=o0, 1,2,...,(m— 1). 

104. O serie întreagă este uniform conpergentii în interiorul cercului 
său de convergenţă. - o :. - 

Fie R raza cercului de convergenţă şi R'<R, însă oricât de 
aproape voim de R. In punctele lz|< Bi, avem - 

E lana |< las |Ra. 
Insă seria Z|a,|R'n este convergentă, prin urmare seria 

Zap 2" este uniform convergentă în toate punctele satisfăcând - 
inegalitatea lel<R”, adică în interiorul cercului de convergenţă 
al seriei. - ! , 

Din această teoremă rezultă că o serie întreagă este o funcţiune 
„continuă în interiorul cercului său de convergenţă. 

. 105. Teorema II] a lui Abel. O serie întreagă 

Ms
 

P (2) = It aa, 
.- n Aa | o 

- convergentă întrun biinct 29 situat pe cercul stu de convergență, este : 
o Juncțiune continuă dealungul razei care trece prin acest punct, in- 

= clusio punctul exirem 29. a - 
- Am văzut mai sus că seria este o funcţiune continuă în inte- - 
riorul cercului său de convergenţă; aceă teoremă nu ne spune însă 
nimic în privinţa punctelor situate pe cercul. de convergenţă, căci 
raţionamentul care a servit la stabilirea ci, nu se aplică acestor puncte. 

- Putem, precum am mai văzut, presupune R=i și, fără a 
restrânge generalitatea, să luăm zg = 1. Este deajuns peniru aceasta - 
a face substituțiunea “- 

z=apy 
şi a demonstră că seria este uniform convergentă dealungul razei 
care trece prin punctul y = Î, inclusiv acest punct. 

Așa dar, fie : -.- - 

(6) OP) Sam 

o serie întreagă al cărei cerc de convergenţă are drept rază unitatea 
și:să, presupunem seria 

(POS
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„convergentă. Prin urmare la un număr pozitiv dat £, oricât de mic 
voim, corespunde un număr întreg pozitiv m astfel că restul acestei . 

serii, relativ la un rang n, 
e 

Ra (1) = 2 GQ 

| - Da p=nt 1 

satisface inegalitatea 
. Ry Ă e 

$) | RI < 
pentru toate valorile lui n > m. Să punem 

: An+1 == Oy 
” | An 1" na = 02 

(9) e nea eeeeeea i 

GntF nat = Fan = Op, 

De: unde 

şi prin urmare 3 | 

(10) lo: | <s, k=1,2, 

Egalităţile (9) ne dau: 

(11) On ES Op Ora  R= 12... 

Să considerăm restul seriei (6) corespunzător rangului n: 
„m Pa 

Ta (2 = „> ax. 
” =n+1 - 

Inlocuind coeficienţii a, prin valorile lor date (11), obţinem 

„Ra(2) = (0, + (030) 2 (ao) + ...). - 
Seria din parenteză este evident limita sumei 

(1 — a)(o, + oz + ... -F oa) + opt, 

când facem k să tindă către infinit, Insă termenul din urmă tinde 

în acelaş timp către zero, (|z|< 1); prin urmare 

N, (2) = anti (1 — a) (o, Oz...) 

Ținând seamă de inegalităţile (10) și presupunând 0O<z<1l 
avem i 

| IRa(o|<eati(l—o)(prara+...), 
sau A N 

(2) OR (ol<emti<s,(nzm, 0<z< 1). 

Inegalitatea (8) care se poate înlocui prin cea următoare 

(13) | ÎRa(Dl<e,n>n
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și inegalitatea (12) ne arată că'la un s dat corespunde un acelaș. . 

7 număr m, peniru care 

IR„()]<e, (n>m, O<z<t), 
N q. e. d. 

+ 4106. In virtutea teoremei precedente putem scrie 

| lim P(2) =-P(a), 
L=29 

când punctul a situat în cercul de convergenţă se apropie de 2, 
dealungul razei care trece prin acest punct. Cu alte cuvinte: Va- 
loarea către care tinde seria P(2), când variabila se apropie dealungul . 
razei de un punct al cercului său de convergenţii în care ea este con- 
vergentă, este egală cu valoarea ce primește seria în -acest punct. În 

„acest rezultat consistă importanţa. teoremei precedente. 
“Aplicaţiune. Pentru valori reale ale lui z şi mai mici în valoare 

absolută decât 1, avem, precum se ştie, egalitatea” 
a | a ea U+a). 

Insă seria din membrul întâiu fiind convergentă pentru z=1, 
rezultă - 

Lg 
log hp = 92, Să - 

107. Observare. Seria P (2) fiind în interiorul cercului său de 
convergență absolut convergentă, limita către care tinde, când z 
se apropie de un punct gal cercului, este independentă de ordinea 
termenilor. În adevăr, să reprezintăm prin Q(2) seria P(2) scrisă 
într'o ordine diferită oricare, vom aveă, în interiorul cercului şi 

„oricât de aproape de cerc: P(2) = Q(2). Prin urmare dacă avem 

lim P()=A, N Se 
adică , a | | 

IP(a—A|<e, 
vom aveă și 

|Q(o—A]<e, 

când a este destul de aproape de ag și interior cercului de con- 
vergenţă, adică o 

” lim Q(a) = A. 
2=2o0 

„Insă valoarea seriei P(20) în cazul când această serie este semi- | 
convergentă depinde de ordinea termenilor. Prin urmare, pentru 

“ca teorema lui Abel să fie: adevărată, este: necesar, precum rezultă



SERII DE PUTEM 73 

din demonstrarea ei, ca seria să fie ordonată după puterile crescânde 

ale lui z. Dacă n'am ţine seamă de cele zise aci, am puteă ajunge 
la rezultate falșe. 

"Să ordonăm, de exemplu, seria 

  P(2)= Sopot 
1 n 

în modul următor 

P(aj= 
1 în—l  20n—1) An 

Ambele serii sunt egale cu log (1 + 2), (|| < 1), şi tind către log2, 

când z tinde către 1. Pe când, dacă înlocuim e prin 1 în aceste 

serii avem 

| anl aan) =] 

0 

SI (—le— = log 2, . 

z . i . 1 

St 2 a A labg2, 
[nl 20n—1) An 28 

Ultima egalitate se justifică imediat, dacă observăm că avem 
i * bă . 

Lo d LL | 1 1 ) 
On—Î  50n-—1) An 2 On-l 2] 

108. Teoremă asupra razei cercului de . convergență (Cauchy- 

Iladamard). ” 
Fiind dată seria întreagă 

(14) P(o)= Sa; 

să considerăm şirul de numere pozilive 

3 n 

(15) |»; Va Va|,..., Van 

Se poate întâmplă ca acest şir să conţină ternieni cari trec peste 
orice limită, de exemplu, dacă 

  go... 

la, | = m, 

sau ca toţi termenii să fie inferiori unui număr dat. In cazul întâiu 

seria (14) nu poate fi convergentă decât în punctul z=o. Căci 

pentru orice valoare z zf o avem, începând dela un rang destul de 

depărtat, | 
n/ 

V la |lz|>1. 

Să considerăm cazul al doilea și să presupunem ciotoţi termenii 

șirului” (15) sunt înai mici ca un număr pozitiv dat. In acest caz, 

cea mai mare dintre limitele șirului (15) este un număr finit 7, care 

se bucură de proprietăţile următoare ($ 18):
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-
 

- 19. Termenii șirului mai mari ca î + e sunt în număr mărginit 
20, Șirul conţine un număr nemărginit de termeni mai mari ca 

Îi —— e, oricât de nic ar fi numărul pozitiv e | 
Să demonstrăm acum teorema următoare a lui Cauchy, regăsită 

de d-l J. ladamard: | ! 
„Teoremă. Raza cercului de convergență al seriei P(z) este egală d. 

CU ——, 

4 . 

i 1 10. Fie |z|< Zi; poem mei 

z| < STI z 7-5 

„9 fiind un număr pozitiv destul de mie. In. virtutea proprietăţii 10 
a lui 4, există un număr pozitiv întreg N astfel încât pentru n >N. 
să avem - 

| Va, 

  

<A+o 0<0<5; 
prin urmare 

n 1+ $ 7 

|/ a, 22 <7pi<L - 

Așa dar seria P(2) este convergentă pentru valorile lui z cari satisfac 
inegalitatea .. Ă 

lel=< 

i
 

Re
 

2%. Tie || > : ; putem me | - - 

1 . 

1=5? 
d având aceeaș semnificare ca mai sus. In virtutea proprietăţii (20) 
a lui 4, avem, pentru o infinitate de valori ale lui n, 

n 

V LI 

ela 

  

> 1-5, 0<6<5; 
prin urmare 

| i: 
Van > >, 

  

adică seria P(a2) este div crgentă pentru valorile lui cari satisfac 
inegalitâtea , | a 

al 
căci o infinitate de termeni ai seriei cresc, în valoare e absdlută, peste” 
orice limită. a
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Din cele ce preced rezultă că raza cercului de convergenţă nu 

poate Îi mai mare ca =: dar, privită mai mică, ca poate Îi oricât 

_ A n. i AIE 
«de aproape voim de 3. Diferenţa = — R poate dar fi mai mică ca 

3 Î 
orice cantitate dată; însă fiind constantă, rezultă că ca este nulă. : 

Avem așa dar 1 

Ț. 

Corolar. Raza cercului de convergenţă a unei serii întregi de-. 
pinde numai de modulele coeficienţilor seriei. 

R = 

109. Obsersări. — 19. Dacă șirul (15) este convergent, numărul 4 

şi avem | i Ă 

(16) - n = DE Mi 

lim |/aa a: 

- . . n? 

coincide cu lim Va 
. : _ n 

  

90, Dacă şirul 

i ” “A la Ani | - 
_ (17) "la, , a po... 

I
E
 

ww
 

Il
 

este convergent, se ştie că. și şirul (15) este convergent și că limitele 
lor sunt cgale!). În acest caz avem așa dar 

  
, a 

(18) e R=hm căi a 
- , An+i i 

heciproca nu este adevărată. Convergenţa șirului (15) nu rage 
după sine convergenţa șirului (17). Exemplu: 

LALA d 1 1 | 

Raportul a doi termeni consecutivi este când 2, când +; prin urmare 
- n 

șirul considerat nu este convergent, pe când lim |/. a termenului 
d 

de rang n cste 3 

  

Cui 
= P. La un e dat va corespunde un A astfel 

an . 
1) Fie [an | = an şi lim 

o <pre. tăcând n =, N+1,. 

N-tm—i şi multiplicând inegalităţile între "ele, obţinem, extragând rădăcina ra 

“încât pentru 2 2 N să avem P—e < ——— 

a m n : m 

lo ae 1-a 
(P—e) << (Pre) s 

e la 
"de unde - 
N - n . ” 

lim Va =. 
n=»
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110. Să considerăm seria .. Ii - 

p 1 j : —l LL —n 3] Sdotuz apar + apa pa 

ordonată după puterile întregi și negative ale lui z, O asemenea scrie se bucură de proprietăţi analoage cu ale seriilor întregi de z, la care se reduce imediat prin substituțiunea , 

. d 
- L= e 

t Ă 

Punctul z = 00 joacă în aceste serii rolul pe care-l joacă punctul 
. - 1) „ £=o în seriile întregi. Astfel se poate întâmplă ca seria P [| să 

nu fie convergentă decât în punctul 2 == 00, sau să fie convergentă în tot planul exceptând punctul z = o. 
Lăsând la o parte aceste cazuri extreme, există un. număr po- . 1 zitiv R, astfel că seria P [ este absolut şi uniform convergentă î în z 

toată întinderea planului (inclusiv punctul. 00) exterior cercului lel=R şi divergentă în interiorul acestui cerc. R va fi raza 
1) cercului de convergenţă al seriei o . 
z 

" 111. Seria Laurent, _Să considerăm întrun mod mai” general - „seria . 

„Q(m= i ame, 

ordonată după puterile întregi pozitive şi negative ale lui a. Să punem PI .- 

P(2) = E apa , p, [2 = 5 Sa a 
N n=t ” . de unde 

0) = Pro +a,(1). 
lie R şi R' razele cercurilor de convergenţă ale seriilor P(2), 1 

PD, E . Dacă R <R', nu există nici un punct în plan în care ambele la 
serii să fie convergente ; seria Q(a) mare sens. . Dacă R > N, cele două serii au ca regiune comună de convergenţă coroana cuprinsă” între cercurile concentrice (R), (n ), având centrele în' origină, In această coroană, seria Q(z), zisă seria Laurent, este absolut și uni- 

1 = form convergentă, căci fiecare din seriile P(a), P [3 -) se bucură de 
z aceste proprietăţi.



_SERU DE PUTERI - 77. 
In cazul R= RR”, nu pot să existe decât punete ale cercului 

[a | = R în care seria Qla) s să fie convergentă ; se poate întâmplă 
ca această serie să fie convergentă dealungul cercului întreg, sau în 
nici un punct. 

& 

112. Tot ce s'a spus asupra seriilor întregi X a, a* se aplică 
seriilor de forma j Au i 

| 2 an(z—a), 
, n=0 - 

o fiind. un punct oarecare în planul variabilei z. In cazul când o 

asemenea serie este convergentă întrun punct diferit de ap, ca va 

admite un cere de convergență având centrul său în punctul g și 

o rază finită sau infinit de mare. Ne vom servi de notaţiunea 
w 

P(x) = E an (2-a 
- o 

și vom înţelege prin P(a—9) o. serie întreagă de 2— 29, conver- 

gentă în domeniul punctului 29. 

În cazul când x =, simbolul P(a— 00) va fi înlocuit prin 

P (3) , simbol care reprezintă, precum am Văzut, o scrie întreagă 

1 pa | E 
de—, convergentă în domeniul punctului 2 = oo. > € 

Dacă în seria Laurent înlocuim 2 prin z—o, obţinem seria 
+ 
2 au(a— 2), 

NZ=0 

convergentă într'o coroană de două cercuri concentrice cu centrul 
în 29. 

„113, 'Teoremă asupra coeficienţilor seriilor de puteri (Căuchy). 
Fie seria 

+ 

(1) Q(a) = 3 apa, 
N=—B 

convergentă într”'o coroană formată de două cercuri concentrice cu 

centrul în origină şi având razele R, R' (n > BR”). Fid e un număr 

pozitie cuprins între N şi R' şi M o limită superioară a lui | Q(2) | 

dealungul cercului descris din origină ca centru cu.raza p. Vom aveă 

- 
(2) la | sr, n= 0,412, 

Pentru a demonstră această teoremă să multiplicăm ambele 

membre ale egalităţii (1) cu 2», m fiind un număr întreg, pozitiv, 

negativ sau nul; vom obţine - ' 
+ e 

an Q( z) = 3 aan, 

n=—»
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| Răcând z=e [cos 0 + isin 0) Și punând pentru prescurtare - 

(cos ni 0 — i sin m 0)Q(a) = F(0), ie 
avem 

0 T(0) = San pi [cos (n — m) 0 + i sin (n — m) 0]. 

F(0) este o funcţiune continuă de Opentru toate valorile O < 0 < 2 
“și | P( (0)|< < M. Multăplicând ambele membre cu d0 şi integrând 

între o și 271), toate integralele din membrul al doilea vor fi nule, 
exceptând aceea pentru care n = m. Așa dar avem 

pm | - F(0) d0 = 22 Gu 

0 i 
de unde | - 

sau 

(9) lam ci 

„114. Ale inegalităţi pentru modulele coeficienţilor seriilor întregi. 
Fie i 

Re, e 

0 P(2) = S aa 
n=o 

o serie întreagă şi R raza cercului său de convergenţă. Să punem 

h— — ia . Ă (2) a = pei?, a, = |a le n; - 

vom puteă scrie 

isi ia +n a 
> |a 0" e tă ?) = u(0,p) + iv(0,p), - (3) no : 

- Ş — ila + 9) - 
= | an lene: u(9 op) — ice :P), 

n=o - . 

u(0, p) și v(o, p) fiind serii reale de variabilele reale 9 și p, con-. 
vergente pentru valorile 

o<h, Osgps. 

1) Pentru justificarea operaţiunii de mai sus, să observăm că punând 
an = Ta (cos an + isin an ),. putem înlocui membrul al doilea „printr'o sumă 
S(0) + i$,(0), S şi S, fiind două serii reale absolut şi uniform conv: ergente pentru 
e constânt și prin urmare integralele lor se obţin integrând fiecare. termen în 
parte, Deasemenea F(0) se poate pune sub forma F,(0) + if „(0), Ti și Fa fiind 
funcțiuni reale. In ine, prin definiţiune, JI Fa + Fa =40 = fEd0 + i fe, 20.
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Adunând egalităţile 3) obţinem 

z i(a, 4+- np) — i(a, + np) | 
(4) 3 S lan" Bi . +e = u(9,p). 

n=u- . 

a. —mip A 
Multiplicând ambele membre cu e și integrând între o 

și 27, rezultă i 
II — mi 
(5) Tau O == (07) ) e dp  m>o 

și penlru n =o0, 

(6) 2 |ag|eos ag -Jiu ule,7) )de. 

Scăzând egalităţile (3) obţinem, procedând în acelaș mod, 

„2 — migp - 
(7) Tm 0 =i|  v(o,p)e dp m>0, 

0. 

“(8 27 | ay | sin a, = -[ v(0,p) dp. 

Fie A maximul lui: |u(g, o) )| și B maximul lui | (0, p)|, o fiind 
privit constant; vom aveă inegalităţile căutate 

Ă A CB 
pm lan ga: (m= 1,2...) (9) la, |< 

II. — PROPRIETĂȚI ALE SERIILOR INTREGI, 

115. Teoremă. Fie a 

(1) P(o) = ap haz + en. Pag. 

o serie întreagă convergentă întrun cerc ()1). Dacă coeficientul ao ZV, 
ezistă un număr pozitiv r< N astfel că pentru u valorile lui a cari 
satisfac inegalitatea |a|<r, avem _ 

” . PE: Ă (2) lao | > |az + aa Fo]. 

Această inegalitate este o consecinţă imediată a continuității 

seriei (1) în interiorul cercului (B) căci pentru || destul de mic 
membrul al doilea poate fi mai mic ca £, oricât de mic ar fi e. 'Teo- 
rema lui Cauchy asupra coefincienţilor seriilor de puteri ne conduce! 
la un rezultat mai precis. 

Să reprezintăm prin M modulul maximum al lui P(z aa dea- 
lungul unui cere (9), e o <h; vom âveă 

1) Adică în cercul | +] =
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Fie z un punct oarecare în interiorul cercului (0)și lz]=o0'<9; 
avem - 

Să punem 

Mo' 

ag “leo! 
de unde 

"2 _aole - o < ÎI [a]! 

Este deajuns să luăm 

2 „= ale (3) , M+|a|” 

pentru ca în interiorul cercului (r) inegalitatea (2) să fie satisfăcută, 
Corolare. 10. .In interiorul cercului (7) seria P(z) nu se poate 

anulă. - . | 
20, Să presupunem a9=0 și fie a, primul coeficient al seriei, 

„diferit de zero; vom aveâ 

P(2) = a" (a, Cami 2. -) â BO 
şi vom zice că z =3.0 este un zero de ordinul m al seriei P(a)1). 

Fie M maximul expresiunii 

. | | Ami Pama tt. | 
dealungul cercului (9), e<R și 

p= d 0 

-M + Jan] ” 

Seria P(2) nu se va anulă în interiorul cercului (7) pentru altă 
valoare a lui 2 decât z2=0, Ă A 

116. Teoremă. Dacă seria P(a) se anulează într'o infinitate de puncte având ca punct limită punctul = 0, toți coeficienţii ei sunt 
nuli. 

In adevăr, dacă coeficienţii seriei date n'ar fi toţi nuli, ar urmă, 
în virtutea teoremei precedente, ca într'un cerc (7) destul de mic, 
seria să n'aibă nici un zero sau să nu aibă alt zero decât punctul! 
z = 0; ceeace este incompatibil cu faptul că seria admite o infini- 
tate de zeruri vecine cu punctul a = 0, 
PI o 

1) Numim zero al unei funcțiuni f(7), valoarea lui z care anulează îunc- ţiunea, “ . - -
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, 

Demenstraţiune directă. Fie - 

Ti ay soy hp oa 

un șir nelimitat de zeruri ale seriei P(2) având c: a punct livhită punetul 

a = 0... Din definiţiunea punetului limită rezultă că un cere (r) 

descris din a = O ca centru cu o rază r oricât de mică voim, cuprinde 

în interiorul său puncte ale șirului (1). Fie e un număr pozitiv ar- 

bitrar de mic căruia corespunde în virtutea continuității seriei P(2), 

un număr. pozitiv r, astfel că pentru orice punct z. care satisface 
inegalitatea |z| rr, avem , 

| P(2)—P(0) | < e. 

Inlocuind z printrunul din punctele ; șirului (1), situat în în- 
teriorul cercului (7), rezultă 

o | P(0) | < e, 
și prin urmare 

, P(0)=0; - i 

De unde 
, 49 — 0. 

Fie 
„P (2) = z Pta), 

P(7)=aPFaz+.... 

Seria P, (2) are acelaş cere de convergenţă ca P(2) și absirac- 

ţiune făcând de punctul z = 0, are aceleași zeruri.: De unde rezultă 

ca mai sus: a = 0. Acelaş raţionament preliingit arată că toţi 

coeficienţii seriei sunt nuli. | | 
Corolar. Dacă două serii întregi - 

+ a 

P(2)= Sa, PD) X baa 
n=o0 i n=o 

sunt egale între ele într'o infinitate de puncte vecine cu a=0, 

“ele sunt identice. Căci, în virtutea ipotezei, seria 

A 2 lant) 2 
"n= o 

este nulă într”o infinitate de puncte având ca punet limită punctul 
z=0. a a 

Seriile de forma 
« 

P(2—z) = Z an (2) 
-n=0 _ 2 

se bucură, în domeniul punctului 2 = 2, de proprietăţi identice cu 

ale seriilor P(z) în domeniul punetului 2 = 0; căci punând vaga , 
ave m - 

Plaza) =P(o). 
6 DAVID, EMMANUEL . îi
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Să enunţăm aceste proprietăţi | 
“10, Dacă seria P(a—a0) nu se anulează în punctul Zo există 
un număr pozitiv r, astfel că în interiorul cercului | z—a | = 
P(a2—29) nu are nici un zero. 

2. Dacă P(a—a) se anulează în punctul o, există un număr 
r > 0, astfel că în cercul |z— zo|=r, P(a-a '9) nu are alt zero 
decât punctul ag. Zicem că punctul 20 esle izolat de celelalte puncte 
în cari. P(a—a9) se poate anulă. 

| 3%. Dacă seria P(a—a9) se anulează într”o infinitate de puncte. 
având g ca punct limită, ca este idenlie nulă, adică toți coeficienţii. 
a, sunt nuli.. De unde rezultă că dacă P(2—29) primește acceaş 
aloare A într'o infinitate de puncte având 2, ca punct limită, 
P(a—20) se reduce la o constantă egală cu A, Se 

49. Dacă două serii P(a—ao), p, 1(2—20) sunt egale într”o infi- 
nitate. de puncte 2 a oo 3 Ta e. Pentru cari 29 este un punct 
limită, ele coincid. - 

118. Sumă de serii de puteri (Weierstrass). 
O sumă de serii absolut convergente, în număr limitat, se poate 

înlocui prinir'o serie unică absolut convergentă, 
Fie | : - 

- 20 (2 », 1, (2)... na (a 2:) 

m serii de puteri, convergente înt”o coroană limitată de două cer- 
ccuri concentrice (R), (BR), R >: 

ui (2) = ii Ai ah (i= 0,1,... m— 1), 
N=—B 

Vom a aveă, reunind într un singur termen, puterile egale ale lui z, 
i=m—l 

3 ui (a) = > „(o nt aa + nf am sa) ah. i=o 

Să considerăm acum cazul . “unui număr nelimitat de serii Lau- 
rent. 

(1) | to (2), iu (2), ta a) p... 
convergente în acecaș €oroană. Operaţiunea precedentă nu se mai 
“aplică totdeauna. Vom demonstră leorema următoare a lui VVeier-. 
strass: 

Teoremă. Dacă 'serţa. 
„ 2 2 

. > u; (2) 
i=0 bu | , 

esle' uniform convergentă dealungul unui cerc! z|=o 0;-0 fiind un număr oarecare cuprins între şi BR, R>o > Ri: 2
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10. Seriile - 
F 

> i „(n=0,zl, 2...) 
i==0 - 

suni convergente. 

Punând _ şi 
+ “ 
Iain = An, 
i=u - 

seria 
£ 

SA a 
N=—» 

este convergentă în aceeaş coroană, prin urmare absolut convergenlă. 

30, Avem | 

z +a 
Su, (2) = Ana. 
i=o . N=— 

10. În virtutea ipotezei, la un număr pozitiv dat e oricât de mic 
"voim, corespunde un număr întreg m, astfel că 

2 e 
(2) | | 2 u()|<z:; 

i=m - 

de unde 1) | 
” mp" 

(3) - a IX ul) | <e, 
i=n 

p fiind un număr întreg pozitiv oricât de mare voim. Membrul 

„ întâiu al acestei inegalităţi conţinând un număr limitat de_gerii 

absolut convergente, putem grupă termenii sumei după puterile lui 

a. Această inegalitate se va puteă dar serie . 

ke 

(4) > (ue, uk Am +1, ah. + Cn +o, ua. <e. 
n=—8 , 

Aplicând “teorema lui Cauchy asupra coeficienţilor seriilor de 
puteri, coeficientul lui 22 va satisface inegalitatea 

het ! 
(0) (m,n Tr Qi +in +. + (+ pu | < > 

i 2 
ceeace probează că seria: a;p este convergentă. 

i=o 

Făcând p să tindă către infinit?), restul seriei oprită la rangul m,. 
va satisface inegalitatea. | po 

, (6) 2 Cin <a, 

n fiind constant și având una din valorile 0, +1], +2, ... or! Ea E 

DI e z s=m+p % % m+pb 

Su <<, Si <a Di = Lui Sus] Sita |<e. 
i=m > îi=m4+p - iz i=m. i=mtpli=m_ .. 

      

  
2) Cecace este permis, seria fiind convergentă. 

Ge
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20, Pentru a demonstră cohvergenţa seriei - 

+a 
> Ana, 
nn , . 

s'o descompunem în două serii: una relativă la cele dintâi m serii (5) - 
şi cealaltă relativă la cele rămase. : 

Să punem 
- ml . 

- ? 

A = > Cin > 
ş I s 

ma 
n Gin 3 

i=n 

- Yom aveă o 
? ” 

A,= An L-A PE _ 

+a 
(7) SA = SA E Ara, 

H1=—% u=—a 

coeficienţii A”, satisfăcând inegalitatea - 

Re . A? .€ o 1 9 (8) - [A <a (n=o,t1,xr2,...). 

Prima serie din membrul al doilea (7) fiind egală cu suma celor 
dintâiu m serii (5), adică - 

+% m—l > - 

(9) - IN i d Am = Sua) 
, - a: .'n=—z : i=o - - 

„este absolut convergentă în coroana considerată. Să ne ocupăm de 
cea de a doua și să examinăm separat seriile - 

_ . w i "o | 

(10) ZA, IS Aa, 
- - a n=o0 n=1 , 

corespunzătoare valorilor pozitive și negative ale lui n. 
Fie r și 7 două numere cuprinse între Î și IX, 

- n>r>r >. 

Să înlocuim în (8 respectiv prin r şi r ' dup pă cum n > 0 sau p l 
n< 0, ceeace este. permis căci „0 este un- număr oarecare cuprins 

între R și R'1). Vom opine inegalităţile: 

(04) An < E, Aa] eri, 
sau . | 

(12) iei | Aa | m <e, | A” | p—n <s, 

cari, în virtutea primei teoreme a lui Abel, probeuză convergenţa 

  

1) Liste oaia a luă pentru m'cea mai mare din valorile sale corespunză- 
toare lui r șir : !
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seriilor (15): cea dintâiu în interiorul cercului |2|= r și cea de a 
doua în exteriorul cercului |z|= v”. Insă r poate fi presupus 
oricât de aproape de R şi 7” oricât de aproape de R'; prin urmare 
seria 

+» 

> + A” a - 

N=—P 

este convergentă în coroana limitată de cercurile (R) şi (RR). De 
unde rezultă aceeaș concluziune pentru seria propusă 

+» = 
SS Anat, 

n=—% 

30. Fie 9 un număr cuprins între r şi», 

r<o<r . 

și z un punct oarecare pe cercul (9); vom avcă, în virtutea inegali- 
tăților (11) și (12); - - 

” , ce . [ 0 a P 

(13) > Aa a |< A 2 <e > (=) =2——, 
n=a n=o 5, n=o r r—0 

  

% 

« Ea Ta, | pn <e PX 
. & p n , (14) | E Ar aa a --) e, 

n=1 a usi % p—r n=i 

Să considerăm acum diferenţa 

    

_ a ja | 

5 u;(0)—: 5 Am, 
io u=—n 

care, în virtulea egalităţii (9), este egală cu diferenţa 

ce +e co o Ă a “ 

> ui(a)— IS Aa= Su; (2) At d A, ah; 
i=m n==z im R=o n=i 

prin urmare 

e . _ %. %* - 

: > ui(a2)— IX Ana || IS ua] 4+ | S Ar 
i=o - u=—x» i=m f n=o - | 

+ 2 A , , e 

De unde, în virtutea ine alită ilor (2 13), 14), rezultă inegalitatea > & 

% a: , 1 i r p! 

X ui(— IS Aa ce[i RP =) | 2 ir pr i=o 

Insă membrul întâiu fiind independent de e, rezultă că el este nul 
de unde 

. +% 

(15) i=o n=—% . Si 

- o i q.e.d..,
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119. Dacă seriile ui(2) se redue la serii întregi P;(2), conv ergente 
în acelaș cerc (1?) și astfel ca suima 

> pile 
* 

să fie uniform convergentă dealungul unui cerc (7); r fiind un număr 
pozitiv oarecare, mai mic ca R și oricât aproape voim de acest din 
urmă număr, vom aveă în interidrul cercului (11) . 

a 

E Pila) = 5 Aaa. _ 
i=u n=a în 

In ce priveşte raza cercului de convergență al sumei, este evident 
că dacă razele cercurilor seriilor date sunt inegale, ca este egală cu 
cea mai mică dintre raze; în cazul când toate razele suni egale, 

raza cercului de convergenţă al sumei este egală cu raza comună, 
și, în cazuri particulare, ca poate fi: oricât de mare. Să considerăm 

ca exemplu două serii - , - | 

Pi =ă San Pata) = lie, Sa 
n! 

ale căror raze sunt egale cu 1 Suma | 
pe | DAP SA 

' . n! 
are raza | = 

« . i 
- pa ? . . EI Observare. Dacă serla 2 u; (2) este uniforin convergenlă într'o i 

i=o 

coroană formată de două cercuri concentrice (R) și (10), ca este 
evident convergentă dealungul oricărui. cere (7), r fund cuprins 
între Î și R'. Sub această formă se prezintă în genere, în aplicaţiuni, 
teorema lui PV cierstrass. 

120. Consecințe. 1. Produsul a -două serii întregi este o serie 
întreagă. | Ă 

Tie | Se 
| . a . - 2 z 

P, (2) = 5 am 2, Pa) = E aa 
hi | =0 u=e . 

două serii întregi, I, și Re razele cercurilor lor de convergenţă, 
R, > Da. Să considerăm produsul 

e PP = E (aaa Pi (a)). 
n=u 

In membrul al doilea avem o sumă de un număr nelimitat de serii 
întregi. 

a , 
A — m y i ta (2) = ba ai an an, 

n=o0o 

corespunzătoare valorilor n-== 0, 1, 2, ..., conv ergente în “cercul
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(h.). Suma acestor serii este uniform: convergentă în cercul (R3). 
In adevăr, fie M maximul lui: | P„(a2) | în cercul (11) 1); la un e dat ? ? . 1 3 » 
putem face să corespundă un număr întreg n''asilel ca să avem 

z 

SI ba 
n= 

r>un Ar Lă — > 

oricare ar Îi punctul z în interiorul cercului (12); prin urmare, 
oricare ar [i z în interiorul acestui cere, avem inegalitatea 

e | 
| IP) IS bu | <e, 

n= 

care probează convergența uniformă a seriei X u„(:2) în cercul (Ra). 
- Putem dar aplică teorema lui Ieierstrass, care ne dă. 

$ % Ş - 

P, (2) P.(2) = => ( a > Am 2) = — » (a, ba +a la i a Cu be) a. 
„= mu=a u=a ” 

Raza cercului de convergenţă ul produsului este cel puţin egală cu 
cea mai mică dintre cele două raze Î,, Ia; dar poate fi egală cu cea 

mai mare, sau chiar mai mare decât aceasta. IExemple 

10 (am, n =], 

P, (3) = (U—2) n, 

  

2 P(2)= (+5 R=1 

D= (0002 past, Razi. 

Pl b (9 ha) = SI Ra, 

Observare.. Fie R, = hs=1 vom aveă pentru || <], 

) p = * i p 1 (7) Pa(2) = E (ae bu abac o au bo)at, 
n=u Ă . - 

Dacă seriile P,(2), P>(.) precum și seria din membrul al doilea 
sunt convergente în punctul 2 = 1, fără a fi absolut convergente, 
egalitatea precedentă va subsistă în acest punct, conlorin lco- 
remei II a lui Adel; deci vom avea | 

n==0 n=v 

, (1) [= a.) | x d) = 5 (do ba + ada Pe kânbe). 

  

"1) Se va vedea că maximul este atins pe cercul de convergenţă,



Sg „CAPITOLUL V. Pa 
Se știe că produsul a. două serii an > hm dintre: cari una cel 

puţin este absolut convergentă este dat de formula precedentă Do 
In cazul când ambele serii sunt semiconvergente, această regulă 

“poate să nu mai fie aplicabilă, căci se poate întâmplă ca seria din 
“membrul al doilea să fie divergentă. - Să considerăm, de exemplu, 
seriile a i , | 

d Lo | —_— FI = + ... 
V2 pa Vâ' 

Seria al cărui Lermen general este 

II IS IL 1 E can == ț 

Sau = = 1— 

este divergentă căci avem 2) 

  

  

2 

le I> l 2n 2 2. | NR = 2 — , „ RĂI nb nu 

Rezultatul obținut mai sus ne arată că dacă seria din membrul al doilea (1) este convergentă, regula îmmulţirii subsistă ca şi în azul când una cel puţin din cele două serii date este absolut con- 
vergentă. | ! . Ă 

Corolar. P(2) fiind o serie întreagă convergentă într'un cere (R), puterile sale P*(a), P3(a),.. .. sunt serii întregi convergente în acelaş cere. a 
„Aplicaţiune. Seria 

P(a) = Lp apa ia ah, 
convergentă în cercul cu raza 1, multiplicată cu ea însăși, ne dă - 

P*(2) = la 22 324. Ra, 
«Inmulţind ambele membre ale acestei egalităţi cu P(2) obţinem 

, , oa 1 P3 (2) = I-F3r.. 6a2+.. + plat) DN. 

“Continuând în acelaş mod, obţinem | | | 
mim m (mi)... n 1), 

  

  

_ Pn(a)=1-+mal > Pe i-a, - - . 
- 

- Se recunoaște ușor că formula fiind adevărată pentru un expo- nent 7, este adevărată şi pentru m+- 1, 
În ii . 

1) Goursat, Cours d'ânalyse, tome I, pag. 397, edit. I-a, 
” 

2 *) In virtutea inegalităţii a u<(ett) 7
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De altă parte; avem 

. Ă E 1 

dh ah hau. = ; 
A De 

  

de unde conchidem egalitatea 

L 1) (mt?) (min 
Za =] + mt ek 2 ( ) (ms) (mr mire 
  

valabilă în interiorul cercului | z | = 1. 

II. Fiind dat un număr limitat n de serii întregi 

P(2), Pe, ..., Pula), 

convergente în acelaș cerc (R), o funcţiune raţională și întreagă de 
aceste serii a 

I(P.(), P(), .. > Pa(a)) 

este o scrie întreagă de a, convergentă în cercul (R). Aceasta re- 
- zultă din I și din corolarul precedent. 

IN. Fie 

o serie întreagă de variabila y, convergerită întrun cere (N) şi 

YI ma = P(a) aa 
ms=o0 | . 

o serie întreagă de z, convergentă întrun cere (14). Nu se poate 
afirmă a priori că f(y) devine o serie întreagă de z, când înlocuim 
y prin valoarea sa P (2). -Să considerăm, ca exemplu seria 

2 3 

=. 

al cărei cerc de convergenţă 'are raza h = 1 și fie seria 

a2 

pir pg. 

având acecaș rază pentru cercul său de convergenţă. Se recunoaște 
imediat că f(y) nu se poate pune sub forma. 

. | . | (9) = n 2 

I 
g
s
 

bă 
n E 

căci avem, pentru coeficientul co, valoarea 
„. 
> l 

- Cg=a—=o%,: 
o iN
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Este evident înainte de toate ă, pentru ca să putem avcă o 

egalitate de forma - 
« i d 
> a, pn (2) = Scam, 

n=o n=o 

este necesar ca seriile din ambele membre să aibă o regiune comună 
de convergență ; prin urmare ca. seria. din membrul întâiu să fie 
convergentă în domeniul (2 = 0). Pentru aceasta esle necesar ca 
punctelor z vecine cu punctul z = 0, să corespundă punete y in- 
terioare. cercului (1), căci altfel seria Xa, y:- n'ar Îi convergentă. 
In special valoarea lui y corespunzătoare lui z = 0, trebuie să fie 
în valoare absolută mai mică ca R, adică trebuie să avem 

(Dolan 
Această condiţiune este suficientă. In adevăr, fie 5 un număr po- 
ziliv, destul de nic, pentru ca să avem 

(2) IPlo)|<n—3; 
de altă parte, P(2) fiind funcţiune continuă în domeniul z=o0, 
există un cere (7), r< E, astfel că în interiorul lui avem - 

E IP(a)—Plo)j<s 
și a fortiori 

. > idol <o; Prin urmare m. i 
- IP(]<n—5. 
Insă, în virtutea ipotezei, seria Sapap fiind convergentă în 

cercul (N), seria | ” 
(5) | Ela | (R— 6) 

este convergentă; prin urmare în interiorul cercului (7) seria . 
Că 

(6). Sa Pa (a) | no : 
este uniform convergentă. Așa dar teorema lui Weierstrass se aplică 
acesici sume de serii, și în domeniul lui a = 0, pulem scrie 

- 
“% . 

(7. | aa = E cam, 
| o m=o 

Valorile coeficienţilor ce, se pot obţine înlocuind y prin P(a) Și identi- 
ficând ambele membre. Avem, pentru coeficentul Co; valoarea . , 

N 
e 

. 
“ > n . -. 

-C= Xa: 
n=g ” i * PN 

„4) In exemplul considerat mai sus, condiţiunea | P(0) | < i nefiind îm- plinită, căci P(o) =1, substituțiunea este imposibilă, precum s'a recunoscut,
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Până unde se întinde domeniul în care egalitatea (7) este valu- 

bilă? Acest domeniu, consistând în regiunea comună de conver- 

genţă a ambelor membre, când înlocuim y prin P(a), este un cere 
cu centrul în 2 = 0 — în ipoteza, bine înţeles, că | P(0) | < R— 

și trecând prin cel mai apropiat punct z, în care inegalitatea | P(2)|<h 
nu mai este satisfăcută, ÎN . 

Observare.. ste totdeauna posibil a transformă seria (7) = Xa, 

prin ajutorul substituțiunii y = P(2), într'o serie întreagă de a, 
dacă P (0) = o. Deasemenea transformarea este totdeauna posi: 

bilă, dacă seria f (y) este convergentă în toată întinderea planului (7). 
In fine să mai observăm că cercul de convergenţă ul seriei %c, a 

poate să conţină puncte în cari seria (a) nu este convergentă. In 

aceste puncte, evident, egalitatea (7) nu este valabilă. Fie, de - 

exemplu, “ - 

y= Pia pap a   
la: - 

- V)= Lg pc = 

lezullă f(p)= l-a. 

* IV. Fie Ă o 
DP (2) Pate), oc Pa)... 

un șir nelimitat de serii convergente întrun cere (Ih), cu condițiunea 

, , IPu(a|<i, n=1, 2... 
ȘI sertu : 

& 
> P, (2) 
n=l 

absolut și uniform convergentă. Fie 

Apo Oa css ns 

un șir nelimitat de cantităţi constante, ale căror module sunt mai 

mici decât un număr pozitiv dat a; seria 
« 2 ă , . 

— V D R 2 [asi (a , S= > (a, Pa (2) + a, Prea) pb an Pet (2) 4...) 
n=l . . 

„se Va exprimă print'o seric întreagă de z, convergentă în cercul 
(R). | | - 

Este deajuns a probă că seria S este uniform convergentă în 
cercul (1). Tie, pentru prescurtare, 

| Un = IP (aj; 
vom aveă 

|S| < a E (un bun? +...) = a
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Insă seria 

SU 

Lup 
  

este absolut și uniform. convergentă în acelaş timp cu seria Su; - 
de unde rezultă” că seria S esle absolut și uniform convergentă în 
cercul (R). | 

, — Fie 

* . , L(o) = 5 ana, ao. 
n=a 

Punând | a 

(8) . | | Yy= apa 
n=l 

și reprezentând prin 7 un număr pozitiv, astfel ca „pentru |z] <r 
să avem |y|<|ao|, vom putcă scrie, pentru aceste valori ale 
lui a, 

pl tza m Pl) ay 
  

Deoarece i în virtutea ecuaţiunii 5, y se anulează împreună cu z, 

P(o) 
printr'o, serie întreagă de z, convergentă în domeniul punctului 
2 = 0. Vom ave că dar” o egalitate de forma 

8. 4 Da l : 10) = P,(z ( ) P(a) - d ), 

se poate exprimă totdeauna 
  

seria din urmă şi prin urmare 

valabilă (III) întrun cere cu centrul în origină și trecând prin punctul - 
cel mai apropiat, interior cercului de convergență al seriei P(z), în 
care inegalitatea 

az at... |< lao] - 
încetează de a fi satisfăcută, adică prin cel mai apropiat punct în 
care numitorul P(2) se anulează. 

Calculul seriei P (2). se poate face astfel: 
Punem . 

1 , - Pg Obito... de unde -- - 
1 (mot azt (ot azi.i .) 

și identificăm ambele membre; obţinem ccuaţiunile : 
ao =l, do + ma =0, “a0da + aa + aa =0,. RA 

cari determină coeficienţii 9, 4 0, ... 

121. Să considerăm două serii întregi P (2), P, (2) convergente în 
acelaş cere (R), cea dintâiu diferită de zero pentru z = O; vom.
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aveă, în domeniul acestui punct, o desvoltare de forma 

2). de 
2(2) — p : It, = P(2). = = Biz DP) o 

valabilă, după cele ce am văzul mai sus, într? un, cere cu cenirul în 
origină și trecând prin punctul cel mai apropiat interior cercului (BD), 

“ în care numitorul P(2) se anulează. - 
„Dacă P(o) = 0, astfel că 

P(2) = a P, (2) P„(0)x0, 

vom aveă, în domeniul lui z=0, | 

Po _ Pi) _1 
P(x) = an P > (2) a 

  (11) 

  P(a), 

- P (a) fiind o serie întreagă. lixpresiunea câtului este dar, în acest 
caz, de forma 

e (12) h(0_ $ PX A 
P, (7) ii u=—m 

  

122, Teorema lui Weierstrass asupra seriilor de puteri de z, 
precum și consecinţele ei, subsistă pentru seriile de forma - 

„convergente într'o coroună formală de -două cercuri concentrice . 

având centrul lor în punctul zg 

Să” considerăm, ca aplicaţiune, o funcţiune raţională de 

Bi L) = —— 
H ) [i (2) , 

T(2) și F, (2) fiind polinoame de z fără factori comuni, de grade 
respectiv egale cu m și n. Fie g un punct oarecare în plan; vom 
puteă scrie, precum se știe din Algebră, 

(13) (Pta) = - A + Aa). Fr An (2— 29)" 
BF Bla) FB (2 — ay 

Dacă To nu anulează numitorul F(); avem Bg = F(20) 0; de 
unde rezultă, în domeniul lui op, expresiunea ” 

(14) Ha) Pe-o) 
Dacă zp este un zero al lui F(z) de ordin k, avem 

i Bo = B ... = Bra =0, Bg0; 

" expresiunea (5) done 

(15) ho = AFA (00) + aţa 
Ci zo: * B+ Bia (z— 29) +. + Ba (2— ot 
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de unde, în domeniul lui 29; o expresiune de forma 

Li. a ț ! Sa Pfa) = 5 = 79)? (6) | ja) - (2 ro) l (a 20) ua ( ' o) 

Egalităţile (14) și (16) sunt, precum S'a văzut în paragraful pre- : 
cedent, valabile în cercul cu centrul în 29 și trecând prin punctul 
cel nai apropiat de zp în care F(a) se anulează. 

123. Fie ă 
RO ot e ful). | 

un şi nelimitat de funcțiuni raţionale de a. Dacă seria I fn (2) este. 
unilorm convergentă întw'o regiune dată, vom aveă în domeniul 
unui punct 292), situat în aceă regiune, Ă 

Sh =P(-a); 
căci în domeniul lui 29 avem fn (2) = P, (2— 29) şi seria 

> Pa (2— 20) = > fn (2) 

este, în virtuiea ipotezei, uniform convergentă întrun cere 
| 220| = r, situat în regiunea dală. 

124. Seria Laurent intră în cazul precedent. 
Fie - 

a. + po A “ 
Q (a) ua = Na + 3 a_pa . 

—— 9 +! 

Şi 29 un punct în coroană ; avem 
— a: (a = pe a PI fa dn = aa (ot 20 = Pal (a— 9), 

1 2 
An ton Gu (20 + 22 2) = pl2 (z— 29) Ș 

prin urmare 

Q(2) = Plaza). 
Qu(2), Q(),..., Qu(,... 

„un șir nelimitat de serii Laurent şi seria ZQ, (2), uniform conver- 
„genlă într'o coroană formată de două cercuri concentrice. Fie zg 
un punct în interiorul coroanei. Vom aveă, în domeniul lui 20, . ca ” - 

> Qu(9) = Plaza), 
u= 

Fie 

căci membrul întâiu se poate înlocui, în virtutea teoremei lui IVeier- 
"strass, printr'o serie unică Laurent, Q(2). 
PNI 

1) Punctele în cari vreuna din funcțiunile fn (2) devine infinită nu fac parle 
din regiunea de convergenţă. ! 

IE
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CAPITOLUL YI. 

SERIA TAYLOR. PRELUNGIREA ANALITICĂ A SERIEI 
| Ă TAYLOR. ” 

le— SERIA TAYLOR. 

125. Fie 
Ă . % 

(1)  P(a)= a 
- i n=o 

o serie întreașză și raza cercului de convergenţă al ei. Fie 29 un 
punct dat în interiorul cercului (I); punând - - 

2 = ol, 

cu condițiunea ca punctul (29 -+ hi) să fie în interiorul cercului (ID), 
vom aveă " 

4% * - 

P(2) = P(2o9 + h) = Xa (ap hr = Sa (9 + n XR he ah»). 
n=v u=u - . 

Să examinăun dacă seria din membrul al doilea se poate înlocui 
printr”'o serie întreagă convergentă de h. Pentru aceasta, fie R' un 
număr pozitiv, mai mic ca Î, însă oricât de aproape voim de R, 
și să privim h variabil, cu condiţiunea 

Jaol+lklsa. | 
Raportând punctul figurat de h la za ca origină, acest punet.va 

Îi situat în interiorul cercului sau pe cercul având centrul în Za și 
raza 

oe=hR'—|aol. 

In aceste puncte h, avem 

lan (zo+ h)|<| a, | R» ; 

prin. urmare scria ai cărei termeni sunt funcțiunile raţionale 
întregi de 

“
A
 —_
. 

an (To hh  -(n=0,1,2,...), 

este absolut şi uniform convergentă și suma sa se poate reprezentă 
printr'o serie întreagă de h, convergentă în acest cerc. Insă R' 
fiind oricât de aproape voim de R, conchidem că seria P(zy+ h), 
ordonată după puterile lui A, este convergentă în interiorul cercului 
cu centrul în 29 și cu raza 

o=R—|al|, 

adică în interiorul cercului descris din zg ca centru şi tangent in-
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terior cercului (R). In interiorul acestui cere, putem dar serie egali- 
tatea . - 

02) P(a+ l) = P(z o) 2 (za Pe) a he 

în care P'(29), pr(zi), „ PR) (2 sunt serii întregi de 20 şi anume 
. Li 

P'(2)= > Rp ap, 

P" (29) = > n(n—1) an ap? , 
(3) : 

Ph (2) = Zn (n—41) (n—2) ss (nm 1) a zh, 

. . 1... 1. . . 1. . 1. . . . . . . . . 

ale căror valori sunt finite pe cât timp 29 este situat în interiorul 
cercului (R); adică seriile P'(2), P "(a), ... sunt conv ergenie în 
interiorul cercului (R). 

In desvoltarea. (2) consistă seria Taylor. 
“Dacă facem zg = 0 şi înlocuim litera h prin z, obţinem s seria 

n , 
_ P(= po) +a ap PO) aa p.. 

n! 
” % 

zisă seria Aac-Lauuvin ;.ea coincide cu seria primilivă apa, 
E 7 o 

Seriile P'(2), P”(2), ... poartă numele de derivatele de ordinul 
d-u, 2rea, ,;., ale seriei P(2). Termenul na 2% fiind derivata ter- 
menului al mea a, al seriei. P(a2), rezultă din prima egalitate (3) 
că derivata P( 7) se obţine făcând suma derivatelor termenilor 
seriei P().. 

Egalităţile (3) arată că fiecare serie derivată se deduce. din' cea 
precedentă după acecaș regulă după care P'(2) se deduce din P(2). 

Pe egalitatea (2) scrisă sub forma 

P(a + P (20) = : P'(a) h+ Pt + 

se verilică continuitatea serici P(a) în vecinătatea punctului 29. 
Din această egalitate rezultă că avem | iai 

lina P (+ h)- — P (20) = p” ot 1) (ea) (20), h==0 h 

oricare ar fi drumul după care h tinde către zero. 
Punând h = da, produsul P'(z)dz se numește dijerenjiala- lui 

P(a) și de diferenţiala variabilei a. Se scrie - | 
dP(z) =P' (2)dz,
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de unde 

p (2) = (0 (0 „- 

da 

Aplicând seriei P'(z) e (2), avem - 

(n) (+ P' (ap Î) = P(z)+ Pe E p, = N) nai 
de unde | 

lin (zor) — Pe) — P” (2)... 
h=o 

Intr un mod general, avem 

v — (n dim Pin) (e F 2 P ao) — 2 p (n4 (a 7). 

Ă h=o0 

126. Din, transformarea seriei P(2) în seria Taylor a rezultat, 
„cum ain văzut; seriile derivate P' (2), P”(a), ..., cari sunt conver- 
gente în interiorul cercului (1). Coniergenţa seriilor” derivate în 

"cercul (R) se poate stabili direct în modul următor: Fie BR! un număr 
oarecare pozitiv: mai mic: ca R și M maximul lui |P( (2)] dealungul 
lui (5); avem 

Sa MI 
- Ă ai Sia ” 

Fie 2 un punct situat în interiorul cercului (1): 

a lo |=a<R'; - 
vom avcă' inegalităţile .- Sa 

: | M pn 
nia “ani | < n 3 [£ ). 

i ia => RO a 
din cari veziultă că seria aa | , 

p (2) = Snap ai 

este: convergentă în interiorul cercului (R), prin urmare și în in- 
"ieriorul cercului (BR); căci „putem presupune R oricât t de aproape 
voim de R. 

Se poate probă că cercul de conv vergenţă. al seriei derivate P'(2) 
” coincide cu cercul de convergență al seriei P(z), Este deajuns a: 
arătă ca raza cercului său de convergenţă nu poate fi mai mare ca R, 
Această proneziție rezultă imediat din comparaţiunea seriilor 

D(2) = at aluat e aaa i.) 
pa Ă adapa tt ma d o, 

căci, “seria „din parenteză i Da 

a . e . a 3 a al 

- A - 1 

7 DAVID EMMANUEL
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-are evident acelaş cere de conve ergență ca. seria P(a) Și incepând 
dela n = 2, avem” 

. - îi na 21| > Lea a |. 

Așadar seria derivată P'(2) are acelaş cere „de conv ergenţă ca și 
seria primitivă P(2). - 

„Im acelaș mod se conchide că seria P' '() are” acelaș cere. - 
de. convergenţă ca P'(a), prin urmare ca P(2), -ete. Aşadar. 
toate seriile derivate au acelaş cere de convergenţă ca seria: pri- 

„mitivă P(z ). “ | 
Să observăm că întrun punct situat: pe cercul de conv ergenţă.: 

“seria P(a) poate îi convergentă și derivata sa a P(2). divergentă; 
* aa - 

Astlel, de exemplu, seria X-— este convergentă pe. tot cercul” 
172 

| a|: = 1, exceptând” punctul. 2 =, pe. când derivata sa > a-i - 
este dive ergenlă pe tot sereul, a i 1 

2 197; “Sa înlocuiin în Oa a n) rin 2 și. MA prin z— 25, vom o ! 0: 

suc Pin)(20) , 
(2 ao)   4) PP) re eh 

Cercul „de convergenţă al seriei din mâmbrul al doilea al cărui 
centru este 2, este cel puţin tangent. interior. cercului primitiv (R), 
“adică raza “sa este cel:puţin egală cu R — | 20 |-. Reprezentând * 
această serie prin P (a— 29), avem egalitatea _ 

(5) i P(a) = P, (2— 20), Sa 

valabilă î în toate-punctele a: situate în interiorul cercului. deseris din Zog: 
ca. centru cu vaza Îi —| zg |.- Seria P„(2— 20) poaie fi privită ca: 
transformată seriei D (2) = % ap a, în care e înlocuim z prin to -+ 
(2— 20) şi punem . - 

FE (ea) = Pa (2- 20) - 

128. Referindu- -ne la” proprietatea 2 2% a seriilor P P(a- 2) (SU) 
E conchidem, în virtutea egalităţii (5), propoziţiunea următoare: 

"Dacă 'o serie întreagă P(a) se anulează întrun punct oarecare 
o situat în cercul său de convergență, există un „cerc cu centr ul în 

20 având o rază r >0, astfel că, în interiorul său, P() nare alt zero 
decât „9: adică zerurile lui P(2) în interiorul cercului” său de con-" 
vergenţă sunt puncte izolate, na ” A
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11. — PRELUNGIREA A ASALITICĂ | A SERIEI rar Lon. 

Serii deduse dintr'o serie de forma P(a- 29) sau continuarea, 
seriilor... : = a 

„129. Să considerăm seria 
a 

P (= = Sau (2— ao, 
o 

“al. cărei cere de conv ergenţă să-l reprezentăm” prin (B), R fiind- 
raza acestui -cere. Fie a, un punet situat în (R); vom aveă în do- 
meniul lii 2, înlocuind « 24 prin a + (a—z), 

- > Dr (a— 0) (2: 
| _ 2, pe-a) = P (2, mut te-a => 

| formulă care se deduce. din egalitatea - 

i PP poi) . - . > (a = : - J (23 + ) = be, 

dacă înlocuim 9 prin zi— o și h prin 2 2. Se reprezintă seria 
„din membrul al „doilea prin 

- e 

De (ez 25). 
Acest simbol va defini o serie întreagă de x Zu provenită . 

din seria P(2—9) în modul determinat mai sus. „ Avem așadar 
egalitatea .-.  - o - 

(2) E P (2— 20) = P (= 20 2), Să 

valabilă în interiorul cercului. descris, din a ca centru şi tangent în- 

terior cercului (DD - | . 

Se. poate întâmplă ca “cercul „de convergenţă (C.) al seriei. 

P(z— o, z)-să se întindă în afară din cercul (R); prin urmare re“ - 

prezentând ] prin R raza cercului (C 1) 5 ŞI. punând d= | un 20 |, avem 

R>R—d i 

Vom. vedea mai departe că în cazul R, > R = d, egalitatea 

0) subsistă - nu numai în regiunea considerată mai sus, ci în toată, 

“aria comună cercurilor (R) și- (C,). | 
Fie za un punct situat în interiorul” cercului (C ). Tnlocuind z 

prin 22 -t (î—a2) în seria “P(2— 20, 2), obţinem o nouă serie 

ordonată după puterile: lui z — 22, pe care.o reprezentăm prin 

-P(a- ao 2 22). a pi 

2) Dacă seria iniţială este Pa), scria dedusă relativ 1 purictul Xeo se notează : 

Plz 2)... 
pe a Da
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P(a- ao, 2) = P(z— ao : 2 o). 

- , GApIT OLUL "VI: E 

- Conchidem, ca mai sus, că în interiorul cercului descris din 
22 ca centru și tangent: interior cercului. (C 1 avem egalitatea 

„Fie. Ie raza cercului de convergentă (C,) al seriei din membrul 
al doilea și d = = | a— 20), vom aveă 

RI Rod 
Continuând în acelaş mod, obţinem seriile. - N 
Pr o 2, Za 23), ia P(a- — o zi E a. 2), 

- punctul 23 fiind situat în interiorul cercului de convergență (C) 
al seriei P(a 

P(2— To 2), , 

deduse, precum am. văzut, constitue contiriuarea sau prelungirea - 

— 79 Zu 23), .. - punctul în în cercul AC n—1). al seriei - 
a P(2— 2, Tu ... Tan) _ ” i 7 

"Seriile - - 

P(z-2o zu 2), ..., Play, Tu da am) 

analitică 'a seriei primitive P(a- —29), cea. d intâiu este: continuarea : 
imediată a ei, cele următoare o. continuă prin intermediul punctelor: 
Zi Toy see Dealtmintrelea, fiecare din aceşte „serii este o continuare! 
a celei câre o precede imediat 0 pa 

! 130.- „Fie 2, un punct în interiorul cercului (1); să reprezentăm” 
“prin ([1) cercul cu centrul în , și tângent interior cercului (N), 
Fie 2 un punct oarecare în (7) şi P(2— o, zu, 22) seria dedusă din 
P(a- ay a). Punctul ta fiind. în interiorul cercului (R), putem 
din seria primitivă P(z— 29) .să deducem direct seria P(z— zg, 22). 

   
Fig. 4. 

în interiorul cercului (7), avem. ._ ARE d 

C    

_Yoim să probăm că seriile P(z= 20 Tu 2) și 
P(a-— a, 73) coincid. 
În adevăr, în interiorul cercului (9) (fig: 4) 

> deseris din Ta ca centru și. tangent - interior 
- cercului (71); seria: P(z—a0, aa) este egală, 

în virtutea egalității (2), în acelaş. timp cu 
seria P(2—29) dela care provine și cu: seria 
P(2— 207 22) la care dă „naștere. Prin urmare, 

P(z-a0), = P(a— 20: zu a). 
"De altă. parte, reprezentând prin_ (2) cercul “descris din. za: 

a 

Insă , ) 

ca centru și tangent interior cercului (BR), avean în interiorul lui (72), 
Y 

P(z-— 29) = P(a— 20, 22). Ă 
cuprinzând în interiorul său: "cercul [05 rezultă că, în 

 Înteriorul acestui din urmă cerc, av cm . S 

Pap 2 z2) = P(z— 20, 23). 

2
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Aceste două serii fiind ordonate în acelaș mod după puterile 
lui 2—9 .şi egale între, ele într'o infinitate de puncic vecine cu 

„3 sunt identice. 
Din identitatea celor două sectii rezultă că cercul de conv ergență 

al seriei P(2— ao, 2 22): se întinde în afară din cercul (1), căci 
este. cel puţin egal cu (7). Vedem. astfel posibilitatea ca. cercul 
de convergentă al unei serii deduse dintr'o serie_dată de forma 
P(e- 29) să se întindă. în afară. din cercul de convergenţă al acelei 

„serii, - Da _ 
In acelaș mod se recundaşte că seria 

P(z— 20. Ti To 23), i Ă 

23 fiind -un punct oarecare în interiorul. lui (12), este identică cu 
seria P(2—ao, 23), dedusă direct din P(2—29). 'Intrun mod 
general, a; fiind un „Punct interior în acelaș timp cercurilor. (R) şi 
(Ti—), cel din urmă tangent interior celui Pintâiu, (i=1,2,3,...n), 
„avem identitatea 

P(z=— 20, 2. z;) == P(z— ag: ai). 
Dacă 2, = To; rezultă | i 

i - € 

P(2— 20, 2. ana 20) = P(z—a0). 

Observare.. In cele ce “preced putem evident înlocui cercurile (T;) 
prin cercurile de conve ergenţă (C;) ale seriilor deduse P(z— 20, Za. Ti), 

„cu condiţiunea ca punctele zi să fie toate interioare cercului (IN). 

131. Teoremă. — Dacă dintro | serie P(a- 29) deducer direct 
o serie -P(a— o, a), vice-versa, din. cea. de a + doua putem deduce. pe 
cea d intâtu. 2 : 

"Se poate întâmplă ca "punctul zo- centrul: “cercului de conv er-: 
genţă (Ih) al seriei P(z— 20), 'să fie cuprins în cercul de conver- 
genţă (C) -al seriei P(z—a0, a), sau să fie exterior acestui cere. 
“Im cazul întâiu, din seria P(2—a9, a) deducem imediat seria 
P(z= To; 4; 9) care esie ideritică cu P(a- 20).. 

Să presupunem că zo nu se găsește în interiorul cercului (0). 
Pe raza care unește zo și a să luăm între ele un- punct, z,, interior 
cercului (0, şi din seria P(z— 20 a) să deducem P(z-— ap, e, 2). 
serie identică cu scria P(z— 20, 2), dedusă direct din seria primi- 
tivă, Prin urmare raza cercului: de convergență (C,): al serici 
P(2—z0, a, 2) este mai mare sau cel puţin egală cu R—| z0—a |. 

Dacă (C,) conţine: punetul 70 deducem din ultima serie pe cea 
urmăLoare . - i 

| PP (2— 20 a, zi 70) 

care coincide cu seria P(2—29). In cazul: contrar, fie 72, un
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punct situat pe aceiaşi rază între To și 2, interior lui. (C 1). Din 
P(z—z z deduce seria P(z— ao, a, 2, 2), identică cu seria od > 0 o o ah 
“P(a-— sa dedusă direct din P(az— a prin urmare raza Cercu- 0 sa tă To 

lui de. convergenţă (C2) este mai "nare sau cel „Puțin egală cu. 
R | zo=a2].: : - 

Se_-pune: întrebarea dacă, continăând în acelaș mod, vom. 
ajunge. ca, prin intermediul unui număr limitat de puncte inter- 

„calate NE DI e E Ă 
Tip ay o. n 

să obţinem o serie P(r—ay a, dp îî- i) al cărei cere- de 
„convergenţă să „conţină punctul - EN In caz afirmativ, seria. 
P(r- ao, a, Zi e: as 29) dedusă dintr'însa este identică cu. seria 
primitivă. P(z— 2). “ - 

Rămâne dar de demonstrat că numărul opera jiunilor menţio- 
nate este limitat. Vom presupune, toate cercurile C tangenie interior 

cercului (1). Dacă propoziţiunea este a- 
devărată În acest caz, ca va fi cu. atâ. 

"mai mult adevărată: în cazul când C taie 
cercul (R). pe 

i “Fie dar.r, ru To -:- Ta, razele cercu- 
„rilor C, Ci, Ca, e. Ci şi d, du da. 
„distanţele respective ale punctului o de: 
centrele lor a, z, ap .:. za. Să figură m - 
prin Gay, ay ... punctele de_ intersec- 
țiune. ale „acestor cercuri cu raza E 
a-cercului (N), care trece prin punctul a, 
situat între 2 și centrele lor, şi fie 6, 6, 

  

u 2 e. laz
i 

ca
 

"Oa, distanele respective dintre 29 și aceste punete, Avem (fig. 5) 
egalităţile _- E Ma | 
of r= Raj Rd re = na, .. 

= d—r, S=d — ru = d, 2 To ec 

Teorema - va fi demonstrată dacă arătăm. că dela un rang în- 
„colo, cantităţile d, 6, 92 ..., încep a îi negative. Să presupunem 
punctele Ti aro luate astiel ca distanţele - | 

. Ba a = seci, - 

“Vom aveă (lie 5). | 
Ț . Pa -p _ Bi Rota 

2 d = a = m>r+ 3, de unde ua, >r;: 

  

_prin urmare _ E . 

(4) Ia d, = d—aa, <d—2r. 

.
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Deasemenea. E a | 

Ta 0 = 23 A = Tr >2 re — 3> 2r + ÎN ;. de unde aa; >ar 

“şi prin -urmare | E . Ma N 

(5) - 00 aa, <d—hri 

- In acelaș mod. - 
pr 

23 R IA >2n—>âr+ gi; 
  

de unde 

020 > Ar 
şi prin urmare | aa - | | 

(0). „03 = 63 — — aa < dsr. | - 

Continuând astfel, găsim 

d, < d—2 r, 2 

(1) DEEE 
5, < d— nr. 

Aceste inegalităţi justifică propeziţiunea noastră, 

132. Observare. Pic zu 2 n “punctele prin intermediul. 

-cărora trecem dela seria P(z— 29) la seria: P(x— 20, Zi Xa «e. 2). 

Dacă alegem --aceste puncte astfel ca fiecare să fie nu numai. 

"în interiorul cercului al cărui centru este punctul care-l precede, 

cecace este necesar ca una oarecare din seriile succesive să fie 
prelungirea imediată a celei ce o precede, ci încă să.se găsească 

în interiorul cercului al 'cărui centru este punctul următor, atunci 

aceleaşi puncte pot servi ca puncte intermediare peniru trecerea 

în sens invers dela P(z—zo. zu --- 2n) la P(z—z0). Numind BR; : 

raza cercului de convergență al. seriei P(z— zo- Zi se tă, avem 

în eondițiunile date e 
- |. o R; 

„ E Zizi — ăi Sg. . î E ” 

„133. Teoremă. —. Dacă cercurile de convergență a- două. serii 

P(a—a), P.(a—b) au o regiune comună şi dacă în vecinătatea 
unui pune c din această regiune seriile sunt egale într'o infinitate. 
de puncte: 10, aceste două serii sunt egale în toată regiunea comună ; . 

20, ele se pot deduce una din alta prin metoda prelungirii analitice. 
19, Din seriile P(z-a), P.(2—0) să deducem respectiv se- 

viile P(z—a, o), P 1(1— b, c); vom aveă, întrun cerc (C) descris din 

e ca centru şi cuprins în regiunea comună, egalităţile i 

P(z—a) = P (za, e), P, (= ) = P,(a— bc).
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Insă seriile din membrul întâiu fiind, “prin ipoieză, egale între: ele într'o infinitate de puncte vecine cu c, rezultă că senile din mmem- brul al doilea, ordonate amândouă după puterile lui z— e, sunt. “identice *. | i aa Sa 748) Plaza, Pula, 

Prin urmare pentru toate punctele ' 2 situate în cercul . (C) avem egalitatea - PR _ - | IN RE 
P(a- a) = P.(z—d). | | 

„Fie'a, un punet oarecare îni interiorul cercului (0). - Din x, - ca centru să descriem un cere (C,) cât se poate de mare, dar care să rămână în interiorul regiunei comune de convergență a seriilor | date. Cele două serii date fiind egale într'o infinitate de puncte . vecine cu 2 vom conchide, ca mai sus, că ele sunt egale în ot cercul (C.). Continuând astfel 'din aproape în aproape, rezultă că seriile P(z-a), Pi(2—0) suni egale între ele în toată regiunea comună: de convergenţă. E | | i „20, Partea a “doua a icoremei rezultă” imediat. din identitatea (8), obţinută mai sus. . Căci seria: P„(z—0) putând fi dedusă din seria P.(z—J, c),'se poate consideră ca o prelungire a seriei identice P(z—a, c) şi prin urmare ca este o prelungire a seriei P(z—a). Viceversa, seria P(2—a) se poate “privi ca o prelungire a seriei Pe aa Corolar. Dacă cercul. de convergenţă al seriei P(a2—0, 2) ? se întinde în afară din cercul de convergenţă al seriei P(a= 24), vom aveă egaliiatea ae o îi : 
D ș ȘI — . , | o P(x a) — P(z-— To 21), 

pentru toate valorile lui z cuprinse în regiunea comună celor două cercuri. Aceasta rezultă din propoziţiunea 410. 
1 

s,
 

134. Consecințe. 10. Dacă o. serie întreagă P(2) == 2 an 2 se. anulează într?o infinitate de puncte, situate în interiorul. cercului său de convergenţă, ca este identic nulă, adică toți coeficieniţii ap sunt nui... E A i | „În adevăr, fie ag un punct. limită al grămezii punctelor con- siderate și P(2— 29) seria “dedusă din P(2); seria P.(2— 29) este, în virtutea ipotezei, nulă într'o “infinitate de puncte vecine cu 20 Și prin urinare identic nulă. De unde rezultă că și seria P(2) este nulă în toată 'regiunea comună celor două. cercuri de convergenţă. „Fie a un punct situat în actastă regiune, cât mai aproape de punctul 2==0; seria P(a2) va fi nulă în regiunea comună cercului său de convergenţă şi cercului de. convergenţă al seriei P.(2— og, 2).
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* Continuând în acelaș “mod; ajungem, prin intermediul unui număr 

limitat de puncte, să deduceni o serie al cărei cere să conţină punctul 

z = o, în domeniul căruia seriă P(a) este nulă, şi prin urmare 
identic nulă. - | | 

Intr'un mod general,.dacă seria” P(2) este egală cu o constantă 

oarecare A întrun număr nelimitat de -puncte. interioare cercului 
său de convergenţă, vom aveă P(z) = A în tot cercul. “Căci seria 

P(a) —A se anuleăză în acele puncte. şi prin urmare este identic 

„nulă, N iN 

20. Dacă două serii P(2) P,(2) sunt egale într'o infinitate de 
puncte, interioare regiunei comune de convergenţă. ele coincid. 

39. Dacă derivatele de orice ordin ale seriei (2) sunt nule 
întrun punct 20 situat în cercul său de convergenţă, scria se reduce 

“la o constantă, Căci din egalitatea _ 

„a Dl) | pt) = SEI (ooap a 
| n! 

rezultă că în domeniul punctului 29 avem egalitatea 

| P(2) = P(2o)- | 

- şi prin urmare, în virtutea celor ce am.văzut mai sus, această egali- 

tate subsistă în tot cercul de convergenţă al seriei P(2). 

  

135. Limite între cari este cuprinsă raza cercului de convergenţă 
„al seriei P(a— za, 2) dedusă din seria P(a-— 20). 

Fie I raza cercului de convergenţă al seriei primitive P(z— - 20) 
șid=| aa 20]; aven 

ae R>R=d i a 
Ș - Yoim să arătăm că limita. superioară a lui R este N + d, 

adică. . | , : ă _ 
a E n <nrd 

7 7 N i , 
. Dacăd< 3, seria P(a2— 29) se deduce direct din (a — 20 25 

- putem așadar permuta NR, cu , ccace dă E 

. R>R—d, | 
„de unde - 

Ea o Mshrd 

-R _ 
 Inegalitatea subsistă şi în cazul d > 3 În adevăr, să presu- 

2 

punea R, > R + d. În acest caz cercul «de convergenţă al seriei - 

s 

P(2— 20 z,) conţinând punctul zp; avem R > Ra —d; „ceeace: . 
> este în contrazicere cu ipoteza. 

+
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. Așa dar în toate cazurile; averm N 7 

i RS RA+d. : aaa 
Tată o demonstrațiune directă a acestei inegalităţi:”. 

“ _R - e , Ia „7 Să presupunem d > =. Nu 'se mal. poate afirma: că seria 
P(2-— 29) se deduce direct din P(a— Zo 21), însă ca se va puteă. totdeauna deduce prin intermediul unui număr limitat de puncte Ta 23 ..., intercalate între ao.și 2, pe raza care unește aceste - 

o ” ” 
.- . . Li II 

două puncte. Să presupunem, pentru a fixa ideile; că trecerea se. face prin intermediul a două. puncte a, şi za (fig 6).- [7 Î. 
1 L d 

  
i 4 7 

4 i 
” “To - - Ta ” . . ta TI . „Fig. 6 DI 

Să piinem: | o N 
daia d Ha = aa d 3 — 293 
"Yom aveă | | a a - (9 datata 

Fie R, si N razele: cercurilor de convergență ale seriilor deduse 
2? 3 

a , succesiv din P(z—a0, 2); vom aveă i - 
(0). Mă Ra > Ru — di Ra > Rad... 

Din seria P(2—20 2 2 2) se deduce prin ipoteză seria. primitivă P(a- Zo), astlel că “trebuie să avem _ | 
(10) RR Ra da a a - 
Adunând cgalităţile (10) şi (11) și ţinând samă de relatiunca - ” (9), obţinem R > R, — d. . De “unde Sa ” UD Msn. Sa - Sa Sai pe ei d. Prin urmare în “toate cazurile ave a 
(19) Ras RusRrd 

Aşadar limitele căutate sunt E E 
i | R=d, Rd | | 

Limita superioară alui d, când z variază, fiind R, rezultă 
Osns. 

Se recunoaște lesne că R, este o functiuns continuă de poziţiunea : Pe 10 0 duncţi p punctului z,. In adevăr, fie a” un punct vecin cu 2 ȘI interior cercului (R), Ry raza cercului de convergenţă al seriei P(-— To 24). Această serie fiind identică cu scria P(— a 2 24), vom.aveă, în virtutea | 
. - o “Lb 1/2 > , inegalităţii (13), punând | 2-a, | = 6, - di | , | 

cecace justifică aserţiunea noastră,
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136. Din proprietatea continuității, rezultă că R, adiiite: un 

“minimum. Voim să probăm că minimul său este zero. Este evident 
că acest minimum nu .poate corespunde unui punct z; situat în 
interiorul cercului (N), ci acest punct va trebui să fie pe cercul (E). 

Să luăm, pentru a simplifică « scrierea, „puietul, 29 ca origină | 

și să considerăm seria. | 

” 4 

ie P(a2) = Zau 
o. 

al cărei cere de convergenţă va fi reprezentat prin (R). Fie zoun 
punct situat în 1 interiorul cercului (N); avem 

z Prea) Pl) =P(a; 29) = E FT (7-a 0, 
v , . 

pentru toate valori lui z cari satisfac. inegalitatea 

a | z—a za] <R. 

Să presupunem că minimul razei cercului de convergență 
„al seriei P(z, 20), când punctul o se mişcă în interiorul cercului 

(R), este un număr pozitiv 7. Vom probă că raza cercului de con- 
vergenţă al seriei primitive P(2) este ÎN + r. 

Prin ipoteză, seria P(z, 20) este convergentă întrun cere cu 

"centrul în zg şi cu raza r, 2p fiind în. interiorul cercului (1). Fie g 

un număr- pozitiv mai mic ca r și M maximul lui. | P(z, 0) | când z 

descrie cercul . “ : 

|a-z|= e; a 
i vom aveă (113) | 
a ae | Ip (| „- 

| n) sa Ia - -, 
“De altă parte, avem - . 

  

. x - a Ă 
Pl (2) =: 5 m(m-—1)... (mn) a a; 

_ - m=n e. ă 

prin urmare - - , 
_ | 3 m(m=—1).. (ma a mn cil „a 

man ni ” | 
„Fie „J cea mai mare dintre valorile „pe cari le primește M, când 

29 descrie cercul 

| Ă | 2|= R”, R' < E. 
Vom aveă a ” 

m (m— 1)... (mn) ai |< Je _ d 

  

_ . n!
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sau ÎN - L E - It a 

nl — a] R î]; sul]. 

Făcând n = 0,1,2,...m și adunând toate aceste inegalităţi, 
“obţinem 

- ” 7 R? mi | pia) | 
m. "0 ” n R 

an |R L + La Sh IN = IRT: | 

  

  

E | E . n. i . ” .. Expresiunea | a | Rm (n + 2.) rămânând mai mică: decât . 

"o cantitate constantă, oricât de mare ar fi m,:rezultă că seria 
| | . ” % - . 

- . P(a) = X ap an „DA ZI 

- este convergentă pentru toate valorile lui z, cari satisfac inegalita ea 

al <n(i+ 2). 
, R 

„Insă BR poate fi oricât de aproape de R și p de r, prin urmare: 
vaza cercului de convergenţă al seriei P(2) diferă oricât de puţin 
voim de R + r. De altă parte; raza cercului de convergență fiind 

„-0 cantitate constantă, nu poate”dieri de R + r cu oricât de puţin 
„voim, fără să coincidă cu această cantitate. Așadar raza cercului : 
de convergenţă 'al seriei: P(2) este N Pr e q.e.d. - 

137. Din teorema precedentă rezultă că dacă IN este raza --. 
cercului de convergenţă al unei serii- de forma P(2) sau P(z— 29), 
razele cercurilor de convergenţă ale seriilor deduse din ele, prin! 
metoda prelungirii analitice, au ca limită inferioară zero. * a 

_” Aşadar pe cercul (R) există cel puţin un punct a astfel că raza 
cercului de convergenţă al seriei P(2— 20, 2), 7 fiind în interiorul 
cercului (It), tinde către zero când a se apropie de.a. Un asemenea 
“punet se numește punct singular. - | 

138. Teoremă: — Dealungul razei care. trece printrun punct 
singular a, seria P(a— 9) nu 'se poate continuă, în afară din cerul 
său de. convergenţă. (2)... E _ | 

Această propoziţiune este cuprinsă în cea următoare: 
Oricare ar fi punctul a interior cercului. (D),: cercul de conper- 

„genă C al seriei P(u—ay a) nu conține în interiorul 'său pune- - 
iul a. | a a 
„Să presupunem că teorema nu este adevărată Și că ar există 
un punct: a” interior 'cercului (R) astfel că cercul de- convergență i . 

= ÎN A
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C al seriei P(i—ay 27), să conţină în înteriorul.. său a puneti a, 
Fie” 9 distanţa cea inai scurtă dintre u și cercul C și a” un punct 
interior regiunii comune cercurilor (R) şi C, situat între punctele 
2 şi a pe dreapta ce unește aceste ouă puncte. Raza R” a cercului 
de conve ergenţă al seriei P(2— zp, 2, 2”) dedusă din seria P(2— 20 2 9) 
esle mai mare “ca 6. Insă această serie! esie identică cu seria 

P(z— 70, 2) dedusă direct din 'cea primitivă, Aşadar raza cercului 
de convergenţă al acestei serii este mai mare ca O şi prin urmare 
nu poate tinde către zero când z” să apropie de a; ceeace este contra | 
ipotezei. Prin urmare. cercul de convergenţă al serici Ma ap 4) 

nu poale cuprinde în interiorul său punctul a. d e. d. 

„Corolar. Nu există serie de forma P.(2—a) al cărei cere de 
convergenţă să conţină punctul a și care în regiunea comună cu 
cercul (R) să fie egală cu seria P(a2:—z9). Căci atunci dacă z, 

x 

este un: punct interior regiunei comune, seriile respectiv deduse 
P(z—a, 2), P(z—ao 2) ar-fi identice. Presupunând punctul 
a, destul de aproape de a, cercul de convergenţă al seriei P.(z—a, 24) 

"şi prin urmare: acela al serici P(a— za, 2) ar conţine purictul « a; 

 xezultă, î în Virtutea ipotezei, că coeficienţii seriei P(z, a) sunt toţi 

ceeace este contrar 1coremei precedente. 

. 
E ci 

"139. Teoremă. — Dacă seria | 

. „ . . , [72] „- 

- P(e) = > i a Pa _ 

: 0 | 
, . - 

cu cercul de convergenţă. (1), are toți: coeficienţii săi reali şi pozitivi 

punctul 2 =. este un punct singular. 

Pentru a stabili această teoremă, să considerăm -două punete 

= 0, 2 = ap situate la acecaș! distanţă. de origină, cel dintâiu 

pe axa reală între origină şi punctul z = R, cel de-al doilea având . 
o .poziţiune oarecare pe cercul |z|=a.-Fie -  -. 

e m îi "ca (m) (a — pr 

p (2, a) = > poi (0)  P(aa) => P(20) 

seriile deduse din Pa). Di 'espreitianea 

Pin) (2) = > n(n — 1). (nm 4) an E DI 
nm e 

reali și pozitivi. In acelaș timp, în virtutea” egalităţii |lz|=a, 
aven - 

a pm (ai) |< Pit (m 0 

__De aci rezultă -că raza cercului de convergenţă al seriei P(a, d
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este mai mică, sau cel mult egală cu accea a "cercului de conv ergenţă, 
al seriei P(z, 29), oricare ar fi punctul 70 pe cercul | 20| = a. De. 
unde conchidem că prelungirea seriei P(z); î în afară din cercul AR), 
nu se poate face dealungul razei care trece prin punctul 2 = R. 

- De unde: rezultă că acest punct este un punct singular. 

„De exenipi, seriile. ze za au punctul a = 1, ca punct 
singular. - . „n , - 

Corolare. 1. . Dacă înlocuind z prin — z, coeticicnţii seriei, 
_ presupuşi reali, devin toţi pozitivi, punctul a=-—R este un punct 
singular. 2 i a _ 

II. — Dacă coeficienţii fiind toţi reali și pozitivi, sefia nu se 
“schimbă când înlocuim z prin — z,. punctele; z-= + Rsunt “puncte 
singulare. Intr un. mod mai general, „dacă coeficienţii fiind toţi 
reali Și pozitivi, seria conţine numai, puteri de z ai căror exponenţi E 
sunt multipli ai unui număr întreg pozitiv m, punctele 

. „iz 

a Re n (= 0, 12 m 4) 

sunt puncte “singulare. Căci seria dată rămâne e neschimbată când 
înlocuim z prin . a Stii 

| iz 

me m - - 
  

140,  Observăni. asupra. punelelor singulare. 
sI. — Fie a = a un punct ordinar (adică nu singular). pe cercul : 

de convergenţă (B) al seriei P(2) și o un punct situat pe raza care 
trece prin” punctăl c, interior. cercului. Presupunând Zo destul de 
aproape de a, cercul de convergență C al seriei „deduse: P(2— 29) 
va conţine în. interiorul său. punctul. a; prin urmare P(a— 20) va 

| aveă 9) valoare finită ŞI» în virtutea continuității, vom aveă . 

Dea - lim P(a, 20) = P(a, 20). 
* pa 

Insă își regiunea comună cercurilor (R) și C, seriile P(z) și 
P(a z, 20) fiind egale, rezultă. Sai o 

„lim P(2) = lim “Pta, 0) = P(a,zyj,- 
zr=a 2 . 

când z tinde către a “dealungul razei. Aşadar. conchidem, că dacă | 
"a tinde către un punci ordinar al cercului (R), dealungul razei care 

trece prin acest punct, seria P(=) tinde către o-limită finită. 
II. — De aci nu rezultă convergenţa seriei într'un punct ordinar 

al cercului (N (R). Contrariul poate.ave ă loc. Aceasta se poate verifică 
: lesne pe seria _ Pe - 

o PD Siret an =



“PRELUNGIRE AAN ALITICĂ A SERIEI TAYLOR o M1- 

din care deducem scria A . . 
Mo = 1 | 1? = (e =) +...] | 

12 zo—(7— 20) 1-2 I- a |. zl ) 

| al cărei cerc de convergenţă ( Care centrul său În 29 şi Lrece prin punctul 
= Î. Acest cere taie cercul (R) dacă Tg nu este real şi pozitiv. 

DB. unde rezultă că prelungirea analitică a serici P(2), în afară din 

P(2,20) =   

cercul de convergenţă, se poate face după orice vază, exceptând 
raza care trece prin punctul 2 = 1. Așadar unicul punct: singular 
este punctul z = 1], pe când seria este divergentă :pe Lot cercul. 
II: — Din cele zise mai sus (1), rezultă că dacă suma seriei 

P(2) tinde către infinit când z se apropie de un punct a al cercului 
(R), dealungul razei care trece prin acest punct, a este un punct Dă 
singular. | 

Reciproca nu este adevărată. Uri punct a pe (R) poate ti singular 
și limita către care tinde P(a), când a se apropie de a, să fie finită, 
Se poate chiar. ca seria să fie convergentă în. acel punct, ceeace 
trage după sine [teorema II a. lui Abel (105)] ca P(z) să tindă către 
o limită finită. Astlel seria . - | 2 ” 

îi 14% 
2 n - 

tate 

este convergentă pe tot cercul său de convergenţă, "deşi are pe aces 
„cerc cel puţin un punct singular, anume punctul z =.1. Vom vedea 
mai târziu că punctul « a = 1 este unicul puntt singular pe cercul - 
considerat. i 
„IV. Se poate întâmplă ca toate punetele cercului de conv ergenţă : 

"-al seriei să fie puncte singulare. 
„40, -Astfel este seria N a e a 

  

. p.-- 
4  P(a) = 2 ah! 

al cărei cerc de convergenţă are ca rază 4. 
Să observăm mai întâiu. că în virlutea teoremei (19) punctul 

„a = 1 este un punct singular). Al doilea; să considerăm un punct 
interior cercului |z | = şi i reprezentat prin expresiunea 

| dig. , 
(2) | z=a0 2 ol, 

„d şi p fiind două numere întregi pozitive satisfăcând inegalitatea. 

8) „osti 
1) Aceasta rezultă și din observarea III. a
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Pentru acesle valori ale. lui 4, seria se e poate scrie . 

Mo Pl) = a Sa a 
ii i ” n=il n=p - i 

Ra | , , 
Seria P(2) nu diferă deci de. seria | 

. | - - . 4 . i - o | . . .- 

05) Ls E e) en! | a | Mi 

Ă “n=p E, e . 

s- decât priit” o sumă de un număr mărginit: de. teiimeni. - Insă o=l 
a este un punct singular dl seriei (5); prin urmare punctul . 

a cota NE o . , 0. - git . | : 

către care tinde punctul (9), când o tinde către 1, este un punet 
a singular al seriei P(a). , - 

"Dând lui p și g toate valorile pozitive satistăcând inegalitatea (5), 
. obţinem o infinitate de puncte. singulare a, formând o” grămadă 

densă pe cercul |z|=.1; căci, precum se ştie, totalitatea numerelor ! 
"raţionale cuprinse întrun interval dat, constitue o grămâdă densă. 
De unde rezultă că nu numai grimada: (a), ci: și grămada derivată . 

„.aei, adică toate punctele cercului |z].= 1, sunt puncte singulare ale 
- seriei P(o). In adevăr, fie fun punct oarecare al cercului, diferit 
de un punct a: fi este un punct, limită. Dacă f n/ar îi punct singular 
al seriei, ar există tin“punct zp interior ceicului și un număr:e > 0,. 

"astfel încât cercul |z— zo|= 0 să conţie. punctul f și în' care 
seria P(z, o) dedusă din P(2) să fie convergentă. Ceeace este im- 
posibil, căci un. cerc care conţine în interiorul s său. punctul f conţine - 

şi puncte a.: Sa Sa iq d 
20. lată un al doilea csenqiv: Seria “ IN 

pi P= Sa Se | | no. | o 

în care u ese o: cantitate finită oarecare şi d un număr. întreg mai 
NE . mare ca Î, nu se prelungeşte î în afară din cercul său de. convergenţă. 

Să căutăm raza cercului! de conve ergeinţă. al acestei serii. Pentru 

Zi 

  aceasta obser ăm că “şirul „(n=o, 1, 2,-....), este con-. 
-vergent, și a e - 

2 
e. Da . . 7 PR LII manei 

a a “lim a 

    

=. - e - 

  

n Cs AR | 1) în descrește necontenit începând Ala n =2 şi limita sa, pentru n =, 

„este zero, Ma . IE . - 
Ă S 

Lă ? ..
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De unde rezultă, în “virtutea teoremei Cauchy-Hadamard (108) e 
raza căutată. este egală cu l, 

Dacă avem |a|< 1, seria este convergentă pe tot cercul ; în 
orice caz însă toate punctele cercului sunt puncte singulare. In 
adevăr, seria având cel puţin un punct singular pe-cerc, fie a acest 
punct și f un alt punct pe: acelaș cere, legat de cel dintâiu prin rela- 
țiunea 

ia A 
f=ac P 

P Şi q fiind două numere întregi pozitive, dintre cari q poate primi 

valorile 0, 1, 2, ... BP— 1. Inlocuind z prin —a, obţinem 
, a 

a (E) 
n=o 

an ai 

A 
ba

s 
n 

Însă orice punct singular al seriei P(a) este ev ridenţ un punct 
-singular al seriei -. . 

Ş n 
Sa ab 
p 

şi prin urmate, în virtutea egalităţii (3), un asemenea punct este 

punct singular și al seriei P [ 2) ; Așadar z=a este un punct sin- d 

gular al acestei serii; ceeace revine a zice că a = f este un punct. 
“singular al seriei P (a). - . 

Se recunoaște uşor că dând lui p valorile întregi 1, 2; ... co şi 

lui g valorile:0, 1, 2, ...bpP— l, numerele Î_ formează o grămadă 
br 

densă în intervalul (0, ... 1). De unde rezultă, ca şi în exemplul 
precedent, că toate punctele cercului de convergenţă sunt puncte 
singulare. - 

30. Exemplele precedente sunt cuprinse într'o clasă mai generală 
de serii : 

e 

(4) | (2) = RX 2 an an, 

în cari exponenţii Î, au pentru n> m, m fiind un număr întreg 
„pozitiv, un divizor comun care tinde către infinit î împreună cu m. 

In, adevăr, servindu-ne de notaţiunile de “mai „sus, avem, în 
acest , Caz, ă . _- . . 

> m—l i 3 Pi - Pi 

p(E-a]=2 LL (2) Pay a, an, - 
a a 

=0 n=m 

De unde tragem acceaș concluziune ca în exemplu 2: 
8 DAVID EMMANUEL
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141. Weierstrass este cel dintâiu care a pus în cvidenţă faptul 
că există serii întregi cari nu se pot continuă în afară din cercul 
lor de convergenţă. Primul exemplu ce a considerat este seria 

“4 _ . , * 

care se prezintă în teoria funcţiunilor eliptice (Werke, t. II, pag. 226). 
Demonsiraţiunea dată de Weiersirass se bazează pe formule stabi- 
lite în această teorie. | | 

. Seriile ce nu se pot continuă în afară din cercul lor de conver- 
- genţă au fost considerate la început ca excepţiuni. Astăzi însă s'a 
recunoscut că tocmai aceste serii constitue cazul general 1), pe când 
acele ce se pot prelungi sunt excepţiuni. Iată în ce mod Pringsheim 
(AL. A., t. 44, pag. 50) justifică această aserţiune: 

Fiind dată o serie întreagă 

P(2) = Zau, - 
putem, într'o infinitate de moduri, să extragem dintr'însa o serie 
“întreagă 

pla) = ap, n, 

care nu se prelungeşte. Este de ajuns, de exemplu, să luăm (20, 140) 
Pa =, b fiind un număr întreg oarecare "mai mare ca 1. Seria 

- aşă obţinută adniite cercul de convergenţă ca linie singulară 2).. Să 
reprezentăm prin: S-. ! 

(0) = Za, an a 
seria formată cu termenii . rămași ; vom avea 

P(2) = p(2) + po). 
Pentru ca P(2) să se poată prelungi în afară din cercul (N), este 

evident necesar ca, cel puţin, dealungul unui are al cercului, toate 
punciele să fie puncte singulare ale seriei (2), în aşă mod încât. 
aceste singularităţi să se compenseze cu acelea ale seriei p(2) şi să 
dispară în suma lor; ceeace nu poate aveă loc decât dacă există 
relaţiuni speciale între coelicenţii Com Cam adică dacă există rela- 
țiuni speciale între coeficenţii a, ai seriei date. De unde rezultă că 
dacă între coeficienţii a, nu există nici o relaţiune particulară. seria 
nu se poate “prelungi în afară din cercul său de convergenţă. 

S 

  

:) 'O serie Taylor se zice generală, dacă valoarea" coeficientului de un rang: 
oarecare este independentă. de valorile codlieienţilor precedenţi (Borel, Legons. 
sur Îes series divergentes, p. 147). - 

2) lată un exemplu foarte simplu: scria P(z) = an sc prelungeşte în afară, 
din cercul său' de convergenţă prin toate punctele, exceptând punctul z=1, 
pe când scria P(2) = Ja, extrasă dintr'însa, nu se prelungeşte după nici o. 
direcţiune (3, $ 140). !
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142. Derivata unei serii de puteri. Derivata .unei serii de puteri 

1 
negative »(2 ] se reduce Ja derivata unei serii „de puteri pozitive 

1 prin substituţiunea a = =. De-unde vezultă 
dă 

d [1 lo [l | 22 [2)=—p(1), da la a? zj - | 

și se conchide că derivata seriei se obţine făcând suma derivatelor 
termenilor săi. Acceaș concluziune pentru o serie de puteri întregi 
pozitive Și negative. IRI 

143. Teoremă. Derivata unei sume nelimitate de serii de puteri 
se opine făcând suma derivatelor seriilor. 

Fie în mod general 

Qu(2), Qe (2), «22 Qu(o), e. 
un șir nelimitat de serii Laurent, convergente într'o coroană şi astfel - 

ca suma Q, (2) să fie uniforni convergentă în aceeaș coroană. V om 
putea scrie egalităţile” «+ 

_ Q, (2) = P, (2— 20), 

San (2) = >p, (2-a) = P(2— ay), 
1 a - 

„so fiind un- punct. interior coroanei. Pentru a simplifică puţin sc scrie- 
rea, să presupunem origina transportată în punctul 2; vom aveă- 

E P, (2) = P(2). - 

Să ordonăm seriile cari figurează în ambele membre după pu- 
terile lui 2z— az, 2 fiind un punct interior cercului comun de con- 
vergenţă ; vom aveă identitatea 

> E Pb (23) | (=) = 3 Pa za, 
3 - m=o Lnz=a m! - m=0 | m! 

-de unde rezultă, dacă egalăm coeficienţii aceloraşi puteri ale lui 
2z— 2 din ambele membre şi dacă înlocuim zi prin z 

„ Pl) (2) = = 2 P, (m) (2), (m = = 0, l, „2, .. .). 

, - , i „qee.d. | 

144. Dacă seria P(a, 29) este prelungirea seriei P(a), derivata sa 
P'(z, 29) va fi prelungirea derivatei P'(a). 
ş*
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Să reprezentăm prin PU (z, 2) prelungirea seriei P' (7); ; vom aveă, 
în domeniul punctului zo, - 

P(2) = P(z, 20), P'(2) = Pl (a, %0)- o 

Insă cea dintâiu din aceste egalități dă P'(a2) = P'(a, 20); prin 
urmare | . | 

PU (a, 29) = P'(z,'20). 

Ambele serii ale acestei epalităţi fiind egale în “domeniul lui 20 
sunt identice. „- ” q.e.d.: 

CAPITOLUL VII. 

FUNCȚIUNI ANALITICE. 

_FUNCȚIUNI ANALITICE UNIFORME ȘI MULTIFORME. 

1. — FUNCȚIUNI ANALITICE. 

145." Fiind daiă seria 

- - Ş . 

(1) . _ P(a—29) = 5 aa (2 zo) 
n=o _ . _ 

al cărei cere de cotivergenţă C are o rază finită și diferită de zero, 
să presupunem că eă'se poate prelungi în afară din Cși fie P(z— 0, 24) 
continuarea ci prin intermediul punctului z, şi C, cercul de con- 
Vergenţă al acestei serii. Dacă P(z— 9, z,) se poate prelungi, fie - 
P(z— 20, zi &2) continuarea ci și Ca “cercul de "convergenţă ' co- 
respunzător, etc. Ă 

Toate seriile 

(9) Pizzo), Plz—ao ai), n, Pizzo as aa). 
sunt legate între ele în așă mod, că plecând dela una din ele ob- 
ţinem pe toate celelalte. i 

Totalitatea seriilor (2). constituie,: ceeace WVeierstrass numeşte 
funcţiune analitică monogenă 1) de variabila a. cc 

Una oarecare din aceste serii se numește un element al funcțiuni. ” 
Funcțiunea este complect definită dacă se cunoaşte un element al 
ei, căci din el putem "deduce pe toate celelalte. 

Printre elementele unei funcțiuni analitice monogene trebuie să , 

considerăm și seria P(- » care ține locul seriei P(z — oo), dacă 
a S 

această serie se poate dedu: e dintr! un element al “Îuncţiunii. 

  

1) Semniticarea epitetului de monosenă va rcieși mai departe când vom. 

vorbi despre expresiuni, “analitice.
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Pe cercul de convergență al fiecărui element se află cel puţin 

un punct singular, care poate fi comun mai multor cercuri. Punc- 
tele singulare ale elementelor se zic puncte singulare ale funcţiunii. 
De unde rezultă că o funcţiune analitică admite cel puţin un punct 
singular; | i Ă 

Fie P(2) o serie întreagă, convergentă în tâată întinderea pla- 
nului. Orice serie P(r—z9) dedusă din cea dintâiu va da aceleaşi 
valori ca ca însăș. Funcțiunea: ce această serie defineşte a primit 
numele de funcțiune analitică întreagă. In special se zice funcţiune 
întreagă raţională, sau funcţiune întreagă transcendentă, după cum 
numărul termenilor lui P(2) este limitat sau nelimitat. 

O funcţiune întreagă (raţională sau transcendentă) nu poate 
aveă alt punet singular decât punctul co. Vom vedeă că acest 
punct este punct singular. 

"146. Se poate întâmplă ca seria dată P(z— 0) să nu se pre- 
lungească în afară din cercul său de convergenţă după. nici o direc- 
țiune. În acest caz seria reprezintă prin sine însăş o funcţiune ana- 
litică a cărei regiune de existență constă în aria interioară. cercului 

- de convergenţă. Cercul poartă numele de limita naturală a fune- 
țiunii, | | 

147. In cazul când seriile se pot prelungi, cercurile lor de con- 
vergenţă acoperă o porţiune de plan, mai mult sau mai puţin mare, 
sau acoperă tot planul. - 

Funcțiunea fiind definită în fiecare cere, regiunea de existență 
„a ci este formată din aria acoperită de toate 'cercurile de conver- 
genţă din cari putem suprimă arcele interioare. Arcele rămase din 
'cari unele sau toate se pot reduce la puncte în număr limitat sau 
nelimitat,. constituesc limita regiunii de ezistență a funcţiunii. 

Regiunea aşă limitată este evident coneză (adică putem uni 
“două puncte oarecari ale ei printr'o linie cu totul cuprinsă în in- 
teriorul regiunii); ea este formată dinir'o porţiune limitată sau 
nelimitată a planului. . 

Din cele ce preced rezultă că o funcţiune analitică poate admite 
un număr limitat sau nelimitat de puncte singulare. Punctele situate 
în regiunea de existență a funcţiunii şi cari nu sunt singulare, se 
numesc puncte ordinare. 

148. Să reprezentăm prin simbolul (2) o funcţiune analitică și 
fie P(z—a) elementul primitiv care i-a dat naștere. Valoarea 
funcţiunii întrun punct ordinar zg, interior cercului de convergență 

“al lui P(a—a), este valoarea ce primește acest element în punctul zg.
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Dacă punctul ay nu se găsește în interiorul cercului de convergenţă 
considerat; putem, pentru a obţine valoarea funcţiunii în acest 
punct, procedă în modul următor: unim punctul a cu punctul zg 
printr'o linie arbitrară care să nu treacă prin nici un punct singular 
și intercalăm pe această linie, între punctele extreme, un număr 
suficient de puncte Ap Co Ga, 3. Gu, prin intermediul cărora 
formăm lanţul de elemente: . | 

P(z-a, a), P(2-a, ay, 2), AI P(a-—a, ây 3 n), 
astfel ca ultimul element să conţină în interiorul cercului său punctul 
%9- Valoarea acestui element pentru 2 = ap este valoarea corespun- 
zătoare a: funcţiunii. Din elementul din urmă putem: deduce seria 

P(z-a, Aro Aa sn Any 70)_ . . 
pe care o vom reprezentă prin P(2— 9) și care poate fi privită ca 
element al funcţiunii, astfel că în toate punctele interioare cercului 
de convergenţă al acestui element, avem , 

| | [= Paz), . Valoarea funcţiunii în g este termenul independent de (2-a) al. “seriei P(a- 20). | | 
Se vede în acelaș timp că în domeniul unui punct ordinar zg - „0 funcţiune analitică se pune sub forma unei serii întregi de 2— 29, 

al cărei cerc de convergenţă are ca centru punctul 2 și ca rază 
distanţa 6 dela acest punct până la punctul singular cel mai apro- 
piat. Căci, dacă raza ar fi mai mare ca 0, cercul de convergenţă 
ar conţine în interiorul său un punct singular și dacă ar fi mai mică 
ca 6, n'ar există nici un punct singular pe” periferia cercului. - 

Seriile de forma P(a— 20) fiind funcțiuni continue în cercul lor 
de convergenţă, rezultă că o funcţiune analitică este continuă în domeniul oricărui punct ordinar. De unde rezultă că putem scrie 

Aa) = lim fo). | I=7o0 

149. Din proprietăţile seriilor P(2— 20) rezultă imediat urmă- 
toarele proprietăţi ale funcţiunilor analitice: 

10. Dacă o funcţiune analitică 1) primește acecaș valoare într'6 
infinitate de puncte, având ca punct limită un punct oarecare 2, interior regiunii sale. de existență, funcțiunea este o constantă. 

De unde rezultă că punctele ordinare ale funcţiunii f(), în cari 
ca primește aceeaș valoare, sunt puncte izolate, adică, dacă avem [(20) = A, există un număr pozitiv r astfel că în cercul lz—zo|=r, 
funcțiunea f(2) — A w'are alt zero decât punctul 29. 

  

1) Vom presupune totdeauna că luncțiunea este monogenă.
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2. Dacă două funcțiuni analitice, având o regiune comună de 
existenţă, sunt egale înire ele într'o infinitate de puncte având ca 
limită un punct zg interior regiunii, ele sunt identice. 

Proprietăţile precedente pot să nu fie adevărate dacă punctul zo 
considerat face parte din limita regiunii de existenţă a funcţiunii, 
adică dacă ag este un punct singular al funcţiunii. 

Din cele ce preced rezultă că dacă, în vecinătatea unui punct, o 
funcţiune analitică primește aceecaș valoare de o infinitate de ori, 
fără a fi constantă, acel punet este neapărat un punct singular. 

150. Grămada punctelor singulare ale unei funcțiuni analitice este 
închisă 1). - . | 

In adevăr, dacă un punct limită a al grămezii punctelor singu-. 
lare, n'ar fi singular, ar urmă să existe un r > 0, astfel ca în cercul 
|lz—a]=r să avem f(2) = P(z—a), ceeace este imposibil, căci 
oricât de mic ar [i r, există puncte singulare ale funcţiunii î în inte- 

riorul cercului. : 

IL. FUNCȚIUNI ANALITICE UNIFORME ȘI MULTIFORME . 

151. Fie P(z—a) un element al funcţiunii analitice f(2) și o 

un punct ordinar oarecare. Să unim punctele a și zy printr'o linie” 
oarecare [, de o formă arbitrară situată în regiunea de existenţă 
a funcţiunii și care să nu treacă prin nici un punct singular, Pe 
linia L să intercalăm, între punctele extreme, un număr suficient 
de puncte prin intermediul cărora să formăm șirul de elemente co- 
respunzătoare care conduc la elementul P(z— 9) relativ la punctul 
za. Yom exprimă această operaţiune zicând că elementele se con-- 

“tinuă dealungul liniei L. , 

-Se mai poate zice că, dacă, luând ca valoare iniţială a funcţiunii, 

valoarea corespunzătoare elementului primitiv; ajungem la va- 
loarea sa finală în punctul ag, făcând ca variabila a să descrie linia 
dată dela a la za. Însă între a și g putem imagină o infinitate de 

"drumuri, situate în regiunea de existență a funcţiunii și nimic nu 

ne permite a afirmă că după toate aceste drumuri vom „obţine în 

o acelaș element. : | 

„Se zice că o funcţiune analitică este uniformă în regiunea sa de 
existenţă, dacă elementul iniţial rămânând acelaș, elementul co- 

respunzător unui punct ordinar &g oarecare este independent de 

drumul considerat L. In cazul contrar funcțiunea se zice multi- 
formă cu un număr limitat sau nelimitat de ramuri, după cum ele- 

mentele corespunzătoare unui punct ordinar oarecare sunt în număr 
limitat sau nelimitat. Ă 

  

1) Grămadă care conţine derivata sa (20, $12).
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Făcând să coincidă punctul final 7 cu punctul iniţial a, rezultă,. 

din definiţiune, că dacă Î(2) este o funcţiune analitică uniformă, ele- 
mentul său final este identic cu cel iniţial. “ 

Din definiţiune rezultă că o funcţiune analitică uniformă admite 
o valoare unică în fiecare punct ordinar. o 

192. Câteva considerațiuni asupra funcțiunilor analitice multi- . 
Jorme. Dacă funcțiunea analitică este multiformă, se poate întâmplă 
ca în unele puncte ale regiunii sale de existenţă, două sau mai multe 
elemente să primească valori egale ; vom zice atunci că atâtea valori 

“ale [uncţiunii sunt egale între ele în aceste puncte. | 
Să observăm că două elemente Pa (2— 20) și Pp(a—20) nu pot: 

fi egale între tle într?o infinitate de puncte în domeniul unui punct 
„ordinar zg, căci atunci ar coincide. 

„153. 0 funcţiune analitică multiformă se comportă ca o funcțiune 
uniformă în orice porţiune a regiunii sale de existență, în care nu 
ezistă puncte singulare şi care este limitată de un contur simplu. 

Voim să înţelegem prin- aceasta, că, plecând dela un punct z=a, 
situat într'o asemenea regiune, cu un element dat P(2-—a) al fune- 
țiunii, vom obţine întrun punct oarecare Zo, un element final, inde- 
pendent de drumul urmat de variabilă, pe cât timp. acest drum rămâne în interiorul regiunii considerate, - a 

Propoziţiunea este evidentă dacă regiunea considerată constă. 
din cercul de convergenţă al elementului dat. Ma 
„Să considerăm, pentru a fixă ideile, o porţiune a planului for- 
mată de cercul de convergenţă C al elementului dat și de cercurile 
C; Ca ale elementelor prelungite P(z—a, aj), P(z-a, a, a2), din - care suprimăm arcele interioare ariei: In această regiune ramura 

corespunzătoare elementelor precedente 
nare nici un punct singular. 

Fie L şi L” două linii situate în inte- 
riorul acestei arii şi unind între ele punctele 
a şi o. (Fig. 7). Să le presupunem destul 
de apropiate una de alta pentru ca fixând 
pe fiecare din ele câte două puncte 
a, f; a, f', arcele - - 

aa, aa'; af, af; fzo fi'zo 

să fie cuprinse respeeliv în cercurile C,C C2, 
astfel ca punctele a, a'; £, B', să fie, cele - | dintâiu două în regiunea comună cercurilor C, C, şi cele două din urmă În regiunea comună . cercurilor 
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Cp Ca. Să unim respectiv punctele a și a'; (și f' prin câte o. 

linie situată fiecare în regiunea comună în care se află punctele 

extreme. În virtutea acestei construcţiuni, ariile 

acd, dați, B'fze 
sunt cuprinse fiecare respectiv în interiorul cercurilor C, C, Cs; 

prin urmare elementul P(z—a) prelungit dealungul arcului aa sau 

dealungul drumului aa'a conduce la acelaş element final P,(z—a). 

Plecând din punetul a cu acest element, vom obţine după arcul 

“af, precum și după drumul aa'6'f, acelaş element. final Pe(z—f). 
In fine, acest element va da după drumurile Bo sau fB'2 To acelaş 

element final P(z— 9). 
Reunind la un loc de o parte drumurile aa, af, f.xg şi de cealaltă 

-parte celelalte drumuri considerate și observând că liniile ac', ff” 

fiind percurse de două ori după rând în sens invers, pot fi suprimate, 

rezultă că liniile L și L” conduc, dacă plecăm din punctul a cu ele- 

mentul P(z—a), la acelaş element final în punctul za. Vom zice 

pentru acest motiv că liniile L și L/ sunt echiealente... 

Considerând între punctele a şi zp un șir de linii L, L/! LL, „.: 
astfel ca două consecutive oarecari:să fie destul de apropiate una, 

de alta, prin urmare echivalente, conchidem că toate liniile cari 

unesc două puncte oarecari și sunt siluale cu totul în regiunea con- 

siderată, sunt echivalente. Ceeace demonstră teorema. 

"Se recunoaște lesne că două drumuri L, L”, cari unesc aceleași 

puncte Și cari nu irec prin nici un punct singular, sunt echivalente 

„sau nu, după cum elementul final obţinut când descriem curba 
închisă formată de cele două „drumuri — punctul de plecare fiind - 

acel: aş — coincide sau nu cu elementul iniţial. 

„184. Din teorema precedentă rezultă că dacă variabila z descrie 
o curbă inchisă, situată într'o regiune limitată de un contur simplu 

și în care nu se găsește nici un punct singular, elementul cu care 

plecăm dintr”un punct oarecare al curbei se va reproduce. Cu alte 

cuvinte, dacă un element P(z- a) se poate prelungi după un drum 

oarecare în interiorul unci arii A, limitată de un contur simplu, 

toate prelungirile formează o funcţiune uniformă în A. Nu este tot 

aşă dacă aria este cu contur multiplu. De exemplu, seria 

PR — IP i — n N 

P(z—1) = Ie (a E e (a- A —F (ip (221 a. 
p 

  

care, precum vom vedeă, dă naștere [uncţiunii logz, se poate pre- 
„lungi în toate direcţiunile în interiorul unei coroane limitată de două.
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„ cercuri concentrice cu centrul în origină, pe când funcțiunea Jogz nu este uniformă în această coroană, 

teciproca nu este adevărată,- i „Se poate întâmplă ca în interiorul ariei limitată de un contur simplu să existe puncte singulare: și elementul final să coincidă cu "cel iniţial. IE NE e Observare.. Intro regiune în care o ramură de funcţiune analitică multiformă n'are puncte singulare, se pot găsi puncte singulare ale altor ramuri; prin urmare, în interiorul cercului de convergenţă al unui element al său, -o asemenea funcţiune poate. aveă puncte sin- gulare: i 
i 

, CAPITOLUL VII, 
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IL — GENERALITĂȚI ASUPRA FUNCȚIUNILOR ANALITICE UNIFORME 

155. Dacă două elemente ale unei funcțiuni analitice uniforme au 0: regiune comună de convergență, ele primesc valori egale în toate punctele acelei regiuni. Căci în Tregiunca comună. funcțiunea fiind .reprezintată, prin definiţiune, de unul sau celalt. element și având o valoare unică în fiecare punct, rezultă că cele două clemente sunt egale în fiecare punct al regiunii. , | | „Deaci urmează că o funcţiune analitică uniformă nu poate aveă puncte singulare în interiorul cercului de convergență al unuia din elementele sale. Căci dacă un punct singular a situat pe cercul de convergență al unui elemenţ P(z—a) ar fi în interiorul cercului de convergenţă al unui alt element P(2—0), cele două cercuri ar aveă 0 regiune comună, în. care elementele corespunzătoare ar fi egale; ceeace este imposibil. 
E Din cele ce preced conchidem că punctele singulare ale unei “funcțiuni analitice uniforme nu poi formă o arie, oricât de mică ar îi; prin urmare în domeniul unui punct singular oarecare se găsesc puncte ordinare ale funcţiunii. a 

156. Se zice despre.o funcţiune analitică uniformă, care n'are puncte singulare într'o regiune dată, că este olomorfă în aceă re-. giune. : i E - Fie /(2) o funcţiune analitică uniformă într?o regiune dată și 2 un punct ordinar oarecare interior acelei regiuni. In domeniul lui.
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29 Îuncţiunea f(2) este olomoriă și se poate pune sub forma . 

d (2) = P(z- ao), 
membrul al doilea fiind o serie întreagă de (2— 70), convergentă 
în cercul cu centrul în ag și trecând prin punctul singular'al lui îl), 
cel mai apropiat de ap, adică de punctul cel mai apropiat de 29 în 
care funcțiunea încetează de a fi olomoriă. Căci, primo, cercul de 
convergență al lui P(2-—zg) nu poate conţine în interiorul său 
puncte singulare ale iuncţiunii (135) ; secundo, dacă punctele singulare 
ale lui /(2) ar fi toate exterioare cercului, acest cere mar îi adevăratul 
cere de convergenţă, care conţine pe periferia sa cel puţin un punct 
singular al funcțiunii. Egalitatea (1) este valabilă în interiorul 
cercului de convergenţă al elementului P(z— 20), căci /(2) se con- 
fundă cu elementul său în cercul de convergenţă corespunzător. 

Dacă funcțiunea este olomoriă în domeniul “punctului. co 
(7o = 00), egalitatea (1) trebuie înlocuită prin cea următoare 

Do = Pl); 
+ 

7 

, 1 L . . . căci punând 2 = » funcțiunea Îl este, în virtutea ipotezei, olo- a? 
morfă în domeniul punctului pr = %, de unde rezultă forma 
Ii - | (i)= ro 

și prin urmare forma (2). 
, 

157. Teoremă (WWeierstrass). O serie de funcțiuni olonior/e, uni- 
Jorm convergentă într'o regiune dată, defineşte o |uneţiune olomonță î în 
aceeaș regiune. - - 

“Demonstraţiunea acestei icoreme este identică cu cea dată ($ 193) i 
în care funcțiunile considerate sunt raţionale. 

158. Fie 

(1) ya), = Fo), 
două funcțiuni analitice olomorfe, cea dintâiu într'o regiune (A) î în 
planul variabilei z, cea de a doua într'o regiune (B) în planul varia- 
bilei g. Dacă unui punct zp din (4) corespunde un punct yo din 
(B), = devine, prin substituțiunea y = f(2), o funcţiune analitică” 
de 2, olomoriă în domeniul punctului 9. In adevăr, în virtutea 
ipotezei, putem scrie respectiv în domeniile punctelor To; o 

2) yo = (220) Plz— ao), 

(5) 3 = Pi(y= yo). -
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-* Seria (2), care reprezintă funcțiunea Y— Yo anulându-se în - acelaş timp cu 2 — 29, rezultă că membrul al doilea din (3) devine, prin substituțiunea (2), o serie întreagă de z- zo, | 

i s= Pa(r— 70) 

convergentă în domeniul punctului zi q.e.d. 
159. Puncte singulare. Fie Î(2) o funcţiune analitică uniforină Și a un punct singular. In domeniul acestui punct, funcțiunea nu se poate pune sub forma 
i f(a) = P(z- a). 
Se poate însă întâmplă ca produsul funcţiunii printr”o putere con- venabilă (2—a)n, m fiind un întreg poziliv, să se poală pune sub forma 

o 

(2-0) A) = P(r-a), 
sau ca 0 asemenea expresiune să fie imposibilă. In cazul întâiu, „Punctul a se zice pol; în cazul al doilea 1) acest punct.a primit numele de punct singular esenţial.  Polurile şi punctele singulare esenţiale suni puncte de discontinuitate ale funcțiuni. 

160. Fie a un pol al Iuncţiunii f(2). Dacă m este cel mai nuc „Număr întreg pozitiv, astfel ca în, domeniul polului să avem 

() (2-a)ij(a) = Pla-a) 2 I ante apph, “ | 
o 

coeficientul ag va fi diferit de zero. Numărul m așă determinat se „zice ordinul polului a. - 
Ecuaţiunea (1) se poate scrie Di PND Pta) 

sau " : 

o - WU, Um— ; Ă 

  

  

(5) Ax) = 

* Suma termenilor din mernbrul al doilea, în care figurează (2— a) la numitor, se zice partea principală a desvoltării funcţiunii în do- meniul polului a, Expresiunile precedente ale lui (2) ne arată 'că multiplicând funcţiunca (2) cu (a— a)”, sau scăzând din (2) partea să principală relativ la polul .a, rezultatele obţinute 

(cai (za) IT P, (2-a), ao. . 

o (acc  a|tpei a sn   

sunt funcțiuni olomorfe în. domeniul acestui punct. 

1) Este vorba esențialmente de funcțiuni unitorme, 
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161. Dacă în domeniul unui punct a funcțiunea f(2) se: poate 
pune sub forma - 

[= (i Pe-o, 
în care Aa | . . 

Dat at i, 
za z—a (rap 

punctul a este un pol sau un punct singular esenţial, după cum: 

"(sa 
are un număr limitat sau nelimitat de termeni. Căci în cazul din urmă 

nu există număr pozitiv m. pentru. care forma (1) să i poată fi satis- 
făcută. 

162. Polurile funeţiunii analitice uniforme sunt izolate de zerurile - 
funcţiunii. In adevăr, presupunând că punctul -a este un pol de 

ordinul m, avem expresiunea (2) în care P(z—a) este diferit de 
zero în punctul a= a. Însă, în acest caz, există un număr pozitiv 7, 

astfel că pentru toate valorile lui a: interioare cercului la—a|=r, 

P(z— a) nu se anulează; așa dar în interiorul acestui cerc, f(2) nu 
se poate anulă i 

Acecaș expresiune (2) arată ca_polurile sunt puncte izolate între, 
ele; căci, în cercul de convergenţă al seriei D(z- a), funcțiunea 112) 
n'are alt pol decât punctul a. 

163. Din cele. ce preced rezultă “că dacă o funcţiune analitică 
uniformă are în domeniul unui punt a o infinitate de zeruri sau 
de poluri, acel punct este punct singular esenţial. Căci un asemenea 
punct nu poate fi nici punct ordinar, nici pol. 

Reciproca nu este adevărată. In domeniul unui punct singular 
esenţial o funcţiune unilormmă poate să n'aibă nici un zero ȘI nici 

A 
un pol.. De exemplu, funcțiunea f(a) = ez, pe care o vom studiă 

mai târziu, pentru care a == 0 este punct singulai: esenţial. 

„2.164. Se zice despre o funcţiune analitică uniformă, care n'are 

nici-un punct singular esenţial. într'o regiune dată că este meromorfă 

„În accă regiune. Zerurile și polurile unei fuincjiuni meromorie într'o 

regiune dată sunt, în virtutea celor zise mai sus, în număr limitat. 
Dacă dar o funcţiune analitică uniformă admite o infinitate de zeruri 
sau de poluri, ea are cel puţin un punct singular esenţial, situat la . 
distanță finită sau la infinit.
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165. Fie a un pol de ordinul m Și r raza cercului cu centrul în acest punct în interiorul căruia (a) nu se „anulează şi nu are alt punct singular decât a. Punând Î() sub forma (2) ($ 160), | P(a—a)| va admite în cercul considerat un minimum pi > 0. Vom aveă 

Ifa|= | P(2— a).] Hu 
ep e 

„Pentru toate valorile lui a cari satisfac condiţiunea 

la—a]<opa<r. 
De unde rezultă că l/(2)| poate deveni mai mare ca orice număr pozitiv M, când a.se apropie de a, după orice direcțiune voim.. Este deajuns a luă ! - | Jun 

u 

166, Seria P(z — a), considerată mai sus, fiind diferită de zero în interiorul cercului |z—a | = r, vom puteă scrie, în domeniul . punctului a, 

de unde a a Ă 
. 1 . . 

. _ 

2 = (2-a) P(-a). 
Aşa dar, în domeniul: unui pol a de ordinul m, inversa funcţiunii,. i este o funcţiune olomorlă, pentru care punctul a este un zero MO tag ou Via PEN care Duet a st de acelaș ordin. Viceversa, dacă a este un.zero de ordinul m al funcţiunii f(2), a .va fi. un -pol de acelaș ordin al funcţiunii in- verse —: 

| i C)) 

„167. Un punct singular esenţial al unei funcțiuni analitice unui forme f(2) este punct singular. esenţial și pentru funcțiunea inversă. fie a un punet singular esenţial al luncţiunii /(2). Dacă a ar fi pol al funeţiunii 7 ar urmă, după cele văzute mai sus, ca în do-. meniul acestui punct, inversa 'sa, (a), să fie olomoriă, admițând punctul a ca zero. . * Si i _ e . al - 
Dacă a ar îi un punct ordinar al funcţiunii 12) inversa sa, z “ Î(2), ar admite acest punct ca pol sau ca puhet ordinar, după cum a ar Îi un zero sau nu a] lui Ta): Ambele rezultate însă fiind con- 

. . . s 2 
, 

- 

z
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irare ipotezei, punctul a nu poate fi decât un punct singular esen- 

țial al funcţiunii —. 
I(2) 

168. Tot ce s'a zis despre o funcţiune analitică uniformă în do- 
meiul unui punct a, ordinar, pol sau punct singular esenţial, sub-. 
sistă și când a = oo, cu singura modificare că în acest caz înlocuim 
(2 — a) prin Ze - 

Astfel, dacă a = co este un pune ordinar, avem, precum am 
văzut, în domeniul acestui punct i ă . | 1 

fa) = P ). 
a 

Dacă punctul co este ui pol de ordinul m, expresiunea (2) (160) 
se.va înlocui prin cea următoare ” 

, | Î(a) = an P =) „IP (=) Lo. 
| Ă e . “ z=z:- 

a cărui formă desvoltată este 

A) = Aa + Aga + es E Amon ab Am + Ami - i aa 

” -Ao.. 

Putem face să dispară polul oo, multiplicând f(2) prin a sau 
scăzând din /(2) partea sa principală relativă la acest pol, care aci 

"este polinonul | - 
A | 

Aa + ... + Ama ti i 

In fine, punctul co va fi punct singular esenţial dacă nu există 
număr întreg pozitiv m, astlel ca. 2— f(a) să se poată pune sub 
forma 

: 

ah fa) = P (=) „ | i az]: 

169. -Teoremă (Liouville). O funcțiune analitică uniforma are cel 
„puţin un punct singular situat la distanţă finită sau la infinit. 

Să presupunem că funcțiunea nu are nici un punct singular la 
distanţă finită, adică este o funcţiune întreagă. In acest caz, eg, se 
reprezintă printi”o serie întreagă | ae 

. ă . % 

(1) E Î(2) = ana, 

egalitatea fiind valabilă în cercul |z|= N, Î având o -valoare 
arbitrar de mare. Să presupunem că |f(2)| ar admite pe toată 

“sfera (Lot planul a inclusiv punctul 00), o limită superioară finită
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M. Dealungul cercului |z|= R vom aveă aşadar If |<M şi 
prin urmare coeficienţii a, ai egalităţii (1) vor satisface inegalităţile . 

(0 aa Rn ÎN aa 

Coeficienţii a, fiind cantităţi constante, iar membrul al doilea 
tinzând către zero, când R tinde către infinit, rezultă că coeficienţii 

„seriei, afară de coeficientul ag, sunt toți nuli. Funcțiunea f(2) se 
reduce la o constantă. | | | 

Corolar. O funcţiune olomor|ă pe toată. sfera este o constantă. 

170. Teoremă. Permanenţa relajiunilor analitice. Fie 

(1) n = hi), ya= l(2); oa Un = h(2), 

n funcțiuni analitice uniforme, având o regiune comună de existenţă. * 
Dacă între elementele lor corespunzătoare unui punct ordinar EA 

(2) Pu(z— 20), Pa(z— o), ..., Pa (= 20), 

convergente în acelaş cerc C, există o relaţiune raţională şi întreagă 

(3) e FIPu(z— 0), cs Palo] 20, 

pentru toate valorile lui z interioare acestui. cerc, relațiunea sa sub- 
sistă între funcțiunile. date în. toată regiunea comună de existenţă. 

Este de ajuns a probă că relaţiunea subsistă pentru prelungirile 
elementelor (2). Pentru aceasta, să observăm că înlocuind elementele 
(2) prin expresiunile lor desvoltate, membrul întâiu al egalităţii (3) 

“se reduce la o serie Z(a— 29), convergentă în cercul C, identic nulă 
în interiorul acestui cere. Fie z, un punct interior cercului C și 

P(2— 20 a), ..-, Pozzo ai), 

elementele prelungite corespunzătoare. Să presupunem că ele sunt 
„convergenie într'un cere C,, care taie cercul C. Să substituim fie- 
cărui element dat, elementul prelungit ; membrul întâiu din (3) se 
“transiormă în o serie .(z—,), convergentă în C,. Insă, în. 

__vegiunea comună - celor două cercuri, "elementele - | 

Pi(z— ao), Pi(z—zo za), (î=1,2,3,...,n) 

fiind. egale, seria Z(2—a) va fi egală cu seria Pa z9), adică 
nulă ; prin urmare ca va fi nulă în tot cercul C. .  qie.d. 

În virtutea acestei teoreme, relațiunca (3) se poate înlocui prin 
relaţiunea 

aa Ă T(au Y> ...] Yn) = 0, 

valabilă în toată regiunea de existenţă a funcţiunilor y.
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171. Teoremă. In domeniul unui punct ordinar modulul unei 

funcțiuni analitice uniforme nu admite mazimum. A 

Fie zg un punct situat în acel domeniu și să presupunem că 

| f(0) | este maximuni, adică | /(20) | > | [(2)] în domeniul con- 

siderat. In cercul |a—a o|=r cuprins în acest domeniu, avem 

[0 = E an (ea), ao Aaa) 
“Reprezentând prin M maximul lui 2 | pe cere, avermn inegali- 

Lăţile Ă 
a N 1) 

| | la | <zii 

de unde în special _ - 
la |= fo) | <A, 

inegalitate care exclude ipoteza că | (2) | este maximum. 

Cea mai mare valoare a modului funcţiunii f() nu poate dar 

aveă loc decât pe cere. | _ 

De unde rezultă că dacă dăm lui r valori crescânde fără ca cercul “ 

să întâlnească un punet singular al'funcţiunii, cea mai mare valoare. 

"a modulului |/(2)| creşte împreună cu r. 

  

- 2) Coeficienţii seriei sunt daţi de egalităţile 
5 az Ă 

1. —ni0 

an = Sara [e m [lo -+- re! 0) d0. 
“ o . - 

Pentru ca să avem egalitatea 

sui Aaa 
at Zis timer? i 

este necesar. ca argumentul Îuncţiunii sub semnul | să: fie constant în inter- 

valul (0, 27 7), căci modulul unci sume nu poate fi cgal cu suma modulelor, decât 

dacă toţi termenii au acelaş argument; prin urmare, esţe necesar să avem - 

arg [ze + rei0 ) =n0 +0, lo = const) 

De unde expresiunea 

[to + rei? = | [to + rei O eil 
M 

Fie M maximul lui |/(: j pe cercul (r); pentru ca. egalitatea an |= = 
r 

să fie posibilă, este necesar să avem _ 

î(n0 4-0) 

| fre = rel?) = mgb + *) 
și prin. urmare pentru ca egalitatea . ” Ț 

| do | = N 

să fic posibilă este necesar să avem 

5 j(o re 0, = Melo , 

adică funcțiunea f(z) este constantă dealungul cercului și prin urmare ca se . 

reduce la o constantă, după cum știm (10, Ş$ 149). Ă 

- 9: DAVID EMMANUEL
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Corolar. Dacă [(o) o, |f(a) | nu admite minimum în dome- - 
niul lui ze și cea mai mică valoare ce poate primi modulul fo: 
într” un cere cu centrul în Zo situat în domeniul acestui punct, are 
loc pe cere; Este deajuns; pentru, a Justilică această propoziţiune, 

să considerăm funcțiunea — » penru e care punetul 20 este un punct Ia 
“ordinar. 

172, Fie z= £+i, fa) = P(£ 1) -+- iQ(6, -)), P și “q Iunc= 
ţiurii reale de variabilele reale. £ şi 7). Teorema precedentă subsistă 
pentru funcțiunile P și Q în domeniul considerat. In adevăr, repre- 
zintând prin A maximul-lui |P | și prin B maximul lui | el pe 
cercul | z— z9 |: = 7, avem “a inegalităţile 

1 
lol <a last) 

. 

ȘI, în special, i i | 

| a | = (20) =] P(£0710) + iQ(&, 110) |< fs 

deunde |. | Da a | 

. | P(&o, mi a 
Q(£o 10) | < 

173. Derivata. Fie -seria 
. ca 

P(z— 20) = Ia, (2 ay) 
E ia o - ” 

și derivata sa . - - 
a , 

P (2- 2) = > na, (z— za). 
> . 9 - 

Se știe că aceste două serii au acelaş cere de convergenţă C; 
punctele singulare ale seriei derivate sunt deci situate pe acest cerc. 
Voim să. demonstrăm că punctele singulare ale celor două serii coincid. 

In adevăr, dacă a este. un punct ordinar al seriei P(z—z9), 
situat pe cercul C, există un punct z, interior acestui cerc astfel că 
cercul de convergenţă C, al seriei prelungite P(z— oz), prin. 
urmare și al seriei derivate . P'(z— ao, 2), să conţină- punctul a. 

| Deci punctul a este un punct ordinar al derivatei P'(2—zg), 
„a cărei prelungire analitică, prin intermediul punctului z,; coincide . 
_cu derivata seriei prelungite. i 

„Reciproc. Un punct ordinar al derivatei P” (a co), situat. pe 
cercul de convergenţă C, este punct ordinar a] serici propuse P(z— 29). 

  

2 Egalităţile n nu pot aveă loc, decât în aceleaşi condițiuni ca mai sus (nota).-
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Răţionamentul este acelaș. De unde rezultă propoziţiunea enun- 
. a N .. 

țată. Ă ” Ă ” 

114. Din cele ce preced rezultă că derivata P(z-a) definește 

o funcţiune analitică monogenă având aceeaș regiune de ezistenţă ca 

funcțiunea născută din elementul primitiv. P(z—a). Reprezintând 
această funcţiune prin Hz) şi cea născută din P'(z—a) prin f'(2), 

vom zice că f'(2) este' derivata lui f(2) și f(2) funcțiunea primitivă 
sau integrala lui f'(2). | 

Funcțiunea f() şi derivata sa f'() au, în virtutea propoziţiunii 

din. paragraful precedent, aceleași puncte singulare situate la dis- 
tanţă finită. Punctul z = oo, nefiind în interiorul nici unuia. din . 

cercurile de convergenţă nici pe vreunul din aceste cercuri (punctul 

iniţial fiind presupus la distanţă finită), cere a fi examinat deosebit: | 

Să presupunem că funcțiunea [(). este olomortă în domeniul 
punctului z = co, adică ” 

po = (1) =. 
vom aveă 

aaa 
fi) IS 22 aă pi , . , , 

Prin urmare derivata este o funcţiune olomorlă în domeniul 

acestui punct. | 

Deciproca nu este adevărată. “Fie de exemplu, funcțiunea * 

= 1.) a =2+P() | 
pentru care punctul z = co este un pol, pe când derivata 

sa a of [a =1—P( 
este olomorfă în domeniul acestui punct.. 

- 175. Tie je 2) o funcţiune olomoriă în domeniul unui punct zoy: 
adică IC . | 

(Do N) = Plaza); Si 
vom aveă, în virtutea definiţiunii derivatei, a 

(2) RD 
în domeniul aceluiaș punct. De aci rezultă egalitatea ij 

| (3) ă E /(o = = lim fa) — 12) — 10) 

za T—2 , 

oricare ar fi drumul după care z sc apropie de zo. z fiind predupus. 

situat în domeniul lui zg. De unde conchidem că :regulile.după.cati 

9* | ”
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se obţine derivata unei funcțiuni analitice sunt cele date de calculul 

diferenţial ; căci acele reguli rezultă din formula (3) ce satisfuce deri- 

-vata funcţiunii întrun punct ordinar oarecare o. 

180. Interpretare ş geometrică. Transformare conformă. : Existenţa 

unci limite finite a expresiunii 

Noi 5. 
T— 09 

“când a se apropie de zp după orice direcţiune voim, se traduce 

prinir'o proprietate geometrică interesantă. 

Să considerăm variabilele z și 7 raportate la două sisteme de 

axe rectangulare (£, 1), (u, 2), situate în două plane diferite. Re- 

laţiunea y = f(2) stabileşte o corespondenţă” între punctele z și y 

ale celor două plane, sau cum se mai zice, o reprezintare a planului 

a pe planul y. Dacă punctul z descrie o curbă p(£, 7) = 0, punctul 

-7 va descrie o curbă wp(u, 1)=0. lată proprietatea geometrică ce? 

caracterizează o funcţiune analitică î în regiunea ei de existenţă. 

Dacă y = f(a) este o funcţiune analitică, unghiul sub care se taie 

două, curbe (2) întrun punct o, în care derivata Î'(0) este finită şi 

diferită de zero, este egal cu unghiul sub care se taie curbele corespună- 

toare (y). . - ” 

In adevăr, fie a Și 25 două puncte vecine cu 29 și nu în linie 

dreaptă. cu cl; Vo» Yo Ye valorile lui y corespunzătoare valorilor 

2 

20, Ta, a. Vom aveă Să 

. PU , 1>— 3 
(0) im Pe = lim Pe = p(a), 

zuza 01 o .- aşa, ta” 20 

> 

Să punem 

a = ro > rel ae 

Vi Vo = O. 0i% Va 0 0oe2 0 

. Egalitatea (1) devine .. ... -- j A 

  

£ 
pe E lim 2 cito-0) — lim E2 gilorde ; 

| Li ă Ia “ r=0 TI Ta=o Te 
Le | „MPa | 

Fig. 8 „de unde egalităţile ” 

(9) = lim fn — lia Ba» ; lim (0,— 0,) = lim (o2- 02). 
ra Ta ? 

Ultima egalitate scrisă sub forma 

(3) o lim (02—0,) = lim (0 0-0) 

demonstrează proprietatea enunțată mai sus; căci. limita către
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care Linde diferenţa 0, — 0, când a, şi a se apropie de co după 

două curbe oarecari C, Ca trecând prin acest punct, este tocmai 

unghiul sub care cele două curbe se taie; aceiaș semnilicare o 

are lim (o2— e) relativ la curbele corespunzătoare /,, [2 descrise 

de y, și ” | 
Neglijând cantităţi infinit mici, avem egalităţile 

5 , 
zi = = Da 0 = 0 —0, 

cari arată că triunghiurile infinitezimale (20, 2 2) și (20 Vw Yo) 

sunt asemenea. - 

O reprezinlare care conservă unghiurile, în virLutea căreia, 
precum vedem, elementele infinitezimale sunt asemenea, se numește 

o reprezintare conformă. Prin urmare o veprezintare dată de o fune- 

- iune analitică este conformă. : | 

Să observăm că egalitatea (3) exprimă nu numai că unghiurile 

considerate se conservă, dar şi că sensul în care se mișcă razele 

vectoare, cari coincid cu tangentele în zo și yo la curbele GI, 

până să coincidă cu tangentele la Ce şi I2, este acelaș. 

„Se obicinuește a se zice că sensul roiaţiunei unghiurilor se con- 

servă, 

Propoziţiunea conservării unghiurilor presupune că derivata. 

/'(20) este diferită de zero. In cazul! când această derivată este 

nulă, avem 

o lim 2. i = lim? =o 
„+ Tu 

3 - 

o comparare de triunghiuri asemenea devine imposibilă. Propo- 

ziţiunea în acest caz nu mai este adevărată. 

„Fie, de exemplu, luncţiunea 

y= 2, mintreg >]. 

Dacă variaţiunea argumentului lui a este 0, variaţiunea argu- =] pă o 

mentului lui z este m0; de unde rezultă că dacă două curbe (2) se 

taie în origină sub un unghiu o, unghiul format de curbele corespun- 

zătoare (y) este mo. | 

o 181, Fie | 
Pa hi le he 

_un șir nelimitat de funcțiuni olomorfe într?o regiune dată A. Dacă 

seria _ , 5 
«& 

Eh (0)
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este uniform convergentă în A, ea reprezintă ($-157) o funcţiune 
olomorfă în această regiune, -. | - 

_ Punând . 
| F(2 = Zi (2, 
vom aveă Ă 

F'(2) = fs (2). | 

Această proprietate rezultă din proprietatea corespunzătoare 
a seriilor de puteri (143). | e 

. 

182. Derivatele de ordin superior ale funcţiunii f'(z) se introduc 
în acelaş mod ca derivata de ordinul intâiu (2). Astfel derivata 
lui f'(2), reprezintată prin f“(2), se zice derivata de ordinul al doilea 
a funcţiunii fa); ete. | 

Derivata f'(2) având. aceiaş regiune de existență ca f'(z), 
prin urmare ca f(2), conchidem că toate derivatele unei funcțiuni 
analitice f' (2), f” (2), .... fo) (2) sunt funcțiuni analitice având 
aceiaș regiune de existenţă, prin urmare aceleaşi puncte singulare, 
situate la distanţă finită ca funcţiuna primitivă dată. 
"Fie y=f(2) o funcţiune analitică și pp, ay, a. ala) 

derivatele sale până la un ordin dat n. Dacă între clementele func- 
țiunei și ale acestor derivate există o relaţiune raţională și întreagă 
F(z,-y, y,.... 9) = o în domeniul unui punct ordinar darecare, * 
relaţiunea va subzista, în virtutea permanenţi relaţiunilor analitice, 

„între funcțiunea dată și derivatele sale în toată regiunea de existenţă 
a funcţiunei (170). - 

183. Tie în domeniul unui punct ap - 

DN) Plea) = San aa, 
vom aveă | | Da 

(9) (9) = na (n=0,1,3...); i 
de unde rezultă pentru f(2) expresiunea - - Me 

: . i o (n) N _ " . 

(8) = 5 daca, 
” n=0 n! 

valabilă ca și egalitatea (1) în cercul al cărui centru este 9 şi a 
cărui rază este distanţa dela acest punct până la punctul. singular 
cel mai apropiat. e e - | 
i. “:Membrul al doilea din egalitatea '(3) fiind un element al func- 
ţiunii analitice f(), rezultă că o asemenea funcțiune este complect 
determinată dacă cunoaștem. valoarea sa și valorile -.derivatelor 
sale de orice ordin într'un punct ordinar zg dat. Dacă derivatele
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de toate ordinile sunt nule în zg funcțiunea f(2) se:ieduce la o 
e Această propoziţiune este echivalentă, cu propoziţiunca 

0 ($ 149) | . 
" De unde rezultă că dacă două luncţiuni analitice sunt egale, 

precum și derivatele lor de orice ordin, într'un punct ordinar Zo 
ele coincid în toată regiunea i lor de existenţă. | 

184. Să presupunem 

f(20) = f (20) = -.. = pr (20) = =9, „În (7) fo; 

_expresiunea (3) va deveni | -, 

(n) (a na = (aaa E IPA) (oare. 
n=au n ! ” - 

Punctul 29 se zice un zero al funcţiunii de ordinul m.' În domeniul 
unui zero de ordinul m, funcțiunea este așa dar de forma - 

zazo” 
. 

185. -Fic o - ai 
P (20) = 5 Aa(2— ZoY, 

- „_n=o0 

un element de funcţiune analitică /(2), olomorfă în domeniul punc- 

tului: 2; integrala sorespunzătoave este 

  Piz a)=C+ 2 (2 zori, 
n=0 n = 1 

C fiind o constantă arbitrară. Valoarea acestui element în punctul 

zg este egală cu C și prin urmare poate fi dată după voie. Presupunând 

valoarea constantei determinată, elementul P(x 20) va da naştere 

unci funcțiuni analitice monogenă, care, după cele zise în paragrafele 

precedente, are aceiaș regiune de existenţă că funcțiunea propusă 

f(2): punctele sale singulare la distanţă finită sunt. aceleași ca ale 

lui f(2). Punctul 2=co poate fi pentru funcțiunea integrală un-punci 

singular, fără a Îi punct singular al „funcțiuni date. 

186. Derivata unci funcțiuni analitice uniforme este o Îunc- 

ţiune analitică uniformă; precum rezultă din expresiunea 

4 . 
fo) = Pla-a0) + Bz) - 

a cărei derivată este a 

(a = Pta 4 [i Pa) > De-a) — a p[222)-
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Integrala unei funcțiuni uniforme însă poate să nu fie o func- 
iune uniformă. Exemplul cel mai simplu ni-l dă funcțiunea 

. . 1. - | | 

sa ” a | ă 

a cărei integrală o vom vedea mai departe, - 

II. — FUNCȚIUNI RAȚIONALE. Ki 

Printre funcțiunile analitice uniforme cele iai simple sunt . 2. 

funcțiunile raţionale, .întregi şi fracţionare.. 

187. O Juncţiune raţională întreagă, sau un polinom de z, este 
_0 expresiune de forma 

12) = ag + a, dm, 

numărul termenilor din membrul al doilea fiind mărginit. Această 
-expresiune poate fi privilă ca un element al cărui cere de con- . 
vergenţă are o rază infinit de mare; ca defineşte dar o funcţiune 
analitică uniformă în tot planul neavând alt punct singular decât 

„punctul dela infinit. Acest punct este un pol de un ordin esal cu 
gradul polinomului; ceeace rezultă din forma 

[A | 1 a (a) = 0( 2] | aut Ami i Pc. + 49 2] af o. 

188. O funcțiune analitică raţională frăcţionară 

SI fa > Seat te am, : _ | Do bt ee PF ba 2 

adică cătul a douii polinoame de z, este o funcţiune analitică monogenă 
uniformă în tot planul. i 

În adevăr, 23 fiind o valoare oarecare a lui diferită de un 
zero al numitorului, avem, în domeniul acestui punct, expresiunea 

(2) [(2) = P(t—a0). 
Așadar f(2) este o funcţiune analitică olomorfă în orice porţiune 

„a planului, care nu conţine un zero al numitorului. 
| Dacă 29 este un zero al numitorului de ordinul h, avem,. în 
domeniul acestui punct, | 

= pla=a), [pla -ozo. (22 a) za, 

Un zero al numitorului de ordinul k este așa dar un pol de acelaş 
ordin al funcţiunei.; IE
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Funcțiunea [(2) n ware așa dar la distanţă finită alte singularităţi 

decât poluri în humăr limitat. ” 

Să observăm că egalilăţile (2) și (3) sunt x: alabile în cercul 

cu centrul în punctul 2 și trecând prin polul cel mai apropia de 

acest punct, o 

Pentru a examina cum se comportă f(x) în domeniul punctului 

dela infinit să facem substituțiunea 2 = —7; obimem. 
a 

  pa [ore age te 
a Dak Da Ph e kr bozP 

Coeficienţii am, Da fiind diferiţi de zero, rezultă că fracțiunea 

din membrul al doilea se poate pune sub forma unei serii întregi 

P(2), care nu se anulează în punctul :z-= 0. Avem așadar în 

domeniul punctului 00, expresiunea . 

auz), [re 
Punctul “a = co este deci un punct ordinar sau un pol, după 

cum avem m<n sau m> no În cazul m<n, punctul z= 

este un zero al Î funcţiunii de ordinul n — m și în cazul m > n, acest 

punct este un pol de ordinul m—n. 
O funcţiune rațională m'ăre așadar în tot planul, inclusi punctul 

infinit, alte singularităţi- decât poluri în număr limitat. Ea este 
monogenă (în sensul lui Weierstrass); căci orice element P(z—29), 

care reprezintă funcțiunea în cercul său de convergenţă, poate 

fi prelungit analiticește în afară din cerc, astfel că totalitatea ele- - 

mentelor prin cari funcțiunea f(2) este reprezintată în tot planul, 

se poate -deduce.dintrunul din ele. 
- In fine, funcțiunea raţională este evident uniformă. 
“In rezumat: O. funcţiune raţională este o- funcţiune analitică 

uniformă pe toată sfera, neavând -alte singularităţi decât un număr 

limitat de poluri; în special, dacă . funcțiunea este întreagă, unicul 

ei pol este punctul dela infinil. o 
Aceste proprietăţi sunt caracteristice, precum rezultă din cele 

ce urmează. 

189. Teoremă. — O funcţiune analitică [(2) uniformă în tot 

planul, pentru care punctul infinit este unicul punct singular şi anume - 

un pol de ordinul m, este o funcţiune raţională întreagă de gradul m. 

In adevăr, f(2) fiind o funcţiune olomorfă în tot planul, se 

poate reprezinta în toală întinderea planului printr'o serie întreagă 

W. [> ao az eee ham...
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- Insă punctul infinit fiind un: pol de ordinul n, , rezultă că în 
domeniul acestui punct /(2) trebuie să fie de forma 

na ee (ze: Z=% 

De unde rezultă am z£ o şi toţi coeficienţii următori Amt = = Qmy2 
..=o0. Avem așadar 

[(2) = ao tar sc. Fe am am . 

190. Teorema precedentă se poate înlocui prin cea următoare: 
Fie - a 

W fin) => am 
7 1=0 

o funcţiune î întreagă. Dacă ezistă un număr întreg pozitiv m n şi un 

număr A > 0, astjel încât să avem 

(0) atol sa, 
pentru toate valorile |=| > R, R fiind un număr pozitiv arbitrar 
de mare, funcțiunea ](2) este un polinom de un grad < m; gradul 

Pentru a stabili această propoziţiune, să scriem egalitatea (1) 
sub forma 

este m, dacă 

I=%   

- m—i 
a—n Hi 2) = 5 ar am + > aj; din 

lk=o: l=m 

Prima sumă din membrul al.doilea tinde către zero câhd lz] 
tinde către infinit, prin urmare, în virtutea inegalitaţii (2), modulul 
sumei a doua rămâne finit pe.toată sfera, Această sumă este așă 
dar o constantă a cărei valoare este nulă sau diferită de zero după 
cum ] ZI f(2) ez este. nul, sau diferit. de zero. 

191. Teoremă. — 0 Juncţiune analitică uniformă, care, pe toată 
sfera, mare alte singularități decât un număr limitat de poluri, este 

0 funcţiune rațională. 

Fie as, ax -.-; am polurile funcţiunii (2) situate la distanţă 
finită, de ordine respectiv egale cu a, aș, .::, Gu. Punând 

F (2) = (2-a): (0—a2)*% ... (za m, 
produsul F,(2) = Î(2) F(a2) este o funcţiune întreagă, având punctul 
infinit ca pol sau ca punct ordinar și prin urmare este un polinom 
sau o cantitate constantă. De unide rezultă că -- 

| a 2 Pal) 

este o funcţiune raţională. 
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192. "Teorema precedentă se mai poate stabili în modul următor: 
Fie a unul din polurile funcţiunii f(2) la distanță finită şi m ordinul 
său; avem în domeniul acestui punct 

-. A 

  

Â 
(2) = (oa Pak Am + P(z—a) 

Să punem = | 

| A ” Am= 
p (2) = > ea tt Am |, 

simbolul referindu-se la toate polurile situate la distanţă finită. 
Diferenţa f(2) — (2) este o funcţiune întreagă E(a) pentru care 

“punctul infinit este, prin ipoteză, un pol sau.un punct ordinar. 
F(2)- este așă dar un polinom de z, sau.o constantă . 

Funcțiunea 

= Per]   

A An 
(z=a)m .. za 

este așă dar « o funcţiune raţională. - 

„193. “Tâorema- fundamentală a Algebrei: O Juneţiune rațională 

întreagă [(z) are cel puțin un zero. . 

In adevăr, dacă f(2) nu Sar anula în nici un punct în plan, 

inversa sa —— ar fi olomoriă în tot, planul; însă punctul infinit 
az 

Î(2) * 
Fa ar fi olomorfă pe toată sfera; ceeace nu se poate. - 

Îiind pol al lui f(2) este punct ordinar pentru şi prin urmare. 

III: — Două teoreme generale asupra Junejiunilor întregi. 

194. Prin definiţiune, o funcţiune întreagă este o funcţiune 

analitică definită de o serie întreagă P(2) al cărei cere de conver- 

genţă arc o rază arbitrar de mare. Punctul z = oo este unicul punct, 

singular, pol sau punct singular esenţial, după cum funcțiunea 
este raţională sau transcendentă, adică după cum numărul termeni- 

lor seriei este limitat sau nelimitat. 

Teorema ]. Fie R'şi M două numere pozitive date; există valori 

z satisfăcând inegalitatea | z| > R pentru cari avem | f() | > M; 

oricât de mare ar fi numărul M (Liouville). 

Căci. modulul unei funcțiuni analitice uniforme nu poate avea 
pe toată sfera o limita superioară finită, fără a se reduce lu o con- 
stantă. (169). 

Această teoremă exprimă o proprietate comună funcţiunilor 
întregi raţionale şi transcendente. “Teorema urinătoare se referă 
numai la funcțiunile transcendente.
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Teorema II. Fie e un număr pozitiv arbitrar de mic şi Run 

număr poziliv oricât de mare voim; eaistă valori a satisfăcând ine- 

galitatea -| «| > h, pentru cari avem: | f(2) | < e. - 
Dacă în domeniul punctului za = co, f(2) are o infinitate” de 

zeruri, teorema este evidentă. Să presupunem că nu este așă, atunci 

„putem să. ne închipuim R destul de mare, astfel ca pentru 
la] >, /(2) să nu aibă nici un zero, exceptând poate punctul 

z= o. Zerurile lui f(2) situate în interiorul cercului |z]| =:R 

fiind punete izolate, numărul lor este limitat, Ea 

  Să considerăm funcțiunea” i mversă ale cărei “poluri sunt 

= SĂ, consi 13 
zerurile lui f(2). Fie a unul din aceste zeruri ; vom avea, în domeniul 
acestui punet, o expresiune de forma 

| l __ A9 D An -2 

Să punem | | e o 

Ă . (a = 5 ' Av AI Â mi _ 2. to=> | rr |, 

suma din 'membrul al doilea cuprinzând părțile principale relative 
1 

Io) . 
funcţiune raţională. 

Diferenţa a... i 

N pi Lo 
(3) . hd a —P(). 

12) | 
este așadar o funcţiune analitică uniformă neavând nici un punct 

singular în cercul considerat. Insă N fiind arbitrar de mare, rezultă 

că fi(2) este o funcţiune întreagă. Această funcţiune nu se poate 

reduce la o constantă, căci altfel, din. expresiunea (3) ar rezultă 

că f() este o funcţiune raţională. Prin urmare; în irtutea teoremei, 

I, există puncte 2 exterioare cercului |] = R, în care avem. . 

| f(2) | > M, oricât de mare ar fi M. De altă parte, în asemenea 
puncte, modulul lui (2) poate deveni mai mic decât o cantitate 
oricât de mică, dacă luăm R destul de mare. Prin urmare în aceste! 
puncte avem ” 

la toate polurile lui ——, situate în cercul lz|l=R; (a) este o 

| ft) | < e. | q. e. d. 

- 195. Corolar. Fie A o constantă dată oarecare ; în virtutea 
teoremei precedente există, în domeniul punctului o, puncte 7 
în cari avem , - 

: | JA Hi 2) N A < & 

adică, î în domeniul punctului infinit, o funcţiune întreagă transcen- 
dentă se poate apropia de orice cantitate dată, oricât de mult voim.
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-196. Această teoremă ne arătă deosebirea fundamentală ce 

există, în, domeniul punctului infinit, între o funcţiune raţională 

„ întreagă și o funcţiune întreagă transcendentă. Pecând cea dintâi 

nu poate primi, pentru valori z al căror modul este mai mare decât - 
un număr pozitiv R, destul de mare, decât valori al căror modul 

este mai mare decât M, M fiind cu atât mai mare cu cât R este mai 

"mare și prin urmare tinde către infinit în acelaș timp cu z, după 

orice direcțiune voim,  Îuncţiunea întreagă transcendentă “poate, 

pentru aceleiași valori ale lui | 2], să se apropie de orice cantitate 

voim și prin urmare este cu totul nedeterminată, când z tinde către 

infinit. 

CAPITOLUL IX. - 

FUNCȚ IUNI ANALIT ICE AVÂND O INFINITATE DE PUNCTE 
SINGULARE. | 

197. Fie « 

W ha), fala) co În (2 e 

un şir nelimitat de funeţiuni raţionale. Dacă seria fa (2) este uni- 

form convergentă într'o regiune coneză (A), ea reprezintă în acea 

regiune o -funcţiune analitică monogenă F(2). Căci precum s'a 

văzut ($ 123), în domeniul unui punct oarecare zp; situat În regiunea 

dată, avem E | 

« ÎN p5) 

(0) Sf (2 = P(a= aa). 

De” altă parte, aria fiind conexă, orice punct interior, 2 = &, 

poate fi unit cu ze printr” o linie-situată în interiorul ei; prin urmare 

„seria corespunzătoare Ăzr-—£), pentru. care avem 

Sala) ad, . 

este o prelungire a elementului P(z— 0). Ceeace. iustitică mMono- 

gencitatea funcţiunii în aria considerată. . 

“Egalitatea (2) este valabilă într'un cere. cu centrul în "ro și 

cu o rază cel puţin egală cu distanţa dela centru până la cel mai 

apropiat din polurile funcţiunilor fa (2); căci, întrun asemenea cerc 

toţi termenii seriei sunt de forma Pa (7-70) și suma Pa (2— 29), 

este, în virtutea ipotezei, uniform conve ergentă în interiorul acestui 

cerc.
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198. Să presupunem diferite între ele 1) polurile funcţiunilor 

În (2) şi fie R distanţa dela zg până la cel mai apropiat dintre ele; 
raza cercului de convergență al seriei P(2— 29) este R, In adevăr, 
să presupunem mai întâi că polurile cari se află Ja distanţa R de z, 
sunt în număr limitat și fie f,(2),..., li(2) funcțiunile având asemenea 
poluri. Să punem. -  .: - 

Fa(0) = flo) + fo), | 
și să reprezentăm prin F2(2) suma 2"/, (), în care n primeşte toate 
valorile întregi de la 1 la o, exceptând valorile 1, ... 4; vom 
avea o E | 

| (2) =. Fa(2) + Fa(2) . . . 
ŞI pulem sere 

| Fi(2) = Pala- 20), Fa(a) = Pia aq). 
„Insă polurile termenilor >" fiind toate oxterioare cercului C 

descris din ze ca centru 'cu raza R, pecând F,(2) este o funcţiune 
raţională ale cărei poluri sunt toate pe acest cerc, raza cercului 
de convergenţă al seriei P.(z— 9) nu poate fi diferită de R.. De 

"unde rezultă: că raza cercului de convergenţă al seriei 
P(o— 20) = P+ Pe 

este. R. - De 
- Să presupunem - acum! că - polurile funcțiunilor În (2), cari se 

află la distanţa cea anai mică R de 20, sunt în număr nelimitat. Fie 
C cercul descris din 2 ca ceniru cu raza R. . Voim să arătăm că 
și în acest caz cercul de convergență al. seriei P(2—9) este C. 
In adevăr, să. presupunem că seria P(z- 29) este convergentă 
într'un cerc C', cu centrul în zo şi cu o rază R' > R. Fie a unul 
din polurile cari se află pe cercul C-şi z, un punct interior pe raza 
care irece prin a, la o distanţă de acest punct mai mică ca R. Punctul 
a va Îi așă dar unicul pol a cărui distanţă de za este cea mai mică 
şi prin urmare cercul de.convergenta al seriei ! -* o 
i Poza), | | 

cu centrul în z, este tangent în a la cercul C. Insă seria Hz 2) 
fiind identică cu seria P(z— o, 2) dedusă din P(z— 29), cercul 
său de convergenţă trebuie să fie cel puţin tangent interior cercului 
C'.. De unde rezultă că cercul C? coincide cu C.. q.e.d. 

N 

  

?) Adică un pol al unei funcțiuni fn(2) nu aparţine nici uneia din celelalte 
funcțiuni f(2), m n Dacă mai multe funcțiuni ar avcă un pol comun, acest 
pol ar puteă dispare în sumă. . . î...: SE 

- Exemplu: i 
9 ” —1 | | A _ fu(2) = Ze lea) = Zi ha) + la) = ZII: 

Polul z = t'a dispărut.
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199. Aplicaţiune. Fie . . o ă 

(= Pa i 12,3, ...), 

a, az îs. Gap eee fiind puncte în număr nelimitat situate în plan 
întrun mod oarecare şi Cu Ca ... Cp se. cantităţi consiante, în 

- număr deasemenea nelimitat, supuse la unica condiţiune ca seria 
> | e. | să fie convergentă. - Seria 

Ca | | E 

2—Qa ” . . - s
e
 

, 

Pa) = 

este absolui şi uniform convergentă în orice regiune a planului care , 
nu conţine punctele an. În adevăr, să scrieri - “termenul general sub 
forma 

  

Cn _— Cn ” 1 

Y— Ga an— 29? 4  T—2p 

, An— 19 

zo fiind un punct-oarecare diferit de punctele a, şi fie ap unul din: 
punctele a, a cărui distanță de az, este cea mai mică. -Fie 
la: — 20| = R; vom avea la — z|> > Rpentru n hk. Să 
considerăm cercul C descris din 2 Zg ca centru cu raza N şi fie z un 
punet oarecare în interiorul cercului; de unde | 2 — z|<R. Fie 
r un număr pozitiv cuprins între | 2 — zg| și R; vom avea 

   
| . Ca Leul . 1 

. ZT CB 
. Ă Pan R ă 

Se a 
De unde _ 

Ca | 3 a _ 

Aşadar seria propusă este. absolut şi “uniforna convergentă 
în interiorul cercului C; prin urmare în toată întinderea planului,. 
exceptând punctele a. : - 

Din cele ce preced rezultă e că în domeniul unui i punel oarecare 
29 diferit de punctele 'a,, avem 

F(2) = P(z- 29), 

cercul de convergenţă al seriei -P(z— 9) trecând prin punctul af 
care este cel mai apropiat de “zo. Prin urmare scria 

a Ra) = Zhlo 
reprezintă o funcţiune analitică monogenă în tot planul pentru 
care punctele 4, sunt puncte singulare.
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200. Linii singulare: Spaţiuri lacunare. Fie L o linie închisă 

sau nu; să presupunem că pe această linie se află o infinitate de 

puncte formând o grămadă numărabilă (47), densă pe toată linia. 

Seria: - _ 

  

2— aa? | . 

considerată în paragraful precedent, reprezintă o funcţiune analitică 

în tot planul pentru care linia L este o linie de punctie singulare ;- 
vom zice că linia L este.o linie singulară a funcţiunii. Dacă această 

linie este închisă, separând planul în două regiuni, F(2) va defini 

două funcțiuni analitice în cele două regiuni separate de L; nici 

una din aceste funcțiuni nu poate îi prelungită în afară din regiunea 

corespunzătoare. Linia L se numește limită naturală pentru fie- 

care din ele. 

Regiunea interioară liniei L se zice spaţiu lacunar pentru - 

funcțiunea a cărei regiune de existenţă este eaterioară acestei linii ; 

şi vice versa; 

| „201. . Exemple de funcțiuni având linii singulare. Fie a, fi afisele 

a două puncte date; punctele reprezintate prin expresiunea 

mata E ap 
pa men n? 

în care mşi n primesc toale "valorile întregi pozitive, exceptând 

valorile simultane m = n = o; sunt situate pe segmentul de dreaptă 

af și formează -o grămadă densă pe toată această dreaptă 1). fie - 

în acelaș timp seria cn absolut” convergentă. Seria 

a e > Cm,n 

o St un 

cu doi indici (m, n) care poate fi ordonată într'o serie cu-un singur. : 

1) 10, Punctul am,n este pe dreapta af în virtutea ccuaţiunii 

“m, n —B — m 

GC — Qm,n a“ 

. Grămada este densă. Orice punct am, n este limită unui număr infinit 

i de punete ale dreptei. In.adevăr, îic”. | , Da 

2 Pod n mat nf: - a mp i top + of, z= + ma + nf . (o 7 a.f) ; 

| mg "ip ho no i m mn n 
avem - 

MI a — a - Mn — —nme__ (a _g. 

tm + ") (no + nd 

Să punem a - i BE 

m Îmot î, n= hn
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indice, reprezintă, în virtutea celor văzute în paragraful precedent, 
o funcţiune “analitică având dreapta afi ca linie singulară, 

  

Fie, de exemplu, Cm = 6 şi să considerăm seria 

rara 1 (1) o 5 e—m—n (2— + - ) 

m,n=0 mr—n man 

exceptând m=n=o. 
Această serie este absolui și uniform convergentă în ambele 

semiplane (2). separate de axa reală. In fiecare semiplan; scria 
reprezintă așă dar o funcţiune analitică monogenă, fără ca aceste 
funcțiuni să fie una prelungirea analitică a celeilalte, Axa reală 
este o' linie singulară a acestor două funcțiuni. 

Să facem schimbarea de variabilă ” 

d EA, - Zi 

prin care axa reală din planul (2) se iransformă în cercul | y | = 
din planul (9). Corespondenţa între aceste două plane este Zi 

„că punctelor z, situate în Semiplanul inferior, corespund punctele 7 
interioare cercului | y | == 4, iar punctelor z situate în semiplanul 
superior. corespund punctele y exterioare cercului, Făcând sub-. 
stituţiunea, obţinem seria 

3 N 9 1 . o me—h—n 
. “f, 2 

SIL) 2 e ( ) (-y m2(y -t 1) n2(y— 12 

Această serie defineşte dar două funcțiuni analitice monogene, 
„una în interiorul cercului | 4 |.= 1, și cealaltă în afară din acest 
"cerc, având cercul ca linie singulară.. Fiecare din ele nu poate fi 
aşă dar prelungirea analitică a celeilalte. 

202. Se pune întrebarea dacă funcțiunile analitice: definite 
astfel de una și aceiaş serie de funcțiuni raționale, uniform conver- 
  

  

avem 

E no (a—f) 

[2 2-4 k (mot no)] (m + îi) 

" Dând lui k& valori întregi pozitive din ce în ce mai mari, rezultă | — 9] < e, 
el: tinzând către zero când k tinde către infinit, ! 

Dacă ze =a, sau = f, avem respectiv ” 

Ă za n (Ba) . 

m man n 

. - Ă a = P(aZA), 

„n mu n 

In primul caz facem să crească m, în cazul al doilea să crească n, Ajungem la 
aceiaș coneluziune. 

L—I = 

q.e.d. 
4 

10 DAVID EMMANUEL
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gente în diferite regiuni ale planului, au vreo legatură între ele, 
adică, dacă din preprietăţile uneia se pot deduce proprietăţile 

celeilalte, 

Să reprezintăm prin f(2) funcțiunea definită de seria (1) când 
a este deasupra axei reale şi prin f,(2) funcțiunea definită de aceiaș 

serie, când z este dedesubtul acestei axe. 

Avem egalitatea 

(4) ls) —N0. 
Deasemenea, reprezintând prin g(y) şi e(y) funcțiunile de- 

finite de seria (3), corespunzătoare punctelor interioare sau exte- 
.zioare cercului | y | =:1, rezultă 

(5) pl = ?[2) = —P() 

Funcţiunile definite de seria. (1), precum și cele definite de 

seria (3) nu sunt aşă dar independente între ele 1). Au este îns 

totdeauna astfel. | 

Weierstrass a arătat, în adevăr, că funcțiunile definite de o. 

„- serie de funcțiuni raţionale, uniform convergente în diferite regiuni 

". ale planului, pot să nu aibă nici o relaţiune între ele; căci se pot 
formă 'aşemenea serii cari să, coincidă în regiunile de convergenţă 

corespunzătoare cu funcțiuni analitice date după Yoie. 

Pentru aceastu, să considerăm mai întâiu seria dată de Jules 

Tannery, cu ajutorul căreia se pot construi lesne serii având pro- 

prietăţile: menţionate 2), | 3 , - 

203. Seria Tannery. Această serie este 

  

: ad [d 2) 

(Dat zor] 
MA | 1 1 | 

teaca) cz a) 
ada E | 

l-a 1 ah 4 

Reprezentând prin Pa (z) suma celor dintâiu n termeni ai seriei 

(0, avem | | 

Ea Pa (2) = ai 

) Legătura dintre funcțiunile g, și e este evident o consecinţă a legăturii - 

dintre funcțiunile f și fi. - . 

2) Seria auxiliară de care s'a servit Weierstrass la început arc-o formă mai 

complicată, 0 eierstrass, Zur Funktioncalehre, p 81).
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prin urmare | 

l pentu |z| <l, 

lim Pa (2) = 0» jaj>l. 

Seria p(2) este aşă dar convergentă în interiorul cercului descris 
din origină ca centru cu o rază egală cu 1, precum şi în toată întin- 
derea planului exterioară acestui cerc. In ambele regiuni ea este 
uniforin convergentă. In adevăr, fie. R, (2) restul serici corespun- 
zător unui rang n; avem 

” | 1 a ” 2 Ru (a) > Lo, ” ( (2) 1 _— a 1— z2 - - 

sau 

| ” 1 3 R, = (3) Ra (= 
după cum | 2] < 1. In cazul întâiu, fie r un număr pozitiv mai nic 

„ca 1, oricât de aproape voim de 1 și fie O < 9 < r. Pentru | 2 | 
avem i 

  
= 9, 

ot on 92 p2 

1 — ge - 1— o 

In cazul al pri fie r > 1, oricât de aproape de 1 și o >r; 
avem, pentru || = 

4 nt < 

  

DE La 5 R (2) | < << —— ( o a aa 
Expresiunile (4) și (5) justifică propoziţiunea, căci în ambele 

cazuri avem, pentru n „destul de mare 

IN, (o|<e, 
oricât de mic ar fi numărul pozitiv e. 

1 “Aşa dar, seria p(2) se poate pune sub forma P(2 sau up(i , 
az 

după cum | | < 1; și, în virtutea celor ce preced, valorile acestor 
două serii sunt respeetiv egale cu 1 și 0. Cecace sc poate verilică 
direct, desvolând termenii expresiunii 

  
  

, N | 1 PI pal 

6 2) = + 3 ( ) | P( ) l— z 4 1 a | _ 

în serii de puteri de z. - o 
Pe. cercul |2]= 1, g(2) mare sens. 
Fie acum f,(2), l2(2) două funcțiuni analitice uniforme în tot 

planul, având unnumăr limitat sau nelimitat de singularităţi izolate, 
102
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Expresiunea | . | | 

(FD r pl) hm —fato), o 
" care, precum se va vedea (teorema .lui Mittag-Leffler), se poate 
pune sub forma unei sume de fracțiuni raţionale, coincide cu fune- 
țiunea. (2) în interiorul cercului | z| = 1 și cu funcțiunea fa(2) 
în tot planul exterior acestui cerc. Ea reprezintă deci în fiecare. 
din aceste două regiuni câte o porţiune din , Auneţiunile analitice, 
(2), fa(2) date după -voie. 

Din expresiunea (7) rezultă că dacă zp este un punct al cercului 
la| = = avem 

mea [i 
după cum z, apropiindu-se de z, dealungul unei raze ce irece prin. 
acest punct, vine din interiorul cercului sau din exteriorul lui... In 
punctul 20, F(2) n'are' sens. 

Să observăm că funcțiunile f, (2) şi î. (2) fiind presupuse mono- 
gene, fiecare din ele se prelungește în afară din regiunile considerate ; : 
însă prelungirea lui f, (7) nu coincide cu f (2) ș și viceversa. 

204. Fie de exemplu f,(2) == fa (a) = i I; vom 

aveă, înlocuind în (7) e (2) prin desvoliarea sa din membrul al 
doilea al egalităţii» (1) 

  

on—i 

1 

z 

  

8) ri fa 

  _expresiune respectiv egală cu sau cu- după cum Izi<l. 
—1- a—l 

- Acas nezulint se vezică. direc, observând că avem 

al ” al 2 

(9) an Da an „ ete. - al a-l 
  

Din faptul că expresiunea (8) coincide cu două funcțiuni ana- 
litice diferite, după cum z'este în interiorul cercului |z|= 1 sau 
în afară din acest cerc, rezultă că prelungirea analitică a lui F (2) 
nu se poate face dinir'una' din aceste regiuni în cealaltă. Căci dacă 
F(2) sar puteă, de exemplu, prelungi din interiorul cercului î în 

afară, prelungirea sa ar coincide cu aceia' a lui e pe când în 

afară din cerc avem LE (2) = a R
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205. Fie: 

az Lb | - 
_ , pa | . 

- _ cad 

o substituţiune lineară care transformă cercul || = 1 într?o linie 
dreaptă dată în planul (2). Seria Tannery - - 

pl = p [2 

, ca +d 

devine o serie de funcțiuni raţionale de 2”, absolut și uniform con- 
vergentă în fiecare din semiplanele separate de dreapta consi- 
derată. Valoarea acestei serii este egală cu 1 în semiplanul cores- 
punzător interiorului cercului | 2| = 1 și egală cu zero în celalt 
semiplan. Pe dreapta însăși seria n'are sens. 

„Să considerăm, de exemplu,. substituţiunea 

== l—a 

- > LL a 

care. transformă cercul |z|= 1 în axa imaginară i (a ). astiel ca 
interiorul cercului să corespundă semiplanului în care partea reală 
a lui a este pozitivă «7(a) > o. Obține, supriinând accentul, 
seria i | i 

p[122)- E N i e E _[1, 
ÎI 32 x 22) (1- 2) LO, 

după cun partea reală a lui x este pozitivă sau cati 
Expresiunea 

ha to (1: =) [nos 2] 
va coincide dar cu f, (2) în semiplanul situat la dreapta axei imaginare . 
Şi cu f2(2) în semiplanul situat la stânga acestei axe, 

206. Fie întrun mod general C,, Ca, ..., Ca, n cercuri exterioare 
între dânsele; ele descompun planul în n + 1 regiuni. Se ştie 
că se poate determină, o substitaţiune liniară 

az + bi, 

ek 2 di ? 

care să transforme cercul Cy (h=1, 2... n) întrun cere dat 
oarecare, astfel ca ariile interioare cercurilor să se corespundă. 

Fie |y|=1 cercul în care transformăm cercul C1:; vom aveă; 
p (2) fiind seria Tannery, 

[ GI z + Da: 

Cr + d, Ci 

  

  J=a sau 0
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„ după cum punctul z se găseşte în interiorul cercului Cr, sau în 
afară din acest cerc. Ii 

Fie acum f.(7), f.(2),..., În (2), hu (2), n+1 „funcțiuni 
analitice uniforme în toată întinderea planului ; expresiunea 

(2 z + by ete) |n sa o)] 
| a 
P() = hu (0) + £ș 

coincide respectiv cu "fiecare din funcțiunile considerate, după cum 
punctul z se găseşte în interiorul cercurilor Ca, Ca, ... Ca, 'sau 
undeva în afară din toate aceste cercuri. a 

Astlel dar, propozițiunea lui Weierstrass este complect justi- ficată. | | | | 

207. Prin exemple de natura celor precedente se pune în evi- 
denţă, după Weierstrass, distincţiunea dintre noţiunile de ezpresiune 
analitică şi de funcțiune analitică moniogenă.: 

O expresiune analitică constă din orice expresiune a cărei 
valoare, fiind dată valoarea variabilei, se poate calculă cu ajutorul 
operaţiunilor aritmetice, în număr limitat sau nelimitat. (exemplu 
serii şi produse nelimitate), precum și din tot felul de operaţiuni 
analitice cunoscute: ireceri la limită, integraţiuni definite sau 
nedefinite, etc. 1). Q .expresiune analitică, poate reprezintă, precum 
am Văzut mai sus, diferite funcțiuni analitice în diferite 'regiuni 
ale planului. 

208. Exemplu de funcţiune. lacunară. Fie a, 6, afixele a. 
trei puncte nu în linie dreaptă; să considerăm triunghiul având 

„aceste puncte ca vâriuri. Punctele date de expresiunca 

(0-a E bee _ m, P Ri m + n + p : 

în care.m, n, p primesc toate valorile întregi pozitive, exceptând 
combinaţiunea m = n =p =, formează o grămadă “densă în 
acest triunghiu 2). | 

  

1) E. Borel, Legons sur la thâorie des fonctions. 
*) Putem scrie ! 

(m —+ n) Im,n,o + Ppy - Tm, n ÎI AR i - Ă A oo P (m + n) 4 p : „ 
p Insă punctul m,n,o este pe latura af; prin urmare Zana 

. a Fi punctul 2m,n,p este pe dreapta care unește acest punct N cu punctul 7, cuprins între ele. De unde rezultă densi-. tatea grămezii acestor puncte (201, nota). 
ă
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Seria i 
ii g—m=n—p . 

(2) > e (exceptând m =n=p=0) m, n, p=o0 tu, p 

este absolut şi uniform convergentă în. tot planul exterior triunghiu- 

lui şi.nu are sens în interiorul triunghiului. Această serie definește 
dar o funcţiune analitică monogenă în tot planul exterior triunghiu- 
lui, având interiorul triunghiului ca spațiu lacunar. 

: 

“CAPITOLUL X. 

STUDIUL CÂTORVA FUNCȚIUNI ANALITICE ELEMENTARE. 

Sa I. 

I.— FUNCȚIUSEA EXPONENȚIALĂ e FUNCȚIUNILE sin, e coșr, 

209, Să considerăm seria 

(Pi pret. 

al cărei cere de convergenţă are o rază infinită. Această serie de- 
finește o funcţiune întreagă transcendentă f(). 

Derivând ambele membre ale egalităţii (1), obţinem 

P'(2) = P(2); 
prin “urmare derivatele de orice ordin coincid 'cu funcțiunea. Apli- 
când seria Taylor, avem - 

Pa) Plaotaz = 29 | it £ 

7 

îmi Ec 29) zi 
N T 

n! 
TF. 

- Pa) Plec), 
sau | Ă 

0). I(2) = [zo) Ne-o), 
„o fiind o valoare oarecare a lui z. Această egalitate exprimă că 
(2) nu se poate anulă pentru nici o valoare finită zp, căci alifel 
(2) sar anulă pentru orice valoare a lui 7; cceace este absurd 

Punând z = 29 + z, egalitatea (2) devine i 

(3) No) (a) = Azo + 2). 
Această egalitate funcţională se poate obţine din egalitatea (1), 

„dacă înlocuim z succesiv prin 29 şi a și facem produsul seriilor 

3 ; 

me
t
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corespunzătoare. Obţinem în virtutea regulii multiplicaţiunii 

2 (a + ze: ” î „= Sora pr |. P(âo) P(a) = 5 AT > Po + 2). 
o . , ă . 

Funcțiunea aşă definită poartă numele de funcțiune exponențială și se reprezintă prin simbolul c*, în care e este un număr real şi . pozitiv definit 'de seria 

1. 1 1. eta ... 

ale cărei proprietăţi sunt studiate în Algebră. 
" Avem în rezumat i 

  

o an, (4). | e = > DP 

_ i „dez - 5 o 
(5) | da e» 
(6) . | e? e = etu-tza, 

210. Definiţiune. „Fie (2) o funcţiune uniformă într”o. regiune dată și a, za două puncte oarecari în aceă regiune. Dacă între va- lorile ! ” 
u "fe, e = [aa = fat 0), 

există o ecuațiune de forma | Ă 
F(u, e, w=o, 

F fiind o funcţiune rațională întreagă de u, v, w cu coeficienţi inde- pendenţi de a, şi a, se zice că funcțiunea f/(2) admite o teoremă de adițiune algebrică. ” .. Funcțiunea exponențială admite o teoremă de adiţiune algebrică raţională, căci în virtutea proprietăţii (4), avem 

Ww =, 

cum şi o funcţiune raţională (ez) de exponenţiala ez, a fiind o - constantă arbitrară, admite o teoremă de adițiune algebrică căci putem elimină z,, aa între ecuaţiunile 

= aa) o = 2), = fa + a) 
deasemenea e, e“ între ecuaţiunile 

u = Jet), o = fler), e = f(eetrt20), 
ŞI obținem, în ambele cazuri, o ecuațiune algebrică F(u, ș, w) = o cu coeficienţi constanţi. a 

Se recunoaşte lesne că o funcțiune raţională oarecare /(2), pre-.
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211. Este interesant e notat că între o funcţiune raţională 

u = [(2) și derivata sa du = (a :) există o ecuaţiune algebrică 

- - du i a | u a] = 0 
dz) > - 

a cu coeficienţi constanţi, care se obţine eliminând 2 între ecuaţiunile * 

ufo şi St = pt. Ie 
La un rezultat analog ajungem dacă u = (ez) este o funcţiune 

rațională de caz, ! 

şi în (6) az = — a, = obţinem 212. Făcând în (4) u=o 

, =, er, e-=l; 
de uude --: - | . 

a 
Ă Co 
In virtutea ecuaţiunii (6) avem 

en, en, eTn = ei tza 

Și făcând a a === 

(7) (ez) = == en, 

Această egalitate subsistă şi pentru n întreg negaliv, ăei prin 
definiţiune, avem 

  

  

(2-2 _ 1 | _ 

(ez)* 

prin urmare 

(ez "= l = LL, Pe eh? 

e | (ez)* er 

213. Din seria 
. 

- 
ez _ Ye at 

nl 

rezultă că dacă 2 este real şi creşte delu zero la infinit, ez creşte ne- 
contenit dela 1 la infinit. Pentru a real și negativ, considerând 

.. 1 SR : ecuaţiunea ef = ——, conchidem că dacă. a variază dela 0 la — co, e— 
ez descrește necontenit dela 1 la 0, De unde rezultă « că pentru 
real, avem , 

|ez| = ez, ' 

şi dacă a este un nuinăr pozitiv, ecuajiunea 

N e —q=o0 . - 

admite: o soluţiune reală, unică.
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214. Funcţiunile sina, cosz. Să considerăm seriile 

3 | “an +i | 2 t(p + Ş (20 i 
aa ad Ă - aan 

Poppo   

2n! ae 
convergente în iîot planul, cari definesc două funcțiuni întregi iranscendente. Aceste funcţi uni se reprezintă respectiv prin sim- holurile sinz, cos. Se recunoaşte că avem 

sin (— 2) = — sin a, “cos (— a) = cos a, - 

6) sin a = cos, d cos 2 = sin 2 da da 

(10) ei = cos 2 -4- i sin a, ei? = cos a —a sin a, | 
2 fiind unitatea imaginară, Ultiinele două egalităţi poartă numele 
de relaţiunile lui Euler. Din ele deducem expresiunile 

(44) - * 

  

, : iz e—iz ei? + e—iz: SIN D= 7, cos = m 

care ridicate la pătrat și adunate dau relaţiunea 
(12) . siniz +- coste = 1, 

«.. E 

-215. Punând z = £ -- 1, avem 

= că, ei = e€ (cos 7 + i sin 9). 

Presupunând £ și 7 variabile reale, e€ 
dulul și argumentul lui e, 

ȘI 7) sunt respectiv 7mo- 

valorile + 22, + 

Făcând £ = o şi dând lui 17 respectiv 
ze . . Ea tg, obţinem valorile 

Di - , , | , A iz .._ 

(14). CEZ = 1, ein jet 

De unde rezultă egalităţile 

; i m 7 SR ” (15) eTk2ia — ot, eTtiz — — ct, ett> = 2 et, 

216. Funcţiunile sin z şi cos z, fiind funcțiuni 
admit ($ 210) o teoremă de adiţiune 

raţionale de ei7, 
algebrică. 

"Din ecuaţiunile (10) deducem 

eilztw) = cos (2 + y) + i sin (2-9), 

cir. ciy = (cos & +- i sin 2) (cos y -- i sin y) 
= Cos z cos g/ — sin sin y 4- i (sin cos y A+ sin ycos 2);
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de unde rezultă 
. 

cos (2 -- 9) +- i sin (2 + y) = cos cos y — sin sin Y 
-- i (sin a cos g 4+- sin y cos a). 

Schimbând i în —i, avem 

cos (7 + y) —i sin (2 + y) = cos zcos y —sin z sin 
i (sin a cos g —+- cos z sin 9). 

Din aceste două egalităţi deducem, prin adunare şi scădere, 

(16) cos (2 4+- y) = cos 2 cos y— sin sin y, 
“sin (2 -+ y == sin a cos y + sin 2 cos &. 

Aceste formule de adiţiune arată că cos(z + 7) este o funcţiune 
raţională de cos z, cos g și de derivatele lor; deasemenea sin( -1- y) 
este o funcţiune raţională de sin z, sin q și de derivatele lor. Pentru 
a obţine ccuaţiunea algebrică între cos(z + 7), cos z, cos putem 
elimină sin z. sin y. între prima ecuaţiune (16) și identitățile 
sin e + cost = 1, sin? y —4- costy = 1, 

Intr un mod analog obţinemo ccuaţiune algebrică între 
sin(e -- y), sin z, sin y.. , - 

217, Periodicitatea Juncţiunii: e7.. O funcţiune uniformă f(2) se 
zice periodică, dacă există o constantă a, astiel că, oricare ar fi z, 
avem -, 

„her od=fo); - 
a se numește perioada luncţiunii. Este evident că egalitatea prece- 
dentă trage după sine pe cea următoare 
i 

(a LL na) = fa), 

n fiind un număr întreg oarecate, pozitiv “sau nevaiiv; prin urmare > , > > 

a fiind o perioadă, orice multiplu na va fi o perioadă. Dacă a este 
o perioadă fără a fi multiplu al unei alte perioade, a se zice perioadă 
primitivă. Dacă funcțiunea admite o singură perioadă primitivă, se 
zice că este simplu periodică. 

Funcțiunea e? este periodică, având perioada 2izz; căci avem 

Tr 2i — e? - e 

Vom vedea mai departe că ez este simplu periodică şi că aia 
este o „perioadă primitivă. 

- 218. Expresiunile (11) ale funcţiunilor sin z, cos z arată că aceste 
Îuneţiuni sunt periodice, având perioada 2z. E
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Aceleași expresiuni dau inând seamă de egalitățile (15 șI CĂpI > I 5 > 
sin (2 + 7) = — sin z, cos (2 + 2) = — cos 2, 

sin (7-2) = sin 2, cos (27— 2) = — cos a, 

2 a 

. "ST . = - zi E Sit [=] = smn [-— + :Y] = COS +, cos Se = Sing. 2 

219. Reprezentarea geometrică a periodicității funcțiuni ez = Să punem 

yet Pi 
In virtutea periodicității, funcțiunea Y primeșţe aceeaș valoare în toate punctele date.de expresiunea 

29 —4- niz, 
n fiind un număr întreg arbitrar. Vom zice” despre aceste puncte ă sunt congruente cu punctul 29- i Să ducem pe axa Oy, dela origină, de o parte și de alta, distanţe 

Fig. 10 

  

egale cu 2z și prin punctele de diviziune 
să ducem paralele cu axa O£, Impărţim. 
astlel planul (2) întrun număr nelimitat de 
fâşii paralele. Punctele congruenie unui: 

m. punct 9, interior unei fâșii, se găsesc în 
fâșii diferite, câte unul în fiecare, pe când 
punctele situate pe liniile paralele, cari 
limitează fiecare fâşie sunt două câte două congruente. Convenimn, pentru uniformitatea enunţurilor, a privi - una din aceste paralele ca-aparţinând unei fâșii, iar cealaltă fâșie vecine. 

Este de ajuns a studiă variaţiunea funcţiunii Y = e? într'o fâşie - fie fâşia întâia deasupra” axei O£. | - „Lăsând constant şi făcând £ să varieze dela — oo la + co, a descrie o paralelă la Oz și 

Y=eet 

descrie o rază vecloare 0,00 în direcțiunea al cărei argument este 7. Lăsând £ constant și făcând să varieze 1) dela O la 22, ceeace revine a face ca 2 să descrie o porţiune de paralelă cu O, limitată. de laturile fâşiei, y descrie în sensul pozitiv, cercul | y | = &. „De aci rezultă nu numai că unui punct 2 corespunde un singur punct, y ci și viceversa, unui punct y corespunde un singur punct a, situat în fâşie, Trebuie să exceptăm punctul 7 = 0, căruia nu co-. respunde nici o valoare finită a lui a, Exceptând acest punct, fâșia
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considerată (2) și planul (7) se corespund așa dar punct cu punct. 
Teprezintare ca acestei fâșii 'pe planul y este o reprezintare conformă, 

d3 
căci derivata <Y = ez nu se anulează în nici un punct al fâșiei. da 
Oricare altă fâșie se transformă pe planul 7 în. acelaș mod ca cea! 
dintâiu, 

Funcțiunea e? neprimind aceea valoare într'o fâşie decât o sin- 
gură dată, rezultă că ca nu admite nici o perioadă distinctă de 2iz 
sau care să fie un submultiplu al lui 2izz, Așadar e? este o func- 

“4iune simplu periodică şi 2iz este o „perioadă primitivă. 

220, Definiţiune. Numim, după Felia Klein, domeniu funda- 
mental al unei funcțiuni analitice uniforme, o regiune. coneză, limi- 

„tată sau nelimitată, în care funcțiunea primește toate valorile sale, o. 
singură dată fiecare. Fâşia considerată, precum şi oricare altă 
fâșie congruentă, constituie dar un domeniu fundamental al func- 
ţiunii e7, Forma acestui domeniu poate fi diferită. Astfel, fâșia 
"cuprinsă între două drepte paralele duse prin punctele zo; 29 + 2iz, 
fiind un punct oarecare, constituie un domeniu fundamental. 

Corolar. Funcțiunea 

to
 

iza | . 
. | eo, - 

  

„o fiind o constantă dată, este simplu periodică având: perioada pri- 
mitivă co. O fâșie limitată de două drepte paralele duse prin punc- 
tele 2, 29 +- w într'o direcţiune diferită de &, formează un domeniu 
fundamental al funeţiunii. 

221. Să vedem, cum se comportă funcțiunea e în domeniul 
punotului G, care este un punet s singular esenţial. Pentru aceasta 

1 
4 să facena substituţiunea ș L= — şi să studiem funcțiunea e* în do- a 

meniul punctului 2 = 0, 
Fie a o cântitate oarecare diferită de zero şi a-ifi unul din 

punctele planului (2) pentru care avem 

a-tip 
E... 

Să considerăm ecuaţiunea” 

  

sau, punând 2 =85+i, | . e „- 

. Fri aif o e : o
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de unde rezultă ceuaţiunea 

aug 
O dr (6 2n), 

Tr 2) 

care se descompune în . - , 

er a „ B+ 2nz 
s 

  

DEF Iua ZF PRa 
Dând lui n valori întregi din ce în ce mai mari, obţinem puncte 

în număr infinit de mare a căror limită este punctul a =: Q şi în . 1 
care avem e7 =a, adică, în domeniul punctului 2 = 0, fune- 1 
jiunea e îi prumește de o infinitate de ori . acecaș valoare ag 0. 

292, Propoziţiunca precedentă se mai poate stabili prin repre- 
zintarea geometrică urimătoare: Punând 

a =. £ Fi a = Po 

substituţiunea 

a 
UD a 

face să- corespundă unei paralele = b la axa re cală din planul (2), 
„un cere în planul (2) tangent în origină O' la axa =0 (x. fig. 0); 
căci ecuaţiunea (17) “dă - 

De Ii £ — 9 18) . | = a (19) | Er + E? S-a de. unde . 

(9). Et pf) a 0: 
Când a descrie dreapta = b dela £=—c0 la ş=+o; 

„% deserie cercul (19) întreg; precum 
arată formulele (18). -Dând lui bres- 

pectiv valorile 2hz, 2(4 + 1), k fiind 
un număr întreg, fâșia din planul (2) 
- astfel deter "minată se va transformă în 

nul variabilei 

1 

y=e=eY 

  

Fig, 1 
și spaţiul cuprins între cele două cercuri 

se transformă unul într'altul, punct cu punct, dacă exceplăm 
punctul y=0. Insă dând lui k valori întregi din ce în ce mai 

mod biunivoc în spaţiul cuprins între . 
cele două cercuri corespunzătoare de-- 
scrise de variabila a”. Prin urmare pla-' 

i
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mari, obținem o infinitate de cercuri (19) ale căror raze tind către 
zero, De unde conchidem că în domeniul punctului a' = 0, fune- | . 

țiunea e€' primește o.infinilate de ori o valoare arbitrară diferită 
de zero. | i . 

Figura alăturată corespunde lui k > 0." Dacă k<0, cercurile 
sunt situate deasupra axei 07. 

223. Observare. Lie u= P(a) o serie întreagă convergentă . 

întrun cere ta! = h; funcțiunea exponențială i 

pa ue z Di 
pet Lp ae ho. y=e ri razTt + Te 

se va exprimă printr'o serie întreagă P(2), convergentă în cercul 

- (lt) iu 'care ea nu se anulează deoarece e* nu se „anulează pentru - 

nici o valoare finită a lui u. . 

Ducă „u este o funcţiune întreagă, ui = G(2), funcțiunea 

eGlz) 

va fi o funcţiune întreagă G,(2), neavând nici un zero în toată în- 

tinderea planului. Fie « o constantă arbitrară ; uneţiunea 

G, (a) + a - 

este o funcţiune întreagă, care nu poate- -deveni egală ca a "pentru 

nici o valoare finită a lui a. _ | 

D-l E. Picard a demonstrat că nu există două cantităţi a, b, 

ab, pe cari o funcţiune întreagă să nu le poată primi fără a se 

reduce la o constantă (Picard, Analyse, tome II). - , 

. % ” - ” - 

224. Tie G(a) = Sana o funcţiune întreagă. Să punem 
. a - - 

I=sS -P IT Gu = 0 in 

£, 27 a, B fiind cantităţi reale, (n = 0, 1, ...); vom aveâ . 

a p- - . e Ga) = P(8, 7) + iPa(8, n), 
P şi P, fiind serii reale de forma. 

5 Pun &m ae , 

absolut convergente pentru orice sistem de valori finite (£, 3). 

Aceste serii definesc două funcțiuni p(£, 7), p(£, m) reale, finite și 

univoce îu tot planul variabilei z. 

Dacă una din funcțiunile p sau w păstrează un semn invariabil 

în tot planul, G(2)-se reduce la o constantă. Să presupunem, de - 
exemplu, , ia 

PE, )>0, o:
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în tot planul. Considerăm expresiunea 

e— G(z) = e Peer), 

care reprezintă o funcţiune întreagă al cărei modul ET < < 1 în tot 
planul; de unde rezultă că.această funcţiune se reduce la o constantă 
şi prin urmare G(2) este o constantă. 

Dacă p(£, 1) este de un semn invariabil, considerăm expresiunea 

pia E 
e 3 - P 

după e cum y2=20. _ 
La aceleași coneluziuni, ajungem dacă una din funcțiunile g 

sau w este identie nulă: cecace însemnează că o. funcţiune întreagă 
nu poate fi î în tot planul numai reală sau numai pur imaginară. 

225. lteprezintarea geometrică a periodicității funcțiunilor' sinz, 
- cos, | e 

Să ducem pe axa reală - în amândouă sensurile, începând dela 
„origină, lungimi egale cu 2; prin punctele de diviziune să ducem 
paralele la axa 0; împărţim astfel planul într'o infinitate de fâşii. 
In toate punctele congruente ” 

a ok 2na, - : 

„n fiind un număr întreg arbitrar, funcțiunile sin z, cos 2 au respectiv 
aceeaș valoare ca în punctul zg. Este dar de ajuns a studiă varia- . 

țiunea acestor funcțiuni într'o singură 
fâșie. 

Să. considerăm, de ex; funcțiunea 

y= sinz ,- 

“și să vedem de câte ori această func- 

ve primeşte, într'o fâșie, o valoare 
rhitrară a. | 

Pentru: aceasta, punem 

  

“i ei — ez 
Fig 12 sin 2 = - 

2i 
  = a; 

de unde ecuaţiunea 

(20) o cir — 2aiziz — 4 = 0, 
' 

cate dă pentru ci? două valori finite şi dierite de zero. Însă fâșiile 
considerate figurează şi periodicitatea funcţiunii ei?, care, după 
cum am văzut, primește în fiecare din ele, o singură dată o valoare - 

„diferită de zero. De unde rezultă că într'o fâșie, funcțiunea sin &
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rece e de două. ori prin orice, valoare finită 1) voim. Fie a şi a” cele 
două valori ale lui z, cărora corespunde acecaș valoare a pentru. 

, sin z; vom aveă 

gi! eiz = 1, A 
sau 

citata) = — 1; 
de unde 

9 a = (0:44 1, i 
h fiind un număr întreg. Se vede că punctele z, z” sunt simetrice 

1)_ , . , în raport cu punctul a = (+3 2, căci ecuaţiunea (21) este satis- 
făcută pentru valorile | i | 

1 1 [a 3] aa” = (n + | 3]z=z 
& 

20 fiind un punct oarecare. În fâșia (0, 22) de exemplu, punctele. 

Î 

37 
= 3 Ț sunt centre'de simetrie ale funcţiunii y = sin z. De unde 

5 5 E 37 . rezultă că, dacă prin punctele z = 3, z, > ducem paralele la axa 
i - 

.. m (a). -. . i 07,. fâşiile o, =) ; £, a) vor. da aceleași valori; deasemenea vor da 

E II 3 (3: a o: aceleași valori fâşiile (2, 3), a 22). Ultima fiind congruentă 

, a LL ma i cu fâșia 3. 0] conchidem că în fâşia determinată de paralelele 
- 

=: 3» inclusiv aceste paralele, funcțiunea Y = sin z, primește: 

orice valoare finită voim: anume, o singură dată fiecare din acelea cari ' 
corespund punctelor interioare fâșiei şi "de- două ori fiecare valoare 
corespunzătoare punctelor situate pe cele două paralele. Căci punc- 

ele 2 = = a = 16 dau acecaș valoare reală 
x 

. 

  

Da ef Sa 
Ă 9 = cosif= e Ep - 

| z , deasemenea punctele 2 = —— kB dau aceeaș valoare reală 
- - . . . 

x 

y= —cosif < —1, 

Acestor semidrepte corespund respectiv axa reală 2 dela 1 la +- co 
. 

1) anu poate fi infinit, căci altiel ccuaţiunca (20) ar da lui eiz o valoare 
nulă și alta infinită, ambele inadmisibile pentru valori finite ale lui z, î 

JI] DAVID EMMANUEL
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şi dela —1 la — 0. Fâșia considerată, din care suprimăn, de exemplu, 

semidreptele + 3 — 8, 8 variind dela 0 la + co, constituie un do- 

meniu fundamental al funcțiuni y = sin z.. Acest domeniu, din care 
_ 

excludem punctele z= 2 3 şi planul 7 = sinz se corespund întrun 

mod conform, căci, în toată întinderea domeniului, derivata func- | 
țiunii sinz este finită şi « diferită de zero. 

„996. Un studiu analog, aplicat funcţiunii cos z, ne conduce la! 

concluziunile următoare: | - 

"In fâșia (0, 27) cos-z primeşte de două ori o valoare arbitrară 

oarecare; valorile z, 2”, nu congruente, cărora corespunde acceaș 
valoare a funcțiuni, satisfac relaţiunca 

a zi” — ha 

In fine, în “fâșia mărginită de dreptele t= 0, £=—, inclusiv 

aceste drepte, cos 4 poate primi orice valoare finită voim: o singură 

dată fiecare din acelea 'cari corespund punctelor inter oare, de două: 
„ori fiecare vâloare corespunzătoare punctelor situate pe cele două 
drepte extreme. 

227. Din cele ce proced se conchide că. funepunile ș sin z,.cosg. 
sunt simplu periodice şi că perioada lor primitivă este 2. Căci de 

o parte, în viriutea relaţiunii sin (2+ 2] = cos z, rezultă că 
Li 

sin z și cos z au aceleaşi perioade ; ; iar, de altă parte, “două puncte 
situate în fâșia (0, 27), în care sin z are acceaș valoare,. dau lui 
cos a valori egale Și. de semne contrarii 1). 

208, Zeri urile Juneţiunilor sin 7, cos z, Ecuaţiunile 

| iz — - ei? = = 0, eiz + ce = 0, | 

"sau : | 

iz —1 = 0, eiz+ 1= 0, 

dau respectiv drept zeruri peniru. sin z, cos z punctele 
s 

N a =, = (i. k + +1) z, 
2 

k fiind un întreg oarecare. 

229. Să menţionăm. funcțiunile 

sinhz, coshz,. e 

1) Altfel: O cantitate a perioadă a funcţiunilor sin z, cos z, este perioadă 
„a funcţiunii ciz; de unde rezultă î = 1, deci a = 27, a cărei- valoare abso- 

“lută minimă corespunde lui = 1. i | i aa
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definite de relaţiunile 

ez a Da ez + 

0 "cos ha = — 

cari se citesc siniperbolic z, cosiperbolic z, „Cea dintâiu este o fune- 
țiune impară, cea de a doua o funcţiune pară ; ele satisfăc identitatea 

—z 
(22) sinhz= 

(23) - cos?ha.—'sin?ha = |. 

Derivând formulele (22), obţinem . 

. Ă d, ! d , - 
(24) —— sin ha = coshr, — cos hz = sin ha. 

- | dz - da 

Funcţiunile sin hz, cos hz sunt reale pentru valori reale ale lui 
z; ele cresc necontenit, cea dintâiu dela 0 la 00, cea de a doua dela . 
1 la. Co, când 2 crește dela 0 la 00. - e : 

Formulele lui Euler, î în cari punem z = = dau. 

(25) -- siniy=isin hy, cos iy = cos hy.. 

De unde rezultă formulele 

(26) (a (5 —- în) = sin £ cos hp -+ i cos € sin ah, 
cos (€ +- în) = cos £ cos hp —a sin € sin hm. 

Aceste formule dau mijlocul de a calculă funcțiunile sin 2, cos z 
pentru valori complexe z = £ + in. 

Făcând + să tindă -către 1 oo "obținem -. 

lira | sin (S+ 1) | = ce, 
(27) n=tco , i Ă i | , 

lim | cos (£ +- i) | = co. . 
mt 

290, Repirez intarea confor mă a funeţiunii 4 y = sin & ; pe domeniul 
TIT. 

„ hundamental. limitat de dreplele $ = 3 | 

Pentru a ne da seamă: de corespondența între punctele - dome- 
. 7 . E . 

niului fundamental limitat de dreptele &=$ din planul (2) și 

po „punetele planului (9); ă pe 
| să examinăm ce fe . 5 

de linii (4) corespund 

  

    
  

  

          
a Z liniilor (2), paralele res- 

2 . ă - pectiv cu axele 0£, 0 
(fig. 12). e 

. „Fig. 14 
Fig. 13 Să punem, : , Ie 

IE DE a „m 
= 51, y=uri, —F Liz >: 

. —_ . _ 

„11*
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“obţinem Si | 

1 +, iv = sin £ cos hp + i cos £ sin ha 

“De unde | | e 

() , "u = sin € cos hy, 

= cos € sin n). 

Privind 7 constant și eliminând £, obţinem elipsa” 

ÎN CI o s 

„„cos?lu] Ei sin? 
(2). 

ale cărei focare sunt punctele (u = +1, 7= piu, , 

    
zi 

_ Dacă facem să crească £ dela 3 la A =, punctul y descrie, 

în virtutea ceuațiunilor (1), necontenit în acelaş sens, semielipsa 

A'BA sau simetrica ci A'B'A: (fig. 13), în raport cu axa reală, după 

cum 7 2.0. Dacă 7 = 0, .y descrie necontenit în acelaș sens seg- 

mentul (— + 1) cuprins între cele două focare. 
Dând lui 7 toate valorile posibile: dela — co-la -+- co, obţinem 

o succesiune de semielipse, situate în semiplanul negativ și în semi- 

planul pozitiv corespunzătoare valorilor 1 <0, cari acopăr tot 

planul (4. e 
Să presupunem acum € constant și să eliminăm 7 între ecuaţiu- 

nile (1); obţinem iperbola 

. ul j2 

să sinzf cost 

omofocală cu familia de elipse (2). Dacă 7 creşte dela —— co la + o, 

punctul + descrie, necontenit în acelaș sens, 

„ramura infinită MAM, sau ramura simetrică 

(fig. 14) M'„A'M', în raport cu axa imaginară, 
după. cum -£ <0. Dacă £=0, cele două 

ramuri se coniundă cu axa imaginară și 

descrie această axă necontenit în acelaș sens 

  

. NE z 
Fig. 15 -.. dela —co la + o. Dacă £ = 4 3 pa cele 

două „ramuri se confundă respectiv cu segmentele nelimitate ale 

axei. reale cuprinse între punctele: (1, + - 00), (—1,—00). “ 

Să ne închipuim că facem câte o tăietură în planul (77) dealungul 

acestor segmente nelimitate şi să considerăm fiecare din ele ca având 

două țărmuri: țărmul superior (pozitiv) și ţărmul inferior(negativ), 

după cum ţărmul-este de partea ordonatelor pozitive sau negative. 

Dreptele £ = + > corespund punct cu punct respectiv tăieturilor :
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(1, + 0), (—1,—c0) şi anume, ţărmurilor superioare sau inferioare | 

după cum p <0. 

  
, dy. a. a. SR SI ” 

Derivata = fiind diferită de zero în domeniul fundamental 

o . - A Sa 
„considerat, din care excludem punctele z = + 3, rezultă că acest 

2 
. . o. „. v ue. . 

domeniu .și planul (y) limitat de 'cele două tăieturi, se corespund 

întrun mod conform. ” 

231. Reprezintarea funcţiunii y = sin a se aplică, vorbă cu vorbă, 

funcţiunii y == cos, dacă înlocuim domeniul fundamental con- 

siderat prin domeniul mărginit de dreptele £ =0, £ =, în vir- 

tuteă relaţiunii 3 

i . N: - 
„cos z= sin|z-+ 3]. : | .- 

232. Funcțiunea tg z. “Această. funcţiune este definită de re- 

laţiunea | 

care exprimă că tgz este o funcţiune analitică uniformă, simplu. 
periodică, având perioada z. Zerurile funcţiunilor sin z,.cos z sunt 

respectiv zeruri şi poluri de ordinul întâiu ale funcţiunii tg z. 

Această funcţiune nu admite la distanţă finită alte singularităţi 

“decât polurile menţionate. 
Punctul z = 00' este un punct singular esenţial în domeniul 

căruia îig z are o infinitate: de. zeruri şi de poluri. Acest.fapt se. 

* 

pune i în evidenţă dacă facem substituţiunea a == şi observăm că 

z 
zerurile funcţiunilor sin — şi cos — sunt date de expresiunile 

SR 
SN na? (n 4+- tz 

Aceste puncte formează o grămadă infinită având ca punct 

limită punctul 7 = 0. 
Aplicând regula derivării unui cât de două: funeţiuni analitice, 

obţinem o 

d — ip = 1 
da cos?a - 

Periodicitatea funcțiuni tg 2 se poate figură prin fâșii limitate: 

de axa imaginară și de paralele la această axă, duse prin punctele 

z = na, n fiind un număr întreg care primește toate valorile dela
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— % la.--.00. „In fâșia (0, 7), precum şi în oricare alta congruentă 
cu aceasta, funcțiunea tg za poate primi o singură dată orice 
valoare voim, diferită de + i. În adevăr, punând 

a i e2ir_— 4 
- Ă PO =a Me TD i(eiz 41) 2 

avem. iei ” ” e 

“etiz — i-a , | . 
i—ia . 

“Insă fâșia considerată este un“ domeniu fundamental al func- 
ţiunii cziz prin urmare, în această fâşie, egalitatea precedentă este 
posibilă întrun singur punct z, oricare ar fi valoarea lui a diferită 

"de +, pentru care membrul al doilea devine respectiv nul sau - 
infinit. Ă 

Valorile + i sunt valori limite către cari tinde tg z când z tinde 
"către infinit fără a ieși din fâșie. Căci avem egalitatea 

te imp = i Ne po 
EA + e—n e2is - 

“de unde rezultă 

„dim to (e + = zi, 
ata | - 

233, Reprezintarea conformă a funețitunii- + y= = igz pe domeniul 
1 

fundamental, limitat de dreptele E=z >. 

Să oxaminăr mai întâiu reprezintările particulare următoare: 

10, a = £. Făcând să crească £ dela   a! z - 
= la + + Y creşte 

necontenit dela —co la +. 
2. a == în; avem a 

; sin hi] 
Yi cos ha 

: Făcând 4 să crească dela — ce la +, punctul 7 se mişcă pe 
axa imaginară, necontenit în acelaș sens, dela punctul —i la 

  

punctul + 

7 e j - 
30, 2 = + in; avem 
2 

-. cos ha] 

sin hp 

- za. :) In virtutea periodicităţii funcţiunii iz, fâșia limitată de dreptele £ = +3. 
este un domeniu fundamental ca și fâșia limitată de dreptele Ş=0, 6 =



_- - STUDIUL CĂTORVA FUNCȚIUNI ANALITICE ELEMENTARE 167 

și tabloul. de variaţiune a - 

]l—o—— 0 + +o, 

- — 1 deser Foo. descr 4 | o 

adică, pe când z descrie semidreptele 

[=3 m 00 se. %) 
_ + o... 01? 

y se mișcă. pe axa imaginară respectiv dela —ila —i co, sau dela 7. 
la+ io: 

Să examinăm acum cazul: când z descrie o paralelă, oarecare la 

  

"una din axele de coordonate 0£, 07, —P'< Ş< 3. _ 

Egalitatea o 
A—ziz ă 

p=utb=iiparz ” 

dă ia 
= 21 sin 2£ | op 1—AB2 [e _ e?) 

A poicosDE ji? o O dţpdicosd2E+ E - 

40, „Presupunând. -7 constant și: făcând să crească E dela Fe 
a 

la + = 3- „ punctul z descrie necontenit în acelaș sens un cerc com- 

pleci, a cărui ecuaţiune este 

(— 2008 —- or D)—2(14+ Bo =0.- 

Acest cere este situat deasupra sau dede- 

subtul axei reale după cum 721, adică 

după cum 720. La valori ș egale și de 

“semne contrarii, corespund două cercuri si- 
metrice în raport cu axa reală, având raza 

  

  

„_2Â 
7= [I=2)] . 

Aceste cercuri conţin în interiorul lor 

respectiv punctele + i, —i-şi sunt descrise, „Fie. 16. 

£ crescând dela — la pr , cel de deasupra î în. sensul pozitiv, 

cel dedesubt în sensul negativ (v. fi.). - 

„20, Să presuptinem £ constant și să facem să crească 7 , dela — o 

Ia + o, punctul y va descrie un arc de cerc) dela punctul — i 

3) Ecuaţiunea acestui cerc este 

- ue du cotit =,
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la punctul -+- i, situat la stânga sau la dreapta axei imaginare, după 
cum avem —-- <£<0sau0<t< - La valori £ egale şi de 

având drept rază , - 

| sin 25|” 

semne contrarii corespund arce simetrice în raport cu axa imaginară, 

r= 

  

234. Funcţiunile cotz, sccz, coseez, sunt definite de expre- 
siunile | | ai 

| - cos z. - (1) cot = 3 ». seca = sina 
  

  

  » Cosecz = ———, 
Mii sin z 

Să considerăm în special funcțiunea cot z, care are acecaș pe- 
rioadă ca tg z și a cărei reprezintare conformă rezultă imediat din 
relaţiunea 

az 
(2) - cota = tg (2 — 2). 

2) 

Polurile funcţiunii cot 2 sunt zerurile lui sin z. In domeniul . 
- 9 a = 0, avem 

  

a2 , 

(3) cote d ST: a Ida „A _ a a gta e ... 3 

IT . . a 

adică o desvoltare de forma E . | 

A. „cota + (2), 

P (2) fiind o serie întreagă, convergentă în cercul lz]=z. 
In domeniul unui pol 2 = na, avem, punând 2 =na+ a, 

1 
cotz = cota” = ZT P(2') 

2 | d (5) cota = Ta + P (na) , 

  

lie a o constantă oarecare, funcțiunea cot (z—a) admite 
punctul a ca pol de ordinul întâiu, în domeniul căruia avem des- 
voltarea - 

(6) N cot (z-a) = LL + P(a-— a). ÎN 

Punând a = £+ U], avem - 

7 lim cot i) = AI NN = rr, Da CT Doze Fa) 
- mt
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235. A plicaţiune, Să considerăm o funcţiune raţională de sin a, 
cosz 

“ F, (sin 2, cos 2) 
1 sin 2, COS 2) = 

„(0 | 2): E (sin z, cos 2) ? 

F și T, fiind polinoame de sin z, cos z. Dacă gradul numărătorului * 

în raport cu (sin x, cos 2) întrece gradul numitorului, putem aduce 
uncţiunea dată la forma 

p (sin a, cos 2) (2) /(sin a; cos 2) = P (sin z, cos 2) -- wp (sin 2, cos z) , 

în care P, p şi p sunt polinoame de (sin z, cos 2), gradul numără- 
torului p fiind cel mult egal cu al numitorului p. In adevăr, ordo- 

" nând polinoamele E, și F după puterile lui cos 2, de exemplu, și 
înlocuind cos?a prin 1 — sin2z, vom puteă scrie 

p, (sin 2) + cos 2 (sin 2) 

1p. (sin 2) «+ cos 2 pg (sin 2) 
  (3) . f(sina cos.) = 

Pr Pa Pr pa fiind polinoame de sin. | - 

Multiplicând ambii termeni ai fracțiunii cu 

"pa (sin 2) — cos zpp (sin 2) 

şi înlocuind cos? prin Î—sin2z, funcțiunea dată va luă forma 

- D, (sin 2) + cos z (sin 2) 

d (sin 2) , 
  (4) fina, cos 2) = 

O, d 

b'9: 
BD, DB, fiind polinoame de sin z, Efectuând diviziunile 

obţinem expresiuni de forma 

i D, (sin 2) 

b(sina) 
„Ra (sin 2) 
D (sin 2)? 

Re (sin 2) 

Disin a)? - 

= p (sin 2) + 

D, (sin 3) - 
Da (sin 2) = Pa (sin 2) + 

„prin urmare 

Î(sin «, cos:z) = P, (sin 2) -+- cos z Pz(sin 2) 

„Ra (sin 2) + cos + R,(sin 2) 
7 D (sin 2) , 
  

Pa Pa Ru Ra fiind polinoame de sin z și gradele celor două din 

urmă fiind mai mici decât gradul numitoralui . Ceeace justifică 
aserţiunea' (2). ” 

„Vom presupune, în cel ce urmează, că gradul numărătorului 

F,(sin z, cos 2) este cel mult egal cu gradul numitorului F(sin z, cos 2).
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„In acest caz, punând z = 5 + i) şi: ţinând seamă. de egalitatea 

    

- , sin (+ | _, 
Pe cos (E-F 1) = 

vedem că funcțiunea [(sin z, cos &) tinde către o valoare finită când 
1) tinde, către + 00, “oricare ar fi valoarea lui £. „Această funcţiune 
mare dar, întruna oarecare din fâșiile mărginite de dreptele para- 
lele £ = 2hzz, £ = 2(f + 1), alte singularităţi decât poluri în număr - 
limitat. a | ă 

-Să considerăm fâșia (0, 227) şi îie a unul din polurile funcţiunii 
şi a+ i ordinul său de multiplicitate. Vom avei, în domeniul 
acestui pol, o expresiune de forma E 

AD 
z—a v—a 

  
  f(sin z, cos 2) = 

A pl _1 a | a + Aa D a + Ple a . | 

Dik) [iind simbolul derivatei de ordinul k și P(z—a) o serie întreagă. 
De altă parte, avem [(6) $-234], 

et Balea);   

2 a— 
  cot 

. Ă po 

de unde, prin derivări succesive, 
| L 

r—a 
  “Deo Et = 2p 

D'0) cot = — opla) _Î__ + Po) (2-a). 

Din aceste desvoltări rezultă că diferenţa: 

z—a: [sin z, cos 2) a [A cot sa + AD cot a 

  

  

  FF Aa Dlo) cot aaa ] 

este o funcțiune olomoriă de z în domeniul. punctului a = a. 
„Consideraţiuni analoage se aplică celorlalte poluri. . 
Prin urmare. diferenţa i 

! r—a 
3 

L— 

-2 a 

  

  

f(sin z, cos 2) — 1» [A cot + AD cot 

  
an E Aa De) cot 22|, - 

"în care simbolul X se referă la toate polurile situate în fâşia con-
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siderată, este 'olomoriă în această fâșie, rămânând finită când « 

tinde către infinit fără a ieși din fâşie. Insă toţi termenii acestei 

expresiuni. se reproduc când înlocuim. 2 prin & + 27; prin urmare, 

această expresiune este olomoriă în toate fâșiile, adică ea este olo- 

„morfă în iot „planul inclusiv punctul 2 = co. Expresiunea se re- 
“luce deci la o constantă, de unde rezultă expresiunea 

, _ 1 
Î(sin z, cos 2 =C+3ă|Acot: 

- 

z—a 

2 

  

a—a z—a | + ADeot SIE e n. - ADI? cot 2 |.   
  

Această formulă este datorită lui Jlermite. 

„Determinarea constantei C. Reprezintând prin Ca Şi Ca valorile 

către care tinde funcțiunea f(sin z, cos 2) când punând z = £ + in 

facem respectiv 7] = 4 00 şi ţinând scamă de formula (7) 034) şi 

de faptul că derivatele Dt! cot -   
-a _ , , 

tind către zero în acelaș timp, 
2 

obţinem 
i” - i 

C, = C— ga Ca =C + po 

de unde 

_ + G C = II 

Olservare. * Calculul: coeficienţilor. Aj A - .. se poate face în 
- modul următor: punem 2—a = şi desvoltăm funcțiunile sin (a +1), 

Fu(sin z, cos 2) . 
F(sin a, cos 2) 

4 ap at... - 

E ar OP bo 

cos (a + î) după puterile lui funcțiunea ia forma 

  

Div izând seria dela numărător prin seria dela numitor, ne oprim 
"la termenul 4%, Fie 

Cot Cat ace Ca i 
câtul astfel obţinut; vom. aveă 

  

Ă= Ca: 

„A = — Ca, , , 

| , C_ A . 
- , | | Aa =. | IN 

Ai 1) Co.
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CAPITOLUL, XI. 

_FUNCȚIUNI ALGEBRICE DEFINITE DE ECUAȚIUNI 
BINOAME. SUPRAFEŢELE LUI RIEMANN, 

I. — FUNCȚIUNI ALGEBRICE DEFINITE DE ECUAȚIUNI BINOAME. 

"236. Să considerăm egalitatea 

(1) VP =, 

în care p este un număr întreg și pozitiv: La orice valoare z ZO, 
corespund lui  p valori distincte. In adevăr, punând 

10 z=re, yj = gelb, _ 

egalitatea (1) se poate serie 

oPeibb — reit0-t-2hz) , 

hk fiind un număr întreg-arhitrar. Această egalitate ne dă 3 > 

“o =r, pp=0- 2; 
de unde | 

- | | 
. Li | . p , | | 

7” având semnilicarea aritmetică. Pentru a obţine toate valorile de 
cari 4 este susceptibil, este deajuns-a da lui p valori întregi con- 
secutive, de exemplu, 0, 1, 2,...p—1. Expresiunea. generală a... 
rădăcinilor ecuaţiunii va fi aşa dar 

p-ta | 1 
E Pe po (h=0,1,83,...p-—l), (2) RT 

a . a p 
Le vom reprezintă în totalitatea lor prin / 2 sau aP; ele se 

anulează împreună cu a, Ma Aa | 
Făcând să varieze z, fiecare rădăcină (2) variază evident întrun 

mod continuu. Voim să arătăm că fiecare din ele este o funcţiune 
analitică de z, olomortă în orice regiune care nu.conţine punctul 
z=0., | o 

Fie 29 o valoare oarecâre a lui 2, diferită de zero şi n una din 
„cele p rădăcini corespunzătoare. Se recunoaște imediat că egali- 
tatea (1) poate fi satisfăcută printr”o serie întreagă de 2—ao: 

(3) Y= Ya a (2— 20) + da (3 To +
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căci scriind-o sub forma 

1pP = 29 + a—a 

și substituind în locul lui 2 seria azocodentă obţinem, prin identi- 

ficarea ambelor membre, valori finite și bine determinate pentru 

coeficienţii Au. Rămâne să probăm că seria așă determinată este 

convergentă în domeniul lui 20. 

» Să derivăm ecuaţiunea (1); obţinem 

ni AY . i d 

pr a > 

sau, în virtutea aceleiaș ecuaţiuni, - i , 

(4) pre. =], 
- E dr - 

” e 

Să înlocuim 7 prin seria (3) şi să identificăm ambele membre; 

obţinem relaţiunea . 

NPI00a = (| + p—nphan—: 

De unde deducem, punând pentru prescurtare — = m; 
. P. 

__m(m-—1)... (mn 1) e: 

n ! gh 
  

n 

Prin urmare seria (3) i ia forma 

Şmn=n-. (m n4 1) (== 2) ” 
"n! 
  (5) ya E 

serie evident convergentă în domeniul lui To având | zg| ca rază 

a cercului său de convergenţă. : . Sa 

237. Fiecare element (5) (k = 0, 1,... p) dă naștere unei func-" 
țiuni analitice olomoriă în orice regiune care nu conţine punctul 

a = 0 şi care, în virtutea teoremei asupra. permanenţi relaţiunilor 

analitice, satisface ecuaţiunea (2) în toată regiunea sa. de existenţă. 

Această: regiune consistă, precum se va vedeă mai jos, în toată 

întinderea planului. Aceste funcțiuni însă nu sunt fără legătură 

între dânsele. In adevăr, expresiunea: (2) arată că dacă mărim 
argumentul 0 cu 2, adică dacă z se învârtește odată în sensul po- 

zitiv în jurul punctului a =.0, rădăcina 4 Yo se schimbă în 11 această 

se schimbă în y3.... şi cea din urmă vyp_u se schimbă în yo. Cele 

_p rădăcini formează așa dar un sistem circular. Deaci rezultă că cele . 

p elemente cuprinse în- ;ecuaţiunea (5) dau naștere unei aceleași func- 

ţiuni analitice monogene, multiforme cu p ramuri. Pentru toate 

-aceste ramuri, punctul a = este un punct singular, În adevăr, 
3 4
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în domeniul acestui punct, nici o ramură nu se poate reprezintă 
printr”o serie întreagă P(2),-căci altmintrelea ca s'ar reproduce când 
a ar descrie o curbă închisă în jurul lui a = 0. Acest punct este 
unicul punct singular al funcțiunii ş, situat la 'distanţă finită; căci - 
punctul zp considerat mai sus, nu a fost supus a altă condiţiune 
decât de a fi diferit de zero. De unde rezultă că regitinea de existență 
a funcţiunii y este tot planul variabilei z, o 

Punctul singular 2 = 0 caracterizat prin aceea că ramurile fune- 
țiunii se permută în jurul lui, a primit numele de punct de ramifi- 
caţiune sau punct critic, > Na 

“Punctul o. In punctul «= co, cele p ramuri devin infinite și 
se permută în jurul acestui punct; cecace se recunoaște imediat, 
a i 1 : făcând substituţiunile = >, y= pe 

z y - 
"Funcțiunea gy definită de ecuaţiunea (1) se numește funcţiune 
algebrică de z; ca este cea mai simplă din clasă acestor funcțiuni 1). 

238. Ecuaţiunea 

. p=a, Ei 

în care p și g sunt numere întregi pozitive, prime. între ele, condue 
la rezultate identice îi cele de mai sus. Să notăm expresiunea rădă- 
cinilor corespunzătoare unei valori & = rei0, diferită de zero . 

a d, o 
- -y=r P e. EP) = 01,3 p—ij; 

Punând = în, elementele celor p ramuri corespunzătoare unui 

punct 2 diferit. de 0, vor fi cuprinse în formula (5). 

| 239. Să considerăm ecuaţiunea. a 

E gps (La, 
p și q fiind, ca mai 'sus, numere înlregi, pozitive şi prime între. ele: 
Punctul de ramificaţiune a celor p ramuri este z = — 1 și elementele | 
corespunzătoare lui z = 0 sunt date de 

A 2 mm)... (m-—n+ 1) „- = q 7 Yi e 2 an = . YU > Ye 2 RI : | p. 

„- Ecuaţiunea gP = A(z-+ a) se reduce la. tipul “precedent, 
scriind-o sub forma ÎN . 

Pa L+—], | a . 

1 - 
ÎN a ai . ÎN " - 

1) Este vorba de funcțiunile algebrice neraţionale,
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240. Obsereare. Fie i 3 

U= reid, == cei? 

două cantităţi variabile oarecari și i a 

A AL ;0+-2ha A LL p-ta 
un=rhe m v în = e m e, m 

- - “m | m 

două determinaţiuni, luate după voie, ale rădăcinilor Vi, Vu; 
de unde. 

| Ad A 1 Opeth) 
UN pm pn o ei 7 hu | - 

n 

"De asemenea. o deterniinaţiune oarecare a radicalului Vo este 
dată de expresiunea 

a 1 Orton 
e) m — = (ro) m ei mo 

prin urmare, luând = Rh, adică alegând această determi- 
naţiune întrun mod convenabil, putem scrie 

m 

a V fa = Va. Vi. 

” m m 

“De asemenea, fiind date deteriinațiunile Vu Vo; există o de- 
n 

terminaţiune |: asilel încât să avem egalitatea 

AȘE Ba | ă ÎN 

E 
oA4, Să considerăm ccuaţiunea | , 

W A pi = Bla), Dă 
în care m este un număr iâtreg pozitiv și R(2) o funeţiune raţională. 
Presupunem ecuaţiunea ireduetibilă, adică R() nu este un produs 
de factori raționali. i 

Fie zg un punct diferit de un zero şi de un pol al lui R(2). Iu. 
domeniul acestui punct, putem scrie Î. 

0) Ret (oz Paza 
Să punem N . i 

(3) uz) Pazo); - 

ccuaţitinea ransformătiă ” : IN 

pn = B(zg) (1 + )
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va da; în domeniul lui u = 0, m soluţiuni cuprinse în expresiunea 

A [a] uz 

  

. ă 4 

= (o aa = 4 Aga Pin Aj Re Aa m 42. 
VRi) 

- m ” 
în care se dă radicalului VR(z0) cele m valori ale sale. Inlocuind 
4 prin valoarea sa (3), membrul al doilea devine o serie întreagă 
de (z— 9), P(2— 9). In domeniul punctului a = 9; avem 
așa dar 

m 

(4) 9 P(z-20 VB, (Ple-ag] =. N 
- . | 

I=Z9 
. 

Cele m valori y cari satisfac ecuaţiunea (1) sunt așa dar func- 
iuni olomorfe de 2 în domeniul oricărui punct diferit de un zero 
sau pol al lui R(2). ' 

Să examinăm cum se comportă aceste valori în domeniul unui 
zero sau unui pol al'lui R(a), - a 

Fie z = a un zero de ordinul n al funeţiunii R(a). In domeniul 
“ acestui punct avem - - 

(5) = (ș 

Fie p e.m.m.e.d. al exponenţilor m şi n: 

— a) P(a— a, [P(a- a)] Z 0... 

  

(6). O m= pu n= pr 
Să punem . | 

m paz 
ccuaţiunea (5) devine 

(8) PP (0-a), 
. p - 

Valorile radicalului VP(z—a) sunt olomorte în domeniul lui 
2 =; reprezintând prin P,(2 — a) una din ele, ccuaţiunea prece-! 
dentă defineşte, în acelaş domeniu, p ramuri olomorfe z pe cari 
le putem reprezintă prin ccuaţiunea 

” Ahr 

(9) i = (20) Pa — a) e? (= 0,1, ... p=1), 
  

" Fiecăreia din aceste ramuri corespund, în virtutea ecuaţiunii (7), 
A ramuri y, cuprinse în expresiunea a 

(10) y+-= (7-a)! Pa(z-aje " : (k=0,1, a. pP=1), 
| A i a Pe(z — a) fiind una din valorile radicalului V Pa) şi (z—a)h 

primind cele 4 valori diferite ale sale pentru ra.
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Aceste ramuri formează așadar un sistem circular relativ la 

punctul 2=a, adică, dacă a: se învârteşte în sensul pozitiv în jurul 
punctului a, ramurile. 4 dispuse în ordinea argumentelor lor cres- 

- pp i , 2ra cânde — cari formează o progresiune aritmetică cu raţiunea —— — - Li 
se permută între ele în acecaș ordine, cea din urmă schimbându-se 
în cea dintâi. După 4 învârtituri în acelaș sens, ficcare ramură 
se reproduce. . , | | 
„“ Cele m ramuri 3 definite de ecuațiunea (1) se grupează dur, 

"în domeniul punctului z= a, în p “sisteme circulare, compuse 
fiecare din ui ramuri. Se zice că punctul a = a este un punct critice 
sau de ramilicaţiune de ordinul pi — 1 pentru fiecare sistem circu- 
lar: Dacă u=], punciul a încetează de a [i punct critic, toate 
ramurile fiind olomorfe în domeniul acestui punct, 

Dacă z = a este un pol de ordinul n al funcţiunii R(2), avem, 
“în domeniul acestui -punet, - - 
Up (za) P(z-a) [P(a=a)] ZO 

Presupunând că nuinerele m și n satisfac ecuaţiunile (6) și 
punând 

(05 = >». 

u
|
=
 

obţinem, raţionând ca mai sus, pentru cele m ramuri Y> expresiunile 
| o Aia 

(3) pa) Placi (0,1... p-4), 
  

: Toate ramurile devin infinite în punctul a = a ŞI se grupează 
în domeniul acestui punct, în p sisteme circulare, compuse fiecare 
din 4 ramuri. Dacă pu = 1, toate ramurile Y sunt funcțiuni uniforme 
în domeniul punctului a. - 

1 _ RR , Punctul co. Făcând z ==, R(2) se schimbă între funcţiune 
  

raţională R,(2) și ecuaţiunea (1) devine 

a pr = Rar). 
Problema revine la studiul ramurilor y în domeniul punctului 

z' = 0. Vom zice că punctul = co este sau nu -punct critic al 
ramurilor y definite de ecuaţiunea (1), după cum punctul z' = 0 

„este sau nu punct critic al ramurilor y satisfăcând ecuaţiunea (14). 
Dacă ramurile g ale ecuaţiunii (14) se grupează, în domeniul punctu- 
lui z' = 0, în sisteme circulare de un 'ordin oarecare, vom zice:că 
ramurile corespunzătoare (1) se grupează în domeniul “punctului 
00, în sisteme circulare de acelaș ordin. 

12 DAVID EMMANUEL
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242. Drumuri echivalente ; contururi elementare e. Fie 29 un punct 

ordinar oarecare; dela acest punct privit ca origină să descriem 

o curbă închisă fără puncte duble, care să nu treacă prin nici un 

punct critic şi care să „conţie în interior k puncte critice (pe figură 

k = 2). Dela aceeaș origină să descriem k curbe analoage, interioare 
celei dintâiu, cari să n'aibă cu aceasta și nici între ele alt punct comun - 

-. decât origina și astfel ca fiecare din ele să 

conţie în interior un singur punct critic. Voim Ş 

să arătăm ca drumul exterior. zABza, de 

„ scris în sensul pozitiv și drumurile interioare 

Zod... o ob ... o descrise succesiv în a- 

celaş sens, sunt echivalente, adică plecând cu 

acecaș rădăcină y ca valoare inițială, ob- 

ţinem în ambele cazuri aceeaş valoare finală. 
“Pentru aceasta, să unim câte un punct al 
fiecărei curbe înterioare cu-câte un punct al 

curbei exterioare prin linii cari să nu se taie între ele. Fie liniile 
aA, bB, astfel introduse. Reprezentând prin (AB) variaţiunea func- 

- ţiunii considerate, când variabila z descrie drumul care duce dela 
punctul A la punctul. B, vom aveă egalităţile 

(Zoâ) = (oa) + (aA), - | 
(AB) = (Aa) + (az) + (200) + (0B); 

- (Bz) = (BD) + (2). 
Adunând “aceste egalităţi și observând că liniile, auxiliare 

a, bB sunt descrise fiecare succesiv, în două sensuri opuse, prin: 
urmare variaţiunca totală după fiecare din ele este nulă, obținem 
egalitatea - 

  

Ă (204B.. se 20) = (20020) + (Zobzo) + ...- 
q.e.d. 

Curba închisă (zoazo) relativ la un punct critic interior se 
înlocuește de obiceiu prinu”un drum format dintr'un 
cerc foarte mic descris în jurul acestui punct ca centru i 

- și din o linie dreaptă care unește punctul zg cu un 
punct a al acestui cerc. Un asemenea drum se numeşte - / 
contur elementar. Linia zga (dreaptă sau curbă) se con- L 
sideră ca având două ţărmuri, provenite din două - Fig. 18 

linii cari s'au apropiat infinit de mult una de alta. 

243.  Tăieturi (coupures). — Print? un artificiu simplu se 
poale face ca ramurile unei funcțiuni algebrice să fie funcțiuni 
uniforme în tot planul variabilei, limitat întrun mod convenabil.
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Exemple. — Le. Fie ecuaţiunea „ 
| pp ze: 

Să ne închipuim o secţiune făcută în plan dealungul unei 
“semidrepte dusă într'o direcţiune oarecare dela z = 0 la = oo 
și să privim această secţiune ca o limită a planului pe care variabila 
să nu o străbată. In planul așă limitat, variabila z nu descrie nici 
odată o curbă închisă în jurul punctului critic z = 0; prin urmare 
în acest plan ramurile funcţiunii sunt olomorie. Insă, în două 
puncte a, 2” infinit vecine situate de o parte şi de alta a secţiunii, 

valorile unei ramuri nu sunt infinit vecine, așă că prin artificiul 
introdus se rupe, continuitatea ramurilor. 

In adevăr, pentru a trece dela punctul 2 la 
punctul 2”, trebuie să înconjurăm punctul z = o; 

dacă presupunem punctele 2, 2” infinit apro- 

piate, valoarea unei ramure în punctul a” va 
fi egală cu valoarea ci în , punctul x multipli- 

2iz 

cată cu e, , 

  

20, Fie yP = (2-a) ... (z—aa). 

Realizăm uniformitatea ramurilor, dacă dela fiecare punct de 
ramificaţiune ducem semidrepte cari să nu se întâlnească și facem 

secţiuni în plan dealungul acestor drepte. - 

244. Modul precedent de a limita planul, cu scopul de a face 
ramurile uniforme, nu este unic. Fie, pentru a fixa ideile, ecuaţiunea 

2 = (z—a4) (2—a5) ... (za). 

Dacă n este un număr par, n = 2m, unind punctele de rami- 
ficaţiune două câte două, de exemplu a, cu az, aa cu Ca = 3 Com 

Cu dz prin linii cari să nu se taie între ele și făcând secţiuni dea- - 

lungul acestor linii, obţinem un plan limitat care satisface condi- 
țiunile cerute. Căci variabila în mişcarea sa în plan nu poate în- 

conjură un punct critic, fără a înconjură un număr par deasemenea 

puncte; ceeace face ca fiecare ramură să reia aceiași valoare. în 
acelaș punct. . . 

Dacă n = 2m + 1, operăm ca mai sus şi întroducem o nouă 

secţiune dela punctul aan la infinit. Sccţiunile nu sunt supuse 

la altă condiţiune decât de a nu se întâlni, forma lor putând îi 
oricum. i 

245. Să studiem variaţiunea funcţiunii 

(1) y = V/i-e 

„pentru valori reale ale lui z. ” EI 

12*
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Avem punctele critice z == + 1, în jurul cărora cele două 
ramuri ale funcţiunii se permută. Să facem două tăieturi dealungul 

axei reale respectiv dela + 1 la + oo și dela —1 la —oo. In 
planul limitat de aceste tăieturi + este” funcţiune uniformă. Să 
considerăm ramura care se reduce la + 1 pentru 2 == 0. Când z 
variază dela 0 la 1, y este real pozitiv și variază dela 1 la 0. Putem 
scrie. - 

=Vi + az. Vl-z, 

adoptând peniru ambele radicale valoarea + 1 pentru z=0. 
Să evităm punctul 2 = + 1 (fig. 1) printr'un semicere 

- - - 

n . i Hui . ZT aer Apa-ilii 
cc. i + 

Fig. 20 

omb, descris din acest punct ca „centru cu o rază o foarte mică şi: 
situat deasupra axei reale. Pentru aceasta, punem 

2. aaa, 
făcând £ să varieze deta z la 0. De unde, dealungul acestui semicerc, 

  

A 4 

(3) Va z=—ioţ e l3* 

Semnul — din membrul al doilea rezultă din faptul că în pune- 
tul a(t = 2), V/l-z este real şi pozitiv. In punctul b(r=0), 
avem z—Î = e şi (3) devine . | : 

m  Vioa=-ie ai =-Va=i , 
prin urmare, în acest punct, avem 

(5) Vi Li Va, 

radicalul din membrul al doilea hind real și pozitiv pentru z real 
- şi. mai mare ca Î. 

Dând. lui z valori reale negative, ramura considerată este 
„reală şi pozitivă în intervalul (0,—1). Pentru a: evită punctul 

  
  

1) lată cum se mai poate obţine acest rezultat. Punând 3 = 1 —z, cercul 

|z—1|= o, se transformă în cercul [=] = e. Construind punctele 2 cari 
„corespund punctelor z ale semicercului ob, vedem-că acest semicere se trans- 

formă într'un semicere (2) mărginit de axa reală și, situat dedesubtul acestei 

axe, adică argumentul z variază dela 0 la — a, prin urmare arg V/1— a va- 

_riază dela 0 la —3 . Aşa .dar pentru z real şi > 1 avem 

i a i - 

VI=a=|V1= a |e ei Vai: 
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2 = — 1 printrun semicere and, descris din acest punct ca centru 

cu-raza o: şi situa deasupra axei reale, punem 

(6) a-l = gel, 

t variind delu O la a. De unde 

„bt - 

(7) > Vlra= ere ?; 
căci în punctul c(/ = 0), VI az este real şi pozitiv. In punctul . 
d(t = 2), egalitatea (6) dă z + 1 = — o şi egalitatea (7) devine 

  

SV = Ver; 
. prin urmare, în acest punct, avem 

Vi—r=i al, 

radicalul din urmă fiind real și poziliv pentru a veal și mai mic 
ca— 1. | 

Observare.. Dacă am fi evitat punctele critice prin semicercuri 

situate dedesubtul axei reale, radicalele: din membrul al doilea ale, 
formulelor precedente ar îi avut semne centrarii. 

246. Să mai considerăm funcliunea 

VIE, (10) 

pentru valori reale ale lui z, k fiind real şi cuprins între O şi 1. 

, IN 1 E 
Avem patru puncte critice: z= 4 1, = 4. Funcțiunea 

h 
y devine o funcţiune uniformă” dacă limităm planul prin două 

a PRI - Lc 1 
tăieturi făcute respectiv între punctele +], + și Lp: 

1 

Să considerăm ramura egală cu +1 pentru 2 = 0; această 

romură este reală și pozitivă în intervalul (—1, + 1). Putem scrie 

Da | y = VIZA VIZE, 

ambele radicale. fiind egale cu 1 la origină. 

-- - o +1 + 

L
i
 3 

Fig. 21 

Evitând punctele critice prin semicercuri foarte mici, având 

aceste puncte ca centre și situate deasupra axei reale, obţinem, în 

virtutea celor văzute în exemplul precedent, rezultatele următoare:
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. . 1 Da qy- ” 
I. Dealungul segmentelor (a, + 7) , (-a „= 1) avem - 

respectiv | 

(10) y=— VEI VOR = — i VODĂ, 
(2) y=i VEZI Vio Ra = i VIZD OR. 

d PI oa - IL. Pentru z > sau pentru 2<— pa radicalul VI p 

devine respeciiv — i J/ EAT, Îi V2a2—1; prin urmare pe 
- a 1. TI i axa reală cuprinsă între try ȘI -- 00 și între — ȘI — % avem 

R . 

VU UR = = Va UZ | 
radicalele din membrul al: doilea în toate - aceste formule fiind 
pozitive. 

: II. — SUPRAFEŢELE LUI RIEMANN 

- 247. In sistemul de reprezintare a variabilei independente z 
„pe un plan (sau pe o sferă), corespondenţa . între, poziţiunea punc- 
tului z şi a valorii funcțiunii y nu este biunivocă.. Riemann reali- 
zează 'o asemenea corespondenţă înlocuind plânul (sau sfera) prin 
suprafeţe formate din mai multe foi suprapuse și infinit apropiate 
între ele. Vom consideră: câteva exemple. 

„1248. Suprafaţa lui Riemann pentru funcțiunea y dejinită. de 
ecuaţiunea |, îi 

WU). _ f= a. 

Fiecărei valori a lui z, diferită de zero, corespund două ramuri 
“egale și de semne contrarii pe cari le repretintăm prin vi și je = —y; 
aceste ramuri se permută între ele în jurul lui 2 = o. Să efectuăm 
dealungul axei reale, în direcțiunea pozitivă, o tăietură în plan pe 
care variabila” z să nu o străbată. Cu modul acesta variabila nu 
va descrie nici o dată'o curbă închisă în jurul lui a == 0, așă că 
plecând dela un punct arbitrar zp 0 cu una din ramurile funcţiunii, 
vom regăsi în acest punct aceiaș ramură. In acest mod însă nu 
obținem decât o singură ramură a funcţiunii. Pentru a obţine 
ambele ramuri, să introducem un al doilea plan suprapus peste 
cel dintâiu şi să facem o tăietură în ambele plane dealungul direcțiunii 
pozitive a axei reale. Să numim P, primul plan și P; planul suprapus. . 
Fiecărei valori a lui z să facem să corespundă două punete, unul 

în PD, şi celalt în P, situate! pe acecaș perpendiculară la aceste
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două plane şi să reprezintăm prin J, Şi ya ramurile corespunzătoare. 
Ramura y, este uniformă în planul PD, și ramura ge în planul Pa. 
Aceste două plane le privim ca neavând alte puncte comune decât : 

punctele de ramilicaţiune a = 0, z2= 0, în cari ramurile coincid. 
Mai convenim a privi fiecare tăietură ca având două jărmuri: 

ţărmul stâng sau pozitiv situat de acecaș parte cu semiaxa ima- 

ginară pozitivă și ţărmul drept sau negativ, ţărmul opus celui 

dintâiu. | 
Rămâne să stabilim o trecere dela o ramură la alta fără a rupe 

continuitatea funcţiunii definită de ecuaţiunea (1). 

- Pentru aceasta, să examinăm relaţiunea dintre valorile celor 

două raniuri în două puncte situate faţă în faţă pe cele două ţărmuri 

din P, și în punctele corespunzătoare din Pz.. Argumentele a două 
puncte z situate faţă în faţă pe cele două țărmuri ale tăieturii din 

acelaș plan, diferind între ele prin 1 2 , rezultă că în aceste puncte 

avem în planul P, valorile y, și —% iar în planul Pa valorile 2 și 

Ya Insă ya = — 95 prin urmare întrun punct situat pe ţărmul 
stâng al tăieturii în Pe funcțiunea g are aceiaş valoare ca în punctul 

corespunzător” situat pe ţărmul drept al tăieturii în P; viceversa, 

în două punote corespunzătoare, unul pe ţărmul drept al tăie- 

turii în Pa și celalt pe țărmul stâng în P., Duneţiunea £ are aceeaş 

valoare. - . 
Să ne închipuim că facem să devieze: puţin din forma. lor, 

în vecinătatea liniei (0... -+ 00), planele P, și Pe străbătându-se 

dealungul acestei linii, în aşă mod ca țărmul drept din P, să se 
unească cu ţărmul stâng din Pe și ca ţărniul drept din Pa să se 
unească ca țărmul stâng din P.. Linia (0... + 00) devine astiel 

o linie de trecere dela un plan la: celalt. Un punct mobil z care 

în mișcarea sa într'unul din planele P,, Ps atinge linia de trecere, 

va putea trece în celalt plan, adică o ramură seva continuă prin 

cealaltă ramură, fără ca continuitatea funcţiunii 7 să fie ruptă. 

Suprafaţa formată de cele două plane, sau foi, în modul descris 

mai sus, constituie suprafaja lui Riemann,- pentru funcțiunea y 

definită de ecuaţiunea (1). 

- Pe această suprafaţă funcțiunea y este uniformă. Dacă figurăm 

valorile funcţiunii y pe un plan — planul 7 —, acest plan şi supra- 

faţa considerată a lui Riemann se corespund punct cu punct: planului 

P, corespunde semiplanul y poziliv și planului PD, semiplanul 

negativ. O îndoială, în ce privește corespondenţi a două puncte: 

z şi y, nu poate fi decât pe linia de trecere; această îndoială însă. 

dispare dacă se îndică planul și ţărmul linici pe care punctul z este 

considerat ca situat. De unde rezultă consecinţele următoare:
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10, „Dacă un punct mobil a plecând dela un punct al liniei de 

trecere, situat înirunul din cele două plane pe un țărm dat, se 
"mișcă în jurul originii până ce atinge țărmul opus celui dat, drumul 
urmat nu se privește că este îichis.: Pentru ca un drum descris 
necontenit în acelaș :sens, în jurul originii, când punctul iniţial _ 

| este un punct al liniei de trecere, să [ie închis, 
“este necesar ca punctul final să fie situat în 
acelaş "plan și pe acelaș țărm ca punctul ini- -! 
țial; prin urmare este necesar ca origina să fie 

„înconjurată de două ori, sau în genere un 
număr par de on. . - - Pa 

Figura alăturată reprezintă un drum care - 
înconjoară -origina de două ori, linia plină fiind 

  

situată întrun plan şi linia punctată în celalt plan. , 
29, Două curbe, e cari trec prin acelaş punct al liniei de trecere, 

se Yor privi: ca întâlnindu-se sau nu, după cum punctele acestor . 
curbe din vecinătatea liniei de irecere ș şi de acecaș parte a ei sc vor 
află pe acelaș plan sau nu. pf 

Să observăm că alegerea ce am făcut, ca linia de trecere 
dela un plan la celalt: să fie. semiaxa reală pozitivă, nu este 
un fapt esenţial. Putem luă drept linie de trecere raza infi- 
nită îndrepiată într'o direcţiune oarecare, sau chiar o linie 
curbă care merge dela 2 = 0 la z= Co și care nu'se taie pe sine 
însăș. Ceeace rămâne neschimbat sunt punotele de ramilicaţiune 
z=0, 2=o.: 

In fine; precum în altă parte, am înlocuit planul variabilei 
complexe printr'o sferă, putem, efectuând în acelaș mod o proiec- 
ţiune stereografică, să. înlocuim suprafaţa lui iemann considerată 
printr'o suprafață formată! din două sfere concentrice suprapuse, 
având comuni numai cei doi poli, corespunzători punctelor z = 0, 

= 0. Liniei de trecere din suprafaţa plană, va corespunde pe 
steră un semimeridian, sau orice altă linie sferică dusă între cei doi 
poli şi care nu se taie pe sine însăş, după cum prima linie de trecere 
este o linie dreaptă sau o linie curbă, - 

Observare. Două puncte suprapuse ale suprafeţii lui Riemann 
rămân suprapuse, prin urmare în două foi diferite, oricare ar. fi 
linia de trecere, pe când două puncte cari nu sunt suprapuse, din 
două foi diferite pot; după o schimbare a liniei de trecere, ajunge 
a aparţine aceleiaș foi. Expresiunea că două valori ale [uncţiunii. 
aparțin la aceiaș ramură sau la două ramuri diferite are dar un 
sens precis numai relativ la: tăietura efectuată însuprafaţa consi- 
„derată,
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249. Suprafaţa lui Riemann „pentru funcțiunea y definită. de 
ecuaţiunea | : 

0) Pata), au . 
Fiecărei valori z diferită de a și de b corespund pentru 7 două 

valori egale şi de semne centrarii yj Va = — ph. Când z destrie 
o curbă închisă în jurul unuia din punetele a sau Î, fără a trece 
prin nici unul din ele, cele două râmuri se permută între dânsele ; iar 
dacă z descrie o curbă închisă în jurul ambelor punete a şi D, valoarea 
fimală a lui g coincide cu valoarea sa iniţială. Punctele a şi D sunt 
“puncte de. ramificaţiune ale funcţiunii. Pentru a obţine suprafaţa 
jui Riemann corespunzătoare funcţiunii y este dâr de ajuns a supra= 
pune un plan peste planul primitiv al variabilei z, a privi” cele două 
plane ca neavând alte puncte comune decât punetele de rarni- 
ficaţiune, a efectuă în ele o tăietură după dreapta care unește aceste 
puncte și.a face să coincidă, două câte două, cele patru ţărmuri 
ale tăieturilor suprapuse în acelaş mod ca în exemplul precedent, 
adică țărmul drept din primul plan cu țărmul stâng din al doilea 
plan şi țărmul drept din al doilea plan cu ţărmul stâng din primul 
plan. Linia de trecere (a...) poate aveă o formă oarecare, cu 
condiţiunea de a nu se tăia pe sine însăş, i Ă 

“In fine, suprafaţa plană a lui Riemann poate fi înlocuită printr”o 
suprafaţă sferică cu două (oi, proiecţiune stereografică convenabilă 
a suprafeţelor plane. | 

Un punct mobil care descrie o curbă închisă în jurul ambelor 
puncte de ramificaţiune, rămâne necontenit pe aceiaș foaie; din 
contra, dacă se invârteşte în jurul unuia din punctele a sau d, punctul 
mobil nu poate reveni la poziţia iniţială fără a trece dela o foaie 
la alta şi a înconjură acest punct de două ori. 

„Punctul e = co este distinct pe fiecare foaie şi dă respecliv 
ramurile | 

- ab ţa 
Sg ki 

- 0 (a-i poate Lo 
egale și de semne contrarii. . 

250. Funcțiunea y definită de ccuaţiunea - 

| z=a | 
3) - - pa o - (5) Y z—b a 

admite aceiaș suprafaţă a lui Riemann ca funcțiunea din exemplul 

precedent.. Este interesant de observat că între aceste două func-
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țiuni există o relaţiune biliniară, coeficienţii relațiunii fiind func- 
țiuni raționale de z. Căci din ecuaţiunile 
a aa - . 2 o PS, = (a—a)(a-b | y 7 ( )( ) 

deducem relaţiunea E - 
a - z= (ay, o. 

care pune în evidenţă faptul că funcțiunile. y și = sunt ramificate 
în acelaș mod, adică au aceleași puncte de ramificaţiune. Se-mai 
zice. că aceste funcțiuni aparțin aceleaș clase. : , 

Intr'un mod general se zice că două funcțiuni algebrice aparțin 
aceleaș clase, dacă admit -aceiaş suprafaţă a lui Riemann. 

„251, Să considerăm ecuaţiunea 

(4). = (za) (z—ap)... (2—am). a 

Când « descrie o curbă închisă în jurul unui număr par. de 
puncte ay, az, ..., fără a irece prin nici unul din ele, fiecare din 
cele două ramuri ale funcţiunii se reproduce; iar dacă curba 
închisă cuprinde în interiorul său un număr impar din aceste puncte, 

„cele două ramuri se permută între ele. De unde rezultă :construc- 
țiunea. suprafeţii lui Riemann . corespunzătoare funcţiunii y. Di- 

j . 7 stingem două cazuri: m = 2n; m = în-—4, | 
- În cazul m = 2n, singurele puncte de ramificaţiune sunt 

punctele a., az, --. an ; în cazul m = 2n — 4, punctele de rami- 
"Îicațiune sunt ap, az, .-. amo, Co: Construirea suprafeţelor lui 
Riemann corespunzătoare celor două cazuri, rezultă -din cele ce 
preced şi se poate efectuă în modul următor: Considerăm un plan 
suprapus peste planul variabilei z, convenind ca ele să n'aibă alte 
"puncte comune decât punctele: de raimificațiune. Stabilim, în modul 
obișnuit, între aceste plane, liniile de trecere (a1—a2), (a3—a,) ..., 
(a2n—1— 22) în primul caz; în cazul al doilea linia (aen_+— az) 
este înlocuită prin linia (dona — 00). Liniile -de trecere pot aveă 
forme oarecari fără a se tăia între ele. | 

Dacă z descrie o curbă închisă în jurul a două puncte critice, 
această curbă este situată -pe: aceiaș foaie sau străbate două linii 
de irecere, după cum cele două “puncte sunt extremităţile unei 

- linii de trecere, sau nu. N | 

232. Să considerăm ecuaţiunea 

(5) pa (m întreg > 2), 

Punctele z = 0, z = oo: suni punctele. de ramificaţiune, în 
jurul cărora se permuiă cele m ramuri ale funcţiunii y.. Pentru a
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construi suprafaţa lui Riernann a acestei funcțiuni, adică o supra- 
faţă care să se bucure de proprietatea ca unui punct al ei să corespundă 

o singură valoare a funcţiunii, putem procede în modul următor: . 
Peste planul pe care figurăm valorile variabilei z, plan reprezintat 
prin P,, să suprapunem m — 1 plane P;, ... P, şi să privim toate 

aceste plane ca neavând alte puncte comune decât punctele z = 0, 
= 00. Dealungul direcţiunii pozitive a axei reale să facem în 

toate aceste plane o tăietură peste care punctul mobil să nu treacă. 
Fiecărei valori a lui z, diferită de 0 şi oo, să facem să corespundă - 
m puncte suprapuse, câte unul în fiecare plan și să reprezintăm prin 

Yi Vase Ym 

valorile ramurilor lui corespunzătoare aceleaş valori z, figurată: 
prin punctele situate respectiv în planele P,, Pa, ... Pa. Fiecare 

ramură este o funcţiune .uniformă în planul respectiv. Aceste 
ramuri sunt legate între ele prin egalităţile 

VO — Ya Va > Vas e YvmA4 0 Um P e” ). 

Ceeace ne conduce, pentru a realiză trecerea dela ramura Va: 

la ramura yk+-1; fără a rupe continuitatea, să stabilim lagăturile ur- 

mătoare între cele m plane sau foi: facem să coincidă țărmul drept d, 
al tăieturi din P, cu ţărmul stâng se din P, ; ţărmul drept daal tăieturii 

„din Pg cu țărmul stâng sş din P;, etc., ţărmul drept da al tăicturii 

funcțiunea y este uniformă. 

din P, cu țărmul stâng s, al tăicturii: din P, 2). Tăieturile făcute 
în cele m plane devin linii de trecere între. două din aceste plane, 

legate între ele în modul convenit mai sus. De exemplu, un punct 
mobil din planul P, nu poate trece decât în planul P, sau PA, după 

cum acest punct atinge în mișcarea sa ţărmul drept sau cel stâng 

al tăieturii.. 

Este esenţial de notat că planul P,, 

care străbate toate planele situate dede- 7 
subtul său, este considerat ca neavând d V

i
u
 

t
 

u
u
v
i
 

N
u
t
 

„legături decât cu planul Pra-1 şi cu planul . Fig. 23 

P,, astfel precum s'a precizat mai sus, 

Suprafaţa astiel construită este suprafaţa lui Riemann pentru 
funcțiunea ş, definită de ecuaţiunca (5). Pe această suprafaţă, 

"Să ne închipui că în planul variabilei Y, ducem ni raze v ectorii, 
9 

dela y = O la y = oo,având argumentele E 0, 1,2,...m-—4). 

  

:) (n îs. m =).
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Descompunem astfel acest plan în m: sectoare nelimitate cu un- . 
„ghiurile dela vârf egale. Fiecare din aceste sectoare corespunde 
unuia din planele suprafeţii lui Riemann. Astfel sectorul ale, cărui 

2hz  2(he + Ia „raze extreme au argumentele şi “planul Paza se | m. m . 
corespund punct cu pune: cea dintâi -din aceste raze corespunde: 
țărmului stâng și cea de a doua țărmului drept al tăieturii planului. 

„În rezumat, planul variabilei Y şi suprafaţa corespunzătoare a lui 
„Riemann se corespund punct cu punct; orice porţiune a suprafeţii 
lui Riemann, care nu conţine punctul + = 0, se transformă. întrun - 
mod conform în partea corespunzătoare a planului y. = 

Să menţionăm observarea dejă făcută în exemplele precedente, 
că tăietura (0—00) poate aveă o direcțiune și o formă oarecare, 
cu condiţiunea de a nu se tăiă pe sine însăș. Este evident că modi- 
ficând tăietura, se modifică. şi forma regiunilor y corespunzătoare 
foilor suprapuse, . . o E 

In fine, putem înlocui suprafaţa plană a lui Riemann printr”o 
suprafaţă sferică cu m foi suprapuse, 

“CAPITOLUL XII. 

INVERSIUNEA -FUNCȚIUNILOR e£, tg, sina: 
logz, arclgr, arcsina. ' 

"1. — FUNCȚIUNEA LOG 

253. Să considerăm ecuațiunca 
(DD - lha=e; 

de unde i 

PRE TRE IE | Do - MY A a Ra . (2) ds Ț Fa l—a4+ a . 

Funcțiunea PE fiind raţională având polul unic 2=-—], 
rezultă” că integrala acestei funcțiuni definește 0 înfinitate 'de 
funcțiuni analitice, cari difer între ele prin câte-o constantă și 

„cari. la distanță finită n'au alt punct singular decât punctul 

Vom vedeă mai departe că plecând dela una dini aceste func- 
"iuni obţinem prin continuitate: pe toate celelalte, astfel că y este 
o funcţiune analitică monogenă cu o infinitate de ramuri. Func- 

țiunea astfel definită se reprezintă prin simbolul log (1 + 2).
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Să considerăm ramura care se anulează. impreună cu 7; ea 
„este reprezintată în domeniul punctului z = 0 prin seria ! 

2 ad i Oval r=pppe 
care rezultă din integrarea seriei (2) și al cărei cere de convergenţă 
trece prin punctul 2 = — 1. 

  

Inlocuind z prin (z—1) ) ecuaţiunile (1) și (3) devin respectiv 
(1) | pe, i ” 

A _ a-i (7-1) | 
| (5) y = log z= I ti 

Seria din membrul al doilea al ultimei ecuaţii reprezintă - 
elementul. funcţiunii logz. corespunzător punctului «= care 
se anulează în acest pnuct ș și al cărui cerc de convergenţă trece prin 
origină. Acest punct este unicul punct singular, situat la distanţă 
finită, al funcţiunii log a. - . 

Proprietăţile [uncţiunii logz rezultă din acelea ale funcţiunii 
Ă exponenţiale. Astfel, din periodicitatea funcţiunii e%, exprimată 

prin 'egalitatea | 
2 = eythiz, . 

rezultă că funcțiunea loga este multifor mă, având “în orice punct 
20 :£ 0 o infinitate de valori, cuprinse în expresiunea yg -k 2hiz, 
"k fiind un număr întreg arbitrar. şi yg una din valorile funcţiunii 
“corespunzătoare lui 9. Deasemenea, din studiul variaţiunii lui. ev 

rezultă că dacă a este real și pozitiv, există, printre ramurile în 

număr nelimitat ale funcţiunii logz, 'una care este reală și care 
crește necontenit dela — 0o la' + 0o când z creşte dela 0la + oo. 

Acest logaritm îl vom numi logaritm aritmetice; el are o valoare. 
unică pentru fiecare valoare. pozitivă a variabilei. 

Rezutatele precedente se mai pot stabili în modul următor: 
“Punând | 

, Ă are y=uti, 
ecuaţiunea (4) devine ae - 

de unde 

DT La E 2 ” 

= log r + .i(0 + 2), 

log r fiind logaritmul artimetic, -Dăcă z este real şi pozitiv, puten | 

luă 0 = 0 Și formula precedentă dă 

„log «= logr + oi. 

Ramura log z corespunzătoare lui | = 0 este reală şi coincide
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cu logaritinul aritmelic al lui -| |. Dacă z este real și negativ, 
luând 0 = 2, avem expresiunca 

log z = logr + Ok: + 1) iz, 

care arată că logaritmul unui număr negativ nu admite nici o ra- 
mură reală, - : a a . 

254. Fie x = ro ei% un punct dat oarecare, diferit de z=0 - 
și fie - 

6 Lp ogri0, | 
ramura care se reduce la yo = log zo + i0g pentru z = za. Dacă 
z, plecând dela ze, descrie o curbă închisă care nu conţine punctul 
z ="0, argumentul 0 plecând dela 0g se reproduce şi prin urmare | 
Yy își reia valoarea iniţială gg. Acest fapt ne eră cunoscut, căci 
z = 0 fiind unicul punct singular la distanţă. finită, funcțiunea 
log a se comportă ca o funcţiune olomorfă în orice regiune a planu- 
lui în care nu se cuprinde acest punct. | 

Să presupunem că curba închisă descrisă de z conţine punctul 
z = 0, argumentul 0 se va mări cu „+ 2 și y va deveni a. 

Y = Yo sk 2iz. 
Descriind de k ori în acelaș sens un' drum închis în jurul lui 

z = 0, vom avea 

| = Yo + 2hiz, 

k fiind un număr întreg, pozitiv sau nepativ.. Punctul singular 
z = 0 se numește relativ la funcțiunea logz, punct singular logarit- 
mic, a 

| 255. Aşa dar, ramurile în număr neliinitat ale iuncţiunii logz 
sunt legate între ele astfel că putem trece dela ura la alta, făcând 
ca variabila a să descrie drumuri convenabile. Pentru acest motiv, 
funcțiunea logz, deşi se compune dintr'o infinitate de ramuri, 
este_o funcţiune monogenă. Oricare ar fi ramura considerată, 
ecuaţiunca (1) ne dă derivata 

“ d l 
da az - 

olomoriă și diferită de zero pentru orice valoare finită a lui zf 0. 
"De unde rezultă că funcțiunea y = log z transformă, în mod 

„conform, orice regiune a planului (7), care nu conţine punctul 
„2 = 0, în regiunea corespunzătoare a planului (3). 

„1.256. Vom numi valoare principală sau ramuri principală a
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 funcţiunii loga, ramura acestei funcțiuni pentru care coeficientul 0 

al lui i din expresiunea (6) satisface condiţiunea. 
. —a<0sz. - 

Dând, de exemplu, lui z valorile ], — l, i, —i, vom aveă 

valorile principale corespunzătoare ale funcţiunii log z:.0, iz, i-—, 
2 

a A Ra ” | A — 13. Ramura principală a funcţiunii log (1 + 2) e reprezintată, 
în domeniul lui z = 0, prin seria (3), căci trebuie să se anuleze 
împreună cu z, | 

. 257. Proprietatea funcţiunii exponenţiale exprimată prin 
egalitatea * 

V Y Y+y 
ele? 

trage după sin6 relaţiunea: 

log z, 22 = log 2 -+ log az, 

. abstracţiune făcând de un multiplu de 2iz. 
De asemenea avem, abstracţiune făcând de un multiplu de dia, 

” Di , -- log 22 = log a, — log az, 
2 

1 
log > — log z. 

Ultima relaţiune arată că punctul 2 = co este un punct sin- 
gular de aceiaș speţă ca. punctul z=0. i 

238. Ouseroare. Dacă ne mărginim. la valorile principale ale 
funcţiunii logz, egalităţile considerate mai sus pot să nu fie ade- 
Vărate; căci membrele de al doilea determină una din ramurile. 
logaritmului, și se poate întâmplă ca ramura așă determinată să 
nu fie o ramură principală. De exemplu, scriind 

log (—1R= 2log(-1) -- 

și luând valorile principale ale lui log 1 şi log(—1), membrul întâiu 
vă fi nul și al doilea cgal cu 2iz, 

259. Aplicaţiune. Fie z un punct situat în interiorul cercului 

  

|] = 1 sau pe acest cerc, însă diferit de + 1; argumentul său -. 
fiind presupus cuprins între — z și + a, argumentele expresiunilor 

l+ az 
La, 1—z 

+ bă 3 1 —— a 

E _ e z sunt în valoare absolută mai mici sau cel mult egale cu. Aceasta
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s6 constată pe figurile alăturate, în cari A și B suni punctele de 
intersecţiune ale fiecărui cerc cu axa reală 1). 

   
„Fig. 24 

De aci rezultă „că între ramurile principale ale. logaritmilor 
acestor expresiuni; avem egalitatea |. 

  

  

loga? Fa = log (1 + 2)-—log (- 2). 

“Insă ramurile erincipale ale logaritmilor din membrul al doilea 
sunt date, în domeniul punctului 2 = 0, de seriile 

a 8: gts pe So 
a ad gl Po 

prin urmare | a 
PE la a 25 
(7) log pa = (eta Tg) 

z fiind-în interiorul cercului | z] = 1 sau pe acest cerc, însă diferit. 
„de + 1. - 

Punând «= e%, cu condiţiunea 

($) * o 0<0<asau0>0>— 
formula (7) devine 

i 14 eid “ | 

(9) log Zid = log (i cot) =2 [ei0-r ao esa, .) . 
5 . . 

  

„1) În figura ] punctul z este pe cere şi avem - | 
N Lei 

-arg (14 2) = OAM, arg (| — a) = — OA, - 

arg ka = MAIL = ! 

In figura II punctul z este interior, Prelungind dreapta AM până în M,, 
unde întâlneşte cercul, avem 

arg (1 ++ 2) = OÂM,, arg (I—a) = — Of 
are i LE MAM < Mr = 2 (Gâ < Gâr,). 

— Tr a 
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Insă, în valoare principală, avem | 

i i . 0 a - log cotg == 

log [i ip = = cos o] =. 

i.
 

. 
to

] 
o 

  log e e [ ]-:z , 8 Coig 5 1 

după cum satisface cea dintâiu sau cea de a doua din condiţiunile (8). 
„ De unde rezultă egalităţile 

. 0 | 4 . ” 

log cotg | +: 3) =2 E 04 3 cos 30 + 2 cos 50 + | 

z . 1 ; 1 : e 0+-si sin 5 .. ta sin 0 +--3 sin 30 -- sin 50 + | 

în cari luăm semnul —- dacă ăverm 0O<d<a și semnul: — dacă 
“avem 0>0>—a. 

260. Reprezintarea geometrică a ramurilor funcţiunii y = log z. 
Reprezintarea planului (2) pe planul (7) se. deduce imediat 

din egalitatea o „ 

= logr id (2 = red). 

Raport tând y la două axe eotangulare 0u, 0 (y = ut iv), 
avem 

logr="u, 0=r. 

Dacă dăm lui 0 o valoare constantă 0g și facem ca r să varieze 
dela O la + oo, y descrie dela — „Co la 4+ 00, necontenit în acelaş 
sens, dreapta v = 0, paralelă la axa reală ; iar dacă r este constant 
având o valoare pozitivă To şi 0 variază dela — oo la + 00, y descrie 
necontenit în acelaș sens, dela — co la +00, dreapta u = log "o 
paralelă la axa imaginară, 

Să ne. închipuim că descompunem planul y în fâşii prin diepte 
paralele cu axa reală, având ordonatele v = (2k + 1), k primind 
toate valorile întregi dela — oo la + o, şi privim o linie care. 

desparte două fâşii ca aparţinând fâșiei inferioare. Conchidem din 
variaţiunile de mai sus: 

19. Unui punct z diferit de zero corespunde un singur punct y 

"în fiecare fâșie și că-la două puncte diferite z corespund în aceiaş 
fâşie două puncte diferite ; y. Cu alte cuvinte, fiecare fâşie y şi planul 

(2) imitat de semiaxa reală negativă se corespund punet cu punct. 
„ Când z sirăbate axa reală negativă, punctul corespunzător 

y trece dintr'o fâşie în fâșia vecină și anume în cea superioară sau 

în cea inferioară, după cum z trece dela semiplanul pozitiv la cel 
negativ, sau viceversa. - | 

13 DAVID EMMANUEL 
.
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De unde rezultă că fiecare fâșie reprezintă o ramură diferită 

a funcțiuni. Să reprezintăm prin y ramura corespunzătoare” 

valorilor 0 satisfăcând inegalităţile . - 

(2k — Da<0sbr+ha 

Din -această reprezintare rezultă că dacă z străbate axa reală 

„ negativă, ramura 4 se prelungeşte prin ramura y4+i1) sau vice- 
Versa; ramura Yi se prelungește prin ramura y, după cum z 

“trece dela semiplanul pozitiv la cel negativ sau dela cel negativ 

la cel pozitiv.- 

261. Suprafaţa lui Riemann pentru funcțiunea loga. 

"Consideraţiunile precedente ne conduc la construcțiunea supra- 
feţii lui Riemann pentru funcțiunea logz. , 

Să ne închipuim o infinitate de plane P, (= 4 1,242,...), 

puse deasupra şi dedesubtul planului Po al variabilei z; aceleiaș 

valori: 2 vor corespunde o infinitate de: puncte suprapuse, câte 

unul în fiecare plan. - 

Să privim aceste plane ca neavând între ele alt puneti comun 

decât punctul z = 0aşi să efectuăm dealungul axei reale negative 

0 tăietură, căreia să dăm în fiecare plan. P, două ţărmuri: ţărmul 

pozitiv caracterizat prin “argumentul 0= Chr r şi țărmul - 

negativ prin argumentul 0 = (2hk— 1). Din această construc-. 

țiune rezultă că fâșia din planul (y), determinată de inegalităţile 

Qk-Daz<0< +a, 

corespunde punct cu punct cu planul: P,, limitat de tăietura consi- 

derată; căci, de o parte unui punct z din planul Pg corespunde 

câte un punct în fiecare plan şi, de altă parte, precum am văzut 

mai sus, toate fâşiile din planul (y) şi planul Po, limitat de tăietura - 

să, se corespund punct cu punct. Am văzut deasemenea că ramura 

yu se prelungește prin ramura x: când z străbate axa reală 
negativă trecând dela semiplanul pozitiv la cel negativ. Dacă dar 

ne închipuim că facem “să coincidă ţărmul pozitiv al tăieturii din 

planul P, cu ţărmul negativ al tăieturii din planul Pr, se va 

realiză o trecere, fără rupere de continuitate, dela „primul plan la 

cel de al doilea şi viceversa, astfel ca ramurile yp: Şi ka să se. 

prelungească una prin cealaltă în acelaş timp -când z trece dela 

unul la celalt din planele respective P, Pra. - 

Planele sau foile P, astiel legate între ele formează o suprafaţă: 

conexă între "punctele căreia-şi acelea ale planului 3 y = log z există 

1) Adică trece într'un mod continuu dela cea dintâiu la cea 'de a doua,
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o corespondenţă biunivocă. Suprafaţa astfel construită este supra- 
faţa lui Riemann pentru funcțiunea y = log az, Fiecărui punct 
al acestei suprafeţe, diferit de punctele z = 0, 2 = 00 corespunde 
o valoare determinată pentru logz. “ 

262, „Funcțiunea log (2 — a), a fiind o constantă oarecare, 
admite punctul 2 = a ca punet singular Jogarilmic, precum se 
recunoaşte făcând z—a = 2. Ea este olomoriă în orice regiune 
a planului care nu conţine punctul 2 = a și sc măreşte cu + Biz 
când z înconjoară odată acest punct, în sensul pozitiv sau negativ. 

Fie zg un punct oarecare diferit -de a; putem scrie - 

log (2-a) = log (zo—a + 2—9) 
. a—a > = log (za) ++ log (14 2220). ă = Za 

” a 2 to 3 Luând pentru log |1+ 20] ramura care se anulează . ” 1o—a 

= | 2-2, log (2—a) = log (20—a) +2 a za ; n 

“valabilă întrun cere cu centrul în Zo şi trecând prin punctul a. . - .. 
/ 

pentru 2 =", vom aveă desvoltarea - 

  

263. Fie f(z) o funcţiune uniformă într?o regiune dată şi 2 
un punct ordinar; avem! Lc 

Na) = ao) + (ao) [(z0) +... 
“Presupunând flo) x », putem scrie | | ” 

[(2) > Na) + (e) Ple-a9)] 
log j(2) = log f(zo) + log [1 + (2-20) P(z—4)]. 

Punând o 
„ u= (2—a29) P(z- 20), RE 

" avem, pentru toate valorile u cari satisfac inegalitatea |u|< 1; 
îi 0 

ud 
log (1 + u) === + ... 

1 2 

și revenind la variabila z, obținem logaritmul din urmă exprimat, 
„în domeniul lui zg, printr'o serie întreagă de z — zg şi prin urmare; 
în domeniul acestui punct avem ” 

“log (2) = P(a—a). 
„> Aşa dar într'o regiune a planului în care (2) este olomorfă, . 

fără a se anulă, orice ramură a funcţiunii log f(2:) este o funcţiune 
olomorfă. - ! 

7 

Pi 

13* .
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- “Dacă zp este un zero de ordinul m al funcțiunii (2), putem scrie 

= (eo za Pa) le-a go; 
_ P=To 

log f(2) = m log (a— 20) + log P(2-— 29). 

Prin urmar6, în virtutea celor ce preced, avem, în domeniul 

de unde | 

lui o, | IE 
log (7) = m log (2— 29) + P(z—a9), 

- expresiune care arată că dacă a înconjoară odată punctul z în 
sensul pozitiv sau negativ, log f() se reproduce mărit cu 4 2muiz. . 

Dacă zg este un pol de 'ordinul m adică dacă avern 

„0 (aan Plen) (Pa a] z0, 
z=z - 

rezultă ” 
i log I(2) = = —m log. (a 2) + P(a=0). 

In rezumat, ramurile funcţiunii log f(2), Az) fiind o funcţiune 
analitică uniformă, sunt funcțiuni analitice olomorfe în orice regiune . 
în care f(2) este olomoriă, fără o aveă nici un zero ; zerurile şi polu- 
rile: lui Hz) sunt pungte “singulare Jogaritmice ale tuturor ramu- 
rilor. 

264. Observare, . „Din teorema generală (139) s'a. conchis că 
a 

seria E 2. al cărei cere de convergenţă este cercul |z|= 1, are - 
1 72 

punctul z = 1 ca punct singular. Acest fapt se verifică cu ajutorul 
- egalităţii 

= gloa 

„
M
s
 

care ne arată: în acelaș timp că punctul a = 4, este unicul punct 
singular al seriei pe cercul său de convergenţă. - 

lată un al-doilea exemplu de serie întreagă convergentă pe tot 
cercul său de convergenţă, (|2| = = 1), și care în virtutea teoremei 
menţionate are punctul z = 1 ca punct singular: 

  

  

a a3 a 
= aka: Î.. ——— doza sati at 

i o a A Inlocuind (20 prin ZI — > Seria precedentă se 

- poate scrie: E Ă - 

- P(o=z2 2 — > 2 
a , 1 n 

= — a log.(1—2) + a + log (1-a) 

„= 2 + (1-2) log (1-— 2),
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expresiune, care pune în evidenţă că punctul 2 = 1 este un punct 
singular al seriei, deși scria este absolut convergentă în acest punct... 
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265. Funcțiunea a?, a fiind o constantă oarecare diferiiă de 
zero. ' Prin definiţiune, luăm A 

i = zloga  (zloga)? (1) a = ete = Li uf 5 ) Fag 
. - - 

de unde . a e d 
(2) d az a - 

da > loga. 

  

  

Seria din membrul al doilea din (1) va fi determinată, prin . 
urmare şi funcțiunea az; îndată ce fixăm valoarea lui loga şi este 
evident că în formulele (1) și (2) acest logaritm este unul și acelaș, 

266; Funcțiunea an, m fiind o constantă oarecare.  Presu- 
punând 2 3 0, vom luă, ca definiţiune, a 

(1) - an = en lozz, 

Această funcţiune nu poate aveă alt punct singular la distanţă 
finită decât punctul a = 0,. Fie (22) una.din valorile ei, de exemplu, 
aceea care corespunde la valoarea principală a funcţiunii logz; 
vom aveă Se e. ” NI a 2 (272) ezhniz ă 

k fiind un număr întreg oarecare; Toate aceste valori se pot: obţine, 
precum arată formula (1), plecând dela una din ele și făcând ca 
variabila z să se învârtească în jurul originii de iun număr oarecare 
de ori. 

> » a hp. i op , 10. Dacă-m este un număr întreg diferit de zero, oohmiz = 1 
funcțiunea este uniformă în iot planul. | 

20, Fie m =, P şi q fiind două numere întregi prime între 
ele. Dând lui k valorile 0, 1,2, ... p— 1, obţinem. p valori 'diferite 
formând un sistem circular, la cari se reduc toate valorile lui 22, 
Regăsim astfel rezultate cunoscute, . o | 

30, Dacă m este un număr incomensurabil sau complex, a 
“admite o infinitate de valori în fiecare punct z: la valori diferite 
„ale lui J; corespund valori diferite pentru 2"; căci altfel ar urmă 
să .avem 

- Si elk—h') mir =1, - 

egalitate imposibilă pentru kk, | 
Din formula (1) rezultă egalitatea 

. an, == „em (log z+log zi), ÎN A a
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şi dacă luăm determinaţiunile logaritmilor astfel ca log a + log d 

= log 2, 7, avem 
a, qm = (za) , 

267.  Desvoltarea în seru. Fiecărei ramuri a Îuncţiunii logz 

corespunde funcţiunii 22, în domeniul unui punct 29 20, o serie 

întreagă de (2 — 29). Să considerăm mai întâiu uncţiunea 

(Ar a) == enhalita).- 

și să căutăm desvoltarea. ei în- domeniul lui 2= 0. Pentru 

u = m log ( +2), 
vom aveă . ” 

pn 

(0 (Ura =a=ă 
0 

  
n! 

De altă parte, luând pentru lor (1+ 2) ramura care se anulează 

împreună cu z, avem scria ” 

(2) = log (1 + 2 = m m At at, 

care substituilă în (1) ne dă-o desvoltare de forma 

(3) (Ur on Tha haa ee. hap+... 

Seria (1) fiind convergentă în tot-planul variabilei u, pe când 

seria (2) este convergentă în cercul |2| = 1, rezultă că seria (3) 
este convergentă în acelaș cerc. ” 

Coeficienţii fiind daţi de expresiunile 

A [= dn (+ 2] = m(m—1) -- . (mn 1) 
dn = — 
Pont dat n! 

ramura considerată a-funcţiunii (| + 2)”, care se reduce la 1 pentru 

z = 0, va fi reprezintată în cercul | z| = 1 prin seria 

o Ap ap ap a pe O aa Pe. 

Inlocuind în egalitatea precedentă pe z.prin 2 — 1, obţinem 

seria | 
mw * m(m—1)... (mn +)... 2 $ mm (mon 0 ep 
2 . n! . 
n=0 Ă . , Ă 

care reprezintă, în cercul |z|= 41, ramura funcţiunii 2» care 

„se reduce la 1 peniru a = Î.: De asemenea putem scrie 

an = (29.4 2 20) = 2 (a + 22 2) 
  

  

2 

-- ca 2 _ - MN n 
= ap m(m—1)... (m n+ 1) | z 2), 

o. , n; o 

egalitate valabilă în cercul | 2 — z0 | = | ao]. 

A
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Din cele. « ce preced rezultă că am este o “funcţiune analitică 

monogenă în toată întinderea planului, a având o infinitate de ramuri 

cari, precum am văzul, se pot deduce dintruna din ele. 

Oricare ar fi ramura considerată, formula [(1) $ 266] dă 

| d m | | 
—— a 3 — en log £ == mam , , _ 

dz a ” 

cu condiţiunea, evident justificată, ca log z care intră în definiţiunea 

funcţiunilor a» și anl să fie acelaș. 

268. - Să considerăm expresiunea 

+) 
şi să căutăm către ce limită tinde ramura principală (aceea -care 

se reduce la 1 pentru 2 =0), când m tinde către infinit, întrun 

mod oarecare. Avem 
(ar 2) = m (142) = e tz Sr (2) 

m _ - 

Fie R un număr poziliv oricât de mare voim și £ un punct 

al planului situat în interiorul cercului descris din origină ca centru 

cu raza R. Privind m ca variabil, seria 

3 cpl2) n= 2 ai 

întreagă în raport cu — esle absolut și unitorna convergentă peniru 
m 

toate valorile lui m cari satisfac inegalitatea | m | >-R şi se anulează 

împreună cu ——. Prin urmare, oricare ar fi valoarea finită. a lui z, 
m : , 

avem pentru ramura considerată - 

m=a 

a lim (1 2)"= ee, 

II. — FUNCȚIUNEA ARCTGI - 

269. Resolvind în raport cu .y ecuaţiunea 

| e a tiu 
(1) z=igy = Ter” 

obţinem expresiunea 

1 tie 1 a 
(2) y= gps azi > e lost + ia)-log (1-0) + dia 

care se mai poale scrie | - 

A 
(3) y= 3 + Ei [log (2—i) — log (2 + + 2], -
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k fiind un număr întreg arbitrar. Funcțiunea + y pe care o repre- 
zintăm prin simbolul * e e 

y, = arelg 4; ” 

este aşa a dar o funcţiune analitică monogenă cu 0 infinitate de ramuri? 
neavând alte singularităţi decât punctele singulare logariimice 
z= xi. Formula (3) arată că dacă-punctul z se mişcă odată, 
în sensul pozitiv, în jurul unuia din punctele singulare, fiecare 
ramură se reproduce mărită respectiv cu 4-7, după cum z se mişcă 
în jurul punctului 2 = i sau în jurul punctului z= —iî; „prin 
urmare fiecare ramură se reproduce dacă z descrie o curbă închisă ' 
în jurul ambelor acestor puncte. Reprezintând prin (9) valoarea 
unei ramuri într un punct ordinar. oarecare z, valoarea oricărei 
alte ramuri corespunzătoare aceluiaș punct va Îi cuprinsă în ex- 
presiunea 

- y=(+ ka. 

Toate ramurile au aceiaş derivată . 

dy d | o 
3 | 

au di _ TF 

"Să ne închipuina două secţiuni făcute î în planul 
(2), dealungul axei imaginare, respectiv dela + i 
la + ico și dela — i la — ice. Se: recunoaşte lesne 
că în două : puncte. infinit apropiate situate de o 
parte și de alta a uneia dia. ele, valorile unci ramuri 
oarecari, vor diferi între dânsele: prin zar. Astlel, 
după figură, avem 

  

lim (arctg z — aretg 2] =, 
z=z 

lim [arole a 2 — arctg 2,] = a. 
zur 

"Din reprezintarea planului () pe Won (2), variabilele zy. 
fiind legate între ele prin relaţiunea z = Ş Y, rezultă că planul: 

(2) limitat de cele două secţiuni considerate se. bransformă punct 
cu "punct în fâșia din planul (2) limitată de dreptele ș y= = 4 3 dintre 

cari una irebuie exclusă. 

270. Să numim ramură principală : a funcțiuni arcigz. aceea 
lriz. - care corespunde râmurii principale a funcţiunii log Îi: Și fie 

l— iz - 
Î-+ iz ip 2 a. E a = gel? —r za; Zi o: P= ? Ș 
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de unde 
A d p 
arclg 2 = 5089 ta. : 

Prin urmare, dacă separând partea reală de cea imaginară, 
scriem 

arctg 2 = uuiv 

vom aveă, pentru ramura i | - 

    u< 3 

19
] 

3 

Obţinem elementul acestei . ramuri în domeniul lu z=0,. 
aplicând formula (7) ($ 259), care ne dă: - 

+j . . ad. 
rol 2 = log a 2 Pat ... 

pentru Loate valorile lui z cari satisfac “condiţiunca la], 
exceptând valorile 2 = + i. 

Punctul z = oo este un punct ordinar pentru, toate ramurile | 

funcţiunii. Considerând, de exemplu, ramura principală, avem în 
domeniul punctului oo, a 

  

o —-z 
arcig e = şi log (— 1) + log TEI | 

Lai 
Oaza T 

VI. — FUXCȚIUNEA ARCSINX E 

271. Ecuaţiunea 

(1) PI eiy — e—iy 
1) 2 SIN 

y 2. _. 
ne dă | 

eii — Dinei —1=0, 
de unde | | | 

(2). = poa[izt VI). 

Funcțiunea y, pe care o reprezintăm prin are sinz, este așă 
dar o funcţiune analitică în tot planul, având o dublă serie infinită 
de.ramuri, ramurile aceleaș; serii diferind între ele prin multiple 
de 27, corespunzătoare valorilor în număr infinit ale logaritmului,
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, Fie 
” 

Yi = og [iz + V 2), 

Ye = plagi Vi 2), 

câte o ramură din [iecare serie; vom aveă, făcând suma lor, 

0 ph = Lig) = Oa E înt (3) Wit e = —7l0g (—1) = Ok 1, întreg, 

Prin urmare, reprezintând prin (7) una din ramurile funcţiunii 
arc sinz, cele . două 'serii de ramuri. corespunzătoare aceleiaş alori 
a lui z, vor fi cuprinse în expresiunile 

2 (9) 4 2, 
Yo z— (+2, 

„k fiind un număr întreg oarecare. 
Vom arătă că toate ramurile se pot deduce dintr'una din ele, 

făcând ca a să descrie drumuri convenabile. Să observăm mai 
„întâi că funcțiunea de sub semnul logaritm nu se anulează pentru 
nici o valoare finită. alui; căci ecuaţiunea 

iz 2 VI a =0, 

făcută raţională, dă 1 = 0. De unde rezultă că funcțiunea are sin a , 

nu poate aveă puhcte singulare diferite de punctele de ramitica țiune 
z= 4lale radicalului Via şi de punctul z=o. o 

272. Să examinăm efectul produs asupra unei ramuri când 
z se învârtește în jurul unuia din punctele de ramificaţiune, Să 
considerăm, pentru a fixă ideile, cele două ramuri cari se reduc 
respectiv la 0 și la ze pentru z = 0, Aceste două ramuri sunt legate 
între ele prin ccuaţiunea (3), în care facem k = 0; în punctul 2 = 1 

a „ele sunt egale cu 3: Dacă z descrie odată o curbă închisă în jurul 
punctului 2 = 1, pe când punctul «= — Î este exterior curbei, 
radicalul |/1 — 22 își schimbă semnul ; cele două ramuri considerate 
se permută între ele 1). 

Deasemenea te permută între ele, în jurul punctului 2 = Î, 
două ramuri cari. pentru + = 0 sunt egale respectiv cu 2ha şi 
(2k 4 dz, k fiind un număr întreg oarecare. 

Conecluziuni analoage se aplică punctului 2 = — 1. In acest 

  

1) Permuiarea nu se poate face decât între cele'două ramuri cari devin 
egale în punctul de ramiticaţiune, căci fiind continue ele trebuie s să difere infinit 
de puţin în vecinătatea” „punctului de ramificaţiuine.
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punct coincid. ramurile cari pentru z = 0 se reduc respectiv la 
2hz și la (2k — 1); aceste ramuri se permută între ele, când z se 

vArleşte în jurul punctului z=—l. 
Din cele ce preced rezultă că dacă 2 descrie succesiv contururile 

elementare relative la cele două puncte critice (0, 1), (0,—1), 
ramura iniţială se mărește cu + 27. Cu alte cuvinte, dacă z descrie 
o curbă închisă în interiorul căreia se gâsesc ambele puncte critice, 
funcțiunea aresinz se măreşte cu + 2. Acest rezultat se mai 
poate obţine făcând ca z să descrie un cere. cu centrul în. origină 
cu o rază mai mare ca Î. Când z descrie un asemenea cerc, radicalul 
se reproduce, nu însă și funcțiunea arc sin &, In adevăr, pentru 
la] >1 avem expresiunile 

imi Vi — a = iz [ pt (d=a2)?] 

„1 1 - rue te pr] 
„? 

“i 

a căror formă, punând =3 este respectiv 

i P(a):  P-(a 
_ Pa (2 ) t (2 ) , 

P şi D, fiind serii întregi convergente în interiorul cercului [a a |= =1 
şi cari nu se anulează în: acest cerc, 

De altă parte, cercului descris de z în sensul poziliv, în jurul 
originci ca centru cu o rază mai mare ca Î, corespunde un cere 

„descris de a” în sensul negativ, în jurul lui z = 0 cu'o rază mai 
mică ca 1. 

Insă când z' descrie un astfel de cerc, funcțiunile 
— NU Ei i log 2-1 P(a), log 2 P,(2) 

se reproduc mărite respectiv cu + 2iz; prin urmare ramurile cores- 
punzătoare ale funcţiunii a arc sinz se vor reproduce mărite cu . 
+ 2z. . 

Din cele ce preced rezultă că toate ramurile funcţiunii arc sinz 
se pot deduce, plecând dela una din ele și făcând ca z să descrie 
drumuri convenabile. Funcțiunea considerată este așa dar o Îunc= 
iune monogenă în tot planul. - i ” 

273. Derivând ambele membre ale ecuaţiunii z= sin y, obţinem . 

(6) E dy N 1 
da cos iz 

radicalul fiind determinat de cosy. Referindu-ne la cele două 
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serii de ramuri ciprinse în egalitatea (2), vedem că toate ramurile " aceleaş serii au aceiaş: derivată; pia E DR Avem, în interiorul cercului ll Do 

  

at ii Lei ap. 

de unde întegrând, obţinem, _penteu' ramura care se. anulează. îm- preună cu. a, . 

La 1.8 25 

  

In fine, observăm că punctul 2 = Co, este punct singular logaritmie pentru toate ramurile funcţiunii ; căci în domeniul acestui punct avem, pentru cele două serii de ramuri, respectiv 

[oale (2)] a 
Acest rezultat se mai, poale pune în evidenţă desvoltând radi- 

Lare sin z= 

  

    

calu) 
” a... 1 , 1 a i loa 

( — 22) = — | 2 ? J Zi a 

după puterile lui — și întegrând: De unde 

  

| -Y =Czi|loga — 2 . 

CAPIT O XII. 

TEORIA FUNCȚIUNILOR DE VARIABILĂ! COMPLEXĂ De “DUPĂ CAUCIIY. 

“1, — FUNCȚIUNI ANALITICE. 

și P(z, Y) Q(z, y). două funcțiuni reale, continue, având derivate 
2Q 5P 8P 5Q „parţiale de primul, ordin z 5: 2: Sp: 

Expresiunea | Ş | 
(1) - ru =B4iQ . - 

este,o funcţiune de variabilele z şi y 

o74, Dejinişiune. Fie. z, y două variabile reale independente
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Să examinăm în ce caz Cauchy zice că u este o funcţiune de 
variabilă complexă z = 2 + îy. 1) 

Fie Az, Ay două creşteri date variabilelor z, y şi AP creşterea 
corespunzătoare a lui. P(z, y); putem serie! 

AP = et da y + dv) — Play + 49] 
+ IP(z, y + 4y) — P(z, y)]. 

= AP, (2 + 0A4a,3 y 49) + 490, (7, y-t+ 0.4y), 

G şi 0, fiind două cantităţi pozitive mai mici decât 1. Să presupunem 
că derivatele parțiale considerate mai sus sunt continue într'o regiune 

dată (R), şi prin urmare uniform continue ; urmează că la un număr 
“pozitiv e dat corespunde un număr pozitiv astfel că, oricare. ar 

fi punctul (z, y) în regiunea (R), avem ini 

e Pate Oda y +4) Pate <3 

P, (7,9 + 0, 4y) — P, (a Y) 7 ) 

cu condiţiunea |A4z|<7, dal < 7. Prin urmare putem scrie 

4P=9E 4 +8 pt ed cd 

ai <fulal<: De 
De asemenea avem . 

„aQ=et4 a 0ar + cat cau 

je] = |e2| < 7. 

_ Așa. dar 

op. _ „a „5Q „59 
du= a iaq= (ii = 32) 4 [iei ă7)dâe 

punând | ” 
du = (04 în) 44 (ie 49 

cp. 
= ta ic) 42 + tea tie) 20] a 

sa „ ARE 

„aia al lira] 3 

1) Pentru claritatea noţiunilor” ce se introduc, s se presupune că funcțiunile 
P și Q sunt univoce și prin urmare' că u primește o valoare determinată î în fie- 

-care din punetele considerate. |
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și din dz = Aa + i Ay rezullă” 

Jdalslazh laul<laz]. 
Prin urmare scriind e 

0P 0 
(2 +i 23) 4z+ (5 ji 309) 4 y „du _loz. - da d + 

A Az+ = & 

averi, în toată regiunea-(R), le|<e, dacă | 4z |, |4y| sunt mai 

  

mici ca 7. Făcând ca Az, și Ay să tindă către zero, avem lim 9 = 0, 

pe când fracțiunea din membrul al doilea tinde către o. valoare 
4 - , „3 , . 

care, în: genere, depinde de lim a adică de drumul ce urmează 

punctul = = + 43 când se apropie de z. Pentru ca valoarea acestei 

Ay fracțiuni să fie independentă. de lim —— și prin urmare e pentru ca 
Az . 

Adu au a „ , 
—— să tindă către o limită determinată, în orice mod 43 ar tinde 
Az 
către zero, este necesar şi suficient să avem ecuațiunea 

- 00 _ e 8), , 
(3) i dy ti în dy i 

care trage” după sine ecuaţiunile | 

(4) 9P _.0Q 0P._ 0%Q 

a “oz- dy? 0y dz: i 

„Dacă aceste ecuaţiuni sunt satisfăcute, oricare ar fi punctul 
3 = 2 + îy într'o regiune dată, Cauchy zice că 

u = P(x, y) + 1Q(z, y) 

a | : , 4 
este în aceă regiune o funcțiune monogenă de z; lim 1 

virtutea acestor ecuaţiuni, are o valoare unică, este derivata func- 

țiunii 1 în punctul z. 

Să observăm că funcțiunea monogenă u = P + iQ conţine 
variabilele z, y numai în cembina iunea z= 2 + iy; căci deter- 
minantul funcţional 

u a 
> care în 

D(u,z) _.du du: 
Diz) y) oz dy 

este nul în virtutea - ccuaţiunii (3). Putem dar. serie u = f(2). 

Riemann 'suprimă epitetul monogenă şi zice în acelcaș con- 

diţiuni (4) că u este o funcţiune de variabilă complexă z, ” 

Astăzi se întrebuinţează cuvântul de funcţiune analitică. Vom 

vedea mai departe că funcțiunea analitică astfel -definită coincide 

cu funcțiunea analitică după Yeierstrass (145). |
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275. S'a presupus că funcțiunile P(z,y) şi Q(z, y) au în regiunea 
considerată o valoare unică în fiecare punct (£, 4) şi prin urmare” 
funcțiunea f(3) = P 4 iQ are o valoare unică în fiecare punct z. 
Se păstrează: numele de funcţiune analitică şi în cazul când 1(3) 
este susceplibil de mai multe valori, dacă. fiecare din aceste valori, 
„variând întrun mod continuu cu z% admite o derivată corespunză- 
toare. În cazul când funcțiunea admite o valoare unică în fiecare 
punct, se zice că este uniformă în -regiunea . considerată ; în cazul 
contrar, funcțiunea se .zice multiformă. 
„O funcţiune analitică se zice olomorjă” înt'o regiune dată, dacă 

"este uniformă și continuă în accă regiune. 

276, Pentru a stabili condiţiunile (4) ale lui Cauchy, s'a presupus 

că derivatele parţiale 29 o 2Q 20 sunt funcțiuni continue de dz? dy dz” dy 
variabilele a, y. De unde rezultă că derivata funeţiunii u = f()-: 
care, în virtutea aceldr Sania este dată de expresiunile 

(6) rostite pi 5 "da dy : 0y? 
este în acelaş Limp o funcţiune continuă de z. - 

Viceversa, dacă derivata f'(2) este o funcţiune continuă de z într”o 
regiune dată, derivatele parţiale considerate sunt funcțiuni continue 

4 . . O [0 de z, y în aceiaș regiune. In adevăr, fie 29 = 29 + îyg şi (i , 
o > tz 

9) (2), (5 tt m nr tn eu ră, =), yo. loy „valorile acestor derivate în punctul (20, yo); 

avem | A 

Pf) = i — =), ri = ÎI =), 

= leu), ile — ler) 
de unde inegalităţile 

      

hf Pe 
IF —feslz | Ie 

| 09) je] 
Oz dz dy dy 

    

cari justifică aserţiunea noastră; căci membrul întâi fiind prin 
ipoteză <£, rezultă că fiecare din expresiunile din membrul al 
doilea este < e. a 

2177. Se va vedeă mai târziu (Integrala lui Cauchy) că derivata 
unei funcțiuni analitice f(z) într'o „regiune dată este o funcţiune:
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analitică în 1 acelaş regiune; de unde rezultă că f'(=) admite o deri-: 

_xată continuă f''(2) și prin urmare că funcțiunile P și Q admit 

derivate parţiale continue de ordinul al doilea, între cari există 

relațiuni ce se pot deduce derivând succesii- ccuaţiunile (4). De 

„ asemenea 7"'(3) admite o derivată f'(3), ete. - 

278. Să facem abstracţiune de teorema lui Cauchy, la care 
am făcut aluziune mai sus, să presupunem numai că funcțiunile 

P şi Q admit derivate parţiale de ordinul al doilea, continue. Deri- 

vând ecuaţiunile (4) în raport cu şi 7 obţinem expresiunile 

Xp 02Q - d62Pp _02Q - 

daâ dry” dzdy da? 
    

      

(6). 1 op eQ wp_  a:Q 
| Ozdy O dz"  0y2.  dzdy 

Să punem 

a OP 5Q - 
(7) | da =P, dz = A: 

vom aveă 

  
  

  

6) | ep op, 0:Q 50, 
  

de unde, în virtuteat egalilăţilor (6), 

9 9, _8Q, 00, _20Q . 
(9) ay: dy Sa! 
Aceste ceuaţiuni exprimă că deriv ata 

He) = = Pu(ziy ) + i Au (a, DP 

este « o funcţiune analitică- dez 

279. „Din ecuaţiunile 0 deducem 

oP dp RP 8Q 
Da 1 Dap? da2 1 dy 

De unde rezultă că pentru ca u= P'4+- iQ să fie funcţiune 

"analitică, nici una din funcțiunile P și Q nu poate îi luată intrun 

„mod arbitrar; ambele trebuie să fie soluţiuni ale ecuâţiunii . . 

OV EV 
da top 

numită ecuaţiunea lui Laplace. O soluţiune a acestei ecuaţiuni 

“se numește funcțiune .armonică. Prin urmare funcțiunile P și Q, 

(10). 0 _ 0. 

(4



, 
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cari constituie funcțiunea analitica u = P + 1Q, trebuie să fie 
funcțiuni armonice. Nu este însă de ajuns a luă două funcțiuni 
avinonice oarecari pentru a formă o funcţiune analitică 1); ci luând 
una din ele oarecare, cealalta este, în virtutea ecuaţiunilor (4), 
determinată, abstracţiune făcând de o constantă arbitrară, 

In adevăr, să -presupunem dată funcțiunea P; pentru a deter: 
mină funcțiunea Q, considerăm diferenţiala | 

- dQ = Aa da + d 

care, în virtutea ecuaţiunilor (4), devine 
4 

9P 9P 

«e unde, observând că membrul al doilea este o diferenţială exactă | 
(10), deducem , | , 

; _- PP pP | _ (12) . Q= [3 da -+ da 1) TC. 

279. Observări. 10. O funcţiune analitică nu - puate Î mona 
reală sau numai pur imaginară în tot planul variabilei independente; 
întrun mod mai general, o funcțiune analitică nu poate avea partea 
su reală sau partea sa imaginară constantă în tot planul fără a se 
reduce lu o constantă. Căci, presupunând, de exemplu, P constant, 
avem și pentru Q o valoare constantă precum rezultă din egali- 
tatea (12). a | | 

| "Deasemenea 12| = VP+ E nu poute fi constânt în 
tot planul. In adevăr, fie P?+ Q2=C. Derivând în raport cu 
e Și y şi ţinând seamă 'de ecuaţiunile (4), avem | 

dp dp PP | Da 0 0 0 tr Pa =0. 
a dy 

De unde rezultă ecuaţiunea i 

PA Q=0; 
sau, dacă determinantul este diferit de Zero, avem 

oP_8P 
| | dai 

prin urmare şi _ - 
20 _00_ 0 
da  8y i 

"În toate cazurile rezultă că P şi Q sunt constante; prin urinare 
funcțiunea f(z) se reduce la o constantă. 
| - a | 1) Exemplu: funcțiunile P(z, y) = 2—f, Qlz, y) = zy sunt funcțiuni. 
armonice, însă 22 — f — izy nu este funcţiune analitică. 

114 _DAFID EMMANUEL,
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20, Propoziţiunea precedentă este cuprinsă în cea următoare, 
„care este mai generală: Dacă punctul z(z, 9) se mişcă întrun mod 

arbitrar în: plan, este “imposibil ca punctul u = [= Pap + 
iO0(z, y) să descrie o „curbă (în înţelesul. obişnuit al cuvântului). 

In adevăr, fie 

(13) N= Play), Y= Q(a,y) 

şi să presupunem că ar putea să existe între X și .X o ccuaţiune. 

Mo 73 =0 
Ar rezultă ca, eliminând X şi Y între ecuaţiunile (13) Și, U4), 

să avem Între 2 și y o ecuaţiune | 

pla, =0; 
ceeace este, contrar ipotezii, după care z se mișcă întrun mod arbi- 
“tar în plan.. ” | 

280. Studiul funcţiunilor analitice se poate face studiind 
proprietăţile funcţiunilor de două variabile cari satisfac ccuaţiunea 

lui Laplace. Această metodă afost introdusă de Jiemann !) și 
poartă numele lui, | | - 

Noi vom urmă în aceste lecţiuni metoda lui Cauchy, pe care 

o vom alătură la aceca a lui WVeierstrass. 

IL. — INTEGRALE DEFINITE. 

281. -Fie f(z) o funcţiune continuă de variabila complexă =, 
dealungul iinui are de curbă L și 20, Z punetele extreme ale acestui 

„are. Pe linia L să fixăm n puncte intermediare: 

Zi as ee în ŞI Să considerăm suma - 

n 

(1) s = (za — 2) Ir) 3 
k=o 

în care. t, este un puneL oarecare al arcului cuprins 

între 2; Și Zis Î0r îmi = 7. Voim să arătăm că 

această-sumă tinde către o limită finită când n tinde 

către infinit, astfel ca în acelaș limp diferenţele 

  

(zici 20), (hi = 0, 1, 2, ... n), să tindă către zero. 

20 Această limită este independentă de alegerea punc- 

Fig. 26 „ieclor zp. 

Funcțiunea f/(3) fiind continuă, prin urmare uni- 
form continuă, puteni lace ca la un număr € pozitiv, arbitrar de 

1) Inaugural Dissertation.
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mie să corespundă un număr 6, astfel ca'să aven: 

(2) o IA ft) I<e 
pentru | za] <5 (R=0,1,2,...n). 

Să subdividem fiecare din intervalele 1) obţinute prin operu- 
țiunca precedentă (ce 'vom numi prima operaţiune) în intervale 
nai mici, intercalând între două puncte extreme un număr oarecare 
de puncte (3') și să formă suma S' analoagă cu suma S, corespunză- 
loare tuturor punctelor de diviziune ale liniei L,. 

Pentru a calculă suma S”, să efectuărm mai întăiu sumele parţiale 
She corespunzătoare punctelor intercalate în fiecare din intervalele 

“(2 > Za) Şi apoi să adunăm toate aceste rezultate. Dacă înseni- 
năm prin 24, Za ... 34 punctele intercalate între 2 ŞI Zita 
suma parţială din $' „ corespunzătoare punctelor 4, 34 32, e. Tu 
3 "ia 4 este 

h | . 
> (22) I(&'x0) 

  

unde 30 = îs Zu = Zeta și Eh este un punct oarecare al arcu- 
lui cuprins între 3; și Zaza. 

Scriind” 

En) = (En) + es (= 0,1,...%), | i 

a vel, în virtutea inegalităţii . ( (2), | ee | < £, “de oarece punctele i 
Er sunt. cuprinse în intervalul (2, za). 

Expresiunea 8; devine astfel 

(3). | St = (zi 2) [(8r) A Ri 

punând . 
ht=h - : 

TR, 2 Et (31 — Zr) 

“Insă . 

=, > > țar zmei <e > [2 he |] 
k'=o 

Şi observând că j2 3 ni 5 1] reprezintă lungimea dreptei care uneşte 
punctele 34, 3 ri rezultă că avem : - 

(4) | IR. |<e Pr 

„pr fiind egal cu perimetrul liniei poligonale ale cărei vărfuri sunt 
punctele ps, (A = 0,1, e. h).. | a 

  

1) Un interval (zf: ;27:+1) consistă în totalitatea punctelor situate pe L și 
cuprinse între punctele extreme, inclusiv aceste „Punete. 

, 
14* .
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Procedând în acelaş: mod pentru fiecare sumă parțială şi adu- 
nând aceste sume, „obţinem 

(5) SE fara It) + SR i 
de unde 

(6) SS SR, |s- SI 21]. 
Insă, în virtuLea inegalităţi (4), care este adevărată oricare 

ar Îi intervalul la ; Zr), avem - 

- SLI SIR, |<eim<ei, 

! fiind lungimea arcului [.. De unde rezultă inegalitatea funda men- Ă 
tală , | 

(8) “Il S— S]<e 1, 

Aceustă inegalitate. este, precum arată raţionamentul nostru, 
independentă de numărul punctelor intercalate (2) și de modul 
cum aceste puncte sunt alese. Dacă dar subdividem intervalele 
(3 3) din a doua operaţiune, interealând în fiecare din ele 
un număr oarecare de punete (3) şi efectuăm suma relativă la totali- 
tatea punctelor (2, 3,2), obţinem o sumă S” pe eare o putem. 
substitui sumei Ș' din (8), aşă încât să avem 

(9) | IS" Sj<el. 

Subdivizând _succesiv. intervalele obţinute astfel şi formând 
sumele corespunzătoare, analoage cu suma (1), obţinem un. şir 
«le sume - 

(9) - SS, Sim. 

satisfăcând inegalitatea 

00) |Sm-S]<el m=13...). E 
Fie acum £ un număr pozitiv mai mic ca €; puteni presupune 

punctele (3) alese în a doua intârcalare suficient de apropiate pentru 
ca 7 și £” fiind două puncte în unul oarecare din intervalele cores- 
punzătoare, să avem 

(1) . iz) A) < e. 
Insă S” este față de S' ceeace S este faţă de S, rezultă că 

. , - putem scrie 
i . A ] S"-S'|<ael: 2 

ŞI prin urinare, raționând 'ca mai sus, 

“ ] St) — S' | < sl
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" Heprezintând prin e” un număr pozitiv mai mic ca £, vom 

uveă, printrun raţionament analog cu cel precedent, 

“|Sm-sri<el 
In rezumat, fiind dat un șir de numere pozitive 

eee, eee)... 

necontenit descrescânde șI având ca limită zero, există un număr 
pozitiv întreg N astfel încât pentru n > N, păN să avem ine- 
galitatea n 

| Si — Ste) | < etil, 

St) și Sie) făcând parte din șirul (9). Ceeace este tiemai condi- 
jiunea necesară și suficientă ca șirul | 

S, S.S... - j : 3 bi . 

să aibă o limită finită. , 
lămâne acum să arătăm că limita obţinută este independentă 

. de sistemul de subdiviziuni ale arcului L, Să intercalăm, pentru 
iecasta, pe curbă, între punctele 30, Z un număr n” destul de mare 
«e puncte 

ot -? ID ee Vas eee 

situate oricum, însă supuse la singura condiţiune ca 
, , - 49 za 3 5, (k=0,1,2, m), 

d > o arbitrar de mic, și fie S, suma analoagă cu $. Să considerăm 
toate punetele (2), (3) din ambele sisteme de interealare, cari dau 
respectiv sumele S, Su, și să formăm suma analoagă $,, corespun- 
zătoare acestor puncte, 

Să comparăm suma S2 cu fiecare din sumele S, S,.. După 
modul cum a fost formată, suma Sp poate [i luată drept suma S' 
considerată mai sus, căci ca se poate deduce din S$ subhdivizând 
intervalele relative la prima subdiviziune. 

Prin urmare avem | 
[S—S,|<a. 

Insă Sa se poate, pentru acelaș motiv, deduce din S,, aşă că 
avem i 

, [S,—Sal<el. 

De unde, ţinând seamă de inegălitatea 

DP |S—S,|s!S—sS51+|5—s,], 

rezultă că avem. 

|S—S,|<aa, 

£ fiind un număr pozitiv arbitrar de mic. De unde conchidem că
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sumele S și S, au aceiuş limită, când numărul punctelor de diviziune 
din'ambele sisteme tinde către infinit, astfel ca în acelaș timp ampli- 
tudinea tuturor intervalelor 'să tindă către. zero. | 

„* Această limită se numește integrala definită a funcțiuni f(), 
luată dela punctul zg la punctul Z, dealungul liniei L și sc reprezintă 
prin simbolul | - 

(2)dz, 
IN NR ZoLZ 

Sau, mar pe scurt, prin - 

| | fas, 
dacă nu este ambiguitate în privinţa sensului în care variabila 

, 

«de integraţiune z descrie linia L. 

. 1 0, 

282. Din definiţiunea integralei definite rezultă consecinţele 
următoare: 

i 
Dacă linia L se compune din liniile Li La... La, avem 

[nea = |n: + [ho + FI fi(ddz, 
VL VL Ă L-a Ln 

sensul în care.z descrie diferitele linii fiind acelaș în ambele membre, 
2. Dacă variabila 3 descrie linia L în sensuri opuse, obţineni 

rezultate egale și de“semne contrarii 

fizdz = — /(3)dz, 
zol.7 Dl 

căci Loţi termenii celor două sume sunt doi câte doi egali şi de semne 
conirarii, Aa Ă 

3%, Dacă linia L este o curbă închisă și dacă /(3) are o valoare 

îimică în fiecare punct al curbei, integrala | f(2)dz este independentă 

de punetul de plecare, însă își schimbă semnul când 2 descrie curba 
în sens invers, 

283. Cunoscând maximul modulului funcţiunii f(3) dealungul - 
liniei L, putem găsi o limită superioară a modulului integralei 
corespunzătoare. In adevăr, avem: | 

| (zi — 20) În) | < E] za — za AZ) <A zu — ze], 
reprezintând prin M maximul lui | /(3) | dealungul liniei L. De unde: 
rezultă inegalitatea căutată i - 

po | flz)dz| < Mr. 
Z0l.7, o -



TEORIA FUSCȚIUNILOR E VARIA BILĂ COMPLEXĂ DUPĂ CAUCIIY 13 

284, Definiţiunea integralei de o variabilă complexă se reduce 

lu aceea a integralei curbilinii de variabile, reale. 

"Fie 

mg sk ip n 2 Fe ee În = E Fo 

| | fa) = P(a, y) + iQ(z, y), i Ă | 

variabilele z, y și z, 7 fiind reale şi E, a: fiind cuprinse, respectiv 

în. intervalele (2, 21) (Vio Jr) 

Vom avea ” . 

| Fanta 2) MG) 

- = (ai 2) P(îr 7) — (n — Ya) O(£i 7) | 

e i [Eat ar) Q(fes 7) tb (ir un) Pl 2) -- 

Funcţiunile P(z, y). și Q(a, 3 4) fiind continue, se stabilește. 

precum se ştie, că sumele din membrul al doilea au limite finite . 

când diferenţele (21 — 2) 3 (ri n) tind “către zero. Aceste. 

limite, numite integrale curbilinii, se reprezintă prin simbolurile 

- - [et y) de | a wdy, 

adăugându-se sensul în care punctul (z, y) descrie linia L. 

Avem așa dar 

[ho = [par- Qdy + i | uz + Pdy 

1 vL ” L “ 

linia de integraţiune fiind descrisă în acelaş sens în ambele membre. 

285. Să presupiinem curba de integraţiune ÎI. reprezintală 

prin ccuaţiunile - . 
| = e(5, y= vw) | 

(0 şi (d) fiind funcțiuni continue de variabila reală , având, deri- 

vate continue de ordinul întâi. Fie ţg şi T valorile lui 1 cărora le 

corespund punctele =, Z extremităţile arcului L. Precum se știe 

«in teoria schimbării de variabile în integrale definite, avem 

2 . Tr. A ÎN 

] Pdz= Qdy = J [Pe(5- Qpoae: 
i 1 io 

prin urmare - 

[re = [im [Pe'(0) art )] de-i fier lori w+P pna. 

286. Valoarea medie a integralei, Se știe că dacă Hz) este o
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funcţiune continuă de variaklila. reală a, înu”un interval (a, b), avem 

- . - 9 ” _ 
. 

[imaz= 0-00, 
“4 Ă 

2 

£ Diind o valoare convenabilă a lui z, cuprinsă în intervalul (a, h). luxistă o. formulă analoagă și în cazul variabilei complexe. 
"Să considerăni integrala 

j(z)dz, 
m 

ZoLZ și fie 
” 

2 = pls), y= 0), 
ccuaţiunile liniei de integrațiune -L, variabila independentă fiind lungimea arcului s al acestei linii, cuprins între punctul fix 20 şi ua punet variabil 3. Avem 

(2) [io dz =] 1€3) | dz 

Insă /(3) fiind o Îuneţiune continuă, modulul său 

ol= per a | este v funcțiune continuă de (7, y) şi prin urmare de variabila s, în acelaș timp cu funcțiunile g(s) şi %(s). Reprezintând această luncţiune prin r(s) și prin l lungimea arcului L, inegalitatea (2) 
va da Ia . 

| | i . (3) . f2)43 | < j Fe) d. 
, | VL - o 

        

> Să aplicăn integralei din membrul al doilea formula inedlici ; | vom avcă, reprezint ând prin o o valoare convenabilă a lui s, cuprinsă între 0şil, ” 

Fie £ valoarea lui z corespunzătoare lui s = g şi 0 un număr pozitiv mai mie ca 1; rezultă din cele. ce preced că putem scrie 

o |froe ao. - L 
lie R valoarea comună a ambelor membre, a argumentul 

integralei [ro dz, f argumentul lui f(6); vom aveă 
VI “ a 

  

“LL 

[(z)d= = Reie, 0If(ţ) = Reifl, 

,
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De unde, punând | 1 = Qeile-f), avem 

MW jo dz = 2100). 

. In această egalitate, în care Î este o cantitate complexă al 
“cărei modul este < 1, consistă formula ce am voit să obţinem. 
Ea a fost dată de G. Darbouz. 

287. Schimbarea variabilei independente. Fie 

2 = p(z) 
o funcţiune de.z' olomorfă într?o arie dată și L/ un are de curbă 
de o lungime finită 7, situat în această arie. Să reprezintăm prin L 
arcul de curbă corespunzătoare descrisă de z. Voim să arătăm că 
L are o lungime finită. | 

lie 24, 21, două puncte vecine „pe arcul: L ŞI Zi, Sa 
punetele corespunzăloare pe arcul L; putem scrie 

ZI 2 (2 — 2) [9 (32) + a, 
Ek tinzând către zero în acelaș timp cu diferenţa 3 — z4 în 
tot lungul arcului L”, de oarece aveni 

lim i za = p'(2'4) 
- 3 —z ; Zn —3'4=0 hi h 

  

__ La un e pozitiv arbitrar de mic, corespunde deci un număr 
pozitiv 6, astfel încât, pentru | ups — 24 | < 6, să avem | &|<e. 
De unde rezultă 

> supiozal < Zen + e 2] zu] 
şi prin urmare, reprezintând prin [ lungimea arculuj L, avem 

fiere 

q. e. d. 
liie acum /(3) o funcţiune olomorfă înt”o arie dată A a “anului 

(3) şi 2 = p(3) o funcţiune olomorfă într'o arie dată (A”) a planului 
(3), Rio L/ un are de curbă situată în (A”); dacă areul L corespun- 
zător lui L este cuprins în (A), vom aveă 

() [2 dz = | plz) paz) dz. 
u L? 

Lă 

In adevăr, păstrând iotaţiinile de mai sus, avem 

(za 2r) Îl) = (Zap) [p'(0) + e] Pola], ler | <e. 
2 (zu 2) [en > 2 (320) pr It ear 22) [pia];
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- de unde, punând .. : 

i S= > (zi 2) za) > S'= > (zi — zu) / [p(z1:)] p'(z:) Bi 

rezultă | 

| sos 

    

ile (2")] )) d | <eM, 

M fiind limita superioară a lui “ Aete (3)] | dealungul lui L/, sau, 
ceeace este tot una, a lui | /(2) | dealungul lui L. Membrul întâi fiind 
constant, rezultă egalitatea S-S'= 0. De unde conchidem egali- 
alea (4) scrisă mai sus, 

CALI OLUL XIV. 

TEOREMELE FUND DAMENTALE ALE LUI CAUCIIY. 

288. Teorema 1. Dacă Î(2) este o funcţiune olomorță într'o 
regiune dată și C este o curbă închisă situată în aceă regiune, integrala 

J! J(2)dz, 
luată dealungul curbei este nulă, 

În adevăr, fie „._! 

Peri 
P(z, y) şi Q(z, y) fiind funcțiuni continue, univoce, având derivate 

„parţiale continue în interiorul curbei C şi pe curbă. Vom aveă 

[ra ie pas Qay + i] auz by. 

Insă, dacă U(z, y) și V(z, y) sunt două luneţiuni continue, 
„univoce, având derivate: parţiale continue într”o regiune dată și , 
_C este o curbă închisă situată în accă regiune, avem după formula 

- lui Green 1) 

(3) [ua vau= (re (> = 

integrala dublă referindu-se la aria A interioară curbei C și integral: ! 
simplă la conturul C descris în sensul pozitiv. În virtutea acestei. 
Iormule, egalitatea (2) se poate serie 

(4) d io fb aa ej p- dadu. 

Ii 1) Vezi, de ex, Găursat, Cours d'Analyse, 1. 1. 

   



TEONEMELE FUNDAMENTALE ALE LUI CAUCIIY 219 

Insă între derivatelă parţiale ale funcţiunilor P și Q există 

relaţiunile: 
BP_0Q 0Q_ d9P 

„dz dy? da dy? 

prin urmare funcțiunile ce figurează sub integralele duble (4) sunt 

nule în toată întinderea ariei considerate ; ; de unde rezultă egalitatea 

înndamenială . - 5 

(5 | “fiaaca, a | 

| | | q. e. d. 

289. "Teorema lui Cauchy, așă de simplă în enunyul ci, este e 
sorginte a celor mai frumoase şi importante propoziţiuni din teoria 

hincţiunilor și a numeroase aplicațiuni analitice. 
+ Demonstrația precedentă a acestei teoreme a fost dată de 
Niemann. D-l Goursat a dat o demonstraţiune a teoremei lui Cauchy. 

(Cours d'Analyse, 1. 11), fără a pune f(2) sub forma (1) şi fară a 

presupune continuitatea derivatei f'(2), pe când demonstraţiunea 
lui Riemann, fiind bazată pe formula lui Green, presupune conti-. 

uuitatea dezivatelor parţiale ale funcţiunilor P-şi Q și prin urmare 

a derivatei f'(3). - 

290. Demonstraţiunea teoremei lui Cauchy de către D-l Goursul.. 

Fie f(z) o funcţiune de 2, despre care se presupune că este con- 

tinuă într'o regiune dată şi că admite o derivată în fiecare punel. 

al acestei regiuni. Cecace însemnează că fiind dat un punct oarecare 

E situat în accă regiune şi un £ pozitiv, arbitrar de mic, există un o. 
pozitiv astfel că în domeniul |z—23|<o, avem inegalitatea 

1 

| [(2)— RE) (4) E | i 
„ 

— po |<e. 
Fie C o curbă închisă, rectificabilă, situată în accă regiune. 

" considerată și A aria interioară acestei curbe. Voim să arătăm că . 
este posibil a descompune A prin linii transversale în comparti- 

inente d; astfel că fiind dat e, există în fiecare o; un punct z;, interior 

sai pe contur, pentru” care avem | - 

OZ page, 
3— i - 

când 3 descrie conturul lui a. 

Pentru -mai multă claritate să presupunem că transversalele 

sunt linii drepte paralele cu axele de coordonate şi egal depărtate 

între ele. . Obţinem astfel două feluri de compartimente: pătrate
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şi compartimente cuprinse. în pătrate, având conturul lor [orinaa | „din segmente de laturi ale unui pătrat și din câte un arc al curbei (, 

"Dacă în fiecare compartiment 0; există- un punct z; pentru care 
inegalitatea (2) este satisfăcută, z fiind un punct oarecare al conturi: 

"Îmi respectiv, teorema este demonstrată. Dacă sunt 
compartimente cari nu împlinesc această condiţiune, 
le subdividem în compartimente mai mici unind 
mijloacele laturilor opuse, pe când compartimentele 
cari înplinese condiţiunea rămân neatinse, Dacă 
compartimentele subdivizate împlinesc condiţiunea 

  

(2), ne oprim aci; în cazul contrar, subdividem pe 
| „cele ce nu împlinese condiţiunea. Continuân dîn 

acelaş mod, ajungem, după un număr limitat de operaţiuni, ca 
toate compartimentele să împlinească conditiunea (2). 

In adevăr, să presupunem că nu este așă și fie o unul din com- 
partimentele iniţiale ce nu împlinesc condiţiunea (2); s, unul din 
compartimentele lui subdivizate, . care. deasemenea nu împlinește 
accă condiţiune. Fie Sa un compartiment subdivizat al lui s, care 
de asemenea nu înplineşte condiţiunea . cerută, ete. Prin aceste 
subdiviziuni obţinem un şir. de compartimente 

Fig. 27 

Si Sa... Smp --ij 

fiecare cuprins în cel precedent fără să atingem unul care să împli- nească condiţiunea (2). Aceste compartimente ale căror dimensiuni lind către zero, determină un punct limita £, interior inturor acestor compartimente sau pe periferia lor, în domeniul căruia, prin urmare, 
“este imposibilă inegalitatea (2), în care 2; = £. Cecace este în con-. tradicțiune cu inegalitatea (1). Teorema este așadar demonstrată. 

Descompunerea arici: A fiind astfel realizată, să considerăm integrala -f /(2) dz dealungul conturului fiecărui compartiment, în „sensul pozitiv. Suma tuturor integralelor astfel obţinute este egală cu integrala f/(z)dz luată în acelaș sens dealungul conturului - C. Căci latura unui compartiment, care nu aparţine conturului C, fiind comună la două compartimente vecine, este descrisă de două ori în sensuri inverse și prin urmare integralele corespunzătoare se distrug. Nu rămân dar decât acele integrale cari sunt luate dealungul ariilor aparţinând conturului și a căror sumă constituie conturul C. 
Reprezintând prin e; conturul compartimentului o;,. avem a „Joe = > free | | a 

Chestiunea revine a evaluă suma din membrul al doilea. Pentru
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aceasta, să ne referim la inegalitatea (2) care.se poate scrie 

(4) 0) = a-i Fat zf eia-a)la| < e; 
4 

de unde. 
S 

f [o = ei | [ d + pe | [| a + | a sd 

[a [ea 

luate după o curbă. închisă c oarecare sunt nule. In adevăr, fie 
30 2 = Za Eni (în = 30), nt il puncte ale curbei, n fiind 
tn număr întreg destul de mare și punctele destul de apropiate 
îutre ele, pentru ca | za | < 0, 6 fiind un număr pozitiv 
«lat, a cărui limită este zero pentru n = Co, Avem, în virtutea 
«efiniţiunii, 

n 

[u: = lim X (zii 20) = 2039 =0. 
n=x i=u ” 

Cc 

Însă integralele 
> 

De asemenea avem 

n Ă 

[= 3 = lim I 6; (zi), 
J c n=a i=o | 

si fiind un punct al curbei cuprins între zi şi 241 inclusiv aceste 
puncte. Dând lui € succesiv valorile Zi, Zi+w avem 

[za = lun 2 2 (zimi —a :) = lina Zizi (242), 
C - i=o i=0 

sau, făcând suma membrelor din urmă, 

[za = ş lim (Zi 4-20 (iu 2) 
J c i=o0 

n 

= 4 lim (22:41 — 22) = 220 — 32% = 0. 
i=0 . 

Egalitatea (5) se reduce dar la cea următoare 

heprezentând prin ! luugiunea conturului ci şi prin î; maximul 
lui | z— 2 ] când z descrie acest contur, avenmn, în virtutea inegali- 
lăţii (2) şi a inegalităţi (1) ($ iu 

(3) Jo | el îi. 
| le
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Dacă o; esto un pătat: cu latura 5, avem l;= 46; 4 =; |73. 
și inegalitatea (7) devine . : - - 

fi az 

Fie a un compartiment limitat de cohturul ci; „ având pe peri- 
[eria sa un arc de lungime > al conturului C și cupr ins înir'un pătral 
cu latura 5 ; avem, veprezentând prin Î şi 7 e cantitățile analoage 
cu & și A, 

<te V22=4/2eo,tu= 8). 

  

Li < 45); + Yi > În: < PA Vă 
x prin urmare | 

- ă 3 dz 3 Li “ , 
(9) , Ji ) < e /2 (40 h + yd (3) > 

o fiind suprafaţa pătratului care cuprinde compartimentul 9, . 
Reprezentând prin: 6 cel mai: mare dintre laturile Oi, Gr şi! 

prin [ lungimea curbei C, avem, a fortiori, pentru integrala totală: 

Je | <a [4 ( aut 200 + d)   
(10) 

Reprezentând prin A aria unui poligon care conţine în interiorul 
lui toate pătratele (6:), (6' n) putem scrie 

UD. Ju (lea < e Va (A + 3). 

Membrul intâiu al acestei  inagaltăți având o valoare constantă 
și membrul al doilea fiind produsul cantităţii 4A + 9], a cărei 
valoare este finită, printr'un factor care poate deveni mai mic 
ca orice cantitate dată, când facem ca laturile pătratelor să tindă 
către zero, rezultă că membrul intâi este nul. De unde egalitatea: 

o aau= 0. | _ 
J c q. e. d. 

291. Observare. "Teorema lui Cauchy nu încetează de a fi ade- 
vărată dacă nu impunem funcţiunii /(2) condiţiunea de a fi olomorfă 

şi pe contur, ci numai de a fi olomorfă în interiorul 
arici şi continuă pe conturul care limitează aria. 

In adevăr, să presupunem că o rază vectoare 
G dusă dintr'un punet interior al arici, întâlnește 

„conturul C întrun singur punct. Luând punctul - 
interior ca origină, să facem substituțiunea 

=(-o0z i 
o fiind un număr pozitiv mai mic decât 1. Curbei închise C descrisă 

Fig, 28
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de z va corespunde astfel o curbă închisă C' interioară lui C. Să 
considerăm diferenţa 

| += Jeps- fro= f [ro-ucorta-aa 
ee | 

. -[ [o = litera + e [Ploi 
Insă, în virtutea continuității unilorme a funcţiunii f(2) în 

interiorul arici și pe contur, rezultă că la un €e pozitiv arbitrar de. 

mie corespunde o valoare pozitivă pentru 0; care tinde către zero 
în acelaș timp cu z, astiel-că | - ” 

a | AU] < e, 
oricare ar. [i punctul 3 pe curba C. Avem așa dar 

|A|<ed+ ol, 

M fiind maztiaul lui 2 | pe curba C şi L lungimea acestei curbe. 
Membrul întâi al acestei inegalităţi fiind constant și membrul al 

doilea putând fi oricât de mic voim, rezultă „că A este nul. De altă 

parte, integrala ” . 

fia)dz 
e 

fiind mvulă, în virtutea teoremei lui Cauchy, conchidem c că şi inte- 

grala propusă este nulă, adică 

- f(a)dz =0, 
Je 

Dacă. raza vectoară întâlneşte conturul în mai multe puncte, 

descompunem prin transversale convenabile aria dată în arii par- 

țiale astfel. ca conturul fiecăreia să împlinească condiţiunea prece- 
dentă. "Transversalele fiind descrise în sensuri opuse, integralele 

luate dealungul lor se disirug două câie două, astfel că integrala 

luată după conturul primitiv esle nulă. ă 

292. "Teorema lui Cauchy subsistă și în cazul unei arii cu contur 

multiplu. “Trebuie înţeles în acest caz că variabila z descrie toate 

curbele, cari formează conturul în acelaș sens în raport cu aria ce 
ele limitează. 

Să considerărm, de exemplu, aria limitată de un contur dublu, 

format de curbele C și C', cea de a doua fiind interioară celei dintâiu. 

„Unind printi”o linie ab un-punet a. al curbei C cu un punct bal
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curbei C, luate amândouă după voie, transformăm aria „dată într'o 
arie al cărui contur simpli este aCabCba (lg. 29). Teorema lui, 
Cauchy aplicându- -se acestui contur, putem scrie 

(aa) + (ab) + (0C%) + (ba) = 0, 

parentezele reprezintând valorile integralei fi )dz luată după 
drumurile respective și în sensul indicat de 
ordinea _literilor. ” 

P | Insă f(3 ) fiind o funcţiune olomorlă în 
6) interiorul ariei mărginită de curbele C şi C, 

& C valorile ce primeşte această funcţiune dealun- 
E = gul linici ab sunt aceleași, înainte şi după ce = Fig. 29 

descrie curba interioară (+ ; deci * - 

(ab) + (ba) = 0 

(aCa) + (bC%3) = 

şi prin urmare 

sau 

(6) Ţe Da fe) =0. 
a . . 

'Leoremna lui Cauchy sc justifică în acelaş mod, oricare ur fi 
ordinul de multiplicitate al conturului; căci putem trarisformă 
aria dată într'o arie cu contur simplu, introducând linii auxiliare 
ca în exemplul de mai sus. 

Aceste linii fiind descrise de două ori în sens invers, integralele 
«dealungul lor se distrug şi rămân “numai integralele luate după 
curbele închise cari formează conturul primitiv dat. 

lteprezentând, de aci înainte, prin | , integrala luată în sensul 
a. , 

pozitiv în raport cu aria ce curba C? cuprinde în interiorul său, 
egalitatea (6) se va scrie i 

a “Ji [= e. NI
 ( 

In cazul unui contur multiplu formau de n 
„curbe închise C,, Ca, ..-. Cu, exterioare între ele: şi 

de o curbă închisă C care le Conţine pe toate în 
interiorul său, avem egalitatea 

o | Te: =] Te: +a had + + în fe) 
curbele de integraţiune find descrise toate în ucelaș sens în raport 
eu aria ce fiecare cuprinde în interiorul său (fig. 30). 

  

S
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Rezultatul exprimat prin egalitatea (8) se enunță în modul 
următor: ! 

Dacă [(=) este o funcţiune. olomorfă într'o' arie “cu conexiune 
multiplă, continuă pe conturul care limitează aria şi care este format 

de un număr dat de curbe închise, una' din ele conţinând pe toate cele- 

„alte, cari sunt exterioare între dânsele, integrala luată după curba 

exterioară este egală ca suma integralelor după curbele interioare, 
"luate în acelaș sens în raport cu aria ce fiecare cuprinde în interio- 

rul său. 

293. Consecinţă. Din teorema lui Cauchy, rezultă următoarea 
consecinţă de o importanţă. fundamentală: 

Fie f(3) o funcţiune olomorfă într'o arie dată (A) cu coneziune 

simplă, 39 şi 7, două puncte ovarecari situate în această arie; iule- 

grala - 
E Z , 

Aa | | [dz - 
. , | “za. ” ” . 

luată dela punctul zg la punctul Z, este independentă de drumul care 

uneşte aceste două puncte, pe cât timp acest drum este cu- 

- prins în interiorul lui (A). AZ 

In adevăr, fie Li şi L/ două linii situate în aria (4) 

și unind între cle.punetele zg şi 7. Presupunând că  L| JL 
- aceste linii nu se“taie, avem | | 

, | a V, 

re ju + A 3)dz = o; Fig. 31 
zL 7L'ze . | - Ă | 

de unde Se - i 

(9) rm) Moe 

integralele fiind luate în ambele membre dela 20 la 7. 
” Egalitatea (9) subsistă și în cazul când liniile L și 

L”' se taie într'un număr oarecare de puncte. Să presu- 
punem că ele se iaic într'un punct 2 25 avem (fig. 32). 

(z0a2) = (2002), . - - 

(Gap 
de unde, făcând: suma acestor egalităţi, 

 (zozaf7) = (erzaf7). 
Propoziţiunea exprimată de egalitatea (9) se poate enunţă. - 

  

în modul următor: integrala | /(2)dz rămâne” neschimbată dacă 

15 DAVID EMMANUBL +
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linia L,-ale cărei i extremităţi rămân fize, se deformează întrun , mod 

oarecare |ără a: întâlni un punct în care f(2) încetează de a fi olomorfă. 
> 

294. Teoremă. Dacă (2) este o funcţiune olomorfă într'o regiune 
dată, integrala 

. . Z 

(0 Ro= [ou | - 
- în care limita superioară este variabilă şi drumul de integrațiune nu 

„ese din regiunea considerată, este o funcțiune continuă având ca 

derivată Î(2). 

In adevăr, £ + h fiind un punet situat în regiunea dată, avem 

Z-+h 

u. F(Z +) —FIZ) = Io dz. 

Fie M modulul maximum al lui 1 dealungul arcului de 

integraţiune, care unește punctele 7, şi Z + h, şi Î lungimea acestui 
are; vom avcă inegalitatea 

(12) - FZA+D-F Iu; 

care exprimă. că funcțiunea F(Z) este continuă în regiunea consi- 
derată. 

Pentru a arătă că avem | . , vitei . | 

"(Z =, - 
să scriem, conform definiţiunii integralei definite, 

zh 

o esti Sera. 
Insă, presăpunând [1] destul de mic, putem scrie 

ă Tâ) = ND + a la|<e, 

e fiind un număr pozitiv arbitrar de Mic. Așa dar 
zh 
fe)dz = f(Z) lim E (ana — n) -F lim Sex (zu — 2) : 

Putem presupune, fără a restrânge generalitatea, că. drumul 
de integrațiune este o linie dreaptă, căci în aria considerată, valoarea 
integralei este independentă de forma acestui drum. Egalitatea 
precedentă se va scrie 

Z+h 

fate +R, 
unde i Aaa 

[R] = lim | Ses(za— 2) | < ea].
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Reprezentând prin 7 o cantitate complexă convenabilă, având 
un modul mai mic ca unitatea, putem scrie 

R = eh. 
- Așa dar avem a 

F(Z + h)— F(Z) = AA 2 + 4 a 
de unde 

(13) lim Rt DR 42). 

, | De | q.e.d. 

Funcțiunea F(2) se zice funcțiunea primitivă a funcţiunii 
(3): Expresiunea sa generală este” - 

no [ioae,, 
C fiind o constantă arbitrară, 1 De unde C= Ft Şi - 

Z a E 

Îi dz = F(Z)—F(zy). 
2 Ze _ - în 

- Corolar. Dacă aria în care se mișcă punctul z este cu coneziune 
simplă, F(3) este o funcţiune olomoriă în accă regiune. Este de 
ajuns a arătă că F(2) are o valoare unică în fiecare punct, adică . 
este o funcţiune uniformă. Această proprietate rezultă imediat 
din faptul că toate drumurile, cari unesc un punct fix arbitrar 
cu un punct variabil Z, dau aceiaş valoare pentru integrala 

i î To dz. | SR 

Nu este însă tot aşă dacă aria este cu coneziune multipli. Căci, 
într'o asemenea regiune, două linii L și L/, cari unesc aceleaşi puncte 

20 2, pot cuprinde între. ele o arie în care funcțiunea f(2) nu este 
olomorlă, așă încât integrala să primească diferite valori după cele 

„două drumuri. 

295. Integrala a o 

oa 
. . C - , 

luată după o curbă închisă C,-poate fi nulă și în cazul când f(2) ar 

deveni discontinuă întrunul sau mai: multe puncte situate! în 

interiorul acestei curbe. Este de. ajuns ca funcțiunea primitivă 

F(2) să fie uniformă în aria limitată de curba C; căci, în acest caz, 

15.
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valoarea finală a integralei este egală cu valoarea sa iniţială. Astfel 

[ao a 

avem. 

c 

/(2) fiind o luncţiune uniformă în interiorul curbei C și continuă 

dz ă 
je — ay : E 

luată după curba închisă C, în interiorul căreia se află punctul a 

dealungul acestei curbe. 

“ Aplicaţiune. Integrala 

"este nulă, dacă n este un număr întreg mai mare cu 1. 

Nu este tot așă dacă n = 1. In acest caz, din punctul a ca 
centru să descriein un cerc (7) cu o rază r destul de mică, pentru 

ca el'să fie cuprins în interiorul curbei C. Vom aveă 

    
Ă | - | [== dz =] dz Ă Ă Ă | - Ă 

” - . n : 
Pentru evaluarea integralei din membrul al doilea, să iacem 

schimbarea de variabilă. a 

za = reit, 
. a... . 7 ÎN . - A , - 

Făcând t să varieze dela 0 la 27, descrie cercul (r) în sensul 

pozitiv. Așadar 

  
da . a : . 

| — = i ai= im | 
I mia . | 

prin urmare _. A E 

da „- „ Ie 
|. — = 2. 
sa _ 
C. e | 

  

'296. Integrala lui Cauchy. — Teoremă: Fie [(=) o funcţiune . 

-olomorfă în interiorul unei curbe închise C și continuă pe această 

curbă. Dacă a este un punct oarecare în interiorul curbei C, avem 

m na Era o 
“CC ” 

integrala fiind luată în sensul pozitiv. 
In adevăr, din punctul 2 ca centru să descriem un cere (7) 

” interior » curbei C. Funcțiunea 

— az. 

  

  

u 

.
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fiind olomorfă în aria mărginită de curba C și de cercul (7 : avem 

egalitatea - | , 

pe. = [a 
3— a —z 

C- _ (7) 

[= dz = [Se fe) af 

c n | | 
Insă putem presupune r destul de mic pentru ca, £ fiind un. 

număr pozitiv arbitrar de mic, să avem 

n ol < e; 

(n ? 

prin urmare 

- po a = = pot 
| >= 

(r) . a 

Membrul întâi fiind independent de ri) și prin urinare indepen- 

dent de g, rezultă că este riguros nul. 

Avem așadar 

| de) dz f(2) E = aia Î(2);- | 

c ” (7) | | | 

de unde, formula ndenenel a lui Cauchy: 

  
A) = si O aa, dz, 

ec 

298. Integrala 

. iN [ze d 
, ar. 

poartă numele de integrala, lui Cauchy. Egalitatea (1) ne arală 

că valoarea funcţiunii olomorfe f(2) este determinată în orice punct z 

interior. curbei C, dacă cunoaștem -valorile sale dealungul curbei. 

Dacă f(3) păstrează o valoare constantă A pe contur, avem în 

interiorul ariei f(2) == A, adică funcțiunea se reduce la o constantă, 

având acciaș valoare ca pe contur. 

1) Cercul (7) fiind interior curbei C, integrala nu variază impreună cu re 

căci avem 

În = fe
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Consecinţă. FiIR& = 2 + i, [= u(z, 9) + (2, y), zy. 

variabile reale și. u, v funcțiuni reale de aceste variabile. Ipoteza 

de nai sus asupra lui f(3) fiind aceiaș, urmează că valoarea acestei. 
„Îuncţiuni în orice punct interior curbei C este determinată, dacă - 

- cunoaștem valorile funcţiunilor u și v dealungul acestei curbe. 
„Insă, dacă una din aceste două. funcțiuni este dată, cealaltă este 
determinată, abstracţiune făcând de'o constantă. Prin urmare, 

este de ajuns a cunoaşte una -din aceste două funcțiuni dealungul 

coniurului și valoarea celeilalte întrun punct al acestui contur, 

pentru ca funcțiunea [(3) să fie determinată î în orice punct interior. 

999. O funcțiune olomorjă într o regiune dată admite derieate 
de orice ordin în aceă regiune. 

Prin definițiune, funcțiunea admite o derivată de ordinul 
întâi. Să calculăm această derivată, considerând funcțiunea su 
exprimată cu ajutorul integralei lui Cauchy, 

a | dp 12) 
(1) - f(a)= dz, 

. | di zii] a 

“2 fiind în interiorul curbei C. Inlocuind z prin 2 + h,|h| fiind 
destul de- mic, avem 

e le-a f; Iaz. a 

Scăzând aceste două cegalități ună din alta, și divizând cu h, 

obţinem 

  
fa + h) — (2) _ 1 | Î(2) | N 

„4 oh E zi | (2— 2) (3 —a—h) d 

Insă, avem identitatea a 

1. A 4. 

i tr a ah)? 
  

Gea) o ai 
prin urmare egalitatea (3) se poate scrie 

ee aq d Rau: 
| = sa] dz + 5 fat 2 (3 —z— h) pe (za) 

: c 

  

Integralele din membrul al doilea sunt evident finite pe cât 
timp. punctele -z, 2 + h sunt în interiorul curbei de. „integraţiune, 
a cărei lungime este, prin ipoteză, finită. De unde rezultă, făcând 
h = 0, | - 

(4) ha f Ha 
Dia d (3 a)



TEOREMELE FUNDAMENTALE ALE LUI CAUCIIY : 231 

Derivata se obţine, după cum se vede, derivând în raport 
cu'z funcțiunea de sub semnul [. - , 

Aplicând egalităţii precedente operaţiuni analoage cu cele 

ce am aplicat egalităţii (1), recunoaștem că f (2) admite, în interiorul 

curbei G o derivată ce se obţine după aceiaş regulă, anume 

! pF 1” PI ai (2) dz 
D . T) = a Ze (5) În si | cp 

| = e 

De unde, rezultă că derivata f'(3) este, în interiorul curbei C, o 
funcţiune continuă de 2. Dacă ţinem seamă că teorema fundamen- 

tală a lui Cauchy a fost stabilită pe baza că funcțiunea de variabilă 

: complexă [/(2) admite -o derivată, fără a presupune continuitatea 

acestei. derivate, vedem; plecând dela integrala lui Cauchy, care 

este o consecinţă a acelei teoreme, că existenţa derivatei funcţiunii 

Î(3) implică și continuitatea ei. Acest rezultat micşorează numărul 

condiţiunilor necesare ca o funcţiune de variabilă complexă, în 

sensul general, să fie o funcțiune monogenă, după Cauchy. Este 
de ajuns, pentru aceasta, ca funcțiunea să fie continuă, în regiunea 

considerată, și să admită o derivată. Ă | 

Integrala din membrul al doilea (4) având o valoare unică 

în fiecare punct z interior curbei C, rezultă că derivata /'(2) este 

olomoriă în interiorul acestei curbe. . 
Se demonstră în acelaș mod existenţa derivatelor de orice 

ordin ale funcţiunii /( ) e cari se obțin derivând sub semnul f. Avem 

formula generală . - , 

3 „- ! 0 „o =si o 
| c , 

n fiind un număr întreg pozitiv oarecare. Așa dar, o' funcţiune 

-olomorță într'o regiune dată admite derivate de orice ordin, funcțiuni 

olomorfe în aceiaș regiune. - 

300. Consecinţă. Din formula (6) rezultă că avem 

pc | 0 fa): 
(7) f() = | Ta de , dz ]z anti 

Li 

Dacă curba de integraţiune C este un cerc cu raza r având - 

centrul în a și M este maximul lui | f(2)| dealungul acestui cere-. 

rezultă inegalitatea 

8 lit] seu.
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301. Teoremă (hiemann). Fie f(z ): o funcţiune olomorfă într'o * 
arie “i, limitată de un contur C, pusă. sub forma 

[2 = uz 9) + dz, 9 ez), 
u și v fiind Juncţiuni reale de variabilele reale 2, y; avem inegalitatea 

. na >o, Ă a 3 

integrala fiind luată în sensul pozitiv. 
In adevăr, “aplicând formula .lui Green, avem 

i ude =, (e dv du 2) lz di . | dp = II loz dy dy dz d > 

egalitate, care în virtutea ccuaţiunilor lui: Cauchy 

du _dv du 0v. 

0 0y" dy da 

“fiu = JI x) + (2) ara 

De unde rezultă că integrala din membrul întâiu nu poate în 
negalivă, Ea n'ar putea îi nulă decât dacă am aveă 

du du A ad, > 0 

şi. prin: urmare, în virtutea ceuațiunilor de mai sus ale lui Cauchy, 

devine 

ar rezultă | 

dv 0 0 

„day? 

adică funcțiunile u și v ar fi consiante în toată aria A. Integrala 
considerată este așa dar pozitivă. . -. q. e. d. 

302. Să dăm aci o teoremă datorită matematicianului italian 
Morera, care poate fi privită ca reciproca primei teoreme a. lui . 
Cauchy. Ă E - 

Teoremă. ie 163) o punețiune de variabila compleză 2, continuă 
_ într'o drie dată (A) şi C o curbă închisă arbitrară, de lungime finită, 

situată în această arie; dacă avem, a 

| pe = 0, 

funcțiunea [(3) &ste olomorță în (4).
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Fie zg un punct fix şi x un punct. variabil î în (A). În virtutea 

ipotezei, integrala 

UD i Ja: E - 
- - Iol.z ă . 

luată dela zg la 2 după un drum oarecare LL siluat o 
în (A), este independentă de acest drum; căci-ori- 

are alt drum, care unește acele puncte, formează 
cu cel dintâi o curbă închisă dealungul căreia L E 

integrala f/(3)dz este nulă. Integrala (1) este așa 
dar o funcţiune determinată de z; s'o reprezentăm a 3 

prin L(a): , 

(2) A F() = | (dz. _ 
: AN | Zola ? Ă 

Fie acum 2 + lun punct vecin cu z, cuprins în (4) şi să consi- 

derăm “diferenţa i 
r+h 

| (3) AF(a) = Fa +) — Tr()= / dz, 

în care putem presupune că drumul de itegrațiune (3, ..x-Fh) 

este în inie. „dreaptă. Să punem 

(2) = ho) + e. - | 
In xirtutea continuității lui f(3), la un € pozitiv, arbitrar de 

mic, corespunde un număr 6 pozitiv, astfel ca să avem 

el < e mm <a 

„Egalitatea (3) devine | 

prin urmare 

Ei Lan (2)— h/( 2)|<elh].._ 

_De unde 

lim ao 
h=a 

= - 

adică funcțiunea F(2) admite o “derivată determinată în fiecare 

punct al ariei și anume A -- 

(4) | F'(a) = Ho). 
Funcțiunea F(2) este aşă dar olomorfă în aria (A) și prin urmare 

derivata sa, adică /(2), este olomoriă în aceiaş arie. “q.e.d.
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303.  Aplicaţiune. Altă demonstraţiune a teoremei lui WVeier- 

-strass ($ 157). Fie. | 

De fi(2), fe(2), .. fala), -.. 
un șir nlimitat de funcțiuni olomorte î într'o arie cu conexiune simplă 
(A); dacă seria a | 

(5) m Ile) 
este uniform conver genă, ea reprezintă o funcţiune olomorjă în (A). 

In adevăr, seria: (5), fiind unitorm convergentă, definește o 
funcţiurie Î(2) continuă în (A) (93); Să considerăm seria. 

(6 f eh - > | poz | 

C fiind o curbă închisă oarecare, situată în (A). Integralele din 
membrul .al doilea fiind toate nule, avem 

Ji fatz=0: 

De unde conchidem, În virtutea teoremei precederite, că f(a) este 
o funcţiune, olomorfă în (A).. : 

— 

„904. Teoremă asupra seriei Taylor (Cauchy). Dacă f) este 
o funcţiune olomor[ă înt”'o regiune (A) și o un punct oarecare ia 
acestei regiuni, funcțiunea [2) se desvoltă într'o serie întreagă de 
(7—o), convergentă în cel mai mare cerc cu centrul în to situat 
în interiorul lui (A). o ” 

In adevăr, fie (R) un cere cu centrul în 29, situat în regiunea 
considerată și z un punct oarecart interior acestui cere; vom aveă 
expresiunea lui f(2) dată de ma lui Cauchy 

N 

  

  

  

  

    

                       

pa Să 10) (1) [ fo) = - aa dai E | 
a , (R) ! 

Punctul z fiind pe cerc, rezultă inegalitatea N 

9 . : „i X %o “ “ 0 ei | 
și putem scrie 

| 1. 1 
(5) za a —(e- 7) 

E: z— _XIo a” (ro) o Tari pa 
Multiplicând > f(zdz şi. integrând dealungul 

sl
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cercului (R) în sensul pozitiv ?), obţinem. în virtutea egalităţii (1), 

seria SR | | i o 

(4) fc) = ao F az 20) 4 --- an (2— Zob n, 
. 

ai cărei coeficienţi sunt daţi de integralele finite și determinate 

“5 _-Î- Ia 

ele 
sau încă de expresiunile 

a, = În) (n = 0, 1,2,...). 

Teorema lui Cauchy este deci demonstrată. 

Această „teoremă se mai poate enunţă sub forma următoare: 

O funcţiune (2) olomorfă în domeniul unui punct zo se descollă 

într'o serie întreagă de (2— 29),' convergentă. în cercul cu centrul în 

_zg şi trecând prin cel mai apropiat punct în care funcțiunea [(7) în- 

cetează de'a fi olomorfă. - , - - 

Un punct în care o funcţiune analitică f(z) încetează de'a fi 

olomorfă se numește punct. singular al funcţiunii. - 

305. Dacă o = 0, seria (4) devine - 

(7) [o aokazt tan +. 

şi valorile coeficienţilor sunt date de expresiunile 

f(0) Si - 8 [Ia a„= a z 
„Ro Dir my Pt n! 

Egalitatea (7) este valabilă în interiorul cercului cu centrul în punc: -- 

tul zo = 0 şi trecând. prin cel mai apropiat punct în care f(2) în- 

cetează de a fi olomoriă. In te privește cercul de integraţiune (1), 

dealungul căruia se determină integralele (8), el este concentric 

şi interior celui precedent. 

306.. Identitatea celor două definițiuni ale uncţiunii analitice, 

după Cauchy şi Weierstrass. - o] 

"O funcţiune analitică f(z) în sensul lui Weierstrass este, în 

domeniul oricărui punct ordinar, o funcţiune continuă de 2 și admite 

o derivată f'(z) continuă în acelaș domeniu; ea împlinește deci 

condiţiunile unei funcțiuni monogene, după Cauchy. 

Viceversa. Funcțiunea monogenă definită de Cauchy se poate 

reprezintă, precum am văzut mai sus, printr'o serie P(z — 70) 

  

1) Integraţiunea unci serii uniform convergente se obţine integrând ter- 

menii seriei. Acecaş demonstrațiune ca în cazul variabilei reale.
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în domeniul oricărui punet 29, 
vergentă întrun” cere 
de zero, prin urmare, ca intr 
Weierstrass, 

Aşă dar, deşi punetele de 
analitice, după Cauchy şi Weier 
țiunea analitică este aceiaș în 

4 - 
i . 
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diferit de un 

ambele cazuri, 
cele două definiţiuni sunt identice, * 

307. Să revenim la formula 

Î(2) = Ip 2) 
32| za da, - Cc. 

care dă expresiunea funcţiunii /(2), olomortă 
şi continuă pe contur, 
Cauchy), 
că 

Din “această formulă rezultă, precum 

mod arbitrar. In adevăr, funcțiunea f(2) fiind 
curbei și pe curbă, rezultă că dacă. un punct 

punct singular, con- 
având acest punct ca centru și o rază diferită 

ă în clasa funcţiunilor analitice, după 

plecare în definiţiunea funcţiunii 
strass, sunt cu totul diferite, func- 

Putem dar zice că 

în: interiorul curbei C. 
cu ajutorul unei integrale (integrala lui 

am mai văzut,. 
aloarea funeţiunii /(a) întrun punct interior z oarecare este determinată, dacă valorile sale sunt date pe contur. 

insă că valorile funcţiunii dealungul conturului nu 
Să observăm 

pot Îi date în 
continuă în interiorul 
interior z tinde către 

un punct 3g al lui C, dealungul unui drum care nu întâlnește curba” 
decât în punctul zoa avem egalitatea. 

m = fe 
adică valoarea funcțiuni (3) în punctul 
minată (nu arbitrară) “către care tinde I 

29 este “cantitatea deter-. 
2) când a descrie drumul 

considerat. Ceeace justifică aserţiunea noastră. 

- 308. Să presupunem definită funcțiunea [(3) dealungul curbei 
Ce se poate spune despre integrala 

C, continuă pe această curbă. 
p 

2iz 
[0 aș. 
aa 

Cc 

luată în sensul pozitiv, z fiind un punct oarecare în planul lui 32. 
Această integvală are în fiecare punct a, 

o valoare evident bine determinată. S 

_avem. derivata 

i E() = Iri dz: 
a > 20 3— 

care nu se află pe C, 
ă punem
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deascimenea' birie determinată. Funcțiunea F(z) este deci o func- 

țiune olomorfă în interiorul curbei C, diferită însă, în genere, de [(z), 
precum vom vedea mai târziu, dacă f(3) nu este olomorfă în înteriorul 

acestei curbe 1). In tot planul exterior curbei C, F(2) reprezintă 

deasemenea o funcţiune olomoriă, care nu. coincide cu cea cores- 

punzătoare arici interioare curbei 2). 
Pe curbă integrala n'are sens. “Avem astiel o expresiune anu- 

litică care, în două domenii diferite, reprezintă două funcțiuni 

olomorle diferite. - 
Dacă funcțiunea /(3) este. olomorfă în interiorul curbei C, avem 

F(a).= [(2), pentru 2 interior şi F(2) = 0 pentru-z exterior curbei. 

309, ..Să considerăm, după Mernute, un exemplu mai general. 

Fie Cs, Ca, -.-, Cu n curbe închise exterioare între ele și fi(2), 

Îa(2), --- În(a) n funcțiuni olomorie respectiv în interiorul acestor 
curbe şi continue pe contururile corespunzătoare. presiunea Di 

ei= pipi e ae sp E 
C, ă GC, 

     

coincide respectiv cu funcțiunile considerate după cum z este în 

interiorul curbelor C,, Ca, ..., Cu, și este egala cu zero dacă -z este 

exterior tuturor acestor curbe. i a 

Avem astfel un exemplu de ezpresiune analitică, c care în diferite 

regiuni ale planului reprezintă diferite luncţiuni olomorte indepen-. 
dente între ele. Integralele lui Cauchy joacă aci rolul pe care seriile 

de funcțiuni raționale îl joacă, în chestiuni analoage, în teoria lui 

Weierstrass. Ia ” 

CAPIVOLUL XV. 

FUNCȚIUNI ARMONICE. 

-Câteva proprietăți ale funcțiunilor armonice deduse din proprietăţile - 

juneţiunilor de variabilă complexă. 

310. Tie.f(2) o funcţiune olomorfă într'o regiune (4), pusă 

sub forma * 

(0) man: 
u și v fiind funcțiuni reale de variabilele reale z, y. Prin definiţiune, 

, ă N Ă 

. 1), 2) Teoremagreziduurilor. .
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funcțiunile u(z, y), v(z, y) sunt continue în (A) și au derivate par- țiale de ordinul întâi, finite satisfăcând ecuâţiunile diferenţiale ale lui Cauchy. ” | 

du du d _ d 
0 Spa p 
Aceste proprietăţi ale funcţiunilor u și v sunt suficiente pentru . ca din ele să decurgă: 10, continuitatea derivatelor: de ordinul întâiu și 20 existenţa în (A) a derivatelor: de orice ordin. 
In adevăr, continuitatea derivatelor de ordinul întâi rezultă din continuitatea derivatei F(2) a cărei expresiune este “ 

, du „dv 1rdu „0 a (3) Ioa ti (opt io) - 

Pentru a arătă că funcțiunile u și -v admit derivate parțiale de ordinul al doilea, să punem a 

du. d du do Ă SU ui =, = dr 1: 02 I» 2 0y 2 dy 
prin urmare : 

i 
, N , 

/ (2) = Mutu = 7 (12 + 102). 

Insă /'(2) [iind o funcţiune olomorfă în (A), rezultă că funcţiu- 
 nile asociate u, și va, ua Şi Va au derivate parţiale de ordinul întâi continue satisfăcând ecuaţiunile diferenţiale ale lui Cauchy. Prin urinare, funcțiunile u și v admit derivate parţiale de ordinul al doilea 
continue și 'ecuaţiunea' lui Laplace . 

02X,, 02X 

este satisfăcută de aceste funcțiuni. | 
Intr'un mod analog, din faptul că /'“(2) este olomoriă în (4), - se conchide că funcțiunile u și v au derivate parțiale de ordinul al treilea, continue, ete. o 

311. Fie acum u(z, y) o funcţiune armonică oarecare, continuă într'o arie (A), adică o funcţiune de două variabile reale, univocă, 

satisfăcând ecuațiunea lui Laplace . 

02 ua A 
da? op 

având derivate parţiale de ordinul întâi şi de ordinul al doilea și



FUNCȚIUNI ARMONICE i , 989 

Să asociăm lui u funcțiunea v(z, g) dată de formula. 

” | „du du 
i aere 

în care: drumul de integrațiune este oarecare situat în (A). Fune- 
ţiunile u şi v satisfac dar. ecuaţiunile diferenţiale ale lui Cauchy 
Și prin urmare expresiunea u -+ iv defineşte o funcţiune analitică 
de 3 = za -+- iy, olomoriă în A. De unde rezultă, în virtutea celor 
răzute în paragraful precedent, că funcțiunea u, adică o funcţiune 

_ armonică oarecare, continuă într'o regiune dată, admite în aceă regiune 

derivate parţiale de orice. ordin. : 

312. Teoremă. O funcţiune armonică u, continuă într'o arie. 
dată şi egală cu o cantitate constantă A dealungul conturului ce limi- 
tează aria, este egală cu A în ioată aria. 

Fie v o funcțiune asociată a lui u, expresiunea u-+ iv = Î(2) 
este o funcţiune analitică de z = z + în, olomorfă în aria conside- 
rată. Insă funcțiunea v fiind constantă, în acelaş timp cu u, fie 
v = B; de unde 

(2) =A + iB 

dealungul conturului. Prin urmare, avem în. toată aria ($ 298) 

2) =A+iB, u=A,v=B. 

Corolar. Două funcțiuni. armonice u şi V, continue într'o arie 
dată precum şi pe contur, egale î între ele în toate punctele conturului, 
sunt egale între ele în toată aria. Căci diferența u-—v este o func- 
ţiune armonică în aceiaș arie, nulă dealungul conturului. 

313, “Teoremă. Fie u o funcjiune armonică continuă într'o arie 
(4) Şi Z0 = 29 + ip un punct interior ariei. Valoarea funcțiuni 
în punctul zg este egală cu media valorilor sale dealungul unui cere 
|3—20| = r, situat în interiorul ariei (A). 

Pentru a demonstră această teoremă să asociăm lui u:o func- 
iune v astfel ca u + iv = f(2) să fie o funcțiune de == a + ip. 
Această funcțiune, în virtutea ipotezei, este olomoriă în (A). Apli- 
când formula lui Cauchy, drumul de integrațiune , fiind cercul 
|z—20| = r, obţinem, punând z—z = re, 

ug <t- îvp = =] (ut iv)dt (uo = u(zo 90); 20 = Viza»): 
- o , - N 
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de: unde . 4 pa - 1 pa | 
- Up = | udi = uds,i ds = rd , înca e o =] Zar ( ) « !) q-e. d. 

314. Teoremă. . O funcţiune armonică u, continuă întro arie 
(4) și pe conturul ce limitează această arie nu poale atinge valoarea 
sa mazimă sai minimă în nici un punct interior lui (A). 

Să presupunem că u atinge 'valoarea sa maximă M întrun: 
"punet interior 30. Din acest punct ca centru să descriem un cere 
situat în interiorul lui (4). -Vom aveă dealungul acestui cere u < M. 

“Insă valorile u<M sunt incompatibile cu teorema precedentă, 
căci am aveă în acest caz ug < M; contrar ipotezei. Avem așă 
dar dealungul cercului u = M. De unde rezultă că această egali- 
late subsistă î în toală aria cercului, Fie acum 39 un punct interior 
acestui cerc și destul de aproape de periferie pentru ca un cere 
având acest punct ca centru să taie cercul precedent și să fie interior 

arici (A); vom aveă u = M și în interiorul acestui de al doilea 
cere. Continuând în acelaș mod, conchidem că egalitatea subsistă 
în toată aria (A). 

Funcțiunea u ar îi așa dar o constantă. Ceeace demonstră 
„ teoreina. 5 . 

| Aceiaş demonstra iune, înlocuind maximul M prin minimul m, 
probează că [uneţiunea unu poate atinge valoarea m în nici un 
punct interior lui (A), dacă ea nu este constantă și egală cu m. | 

Se -știe însă, că o funcţiune u(z, y) continuă într'o regiune! 
dată ilinge cel puţin odată valoarea sa maximă și' valoarea sa 
minimă, în câte un punct din aceă regiune. Conchidem că acele . 
„puncte nu pot fi situate decât pe conturul ce limitează. regiunea. 

315. Corolar. Fie [(3) o funcţiune analitică oloimortă într”o 
arie (A) în care ca nu se anulează. Funcțiunea log | /(2) |, partea 
reală o funcţiunii log /(3),- fiind armonică și continuă, maxiniul 

precum și minimul ei în (A) nu este atins decât pe conturul lui (A). 
Aceiaș concluziune se aplică funcţiunii” | f(2) |. 

  

1) Să presupunem un cere cu raza r împărţit în n părţi egale și fie up, tis, 
tin valorile ce, funcțiunea! uz d y) primește în aceste puncte ;. media, acestor 
valori este 1 n | - 

IE u; Pi u; di 
1 1 

n. ndl 
  

care pentru n=% devine 2] ra ud. Dacăr=£l, „ punând rar=ds, această medie 

se poale scrie 4 
. A | | 3 [ne 

. - (7)
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Propoziţiunea subsistă, în ce priveşte mazimul lui | /(2) |, şi 
în cazul când f(2) se anulează în (A). Căci dacă excludem zerurile 

funcţiunii prin cercuri foarte mici, maximul cel mai mare, (maxi- 
mum maximorum) al lui | f(2) |, în aria rămasă, este 'atins pe contu- 

rul multiplu astfel format. Insă pe cercurile introduse, f(3) tinde 
prin ipoteză către zero împreună cu razele acestor cercuri ; rezultă - 
că |/(2)] atinge maximul său pe conturul lui (A). 

316. Consecinţă importantă. Teorema fundamentală a Algebrei. 

O Juncțiune raţională întreagă f(x) admite cel puţin un zero. 
In adevăr, dacă f(z) nu s'ar anula în nici un punct la distanţă 

finită, ar rezultă, în virtutea corolarului precedent, ca în. cercul. 

la|=R, R fiind oricât de mare voim, cea mai mică valoare ce 
poate primi | f(2) | să corespundă unui punct situat pe cerc; ceeace 
este absurd, căci | f(2) | tinde către infinit împreună cu N. 

317. Integrala lui Poisson. Fie 
o. 

% 

(1) D= Xa e ” 
. ” . o . i - 

o serie întreagă convergentă în cercul |z| = l. Să punem 
z = rei0, [(2) = ur, 0) + ir, 0), r<h), 

a şi v fiind funcțiuni reale de i, 0. Fie op <hR ui număr pozitiv 

oricât de aproape voim de R, r<p< Is vom aveă (5) ($ 114) 
pentru coeficienţii a, expresiunea 

7 

1 pe —nip Sa 
an = ze] ame dp, (n =], ad -) , 

sau, punând 3 = pei? y | | 1 
ax 

. (2) “ Ap = - (0,7) dp . 

DZ 
Coeficientul ag nu intră în această formulă ; avem însă(8) ($ 305): 

x a 

(3) = fi di= ÎL | ule ) + iv(9,p) d 1) 4 == da 27) 0;p 9.p P . 

Punctul 2 fiind în n interiorul cercului | | = = 0, scria a (0 se va 
puteă scrie 

e (a, 
47,5) + întrs0) fi (u 4+- vide + ile u(0,p) > (=) dop 

1 * Ă 

— Au [u(0,p) -+- iese dop : uemie     
1): xpresiune care rezultă şi din formulele (6) i (8) ($ 114). 

16 DAVID EMMANUEL. ”
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sau 

ax 

(4) u(r,0) + în(,0) = if v(o,p)dp + 3 
o 

2 osphde. 

  

De unde rezultă că funcțiunea u(r, 0) este egală cu partea 
- ” - + . reală-a întegralei 

oa. 
z+ z 

27 z—a 
o 

  u(9,p)dop, 

în care trebuie să înlocuim z şi 2 respeitiv cu rel, pei?. 

Făcând această înlocuire, avem. - 

| za paiP- reib 
Za pei? — roi! 

sau, multiplicând ambii termeni ai membrului al doilea cu conjugata 

numitorului, pei? — pei , obţinem 

3 a 2 — dirpsin (p—-0) —r? 

„za 02 — 2drocos(p-0) +2 - - 
  

Prin urmare 
„a 

| pal (02—7*)u(9,0) 
(5). ulnd) ea „2 — 2rp cos(p-0) +r dp. 

Integrala din membrul al doilea poartă numele de. integrala 

lui Poisson. 

Formula precedeută ne dă valoarea funcțiuni armonice u(r, 0) 

întrun punct. (7, 0), interior cercului | z| = 9, dacă -cunoaşten 

„valorile ce această funcţiune primește dealungul cercului. 

CAI 0 LUL 3 AVI. 

TEOREME ȘI DESVOLTĂNI IN SERII, CONSECINȚE ALE 
INTEGRALEI LUI CAUCHY. 

318. Teorema lui Laurent. O funcțiune [(2) olomorfă într'o 

coroană cuprinsă între două cercuri concentrice cu centrul în origină, 

se poate pune, în această regiune, sub forma - 

note) a 
A 

p şi P, fiind serii i întregi respectiv de a și —. 
za
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Putem presupune funcțiunea continuă pe cele două cercuri; 
in cazul: contrar le înlocuim prin două cercuri concentrice cu cele 
dintâi şi infinit de apropiate. de ele: unul interior celui mai mare și 
celalt cuprinzând pe cel mai mic. Fie așa dar R și RY razele celor 
“două cercuri (R), (N), R' < R şi 2 un punct oarecare în interiorul 
coroanei. În jurul punctului a ca centru să descriem un cerc. (7) 
cu 0, rază r destul de mică pentru ca el să fie cu totul cuprins în 
interiorul coroanei. Vom aveă egalitatea - 

D fese [2% 2 + [ d, 
R%) (7) 

integralele fiind luâte în sensul pozitiv în raport cu ariile interioare 

celor trei cercuri. Insă Înncţiunea /(2) fiind olomorfă în interiorul 

cercului (7), avem ! - - 

| 233 ic Ja. d = 2inf(2); 

, . (7) 

prin urmare, egalitatea (1) ne dă 
- 1 : 1 iz . 2 1 = aia] 9 dz — = aa ate 

. u) 7 “ (n) 

Să ealculăm integralele din mecinbrul. al doilea. In prima iute- 
gală avem Să 

  

<a, 
prin urmare putem scrie | 

1 (iz m Ma 
aaa tai t o a 

Na LH er A [i de aa] zi az IC as. 

(R) (Rn) . i Sim 

Să punem | 

(3) maj ce (n =0,1.2,..:); 
| (n) 
vom aveă 

  

, d z PR Ă 

(4) di „JE dz = 5 ana = P(2). 
- (n) Lu n=o - | 7 _ 

In a doua integrală avem inegalitatea - 

pă 
e 

, | —|<41, 
Tv
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care permite a scrie. 

  

  

1 - L 1 z nl 
e a a | au u 

za 7 L— 5 - 2 ? să Zn T |, | 

lipi: [(2) „_ al ÎI , an EI 

| za = 3ia [3 de het ae | = f(2) dz =. 
(n “ (n | (n: . 

Punând Pi _- a . | 

1 Ie | Ai | 
5 = „nl = - = 4.9 ) 

(5) d | 2 Adda n=0,1,2....), 
(n4 

averi | , . | 

Ă , 1 (2) _ co. _2 _wi 1 -. 

, (6) sia | za da = „2 în To = i 1 +) . 

n (n9 = 

Inlocuind în (2) integralele prin valorile lor date de egalitățile (4) 
și (6), obţinem rezultatul enunțat 

Do [(2). = P(2) + P, 3). | 
o _ - q.e.d. 

319. Observare.. Funcțiunea f(3)- fiind olomorlă în interiorul 
coroanei, integralele (3) și (5) cari determină coeficienții an și bu 
at -seriilor P şi P, şe pot înlocui respectiv prin 

[A a [oa 
(R) () Ă 

luate. în acelaș seris, după acelaș cere (N). concentric cu cercurile 
primitive și având o rază R cuprinsă între R şi RU. Insă aceste 
integrale se deduc una din alta, dacă înlocuim n prin — n; prin 
urmare reprezentând pe bn prin a—n, avem, pentru coeficienţii 
seriilor P și P,, expresiunea unică o 

  (8) | e = 35 | dz (n =0, 1,2...) | 

(n) - , 

ȘI egalitatea (7) se poate înlocui prin cea următoare 

(9) fa) = 5 ana, Ie - 
. n=—a . 

320. Dacă centrul celor două cercuri, cari i formează coroana” 
în care funcțiunea f(2) este oloinorlă, se găsește într un punct 
oarecare zg,. avem în interiorul coroanei  ? a 

+ , 
(10) 2) = X tanţa — oh, 

u==—
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valorile coeficienţilor fiind -date de integralele 

UD a, = 1 [ pere (= 0,x+1,...).   

dz] (2 — zi. 
“ (R) 

7 - 321, Metoda care ne-a servit mai sus pentru a stabili teorema 
„hui Laurent, conduce la un rezultat mai general. Fie f(2) o funcţiune 
olomorfă într?o regiune limitată de un cere având centrul întrun 
punct z = a și de mai multe cercuri Cu, Ca, ..., Ca interioare celui 
dintâi și exterioare între ele, având respectiv centrele în punctele 
(35 Ga: n. Fie z un punct în regiunea considerată și (7) un cere 
cu centrul în z, interior cercului C și exterior celorlalte cercuri. 
Exprimând că integrala - 

Aa 
Di [12 dz, 

| J 3—az 
luată după cercul exterior C, este egală cu suma valorilor sale după 
cercurile interioare, obţinem egalitatea 

Observând că în prima integrală din membrul al doilea avem 
7 i 

= <1 

  

a 

aa 
iar în celelalte . 

1 - 

< Î, (= 0, 12 .. n), 

  

z—d; 

deducem desvoltările . 

  

  

d z - sa] DOac= pie f Ma | SI) i: II cz 0 — (2-a) 

  

  

. a N) a [ Nada 

_. 1 ă | 2 -. 
| + T --] IN 

  

adică: 
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Prin urmare avem în regiunea considerată” - 

. = nt 0 + P, 2 pa P, (a): z— a, 

a. „Fie f(a 2) o funcţiune uniformă ; și & = a un punct singular 
izolat al ei; din acest punct ca- centru să descriem un cere cu o 
rază ÎN, în interiorul căruia f(2) să nu aibă altă singularitate decât 
punctul 2 = a. Fie r< R raza unui al doilea cerc concentric cu 
cel dintâi; în coroana mărginită de aceste două cercuri, vom aveă 

  

v-a . 

- Însă în cazul nostru, r putând fi oricât de mic voim, seria P, va îi 
„convergentă în tot planul exceptând punctul a; reprezentând-o 

. „d . . 
prin G La ; funcțiunea se va putea pune, în vecinătatea punc- = a; - . - - 

tului a; sub forma 

[(2)= Pta - + c(-). 
Seria G ca racterizează singularitatea a; acest „punct este un 

pol suu un punct singular esenţial, după cum numărul termenilor 
„seriei este limitat sau nelimitat, 

a 
323. In domeniul unui “punet singular esenţial izolat o Juncţiune 

analitică” se- poate apropia de o valoare arbitrară, oricât de mult voim. 
, 4 - Să “considerăm mai întâiu funcțiunea [E întreagă de 

z—a 
  « Făcând substituțiunea 
aa _ - 

ie pa =, : . 
: . Y i , 

prin ajutorul. căreia valorilor lui z, vecine cu a, corespund pentru 
y valori înfinit de mari, obţinem funcțiunea întreagă G(y). Insă 
în domeniul punctului y = 00, există valori 3 y pentru. cari avem 
| G(y) | > M, M fiind un număr pozitiv oricât de mare voim, precum 
şi valori pentru cari G(7) se poate apropiă infinit de mult de.o can- 
litate arbitrară dată. Aceleași concluziuni rezultă pentru func- 
țiunea propusă în domeniul punctului a=a.. 

Fie acum f(2) o funcţiune uniformă având punctul z = a cu 
punet singular esenţial, în vecinătatea căruia nu se găsește un alt. 
punct singular (pol sau: punet singular esenţial). Vom aveă, în 
domeniul acestui punct 

fa) = G [—) + P(a— a),
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Insă, precum am văzut, există puncte în vecinătatea lui a în - 

cari G | 

voim, pe când seria P(z — a) diferă în aceste puncte infinit puţin 
de valoarea ce are în punctula; de unde rezultă că în aceleaşi puncte 
Î(2) poate diferi de o cantitate arbitrară oricât de puţin voim. 

Demonstiaţiunea precedentă nu” se aplică dacă punctul a 
este un punct limită al unui număr nelimitat de poluri. Se poate 

  ) poate diferi de o cantitate arbitrară oricât de puţin 

procedă în modul următor, aplicabil şi cazului considerat mai: 
sus 1). Fie A o constantă arbitrară și să considerăm diferenţa 

fo-=A. : 

Se poate întâmplă ca această diferență să aibă în domeniul 
(a) un număr nelimitat de zeruri. In aceste puncte vom aveă exact 

[(a) = A. Să presupunem că nu este așă; prin urmare există un 
mumăr pozitiv r destul de mic, astiel că în interiorul cercului. 
la—a|=r, diferenţa considerată mare nici un zero. În acest caz, 
rapartul . 

Î 

RI 
pentru care punctul 2 = a este deasemenea punct singular esenţial, 

nu are în interiorul cercului | z—a | = r alt punct singular decât 

r=a. Prin urmare, în interiorul acestui cere putem scrie 

aa > (za) + pe-o e 
5 1 

Insă în vecinătatea lui a există puncte în cari | G € )   

r—a 

poate fi mai mare ca orice cantitate dată, pe când seria P(z-—a) 
- are valori finite; de unde rezultă că în aceste puncte avem - 

1 1 
>   

adică 

| a-Al<e, 
„vricât de mic ar fi e. Aşa dar, în domeniul unui punct singular 
esenţial izolat ?), o funcţiune analitică uniformă se poate apropiă 
oricât poim de orice cantitate dată finită sau infinită. Acest rezultat 
«ste datorii lui Weierstrass. 

D- E. Picard?) a demonstrat că în. vecinătatea unui punct 

  

2) E, Picard. 
2) Izolat relativ la. puncte singulare esenţiale. 
3) Traite dWAnalyse, t, III, 2-e 6dition, pag. 355.
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- singular esenţial izolat, ecuaţiuriea f(2) == A admite o infinitate de 
soluţiuni, exceptând cel mult două valori ale lui Â, printre cari 
se poate cuprinde valoarea A-= co. 

i 
Astiel funcțiunea f(2) = ez, “pentru care 2 = 0 este un punct, 

singular esenţial, poate primi în vecinătatea acestui punct, orice 
valoare de o infinitate de ori, exceptând valorile O şi 00. Funcțiunea 

sin > poate primi în vecinătatea lui 2 = 0, orice valoare de o infini- 
l inte de ori, exceptând valoarea co. Funcţiuuca tg — poate primi, 

în domeniul z==0, orice valoare 0 infinitate de ori, „exceptând 
valorile + 3. 

324... Seria Fourier. Plecând dela seria Laurent puten, printr'o 
schimbare de variabilă convenabilă, să obţinem seria lui Fourier. 
Din studiul funcţiunii exponenţiale rezultă că, prin substituţiunea 

(1) z = ei, 

un dreptunghiu (î), ale cărui laturi sunt paralele cu axele de coordo- 
nate, latura paralelă cu axa reală fiind egală cu 2z, se transformă 
punct cu punct înir'o coroană (2) cuprinsă între două cercuri con- 
centrice, cu centrul în origină. îi 

Dreptunghiul cânsiderat  (£) putem să-l înlocuim printr'un 
altul, a cărui lature ce voim a face să corespundă laturii egale cu. 

 2a7, să aibă o lungime şi o direcţiune dată. Fie / lungimea și a unghiul 
“ce această lature face cu axa reală. Să punem | 

  

2) oa; 
substituţiunca 

Da 223 
3 > l= 3) | a 

realizează transformarea dorită, In adevăr, din această substitu- 
țiune deducem 

4 . a . (4) ) 77 o? 

to şi zo fiind două punete cari se corespund în virtutea substituţiunii. 
De unde rezultă egalitatea 

= 32. 
(5) arg(t — 1) = arg —, 

care arată că unei drepte descrisă de variabila £ şi trecând prin 
punctul o paralelă cu axa reală, corespunde pentru 2 o dreaptă 
trecând prin punetul zg, paralelă cu direețiunea lui w şi: că unei 
drepte perpendiculare pe axa reală în planul (4) corespunde o dreaptă



" corespunde. valoarea. 
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perpendiculară pe -direcţiunea lui o în planul (2). Infine, valoarei 

e = 2, 

lz—z|= lol= 
q. e. d. 

Pie acum /(2) o funcţiune olomoriă în coroana limitată de două 
cercuri concentrice cu centrele în origină. Această funcţiune se 

poate reprezentă printr'o serie Laurent. i 
. , . : +a 

(6) Sa io = Za, 
, - ns—> 2 

în care avem - 

m Lor (7) | a, = = Sia | zi dz (n=0, FI 2.) | 

(R) 

integrala fiind luată în sensul pozitiv dealungul unui cerc cu centrul 

în origină și a cărui rază R este cuprinsă între razele: celor două: 
cercuri cari limitează coroana. _ De altă parte, substituţiunea 

2izz 

(8) ae, 

care rezultă din sub stituțiunile (1) şi (3), transformă coroana într'un 

dreptunghiu A a cărui una din laturi este paralelă € cu direcţiunea 
lui o și egală cu|o|. Să punem E i 

  

a Ia = 00) = mo. - | 
(2) este în dreptunghiul A o funcţiune olomorfă de = și în 

virtutea egalităţii : (6), avem, în interiorul “acestui dreptunghiu, 

jo di 

(10) - F(z)= Zae * E 
—» 

  

Această egalitate este valabilă nu numai în interiorul dreptun- 

ghiului considerat, ci în fâșia nelimitată cuprinsă între cele două 

laturi paralele cu c și prelungite la infinit de o parte şi de alta. 

In adevăr, de o parte, funcțiunea f(2) reluându-și valoarea când 

argumentul lui z se măreşte 'cu 27, funcțiunea transformată F(2) 

se reproduce când înlocuim z prin z + c; iar de altă parte, toţi 

termenii -din membrul al doilea. (10) se reproduc în acelaș timp. 
4 

"925.  Viceversa:' O funcţiune F(2), olomorfă în interiorul unei 
fâşii, formată de două: drepte paralele, periodică, având ca perioadă
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o cantitate w'al cărui ar gument este egal cu acela al paralelelor fâșiei 
(unghiul paralelelor cu aza reală) se desvoltă î în această fâşie într'o 
serie de. forma (10). 

In adevăr, prin substituțiunea (8), fâșia din planul (2) se trans- 
formă într'o coroană cuprinsă între două cercuri concentrice cu 
centrele în origină. Să punem 

F() = î(2). 
Funcțiunea" (2) este olomorfă în coroana considerată ŞI prin 

urmare îise aplică desvoltarea (6); de unde rezultă expresiunea 
(10). In această desvoltare consistă seria Fourier. 

“Dacă funcțiunea F(2) este întreagă expresiunea (10) este vala- 
bilă în tot planul. Ă 

Observare. Derivata unei serii Fourier se obţine derivând fie- 
care termen în parte. Aceasta rezultă din aceiaș proprietate a seriei 
Laurent. 

306, Espresiunea . coeficienţilor seriei 'cu ajutorul variabilei z. 
Fie zg un punct oarecare în interiorul fâșiei ; expresiunca (7) 

a coeficienţilor devine 

1 ko __ Anii 

(11) | a — Pa) e 2 dz, 
wW 

integrala fiind rectilinie. Dacă origina z = 0 se găseşte î în interiorul 
fâșiei, putem luă 

2nizs 

12 - 1.[e Ta (12) d = —| F(a)e dz. 
ojJ, | 

In cazul contrar, făcând substitiţiunea z = zo +, faşia dată 
se transformă în alta paralelă, în interiorul căreia se află originu 
1 =0. De unde expresiunea | : 

  

  

| | 4 „2nizt 
(13) a Plat) Za e, 

în care 
| “4 w _ 2niat 

(4) | Rege oa. - 

- 927. Desvoltarea unei funcțiuni analitice continue - de alungul 
azei reale (II. Poincar6). Fie Ha) o funcţiune analitică continuă 
dealungul axei reale. Să presupunem că există o fâşie limitată 
de două drepte paralele cu axa reală, situată de o parte și de alta
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a ci, la o distanţă egală cu un număr pozitiv dat a a, în care luncţiunea 

“este olomoriă și să facem substituţiunea ia 

| TI - 

— q22 

z= = 
az * 

dd ez 

Fâșia considerată” se transformă * punct cu, punct întrun cere 

cu centrul în z = 0 şi cu raza 1. Aceasta se poate recunoaşte, de 
„exemplu, introducând substituţiunea auxiliară 

i ax 

l=e Za, 

care transformă fâşia (2) în semiplanul (£) situat la dreapta axei 

imaginare ; obţinem substituţiunea | 

Ă _Al-a 
| ie 

care transformă acel semiplan întrun cere cu centrul în = = 0 şi 

cu raza Î. Funcțiunea f(2) se va transformă astfel într'o funcţiune 

F(3), olomoriă în cercul considerat ; prin urmare avem, în interiorul 
acestui cerc, - pf N 

- % T(0) - 

(= 3 oa, N F(2) nt? | . 

Revenind la variabila z, obţinem | E 

. , . a n - 

2 Fin)(0) [1 — ea - 

1 + e ” - 

ralabilă dealungul axei reale, dela z= —luz=+o. 

398, Serii de funcțiuni raționale convergente în arii limitate 

de arce de cercuri (Appell) 1). 

Să considerăm trei cercuri având centrele lor în trei puncte 

a= a, , c şi tăindu-se între ele două câte două, astfel. încât să 
formeze un triunghiu circular ABC cu convexilatea spre interiorul 

triunghiului (fig. 35). Fie f(z) o funcţiune olomoriă în aria (A) 

interioară triunghiului şi continuă pe laturile lui. Vom aveă, z fiind 

un punct în interiorul triunghiului ABC, 

ia 5) = | Ze 2) zi: | + + f . 
o. (ARCA (BC) + (Ca) Yan). 

1) Acta mâthematica, (.I, pag. 145. 'Ilermite, Cours lith., pag. 107. | 
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Insă, când 3 descrie cercul De) avem ? - 
_— 

——|<l, 
2-a 

    

și putem în acest caz , înlocui,   prin seria absolut. convergentă — az 

  

  
  

  

  

  

Haz 
aaa (aa) i 

Pa za (aa E Î. 
m Pr Ea. 

de unde | _ | i 

1 f(2) __ căi . A _ 1 ni aj aa A = <a edi 
LC 2 | (DC) : 

De asemenea, obţinem egalităţile A 

l I() Ba 1 n—i Ă 2) = ———— = n = — = — z) ds &) za | 3 — da ni (z— br? B di | (2 d) f(z) dz, (CA) . “ (CA) 
pd ue ce uri —— î = 9 n = La - 

(3) za | z— a d ntz Ca dia. (z—0) f(3) dz. (An) ' (AB) 
A - Adunând aceste trei egalilăţi şi 

„XC « ,p 'grupând împreună termenii cari cv- 
"_respund la aceiaş valoare a “ui n 
avem a 

B”. Cn a | An Ba IP z E Za * (e) 
Ca 

a. Spre ” .W - - Ri - R 
. 3 E . 

Ia . 
. i 

Să presupunem acum punctul a Fig. 35 
a e situat în aria nelimitată. A" exteri- 

oară triunghiului ABC și în acelaş timp exterioară tuturor 
cercurilor ; egalităţile. (0, (2) și 6) subsistă, dar integrale | „2 ha dz 

” - - - . - . ( 
ar 

fiind nulă, avem ABCA) 

o Ele cee pp 
Prin urmare e . 

E I - ă Cita, (6) (a) 5 |__An - Ba + Cu pa e aa epit llo 
adică aceiaş serie, convergentă în tot planul exterior celor trei 
cercuri date, reprezintă, două funcțiuni analitice cari coincid respec-
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1iv cu Î(2) sau cu zero, după cum z este situat în interiorul triunghiului 
ABC sau în afară din acest triunghiv (adică în aria (A) sau în 

„aria (A). In punetele interioare cercurilor precum și pe fiecare 
e ere, seria F(2) este divergentă. 

209, Aplicaţiune. Fie f(z) = 1, și a, fi, p atixele punctelor 
A, B, C; vom avea 

ma _ (Bappa dz = | (3—a) dz = E 

| ÎI | | 

-2iz Ba = (pb — (ab dia Cy= (a—c)* — (6-0) 
n i i n 

Prin urmare, în virtutea. egalităţii (6), avem 

(pă sI apa e (pb = (ap   
  

dz n (za) . ip 

(a—c)* — (6-— = | — [i sau + ao C 

după cum z este în aria (A) sau în aria N 

Acest rezultat se poate verifică direct făcând suma seriei cu 
ajutorul formulei 

(8) — og (mur ” _ 

în care punem succesiv 

B—a p—a p—b a—b u-—c f-—ec 
  

    

    

  

o Ta: sa pb a—b? a—c u—c 

Avem | | 

— log [1 — lamă 2 [Pe , 

z—a 1 nlaz-—a 

caro Ep z—a 1nlaz-—a 

de unde 

1 (Bappa ap SL = 

(9) n (aa log e — fb” 

«determinaţiunea logaritmului fiind aceea care se anulează pentru 
„= 0%, căci determinaţiunea logaritmului din (8) se anulează 

"împreună cu u. Deasemenea, avem 

$ 1 (p—bp — (ab „P—a | 
  

  

| (10) a n (z—b N log = PI _ 

pg az (Be ca zf ep lee e.
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ze
 

_
 

Adunând aceste trei relaţiuni din urmă și reprezentând + meni- 
brul întâiu prin 2izz Fo) Îi 

(12) Fa) = aL log i, . 

adică, în toate regiunea de convergenţii, funcțiunea F(2) este 
constantă. Însă, regiunea de convergenţă fiind compusă din două 
arii cari n'au nici un punct comun între ele, constanta poale să 
nu aibă aceiaş valoare în amândouă ; ceeace este uşor “de constatat. 
Logaritimii cari figurează în egalitățile. precedente fiind nuli pentru 
= 00, rezultă că în aria (A) care cuprinde punctul z = oo, trehuie 

să luăm log 1=0. | 
Pentru a ev aluă seria în aria (4), să punem 

  

Z—7 Ni ae 
zf = peid | 

de unde 

(13) log Pa, = loge+id. 

- Membrul întâi fiid olomorf în tot planul exterior cercului 
al cărui centru este punctul a și anulându-se pentru 
z=o%, „rezultă că argumentul 0 este cgal cu 
unghiul fzy (fig. 36); căci orice alt argument care 
diferă de acesta printr'un mnultiplu de 22, nu poate 
tinde întrun mod continuu către Zero, :când z 

tinde către infinit, In-acelaş timp, o tinde către |. 
“Deasemenea se recunoaște că punând | 

  

z 

  

log a = log g' +0, 
(14) As 

. log E = log o” + i0%, 

argumentele 0", 0” sunt respectiv egale cu unghiurile za şi az. 
De unde: rezultă 'că dacă z este interior triunghiului curbiliniu 
af, avem ..-, : . 

0 + 0 + 0” = 22 

ȘI “prin urmare, suma celor trei logaritmi este egală cu 27; adică, 
. în cazul considerat, log 1 = 2iz. Ceeace verifică rezultatul obţinut 
- mai sus.
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'330. Să considerăm un triunghiu circular ABC (fig. 37) a cărui . 

una din laturi, BC, are concavitatea sa spre interiorul triunghiului. 

Fie & un punct în interiorul triunghiului și a centrul cercului cores- 

punzător. Procedând ca pentru desvoltarea unei funcțiuni olomorfe 
în seria Taylor (304), vom obţine 

4 z . 
1 [AD az = P(z-a). 

„diz | z—a 
-(BC) 

Dacă b și c sunt centrele cercurilor cu 
convexitatea spre interiorul triunghiului, 
seriile corespunzătoare sunt, ((2), (3), $ 328), 
de forma | 

1 1 a 

2, (2), (7): 

In imteriorul triunghului ABC avem așa dar 

Pta) Pa) ro = 0. 
z—b I—cC 

  

  

    

Dacă cele trei cercuri se taie astiel încât să fornieze un al doilea 
triunghiu A'B'C', în raport cu care arcele aceloraşi cercuri să aibă | 

aceiaș dispoziţiune ca în cel dintâi, aria interioară acestui triunghiu 
va fi o regiune de convergență a celor trei serii; însă în această. 

, RR  (z—az J _ 
regiune suma lor este nulă, căci integrala | —— dz este luată după 

3 > (2) : . 

conturul ABCA și punctul z este exterior acestui contur. 

331. Să considerăm în mod mai general un poligon format 
din arce de cercuri într'un număr finit oarecare, având convexitatea 

lor spre interiorul poligonului. Fie a, as, ... aa centrele acestor: 

cercuri. Um raţionament analog cu cel făcut în cazul triunghiului 
ne conduce la concluziunea următoare: Funcțiunea j(z) olomorfă 

în interiorul poligonului şi continuă pe contur se poate exprimă printi'o 

serie de: fracțiuni raţionale de forma 

> E A Ap API E 
p , (za (aa | (2—am 

() N = 

absolut şi uniform convergentă în interiorul poligonului, coeficienţii 
îi pe. . . ue RE | 

AP fiind. determinaţi de egalităţile 

o n—1 N 

A = — | (2— an) Î(2) dz, - 
Cr 

ni 

C fiind arcul cercului cu centrul în a. În tot planul exterior cercu- 

rilor date, seria din membrul al doilea este nulă.
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Dacă una sau mai multe din laturile poligonului au concavi- 
latea spre interiorul poligonului, integralele luate după aceste laturi 
dau naștere la serii întregi de forma P, (2.— a), Expresiunea 
funeținii f(z) în interiorul poligonului este, în acest caz, de forma 

  

(2) Ha — : P, (2— a) + > 2, | 1 ), 

. Hu +1 Aa 

„alacă a, ... ap sunt centrele cercurilor din care fat: parte laturile 
cu concavitatea spre interior și duri pe 0 centrele celorlalte 
cercuri. : : 

332. Desvoltarea unei funcțiuni olomorfe î în serii de polinoame. 
Din desvoltările precedente, D-l Appell a dedus desvoltarea 

unei funcțiuni olomorfe într'o serie de polinoame 1). 
Pentru a stabili această propoziţiune, să considerăm una din 

seriile cari figurează î în membrul al doilea al egalității (1) ($ 331) 

co A, 

| (aa? Ni „
I
M
 

Și să arătăm că se poate determină — într'o infinitate de moduri — 
un “polinom *Z(z) astiel ca diferenţa . dintre acest polinom și seria 
să fie în valoare abSolută oricât de mică voim. 

Fie a un punct, ales după voie, în interiorul. poligonului; 
centriil a fiind exterior acestui poligon, avem 

(1) 
v—a 
  <1, 
a—a 

    

e fiind un punct: oarecare în interiorul aceluiaș poligon. De- unde 
rezultă e că putem scrie 

ss pa ne-a) ri (2-a) i la—a— (0) 

(2) P(z-a) = bo + bi(z—a0)+.. + (za... 

  

Sa reprezentăm prin p,(2). suma celor: dintâiu v+ Î termeni 
ai membrului al doilea; există -un număr întreg pozitiv ] N astfel 
<a pentru "> N să avem inegalitatea 

6) zoo <a, 
&, fiind un număr pozitiv arbitiar de mie. 

  

:) Math. Annalen, Bd. XXI, 1883, pag. 118. 

x
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Să aplicăm acest rezultat fiecăreia din seriile membrului al 

doilea din (1) (331). Reprezentând prin P. (2 — a), pyy (2) respectiv. 
seria şi polinomul corespunzătoare seriei P(z — a) și polinomului 

P„(2), când înlocuim a prin ax, avem 

(4) 
| e 

> — — a ——— >> NI - : 
Pu( a) Pyle) < m , 2 >. ) pis 

„De unde rezultă inegalitatea ai | i rai „ti 9Eăg iz | , . i | AX HUcua 

6) £ (uz- a) — ppp(2)) <a; i 
= 

  

    

  

sau, punând | - 
Se 

(6) - - O, ) = = 

avem inegalitatea fundamentală 

(7 - _ i) — 0,(2) | <&. 

Această inegalitate exprimă că funcțiunea f(2) este o limută 
„către care tinde polinomul Q,() când v tinde către infinit. 

Punctul a fiind supus la unica condiţiune de a fi în interiorul 
poligonului, rezultă că există o infinitate de polinoame 0, (2) satis-, - 
făcând inegalitatea (7). | 

- Pentru & obţine seria de polinoame prin care se exprimă tune- 
ţiunea f(2), să punem ” 

(8) DB Q00), 740) Ql)— Quad, | 
| D000 

Scriind o . | 

D= Qa(0)—frh—Qt 
rezultă, în “virtutea inegalităţi. (7), că avem inegalitatea | | 

(9) . | | În (2) | < e + En—1 e 
. 

Numerele “pozitive e, fiind arbitrare, “să le alegen astfel ca 

seria Ze, să fie convergentă; ceeace determină convergenţa abso-:: -: 

lută “şi uniformă a seriei o 

arde pot ate 

:) Numărul e fiind luat acelaş pentru toate cele m scrii, putem fÎixă nu-" 

mărul N ca să fie acelaș; este deajuns a luă pe cel mai mare dintre numerele N - 

"17 DAVID EMMANUEL!
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„Suma. primilor n termeni fiind, în virtutea egalităţilor (8), 

egală cu Qa(2), rezultă, ţinând seama „de. inegalitatea (7), că avem 
7 egalitatea 

(= Dai + Zoe . 
care este expresiunea căutată 1). 

CAPITOLUL XVII. 

- REZIDUURI (CAUCIIY). APLICAȚIUNI. 

„1, — DEFINIȚIUNI ȘI CALCULUL REZIDUURILOR. 

-333. Funcțiunea f(2) fiind analitică şi uniformă într'o regiune 
- dată și a un punct singular izolat al funcţiunii, avem, în domeniul 

acestui punct (icorema Laurent) . ” 

= (= 
seria P (2) ind de forma 

z=—a: 

  7-a P (e-a), 

  

- a: | 

[d a 
P [ : =A (= a-i + Aga- aj-a Pi 
aa Ei 

Coeficientul A, “al termenului (z— ay se numeşte” reziduul. 
funcţiunii f(z) relativ la discontinuitatea a (Cauchy). 

Importanţa acestui coeficient provine din faptul: că, avem 

(2) - (adr = 2izA,,, 
e NI 

integrala fiind luată în sensul pozitiv după o curbă închisă în 

interiorul căreia 'nu se găseşte altă discontinuitate a funcțiunii 
„decât punctul a, . Egalitatea precedentă. se. justifică . observând. 
că avem 

P,(z—a)dz=0, 

(a). e . 
precum și 
. A | da 0 L 
E - (a) (z=— a) = pentru m > 

Să presupunem că funcțiunea uniformă (a), continuă dealungul 

unei curbe închise C, are în interiorul acestei curbe un număr limitat. 

1) P. Montel, Legons sur les stries de polinomes ă une variable complexe, 

= | a
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de puncte singulare aj, ax ... an. Descriind în jurul acestor puncte, 

ca centre, cercuri foarte mici, cari să nu se taie între ele şi cari să 

„fie situate în interiorul curbei C, obținem o arie cu contur multiplu 
„în interiorul căreia funcțiunea f(z) este olomoriă. Aplicând teorema 
„lui Cauchy şi numind A, ..., A, reziduurile funcţiunii în raport 

cu punctele ay, ao, ... dn, vom aveă 

(8) | dz 2izAu Pate kA) 
(0). 

adică: integrala |f(x)dz luată dealungul curbei C în sensul pozitiv - 

este egală cu 2iz înmulţit cu suma reziduurilor relative la discontinui- 
tățile funcţiunii [(2), cuprinse în interiorul acestei curbe. 

334. Definiţiunea reziduului relatip la punctul: co. Să presu- 

punem funcțiunea f(z) uniformă în domeniul punctului infinit şi 
acest punct să-l presupunem a îi punct ordinar sau punct singular 

izolat. Vom puteă descrie din origină ca centru un cere cu o rază 
R destul de mare, astfel ca, în afară din cerc, Î(2).să n'aibă nici 

un punct singular, exceptând punctul oo. Vom numi, prin analogie, 
reziduu al lui fțz), relativ la punctul 00, valoarea integralei 

A. Adda 

(n) | 
luată în sensul pozitiv în raport cu punctul oo, ceeace revine la 

sensul: negativ în raport cu centrul cercului. Să presupunem că 
avem, în domeniul punctului o, 

morți, i 
-P (=) = Aga e Aare +... 

Reziduul corespunzător va fi — A;, adică coeficientul lui +1 din 
desvoltarea funcțiunei f(z), cu semnul schimbat. | | 

Precum vedem, reziduul relativ la punctul co poate fi diferit 

de zero, chiar când punctul co este un punct ordinar ; „ceeace nu are. 

"loc pentru-un punct ordinar la distanţă finită. 

Să presupunem f(z) o funcţiune raţională 

. F,(z = 
F(z) şi Fu) fiind două polinoame de z, astfel ca gradul numără- 
torului să fie mai mic ca gradul numitorului cu cel: puţin: două 

17*
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“unități, Reziduul lui f(2) în raport cu punctul co va îi nul; căci 

desvoltarea fracjiunii date după puterile crescânde ale lui z, fiind 
de forma 

  

„iermenul în A lipseşte. 

935. Teoremă. -Suma reziduurilor unei funcțiuni raţionale este . 
nulă. 

Fie (R) un cere descris din origină ca centru cu o rază destul 

de mare încât să conţie în interiorul său toate polurile funcțiuni 
raţionale Î(2), situate la distanţa finită. Integrala 

1 
Să f(zhdz, 

(R) i 

luată în sensul pozitiv reprezintă suma reziduurilor lui f(2) relative 

„la toate “polurile situate în interiorul cercului; aceiaş integrală, 

__ luată în sensul negativ, este egală cu reziduul relativ la punctul | 

"o. De. unde rezultă. propozițiunea enunțată. 

Teorema subsistă evident pentru o funcţiune uniformă pe 
toată sfera, având un număr limitat de singularităţi. 

336. Calculul reziduurilor relative la poluri.. Să presupunem 
funcțiunea (2) pusă sub forma | 

  = 3 
Fl) ș şi 'F(a) fiind funcțiuni olomorfe. în domeniul, unui punct a, 
care este un zero de ordinul n al numitorului, fără a anulă numără- 

torul. Acest punct este un pol de ordinul n al funcţiunii f(2). 
domeniul! punctului a, desvoliarea după seria Taylor dă 

zi a-i ri 

F„(7) = r,(a) + (2— a) Fa(a) +. .-F Ce Dr Fu 2) 

ma) pi 
Ra) = e-ap|E pre a 

de unde pentru f(2) o expresiune de forma 

  

ez Fri) 
Reziduul căutat este coeficentul An_a. 

fa a Eul) + Aus apa atare. |
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Din desvoltarea precedentă rezultă imediat că avem) 
. . 4 dn—t o , - 

An— —a)f(z) |. tin—i = Tai Di dai (2 ) HA ) za 

“Să presupunem f(2) pus sub forma 

[() = p(2). vo), 
p(a) şi (a) fiind două funcțiuni uniforme şi să presupunem că 

z = a este un pol de ordinul n al funcțiuni: p(z) şi punct ordinar 

pentru funeţiuneă (7). În domeniul pei a, vom aveă 

  

| pla) = E -k ae pp 2 a + P(z—a), 

| 
(n—1 

plz) = (a) + (z—a)p'(a) + ... + (2-a) și dr pa, 

De unde conchidem seziduul | lui f(2), relativ la polul a, 

RA) = Ala) + Azp' (0) -+ 3. + Aa D= 

„331. Ezemple: | 

  
cos z 

(o. Rota = R— i 
_z=0 z=o SIN e 

“R cot 2 = |(2 — na) cot 2 = =1. 
INT îi na 

90. Avem în domeniul lui z=0 

a? 7 

loto aq 14 
cot 2 = (oa? az at...) 

, 4 22 z 3 „45 
3 

- de unde rezultă că reziduurile funcţiunilor 

cotz cotz cotz cotz 
      
pad i 

relativ la za = 0 sunt respectiv . 

1 1 
0-a 0. — 73 ... 

a . pa ou Cot 
Se recunoaşte că reziduul relativ la z = 0 al funcţiunii a 

O 

ziar 

n fiind un număr întreg pozitiv este nul; căci această funcțiune 
fiind pară, desvoltarea sa în domeniul lui z = 0 conţine numai 

puteri pare.ale lui z. 

  

. „os COL 
"Pentru a calculă reziduul funcţiunii = 2,3,...),
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relativ la polul simplu z = n, n, observăm că avem 

cotz _: cot (+ nr) _ _ Zi cot z 
„a zi SR (z -+ no i 2 (2 + na) ” 

  
  

Insă, în domeniul lui z = 0,: avem 

1 1 haz 
  

  

Ta O aa Or e 
de unde rezultă 

cot:z _ 1 
“zone E LT (nz0) - 

0. _ AA (o 
” da Sin. Zcosnz a i 

40, Fie Ni 

1 pa 
  i 2= GE FI tri pp 

Pentru a a calcult: reziduul acestei funcțiuni în raport cu polul 
z= i, să „Punem z = i + h şi să desvoltăm expresiunea 

  

- după puterile lui h. Reziduul căutat vă [i coeficientul lui adică 

i. - n(n+ mi, (2n — 2) 
Dn (n—1)l 
  . 

Reziduul funcţiunei considerate, relativ la polul z= — i, este 
acelaş cu semnul schimbat; căci suma celor două reziduuri trebue - 
să fie nulă. . E 

50. Fie F(a), F (2) două funeţiuni raţionale întregi ; să conside- 
Tăm expresiunea N 

a | “Bi 

(z—2) F(z)? 

în care z reprezintă un punct oarecare în plan. Polurile .acestei. . 
funcțiuni raţionale situate la. distanţă finită sunt zerurile lui F(z)
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şi punctul 2 = 3. Relativ la acest din urmă punct avem 

(2) _ Fu(2) 
2 (z—a)F(a) OF) 

  

Fie z = aun zero de ordinul aal lui F(2); vom av vea, în domeniul 

acestui punct, o expresiune de forma 

F(2) _ A | Aa 

RO tai   „+ P(e-a), A 0. 

De altă parte, putem scrie, în acelaș domeniu, 

a 1 za 
z— 2 z=a— (2-a) za (za) 
  A. 

prin urmare 

p Fi) 
22 a pt 

In fine, să calculăm reziduul relativ la ounotul z = 00, Dacă” 

gradul lui F,(z) este mai mic decât acela al lui F(2), reziduul func- 
ţiunii considerate va îi nul; căci, în acest caz, gradul numărătorului * 

“îracţiunii este mai mic decât acela al numitorului cu cel puţin două 
unităţi. Să considerăm cazul general și fie, în domeniul punctului co, 

F,(2) a 
  

    

  

= n nl - 2 
F(2) Br + Buc + ... + Bm + Bi PI . i 

În acelaş domeniu avem 

i 1 _A m . 

atat. + at e 
Prin urmare | | 

R 1 F„(2) a Bam + Bz „m=—il + ... + Bu. 

z=o 2 — 2 P(2) 

Exprimând că suma tuturor reziduurilor este “nulă, obţinem (înlo- ă 

cuind litera z 2 prin. litera 2) egalitatea 

a = BB, Bat (a Au da), 
(z— a)e _z-=a 

    

în- care simbolul se referă la toate zerurile numitorului F(2). 

- Această formulă reprezintă expresiunea unei fracțiuni raţionale 
printr'o sumă de fracțiuni simple.
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II. — APLICAȚIUNI 

338. Numeroase sunt aplicaţiunile teoremei asupra reziduurilor, 
exprimată prin egalitatea fundamentală 

- 

[i fts)dz = dia 3 reziduurilor lui fta),.: 

în care. funcțiunea f/(2) este presupusă uniformă în aria limitată 

de curba C și continuă de alungul acestei curbe și simbolul 3 se 
referă la toate singularităţile, presupuse izolate, situate în interiorul 

curbei. Să mai observăm că conturul C poate fi format din linii 
de forme. oarecari. 

"339. Determinarea câtorva integrale definite de variabilă reală. 
Propoziţiuni preliminare. 

Propoziţiunile următoare sunt adesea ' ori utile în evaluarea 
integralelor definite: 

10. Dacă o funcţiune ancliică (a) devine infinită într'un punct 
a, asifel încât produsul | ( (z-—a)f (2) | să tindă către zero împreună cu 
„e- a], integrala IE 

| .. Ja ltaaz, 

“ luată după un cere descris din a ca centru, cu o rază e, tinde către 
zero împreună cu e. 

In adevăr, în virtutea ipotezei, la un număr pozitiv dat £ ori- 
cât de mic voim, corespunde un număr pozitiv 9, astfel că pentru 
toate punctele situate pe cercul |a- a| = e, avem 

|(z-a)f(o) | < e; 

dee ja, | = î(2) ||dz a.£ dz | =— 2ae. 
| =] | , 2 n 

Prin urmare avem 

lim | f(a)dz= 

e=0 j (e) 

de unde 

  

căci € tinde către zero împreună cu 9. . i 

Coneluziunea precedentă subsistă evident dacă în loc de a luă 
integrala dealungul cercului. întreg (9) se ia dealungul unui are al 
acelui cerc. 

Observare. Funcțiunea (2) considerată mai sus nu poate fi 
uniformă î în domeniul punctului a. In adevăr, dacă Î(2) ar îi uni- 

,
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formă,. punctul a în care această funcţiune devine inlinită ar îi 

un pol sau un punct singular esenţial. În cazul întâiu, produsul 

(z—a)f(2) tinde către infinit sau către o valoare finită şi diferită 
"de zero, după cum ordinul polului este mai mare sau 'egal cu 1. 

In cazul al doilea, produsul considerat este absolut nedeterminat. 

Exemple: [a]. f(2) = (z—aha, 0O<acl. 
[b]. Funcțiunea f(2) = log z se bucură de aceiaș proprietate în 

domeniul punctului 2 = 0. In adevăr, punând z = rei0, de unde: 

log z = log r + i0, rezultă - 

le oge|=r]logr + io legi + 710; 

prin urmare 

lim | zlogz|=0. o 
z=0 . 

căci, precum se știe, 

| lim rlogr=0. 
. r=0 - 

2, Fie f(2) o funcţiune “analitică uniformă sau multiformă 
și să presupunem că produsul z/(a) tinde către zero când z tinde 

către infinit, în orice direcţiune ar fi; integrala 

(ada, 
: (R) 

„luată după un cerc (R) cu centrul în origină şi cu raza R,-tinde 

către zero când I tinde către infinit Căci pentru R destul de mare 
averh 

la <e, 
1 

£ fiind un număr pozitiv care tinde către zero împreună cu = R: De 

unde a 

- | d: : 
| (2) dz <e | de oa 

dă m). că | 

prin urmare | 

lim | f(2)dz= 
R=o LT 

30. Dacă z/(2) tinde către. zero când z tinde către infinit 
în interiorul unui unghiu AOB (fig. 38), integrala 

Î(2) dz, 
(AD) 

B 

luată după arcul (AB) tinde către zero; când punctele o ua sii pu, Die e Fig. 33 A și B tindcătre infinit pe lâturile unghiului (OA, OB). ii 
Acelaș raţionament ca mai sus. -
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Exemple : [a]. — f(2) = eiz, a = reib, 0 <0<a. 

ol: — a) aie Z: 
40. Dacă f(z) este o o fonoţiune pară, integrala 

              

Î(2) dz, 
(n). N 

luată dealungul cercului |z]| = R, este nulă. Cercul poate fi 
înlocuit” printr'o curbă (C) având origina ca centru. În adevăr, 
fie C, și Ca arcele cari împreună formează curba C, simetrice în 
raport cu origina. Avem 

| az= IG d [aa 

Insă, în virtutea ipotezei, avem: 

nade= r-aa-o fu 

căci f(— 2) = It) și pe când z deserie arcul C, în sensul pozitiv, 
„ — a descrie în acelașasens arcul C,. De unde rezultă 

| naaz=o. 
E - . îi 

[(2) — tinde uni- |   59, Dacă f(2) este o funcţiune impară, astfel că 
form către zero, când 3 tinde către infinit, avem 

lim [| Î2 
- Rao 39 

(R) 

z fiind un punct oarecare Ja distanță finită. - În adevăr, ; putem scrie 

pr 12) 12) 1(2) 

[aia ii “ja ii 
Prima integrală din membrul al doilea este nulă (40.); iar pentru - 
cea de a doua, avem inegalitatea 

dz - 
<« = 27e, 

z— 7 Ă 
“ (R) A . j = 5] 

£ tinzând, în virtutea ipotezei, către zero când R tinde către infinit. 

  

    

"340. Să procedăm acum la determinarea câtorva integrale de- 
finite. o
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40, Fie. | . a 
a __ F(2) 

„- . Hz) = k(2) , 

13
 

a
 
=
 

  

"o funcţiune faţională care nu devine infinită pentru nici o valoare 

reală a lui z și al cărei numărător este de un grad mai mic ca numi-": 

„torul cu cel puţin două unităţi. În aceste condițiuni, integrala 

+» 

E o „1= | fade, 

luată după axa reală are o valoare finită. Fie a, 22 „+ +3 Cn Zerurile 
lui F(2), situate deasupra axei reale și Ri, Ra, ..., Rn reziduurile 

corespunzătoare ale lui (2); vom aveă 

122 SR. Me 
. 1 - 

In adevăr, din origină ca centru să descriem un 

semicere (ACB) (fig. 39), situat deasupra axei reale, 
„cu o rază destul de mare, pentru ca să conţie * 

în interiorul său toate zerurile a, ap, ... an: B 0 A 
Luând drept contur de integraţiune semicereul Fig. 39 
(ACB) şi diametrul BA, vom aveă i 

(ACB) + (BA) = di > Ru. 
. hai 

Insă, în virtutea ipotezei, produsul zf(z) tinde către zero când 
2 tinde către infinit, în orice direcțiune voim ; prin urmare integrala 

dealungul semicereului tinde către zero, când raza cercului tinde 

către infinit şi astfel obţinem rezultatul enunțat. 
Exemple. Aplicând formula de mai sus, avem: 

  

to da m [ie da nn 1) «+. On —2) az 
1 + po ez (n—1)! D2n—2 ? 

+e da 7 

da n sin i: 
i 2n 

20. Fie f(sin z, cos z) o funcţiune raţională de sin z, cos z care 

nu devine infinită pentru nici o valoare reală a lui z.. Integrala 

a ” 

ii = [i(sin z, cos 2) dz, E 

în care zg este real şi care este luată după axa reală, are o valoare 
finită, independentă de zg. Această integrală se poate calculă în
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felul următor: Inlocuim sin z, cos z prin expresiunile lor în func- 
țiune. de exponențială și punem e“? = (; avem 

1—E - 1+2 dt 
Sp cos = 3, „da=—i—.   sinz=ăi   

De altă parte, când 2 creşte dela 2 până la 2 -+ 27, sau, ceeace 
este tot una, dela 0 la 2, descrie în sensul pozitiv un cere cu centrul 

în origină și a, cărui rază este 1. Integrala propusă se reduce aşa dar 
la integrala unei funcțiuni raţionale de £, (4), luată în sensul po-. 

zitiv, dealungul acestui cere. Reprezintând prin S suma rezi- 
duurilor funcţiunii F() relativ la polurile sale situate în interiorul 
acestui cerc, vom aveă _ 

= 2in8. “ 

- 9. Să considerăm funcțiunea e-* olomorfă în tot. planul 
z + iy şi să luăm integrala 

|. e—* da 

dealungul dreptunghiului OACB (fig. 40), ale cărui două laturi 
„OA=a, 0B=d sunt'situate respectiv pe axele de coordonate 

Oz, Oy. Integrala dealungul conturului fiind nulă, avem egalitatea 

  

      

(3) (OA) + (AC) + (CB) + (BO) = 
p. Ă i Cc în care 

| | a Ă | . 

0 a A. - (OA) -j= da 2 

: - Tip. 40 = | . 
b . b 

(AC) = If e—tativ dy = ie | ev -2ioydaj , 

(CB) = — etetiti de = — «| e—2 (cos 2bz — i sin 2bz)dz , 

d 

(B0)=-i| er dy - 
o 

Să ducem aceste valori în egalitatea (1) și să facem a = 00 ş 

integrala. (AC) se anulează şi ţinând seamă de valoarea cunoscută 

[- e—* da = Va 
2 
  

9 

E e— cos obaeda = VA Va, e, 

“obţinem integrala
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40, Funcțiunea f(2) = — admite z= 0-ca pol de ordinul 

întâi şi reziduul corespunzător este 1. Din acest punct ca centru 

cu două raze diferite OA =r, 0OB=N | 
(fig. 41) să descriem două semicercuri si- “ 

tuate, cel dintâiu sub axa reală, cel de 
al doilea deasupra acestei axe. Valoarea Ă 
integralei ! p N, B. 

cir - F 

—— = de , - Fig. âi1 

luată după conturul ABCDEIĂ, va fi egală cu 2iz:, 

(1). .- (AB)+ (BCD)+ (DE) + (EFA) = 2iz, 

- Integrala (BCD) tinde către zero când R tinde către infinit. În 

adevăr, punând z = Re, produsul |s/(2) | tinde către zero îm- 

“preună” cu FR pentru asia -a, a fiind un număr pozitiv 

oricât de mic voim ; prin urmare integrala transformată luată între 

limitele ţ=a, t= 2 —a:tinde către zero în acelaş timp. De altă 
parte, integralele - 

na i 2 | 
[au (cos ( +i sint) di, |n (cos £ +-i sin t) de 

o . a—a 

au module mai mici ca a. De unde rezultă justificarea propoziţiunii. 

Pentru a evaluă integrala (EFĂ) să punem z = rei! ; vom avea 

| | - (EFA) = if arte + i sin 4) di. 

—I 

Făcând ca r să tindă către zero, această integrală tinde către iz. 

Prin urmare făcând să tindă în acelaş timp R către infinit și către 

zero, egalitatea (1) devine 

” aia 
[= af daia. o 

o 

 Schimbând î în integrala a doua z în —z, egalitatea precedentă Ă 

7 & ă | & _ 5 
eir - er - , 

| Sa dz= i, E 
„7 Jo 7 | | 

sau | a 
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30, Fie.. 

IEI i 

a fiind o constantă reală, pozitivă și mai mică ca 1; sau, dacă este - 
complexă, partea sa reală se presupune cuprinsă între O și 1. Să 

” “considerăm un dreptunghiu ABCD, având 
  

        

2 c una din laturi AB situată pe axa reală, latura 
di „opusă CD la o distanţă de cea dintâiu egală 

4 da cu 27 și celelalte două laturi simetrice în 
Fig. 42 "raport cu axa imaginară (fig. 42). În inte- 

| riorul acestui dreptunghiu, Î(2) are un singur 
pol a = iz şi reziduul corespunzător este — eiaz. Fie AB =2a; 
vom aveă 

i ă - | +a az : 

(AB) -+ (CD) = (a tiaz) | 1padz, 
o . a . _ N 

nd a(atiz) | i . 22 aal-atiz) „fe . a. B0)=if ape 0) i „Ie aia 12» 
o . 

F făcând « a să tindă către infinit, ultimile două integrale tind către 
zero, în virtutea ipotezei făcute asupra. lui a. Aplicând teorema . 
reziduurilor, obținem. 

ne e 
1 2iaz) e dz dim piaă: — e i ———— — — 7 mie 

ÎN 0 l+e Si 

de unde 
e + . 

| * caz 2diz E RR LS 
| . a 1+ez o git — g—iaă 

| ” caz 4 z. 
a dr, 

_p Pe? _sinaz 

“Făcând substituţiunea ez = î, egalitatea precedentă. devine 

Ă * sai og 
di =, 

„l + ţ sin az 

par tea reală a lui a find cuprinsă între 0 şi 1. 

60. Să caleulăm direct integrâla 

- a—i ” , 

|. 2 za 0O<a<l. 
o Ri 

sau 
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Funcțiunea TI nu este uniformă în domeniul lui z = 0. Pentru   

a aplică teorema lui Cauchy este necesar ca funcțiunea să fie uni- 

„formă în aria limitată de conturul de integrațiune. Pentru a obţine 

o asemenea arie, să facem în planul (2) o tăietură dealungul axei 
-reale -pozitive și să descriem cercurile concen- 
trice |] =] =r, |z] = R; rfiind oricât de mic şi 
R oricât de mare voim. În aria limitată de aceste 

cercuri şi de tăietura considerată, funcțiunea, Za 
dată este uniformă, având polul z= —1, — 

Fie a, f două puncte ale cercului (r), cel 

dintâi pe ţărmul pozitiv și cel de al doilea pe 

țărmul negativ al tăieturii (fig. 43); dease- 
menca fie A, B două punete ale cercului 
(R) situate în mod od analog. Să considerăm integrala 

Pda (04 B+ 094 [), 
aA(R)BA(r) 

luată dtalungul conturului în sensul pozitiv. 

Dealungul lui a să luăm. arg z = 0, prin urmare, dealungul 

țărmului (++) al tăieturii, 221 este egal cu valoarea sa aritmetică 

şi scriem 

Fig. 43 

zei Dat, - 

"Pe ţărmul (—), ag =—'2; de unde rezultă,. pe acest țărm, 
expresiunea Dee | 

pal a ai  g2izla—l). = a, edizza 

Pentru a calculă reziduul relativ la polul. z = — 1, observăm că pe 

axa reală negativă avem argz = z; prin urmare, Pe această axă 

a—l e pal al gizla—) = — a a: 

Reziduul căutat se obţine înlocuind î în expresiunea precedentă z 
prin 1: " 

.B 2 ao gina E 

RT e. . 

Să'facem R să tindă către infinit și” r către zero; integralele 
dealungul acestor cercuri tinzând către zero, rezultă egalitatea - 

  u-amf se da = — dizmeiza ; A 

pe dp E 
ia snaz! _ 

de unde 
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„ Integrala lui Fresnel. Să considerăm integrala 

Î [a dz , 

luată după sectorul circular OABO a cărei una din raze este îndrep- 

tată după axa reâlă în sensul pozitiv şi a doua face cu cea dintâi 

un unghiu de 450. Avem 
: n 3... 

Vw (04)-(AB)-+-(B0) =0, (OA) = | 0 da. 

Integrala 
“o. 

II 

ZA ” Ne 

A a. 

? Fig. 44 (BO) = =. e—? dz 

“se poate transformă astfel ca variabilă. de integraţiune să fie „reală. 

Este deajuns a face substituţiunea 7 

E | in 
. SA 

(2) z=ae, 

în care z este real și variază dela 0 la R. Ultima integrală se poate 

dar scrie: - a. 
- iz al Ă , i 

(3) (B0) = — | ei? di= — ip (cos 2 a? — i sin a 22) d dz. 

- Făcând R să tindă către ainu tu (AB) tinde către 

- zero l) și egalitatea (1) devine 

E (4) Iti [tema e 2 sin zi de= [ cd = VE, 
e Vale do 2 

- de unde rezultă 

| (5) - [ cos a? da = sin 22 = la Ă 

o o - . . | 

  

LL. 
:) Punând z= le2, avem 

IAB) „fi rm naa [! fe o<a<ş.. Pe 

Prima integrală din membrul al doilea tinde evident către zero când R tinde 

către infinit; în privinţa celei din urmă avem. 

ze Pia z 

fe cost n qi < i isa) ee s! Pisin = d ue). - 
a R sin a R sin a ” 

Limita acestei integrale, pentru R'= co, este dar egală, cu zero.
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9
 

=
 
“
 

80. Să considerăm funcțiunea 

  

  i /(2) iz > _ 

care admnile punctele + Î, ca puncte de ramifieaţiune. Să limităm 
planul - variabilei printio tăietură făcută dealungul axei reale și 
cuprinsă între cele două puncte de ramificaţiune [uncţiunea dată 
va Îi uniformă în tot planul așă limitat. Integrala 

aq2n L 

AL 

Jia” 

luată după o curbă închisă oarecare în interiorul căreia se găsește . 
tăielura are aceiaș “aloare, căci în aria cu- 

prinsă între două asemenea curbe, funcțiunea 
de sub semnul f este olomortă. Să luăm 
drept una din aceste curbe drumul abel'a'c'a 
forinat din două semicercuri a'c'a, beb' având Sr a 
centrele lor în punctele de ramificaţiune și o 
rază e foarte mică și din cele două ţărmuri 
ab, ab' ale tăieturii; drept a doua curbă să Fig. 45 
luăm un cere cu centrul în origină și cu 
o rază It foarte mare (fig. 45).. Vom  aveă | ! 

N _ aan 
| ” ” , , A - ——— di, (0) (ab) e) + (ba) = | /iZa 

(It) 

Să facem p să tindă către zero; integralele după cele două 
cercuri vor tinde către zero. De allă „parte, pe cele două 
ţărmuri Ale tăieturii, f(2) având valori egale şi de semne contrarii, 
rezultă + 

  

(ba) = — (ba) =.(ad); 
prin urmare la limită, pentru o = 0, egalitatea (1) devine 

+i . Ă (2) 9 . aan : non dr 

o iii ci L— az | TE VER 
Integrala din membrul întâiu este luată dealungul axei re cale pe 

țărmul (+) al tăieturii și integrala din membrul al doilea dealungul 
cercului (R) în sensul pozitiv în raport cu origina. 

Să luăm, pentru a fixă ideile, ramura VIZA e care se reduce 
la + Î, în punctul z= 0, privit ca situat pe ţărmul (+) al tăie- 

- 18 DAVID EMMANUEL .
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turii.: În acest caz, radicalul din membrul întâi al egalităţii pre- 

cedente este real și pozitiv. Să căutăm .valoarea integralei din 
membrul al doilea. Pentru | z | > 1, avem 

2 

4 i PN 
atzi i-a) XE 

1. _pifeg a d Q2n—1) 1 
= i [n + pda), 

Pentru a vedeă ce semn corespunde ramurei noastre, 'să ne re- 

ferim la studiul radicalului |/1 — 22. S'a văzut (245) că această 
ramură este, pentru z real şi mai mare ca 1, reprezentată prin 

E, 
radicalul fiind pozitiv. De unde rezultă că în desvoltarea prece- 

dentă trebuie să luăm semnul —— în membrul al doilea. Avem deci 

(3) aa lant 

1.3 ...(2n—4) 4 
Ia aa: | 

„Această expresiune este: valabilă în toată întinderea planului 

exterioară cercului descris din origină ca centru cu raza |, căci în 

această regiune fiecare ramură este olomoriă. De unde rezultă că 
reziduul funcţiunii (2) corespunzător punctului infinit este 

„1.3.5. A), 
E aa 

prin urmare egalitatea '(2) devine a 

+ 
an dz 1.3...(2n—1) _. 

(4) Pa O aa 
| NA ă 

De. unde 

1 

Sa [| anda 1.3... On-ta 
(5) Via Dan 3: 

În cazul n = 0, otmula Cc Dă 
. ri dz i [ ! 

(6) | a Piz? | 

Se Pa i
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de unde 

pa 
90.. Să considerăm integrala 

| aL 
L ! dz 

Ei (z—a) /1—2 
—1 . 

  
3 

a fiind (pentru ca integrala să aibă un sens) o cantitate oarecare, 
necuprinsă între —1 și +1. Funcțiunea de sub semnul f este 
uniformă î în tot planul limitat de'tăietura (—1, + 1), având punc- 

tul 2. = a ca pol, reziduul corespunzător fiind: Tg Să luăm 
— a2 

drept contur de integraţiune pe cel considerat î în exemplul prece- 
dent și să presupunem R destul de mare pentru ca punctul a să fie 
în interiorul cercului (R); vom avea 

dz . = 014 di _ 

V/1l=a (z—a) /1—a2 
n) | 

Făcând (BR) să tindă către infinit, integrala dealungul cercului . 
(1) tinde către zero; de unde 

d 

+1 o .. 
Ă da iz 1 DU ORI PRON III 

4) (2-a) Via. la 

radicalul din membrul al doilea având valoarea. ce primește în - 
punctul a ramura |/1 — a2 care figurează sub semnul f- 

Pentru a preciză această valoare, să punem 

z=a+if, VIZA a = A+ iB 

Iste evident că A nu poate fi nul decât pentru z real şi în va- 
loare absolută mai mare decât 1. De unde rezultă că A, care variază 
într'un mod continuu împreună cu z, păstrează un semn invariabil - 
în fiecare din cele două semiplane separate prin axa reală. Insă,. - 

"-ramura considerată fiind egală cu 1, în punctul z= 0 situat pe 
țărmul (--) al tăieturii (— 1, + 1), rezultă că în vecinătatea ori- 
ginii, A este respectiv pozitiv sau negativ, după cum 2 este deasupra. 

sau dedesubtul axei reale; de unde rezultă că A este de acelaş semn 
cu f. 

185* 

az _ 
ÎN ” .
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Printrun raţionament analog deducem semnul lui B. In adevăr. 
B nu se anulează decât pentru valori ale lui a de forma «= if. 

Facem absiracţiune de valorile reale ale lui z cuprinse între — 1 

şi -+ ], căci z nu străbate acest segment. Așa dar B nu-și schimbă 
semnul decât atunci când z străbate axa imaginară, Insă, precum 

am văzut în suidiul radicalului |/1 — 2%, peniru a real şi în va- 
loare absolută mai mare ca î, BS 0 după cun z este pozitiv sau 

negativ. De unde conchidem că B este de semn contrar cu a. Acest 

rezultat se poate verifică cu ajutorul egalităţii |/1— (a + if) 

= "A+ iB, care dă AB = — af. 
Să presupunem « real și mai mare. ca 1 și să înlocuim în (1) 

Vic prin — i /a2—1; vom aveă i 

  

2 [ da _ E, 

(3) JI la 7) VI-a pa-—1? 

radicalul din membrul al doilea fiind pozitiv. | 
100, Să căutăm, ca ultim exemplu, valoarea integralei 

  

      

| | 
3 - „ | | 
ia za a. I= | log sin az da. . 

, - i o 

Să considerăm, pentru aceasta, integrala 
d | | 

o Tz N 
- | log sin 2zdz, 

Fig, 46 | « 

dealungul dreptunghiului având ca bază segmentul (0... 1) al axe 
reale şi'o înălțime ce reprezintăm prin a. Din acest dreptunghiu, 

să excludem vârturile z = 0 şi z= 1 prin câte un cadran având 

centrele în aceste puncte și o rază foarte mmică. Integralele dealungul - 
acestor cadrane tinzând către zero Împreună cu raza, rezultă egali- 

tatea “ ” 
1 i , a i ” 

. (1) [ log sin 7zada = if [log sin ziy — log sin a(l + i) ] dy 
“o - o Ă Ă 1 . _ 

Ă +] log sin 7 iz + ia) dz. 
o Dă „. 

Pentru a calculă valoarea expresiunii 

log sin ziy — log sin z(l + iv); 

să căutăm variaţiunea funcţiunii 

| „log sin (2 + îy), 

când z variază dela 0 la 1. Valoarea absolută a lui sin z(z + îy)
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“ fiind aceiaș pentru 2 =0 şi 2= ], este deajuns a cunoaşte varia- 

țiunea unghiului O(2) = arg sin a(z + îy). Avem 

“sin ar(x -- îy) = sin aa cos hay + i cos za sin hay, 

“prin_ urmare 

sin hzy 
0(2) = arcte (co. rr e) 3 y > 0. 

Funeţiunea 0() variază întrun mod continuu când a variază dela 

z , a 
O la 1; dacă dar luăm 0(0) = 3, obţinem 0(1) = — 3: De unde 

rezultă E 
log sin ziy — log sin a(l + îy) = iz. 

Ducând această valoare în egalitatea (1), avem 
. | | A 

(2) - = —aa + log sin z(2 + iad . 
Ă o 

De aliă parle avem 

7 . . . —jap —9 2. - sin a(a ia) = : ie a—izt ( — e oa + 2ize) 

de unde 

. . iz . — 9: . 
log sin (2 + ia) = — log 2-+ 3 +aa—izz + log (4 —62aat2iza), 

7 | | | ă 

| log sin 2 (+ iad = — log 2-+ aa + | log (| — e—Sza + iza) da, 
o 

Ducând această valoare în. egalitatea (2), obţinem . 
a 

—0 ip LL Di și 
(3): I= —log2 | log (1 — e e NI) da, 

0 

> . Dap d iz . . - A . o 
Insă log (1 — 6220220) vinde către zero când a tinde către 

+ co, pe când membrul întâiu este independent dea; rezultă 

1 | 

(4) - f log sin zadz = — log 2. 
“ vu 

Observare. - Integrala din membrul al doilea (3) este nulă pentru - 
. . > A —) E 

orice valoare a lui-a > 0. In adevăr, punând e “1% = a; avem 
a< |, prin urmare 

  
. - pda 

E log U — acri) = —Soa —, 
: 1 . N 

o 

“og — cozi) dz 5 (| eenine) — 09% — geziaii da = d — mai | — 
> ) “ 2 1. n2 e j 0.
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- II. — ALTE APLICAȚIUNI. 

341. Desvoltarea unei funcțiuni meromorfe într'o serie de fracțiuni 
raţionale. Fie [(z) o funcţiune meromorfă în tot planul, adică o 

funcţiune uniformă, care în toată întinderea planului n'are alte sin- 

gularităţi decât poluri. Ne mărginim la un caz particular, anume, 
presupunem că există contururi C,, Cp, ... Cu din ce în ce mai 

depărtate de .origină, întinzându-se spre infinit în toaie sensurile, 
pe cari modulul funcțiuni (2) rămâne inferior unui număr fix .M. 

Reprezintând prin Ca conturul ale cărui punete se depărtează la 
infinit când n tinde către infinit, presupunem că aver 

NE m IE) a = 2izA,, 
. n=% Ca? 

A fiind o constantă determinată!). 

Să aplicăm teorema lui Cauchy, integralei 

E [Ca îi 
_ zi | aa: A . 

, Ca . 

.. a Re . . x. . 
2 fiind un punct în interiorul conturului C,," diferit de un pol al. 
funcţiunii I(2). 

Î(2) 

  

  Reziduul funcțiuni = 7 relativ la polul z este (a z). 

Fie a un pol de ordinul m al funoţiunii /(2); în interiorul d aceluiaș 
“contur; avein, în domeniul punctului a, 

19= d tt e 4 Plasa) 

  

și , 
1 a SI 1 (z— ani o 

z= a aaa) ” a at |: 

de unde conchidem | 

d I(2.__ "Aa A, i An 

a are to + ce]. 
Avem așa dar egalitatea 

1 10 A 
iz za] :   tt e) 

z—a (2 — a) 

  

1) Pentru un caz mai general a se vedeă. [. Picard, Traite d! Analy: se, t, II, 
pag. 172. Deuxiăme 6dition. . 

Cazul cel mai general de descompunere al unci funcțiuni analitice într'o serie 
de fracțiuni raţionale, se va trată mai departe prin teorema lui Mittag-Leffler.
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(2). dz + > A 

“sau 

(4) ho = a) 

suma, din urmă se referă la toate polurile funcțiuni [) cuprinse 

în interiorul curbei Ca. 

  
—a 
pr Az); 

Să căutăm limita integralei când n tinde către infinit. Putem 

serie 1 4 [Ie FE as a [ as: 
Ca Cu 

1 

“ Voim să arătăm că ultima integrală tinde către zero. În adevăr, 

în virtutea ipotezei, |/(3) | < M; prin urmare 

1(2) | M Ea 
| aa 225 d Na la 2 

Reprezentând prin ra distanţa cea mai mică dela origină la con- 

turul Ca ; putem presupune conturul (cerc, dreptunghiu, poligon,...) 

n a ps o . . . 
astlel ca raportul —2- să rămână inferior unui număr fix ke; prin 

- R . . 

[= a En. 4 <- k. | E i 

E |n nai Sile] _- 
n 

urmare 

  

     

Membrul din urmă tinzând către zero când n tinde către infinit, 

propoziţiunea este justificată. Avem aşa dar .. “ e 

lim | 223 Ja di = in | e LIS d = din, 
= 

Prin urmare făcând. n= 0, obţinem desvoltarea căutată 

  
n C -a (z—a) 0) = RA lim | pe mia) 

_Observare. "Termenii seriei trebuie consideraţi prin grupuri, un _ 
grup fiind suma termenilor relativi la acelaș pol; apoi, ordinea 

termenilor este determinată de ordinea contururilor C,,; Ca... Ca: 

adică termenii seriei sunt dispuşi în ordinea modulelor crescânde 

ale polurilor funcţiunii. 

342. Să aplicăm cele ce preced funcţiunii 

Î(2) = cot da.
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Această funcţiune are polurile simple 2 = n n primind toate 

valorile întregi dela — co la -+ co. reziduurile corespunzătoare 
. 1 . , sunt toate egale cu ial Să luăm-drept contur C, un dreptunghiu 

“ 

ABCD (fig. 47), ale cărui laturi sunt paralele cu axele de coordo- 
, nate și” simetrice în raporticu aceste axe, e 
  

latura AB, perpendiculară pe axa reală. tre- 3 ] > 

când prin punciul z=n 1, Reprezentând In, 7 
prin 3 un punct: oarecare al conturului, să   

    
  

“mă 2 n+% 

poa n punem | 
| az =a+ if. 

A Avem | 
2 NR cos a cos hf —i sin a sin hf. Fig. 47 cot 23 = : :   

sin a cos fii cos a sin hf? 
de unde . 

_ i -0s20 - sin? 
- | cot az 2 = COS a i SI Ap BA SI If 

- sin2a + sin?hf 

Dealungul laturilor AB, CD membrul al doilea se reduce la 

sin2hf - 

L- sin2hf 

iar dealungul laturilor BC, DA făcând f să tindă către +o, el 
linde către 1, n 

Așa dar prima condiţiune, anume ca modulul funcţiunii f(2) 
dealungul contururilor considerate, să nu treacă “peste un număr 

<|; 

x 

fix este împlinită. 
In ce priveşte a doua condiţiune, avem, dealungul tuturor acestor 

dreptunghiuri, ” 

” cot 73 
—— di =0, 

: (4 

fiind pară (40, $ 339), 

Din cele ce-preced rezultă pentru funcțiunea cot 277, în virtutea 

COL 77z 

- 

unejiunea   

formulei (2), desvoltarea următoare - 

  

a] -] fl | (3)  acotaa =lim SI == | +): ma nm st a „lz—n ata 

343. Funeţiunea , 

= 
sin za 

are aceleași poluri ca funcțiunea cot zz, reziduul relativ Ja polul (= n 
. 

. Consideraţiuni analoage cu cele de mai   a = n fiind egal cu
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sus conduc la: coneluziunile următoare: Dealungul contururilor con-. 
siderate avem E | 

] . 
—| sl 
sin 23| = 

și integrala " 

(3 

= sin 23 
“N 

0.   

De unde rezultă desvoltarea 

  

+u | 

(4) z sin ze = lim (pr —— = 
. „me n=—nu L— NI 

. A > + | 

ar n=t ( ) i—n xn . 

344. Fapresiunea sumei i 
. mw Ş l 

1 n 

în care n primește toate valorile întregi dela | la co şi h este un 
număr întreg poziliv ourecare. 

Pentru a obţine această expresiune să considerăm integrala 

cot ar 

| Ja 
. . Cu ă 

dealungul dreptunghiurilor considerale în exemplele precedente. 
Funcțiunea ? | 

cot 2 
aa . 

. 

are polul z=0 multiplu de ordinul 24: + 1 și polurile simple 

z=n£0 cu reziduurile corespunzătoare 2: Avem aşa dar 
- zanek 

egaliiu Lea 

. cot za pt] , „cola 
(1) i di = 2 Pa zi + dia 2 > . 

Cu % i u=— r=o + ” 

în care simbolul 3” exprimă că valoarea n = 0 este exclusă. Se 

“recunoaşte ușor că integrala din membrul întâiu tinde către zero 

când n tinde către infinit. De unde rezultă expresiunea 

  

. a 
(2) 3 L a _Vg cot az 

1 na 2 r=o ae “ 

Făcând suecesiv k = 1, 2, 3, ..., obţinem sumele 
x 2 E) 4 % 6 

Sl 2 SL = SA a ... 

in 6? uni 9 i n8 945
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344 bis. Integrarea ecuaţiunilor diferenţiale lineare 'omogene cu 
coeficienţi constanţi. Fie | | 

- _ dy dn— dy A _ 

(0 Po) au St a lt neta 0 da 

o asemenea ecualiune și 

(2) A) = a agzn2 4... + an 
polinomul: caracteristic corespunzător. Fie z == un zeto al poli- 
nomului f(2) şi P(2) o funcţiune olomorfă oarecare în interiorul unui 
cere cu centrul în punctul r. Expresiunea 

| o [ae PO ao aa bd 
„8 y zi] e e bo Ti 

este o integrală particulară a ccuaţiunii (1). Căci, derivând i întegr ala 
în raport cu z, avem 

a [ape PO aa PI 1 [poa PO as * da dia m 12). da ÎI 2 

dy 1 (Pl, 
d | di m 12) | 

şi ducând aceste expresiuni în ecuaţiunea (1), rezultă egalitatea 

  

  

  

- ă A 5) (5) = pi | ee Plejdz =0;. 
adică funcțiunea reprezintată prin integrala (3) satisface" ecuaţiunea 

- propusă. 

Ezemplu. Fie f(2) = (2 — n Ft), h(r) £ 0. Avem; în. domeniul 
„punctului z = r, desvoltări de forn ma 

P(z | — i pe = AFA Agar. + Aga — Et. 
er = estrt=—) 

2 
- a—i 

= coji Ee-n+... + i i pe]; 
de unde integrala 

  ve 
a—i ă aa Ie 

= e A E ei eta], 

în care coeficienţii Av, A 23 Ag_a sunt arbitrari. 
Soluţiunea generală a ecuaţiunii (1) va'fi dată de suma integralelor
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particulare relative la toate zerurile polinomului re , sau de integrala 

PP 
za] e Ta 

luată după o curbă închisă C, care conţine acele zeruri şi în care 

funcțiunea P(2) este olomoriă. " 

345. Calculul « sumei (Gauss) 
n—t . - diz 

Ze? _ 
l=o - E 

k primind Valori întregi și n. fiind un număr. întreg pozitiv. 

  

—h 

Corisiderăm integrala 
27 a B. 
en 

paizta — 41 

  
  

dz, 

a
 

luată după conturul alăturat pe care îl repre- 

zintăm prin C (fig. 48): 

C=Aataa +a A'+A'B'+B'V LVw--UB-BA, 

Ba= ai =BW=0wB 

  

      

AB = NB = Zi A B 
- : ga a Fig. 4 

arcele aa' şi bb' sunt semicercuri cu centrele în in. 18 
n A = . . punctele z = 0, 3 =3 având o rază foarte mică r. Laturile AA”, BB' 

sunt perpendiculare pe axa reală, cea dintâi trecând prin punctul 
n. 

3 = 0, cea de a doua prin punctul =. În interiorul acestui 

coniur funcțiunea E | i - 
UI o - >

 

2 
n 

e 

A = a. 
n'are alte singularităţi decât polurile simple = = F cu reziduurile 

Biz e „n=—i 
2 . Î, 2, ... m 

a a 
di 

(n impar), 

i ! 1,2, Sah (n par). 

Acestor valori corespund egalităţile 
i E 

(1) Je (2) - (n impar), 
= ae 

1 217 pe 

(2) fe = a e” (mpa).
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Ele se pot înlocui, în Virvutea egalităţii 
| o: a e n-a, 

, c = e 

prin cele următoare 
a. 

„ nl 7 2 a 

(4) fod= 33 e" (n impar), 
Yc 41 _ 

“ 1 noi Biz [2 | di (2) ” Ep AA 
(5) | uau=i Set eh 2 (n par). 

1 
Să calculă m integrala din membrul întâi. In domeniul “punetului 
3 = 0, avem - - 

de unde 

1 (6) um | (3)dz = — e 
- r=o aa! ” 

A „ n SR | , | In domeniul punctului 3 = > Îuneţiunea: este olomorlă, sau de 

forma a 

după cum n este impar sau par. Avem dar respeeliv 

| 0 (n impar), 
RR  9iz 2 (7) lim (3 a = = a 

! 1 3 
r=o* b'b —-e P (n par). 

Dealungul laturei care. trece prin origină avem z= îy. Punând 
OA = 0A' = p, obtinem : 

- L ? 

p , 
Da = o — 27 — [îi 

- Lă - Hu 
! ra PI - . [ză (Aa a A)=i a dy + i 3 y 

. p —r 

b  diz | i (8) SP (ol pl 
——u. e 29 3 day dy 

—l ] 
La 

p zi a 

=u eh dy. 
, |  
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. , n 
Dealungul laturei care trece prin punctul z = > punem z= 3 a iy; 

prin uUTinare aveli ” 

  

| o. | | ara) 20 
. e e 

(Bb A+ bB)=i niz — ay | niz ay 1 ” [dy 
e - 1]. e —: 9) Da ape 

— jl—n — Sp , 

e dy. 
Tr 

Integralele dealungul laturilor paralele cu axa reală tind către 
zero, când aceste laturi se depărtează la infinit. In adevăr, dealungul 

laturii AB, avem 3 = 2 + ip; prin urmare modulul integralei (AB) 

satisface inegalilalea 

Aa 
i pă 

|(4B)]|< — de. 
12229 

a n 
în două intervale (0, 6), (e ), 

2) mnetiunea 
5 uneţiunea 

de sub senmul f tinde către zero când p tinde către + oo, prin 
urmare și integrala tinde către zero, elativ la primul interval, 

avem inegalitatea 

E - , [n 
Să descompunem intervalul ( 3 

'2 

£ fiind pozitiv şi oricât de mic voim. În intervalul (e 

nt - - _ - 
€ Ă 

= dz < 5 . . da e See 

în care membrul al doilea tinde către zero împreună cu e. Așa dar 
integrala (AB) tinde către zero când p tinde către A- co. Să con- 

siderăm integrala (A'B”). Dealungul acestei laturi punem z= 2 — ip; : 

de unde 

- 3 Ar R 

2 EP . ÎN 

e 4'B)< | zi Te 

Să facem substituţiunea E 
e
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obținem, suprimând. accentul, 

A 47 - [tre z 
-| 2 PP: > P , 

e e 
3 dz= |: —— de. 

. eh] lb * 
"o : o . 

Integrala din membrul al doilea coincide cu cea relativ la latura 
AB; prin urmare tinde în acelaș timp către zero. 

Aşa dar, făcând suma integralelor dealungul conturului consi- 
derat, în care facem r să tindă către zero şi p către infinit, găsim, 
în virtutea egalităților (6), (7), (8), (9), 

  

i 

  

| 2 e ua 272 | . , Ă n n | 40) (2 4 2—n) e _drz=4+ Be 
- | . - j=o . ÎN 

„O 

n fiind un număr întreg pozitiv par sau impar. Integrala din | meim- 
brul întâi se calculează făcând în egalitatea cunoscută 

a 

II e dn = Va 
, “ o 2 

substituţiu nea Ă 

iz 
—— 2=t 

Ă n i 

obţinem 

* i z2 | iz | 
(11) ji en ap 1 Ţ3 î=zu z= n e = 4 Ray UV 

Substituind această - valoare în egalitatea (10), obţinem, pentru 
suma lui Gauss, expresiunea 

ni 23 
La 

Zet E Vasari 
„ Această expresiune se simplifică dacă punem în evidență va- 

lorile resturilor diviziunii lui n prin 4. Astfel, reprezintând suma 
din membrul întâiu prin S,, avem formulele 

S=(1+09)V/n, pentru n = âm, 
” PV „9 n=sân+i, 

S= a n= âm+ 2, 
S, = iza | > n= âm+ 3. 

Suma. lui Gauss se prezintă în , problema diviziunii cercului în 
părți egale, .
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„346. Numărul zerurilor şi al polurilor cuprinse într'o regiune dată. 

Fie Î(z ) o funcţiune unilormă fără puncte singulare esenţiale. 

| (a) -- 
f(2) 

Un punct ordinar a = a al funcţiunii /(2), în care această funcţiune 
nu se- anulează, este un punct ordinar al derivatei sale logaritmicei 

-într'o regiune dată și să considerăm derivata sa logaritmică   

Să presupunem că a este un zero sau un pol al lui f(2) de un ordin m. 

Vom aveă, respectiv, în domeniul acestui punct, expresiuni de forma 

[2 = (0) P(z-a), [(2) = (aa) P(a-a), 
seriile P(2-—a) fiind diferite de zero în punctul a. De unde rezultă. 
respectiv 

re, 
a: n n Pa. DE 

Așa dar în ambele cazuri, ounctul a este un pol de ordinul întâi, 
al derivatei logaritmice și reziduul corespunzător este m sau — m, 

după cum acest punct este pentru f(z) un zero sau un-pol de ordinul 
m. De aci rezultă că dacă reprezintăm prin H și > respectiv numărul 

zerurilor şi al polurilor funcţiunii f(z) cuprinse în interiorul unei 

curbe închise C, situată în regiunea considerată, fiecare zero sau 
pol fiind socotit de atâtea ori câte unităţi sunt în.ordinul său de- 

multiplicitate, vom aveă, aplicând teorema reziduurilor, pentru 

diferența dintre numărul zerurilor şi al polurilor, expresiunea 

(1) | av = ra) 3 dz, 

integrala fiind luată în sensul pozitiv. 

Egalitatea precedentă se mai poate scrie 

(2) W-v=5 zi], d log f(z). 

* Punând (2) = pei, ea devine 

- - , - 1- Ă i 

(3) | _ nr aa] log 0 + 37 

Prima integrală din membrul al doilea este nulă, căci log e îşș 

reiă. valoarea iniţială când z descrie o curbă închisă. Numind 0 

și 0, valorile iniţială și finală-a argumentului. 0, vom avea. 

+ 
i . 

Lo 
(4) po = 3 (00), 
(5) 0da = Zazie),
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adică variaţiunea argumentului unei funcțiuni uniforme, când va- 
riabila descrie o curbă închisă în sens direct, este egală cu 22 înnudții 
cu diferenţa dintre numărul zerurilor și al polurilor funcţiunii, cuprinse 
în interiorul curbei. | ; , 

Dacă fineţiunea f(2) este olomorfă în interiorul curbei C, avem 
> = O şi numărul zerurilor sale cupriuse în interiorul acestei curbe 
este dat de integrala 

1 f'(a) 
6 = 9] a da= =] dloof(adr,. (6) A dz cA2) di « gs /(da, 

sau de expresiunea 

- i 1 | (7) HN > 52 (0100). 

0, și 0o având semnificările de- mai sus. 

341. Dacă f(z) este o funcţiune raţională, derivata sa loga- 
ritmică este de asemenea o funcţiune raţională. exprimând că 

/'(2) | Suma reziduurilor Duneţiunii 7 » pe toată sfera, este nulă, rezultă a: T * . 

ă o funcţiune rațională are atâtea zeruri câte poluri. De aci rezultă 
imediat teorema fundamentală a algebrei: o funcțiune. raţională 

„întreagă de gradul m, are m zeruri. Căci' o asemenea uncţiune ad- 
mite punctul co ca pol unic de ordinul mi. 

318. Teoremă. Fie (2) şi p(2) două funcțiuni olomorfe într'o 
regiune dată și C o curbă închisă situată în aceă regiune. Dacii dea- 
lungul lui C avem A 

. lei <lfa|, 
funcțiunile f(a) şi [(a) -F qp(a) vor aveă acelaș numiir de zeruri în 
interiorul acestei” curbe. “ 

Să reprezintăm prin m și n numărul zerurilor fiecăreia din aceste 
funcțiuni cuprinse în interiorul curbei C; vorm aveă, în virtutea 
formulei (6), 

nn = 2] d log |n alo) — | d log f(2), 
C Cc 

nm = | atoe] 14 1] . 

“Pentru evaluarea acestei integrale să: punem 

sau 

| plz) - 
fa)? 
  3 =



1 

De - - 2 APLICAȚIEI - o og9 

z este o Îuncţiune uniformă de z în regiunea considerată: curbei C 
îi va corespunde așa dar pentru = o cură închisă T şi vom axveă 

“aaa 902 = asa +). 
“Cc 

Insă, în virtutea ipotezei, dealungul curbei pr aveiu |z|<1; 

  

punctul z = — 1 este așa dar exterior acestei curbe. Prin urmare, în 
interiorul lui /' precum şi pe /, log (1 + 2) este o funcţiune olo- 

morfă. De unde rezultă egalitatea 

| Dama 
o” , j [. 

prin urmare u= 

1 s 
Este evident că teorema subsistă, dacă p(2) se reduce la o con- 

stantă A, a cărei valoare absolută este mai mică decât cea mai 

mică valoare ce primește | /(2) |. dealungul curbei C. 

“349. Fapresiunea unui zero sau al unui pol cu ajutorul unei 
integrale. Fie f(z) o funcţiune meromorfă într'o regiune dată și a 

„un zero de ordinul m; reziduul funcţiunii 

| e zf'(a) 

ăi „2 

în rapori cu punctul a, care este un pol al acestei i Tuneţiuni, e este ma, 

Prin urmare avem - 

! d a[(a) | a o 
(1) | | a= a ear, RE Aa 

integrala fiind luată dealungul unei curbe închise în interiorul căreia 
(2) nare nici un pol şi nici alt zero decât a. Dacă punctul a este 

  

-un pol de ordinul m, este deajuns a a înlocui i în formula precedentă 
m prin —m. o” 

350. Fie C o curbă închisă care nu trece prin nici un pol sau 
niciun zero al funcţiunii /(2). Să reprezintăm prin Za, Sb suma zeru- 

rilor și a. polurilor funeţiunii f(2), cuprinse în interiorul curbei C, 

fiecare zero sau pol fiind repetat de atâtea ori câte unităţi sunt în 
ordinul său de multiplicitate; von aveă, în virtuiea 'celor prece- 
„dente, , - - i - 

sas [Pda 
e seo fa | 
19 DAVID EMMANCEL : -
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Intr'un mod mai general, fie F(2) o funcţiune olomortă; vom 
aveă egalitatea Sa 

1 [Elo a 
sa, ce AD a 

„în care SF(a), SF(5) reprezintă suma valorilor ce primește F(2) în 

toate zerurile a și în toate polurile b ale funcţiunii f(2).. Intrun zero 
sau pol multiplu, termenul F(a), respectiv F(0) este repetat de atâtea 

„ori câte unităţi sunt în ordinul de multiplicitate al acelui zero: sau 

al acelui pol. Această egalitate se justifică, observ ând că E(a) este 

5 F(o)- SF» = 

reziduul funcțiuni re (e) relativ la un zero simplu al lui f(2), ete. 

Să presupunem funcțiunea Î() olomorfă în interiorul lui C şi 
fie F(2) = af, k fiind un număr întreg pozitiv; vom aveă 

L Capa) dz. i 
Sah == ——— 

- | o Di) e a) 

"CAPITOLUL XVIII. 

INVERSIUNEA SERIILOR. INTREGI. TRANSFORMAREA 

CONFORMĂ. PRELUNGIREA ANALITICĂ. 

351. “Fie | 

(1) o y= Pa) ama apa Ptr. e aa FO, 

o serie întreagă convergentă întrun cere (h) având punctul z=0 

_ca zero de ordinul n. Există un număr poziliv r<h astlel ca, în - 
interiorul cercului | z | = r, P(2) să nu-aibă alt zero decât punctul 

“z= 0 şi să nu se anuleze dealungul acestui cerc.. Fie m valoarea 
minimă ce primește | P(a) | când z descrie cercul (7); m.este.mai 

mare ca zero. Din punctul y = 0 ca centru să descriem un cere 

cu o rază osm și Îie 7, un punct situat în interiorul acestui cerc. 

Fcuaţiunea | | 

P(2 —pw=0 - 2 

va aveă în interiorul cercului |z|= r acelaş număr de zeruri ca 
ecuaţiunea P(2) = 0, adică n zeruri (348). 

-352. Să considerăm întâi cazul n = 4. Fie 

y = P(D) = az + at e. | ux0. 

În acest caz, unui punct EAI situat în interiorul cercului. lvl = 

.
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„corespunde un singur punct a, în interiorul cercului |z|= r, astfel 
ca ecuaţiunea ÎN ” 

„P(z) = 

să fie satisfăcută. Voim să arătăm că a, se poal le reprezintă printr”o 
serie întreagă de g,, conve crgentă în interiorul cercului (0). Supri- - 
mând indicii, scriind z, în loc de 2 Ya Și reprezintând prin 3 va- 
riabila de întegraţiune, soluţiunea considerată z se poate exprimă 
prin integrala 

pori 
2) a za], D-y yd, 

luată în sensul pozitiv. În virtutea ipotezei, avem “y] <|P I(2) 
pentru toate valorile lui = cari satisfac condiţiunea |z]=r; prin 
urmare putem scrie 

a pa 
D= PI PT? 

  (3) 

Să punem . 

| | Lp - 
(4) ba = za), Pi € ) dz, E N _ 

“ w „- 

sau, integrând prin părţi, 

1 dz. 
- ma], P"(2) > (n= 1,2, e 

( ”) 

Observând că bo = 0, integrala (3). ne. dă, pentru -z, scria . 

(6) 2 = big + Daf. oo pu, 
valabilă în interiorul cercului lul= = . a 

Operaţiunea de a deduce scria (6) din seria (1) constitue ceeace 
se numește inversiunea seriei (1). | N 

Determinarea coeficienţilor Ia se poate face înlocuind în ecua- : 
țiunea P(2) =-y, z prin desvoltarea sa (6) şi identificând „ambele 
membre. Objinem astfel un sistem de ecuaţiuni liniare 

l = ab 

0O= abia, 

„care determină întrun mod unic necunoscutele d 29 Dn se 
Coeficienţii îns se mai pot obţine, observând că avem 

- NE / 1 n - b, = A (52) | 
| | ni dp Jo 

19* 7
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oda da - _ 
şi că derivatele aj d ss se pot,calculă cu ajutorul deriva- 

dy dz , - ” 
d, Si, „+ date de ecuaţiunea (4). 

353... Să considerăm seria, . - | - Aa 
7 a . 

- (7) 9 — yo = ale — 20) + ase = zor ec, ai 0, 

convergentă întrun cere cu. centrul în punctul 29. În virtutea celor 

ce preced, putem enunţă teorema următoare : 

telor 

Baistă un număr pozitiv 0; asijel că pentru toate valorile lui y, 

cari satisfac condițiunea | y — Jo | < o, ecuaţiunea (7) se poate re- 

duce la identitate Inând pentru z o serie de forma 

(8) . z— To = by — 10) + ba(7y ok... 

354. Fie acum  - Ai 

7 Dus) 
o funcţiune olomoriă într'o arie dată (A) și zp un punct al acestei 
arii, în care derivata ['(2) este diferită de zero. Reprezentând prin. 
Yo valoarea lui f(2) în “punctul o rezultă din teorema precedentă - 

că există o serie de Torma - Ă 

(2) 2 20 F bl = y0) bag — pt, 

: convergentă în domeniul punctului. 4 Yo, care reduce lu: identitate 
” ecuaţiunea (2). Ă 

Această serie dă naştere unei funcțiuni analitice + = 7(y), nu- 

mită " funcțiune - inversă - a funcţiunii considerate. In virtutea teo- 

remei asupra peemanenjei analitice, elementele deduse, prin pre- 
lungire analitică din elementul primitiv (2), substituite în 1 Jocul lui 
7, vor reduce ccuaţiunea dată (1) la identitate. 

“Din teoria precedentă rezultă că punetele singulare ale Îunc- 

țiunii p(y) nu se pol cuprinde decât printre acele puncte 7 corespun- 

zătoare punctelor z, în cari derivata f'(2) se anulează sau în care 
- funcțiunea /(2) încetează de a fi olomorfă. 

355. -Să considerăm acum cazul n > 1. Fie 

() y= P(o)=a2 hat + a z0 

ȘI Zr Za... Zn cele n valori ale lui z, vecine cu z = 0, corespunză- 

- toare punctului g vecin cu y = 0, pentru cari funcțiunea .P() — 
se anulează. Aceste valori ale lui a se pot obţine explicit în modul 

următor: . . . ă 

Extrăgând rădăcina nt a ambelor membre ale ccuaţiunii (1) ș 
punând " - | 

a a ” , 
(9) usa țe+..., 

aa
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avem ă 

AL AL AL L -] | 
y = a" z(i ku)? — ah ziare + .). 

“Inlocuind în membrul din urmă u prin desvoltarea sa (2), obţinem 

un rezultat de. forma! E 

Ă 1 
aj a hi bad e. 

De unde, prin inv ersiune, 

. - Lp A 2 
(3) r=a 3 (it +...), 

ă 1 
serie care “reprezintă cele n valori 7p Zi3 o: Zn, dacă înlocui aj 
succesiv prin cele n valori de cari este susceptibil. - Soluţiunile 

Zi Pa i: Za Sunt așa dar n ramuri ale unui funcțiuni analitice 

niultiforme, având punctul y=0 ca punct de ramificaţiune, în 
"jurul căruia ele se perniută între dânsele. 

356. Teoremă. O funcţiune rațională întreagă şi simetrică de cele 

n ramuri considerate 2, 2 ..., Za este o funcțiune: olomorță de y 

în domeniul lui = 0. . 
Este deajuns a demonstră teorema pentru sume de forma 

n CEI | 
> Zi RSI. 

, i=1 

Fie k un număr întreg, pozitiv; avem 

1 n Du 

. - pa | 1 a P'(a) 

(4) hat ta ga] Peaude, 
. tr) 

integrala fiind luată în sensul poziliv dealungul cercului (7) con- 

” siderat mai sus. Insă, precum am văzut, membrul al doilea se des- 

vollă într'o serie întreagă, convergentă în domeniul lui g = 0, așă 
că putem scrie . - „o - 

n ti Re | ke > m . : 
45) a Fr aak o+ z = 2 my . | 

m= . 

„coeficienţii b fiind daţi de integralele | i 

1 a:P'(2) 
(6). | m = 57 oTEt Playa de m= =4,2 2,3, ee 

“ Observare. . Funcțiunea de sub semnul sumă din (6) find de. 
forma | 

] 
Zi P (2); P(OZ0,



i . e 94 e > “CAPITOLUL XVII - 
rezultă că coeficienţii bn sunt muli pentru toate valorile lui m cari 
sauisfac inegalitatea Ă 

| mn l—k<0. 

357. Aplicaţiune. Seria Lagrange. Fie f(z) o funcţiune olomorfă 
într? o regiune dată ă ȘI a- un punct situat în această regiune. Func- 
ţiunea 

: 

Do Po) = 2—a — aja 
în care a. este un parametru variabil se anulează în punctul a pentru 

4 a = 0. De unde rezultă că dacă a satisface inegalitatea 

0) lafidl<le—a, 
„dealungul unui cere lz—a|=r, situat în regiunea dată, func-, 
țiunea F(z) va aveă în interiorul acestui cere un singur zero care 
coincide cu a pentru a = 0 (348). Variabila a privită ca funcțiune 

“de a, definită de ecuaţiunea 

(3) -. a — a — af) =0,. 
este funcţiune 'olomoriă de a în domeniul a-= 0. In adevă ăr, , scriind 
această ccuaţiune sub forma 

e 

4) IE Da a= Ta = pla) 
7 

şi observând că fa) £ 0, căci altmintrelea ccuaţiunea (3) ar .con- 
ţine 4 2 — a ca factor, găsim 

p' la) = 75 z 0. 

Aşa dar avem (337 4) pentru « o desvoltare de forma 

(5) aaa hat + ee Lam. 
"Pentru.a obţine această desvoltare, să ne servim de expresiunea 

(2) ($ 352) care dă 

1 PF) o p zi-af( a | 
(6) . = 5 „re di = să pa af(z) dz. 

"Să evaluăm integrala din membrul al doilea. 
Desvoltând după puterile lui a, avem 

l-af'(3) A > LO 1"(3) Pa | daf) Oa Ta oa) Gap 
de unde, pentru coeficientul an, expresiunea 

d = |] i i i J pr a 

= zi i apă â)) - ta (afr-4a)f(a)) | 

= das [lare maior];
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>
 

„C
i 

adică | a 
_ i «n fn(a) . - | a 

E . (7) N | Un = ml dan—i - 

Avem aşa dar desvoltarea 

. - 2 an dn—fu(a) 
.— y 

($) aa n! da-i 
bă 

care constitue seria lui Lagrange. | 

Determinarea razei de convergenţă a seriei, Pentru a determină 

raza cercului de convergență al seriei (8), alegem mai întâi un. 

număr poziliv r astfel ca în cercul |z—a l=r, precum şi -pe cerc, 

* uneţiunea Î(2) să fie olomorfă. Reprezintând prin M(r) cea mai 

mare valoare a modulului lui (a) dealungul acestui cere, trebuie, în 

virtutea inegalităţii (2), să avem 

Pa ” PF 
9. a <i=: (lei < 

Fie e cea mai mare valoare a membrului al doilea; seria (8) va 

- fi convergentă pentru toate valorile lui a satisfăcând inegalitaleu 

luj<e. 
Să considerăm, ca aplicaţiune, ecuațiunea lui hepler 

(10) = a+ asin z1) i a 

în care a este un număr real, A 

Formula (8) ne dă, pentru rădăcina a, care devine egală cu a _ 

când a se anulează, desvoltarea ! - . 

, a d ni sina - 
(LI - = d N o 
Ul) a = ni danut Ia i | 

Să căutăm, conform celor zise mai sus, maximul modulului 

funcţiunii sin z, când a deserie cercul |za—a| = r. Punem 

” : “aa rel = a + reos0 + inrsin 0; 

| sin(a +--r cos 0 + ir sin 0) k= 

| sin(a LL r cos 0 +- ir sin 0) || siu (a + r cos 0 — îrsin 0)| 

=, cosă(ir.sin 0)— cosă( a + r cos 0) ' 

; er sin 0 —r sin 032 - . po E 
— [e] — cos? (a + r cos 0) ! | a 

de unde 

a 

5 — 

a 

er sin 0 Le sin ) (intenet 
  

.2) a'== anomalia medie, a = anomalia excentrică, a = excentricitatea 

- elipsei.
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Maximul membrului al doilea corespunde lui 0=. Avem 
” 

N . - - - 

așa dar 

  

- 
. | , er | er 

M(r) = max. | sin | = “3 2 

„când 2 deserie cercul |z— a|==r. Rămâne să căutăm maximul 
raportului 

po r 
_ =0 
Mr) GI XR = . 

Anulând derivata membrului al doilea, obţinem ecuaţiunea 

e. e r—r(er—e)= 0, 
sau - 

i Er Dr )=o0:, 
Se recunoaște lesne că această cecuațiune admite. o: rădăcină 

“cuprinsă între 1 și 2; anume : 

Pr AT 
Prin urmare, peniră: raza cercului de convergenţă al seriei (11), 
avem 

ă 2r 
DI 

ere? 
= 0,6627 ... 

II. — TRANSFORMARE CONFORMĂ. 

358. Inversiunea [uncţiunilor olomorfe ne permite a complecta 
noţiunea de transformare conformă. i ai 

Fie y = f(a) o funcţiune olomorfă într'o regiune dată a pla- 
"nului (2), (C) o curbă închisă fără puncte multiple, situată în accă 
regiune. i i Ă 

Să reprezintăm prin « = P(y) funcțiunea inversă și prin (7) 
„transformata curbei (C) în planul (7). Când z descrie curba (C) şi 
"revine la punctul de plecare, y. descrie deasemenea curba (7) şi 
revine la punetul de plecare corespunzător. Ii E 

Dacă dealungul lui (C) funcțiunea 7 = f() nu trece de două ori 
„prin aceeaș valoare, funcțiunea z = g(y) nu va trece nici ca de 
"două ori prin aceeaș valoare; căci altfel ar rezultă că pe curba (C) 
să existe cel puţin un punct 2 căruia să corespundă pe (7) două 
sau mai multe puncte g, ceeace este imposibil, f(2) fiind o-funeţiune 

- olomorfă în regiunea considerată 1). 
ÎN Î. _ Ă 

1) Analogie cu cazul unei funcțiuni de variabilă reală, care variază necon- 
tenit. în acelaş sens, când variabila, cuprinsă întrun . interval dat, crește dela 
o extremitate la alta a acelui interval, | -
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In ipoteza dar că dealungul curbei (C) funcțiunea /(2) nu teece 

decât o singură dată prin fiecare. valoare, curbele-(C) și ([) se co- 
respund punct cu punct și curba (7) limitează o porțiune «de arie 

în planul (y), precum curba (C) limitează una în planul (2). . 

Voim să. probăm că ariile interioare acestor curbe se corespund 
punct cu punct și că fiecare din ele este transformata conforină a 

celeilalte. _ | | 

Fie gg un pune în interiorul lui (1). Dacă descrie odată 

curba (I) în sensul pozitiv, argumentul lui (y-— 0) se mărește cu 
27 și prin urmare argumentul funcţiunii de z, f(2) — 0, se mărește 
cu aceeaș cantitate când punctul corespunzător z descrie curba (C). 
Sensul în care acest punct descrie curba (C) este neapărat poziliv, 

căci altfel ar urmă-ca funcțiunea f(2)—g, adică f(2), să. aibă un 
pol în interiorul curbei (G); ceeace este contrar ipotezei.” 

De unde rezultă că funcțiunea /(z 2)— Yo admite un zero simplu 
zg în interiorul curbei (C), astfel avem egalitatea 

Î(zo) = yo a 

Pe)... 
“şi. inegalitatea 

Așa dar unui punct pg, interior curbei (I'), corespunde un singur | 

punct zg, interior curbei C și deoarece f'(9) Z 0, rezultă că în do- 
meniul lui o, avem 

a 2-20 = P(y— yo). 

Funcțiunea inversă 2 = P(y y) este așă dar olomorfă în domeniul 

oricărui punct interior ariei limitată de conturul” simplu (I), prin 

urmare olomorfă în interiorul lui 1) precum y = f(2) este olomorfă 

în interiorul lui (C). Cele: două arii considerate se corespund punct 
cu punct şi transformarea lor: una  într'alta este o transformare 

conformă, în virtutea inegalității f'(2) z£ 0 pentru toate punetele 

interioare curbei (C). - i ! 

II. = PRELUNGIRE ANALITICĂ. 

359. S'a' definit în altă parte, după YW=eierstrass, noţiunea 
de prelungire analitică. Problema prelungirii analitice se inai poate 

prezintă sub forma următoare: Fie I(z) o funcţiune analitică olomortă 

într'o arie A, limitată de un contur (C). Se zice că f() se prelungește 
în afară din A dincolo de un arc c al conturului, dacă există o func- 

ţiune analitică F(2) definită de o parte și de alta a lui o, coincidând 

cu f(2) într'o porţiune a lui A din a cârei frontieră face parte arcul 

o şi olomoriă dealungul acestui arc. Nu poate există decât'o func- 
ţiune unică egală cu fi 2) într'o porţiune a lui A şi olomorfă dealungul
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lui:6, căci două funcțiuni olomorte egale într'o infinitate de puncte 
coincid în regiunea lor comună .de existenţă (149, 20)... 

O condiţiune necesară, dar nu suficientă, pentru ca prelungirea 
„dincolo de o să fie posibilă este ca f(2) să tindă către o valoare finită 
când punctul .z interior ariei A tinde către un punct £ al lui o. 

„360. Teorema Î. Dacă [(a) tinde către o valoare finită f(£) când 
punctul a interior ariei A tinde către-un punct € al lui o, după un 
drum oarecare, f(£) este o funcţiune continuă dealungul lui o. 
"In adevăr, prin ipoteză, la un e > O arbitrar de mic, corespunde 

in 7 > 0, astlel că a fiind în interiorul lui A, averi inegalitățile 

ă _e a 
IO)-A5 | <>, 

- 
. , £ 

| i) | <€., 
$ şi & fiind două puncte oarecari ale lui o, satisfăcând inegalităţile 

dr—l<r, la—e|<r; ! 
"de unde rezultă inegalitatea 

| i) — 1) <a 
i q.e.d. 

ă 361. Teorema 1]. O funcțiune f(2) olomorfă în două arii «4, 
A” separate între ele printr'o linie [ără puncte multiple A B, dealungul 
căreia ca este continuă, este olomorfă şi dealungul lui AB, 

In adevăr, fie z un punet interior ariei A, avem (fig. 49). 

  

  

- e a A î(2 
, Ha) = za] cz: 

B  ABCA 

A II 
“ . îi 1 /() C = ze - | dir | s-a d 

_ „BAC!B 
Fig. 49 

Adunând aceste două egalitaţi și ţinând seamă că linia AB 
i într'un sens și odată în sens invers, obținem este descrisă odată 

  

“egalitatea 

1 ri a, 
Îl) = dia | za 

BCACIB 

care exprimă că functiunea f(2) este olomortă în toată aria (A + A), 
limitată” de conturul exterior BCAC'B, care cuprinde în interiorul 
său linia AB,
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Corolar. Fie A și A, (fie. 50), două arii exterioare între ele, 

când o porţiune de frontieră comună o, fără punele multiple, 
şi f(2), Î(z) două funcțiuni respectiv olomorie în A și A,, tinzând 

către o valoare comună f(£) = fi(€), când 2 și 2 
tind către un punct £ allui o. Funcțiunea T(2) egală 

cu [(2) în A și cu fi(za) în As având dealungul lui 6 
valorile comune acestor două funcțiuni, este olomor[ă 

în toată aria [A + A,), formată de cele două arii 

A şi As. Căci funcțiunea F(2) astfel definită este - 

olomoriă în A și A, şi continuă dealungul lui o, care i. 50 
separă aceste două arii ($'360). Se zice că funcțiunea f,(24) preluu- 
gește luncliunea f(2) dincolo de linia o şi viceversa. 

362. Din cele ce preced rezultă că pentru ca o > funcţiune olomorfă 
[(2) definită de o parte a unei linii L, dealungul căreia ea este con- 
tinuă, să se poată prelungi dincolo de această linie, este necesar 
și suficient să' existe o luneţiune olomorfă f,(2), defini de cealaltă 
parte a lui L, care să primească aceleași valori ca f(a) în: fiecare 
punct al acestei linii. 

363. Teorema 11. O funcţiune fa) olomorjă într'o arie A din 
- al cărei contur face parte un segment | al azei reale, dealungul căruia 
ea primeşte valori reale, se prelungeşte dincolo de acest segment și 
funcțiunea care o prelungește este definită de egalitatea, . 

(3) = Î2), 
în care z și f(x) reprezinti respectiv valorile imaginare conjugate cu 

c și Î(a). - 
10. Să observăm mai întâi că € fiind un punet al segmentului [, 

(8) este o luneţiune continuă de £ dealungul acestui segment. In 

adevăr, fie a un punct interior lui A și r 

distanţa sa de axa reală (fig. 51); aveni, 

în interiorul cercului |z—z|=r, ex- 

  

presiunea | , 

i | D= Pa). 
Fig. 5 "Făcând ca z să tindă către punctul de 

contact £ al cercului cu axa reală, dea- 
lungul razei care “trece prin acest punct, avem, în virtulea teoremti 

lui “Abel (105), egalitatea ' 

lim P(2- 2) = P(£ 2) = 1(£) 

sau o lim fi) = 0. - 
_ z=€
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Prin urmare, pentru r destul de mic și 2 e pe raza care trece 
prin £, putem scrie 

MD Țit|<g. 
Fie 2 un punct interior cercului |z — €]| = r, situat la aceeaş 

distanţă r de axa reală și & piciorul perpendiculare dusă din a 
pe axa reală ; avem, pentru acelaş motiv ca mai sus, 

“ 
? € Ă o jet < 

În fine, presupunând r destul de mic, putem” deasemenea 
serie a Sa 

(3) [ 
a) f2) < z- 

  

Din aceste trei Ii rezultă - următoarea inegalitate 

„LE E)|<a |E-eja<r, . 
care justitie conLinuitatea Îuncţiunii I(6). 

„Fie. | 

az = u + iv, ZI = u— iv; 

punctele z și 3 sunt simetrice două câte două în raport cu axa 
reală; prin urinare ariei A(2); situată de o parie a axei.reale, cores- 
punde o arie A,(2) simetrică în raport cu această axă. Punând 

- a f(2) = P(u, 2) + 1Q(u, »), 
și 

+ 

lu(2) = fa), 

(2) = Pe, iQ, î). 
Funcțiunea Î(z) este aşă dar olomorfă în aria A. Această 

funcţiune fiind imaginară conjugată cu funcțiunea 12. care este 
reală dealungul segmentului 7, rezultă că ambele aceste funcțiuni 

“avem 

sunt. egale între ele dealungul acestui segment. -De unde rezultă, 
în virtutea paragraftului precedent, că fi(2) este prelungirea lui 

ha), de cealaltă parte a segmentului . „qe.d. 

Observare. — Teorema precedentă subsistă dacă înlocuim. 
uxa reală printr'o linie dreaptă. oarecare și, într'un mod mai general, 
dacă unui segment de linie dreaptă D. descris de variabila z, cores- 
punde un segment de linie dreaptă 4 pentru funcțiunea y = iz); 
adică punctelor z simetrice în: raport cu D corespund puncte y 

- simetrice în raport cu A. , a.
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In adevăr, fie %9 punctul în cure D întălnește axa reală (2) 

ȘI 4o punctul în care A întâlneşte axa reală (9). Fie a și f unghiurile 
ce aceste drepte fac cu direeţiunile pozitive ale axelor reale cores- 
punzătoare, Ecuaţiunile 

z = = z9Ftil, y = yo ueif, 

în cari £ şi u sunt. variabile reale,. reprezintă cele două drepte date. 
Făcând substituţiunile, funcțiunea olomorfă y = f(z) se transformă 
într'o funcţiune . 

(0, 
olomortă dealungul segmentului axei reale (4), corespunzălor seg- 
mentului considerat pe dreapta D, ŞI: reală, în virtutea ipotezei, 
dealungul acestui segment. Teorema precedentă se aplică acestei 
funcțiuni, adică, valorilor imaginare conjugate 1 corespund valori 
imaginare conjugate u; însă acestor valori corespund respectiv 
puncte simetrice z şi y în „raport cu dreptele D și 4. 

d.e. d. 
364. Teoremă (II. A. Schwarz). , 

Teorema precederită se poate generaliză înlocuind linia dreaptă 
prinir'o curbă analitică. Ă i 

Ă Se numește curbă analitică o curbă ale « cărei, “coordonate 2, y 
se pot exprimă prin funcțiuni analitice de un parametru t. Fie 

Do = pl y= vb), 
ecuaţiunile curbei, p(?) şi (2) fiind funcțiuni analitice, reale pentru * 
valori reale ale variabilei £. Prin definiţiune, (0. 40) fiind un punct 
al curbei, corespunzător. valorii reale lo a parametrului î, avem 
în domeniul lui tos expresiuni de forma. 

z — 20 =-P( — to), — Vo = P a(— o), | 
coeficienţii seriilor. P şi P, fiind reali... , | ” Ă 

"Să considerăm un arc L) al acestei curbe (fig. 52) și fie 1=a, = 
valorile. reale ale lui 4, cărora corespund extremităţile lui L. Să pre- 
supunem că în intervalul (a, d) derivatele g 0) wp'(0) nu se anulează 

pe i 
Lt b 

  

  a       

Fig. 53 
Fig. 5 , NI , 

în acelaş imp, ceeace are drept “consecință că dealungul lui L 
curba are o tangentă unică în fiecare punct 1). i 

In virtutea proprietăţilor funcţiunilor P( şi vp(t) “dealungul 
segmentului (a, d) al axei reale î, rezultă că există o fâșie formată . 

1) O curbă analitică sc zice că este regulată, dacă are o tangentă unică în 
orice punct al său,
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de două paralele cu. acest segment (fig. 53), situate de o parte și de 
alta a lui, destul de apropiate între ele, astfel că în interiorul acestei . 

"fâşii, funcțiunea - - 

(2) = pl + în) - = 14) 
este olomorlă și derivata 7'(7) nu se anulează în nici un punct al ei. : 
Acestei fâșii corespunde dar,. întrun mod . conform. o porţiune 
mărginită S a planului (2), care se întinde de o parte şi de alta a 
areului L (fig. 52). La două valori i imagi- nare conjugate ale lui £ 

„din această fâșie. corespund două puncte = situate de o parte și - 
“de alta a lui L, interioare lui $.- 

Două punete z, 2”, situate de o parte și de alta a liniei L, 
corespunzătoare la donă valori imaginare. conjugate it”, se zic 
simetrice în raport cu această linie 1).. 

Fie acum (2) o funcţiune olomorfă într'o arie S din conturul * 
ăreia face parte arcul L. considerat mai sus şi care primeşte valori 
reale dealungul acestui are. De unde rezultă, în virtutea: sub- 
stituțiunii (2), că funcțiunea de £ 

2 0) = AD) = FD 
este olomorfă în aria transformată a ariei S, adică într'o arie A. 

Ă din al cărei contur face parte un segment 
al axei reale £, dealungul căruia ed este reală 
(fig. 54). Funcțiunea F(2) se prelungeşte dar 
dincolo de segmentul  ($ 363) în aria A, 

. simetrică cu A în raport cu axa reală, cu 

  

ajutorul funcţiunii i IN | 

F(5=F). i 
Prin urmare, funcțiunea (3) se prelungeşte dincolo de L, asfel 

că în puncte simetrice 2 în rapori cu L, ea primeşte valori i imaginare 

Fig. 54 

conjugale. q. e..d. 

365. Să considerăm, în particular, cazul unui are de cere. 
Presupunând centrul în origină și. raza r, ceuaţiunile cercului sunt 

  

  

z=r 1-2 2 E. Ir, y=2r . 
IE? y "Ta: 

de unde o 
. - kit | | | ăi za ehiy=r Ta: 

1) Unei linii perpendiculare pe axa reală £, corespunde în planul (3) o linie 
ortogonală la arcul L, care în vecinătatea acestui arc se confundă cu normala 
în punctul de intersecţiune, - . - 

*) Cuvântul simetrie are sensul definit mai sus, 
,
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In punctele = a+if. = a— if, avem respectiv. 

  

pi cloia e it, LPB=ia? | 
. pita za pltfzia. 

” | i If —ia? 2 IA: 
de unde egulitatea 

=, 
care arată că punctele 3, și = sunt imaginile reciproce. în raport 
cu cercul, adică unul este transformatul celuilalt prin raze vectorii 
reciproce 1).. 

366. Teorema lui Schwarz, foarte importantă în “probleme 
"de transformare conformă, se mai enunţă astfel: O funcţiune olomorfă 

într'o arie din al cărei contur face parte o linie analitică regulată, 
dacă este reală dealungul liniei, primeşte valori imaginare conjugate 
în punele simetrice în raport cu acea linie. Acest rezultat se poate 
obţine direct, plecând dela faptul stabilit mai sus, că, în condiţiunile 
date, funcțiunea este olomoriă dealungul liniei. Este de ajuns a ne 
mărgini la cazul când linia 'este un seginent al axei reale, dela care 
decurge, precum s'a văzut, cazul general al unei linii analitice 
regulate oarecari. 

Fie dar 9 un punct al segmentului considerat: în domeniul 
căruia funcțiunea f(z) este olomorfă și fie 

(1) I(2) = P(z= 2) = ao + a(z— 29) +... 
In virtutea ipotezei, f(29) = ag este real, prin urmare ex- 

presiunea 

7 

 Izao 
Ă t— To Ă 

"este reală pentru 2 real și cuprins în intervalul considerat; de unde 
rezultă că 

| - "lim Î(2)= ao _ 
2 Z=70  q— z9 12 

este o cantitate reală. De asemenea cantitatea 

Ă [ceea a ai, o ” Ă 
raze 

este reală; ete. Intr'un cuvânt, toţi coeficienţii seriei (1) sunt reali. 
„De unde concluziunea următoare: dacă o funcţiune -olomorță este . 
reală dealungul unui segment al azei reale, derivatele sală de orice 
ordin sunt reale în acelaș timp. i 

  

1) Fie = pei, Za = poeida; avem. 22 = 02: Egalitatea 23, = 
. / - ” ” ra, devine ouozei(0a — 02) r2, de unde 0, = 06, și 0.02 = 1%. Prin urmare z = — ei: S1=2 ? 3 1 5 vada 2 9 - 

Ă - *
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Fie acum - 
i T= Toţi 

un punet siluat în interiorul- cercului de convergenţă al seriei (1), 
zo și 7) fiind reali. Vom aveă 

o fizo -+ în) = ao ast -t apmt— ... | - 
+ iplaoagp + ...), 

coeficienţii dn fiind toţi reali. De unde rezultă ă expresiunile 

ro + în), fo în) 
au valori imaginare conjugate. Derivând ambele membre ale 
egalităţii (2), conchidem că derivatele A 

-juleo + în), _fi(z — 9) (n=0,1,2...) 

se bucură de aceiaș proprietate. - 
Ne mai rămâne să probăm că această proprietate subsistă 

şi în afară din cercul de convergenţă considerat. Pentru aceasta 
“să arătăm mai: întâi că dacă elementul P(z— 20) se prelungeşte 
deasupra axei reale, el se va prelungi şi dedesubt într'o regiune 
simetrică în raport cu această axă. 

În adevăr, fie «, și a, două puncte simetrice în raport cu axa 
reală, Situate în interiorul cercului de convergentă al elementului. 
primitiv; vom “aveă pentru” prelungirile acestui element, seriile 

Plc 21) = f(z) + IL Ie) PR z .) Ph 

(3) 
| De-a) = a) EI (a + SE 

„ Coeficienţii acestor” serii. fiind imaginari conjugaţi au module 
“egale și prin: urmare (teorema Cauchy-llada- 
mard) (108) razele cercurilor lor de conver- 

_"genţă sunt egale. Cecace justifică aserţiunea de 
mâi Sus. - | 

Fie acum z=8€£ un punct oarecare situat 

  

în interiorul cercului de convergenţă cu centrul 
o | "în a şi E simetricul său în raport: cu axa 

reală (fig. 55). „A alorile ce primesc cele două elemente prelungite 
"în punctele £, € 

D . . D & . , ' 
I (£ — 20 2), l ($ — 2o:21), 

rând, în virtutea desvoltărilor. (3), termenii lor respectiv conju- 
gaţi, doi câte doi, sunt cantităţi imaginare conjugate. | 

. i q-e. d.
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307. . Viceversa. Dacă o “funcţiune f() olomoriă într”o regiune 
care cuprinde un segment al axei reale, primeşte valori imaginare -- 
conjugate in puncte simetrice E+ in, € E —1), situate în această 
regiune, ea este re cală pe segmentul considerat. In adevăr, prin 
ipoleză, putem scrie . 

x TE îi) = pt) + în, 1) 
d ÎS — în) = (8,0) — îp(6, m, 

P şi wp fiind fincţiuni reale și continue de vari riabilele reale. E, 7. 
Insă, în virtutea continuității, avem 

| lim f(E+ în) = lim f(£.— 9); 
n=o " q=0 i e 

de unde rezultă că funcțiunea p(£, 9) este nulă dealungul segmentului 
consider al, ceeace justifică propoziţiunea enunțată. o 

308. Observare. Extremităţile segmentului axei reale, dealungul 
căruia funcțiunea f(2) este reală și în cari ca încetează de a fi 
reală, - sunt puncte singulare ale ăcestei. funcțiuni. 

In adevăr, fie « una din cele două. extremităţi și 20 un punci 
al segmentului, oricât de aproape voim de a; avem, în domeniul 
punctului 79, - 

e ă . 2 

f(a) = > an (2 — 29, | N i . 
n=o 

- . ” Ă . ! * 

coeficienţii dn fiind reali. Dacă punctul a ar “tf un bunei ordinar 
al funcţiunii f(2), cercul de” convergenţă al seriei precedente ar 

„conţine acest-punet în interiorul său și [(2) ar fi real pentru z real 
dincolo de punetul-a; ceeace este contrar ipotezei. 

Dacă dar o funcțiune analitică olomoriă este reală dealungul 
unui segment al axei reale, ca va fi reală dealungul axei până la 
cel dintâi punct singular. situat pe axă. 

“ CAPIT OLUL XIX. 

“rUxeȚ IUNI I ANALITICE [& REPREZINT FATE PRIN INTEGRALE 
Ia „DEFINITE. 

1. — INTEGRALE DEFINITE CONSIDERATE CA FUNCȚ IUNI DE UNA DIN, 
„CELE DOUĂ LIMITE. 

3069. Fie Î(2) o funcţiune analitică olomorfă într'o arie cu contur 
simplu şi 29 un” punct situat în această arie. Am văzut (294) că 
integrala , " 

20 D.iVID EMMANUEL
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luată după o linie. oarecare “cuprinsă - în interiorul regiunii date, 

este o funcţiune analitică olomorfă în aceiaş regiune. 

370. Să presupunem acum că fa) este o furicţiune analitică 
uniformă având într'o regiune dată puncte singulare izolate, poluri 

e sau puncte singulare esenţiale. Fie z, un punct arbitrar . 
7 fix, diferit de un punct singular și Lo, L două linii cari 

unesc “acest punct cu un punct variabil z situat în 
regiunea dată. Vom: presupune. totdeauna că liniile de 

dă se integraţiune nu. tree prin puncte singulare. Să reprezihtăni 
| - prin ug.și u valorile integralei corespunzătoare acestor 

- drumuri (dela zp la 2):şi să vedem ce relaţiune există între 

_ | i = | ne [la de şi if poa. 
Lo 

Să observăm” că liniile Lg și i L formează împreună | d curbă 

4 

închisă - pe care o reprezintăm prin C şi că | [(z)dz se 
- a. 

poate. evident înlocui prin integrala dd urmată de integrala 

Jo) dz. De unde rezultă relaţiunea. 

|. ww. d E u= = „n Ii | E 
- 

integrala fiind luată după « curba C în sensul determinat de succesiunea 

“ L, Lo.. Insă curba. C poate aveă o formă astfel ca un punct mobil, 

descriind această curbă să se în vârtească în jurul unui punct singular, 

de un niimăr oarecare de ori întrun sens sau în altul. Prin urmare, 

reprezintând:- prin A, Ag, --. An reziduurile funcţiunii f(:5), cores- 
„punzătoare punctelor singulare situate în interiorul curbei C, re- 

laţiunea (1) va luă forma | | 

i O ou Supt dim, e e ob mnân),.. 

43 ay ce ha fiind numere întregi oarecari pozitive sau negative. 
Cantități - | | e 

diză dia o. dia 

“ poartă numele de. module de periodicitate, sau de perioade ale inte- 

gralei. Fiecărui  punet singular corespunde câte o perioadă a” inte- 

gralei, care este nulă dacă reziduul corespunzător este nul. 

371. Din cele ce preced rezultă -că dacă Ha) este o funcţiune 

uniformă în tot planul,- neavând decât singularităţi izolate, integrala 

gros
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1 

veprezintă” o. funcţiune. analitică în tot planul, multiformă cu “o 
infinitate de ramuri. "Toate raniurile se pot deduce din una din ele, 
dacă variabila descrie drumuri convenabile ; prin urmare funcțiunea 
astfel definită este monogenă în sensul lui Weierstrass.  . 

In domeniul unui punct ordinar z = a, o ramură oarecare 
este o funcţiune olomorfă de a. In adevăr, fie 2, un punet pe drumul | 
„de integraţiune.. situat în domeniul punctului a; putem scrie 

. II E | fneir= nea oa. i - 

Prima integrală din membrul al: doilea fiind o constantă în 
acelaș timp cu z,, este de ajuns a probă că ultima integrală este 
o funcţiune olomorfă de z, în domeniul lui a. Insă în acest domeniu 
avem f(z) =-P(z — a) şi integrala seriei este o serie de aceiaș 
formă. De unde rezultă proprietatea enunțată. DR ÎS 

- Fie acum a un punct singular; avem în domeniul acestui sunet 

N =Pla- DI atei 
- de unde, pentru ultima integrală (4), expresiunea * Es 

ă _ i j, nur], n (z — ad: + 5 Sf an (2 - ada. 
n=i 

“Prin urmare forma analitică a a integralei propuse, în „domeniul 
punctului a z=a, este. - . . 

  
ii, 

ai (a- ) 
J, î(z) dz = Zic: - + a, loata- a) — Ss 

n=il 

în cazul: când reziduul : a, este nul, integrala este uniformă: 
în domeniul punctului a, pe care îl admite ca pol sau ca punct 
“singular esenţial, după cum acest punct este pol sau punct singular - - 
esenţial al funcţiunii f(2). | A . - Ei 

Penru ca integra | (z)dz să fie o funcţiune uniformă în. 

tot planul, presupunând că f(2) este 'o asemenea funcţiune, este 
„evident necesar şi. suficient ca toate: reziduurile funcţiunii, (e) să 
fie nule. ” 

De exemplu, funeţiunile 

Pi „ dz dz: 
- U=1|—, .u= Pi do E AR 

Lu 2 „Sin i - 

ape: e e aa 
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„adinit î in a ficare punct o infinitate de valori, cuprinse în expresiuneit 

i up t 2liz, pa 

"R fiind un număr întreg pi poziliv sau negativ; pe când funcţiile 

i - dz, | dz . 
. uU= SD: uU — —— 

- - 2 2 | ze sina 
  

| sunt uniforme în tot planul. Aceste două funcțiuni din-urmă admit, 
- = cea dintâiu un pol unic = 0, cea dea doua o infinitate de poluri: 

= ha: - 
Rezultatele precedente se verifică imediat prin. integrațiune 

directă, 

872. Tăieturi - (coupures). Print un artificiu de care ne-am 

- anai servit, putem face ca fiecare ramură a funcţiunii (3) să fie 

uniformă în tot planul variabilei a, limitat de tăieturi cari nu se 

întâlnesc, între ele. - - | | 

In genere, tăieturile sunt făcute în plan după limi drepte 
plecând dela fiecare punct singular spre: infinit. . In două puncte 

„infinit vecine 2, 2” situate de o parte şi de alta a unei tăteturi, 
valorile integralei F(z) nu sunt în genere infinit apropiate, între. 

ele; însă limita către care tinde diferenţa acestor valori este constantă 

în tot lungul tăieturii. In adevăr, fie 2 şi 2 (fig. 57) două puncte 

-* situate faţă în faţă, de-o. parte şi de alta a 
fa tăieturii (a... co), a și f_două puncte în 

? acelaș mod situate în vecinătatea "punctului a, 

cel dintâi în aceiași parte a tăieturii ca punctul 
a, cel de al doilea în partea în care se găsește a. Pentru a Lrece 

dela punctul z la punctul 2”, putem urmă drumul aa, fa” şi: 

cercul 'a7f având centrul în a. De-unde rezultă egalitatea . 

Fig. 57 

. | af 

- Insă funcțiunea - Ho) fund „uniformă; integralele 

F(z) = ne) +] re dn fade + fo lada: 

şi - 

sunt egale şi de semne contrarii; prin: urmare avem calitatea n) 

ÎN a lim [F (a' î T(a )] = iz, E 
o : Dia e , i 

A fiind reziduu funcțiuni IL ȘI relătiv la punctul 4 

  

12) Cele două ţărmuri ale tăieturii se consideră confundate cu tăictura însăş. 
. . *
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Din cele ce preced rezultă că tăieturile: pot [i privite ca linii 

de discontinuitate ale integralei. Permiţând variabilei să străbată 
tăietura relativă la punctul a, trebuie să adăugăm” integralei 
+ 2iză, după sensul în care se face trecerea. 
Dacă A= 0, tăietura. poate fi suprimată. da 

313. Să considerăm, ca aplicaţiune, integrala 
Ă | | a 

. | dz: 
o > „X | 

de unde putem deduce proprietăţile funcţiunii logz, dejă studiate. 
Fie dar integrala - 

luată după un drum oarecare, ce nu trece prin punctul z=0. 

Funcțiunea — având un pol unic 2 = O-cu reziduul + 1, 1(z) este 

o funcţiune € o nalitică nultiformă având o infinitate de: ramuri 
cuprinse în expresiunea - ” 

(2 [2 = [AD] -+ 2aiz, 
[/(2)] reprezintând una din ele. Să considerăm una din ramurile 
uneţiunii, anume aceea care se anulează pentru 2 = Î. Când 2 
variază dela 1 la co prin valori râale, integrala este reală, crește- 

E du , necontenit dela 0. la oo, căci derivata =, în acest interval, este 
dz 

RR . NR 1 reală ȘI pozitivă, Făcând - substituţiunea z = > avem - 

(=; 
prin urmare, , când z descrește dela 1 la 0, integrala descreştene con- 
tenit dela 0 la — co. Aşa dar semiaxa reală și pozitivă (2) se trans- 
formă -punet cu „punct în toală axa reală (u). . 

Să facem acum ca a să descrie un arc de cere cu centrul în ori- 
gină, cu raza r (fig. 58). Punând z= rel, n | 
putem serie | - 5 z 

, da dz d - 
(4) - | ? ' ae . 

. . Fie 55 

prima integrală din membrul al doilea [iind rectilinie şi cea de a 
"doua fiind luată după arcul de cere considerat ; de unde egalitatea 

Brie,
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care arată că arcului rz, corespunzător. unghiului 0, descris de 
T, corespunde pentru u un segment de dreaptă. perpendiculără pe 

-_axa reală în punctul u = f(r); având lungimea 6. ” 
Să considerăm conturul format de două cercuri concentrice. 

1, a cu centrul în origină, având razele r, — , inverse una “alteia ŞI de 
. - - 7 - 

' porţiunea pozitivă a axei reale care va fi privită ca o tăietură (fig. 59). 
„In aria astfel limitată, fiecare. ramură a funcțiunii u(z) este olomorfă. 

„Din formulele (3) și (4) rezultă că drumul abcbada, descris 
de punctul z în sensul săgeţilor, se transformă în drumul format 
de perimetrul - dreptunghiului, ABCDA „is 60); latura AB este 

"A 0, 

Fig. 59 _ Fig, 60 

situată pe. axa reală şi împărţită în două părţi egale de origina 
=-0 și latura paralelă CD la 5 distanţă egală cu 2. “Laturile 

AB și CD corespund respectiv Hărmiului superior . şi: inferior al 
tăieturii ab, 

De altă parte, dealungul conturului considerat (2), u nu trece 
„de două ori prin aceiași valoare, prin urmare ariile limitate de con-. 
tururile respective. se corespund - punct cu punct și fiecare din ele 

este transformata conformă a celeilalte. Făcând r. să tindă către 
zero, obţinem, de o parte, tot planul (£ 2), limitat de tăietura (0, + co), 
și, de altă parte, o fâșie nemărginită în planul (1), cuprinsă între 

-axa reală și o paralelă la aceasta, situată la o distanță egală cu 27. 
: “Țărmul stâng al tăieturii (0 = 0) se translormă - în axa reală şi 

țărmul drept (0 = 22) în paralela sa: A 
2 

Identitatea funcţiunii considerate u= | se cu funcțiunea 

log z, rezultă din aceea că derivatele lor sunt identice şi căîn punctul 
z = 1, amândouă funcțiunile au câte o ramură care se anulează; 
“prin "urmare elementele acestor ramuri coincid _în domeniul pune- 
tului z=1. 

374. Formula de adijiune a logaritmilor. Fic x, şi za două puncte 
oarecari situate în planul variabilei a şi L,, La două drumuri luăte 

„după voie între aceste-punete și punctul z = 1, fără însă a trece - 

4
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prin origină, Să reprezintăm prin 2 și 2 două puncte mobile situate 

respectiv pe liniile L, și Lo și fie - . . 

(6) o y= ra. | Mă 

Când & și a deseriu liniile L,, Ii punctul y pe care îl figurăm 
pe acelaş plan sau „pe alt plan, descrie un drum determinat L, cuprins 

între punctul-zj = 1 și punctul y, = 2 Ta Diferenţiând egalitatea 
(6), obţinem 

du da de, 
? y sI IT 

“de unde | | 

a [e -[ie de 1 Ze dat. 
(7 Pe 

integralele fiind luate respectiv după liniile Li La La. Aceste egali- 

tăți echivalează cu cca următoare 

(9) log tz = log za + log za, 

determinaţiunile logaritmilor din ambele membre fiind date. de. 
"integralele corespunzătoare. a - i 

375. Integrala 
af - | Na 

E: . . da . 
, . Î Da o fa, 

. | - | 

se reduce la cea considerată mai sus; căci punând-z—a=, 
avem = . 

- Zo—a. 

  

  

dz! 
= —T >. 

” To—u 1. 

sau _ | - CL 
: | 2 | _ 

- - dz- . - | ” 
| „Za > Pstr-a)-log (29-a). : 

- - L] ze . . - „. - - 

Corolar. Integrala unei funcțiuni raționale de z este de forma. _. 

_” - R(2) + SA, log ra), 

R(2) fiind o: funcţiune raţională de z; ceca ce se. recunoaște, des- 
compunând funcțiunea, rajională în fracțiuni simple. 

7 

876. Să considerăm, ca a “doua aplicaţiune; integrala 

, nf ă ” - 

. 2 U= 

- - +a - _ . _
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3 neavând alte singularităţi decât polurile simple a 
  Funcțiunea i 

z= zi cu reziduurile corespunzătoare £ =, rezultă. că u este. 

DO
L 

ee
e 

“o funcţiune analitică ava ând o infinitate de ramuri cuprinse în 

expresiunca o 
DI . =) + ha, 

(u) fiind una din ele și k un număr întreg arbitrar. 
Să imtroducem tăicturile după axa imaginară dela = la 

+ i co și dela —i la — io. In planul așă limitat, fiecare ramură 
"este o funcţiune olomorfă. Diferenţa valorilor -unei ramuri în două 
puncte infinit apropiate între ele, situate de o parte și de alia a uneia 

„din aceste tăieturi, este egală cu + a, | 
Să examinăm cum se transformă planul (7) în plantă (u), 

mărginindu-ne la ramura care se anulează -î împreună cu d. Pentru 
aceasta, să considerăm conturul OABCDO (fig. 61), format de axa 
reală îndreptată în -sensul pozitiv, de un cadran: de cere descris 
din origină ca centru cu o rază N foarte mare, de axa. imaginară 
cuprinsă între cerc, şi un punct C'a cărui distanţă r de punctul i 

  

i . PD - 

Cru) 

- 8, 

” 2 AZ 
Fig. 61 - , E iz. 62 

este foarte mică, de un semicerc CD cu centrul în i işi de segmentul 
DO al axei imaginare. Să facem ca z să descrie acest contur în sensul 
pozitiv, plecând. dela punctul 0. Se obține” rezultatul următor: 
Pentru z real, u este real; raza OA se transformă punct cu punct 
într'un segment de axă reală, _O;Â, (fig. 62), a cărui extremitate 

z - diferă foarte puţin de punctul u = Când 2 deserie „cadranul 
AB, u descrie un drum A Ba, care diferă foarte ! puţin de un cadran 

7 
= de cerc cu centrul în punctul u = 3 şi a cărui rază e foarte mică ID, 

- Et . ” 

  

1) Dealungul lui AB, integralele 
. . a% z Ă n | da di 

i | „ra + a At 

difer foarte puţin între ele și diferenţa lor! tinde către zero când N tinde către 
infinit,
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* Abscisa punctului B, este =. Aceasta rezultă «lin cele ce urmează: 2 
Când a se mişcă pe axa imaginară - dela B la C, punând = 

(£ variând dela R la 1 + r), vedem că u se mișcă dela B, la C,, 

depărtându-se la infinit când r tinde către zero. Poziţiunea acestei 

drepte este evident independentă de mărimea lui R; însă pentru | 
z 

h= o, dreapta lrece prin punctul u= 3 prin urmare ca rece pi 

“prin acest” punct oricare ar fi valoarea lui R și deci B, are abscisa 
> 

Ceca ce justifica aserţiunea de mai sus, Când z. descrie scmicercul 
2" _ 

CD, u descrie un drum C.D, care diferă de. dreapta paralelă cu axa 

a: a , „a 1 fe da a 
reală descrisă în acelaș timp de integrala 3; | —— .cu atât mai 

i | dj azi. - 
puţin cu cât r este mai mie, 

In fine, când a descrie seginentul DO, -u descrie necontenit 
în acelaş sens dreapta DO, situată pe axa imaginară (4). Cele dauă 
contururi descrise de punctele 7 și u, se corespund dar punet cu 
punct, De unde rezultă că aria limitată de conturul (1) este trans“ 

„formata conformă a -ariei limitată de conturul (2). 
La punete simetrice în raport cu axa inaginară (2) corespund 

puncte sinietrice în raport cu axa imaginară (u). In adevăr, dealungul 
axei imaginare (2) din cure excludem punctul i, z este: de forma 

n, 

u =, 9 real; prin urmare, în punete simetrice în raport cu axa 
imaginară (2), v primeşte valori imaginare. conjugate a + if; de 
“unde pentru u, în aceleași puncte, valori de forina ia 7 f. 

Făcând R=o șir=0, conchidem că semiplanul (2) situat 
deasupra. axei reale și limitat de tăietura (i, co) se transformă, 
în mod conform, într'o fâșie a planului (u), cuprinsă între axa reală 
ȘI două “semideepte perpendiculare pe această.axă, sițuate deasupra 

ci și “duse prin punctele + 3 = 

“Semiplanul (2). situat dedesubtul axei reale se » transforniă 
în acelaş mod în fâșia simetrică cu cea dintâiu în raport cu axa reală 
(2), căci pentru real, u este real.” e 

Intr'un cuvânt, tot planul (2) limitat -de cele. două tăieturi 
considerate, se transformă în mod conform în fâșia (u) cuprinsă. 
, z în tre paralelele la. axa imaginară duse prin: punctele z = —5 

I= +5 - Ma 
2 , 

Din desvoltarea E E 

. Ra
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valabilă în domeniul punctului-z = 0, rezultă că ramura funcţiunii 
u(2), care se anulează în acest punel; este reprezintată, în acest 
domeniu, prin seria 

a 7 a a a 
ua Pf +... 

- 3 5 7 

care coincide cu ramura principală a funcţiunii arcte z ($ 270). 
De unde. rezultă identitatea celor douii funcțiuni. 

E aa INTEGRALE DE FUNCȚIUNI ALGEDRICE, 

371. Să considerăm cazul particular când funcțiunea î(2) 
„este definită „de o ecuaţiune de: forma - . 

ND=VR, o: 
R(z) fiind o funcţiune: raţională de z, şi fie a un punct de rami- 
ficațiune al funcțiuni Integrala - 

oa 
luată după o curbă. închisă C, care nu conţine : în interiorul său alt 
punct critic decât a, depinde de punctul iniţial al curbei. In adevăr, 
ic A și B două puncte ale curbei (fig. 59); putem scrie 

- o (ABMA).= (AB) + (BMAB) + (BA). 

Ss 

„a Insă integralele extreme din membrul al 
doilea nu se distrug, căci după ce z descrie odată 

A curba C, ramura f(z) se schimbă în — Î(2), astfel că A 
Fig. 63 (AB)=(BA). Avem prin urmare o | 

(ABMA) = 2(AB) + (BMAB). - - Me 
| 

“Fie, de exemplu, f(2).= fi şi “29 = rgei%e punctul iniţial ; avem 

1 

negrala | fade considerată mai sus nu depinde de: sensul 

s
I
 

„în care 2 descrie curba C. In adevăr, să reprezintăm prin | şi I 
Valorile integralei luate, cea dintâi în sensul pozitiv, cea de a doua 
în sensul negativ, punctul iniţial. Zo și valoarea corespunzătoare 
[(zo) a lui f(2) fiind aceleași. Să presupunem că z descrie curba C 
succesiv. de două ori, mai intâi în sensul pozitiv și apoi în sensul
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negativ; suma celor două integrale astfel obţinute este evident: 
nulă. - Insă, după prima descriere a curbei C, valoarea finală a lui 

Hz) este — f(); prin urmare a doua. integrală, fiind descrisă în 
sensul negativ cu valoarea iniţială — (20) a funeţiunii, va fi egală 
cu — I', De unde rezultă [—I'=0. 

Dacă punctul. critic a nu este pol, integrala luată după curba 

C descrisă de două ori în acelaș sens, “sau, ceeace este tot una, 

după o curbă care înconjoară punctul a de două ori!) este 
evident nulă. “ - i a 

, 

378. Fie zg un punct ordinar-și a un punct de ramilicaţiune 
„al lui f(2). Să considerăm conturul elementar (o, a) şi fie Co curbă: 

-. închisă care trece prin 2 şi care nu conţine în ! 
- interiorul său alt punct singular decât - punctul : 

a (fig. 65). Integrala i ALA G) | 

“fue f( (az, Ti. 05 . 

luată dela punctul zg , după C sau “după (2 a a) are aceiaş valoare, | 

determinaţiunea iniţială a lui -f(2) fiind aceiaș; căci în aria cuprinsă - 

"între aceste două drumuri, funcțiunea he) este olomorfă. Avem 
aşa dar: 

[noa de= | Aoaz+ | noa + ns zi 
zu 12 

integralele. fiind luaţe în sensul săgeților. lasă, după ce z descrie 

„cercul (a), f(2) îşi schimbă semnul şi integrala din urmă a mem- 
brului al doilea este egală « cu cea dintâi; prin urmare - 

, feo)da =2 fn [tata + (ca). 

Dacă- integrala (abea) tinde către „zero când raza cercului. (a) 
se anulează, obținera egalitatea 

Je fad = i) mă | 

319. Fie integrala. 3 

Fu dz, | = 

1) O asemenea curbă C! se taie neapărat pe sine însăș (fig. 64).
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luată după un drum L oarecare. Oricare ar fi forma liniei L, cu 
se poale: înlocui, În ce privește valoarea integralei, printrun drum 
determinat Lg — căruia să-i zicem drum direct — care unește 
punctul zg cu z, precedat de un număr convenabil de contururi 
elementare. De unde rezultă că, În genere, integrala u este o fune- 
ţiune analitică având o infinitate de. ramuri, n 

_380.* Se poate întâmpla ca integrala să aibă un număr limitat 
de ramuri... De exemplu, integrala 

-J. ada 
, ă U= Vie za 

Se recunoaște că avem 
. =, az . z , a 

ada - ada A , 
| | 1— a2 Vi-a a _. 

integralele fiind luate după două drumuri simetrice în raport cu 
origina. Să reprezântăn prin. co valoarea integralei după contururile 

- elementare (0, 1) şi (0, —1) (fig. 66),- 
determinaţiunea radicalului fiind a- 

  

  

ceiaș. Integrala luată după amândouă 
aceste contururi descrise succesiv este 

nulă ; căci, „după primul contur, radi- 
calul schimbându- -și semnul, valoarea 
integralei după conturul al doilea este 

  

Fie 66 = 
— o. De unde rezultă că integrala 

propusă nu este stisceptibilă decât de două ramuri, date de expre- 

„(), 
- u = | Pa (d, - . 

siunea E Pa 

[ 

() fiind ramura obţinută după drumul direct Oz. 
Rezultatul precedent se verifică prin integrațiune_ direelă; 

avem, luând + Î drept valoare iniţială a radicalului, . 

  

  

„de unde o = 2 și 

+ Via. 
“Integrala consideraiă este aşa dar o funcţiune algebrică, având 

aceleași. puncte de ramificaţiune ca și radicalul de sub semnul f; 
ea satisface ecuațiunea | 

WM — du + a = 0, . y
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381.. Să studiăm integrala 
- x II N | 

pa e 
PE e Vi=a 

- o. _ 

Avem -u(— 2) = — u(2), integralele - fiind luate după două 
drumuri simetrice în raport=cu origina z = 0, determinaţiunea 

inițială a radicalului fiind aceiaș. Luând această valoare egală 

“cu +1, valorile integralei după contururile clementare : (0, 1), 

- (0, — 1) sunt respectiv 2, — ze. 

Fie ug valoarea integralei luată după drumul direct Lo şi u 

valoarea ei -după -un :drum L.' Dacă între cele. două drumuri 
“nu se află nici „unul din pietele. e critice 4 l, integralele au acelaş 

valoare, - A „o _ 

Si »resu punem că între L și L se wăsej le-unul sau amândouă | o 

punctele critice. - Pentru a obţine. vi ioarea integralei după drumul 

L, observăm că acest drum este echivalent cu drumul forinat "de 
>? 

unul din contururile elementare sau de amândouă, descrise într'o- 

ordine convenabilă, de un număr convenabil de “ori, urmat de. 

drumul Log. Valoarea: integralei, luată după drumul L, va fi dar? 

dată de contururile elementare corespunzătoare, la care se: adaugă 

valoarea ci după drumul Lg, descris cu: valoarea iniţială 1 a 

radicalului, după cum contururile elementare, cari au precedat, 
sunt în număr par sau impar. Din cele ce preced se deduce rela aţiunea 

dintre valorile. integralei după cele două dramuri. a 
Să presupunem mai întâi că Lg este.precedat de unul din cele 

"două contururi elementare (0, ]) sau (0, — 1) (fig. 66); valorile 

torespunzătoare ale lui u vor fi respectiv 

0 usaup u == au. 

Să presupunem acum Lg prece- 

„dat de ambele contururi elementare, 

descrise . succesiv, o singură” dată 

(fig. 67); valoarea finală a integralei 

va. Îi 

  

- Fig. 67. 
(3) - u= zar uo 

după cum conturul (0, 1) precede conturul (0, — — 1) sau viceversa. 

Dacă Lg este precedat de contururile (0, . 1) (0, - — 1) descrise 

succesiv de n ori 3 avem : : . îi 

(4) - po u = 2na F. to: NR sa 

Din cele ce preced rezultă că integrala (1) admite, pentru
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aceiaş valoare. a limitei superioare z, o infinitate de valori „cuprinse 
în egalităţile PR Ai „a 

(5) uz fat în, a Pe Ul n + lau, . 

up fiind una din -valorile integralei și n un număr intreg oarecare,. 
pozitiv, negativ sau nul. _ 

Forma analitică a funcţiunii u(2) reprezintată prin integrala 
(1) întrun: punct oarecare al planului, se obţine desvoltând fune- 
ţiunca (1 — 22) 7 în serie în” domeniul acelui punct și integrând. 

„. Fie a diferit de +1; av em pentru una sau alta din cele două ramuri, 
cari nu: difer „decât prin semn; 7 

(6) U— ai = ao al) + aa— a +. 
Fie u(a) una din valorile. integralei. în punctul a=a; vor aiva, 
în domeniul acestui punct, “ a o 

O ua) —“u(a) = a lg + tea pu 
-Dacă a = 1, av vem, în domeniul acestui punct, o 

  

| PI cip ur peer [uri DC a Va a 
e Par aan tatei 

„Luând valoarea ” integralei, în punătul “2 =1, cală cu 3, avem 
i desvoltare ea: a i 

(9) o u— = iai P(z—1). 

Punctele = sk Î-sunt aşa dar puncte de ramificațiune ale func- 
țiunei uţa). . - | 
Din desvoltările precedente rezultă că integrala u(z) esie o fune-: | 
ţiune analitică multiformă cu o infinitate de ramuri, cari se deduc 
dintr'una. din ele, . dacă facem să varieze drumul de integraţiune” 
întrun mod convenabil, conform celor văzute mai sus. 

“Punctul z = co este un punct singular logaritmic. pentru 
Loate ramurile, precum se recunoaşte, d acă ţinem seama de desvol- 
tarea. 

i[iu AL, 1.81 LB Oi - = —| ek E Du Sania ... (+ dai Diaz! PDA n ză tf ! 
„valabilă în tot planul exterior cercului 2] =
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382, . Transformarea planului (2) în planul (u). Să limităm 
planul (2) prin două tăieturi făcute dealungul axei reale dela punctul 
+. la + co și dela punctul . — 1 la — co şi, fie u ramura.care se 
anulează împreună cu -z. Din origină ca M “ 
centru să descriem un semicerc cu o rază R | 
foarte imare și din punetele + și— ca cen- 

tre, două semicercuri cu o rază r foârt6 mică, 

toate situate deasupra axei reale (fig. 68). Să B tat 

     

       gel 

„considerăm conturul OambAMBb'm/'a'O for- Fig..65 - 
“mat din axa reală Şi din- cele trei semicercuri. "Se recunoaşte lesne, ra 

portându- -ne la -variaţinca radicalului 1 — ză, că liniile 

Oa, amb, BA, AMB, Bb', b'm'a', a0 

din planul (2) se transformă respectiv în liniile. 

Si Oa, ab DA ABi, Bbs baz 10, 
din planul (u) (fig. 69) în care: "Oua este un segment de axă “zeală 

SR ZE 
a cărui lungiine este 3 — & e> 0 tinzând către zero împreună 

- 

cu r; „axei a, bi diferă de un cadran “de cere cu centrul în punctul 

u= 3, cu atât mai puţin cu cât reste mai mic; bÂ, este un segment 

sui _ DI ICR E: 
de linie dreaptă perpendiculară pe axa 'reală, având abseisa 3 1); 

linia A.B, ale cărei extremităţi au abscisele J- 3, diferă de un seg- 

ment de dreaptă paralelă cu axa reală, cu atât 
  

        

B_ R A mai puţin, cu cât R este mai mare şi se depăr- 

: tează la infinit când R tinde către infinit; în. 

(u) "fine; celelalte linii sunt simetrice cu cele dintâi 

” în raport cu axa imaginară. Integrala u fiind îunc-" 

sl IE , ţiune olomorfă de 2 în aria limitată dă conturul 

„2 a 0, za „considerat ul lui z și contururile celor două varia- 
Piz. 68 - bile corespunzându- -se punct cu punct, u descriind . 

conturul său în acelaș sens cu z, rezultă că 

transformarea celor două arii este o transformare conformă ($ 358). 

Un contur (2) simetric cu cel dintâi în raport cu axa reală, dă. 
pentru 1, în raport cu axa sa reală, un contur simetric cu cel obţinut - 

mai -sus. "Țărmurile pozitive ale celor două” tăieturi (2) corespund . 

“celor două: 'semidrepte pozitive ale fâșiei (u) şi țărmurile negative 

corespund: semidreptelor simetrice.în raport cu axa reală. Făcând : 

„r=0, R = co, rezultă că planul (2 (4 2), mărginit de cele două tăieturi 

-- 1) Căci, când z descrie dreapta BA, punctul u se mişcă pe o perpendicu- 

lară pe axa sa reală, a cărei poziţiune este” independentă d de mărimea lui r și 
zi . . 

- pentru r =0, avem u= 3. A .
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fâșia a nelimitată din planul (u), cuprinsă între două drepte paralele cu 
"axa imaginară şi trecând prin pune- 

2   

a. 

” -i o + 
== rs 

Fig. 70 

nare se corespund; de unde rezultă 
că punctelor simetrice în raport cu 
-axa imaginară (2) cotespund. puncte 

simetrice în.raport cu axa imaginară. 1) (Observare, $ 363). p A 
Din desvoltarea 

(Ai = 

1 a 5 

“convergentă în acelaş cerc și care se anulează . 
> în punctul 2z=0. Ramura u(2) care se anu- 

lează în punctul 2= 0 coincidând cu elemen- 

Et pt, - 

valabilă în' cercul | z| = 1, rezultă seria 

1.3 

  

Fig. ît 

tul funcţiunii aresinz, care se anulează în acelaş timp, conchide 
că funcțiunea u(2) este identică cu funcțiunea aresinz: 

(1) 
383. _Îmoersiunea, integralei. 2 ' 

dr 

ou VE a | 
Să privim limita superioară za integralei ca funcţiune de u şi lie 

= f(u). Din reprezintarea conformă a planului (2) mărginit de cele 
două tăieturi (1, -F 00), (—1,— 00) pe fâșia. din planul (u) cuprinsă, 
precum S'a văzul mai sus, între cele două linii drepte perpendiculare: 
pe axa reală, trecând prin punctele u= +3 corespunzătoare punc- 

„telor z= 4 ], rezultă că z=f(u) este o funcţiune olomorfă în această 
- făşie ($ 258). Voim să arătăm că f(u) este o funcţiune olomorfă în tot 
planul. Pentru aceasta, să observămcă: funcțiunea f(20), olomorfă în inte- 
riorul fâșiei considerate, fiind reală dealungul celor două linii cari o măr- 
ginesc se prelungeşte î în afară din această fâșie și primeşte: "alori ima- 
ginare conjugate în puncte simetrice în raport cu aceste linii ($ 3603). 

Reprezintând prin (D, D') tâşia inițială, limitată de dreptele D,D', 
a cari trec prin punctele u= x și suni perpendiculare peaxa reală, să 

  
-Tig. 72 

olomorfă ca și în cea 

  

considerăm fâșia paralelă (D, D,) având cu 
"dânsa latura comună D şi a cărei a doua la- 

Zi a tele u= +3 (fig. 71). Axele imagi- 

ESI - Î7 tură D, trece prin punctul u=- (fig. 72). In. 

această fâșie funcțiunea f(u) este așa dar- 
dintâiu (363, Observare).



FUNCHIUNI ANALITICE REPREZINTATE PRIN INTEGRALE DEFINITE 321 
In privinţa valorilor ce Ju) primește în această fâșie, observăm că dacă u este un punet în fâșia (D', D), zu este un punct situat în fâșia (D, D,) astfel că avem egalitatea 

(2) ha) = Nu), 
precum rezultă din a doua egalitate (5) ($ 381), în care facem n = Q.- Această egalitate se mai deduce din consideraţiunile următoare; Fie u=a+ If un punct din prima fâșie, punctul 4 =z—a + if este simetric cu u în raport cu dreapta D și cu punctul ui = 2 —u în'raport cu axa reală. Valoarea funcţiunii îtu) în punctul u' este așă dar imaginară conjugată cu valorile ft), ft”). De unde rezultă egalitatea (2). 

“Prin consideraţiuni de. simetrie analoage cu cele precedenie se recunoaște că funcțiunea f(a) este olomortă în tot planul (u). Referindu-ne la formula (5) (S 381), care dă expresiunea tuturor valorilor integralei u corespunzătoare la aceiaș valoare a lui z, conchidem că funcțiunea 'f(u) satisface egalităţile ! 
[ fu 2hz) = Hu), 

LN Dz—u] = fi, 
k fiind un număr întreg arbitrar, - - 

Funcțiunea z = f(u) este aşa dar o funcţiune întreagă, simplu 
periodică, având perioada 22. Din reprezintarea conformă a planului - 
(2) ȘI a fâșiei > din planul (u), precum şi din relaţiunca 

(3) 

[(z — u) = flu), rezultă că funcțiunea f(u) nu admite perioadă 
în valoare absolută mai mică decât 2z. a. 

Din relaţiunea u(— 2) = — u(2), rezultă, viceversa, relaţiunca 

mw =) = — fu); 
căci f(u) primește o valoare unică. pentru fiecare valoare a lui u. 
De unde rezultă - 

5 RO) =0 o 
și prin urmare, în virtutea egalităţilor (3), 

„(6) [2 =0. 

Zerurile funcţiunii f(u) sunt aşa dar date de expresiunea u = khz, 
Rk fiind un număr întreg arbitrar. i 

384. Se poate, fără ajutorul prelungirii analitice și a trans- 
formării conforine, proba foarte lesne că funcțiunea inversă f(u) 
a -integralei (1) este o funcţiune întreagă, efectuând inversiunea 
seriei (2) ($ 381), prin care se recunoaște identitatea ei cu funcțiunea 

21 DAVID EMMANUEL
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sin u. Pentru aceasta să calculăm coeficienţii seriei inverse. Deri- 

vând ecuaţiunea | 

Dl, 
avem - 

da dz. 
———_ —— — 2 D= — pe 

du? (2) du 3 | Ă 

de unde rezultă, întrun mod general, egalităţile 

ae dn 2 
- Di = n 

du (- Ie, 

dna i 
= (2 fn (d 227 

duri ( 1 (l-a. 

Făcând u = 0, valoare căreia corespunde x = 0, avem 

(2) 0 (=) ( 1 i - 

- | dun po | du2n+i Je > . 

de unde seria 
” u3 j u5 . - 
Sua = =simu, 35 SI 

2 

III. — INTEGRALA ELIPTICĂ DE SPEȚA 1. 

'385; Să considerăm integrala cliplică de speța |. 

” | * da 
(1) , u(2) = Via 

[(2) fiind un polinoni de gradul 3 sau 4)). 
  

1) Printr'o substituţiune liniară se poate trece dela un caz la celalt. Astiel 

dacă f() este un polinom de “gradul & şi a un zero simplu al acestui polinom, 

  

punând 

A (1) | | z—a si , 

obţinem egalitatea 

(2) E a Ie 
Vi VI: 

în care aţi) este un polinom de gradul 3. 

Viceversa. Dacă f(z) este un polinom de gradul 3 și a un număr diferit de 

zerurile sale, aplicând substituţiunea (1) obţinem egalitatea (2), în care avem 

, Et tel | 
hld =] [lat + flo) ap tr gr 3  Îla)=F0., 

Prin substituţiunea (1), fiecărui zero al lui f(z) diferit de a corespunde câte 

un:'zero al lui f,(4), iar punctului z = a corespunde punctul i = o. Unul din 

punctele critice ale radicatului Vii este așa dar punctul co. 

.
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Să presupunem f(2) de gradul 4 și fie 

0) = (oa) (oa) (ea) (ea), 
av ax 3, aş fiind patru punete distincie. Să presupunem punctul 
“To, origina integralei, diferit de aceste puncte. În punetul ag radicalul 
are două valori distinete, egale și de semne contrarii. Adoptând 
una din ele ca valoare iniţială, pe care o reprezintăm prin |/f(20), 
radicalul va fi bine determinat dealungul unei curbe oarecari, ce 
nu Lrece prin puncte critice. , 

Să presupunem punctele Cu, Ga 03, Gy nu 
"merotate în ordinea în care ele sunt întâlnite 
de 6 rază vectoare, care se învârteşte în jurul 
lui ao în sensul pozitiv și să introducem con- 
tururile elementare (29, 41), (za; ao), (zo, as), 
(70 as) (fig. 73). 

Fie 

  

Din DAa, DAz, 2Â4, 
valorile integralei (1) luate. după aceste contururi, valoarea iniţială a radicalului fiind |//(20). Integrala după cercurile descrise în jurul punctelor de ramificaţiune tinde către zero împreună cu raza acestor cercuri; Găci produsul 

. * | 1 

(2— a) Vi | (k = 1,2, 3, 4) 

tinde călre zero când | z—ax |] tinde către zero. De unde rezultă 
că avem 

” a, . 23 - a 
| da 

- dz dz - dz | =] pr] Via] iai] ia 
Aceste patru integrale nu sunt independente între ele. In adevăr, din ag ca centru cu o rază R destul de mare să descrim un cere (R) are să cuprindă toate punctele critice. Să considerăm, de o parte, drumul format de cele patru contururi elementare descrise în ordinea indicilor și, de altă parte, drumul format de raza zgă, de cercul (N) urmat de raza Azo. - Integralele luate după cele două drumuri, în sensul pozitiv, sunt egale, căci în aria cuprinsă între aceste două drumuri funcțiunea de sub semnul / este olomorfă. Insă integralele (Zo4) și (Ag) se distrug, radicalul V/ î(2) tmecând prin aceleași valori în ambele sensuri Și integrala după cere tinde către zero, când raza cercului tinde către infinit, căci produsul 

a Vi tinde către zero în acelaș timp. Valoarea integralei după: 
ae
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cercul (R) fiind independentă de mărimea razei R 1), rezultă că 
“această integrală este nulă. De unde rezultă, suprimând factorul 2 
relaţiunea căutată 

(3) A Aa AA 0, 
“Semnele alternative cari figurează în această “egalitate provin 

din faptul că după ce se. descrie un contur elementar, radicalul“ 

își schimbă semnul, astfel că conturul următor este descris cu o - 
valoare iniţială egală și de semn contrar. - 

Să punem a | | 
Ag— A =, Ag—4,=o0; 

„de unde, în virtutea relaţiunii precedente, 

A—AĂ =. 

Aceste egalităţi ne dau valorile constantelor A, -.. A, în funcţiune 

de una din ele, de exemplu A, și de o și o'; avem 

(4) A = A+ og t+o+o, A = 4+o. 

Să observăm că o și e' sunt independente de punctul zo, 

ales ca origină a contururilor elementare. Astfel cantitatea 

20 = DA) - . . 

este egală cu valoarea integralei (1) luată după o curbă închisă, 

descrisă în sensul negativ, care trece prin zip şi nu conţine în interiorul 

său alte puncte critice decât punctele a, 
şi aa. Această 'curbă însă se poate inlocui, 

precum se recunoaşte lesne, prin conturul 
" a(az)fp(a.)9a - (fig. 74). Făcând să tindă 

către zero razele celor două cercuri, ale -. 

  

"căror centre sunt punctele a, $ şi G>, Ş şi ținând 

seamă că la limită integrala după fp este 
egală și de acelaș semn cu integrala după da, zezultă egalitatea” 

13 

ga | „6 | = =, 
- z i Via 

integrala fiind luată după dreapta care unește a, cu az pe țărmul * 

care se ailă de aceiaș parte a dreptei ca punctul za. In acelaş mod 
obţinem 

Li 

G AR o dz. 

0 Via Ă a 

  

i) Ea este egală 'cu .valoarea integralei după contururile elementare.
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Cantităţile 20, 2o' se numesc .perioadele integralei eliptice date. 
Vom vedeă mai departe că raportul lor este imaginar. 

| Cu ajutorul formulelor (4) se recunoaște că integrala eliptică 

Inată după o curbă închisă, care conţine în interiorul său două 

puncte critice oarecari, este egală cu o perioadă sau cui o sumă de 
perioade; căci expresiunea unei asemenea integrale este de forma . 

2Aa — Ap), (a, 6 = 123,4) af. 

De unde rezultă că asociând punctele critice două câte două; 

în diferile moduri, pentru a formă un sistem de două perioade, 
orice sistem de perioade se exprimă printr'o sumă de multiple a 
celor dintâi. - 

Din cele ce pr eced conchidem că integrala eliptică de speța | 
- este finită. în toL planul (2), inclusiv punctul z = 00, având în 

fiecare punct o infinitate de valori. Să reprezintăm prin ug valoarea “ 
integralei (1) luată după un drum determinat (drumul direct), 

“care duce dela g la a. Orice alt drum, care unește aceleași puncte, 
poate fi înlocuit prin drumul direct, precedat de contururi elementare 
descrise într”o ordine convenabilă. Două cazuri se pot prezintă, 
după cum numărul acestor contururi elementare este par san impar. 
In cazul întâi, valoarea radicalului, după ce z descrie toate conturu- 
vile, este egală cu valoarea iniţială ]/ f(29); prin urmare 

u = up 2mo + no", 

m şi n fiind numere întregi. In cazul al.doilea, valoarea integralei, 
după descrierea contururilor elementare, este 2mo + 2no' + 2Ă, 
şi în acelaş timp radicalul devine — 15 (29). Cu acest. radical, ca 
valoare iniţială, obţinem, dealungul drumului direct, pentru inte- 
grală, valoarea — up; prin urmare valoarea integralei u după 
drumul total este 

U = DĂ, — up + om + 2no'. 

In rezumăt, totalitatea valorilor de cari integrala (1) este 
 susceptibilă întrun” punct z, este dată de expresiunile 

Si 2 2 (7) uz j tg + 2mo + 2no' 

| DĂ, — ug + 2mo A 2noy, 

Dacă origina g coincide cu punctul crilie d avem A = 0 
“şi formulele de mai sus se inlocuese ] prin următoarele 

1 = .uo + 2mo + 2no'. 

Forma analitică a integralei î în domeniul unui punct. oarecare, 
situat la distanţă finită sau la infinit, se obţine, desvoltând func-
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ţiunea de sub semnul f, în domeniul considerati și integrând, precum „am Văzut ($ 381). Din aceste desvoltări se conchide, ţinând seamă 

„de egalităţile (7), că integrala u(z) este o funcţiune analitică multi- 
formă având o infinitate de ramuri, cari se deduc dintr'una din 

„ele, inodificând drumul de integraţiune întrun mod convenabil. 

„8386. Să presupunem polinomul de' gradul al treilea și fie | D= (000) (005) (a). 
Reprezintând prin 20, 20 perioadele relative la punctele critice 
(a, a), (as, 3), avem 

a 

| o= IC w'= e — d sI . V(e- aa) (z—a0)(z— aş) V (=) (2—a2)(7— aa) 
“Toate perioadele ce se pot obţine luând integrala între. două "puncte critice oarecari, inclusiv” punctul az = O, se reduce lu cele dintâi două. Astfel avem - 

. | | ” ! dz a i da | - - Viza) (z—a4)(x— 43) | Vaca a) 
- 

- dz. 
+ . N 

Dă : Va To GQ 

„Să evaluăm şi integrala luată între punctul co şi unul din -celelalte puncte critice, de exemplu a, după o linie care să nu taie 
„dreapta (az aş). Pentru aceasta să deseriern 

un cere ([) din origină ca centru cu o rază 
I foarte mare, care să cuprindă în interiorul 
său punctele aj, a2; a3 Și să considerăm con- 
turul | o 

Aafip5(a3)5p(a2)p BeaABCA, 

A, B, C- fiind pe cercul (R) (fig. 70). Integrala - Tie. 75. - . Î ă a luată după acest contur este nulă. Insă în 
punctul. A, după ce z descrie cercul (R), radicalul își schimbă 

  

semnul, pe când pe linia fp radicalul trece prin aceleași valori la 
ducere și la întoarcere. De unde rezultă 

(67) + 06) =0, (Aa) + (a4) = 2(A0). 
“Trecând la limită (N = oo), obţinem 

- a Gs 

2 da = 2] de oo, 
„Via 

a Vi .
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In mod „analog, „se obţin egalităţile 

“da __ ” da 

Via si 2 Via JVIa 

ne o 
381. Raportul perioadelor — este imaginar, 

w 

Observare preliminară. Suma a două cantităţi complexe CĂ, OB, 
fiind reprezintată prin diagonala paralelogramului construit pe 
laturile OA, OB, punctul care figurează suma este situat în interiorul 

unghiului AOB. De unde rezultă că fiind dat un nuinăr oarecare 
de cantităţi complexe, dacă punetele cari figurează aceste cantităţi 

sunt situate în interiorul unghiului al cărui vârf este. punctul 0, 

suma lor va fi reprezintată printrun punct situat în interiorul 

aceluiaș unghiu și prin urmare argumentul său va fi cuprins între 

cel mai mic și cel mai mare din argumentele termenilor. Rezultatul 

se aplică evident unui număr nelimitat de termeni formând o serie 

convergentă și prin urmare unei integrale difinite.. 
Să venim acum la teorema enunțată mai sus și să presupunem, | 

ceeace este totdeauna posibil, integrala adusă la forma ——. - 

dz 

VAB A + Azz + A” 
  

'în care polinomul de sub radical este de gradul al treilea. Tic a, az 

două din rădăcinile acestui polinom; substituțiunea 

2 = a + (az—aji 

transformă. integrala propusă într'o: integrală care, abstracţiune 

făcând de un factor constant și înlocuind 't prin z, este de forma 

da 

Vzu=—2(a—z) 
a fiind o constantă diferită de 0 și . 

Vom consideră dar integrala sub forma precedentă și fie 
1 i a 

4 | dz Ă da - | 
1) o= D=, w = TF, 

| Vata) (a-2) Vai a 
- o 

jumătăţile a două din perioadele sale, integralele: fiind rectilinii.. 

Pentru ca aceste integrale să fie bine determinate este necesar 

a Îixă "valoarea inițială a fiecăreia din cele două radicale și. 
. . . AI PRI 3 . . 

ca pe - drumurile de integraţiune să nu se găsească nici un 

punct critic. Ultima condiţiune va fi împlinită dacă a este diferit
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de un nuniăr real mai mic ca']. Să facem o tăietură dealungul axei reale, cuprinsă între punctele x =.4. Şi a:= — 0, tăietură prin care a privit ca punct variabil să. nu treacă. Adoptând pentru argumentul lui a v: aloarea zero când a este real: și pozitiv, acest argument va fi cuprins între! — a și +a, ! Vom deterinină radicalul în prima integrală luând argumentele . lui 2 și (| — a) egale cu 0 și valoarea iniţială a argumentului lui (a — 2) egală cu arg a. Pentru ca să trecem dela i» la ww” vom evită punctul z = 1, printrun are de cere infinit mie având centrul “În acest punct și descris în sensul negativ în raporl cu aria interioară acestui cere. Cu modul acesta, valoarea iniţială a argumentului în a doua integrală va fi complect determinată. 

Ducă a este real şi mai mare ca 1 » teorema ce voim să demonstră rin este evidentă; căci avem expresiuni de forma 

(2) - o = A, o' ="B, 
„Aşi B fiind cantităţi reale și pozitive. 

1 Să presupunem punctul a situat dea- 
Supra axei reale şi fie a argumentul ui. Să Fig! 76 considerăm triunghiul (0la) ale cărui vâr- . [uri sunt O, | şi a și. fie f și 7 unghiu- 

rile Sia; Îc). (fise, 76). , - 
Valoarea argumentului diferen tialei 

    

dz 

Vai 2) (a) 
la începutul laturei (0, 1) este egală cu valoarea iniţială a argumen- 
tului factorului   

, a 
„ adică —-5-. Când z deserie segmentul (0, 1) —a a 

argumentele lui z, (1 — 2) și da rămând constante şi egale cu zero, pe când argumentul lui (a — x) creşte cu unghiul 7 1);.. prin ur 
mare avem! 

+
 

  

” da - ADD | a Z, Va. (a-a) = 2 

De unde rezultă (Observarea preliminară). că argumentul - 
a, a > lui 4 este cuprins între —-- și — = Putem dar scrie 

a (3) | arg o = — 3 — 9 A 0.<0<l. 

O 

- . - - 1) Punctul (a— a) deserie! segmentul (a, a—) egal paralel și de sens invers cu segmentul (0, 1). -
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Să caleulăm argumentul lui 6. Când z descrie arcul bgb, puric- 
tul a” == 4 — descrie, în sensul negativ, un are egal, având cen- . 
trul în 0; prin urmare, în punctul V, arg (1 — a) =—B; de unde, 
în acelas punet, 

  

arg ———= 
- 2 

= V/i=z 

Dealungul arcului considerat argumentele lui z şi (a — 2) variază 
infinit de puţin şi la limită variaţiunea lor este nulă. De altă parte, 
dealungul laturii (Î, a) argumentul lui da fiind constant şi egal 
cu arg (a—l)=2—f,. rezultă că la începutul laturei (1, a) aven 

|
 

  ro i d a+y 1 / ! “ 

E Vă taraf 
| a+B+i _a 
Sa 

. 

" Dealungul: laturii (|, « arg 2 variază dela O la «a; prin urmare 
1 

arg sf creşte cu — a Celelalte argumente rămănând constante z 2 
  

dealungul acestei laturi, avem în: punctul a 

i da 
aro e alzi o Vaz 2) (aa) 3 d 

  
Ă ” z—a a: RE Prin urmare arg o' este cuprins între —5-— și 3 Și pulem scrie 

. | 2-a a 5 _ | (4) arg o' = pt 0. 0<0,<!l. - 

Scăzând una din alta csalităţile (3) și (4) obţinem - 

_ II) a a _ - -(5) ag = + (Oua + 09). - 

Insă. 0 <a+p<a, prin urmare 
? 

z w 
(6) < arg a < z. 

  

II. Să presupunem punctul a dede- 

subtul axei reale (fig. 77); avem 

” dz ==) „a 

arga =—a, "arg ÎI Vai 2) (aa) 2) (a Za) Ze 

Dealungul segmentului (0, 1) argumentul lui (a — z) variază dela
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—a până la arg(a — 1) = —(21—f); prin urmare, z voriând 
dela 0 la 1, avem : 

| are ( da. = „af _a+p - 
3 3 Vata tea 

De unde rezultă 

a 7 (7) ÎN argo = 3 +03, 0<0<1. - 

-. ” “ „i - e. - - Pentru determinarea perioadei e', evităm punctul =, 
conform convenţiunii de măi sus, printrun are bob exterior unghiului 
Ola = $; argumentul lui 1 — z în punetul V este așă dar — (dz — 6). 
Prin urmage în acest punct avem 

  arg 1 pl 

Pe latura (Î, a) aunenu diterențialei d da este constant 

> arg(a—1)=—(a2—p); 
prin urmare în punctul = ], considerat pe această latură, avem 

dz A sn-f a (Pag) tt 
Când a descrie latura considerată, argumentul. său variază dela 

arg 
  

zero la —(; avem dar, în. punctul +=, 

De- unde conchidem egalitatea 

arg 

- ” “ , jrA . a 

(8) . aro w = > 03. 

Din egalităţile (7).și (8) rezultă dubla inegalitate 

7 
W. d - o Sas 

II. Am presupus punctul a în afară de tăietura (1,.— co). 
"Dacă a se găsește întrun punct oarecare al tăieturii diferit de O 
și Î, convenim a-l privi situat pe țărmul pozitiv sau negativ. V alorile 
corespunzătoare ale lui c& și a sunt limitele către cari tind inte- 
gralele (1), când a fiind deasupra axei reale tinde către ţărmul 
pozitiv, sau' fiind dedesubtul acestei, axe tinde către tărmul negativ; - w 

. arg —- rămâne respectiv cuprins între limitele (6) și (9). . 7



FUSCȚIUNI ANALITICE REPREZISTATE PRIX INTEGRALE DEFINITE 334: 

388. Rezultatul din urmă se poate obține direct; este de ajuns 
“să evităm întrun mod convenabil punctele critice câri se află pe 
drumul de integraţiune ale integralelor (1). Este interesant să 

facem acest calcul. | 
10, Să presupunem mai intâi 0 <a <1. Vom evită, în calueu- 

lul lui 6, punctul a printr'un semicerc cu.o rază a cărei limită este 
zero, situat dedesubtul axei reale sau deasupra axei, după cum 
privim acest punct ca fiind pe ţărmul pozitiv sau negativ al segmentu- 

lui (0, 1). De unde rezultă că dacă argumentul lui (a — 2) este nul 

în intervalul (0, a), el vă îi respectiv egal cu 2 2 în intervalul (a, 1) 
(fig. 78, fig. 79); prin urmare, în acest interval, vom aveă respectiv 

Va—z= ziV/aa, după cum d este pe țărmul pozitiv sau 

negativ, - - 

Să considerăm argumentul lui (L— 2). Acest argument este: 
luat, ca şi argumentul lui a, egal cu zero în expresiunea lui o; cl 

va fi dar, în expresiunea 
pt lui &', egal cu zero sau 

SS cu — 22, după cum pune- 
„Fig. 78 

  

tul a este pe ţărmul po- 

zitiv sau negativ (fig. 2); - 
căci, conform convenţiunei pentru determinarea lui q”, în cazul 
întâi z descrie segmentul (1, a) fără a înconjură punctul 1 (fig. 18), 
iar în cazul al doilea a descrie acest segment după ce a incon- 
jurat punctul 1 în sensul negativ (fig. 79): rezultat ce concordă 
cu formulele din cazurile I' și IL în cari facem f = 0. 

Din cele ce preced rezultă label următor: 

10. a ne țărmul + șia<z<l (fig. 78 

1 
) 

dz [e da 
w = FR = = 

Val 2 a ES „Va i 2) (a 2). 

Ş PE = = = A-iB. 

(10) | aa | 

p “ da da i 
U = Vara dă ni ri si 

2 da A 

E E Vz(-2 (2—a) _ 
    

2. ape ţărmul —șia << (lig.79); arg Vi=z =
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în expresiunea lui o, , a _ 
“na PR 1 End 
a e da =. — a A+ B, “ z 2 (a— =) st ! „Ve (1— 2) (a—a _ ri i a) 

(11) 
- da „n. - 

= "BB, 
= | ratia - (z— a) - i 

"Radicalele din membrele din urmă fiind toate reale şi pozitive, 
rezultă că A și. B sunt cantităţi reale şi pozitive, Coeficientul lui i 
în raportul pi este, în ambele sisteme, egal cu cantitatea pozitivă 

AB 
E AZ B2 

Să presupunem a < 0. In - acest caz, argumentul lui (a — z) 
rămâne invariabil și egal cu argumentul lui a, adică egal, ca și 
în cazul precedent, cu + z, după cum a este pe țărmul pozitiv sau 
negativ. Argumentyl lui 2 fiind pentru 2 > 0 egal cu zero, va fi, în : 
intervalul (0, a) egal cu argumentul lui a; căci punctul critic a = 0 
este ocolit printr'un semicerc situat! deasupre sau dedesubtul axei 
reale, după cum punctul a este deasupra sau dedesubtul acestei axe 

. (fig. 80, fig. 81). Dealungul seg- 
a Rai = 0  mMentului (0, a) vom avea dar 

a o a „respectiv o Fig Ss)... Fig. SI Vaz= + Va 
radicalul din” membrul al doilea. fiind-real şi pozitiv. 

In fine, arg (L— 2) este nul în expresiunea lui o; iar în ex- 
presiunea lui o, acest argument este nul sau egal cu — 22, după 
Cum arg a = +7, pentru acelaș- motiv ca mai sus. 

De unde rezultă tabloul următor: . 
3. arga=a, - 

dz | dz - 

= 

— 

        

  

o= == | i, “ Via) (a— a) „Vai da) (2— a) ! 

aa | tei U | | Va(l- ? (a 2 J | Vz(=2) (220) | 

__ da _; “da ă 
_ , Ve (1-2) (e) „Vei — 2) (2-a) Mi 

Îmi Vă ERE =IA-+ . | E | Ă
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49 e = n 40. argpa=—a, 
1 1 

da , ar 

„e l— a) (2 ! z (1 —a) (7-a) 

a de a - 
13 = O IN 

U5jo Vu (aa) fer 1— 2) (z— 2 

= AB. ă 

A | ra x) (a—2) | 

Cantităţile A şi B fiind reale și pozitive, coeficientul lui i în 

w' 
raportul — este cantitatea pozitivă 

w 
' LB 

A 

389. In rezumat, din ioate cele ce preced, rezultă că oricare 

ar fi valoarea lui z, diferită de zero, ] sau infinit, coeficientul lui i 
, 

VW 
. 

în raportul lui — este diferit de zero. Ceva mai mult, dacă perioadele 
w 

sunt determinate în modul cuni sa zis mai sus, coeficientul con- 

siderat este totdeauna pozitiv. 

390. Să studiărm, în mod special, integrala „eliptică sub. forma 

norinală a lui Legendre. 

ă . i _ = A 

1 u= 
, VS o 1 YK 

O | riza (= a 3 ri se N 

în cazul când modulul k este real și mai mic ca 1. Putem să-l 

- presupunem. pozitiv, căci figurează sub radicăl numai prin pătratul 

său. Punctele critice sunt toate situate pe axa, reală. Să le dis” 

punem în ordinea a 

a=—l, = 1 aa a = . 

Să luăm valoarea inițială a radicalului, în punctul z=0, . 

- egală-cu + 4 și să notăm cu 2K, iK' semiperioadele reprezintate 

mai sus prin & și 0'. Vom avea 
, +1 . 

Ni da “dr. 
2 = 2R — - Sa >> - VU) Ra : | aie a?) (1— 222) 

  

  

1 

_ ir TE dz . 

oz] VIBE EA - Tera Ia 

-.
. 

2
?
 
i
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radicalul din urmă este pozitiv ca şi cel iniţial, căci presupunenx 
punctul critic «= 1 evitat: printr'un. semicerc! situat deasupra 
axei reale. Constântele | 

1 - pe 

4 K „dz 

“ VEDE 
o 

E 

și A | | a , A 
o pe E dz | - 

1 , . 

, IUR OK NR sunt așă dar reale ȘI pozitive și raportul a > IE este pur imaginar, 

având coeficientul lui i pozitiv. - 
Să introducem modulul complementar. I', definit de egalitatea 

- (6) - au E + h2 = 

şi să facem în inteerala din urmă o schimbare de variabilă, punând > 
3 

(7) Mal e eg = 4- 

Efectuând calculele, obţinem expresiunea 
1 

Sa Îi O EI VEZEES 
care nu se deosebește de expresiunea (4) a lui K decât .prin aceea. 
că modulul k este inlocuit prin complementarul său 4” 

Cu notaţiunile precedente, valorile integralei u întrun punct 
vor fi date (formulele (7), $ 385) de expresiunile 

: , up + AmK + 2niK7, | 
0) "> | 2 — up + AmK + 2nik, 

„ag fiind una din. valorile integralei în acel punet- | 
Este înteresant de observat analogia ce există între expresiunile 

precedente, relative la perioada 4K. şi acelea relative la perioada 2 
cari dau valorile lui are sin 2. De altmintrelea, pentru k = 0, avem 
K=3 șI integrala eliptică considerată coincide cu funcțiunea. 
aresinz, 

Ă - 

391. Transformarea planului (2) în planul (u). Să limităm planul variabilei (2) prin două tăieturi făcute dealungul axei reale, una dela 
+ i la + oo, cealaltă dela: —1 la — co. In. acest plan fiecare
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ramură a integralei 

U d Rk real 

VU=22 (i-a)? Lo<nk<l 

este o funcţiune olomorfă. Vom consideră ramura care se anulează 

pentu z=0. Avem pentri u această ramură, egalitatea 

(2) | ” u(— 2) = —u(z). 

Din origină ca centru cu o rază loarte mare R, precum și din 

. 

punctele critice ca centre cu o.rază foarle mică r, să descriem semi- 

“cercuri, toate situate deasupra axei reale (fig. 82). Să considerăm 

conturul format din aceste semicercuri și din segmentele axei reale 

! cuprinse În între ele. Avem 

M 

    = —R, ALTA 
Fig. 83 

VU- 5 (1— k2a2) 

| Dealungul seganeitelor (, 2) , - 1— 3) avem respectiv 

expresiunile 

(3) VU 25) (22) = 7 i (2-1) Uh) 

, N „o. 4, a! , 

iar dacă z se găseşte pe unul din segmentele (£, co] sau (— ps 70 : LII: 

a . 
aven In ambele cazuri 

(0 VUZE = — VE EP=I), 
radicalele din membrul âl doilea fiind reale și pozitive. 

De unde rezultă. 

  

1 Mă 1 

ră : i 
da —: da = iK, 

Ve 7) (1- 5 - V(l= 22) 0-2) 
. o. 1 . 

—p -. : Fo . 

, -da a E dz 

aa UR VA 22 023) ? 

radicale find deteimate conform egalităţilor (3) și (4)-
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„Integrala propusă, luată în sensul pozitiv dealungul conturului complect, se reduce așa dar, pentru r=0 și N'= co, la 

+ 

| - iai 

„K—2 Veni (Aa) ! 
i 

Insă în aria limitată de acest contur funcțiunea de integrat “fiind olomoriă, integrala totală este nulă; de unde rezultă egalitatea 

e da =K 0 VEDE 
1 

Rezultatul precedent se- nai poale „obţine făcând schimbarea de variabilă 

“hka= 3 

D
R
 

e. 

de unde.se deduce imediat egalitatea 
+x î 1 
Di _ Ă dz 

„Vieni Ea i Viza Da- Liz) ” 

Să notăm valoarea integralei u luată dealungul axei reale dela! = Opână la a = -A- 00, evitând punctele critice prin semicercurile infinit amici cari fac parte din conturul considerat. Cele trei segmente 
„rectilinii (0, 1), , ), - o) dând respectiv valorile RR, —K, t t 

. . - avem | 

00 oa „V(- 22) (1— e 2) 

Este de observal că putem înlocui drumul de i integraţiune precedent prin o rază nelimitată oarecare dusă din origină și situată în semi- planul superior, fără a schimbă valoarea integralei. Căci în sectorul format de o asemenea rază și de drumul primitiv, radicalul esle olomori și integrala, dealungul unui arc al cercului R) tinde către zero când Î tinde către infinit. 
Cu ajutorul rezultatelor precedente obţinem conturul ce descrie u când z descrie conturul considerat, Deahungul segmentelor (0, 1), 

(n, Ţ 1), (3 + 00). integrala u este respectiv "de forma 

| o Ri RF a,



„adică "de un :semicere descris î în sens 

E 7 - i 4 - 
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i fiind o variabilă reală, care, variază necontenit în acelaș: sens; în 
primul interval dela O la I, în al doilea de la 0 la K” şi în al treilea 
dela 0 la.—K. ” a A 

Axei reale: negative (2) corespund pentru :u valori simetrice 
cu cele precedente în raport cu axa sa imaginară. -De unde rezultă 
că făcând R = co, axa reală (2) din care se exclud punctele critice _- 
prin semicercuri infinit mici, situate! deasupra acestei” axe, se 
trânsformă puncl cu punct întrun dreptunghiu ale cărui vârturi 
sunt punctele u = + K, uz + K+ iK 2 

Nu este inutil a.ne da seamă în ce se transformă! semicercurile 
relative la” punctele critice, înainte de a se reduce „a zero, precum 

şi în. ce se transformă semicercul (17) înainte ca. să devie infiniţ.: 
Fie a unul din cele patru punete critice; avem, în domeniul 

acestui punct e - Si 
, . . . , . | . N DL 4 . Lo , - 0) Vi = lea [o + Au (7—a)+ d Apo. 
  

Prin urmare; rejrezintând prin ug valoarea lui u în “punctul r=a, 
drumul. descris de u. va diferi infinit puţin de drumul dat de ex- 

„presiunea 

(8) . | u— ug = 2Â9 (r— o, NL 
au
 

care reprezintă, când a descrie semieereul reluLiv Ja punctul z =a, 
un cadran cu centrul în g descris în acelaș sens și situat în interiorul 
dreptunghiului obţinut mai sus. Raza aceștui cerc: tinde către zero, 
împreună cu |a—al. a 

In domeniul punctului z = GE, ramura „consideratii este” repre- 
zintată prin desvoltarea . N 

Pe A A 1[A A p = pat +... e VREI Să 
„de unde rezultă că drumul descris de u, când 2 deseric scmicereil 

(N), diferă infinit” puţin de drumul "dat, de expresiunea 

10 mea A Da 3 pp . Ă ra Hi” i ih 
. Li - . 5 4 . 

     
invers, având centrul în punctul u="N”. 
şi situat în interiorul “dreptunghiului. 
Acest.semicere se reduce la centrul său, 
când R tinde către infinit. (Fig. 84 ).. 

„Figura reprezintă conturul integralei u în care- se transformă con- 

Fig. 84 

„22 DAVID EMMANUEL: >
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turul considerat: al lui z, In aria limitată: de contuiul (2), 2 a fiind 
funcţiune olomorfă de z1) și contururile acestor variabile cotes- 
punzându-se punct cu punct, rezultă că ariile ce ele limitează sunt 
transformate întrun mod conform una în cealaltă. Făcând r.= 0, . 
R= „0, conchidem că semiplanul situat deasupra axei reale (2) 

se transformă întrun mod conform. în dreptunghiul (u). 
Axa "reală a variabilei (2), din care excludem punctele critice. 

prii semicercuri infinit mici situa te dedesubtul ei, se transformă 
- punct cu punct în perimetrul unui „dreptunghiu simetric cu cel 

dintâi în raport cu axa reală (u).. Conchidem că -semiplanul (2), 
situat dedesubtul. axei reale (2), se transformă în mod conform: 
întrun dreptunghiu. simetric cu cel dintâi în raport cu axa reală 
a variabilei vu, . - 

“Intrun cuvânt, lot planul (2) limitat de cele două tăieturi 
(—l, — 00) şi (-+- 1, + co) se transformă într'un mod conform 
în dre tunghiul (făg. SA). ale cărui. vârfuri sunt o p i 

- u= — K-z iK, = F K, 

  

  

    
  

  

  

  

sl SE “a9p. Inversiunea integralei i 

- . z - - - 

Ii - 5 K-iĂ A . - Pi Ra - 

Fig. 85 . E - o 

Să considerăm în planul (4) dreptunghiul (fig. 4) având 
ârfurile + K,. + K+, din care excludem aceste vârfuri 

„precum și punctul u= iK. Din reprezintare a-conformă a ariei astfel 
limitată şi a ariei (2) corespunzătoare, (fig. 83) î în interiorul -căreia 
u este o funcţiune olomorfă, rezultă, viceversa ($ 358), că =" p(u) . 
este. o funcţiune olomorfă în interiorul “dreptunghiului (u). Această 

1 | funcţiune tinde către + 1, a Ţ când u linde întrun mod oarecare 

către vârfurile: corespunzătoare ale dreptunghiului. Când u tinde. 
către punctul iK”, z-tinde către infinit. Punctul u = sI” este un 
pol de ordinul întâi. al funcţiunii z = g(u). -In adevăr, integrând 
ambele. „membre (9), din paragraful precedent, obţinem, în domeniul - - 

  

că integlată este funcţiune olomorfă. în acest contur ($ 294). Ă 

i „9 Dimensiunile acestui dreptunghiu. sunt. 
KE KARE 2K, 2 a Ia 

3 fiind funcţiune olomoriă în interiorul conturului' simplu, rezultă !



, 

de unde, prin inversiune, 

. corespunzător TF: 
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lui-z = o,  desvoltarea i 

o. Teo] Ne 

(3) A = uit "a, (ui! Na aa „tu IRA.) 
kz 

Prin urmare, în domeniul i punctului: u= = iK, avem seria -. 

4 | | 7 RI IRU P(u —), 

care arată că punctul u = i este un pol de ordinul întâi ŞI: i reziduul 

Funcțiunea” p(u), olomorfă în interiorul dreptunghiului 'consi- 

derat (u) din al cărui contur se exclude polul u =, fiind reală 

dealungul laturilor dreptunghiului, se prelungește în afară, primind 

ralori imaginare conjugate în puncte simetrice în raport cu fiecare 

din aceste laturi. De unde rezultă că funcțiunea = p(u) este uni- 

formă -în dreptunghiurile egale ci cel dintâi, având cu'el o latură 

comună ; în fiecare din aceste dreptunghiuri pu) mare. alt punct 

singular decât. un pol corespunzător polului îIK' și; prin urmare, 

această funcţiune este uniformă în dublul dreptunghi format din 

„cel dintâi:și unul oarecare din celelalte. patru. 

Să considerăm, de exemplu, dreptunghiul din fig. 85. In acest 

dreptunghi. funcțiunea este “uniformă și primește orice valoare o 

” singură dată, exceptând punctele situate pe laturile paralele cu 

axa reală: pe aceste laturi, în punctele simetrice în raport cu axa . 

reală, ca primește valori egale; căci pe latura superioară valorile 

sale sunt reale şi pe latura inferioară ele sunt respectiv i imaginare 

conjugate cu cele dintâi. - : .- : iu 

* Pentru motive identice de . simetrie, : dreptunghiul cu vârfurile 

  

        

e K K + 2iK) (fig. 86) satisface 
azi zi" Kezi HK - 2Keaik* (E Et ) ( ) 
A „aceleași condițiuni: Să numim A acest 

A u ur . . dreptunghiu. Fie 
[i p- _ ” 

DEI A: u=ă+ Bo 
HN Do . - 

, E. iH 2% un punct situat, în acest din. urmă 
au - 

Fig. 86 dreptunghiu ; punctele simetrice.cu u - 

a „respectiv cu axa reală „Şi cu. latura 

(R, R+ 2iK”) sunt respectiv Ia E 

W=a—if, u Rd ip, ra 

23» " :



340: PE "CAPITOLUL XIX... 

- In aceste două puncte. funcțiunea p(u)” având valori imaginare . 
conjugate. cu :. valorile sale . în punctul u, vezultă pu = p(u'), 
“adică egalitatea. .:. | a 

6) o Pe K- u) = p(u). 

„În virtutea acestei egalităţi, senidrepLunghiul din A situat. la 
stânga. axei imaginare şi dreptunghiul egal 

RR, RU 2K + 2iK7) (fig, S5) 
sunt t echivalene, adică unui punct u al.unuia corespunde un punct 
2 al celuilalt, legate între ele prin relaţiunea - 

(6) a uk o=2R, 

astfel că avem egalitatea . i 

Do o=eb) | 
"De unde rezultă că. dreptunghiul D, ale! cărui laturi sunt seg- 

mentul (0,2K) al axei.reale și seginen- 
x | „tul (0,2:K”) al axei imaginare (fig. 87), 

|. - “| „constitue ca şi A un domeniu  Iunda- 

  

2iH'. o aHezik uzi 

    
    

D | D Ă “mental. al funeţiunei z= p(u). 
L_ „0 Unal doilea dreptunghiu D', având, DI 
o 2KaK | cu cl latura: comună (2K, 2K aj 2K s), 0 Fig. 87 

„ constitue de! aseinenea, în virtutea si- 
imetrici și a prelunpicei, analitice, un domeniu fundamental, al 
funcţiunei p(u). | “ | Ia 
” Să considerăm dreptunghiul D= -D + D', format din ambele 
dreptunghiuri D, D'. In acest dreptunghiu (fig. 87) ale cărui vărfuri 
sunt punctele 0, 4K, 2K, 4AK + 2K, funcțiunea 2 = p(u) este 

"uniformă și trece .de două ori prin aceiași valoare. Punctele - o 
ale acestui dreptunghiu, în care funcțiunea are aceiași valoare, s sunt 

legate “între - ele prin relaţiunea (6). 

  

  

  

  

            

Pe laturile. opuse ale dreptunghiului, 
în puncte situate. pe aceiaşi paralelă - “la Aaaa 
la. celelalte laturi, funcțiunea are valori E A A 
egale. „SE E TOȚAE[SR 

Să ne închipuim că ducem para- -- . ZE aa 
lele la laturile dreptunghiului D prin 
punctele u= 4mK + nik, m şi n “Fig ss 

„Primind toate. valorile întregi dela 
— la +- 00. Vom acoperi astfel, întrun mod complect, plânul 
(1) printr'o reţea de dreptunghiuri egale în cari funcțiunea z = (is). 
se comportă ca în cel dintâiu (iz. 88). - o E



7, 
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-  Funeţiunea 2 = p(u) este aşă dar o funcţiune uniformă în 
N _ ? . ? _ 

tot planul (2), satisfăcând ceuaţiunile 

f pțu + 4mK + 2n:iK) = ou), | - 

(9 puma) Rt 2nik = pt). 

Aceste” ecuaţiuni corespund formulelor (9 ) ($ 390), ari dau toate 

valorile u corespunzătoare aceleiaş valori &. ÎN 
- Funcțiunea p(u) este, precum rezultă , din ecuațiunea (2) 

($ 391), o funeţiune impară 

(0) pod =—plu). 

Această funcţiune fiind nulă pentru u=o, rezultă din ccuațitinile ! 

(8) că zerurile acestei funcțiuni sunt date de egalitatea 

(10) = o + 2. 

De asemenea “buneiul uzi! fiind un. pol al funcţiunei, 

rezultă din aceleași ccuaţiuni că toate polurile sunt cuprinse în 

formula Aa ARE: 

UI) us 2mR+ Qn+ Ri i, 

Funcțiunea p(u) este așa dar o funcţiune analitică uniformă 

" neav ând în tot planul alte singularităţi decât un- număr infinit. de 

poliri. Ea este dublu periodică, având perioadele 4K, Di, 

“Vom întâlni această funcţiune, pe ahă cale, în partea a doua 

a cursuilui.. - 

=” OGAPITOLUL XX, e 

FUNCȚIUNI ANALITICE REPREZINTATE PRIN INTEGRALE: 
DEFINITE ALE CĂROR LIMITE SUNT CONSTANTE. 

"393. Să reprezintăm prin z şi 3 două variabile 'complexe 

independente între ele, figurate în acelaş plan sau în plane diferite 

și fie f(z, 3) o funcţiune analitică de z, olomoriă într”o regiune. 

(A), pe când = descrie o linie dată L, continuă în raport cu 3, oricare 

ar fi poziţiunea lui 2 în (A). Integrala 

aa,



mo = CAPITOLUL XX - 

a cărei valoare variază în genere cu-2, definește « o funcţiune Fo), 
olomorfă în aria (A).- 

În adevăr, fie” 29 un punct oarecare situat în interiorul lui - 

(A) şi zun punct oarecare pe linia L.. Există, prin ipoteză, un număr 

r > 0 astfel încâ în interiorul cercului |z—zo|=r să avem 

dai of) az (a. ă 

“De unde, integrând ambele membre dealungul liniei L, obținem 

egalitatea | Ma ii n 

a „| = > ana ao), 
n=o 

- coeficienţii du având valorile 

      

ă n - : “ 

(3) - a= e 1) d: (n=0,1,2,..-), 

„Dacă cercul | 2—z|=r nu e acopetă Loată aria. (A) seria “din | 

membrul al doilea se va prelungi neapărat în afară din.acest cerc; 

căci neprelungirea acestei serii ar trage după sine imposibilitatea 

prelungirii seriei (1), ceeace este contra ipotezei. Această serie dă 

așa dar naștere unei funcțiuni analitice monogene r(2) î în interiorul 
lui (4). Funcțiunea F(z) este olomorfă în (A); căci pe câu timp z 

nu iese din această. arie, coeficienţii a, ai scrici (2) au, În virtutea ! 

- egalităţilor (3), în fiecare punct o, valori determinate, independeiite 

de drumul ce urmează z când se apropie de ao. Teorema este. aşa 
dar demonstra tă. 

394. Integrala considerată 

| nn
: | . | 

constituie o expresiune analitică, care, în diferite regiuni (A), 
(A'), ... ale planului (2), poate coincide cu diferite funcțiuni ana- 

„Jitice. Integrala lui Cauchy - 

luată după o curbă închisă G, ne oferă, precum am văzut, un ase- 
menea exemplu. -



finit apropiate între ele și situate de 
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*- 395. Derivata integralei. Din eeelitalea (9) rezultă Ş 

sr) | a 

sau, înlocuind %9 prin z, Sa 

Br. Ie 
e 7 |: E 

adică derivata integralei se obține derivând funcțiunea de sub 

semnul f!: în raport cu a. - 

„896. Să presupunem acum că 2 în mișcarea lui în planul neli- 
mitat, întâlnește un punct %p în care funcțiunea f(ă, 3) încetează 

de a fi olomoriă, z fiind un punct oarecare pe linia de integraţiune L. 
Integrala corespunzătoare ” 

_ fmaa: o 

ar puteă să nu mai aibă sens, sau să devie nedeterminată. De aci 

însă nu se poate conchide că punctul 2 = 2 este un punct singular 

al funcţiunii F(2), precum din faptul că o serie întreagă P(2) este 

divergentă într'un punct al cercului de convergenţă nu rezultă că 

acest punct este un punct singular al funcţiunii. analitice cores- 

punzătoare. „Nu se poate afirmă nimic, întrun mod general. 

„897. Să considerăm ca exemplu integrala. - 

aa = dz 

= a, 3= fiind două puncte date și integrala fiind rectilinie. 

Integrala încetează de a aveă sens când z se-află pe segmentul ab. 
Să considerăm două punete za în- : 

o parte și de alta 'a. acestui segment:. - 

z' la stânga şi z” la dreapta (fig. 88), 

sensul mișcării fiind ab. Să luăm pe 

“segment. două puncte a, f, foarte a-  & 

“propiate de punctele z, 2” şi 'să-le unim printrun "are anf, astfel 

ca punctul z” să. fie interior arici formată de segment și de acest » 

 



Ba -  CABITOLUL IS 
arc, pe când punctul a să. fie exterior acestei arii, De unde rezultă 

  

  

  

  

egalităţile . | E p , 

di “| “da - . 
za sp - 

a (aamf$b) . pe | .- 
dz dz o. ? ” 77 = 77 a 2, z— a z—z - a a "«  (aamfb) 

căci diferența între valorile integralei 

“dz De 
ze . 

luată: respectiv după segmentul. ab şi după drumul aamufb | este - egală cu valoarea acestei întcgrale luată după curba închisă afma, descrisă în ordinea literilor D, i. [o A 

  

Scăz nd aceste egalități una din alta av em. 
an ă - . a dz d 1 1 - 7] = 2in +. | ZI ——— da | sai | 

0 (aamfl) - ” 
Făcând a 2 și a” să se apropie infinit de mult între ele, integrală din - 

  

  

  

membrul al doilea nu încetează de a aveă sens. şi limita sa este nulă. De unde rezultă ” 
a 

(2) o tn, | Să a J= iz, tn, | . 
  

      

Toate 'punetele sogmentului a sunt aşa dar puncte de dis- 
continuitate ale integralei. Nu este tot așă în ce privește funcțiunea F(2) definită de această integrală. In adevăr, dacă z se apropie „de un punct zyal segmentului, „diferit de punctele extreme a şi d, putem  deformă drumul de integrajiune astfel ca el să nu treacă - prin 20. Prin această deformare a drumului valoarea integralei nu se schimbă; de unde se vede că funcțiunea r (2) este continuă în domeniul punctului 2o A 

Modificarea ce se introduce în funcțiunea F(a) când z străbate 
drumul de integraţiune, atinge numai expresiunea sa analitică 

„cu ajutorul integralei ; căci aceasta din urmă îşi rupe continuitatea. Astfel, dacă F(2) reprezintă valoarea. integralei ai , 

da 
Ă ” - “ 7> . n 3—a 

- 
a 

Ă . 
i 2) Funcțiunea 'de sub semnul f fiind uniformă, avem Pa | (aamf) = (aa) + „om + (ad) = = (ab) + (amfa). - 
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„când 2” se află, de exemplu, pe părmul stâng al segmentului, valoarea 

aceleaș integrale într un punct, « 2” infinit vecin, situat pe ţărmul 

drept, e este! . 

(3 —— = P(a) — die, 

"De unde rezultă că prelungirea funcţiunii F(2), când z străbate 

drumul de integraţiune dela țărmul slâng la cel drept, se reprezintă 

prin expresiunea 

d 

- 

în a 

  Tr dia, 

Ca verificare : a acestui rezultat, să observăm că din egalitatea 

F(a a Je js aa i 

rezultă, în virtutea egalită i (2 
) 

lina N ta — F(2)] = 0 | o 

| 398. Raţionamentul de mai sus nu se aplică ducă 29 coincide. . 

cu unul din-punetele extreme, a sau b. Să examinăm ce devine 

funcțiunea F(a), când 2 plecând dela un punct a” revine la acelaș 

punct, după cc înconjoară unul din “punctele a sau b, de exemplu, 

* punetul a. Putem presupune, fără ca funcțiunea : să fie schimbală,-" 

că drumul de: întegraţiune primitiv - 

este înlocuit printrun drum L având 
aceleași puncte extreme a, D și tre- 

când infinit aproape de punctul z;, 

astfel ca acest punct 'să fie exterior. 

  

arici formată de cele două drumuri: 
(Fig. 59). a . a 

Să ne închipuim că facem o tăietură în plan, “dealungul drumului 
de integraţiune L, prin care variabila să nu treacă. In tot planul Ă 

aşă limitat, integrala dată este o funcţiune olomorfă și reprezintă 

uceiaș funcţiune F(a). De unde rezultă că dacă 2” este un punct 
infinit. vecin cu 4, situat pe ţărmul „opus al tăieturi, vom aveă, 

F(z) = B(r)— dia, 

! fiind presupus situat pe ţărmul slâng al 4 Lăieturii. Punctul z”. 

în “virtutea Tormulei (2),



gag CAPITOLUL XX |. !. 
fiind un punet oarecare, putem zice că dacă “a descrie o : curbă închisă în jurul unuia din punctele a sau d, în sensul pozitiv. în raport cu a sau în sensul negativ în raport cu d, funcțiunea F(2) se „mărește cu — 2iz. O .rotaţiune în sens invers măreşte funcțiunea cu + 2iz. De unde rezultă că dacă a descrie o curbă închisă în Jurul ambeior puncte a și d, funcțiunea F(2) se reproduce; ceeace irebiiă să aibă loc, căci F(z) este olomorfă în planul limitat de „0 linie oarecare ce unește punctele a și d. a 

“Toate aceste rezultate sunt confirmate, dacă observăm „că „F(z) coincide cu o ramură a funcţiunii Ă 

log (W— 2) — log (a — 2). 
399. Să considerăm “integrala mai generală 

Ti A a; 
| aa | a: - 

- a 

[(z) fiind o funcţiune olomortă în tot planul (2). Procedând ca în” exemplul de mai sus, recunoaștem că în două puncte infinit vecine : situate de o parte și de alia a drumului de integraţiune,. figurate: - prin acelaș punet geometric z, valorile integralei difer între ele | prin + 2izf(a). Punciele extreme a și b sunt singurele puncte! singulare ale funcţiunii F(2), definită de integrală. Când a plecând dela un punct zp revine Ia acelaș punct, după ce înconjoară unul - din punetele a sau d, F(2) se reproduce mărit cu + dif). 

400. Să considerăm, ca exemplu de un caracter mai geuctal, 
“integrala e . A _ 

» 

(4) B+) =] ae) dz, 
a 

în care G, G, sunt două [uncţiuni olomorfe de: variabilele indepen: dente z și =, integrala fiind liată după segmentul de dreaptă. ce uneşte punctele a și I (Ilermite, Cours..., Goursat, Cours, 1. II). “Integrala “încetează de a .aveă sens “în punctele. a: cari satisfac ecuaţiunea. | - 

0) a „a G(a, 2)=0, 

3 fiind un punct oarecare al segmentului ab. Să presupunenn - că pe când 3 descrie segmentul ab (fig. 90), una din rădăcinile 2 ale ecuaţiunii precedente descrie o linie |, (fig. 91) astfel ca ab și |. să se. corespundă punct cu punct; eceace revine a presupune, precum



  

a FUNCȚIUNI ANALITICE PRIN INTEGRALE CU LIMITE CONŞTANTE.. “sa 

vom vedeă mai târziu ?), că unui punct = oarecare al segmentului 

ab corespunde pe Lo rădăcină simplă a ccuaţiunii și viceversa, 

întrun punct oarecare z pe L, ecuaţiunea are pe segmentul ab 

o rădăcină simplă z. Fie == Z un punet al " 

segmentului ab și 2 = £ punctul corespun-: 

zător pe L.. Se va vedea de asemenea că, - | 

în ipoteza noastră, rădăcina z care se re- 

duce la £ pentru s = ţ, este o funcţiune 

  

olomoriă de 2 în domeniul lui £.şi vice=! 

versa. De unde rezultă că la două punele Fig. Și 

a şi a” infinit vecine cu £, situate de o! i 

parte şi de alta a liniei. L; ecuaţiunea (2) face să corespundă două 

puncte z' şi z” infinit vecine cu £, situate de o parte şi de alla a 

segmentului ab. Această propoziţiune fiind admisă, -să căutăm - 

limita către care tinde diferenţa - 

b ă b- -a 3 „7 b - . - 

- « Z> A . e “G,(22) dz — G,(z',2) dz. 

i E G(2'2) ă G(2,2) , 

Fig. . 

când % şi a” tind către £ . e A 

Din: punctul £ ca ceniru să descriem un semicere amf (fig. 92) 

mărginit, de segmentul ab și conţinând în interiorul său punctul 3”. - 

"*. Acest punet fiind infinit apropiat. de- £, putem presupune raza 

cercului destul de mică pentru ca funcțiunea G(z”, z) să nu aibă 

în interiorul semicereului alt zero decât punctul 2”, care, în virtutea 

ipotezei, este un zero simplu ?). Să întroducem drumul de inte- 

graţiune aamfb. Acest drum echivalează, funcțiunea de sub semnul | 

“| fiind uniformă, cu drumul format de segmentul ab și de curba 

“închisă amfa descrisă în 'sensul pozitiv în raport cu 3”. De aci 

rezultă că avem egalităţile — - O 

pm: Sa 
Pol [Ga e 
80 E ce 
a va. , aanfib 

y - - E - 

[ Gaţa,2) __ | Gal) SI , Gu(2%,2). ” 

(6) | 673 9] Gaz) da di Pe) 
Va o aanf N i 

  

  

3) Funcţiuni împlicite. | . o - 

"2) In virtutea ipotezei, G'a(5, 7)=£0; de unde rezultă că dacă 21. este 

destul, de aproape de €, £ fiind privit coistant, GzrţE,.3) 00 Privind, în 

funcțiunea din urmă, 3” const., g” este cu âtât mâi aproape de £ cu cât 7” este 

mai aproape de £; de unde rezultă Gr (2,2) F0..



a i CAPITOLUL NN” | 
Scăzând aceste egalilăţi una "din alta Și trecând lă limită: = Ea =, obținem rezultatul căutat :: . -; 

   Gular,z) "Guta, Gale) om Gal). (5) in (5 de — „Gt,3) 7 [dig ed « 

Aşa dar trecerea variabilei. a dintr'o parte în cealaltă a Liniei L are 
„drept elect a mări inegr ala propusă cu “e dam AU) Ge) GE) Z punctul pe L prin care trece z şi £ fiind punctul corespunzător pe segmentul ab. Semnul depinde de sensul în care se face trecerea. 

e fiind 

“Din demonstraţiune. rezultă că trebuie să luăm: semnul + dacă . trecerea se face dela a a la 2” , punctul z' fiind situat în accă parte „a liniei L ca punctul z care îi corespunde, să se găsească pe țărmul stâng al segmentului ab. “Toate punctele liniei: L sunt prin urmare . puncte de discontinuitate ale integralei | propuse. O asemenea inte-.. grală admite un număr limitat sau nelimitat de linii de disconiinui- tate, după cum funcțiunea G(z, 2) este în raport cu a o funcţiune ra- ţională. sau transcendentă. a - A Să observăm, precum am mai v ăzut în primul “exemplu, că punctele de discontinuilate ale integralei. nu sunt neapărat puncte singulare ale funcţiunii F(2); definită de această integrală. Ii ade- văr, dacă z se-apropie 'de un punct £ al liniei L, diferit de punctele extreme, putem “deforină, î în mod convenabil drumul de i integraţiune și funcțiunea F(2) va fi reprezintată, „în domeniul acestui punct, .. prin integrala luată după drumul cel nou, a cărei valoare este egală cu aceea a integralei primitive, Astfel, dacă z se apropie de £, venind „ din partea -lui a » Putem, în virtutea: egalităţii (3), reprezintă fune= țiunea F(o) prin integrala? - . | „o 

Ca) 
. Gaz) ds, 

- e (aamfb) -. 

Mai putem încă, în acelaş caz, consideră ca element de prelungire a lui F(a), când 2 străbate linia L, expresiunea - a ÎN p | , 
G,(2,2) dz ++ din G,(£,%) 
Ga) GE Ea u- 

“în care semnul wrehnie_ ales, conform celor zise mai sus. 

102, Puncţi iunea T(a). — Funeti iunea “definită de integrala 
a. 

pi o Jieee, E: 

4
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luată dealungul semiaxei reale şi pozitive, are o valoare finită dacă 

“zeste real și pozitiv. Această proprietate subsistă și dacă 2 = € + în 

este o cantitate complexă, cu condiţiunea £ > 0; căci din egalitatea 

- 

| zl e—z |= 51 o 

“rezultă inegalitatea 

- Ip „T—l e — az | =] zl ed, : 

- Proprietatea enunțată fiind adevărată pentru integrala din membrul 

al doilea, este adevărată și pentru membrul întâi. 
- Variabila z fiind presupusă reală și pozitivă, funcțiunea 

E ă gr e = ete—1) log 3—2 

este olomorfă în raport cu în tot planul acestei variabile şi continiră 
în raport cu :z; prin urmare integrala (1) este o funcţiune olomoriă 

de z în regiunea în care ea este finită, adică în semiplanul £ > 0. 

- Efectuând integraţiunea prin părţi, obţinem relaţiunea 

T(z + = al). 

Inlocuind z prin +], rezultă Ă | 

Se | i T(z + 2) = (az + Ia 1) = aa + 1) To); 
7 , 

> de unde, în general, relaţiunea RE NE e - 

(9) Pet) az + (area) Pa). 

“Membrul întâi al acestei egalităţi este, în virtutea celor zise mai sus, 

o funcţiune olomorfă de z în toată regiunea în care £ > — n; prin 
urmare, în această regiune, funeţiiinea Ir) este un'formă neavând 

„alte singularităţi decât polurile n =.0, —1,—2,....—n, | 

„_ Voim să arătăm că funcțiunea Ț(2), definită de integrala (1). 

în semiplanul £ > 0, este uniformă în tot planul (a), neavând alte 

„* singularităţi decât polurile de'ordinul întâi z=—1,—2,î...— 

- Această proprietate se pune în evidenţi, plecând dela expresiunea 
lui (2) sub forma dată de Euler și Gauss” şi care se poale stabili 

în modul următor. - „i | - | 53 

-. Să considerăm egalitatea “ Ra | 

o a N | za, ii 

în“ care să' schimbăm z în z +- 1 și şă scădem cele două egalităţi 

Ss -, - 
,
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una „din alta; „obţinem egalitatea 

pi Si pa . - Da | etate ap 

In această egalitate să înlocuim 2 prin 2 + 1 și să “scădem cele 
două egalităţi una 'din alta; rezultă - 

1 

i = U- 32dz = = sira. _ Lr] 

Continuând în acelaș mod, obţinem expresiunea generală 
| . îi | _- 

_ — n m n! i N a |: | (= da az 1) 7 (zh) i 

Să înlocuim s prin î; egalitatea precedentă devine .. _ | A DAR DR 

| po N In , - azi 1-a d = ÎN NEIL  I 
d n] ate De 2). tata) 

“nz - 

. Nu a E 3) 123 | 
  

Făcând n să tindă către infinit, rezultă 

0 fa tr mg; Dl — (+2) 

4 

  

expresiunea lui T(2) sub forma căutată. 
„Pentru a ne. servi de această expresiune, este necesar să arătăm 

„-că membrul al doilca arc o limită finită pentru orice valoare a lui z 
“diferită de un număr întreg negativ. Pentru aceasta, să considerăm 

„ inversul produsului din membrul” al doilea, care se poate scrie: 

2 a —z = 7, PR —zlog n île eso îi + re 
5). - [+ Baie (3-2) 

i LI 

ă ri a: . z a: ă 2 ete art adie dee.
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„_C fiind constanta lui Euler ?). Rămâne să probăm  convergența 

produsului din. urmă. Avem . ” : - a ÎN 

(ur sr - + 3-a + 3(5)—z +. rm n Hu 

punând - Aa : e A 

— (3 l 2). EI &) 1 &). „. ă 
= —54] Fall Tal) 733] 

de unde . i i ” 

  n 

“pe ae 2 | 18 | E 

a] <]2] + Saare +) 

Fie m un număr întreg poziliv Şi |2| < m; vom aveă, pentu 

n > m, inegalitatea 

| m 1. z| N 
a |< | a lt | Da 

, 

„În care Ea tinde către -zero când n tinde către infinit. Seria Sua” 

este aşă dar absolut convergentă pentru toate valorile |z]|< m, 

prin urmare: și produsul (5). Insă m poate îi presupus oricât de mare 

voim; conchidem că produsul considerat este absolut și uniform 

convergent pentru orice valoare finită a lui 2. 

Egalitatea (4) se 'poate aşă dar scrie sub forma - 

NE iai 1 a. zy —E 

OS „i = treilea) 
care arată că funcțiunea i şi | 

. - [N De SE 

-este o funcţiune întreagă,. având ca zeruri numerele întregi 2 = —n, 

(2 = — 1; — 2, ...s— 00). De unde rezultă că I(2) este o funcţiune 

uniformă în tot planul (2), neavând alte singularităţi decât. polurile 

a=—n.. | - o q. e. d.- 

Observare. - Funcțiunea I(2) nu: se anulează în nici un punct 

al planului, căci punctele în cari această funcţiune sar anula, ar fi 

“ poluri ale funcţiunci inverse Taj: ceeace este absurd. 
” . - . Z ” _- ” | 

1) C= 0,5772... 
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„FUNCȚIUNI INTREGI.- - x 

I-.— ENPRESIUNEA FUNCȚIUNILO INTREGI SUB FORMĂ DE PRODUSE: | DE FACTONI, , , 

„403; | Teoremă. Fie. 

P(2), Pa(2), . D(2), .. 
„unşir nelimitat de serii întregi coivergente întrun cere comun | z| = hi; “dacă seria ! Ă 

- - . 
-SB “ o 

i A > P,(r) . 
- --n=il 

este absolut şi uniform convergentă în cercul (In), produsul 
- : E , % 

Eu , E [i + P(2)] : m | azil. ă _ 

, se poate pune sub! forma unei serii întregi, convergentă în acest cele. In adevăr, există un număr întreg m astfel că pentru n > în, 7 avem | P,(a) | < 1 în interiorul cercului (II) şi pentru aceste valori ale lui 2, putem scrie, Sa 
7 - | , 3 . 1+P(2) = e lg (1*Pn) = en” i bi tn Dj i NE 

prin urmare 

| . eu E i 

F > (Pa — a Ph kA Pi. -) - ZI (| + P,) = ensmrii. DR 
o nomi E A , 

“Insă seria dela exponent se poate exprimă printr'o serie în- treagă P(2) convergentă în cercul (R) ($ 120, IV); prin urmare. produsul - CE 
“e 

7 
Aa i (FD) em e 

n=m+i . 

se exprimă: printr'o serie analoagă convergentă în acelaș cerc. De altă parte, produsul - m ! 

îs TUu+», 
a unui număr limitat de factori, se exprimă evident printr'o serie întreagă convergentă în (N); de unde rezultă teorema de demonstrat.
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a. | | 
Corolar. Produsul 1 [1 + P„(2)] “definește o funcţiune ana- 

1 
litică, Ă 

404.  Construcţiunea unei funcțiuni întregi având zeruri date. 
“xistă funcțiuni întregi cari nu se anulează pentru nici o valoare 

a variabilei, de exemplu funcțiunea e? și, întrun mod mai general, 

funcțiunile de forma e%, g(2) fiind o funcţiune întreagă. 
Viceversa, orice funcţiune întreagă f(7), care mare nici un zero: 

în tot planul, se poate pune sub forma - | | 

[(a) = eta. 

În adevăr, dacă f(2) este o funcţiune întreagă care nu sc anulează 

pentru nici o valoare finită a lui a, funcțiunea 

loga), 

este olomoriă în tot planul (2), adică este o funcţiune întreagă g(2): 

1og/(2) = s(2); . 
de unde 

Î() = esa), 

Consecinţă. Raportul u două funcțiuni întregi f(2), F(2) cari 

admit aceleași zeruri, fiecare de acelaș ordin de multiplicitate, 

satisfac egalitatea 

[2 = erlz) ; 

"căci acest raport este o funcţiune întreagă neavând nici un zero în 

lot planul. 

405. Să construini acum o funcţitine întreagă având un număr 

nelimitat de zeruri date 

(1) Cao oo see Amy see 

Pentru ca aceste puncte să poată -fi zerurile unei funcțiuni 
întregi, este necesar ca ele să fie izolate, neavând alt punct limită 

decât punctul infinit. Așa dar, presupunând zerurile (1) dispuse în 

ordinea modulelor crescânde i 

(0) ala sli j 

vom aveă | E - ! i 

lim | an | = o. 
n=% 

23 DAVID FAMANUEIL
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Dacă printre aceste zeruri sunt mai multe de acelaș modul, ordinea 
lor va fi oarecare. - po 

Să considerăm cazul cel mai simplu, când seria 
. ed Xa ago) 

formată cu inversele cantităților (1) este absolut convergentă. 
In acest caz produsul 

. 2» . (4) (2) 
, 1 (a | 

este absolut și uniform convergent în toată întinderea planului şi 
reprezintă o funcţiune analitică întreagă. Insă un produs absolut 

- şi uniform convergent nu se anulează decât împreună cu unul din 
factorii săi; prin urmare produsul (4) reprezintă o fumeţiune 
întreagă care admite zerurile date și numai aceste zeruri. Expresiunea 

“cea mai generală a unei funcțiuni întregi care pe lângă zerurile (1) 
admite origina ca, Zero de ordinul m, este 

ZI z 
ez) an JI [1 —2) , 

| e 1 On 

a() fiind o funcţiune „întreagă oarecare. | | 
Exemplu: O funcţiune întreagă ale carei zeruri de ordinul 

întâi sunt „punctele z = 0, 13, 22, ... mp2... este reprezintată prin 
produsul. . | 

  azil). 
s 1 n2 

406. Teorema lui YVeierstrass. Weierstrass a dat soluţiunea 

  

problemei care ne ocupă în cazul general, când X - este diver- 
PR al gentă, . n 

Să stabilim mai întâiu următoarea lemă: - 
Lemă. Fiind dat şirul nelimitat (1) dispus în ordinea (2), cu 

condiţiunile | a, | > 0, şi lim -|a,|== oo, se poate totdeauna yăsi 
un șir de numere întregi pozitive nu descrescânde | 

(5) Or» Da o: Om... a 

asifel ca seria 
. - poti a |e 
(6) >|—|” 

- n=1| On 
să fie convergentă pentru ori | 

Este de ajuns, fără a fi necesar, a luă, cum face Weierstrass 
- O = n—f, ! 

ce valoare. finită a lui z. 

căci reprezintând prin up, termenul general al serici (G), avem . n o» 3 
n 

lim |/u,= lim |-— =,



= 
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Să stabilim acum teorema lui 
, 

oricare ar Îi valoare ca finită a lui a. 

Weierstrass. 

“Numerele o, fiind astfel determinate, să considerăm expresiunea 

E 
.9 

care se anulează în singurul punct a, și nu are alt punct singular 

decât punctul 00. O asemenea expresiune se: numeşte factor! prim. 

Punând, pentru prescurtare, 

i . 
o - - 

E - z 1 [a [an 
(7) ca = 241 (2) pr [2), 

n ) 2 aa 9, Cn . - 

să considerăm produsul | 

(SA) = E (i 2) A 
Cu 

" Voim să demonstrăm că acest produs este o funeţiune. întreagă 
N 

de z. 

Fie lun număr pozitiv oricât de mare voim ȘI Cat Cea dintâi 

cantitate din şirul (1) pentru care. 

| Ami | > R. 

Să presupunem punctul 2 situat în interiorul cercului |z|= îi; 

—|<| şi prin urmare, pentru 
- , , A n : 

astfel de valori ale lui n, putem scrie 

j cat tei 
(1— je” =e 

Qu 

1 z Nori 1 ( Zr, 

"LOari tn + eu t2 dn Ă E J 

vom avcă, pentru n>m+i, 

    

  

II « 
mi 

. , - 

i Va +i 1 a 10 +2 
: „3 En(z Sin ! Ant, [io zi bata etate” 

„NOu+i i RR _ , a În PE 
Prin ipoteză, seria (=) este absolut şi unilorm con- 

dn 
vergentă în cercul (R), prin urinare seria dela exponent din membrul 

“" al doilea se reduce la o serie întreagă P,„(2) convergentă în acest 

Avem aşă dar, în interiorul cercului (R), expresiunea 

Pra(2) Ii ( z je” 

" Cerc, 

au 
(9) Il(a) = e 

ne _ 

1



> - 

CAPITOLUL XXI 356 , , | 

Fiecare factor prim putând fi înleuit printr?o- serie întreagă con- 
vergenlă în tot planul, produsul celor dintâiu 1 factori primi poale 
[i reprezintat 'print”o serie întreagă convergentă înot planul şi 
W(2) priutr'o serie întreagă convergentă în interiorul cercului (n). 
Această serie se anulează în interiorul cercului în punctele a;, a, ... 
up Și numai în aceste puncte. Însă R poate fi presupus oricât «de 
mare voim; dacă dar facem să crească peste orice limită, cecace 
revine a face m să tindă către infinit și observăm că | P„(2) | tinde 
în acelaș timp către zero 1), eonehidem că. produsul nelimital 

| Ii | |— et 
An 

poate [i reprezintat printr”o serie întreagă convergentă în tot planul; 
prin urmare. acest produs reprezintă o: funcţiune întreagă, care se. 
anulează în punctele date de şirul (1) și numai în aceste puncte. 

Dacă printre zerurile date sunt mai multe egale între dânsele, . 
de exemplu, dacă Yi zeruri sunt egale cu av, factorii prirri corespun- 
zători suut egali și produsul lor va fi - 

N PR pH Ă z . 
| ( o =) uta) ” | 

- ay. . 

Sa presupus că origina nu se allă printre punctele -şirului (1). 
Ducă z == o este un zero de ordinul n de multi sicitate, vom intro- « | , 
duce factorul a» și produsul “ - 

tin 

Z a ! ii 

a [| | —2) e*nlz), 
1 

în care hecare factor prim este repeta de atâtea ori câte unităţi 
sunt în ordinul său de multiplicitate, satisface condiţiunile cerute. 

In fine, expresiunea cea mai generală a unei funcțiuni întregi 

  

„t , 
| = Un< 1, avem — 
dn | . 

. nl | | Oni ore Un i Pr(a) | < E| Un + Un -F e sa: 

  

:) Punând 

ma IER SIR PE 1 . Fie Î o limită superioară a fracțiunilor Tip n > m; vom aveă 
Un 

& | g,+1 | Pm(a)ji < 1 2 UV". 
mi 

cui mu nt ei Ş _ E Seria SUP fiind convergentă, rezultă că pentru m, destul de mare, avem 
| Pm(2) | < e, oricât de mic ar fi e. :
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" [(z) care admite aceleaşi zeruri este o - 

       

  

(10) Î()= ata i A( — 2) etulzi, zi : 
" Ga ” ID 

_ BUCUR ES 
s(2) fiind o funcţiune întreagă arbitrară. | = za 

Astfel dar, fiind dat șirul nelimitat de puncte (1), cari au 5 sunt 

“supuse la altă condiţiune decât a [i izolate, (adică nu există punct 

la distanţă finită în domeniul căruia să se găsească o infinitate de 

puncte ale șirului), este tot deauna posibil a construi o juncţiune 

întreagă care să admită ca seruri aceste punele și care: să fie reprezin- 

lată prin expresiunea (10). În acest rezuliat consistă teorema lui 

W=eierstrass. 

407.  Observare.' - Funeţiunile exponenţiale cari figurează în 

factorii primi ai produsului nu sunt determinate întrun “mod unic. 

Aceasta rezultă din faptul că gradele polinoamelor: 

at . 

En) = kan . , | | - 

E 
LA a
 

nu sunt supuse. la altă condiția decât ca seeia 

  

să fie convergentă. Presupunând că am determinat un şir de numere 

9n cari să impliuească condiţiunea precedentă, le putem mări cu 
numere întregi arbitrare, fără ca produsul nelimitat să înceteze de E 
a Îi absolut convergent. Pentru ca valoarea funcţiunii f(2) să nu 

se schimbe, este evident necesar ca termenii adăugaţi polinoamelor 
9n(7) să-i scădem din exponentul e(2) al factorului exponențial est%. 

Astfel, repreziniând prin a; un număr întreg mai mare ca ou 

și prin ga(2) funcțiunea corespunzătoare (7), avem 

2 ” E Cn ad. 

„o (1) = gala 2) Ze kan > 
k= az n 

prin urmare 
Ia | gu * ah 

2 m 2 E Ta “ . 4 g& 
II h-2je île) pi II gat. Rat 
n=t (n > Gnj - nzl - 

E „— — & a) gta 
= e n= î l=O0p+t Rak îi |i-)e on 

„nzl Gu . 

Formula (10) devine așa dar 
e On ka aj ai(a 

(10 bis) - gar j-Z ea IL II (1-2) n(2) _ 

i f(2) == ah e n=i Raja n=i
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408. Se poate întâmplă ca să existe un număr întreg p astfel. a seria 
, % 4 

(11) d 
, n=l | On pri 

să fie convergentă. In acest caz seria 
„lori 

w |. .£ 
Que 

este convergentă și prin urmare este de ajuns u luă toţi exponentii 
2 egali cu p; vom avcă atunei A 

7 alfa.  dfaip 9 rare. (9 ed eg] (2 
Ducă p este cel mai mic număr întreg pentru care seria (11) „este convergentă, se zice că produsul! 

| II (i —2) aenl2) : « 
a. Ca 

este de rangul p. | 
In cazul când seria (11) nu este convergentă pentru nici o valoare 

finită a lui p 1) şi când prin urmare gradele o, ale polinoamelor fa cresc peste orice limilă, se zice că produsul corespunzător este: de un rang infinit. 
Dacă produsul - 

Ă - - mw 
2] en(2) 

JI ( — =) e” 
1 (n 

7 

este de un rang limitat, există un număr E satisfăcând dubla inegali- 
tate , 

pSeosprti, . 
. ! . . - 1 pentru care seria X 7-73 este divergentă, pe când seria » CTE o lanle= “lau|e este convergentă, oricât de mic ar îi numărul pozitiv e. In privinţa 

seriei X-—— nu se poate afirma nimic, înt”un mod general, seria apt Si poate fi convergentă sau divergentă 2). Dacă e = P, seria este diver- entă, dacă o = p +1, scria este convergentă. Numărul p astfel 

    

e . 
1) De exemplu: seria X 1 - - n=2 (log n) 

exponentul m. In adevăr, comparând această serie cu seria armonică > ru- 
m , . a (log njm  flogn e portul a doi termeni corespunzători este = = ia cărui limită, 

7 n na 
pentru 4 = 00, este zero. Prin urmare termenii seriei considerate sunt,” înce- pând dela un rang destul de depărtat, infinit de mari în raport cu cei cores- punzători al serici armonice. 

” 
*) Analogie cu cercul de convergenţă al unci serii întregi. 

este divergentă oricât de mare ar fi.
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„definit se numește ezpohentul de convergență 1), al șirului (an) sau 

și al funcţiunii corespunzătoare II(2). 

109. Fie F(2) o funcţiune întreagă dată și 

“ 4 Co, Aaa see Om eee 

zerurile ci, dispuse în ordinea modulelor crescânde, fiecare fund 

repetat de atâtea ori câte unităţi sunt în ordinul său de multiplici- 

tate, “Teorema lui Weierstrass ne învaţă să construim un * produs 

de factori primi, II(), având aceste puncte ca zeruri.. Expresiunea 

lui F(a) este | 

(13) F(2) = esta M(a), or 

g(2) fiind o funcţiune întreagă care trebuie determinată pentru 

fiecare funcţiune dată T(2). 

Ne vom mărgini la acele funcțiuni (a) ul căror rang (rangul 

produsului II(2)) este un număr limitat şi funcțiunea g(2) un polinoni 

de z. Funcţiunile obişnuite ce se consideră î în analiză intră în această 

categorie. - “ - 

Fie p rangul luncţiunii și g gradul polinomului g(2); cel mai 

nare dintre aceste două numere se numește genul [uncţiunii F(2) 

In cazul când exponentul g(2) se reduce la o constantă, edi 

se zice simplă (canonique, primitive). 

410. Să considerăm produsul 
” a 1 z 2 “1 ap 

2 ata) ra) (14) Ia) = (a 2) 
| 1 An | : 

de rangul p. Luând” derivata logaritmică 3), avem 

II'(a eŢl- A a „e apolI = | at at e |, „0 

2— Ga Cu Qi . au 
      

  

1) Ordre rtel (Borel). Grenzerponeul. 

*) Genre, după Laguerre. 

3) Această derivată se-obţine după acecaş regulă ca și cum numărul fac- 

torlor ar fi limitat. In adevăr, fic v un număr întreg astfel încât, pentru n >», 

ie 
să avem a <1l; vom puteă scrie 

n e - 

. XP |. 
[+ =) on() > nt) 

= ——|e e , It) = 4 aj ii , 

unde P(2) = log ( — =) + ana) este o serie întreagă de , convergentă în 

interiorul” cercului |z| = |a,| şi 3 Pan (2) absolut şi uniform convergentă în 

acelaș cere, De unde derivata: logaritmică: 

sa log RC - 2), en(2) E braț) = Soga)”. : a d:   
JI (ir) n
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Sau Aa . - - ă | 

Ă - i II'(a) , z ID a , (15) TO 3 aa). 
Seria din membrul al. doilea este absolut și uniform convergentă în toată întinderea planului, exceptând punctele a,. În adevăr, fie a un punct oarecare diferit de punctele a, și n destul de mare pentru ca |z|<|a,|; putem serie. " 

  

  

  

    

l. d 1 l 555 = DC e, 
(ap 1 , + pl | ALE ab(r— ay) abt = ab+ 122 

|. | Gu ! Ă Ga 

Propoziţiunea este justificată în virtutea convergenţii serici 

SR Re | IAN N 
All; Din propoziţiunea precedentă rezultă că funcțiunea 

a. iI'(a) 
Re (a) . | 

este continuă. și rămâne finită dealungul unui cere (7) descris din origină ca centru şi. care nu trece prin nici unul din! punctele ap- Există o infinitate de valori r oricât de mari voim, cari împlinese această condiţiune. In adevăr, punctele a, fiind puncte izolate, numerele 7, = ja, |, mai mici ca un număr pozitiv arbitrar R, sunt în număr limitat. Figurând pe axa reală aceste numere, obţinem un șir de puncte izolate, al căror punct limilă unic este punctul Co. Orice număr pozitiv.r, care nu aparține acestui șir și care, prin urmare, poate. fi mai mare ca orice număr dat, satisface condiţiunei cerută. În “coroana limitată de două cercuri concentrice, având centrele în origină și trecând prin două din aceste puncte conse- IT'(2 Aa 
Tita: cutive,   este funcţiune oloinoriă. - - 

Fie acum f/(2) o funcţiune întreagă pusă sub forma 
f(z) = cala) an II(a), 

  

Pa m) 
a) 750 tag 

  

- x a A(2) aa XI De unde rezultă că funcțiunea este olomorfă în aceiaş coroană 
(2 a ca funcțiunea II (2) . , 

Ta 

  

412. Teoremă. Dacă seria 
%w « ȘAl 

Xa 25
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"este convergentă, suma 

| aa 
2) a > Aaaa) Ă 

tinde către zero când a tinde către infinit fără a trece prin punctele (e. 

"In adevăr, în virtutea ipotezei, seria (2) este absolut şi uniforn+ 

convergentă în tot planul (2) din care excludem punctele a. Să 

descompunem acecastă serie în două părţi , 

a IL. m 1 pai 1 

Stea) 7 Sar Î ea mi n 

  

şi să presupunem numărul întreg pozitiv m destul de nare pentru ca 

. 1 e 

> “Tati a) | 3? 

£ > 0 arbitrar de mic. "De altă parte, există un număr poziliv 

R astfel ca pentru |z| > R, punctele a, fiind excluse, să avem 

m L e , 
STII Se = lai—i(z-—a 5 - | To Ta-aa)| * 3 

De unde rezultă că pentru | 2] > R și N destul de mare, aven, 

i 1 | 
Se. 

ai—i(a— a o ea] 
  

2 

> 
1 

Corolar. Vie II(2) un produs de factori primi de rangul p; 

“adică p este cel mai mic număr întreg pozitiv pentru care seria” 

p = Ta PF este. convergentă; avem ($ 410) 

Mo e a 
aPII(=) => a(a— a) 

Aplicând. teorema precedentă pentru î=p-+ , conchidem 

M 
8 

  

că există un număr pozitiv R destul de marc, astfel că pentru 

le] > R, avem 

m | 
SI |”. 

oricât de mic ur îi e >. 

1]3. Teoremă. Dacă i 

(1) Na = et an II) 

esle o huncţiune întreagii de genul D eapresiunea 

2 , /(2) | . 

(2) TR 
| aj)
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tinde către zero când « tinde către oo, Jără a trece prin zerurile funcțiuni [().. îi : 

In adevăr, din (1) “deducem 

  

| (gt) em te) 
6) PAD) ap Tai t 2PII(2) * 

Funcțiunea (2) fiind de genul p, rangul său și gradul polinomului 
(2) nu irec peste numărul p, însă unul cel puţin din aceste două. 
nuinere este egal cu p. Din expresiunea (3) rezultă, ținând seamă 
de corolarul teoremei precedente, că toţi termenii membrului al 
doilea tind către zero când z tinde: către infinit, fără a trece prin 
punctele a... De unde conchidem teorema enunțată. 

414, Teoremă. Dacă seria 

> __l ! ” 
“apti | 

este convergentă și e%presiunea (2) tinde către zero când tinde călre 
infinit, fără a trece prin zerurile Juncţiunii f(z), şi dacă p este cel 
mai mic număr întreg > 0 pentru care cele douii condițiuni sunt 
împlinite, funcțiunea [(z) este de genul p. . 

In adevăr, în virtutea acestor condițiuni, membrul întâi precum 
şi cei doi din urmă termeni din membrul al doilea al egalităţii (3) 
tind către zero când z tinde către o ; prin urmare termenul 

ZP 

tinde în acelaș timp către zero. De unde rezultă că numărăltorul 
8'(2) este un polinom de un grad <p— 1 şi prin urmare a(2) este 
un polinom al cărui grad este cel mult egal cu p. Ceeace demonstrează 
icorema, o 

415. Fiind dată o funcţiune întreagă f(a), dacă cunoaștem 
zerurile sale precum. și: rangul său, formăm, precum am văzut, 
produsul J7(2) al factorilor săi primi. Pentru a obţine expresiuneia 
complectă a funcţiunii sub formă de produs, avem nevoie de a _ . (7) . . (2: _ cunoaște factorul exponential cf? adică funcțiunea g(2). Dacă . 
această funcţiune este un polinom este ușor să-l determinăm. 
Pentru aceasta, fie p cel nai mic număr întreg > 0, mai mare sau 
cel puţin egal cu rangul funcţiunii, pentru, care aven 

| a Fd _a. 
lim 2P[(2) =0; a 

acest număr este în virtutea teoremei precedente, genul fune- 
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piunii f(2) şi prin urmare gradul polinomului: g(7) este cel mult 

egal cu p. - 

Punem | | | 

a(2) = both hr. + bpa? e 

şi aplicând egalitatea 

[() — [a m „IL 

desvoltăm ambele membre în domeniul punctului + = 0; de unde 

prin ideniificare, deducem . valorile coeficienţilor bu ba --: bp- 

Făcând apoi z = 0 în egalitatea 

AD = e 1), 
a 

obţinem valoarea coeficientului c%. . - 

116. Aplicaţiuni. Fie Îuneţiunea . A 
p . , 

“la = sin az, 

ale cărei zeruri sunt numerele =, (n = 0 Doe 

nl m . SI ja 

Seria X -, fiind convergentă, produsul factorilor primi corespunzători 

n | A 

este de rangul întâi şi avem 
z 

* 
” , i a n 

ma = | ae , 

“IV 'veprezintând produsul factorilor corespunzători la toate valorile. . 

întregi pozitive și negative ale lui n, exceptând n = 0. Prin urmare 

avem 

- 
. r 

” alz) a n 
po. ă £ 

(1) sinzz= e! zl 1-2) e. 
n 

_." Lmând derivata logaritmică a ambelor membre, avem 

1 1 4 ia 
9 =! 2 sr [2 EA : 

0 cota strat (= it :) 

Ă Lu coLII + N A „! 

Se recunoaște lesne că —— tinde către zero când z tinde 
z 

către infinit, fără a deveni egal cu un număr întreg. Așa dar g(2) 

este un polinom al cărui grad nu trece peste 1. Fie 

a(2) = ar +. 

Substituind în (2) această valoare și identificând ambele membre,
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găsim a = 0.1) De altă purte făcând 2 = 0 în egalitatea (1) după 
ce am împărţit ambele membre cu “7, obținem ete == 2, De'unde 
expresiunea lui sin aa, descompus în factori primi, _ 

. , : . Z 

-(3) sin aa == aa (—) e. 

Să notăm expresiunea | 

(4) N . cota = y (+3) 

care rezultă din eşgalitai a (2). | | E 

- . 7 a 417. Observare asupra produsului. II ( —2) „ Acest produs n 
„este semi convergent și valoarea sa depinde de legea după care se 
succed factorii. In adevăr, să grupăm factorii în modul următor: - 
fiecare grup să [ie format din k factori consecutivi corespunză ori 
la valori pozitive și h factori consecutivi corespunzător la valori 
negative ale lui n, Așă, de exemplu, grupul de rangul vu va fi 

IX 

„Să reprezintăm prin JI produsul celor dintâi. m grupuri de 
factori ai produsului //! [ —2) și fie... 

> 

2) îi P == IP [le 
- n] 

Luând în acest din urmă produs factorii cari corespund la aceleaşi 
'alori- ale lui n, cari determină Il, obţinem un produs egal cu 

tt Sima: — Snu , . S . e? 7, ii 

în care scriem 

E 1 dl îi Sil z - 

  

1) Această valoare se poate obţine imediat, observând că grupând doi câte doi factorii cari corespund la valori ale lui n egale și de semne contrarii, avem . . a . Ea Za? . E fe [4 — eh = 12 - I n II 2 
_ Ă sinar , , pa a pf A - Expresiunea şi produsul considerat rămânând . neschimbate când iulv- 

  

cuim 'z prin — a, rezultă că funcțiunea €7*0 nu se schimbă în acelaș timp: de unde d =0, : 
|
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Produsul P fiind absolut convergent, putem serie, pentru Hi destul 

«e mare, * ” : - 

- | r S, pk— Smh “ i - 

(5) gt(Sm n ) IM = PE my . limem = 0. 
i 

m=z ini 

Însă 
- 

ua mh le 
lim (Sua — Sean) = lim log -—— = log -; 

m=% ” m=% mi h , 

pri urinare, făcând m să tindă către infinit, egalitatea (5) devine 

lim Il = P (). 
- ă m=% 

. o . ” h E 

Aşă: dar lun II, depinde de raportul Fi valoarea sa.nu este egală 

m=% R . i 

cu P decât dacă i = hk. In acest caz putem scrie 

E +m a i 

- (6) sina Laz tim II (i-a), nf. 

418. Aplicaţiuni.. |. Expresiunea precedentă pune în evidenţă 

- periodicitatea funcţiunii sin «. In adevăr, dacă în polinomul - 

. +m a 
Pr (1) = 2 a II | i) „nf, 

- —n 

care se poate pune sub forma 

(Pnu (2) = Az(l— 2) (2— 2)... (ma X(lr 2) (2-+ 2) ... (mt; 

înlocuim z prin 24], avem | 

Part pm
 

mt 

  

De unde, făcând n = 00, 

“sin a(z + 1) = — siu 7, 

sau, punând za = 3, | - 

sin (3 —P 20) = -— sin 3; 

prin urmare | 

„sin (5 + 27) = sin z. 

II. Făcând în (6) a = 4, obţinem. 

a 2 DD A A. dm 
(7) 3 = lim II ep Do 

Da om ăn l'3 39 »m-l 

formula cunoscută a lui Pallis. 

, ua A Ne aa a 
419. Să înlocuim în egalitatea (3) 2 prin -—, aşi o fiind 

| w
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două constante arbitrare, și a diferit de un multiple al lui &; vom av ca 

. . 

- z—a 

  

(8) in teze) aa tez9 ji Sa ae”. . (5 W | w | 

„De altă parte, aplicând direct teorema lui Weierstrass funcţiunii 
sin a(a—a) 

G 
  „ale cărei zeruri sunt date de expresiunea 

„a-l no, 

în care n primeşte toate valorile” întregi dela — la + o și ţinând seamă că această funcţiune este de > rangul întâi și de genul întâi, avem 

4 z - A(r— a+f > Tr d Fno (9) (ze I.[1-- IL no sin 
w — a-+ no 

  

Luând derivata logaritmică a ambelor membre și făcând x =, obţinem 

_ 3 - aa - a=— cot, 
o [ZX 

Făcând în (9) 2 = 0, rezultă 

- „a 
fi = —sin —, 

o 
Prin urmare 

- IUL „4 + . PE —— cot— kr ——— 
„e STIL—a Sa o w z a-+-nw 

(10) sin 20070) — sin 203 II | ete, w __W — at no . 
Formulele (8) și (10) diferite î între ele se pot reduce una la alta. Ple- când dela formula (8), avem 

== lt) iata) 

  

n nw a+no|? 

,  a—a _a “ a 2-4 no ai no E: no, | — = Hale l— e. nw now a-+no 

de unde 

2-a d i “ „e , | 2-4 no - -, 10 , no ul (i 0) e = ( t 5) e „A =) , 

descompunere legitimă, căci produsele din membrul al doilea sunt absolut „convergente, Insă primul produs din membrul al doilea
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este cgal cu -: 
o, aa 

  

— sin —; i 
zu o 

“prin urmare 

a STI— a „Ta Tr no 

sim ( a sin (1 — 2) 17 (i — a) e Să | 
w a anno 

„sau, ţinând scamă de identitatea 

| a ax z DD a e 
no  a+no | no(at+-no)” 

DI a | 
şi făcând să intre factorul ([ —2) sub simbolul 17, avem 

(11) Cr a |. az 

, a(a—a) „aate p atnol a, nolatno) 

sin Sa = -— sin — ÎI | [1 — ———]e le Ie 
O. O — | a+ no N - 

Insă 
e ar Ll- „(i INI 
= pp | — 

- ă a, no(a-ţ+-no) : a no  atknoj]> 

e e „= | . 

. . 3 
dar parenteza de la exponent este egală cu —— col -—, precuni. se 

a o oi 

recunoaşte făcând în formula (4) =: De unde rezultă 

formula (10). 

= 1, a=—4 obţinem 

  

  

490; Făcând în (10) o=|, E, 
DL , 

, | . 2 I n—4 

(12). : cos aa = II [1 — je IN 
- —% N—-a 

Acest rezultat se mai poate deduce din formula 

sin 2 
COS 12 = 

dsinza - 

In adevăr, avem | ” 
| 2 - 

, da: n 
sin 2x2 = 2az Il (8 — le ; 

! n 

sau, reunind de o parte factorii în cari n este par și de alta pe aceia 

  

  

  

în cari n este impar, putem scrie 
, - , | 22 2z 

a _ 2a e 2n 97 2n—i 

sin 272 = orez [i — 5 MA L— 
2n >n— | - - 

Bi . i z nt 
= 2 sin ae 11 [i — IE 2, 

ai n—- 

De unde conchidem forinula (12).
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Luând derivata logaritmică a ambelor membre din (12), obţinem 

[al 17 09) aripa XE [a i „4 ) . 5 7— (n- 
L 

pe n) n 

421, Relaţiună între funcțiunea Pta ) și sin aa. Am găsu, „pentru 
funcțiunea întreagă ——, expresiunea ((5). $ 402). 

Z 

/( z)” 

(ce af | = e II ] + = e. 
JI (2) | 

Zerurile acestei funcțiuni sunt zeruri, ale funcţiunei sin a, 
care se mai anulează pentru aceleași numere cu semnele schimbate. 

] - Aceste din urmă zeruri anulează funcțiunea F—— TI 2 Să formăm 
produsul corespunzător ucestei funcțiuni, înlocuind î în egalitatea (1) 
. prin I— 2; obţinem 

  

  

a—l 

. Le cu) a | E a) n Pe Ur je 
Ă A 1 ca: Z (2) 2 chei fi a | e oa (+ -— ? î | +- A-a 2 a) e 

| 1 ! zi 

Fes i. .) ali — =) e; 
„Insă, făcând în egalitatea (1) 2 = 1, avem | 

LI =] . 
2 

I,
 

1 

Cp 7 [i j. 1) e: 
1: n T(1) 

prin urmare, egalitatea (2) devine 

(3) pr > e i i 2) di 
. T(a— 1) 1 n ” 

Din egalităţile (1) şi (3) rezultă relaţiunea căutaLă | 
T 

  

  

(4) ÎN A „rr. —*) n _ Sinaa 
| Ta (l-a) al L n] € go? 

Sau 

_ „a 

o | Iu D= sina * 
Tăcând în această egalitate z =, obţinem (0) = a 

«le unde - o. 

TG) =Va, E 
“valoarea radicalului fiind pozitivă.
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4, Funcțiunea Gr. Această funcţiune întreagă introdusă 

„de Weierstrass joacă un rel important în teoria funcţiunilor eliptice. 
Fie o şi w' două cantităţi al căror raport este imaginar. Weierstrass 
reprezintă prin oz funcțiunea întreagă simplă 1 care se anulează 
în punctele 

z = 2mo + 2no', 

m și n fiind numere cari primesc toate valorile întregi dela — co 
la + co, independente între ele. | | ! 

Să căutăm cea mai mică valoare întreagă p pentru care seria 

Nor 

| mo + no pri 

este convergentă. Punând v=atil, o'=a'+ib, avem 

| mo + no = (am + an + (m + Vuk 
= (a? + 12) n -+ 2(aa' + bb”) imn + (a2 + b'2) ne, 

"Membrul al doilea este o formă quadratică definită (pozitivă), 
căci avem expresiunca 

(02 ++ 19) (a? + b2) — (ad + ww = (a — ba > 0, 
” , Aa . o o. , . ab — da 40, în virtutea ipotezei că raportul —— este imaginar. | o. 

Așă dar seria 

d 1 

  

  

Nr 
=> E | o mot no pri [(am tan) + (bm + b'n)] r 
pl 

| va fi convergentă pentru > | şi deoarece p este un număr 2 
întreg, valoarea cea mai mică pentru care seria propusă este con- 
vergentă este p= 2. Funcțiunea ce. voim să construim este de 
rangul 2. | . 

“Confozin teoremei lui VWeierstrass, un factor prim general 
“fiind 

z lat 

( ee 
- | wo : 

în care s'a pus pentru prescurtare 

w = 2mo + 2no', 
-. . 

. .. 
1 . expresiunea funcţiunii oz sub formă de produs este 

z 1: 

= 17 .— =) PE | 
w 

m şi n primind toate valorile întregi dela — co la + co, exceptând 
sistemul de valori m=n=0; 

  

1) În care factorul exponențial. ela) = 1. 

24 DAVID EMMANUEL Ă -
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I1.— CĂTEVA PROPRIETĂŢI ALE FUNCȚIUNILON INTREGI 'TRANSCENDENTE, 

423. Funcţiunile întregi ironscendente se bucură de unele 
proprietăţi comune polinoamelor. Astfel: ” 

Dacă o funcţiune întreagă 

[(2) = Saya 

are toţi coeficienţii săi reali, zerurile: sale complexe sunt conjugate 
două câte două. “ | 

In adevăr, fie a = a + if un zero al funcţiunii. Inlocuind z 
prin această expresiune și separând termenii reali de cei imaginari, 
avem | ” 

0 = Xa (at if = Pia, f) + Pila, pf), 
P și P, fiind două serii întregi de a și f cu coeficienţi reati, conver- 
gente pentru orice sistem de valori finite ale acestor cantităţi... De 
unde rezultă egalităţile 

a P=0, P,=0,. 
Inlocuind _z prin a — if, rezultatul substituţiunii va i 

Pl f)—iPia, f)= 0; 
prin urmare . . 

. Na if) =0, 
424. Viceversa. Dacă o funcţiune întreagă -simplă (adică 

fină multiplicatorul cz. de un rang limitat are zerurile sale 
„reale, sau imaginare conjugate, coeficienţii săi sunt reali 1). Căci 
grupând doi câte doi factorii primi cari corespund zerurilor ima- 
ginare conjugate, obţinein produse cu coeficienţi reali. 

Teorema subsistă și în cazul unei funcțiuni simple de un rang. 
melimitat, dacă presupunem că gradele e, ale polinoamelor g,(2). 
"corespunzătoare zerurilor conjugate, sunt egale: cecace se poate 
totdeauna! presupune, căci aceste grade depind numai de modulele 
zerurilor. - - 

425. Teorema lui lolle se aplică funcţiunilor întregi transcen- 
dente ai căror coeficienţi sunt reali: între două: zeruri reale conse- 
culive ale funcţiunii se cuprinde un număr impar de zeruri reale 
ale derivatei. 

| In adevăr, fie a, b două zeruri consecutive (a < b) ale funcţiunii 
(2), cel dintâiu multiplu de ordinul a, cel de al doilea de ordinul f. 
Pulem scrie 

[2) = (a—a* plo), pla) z0, 
Na = (e pla), pi)zo, 

1) Prin coeficienţii funcţiunii înţelegem cocficienții serici întregi Sana 
prin care funcțiunea poate fi reprezintată. 
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plz), p(2) fiind funcțiuni întregi cu coeficienţi reali. De unde, prin 
derivare, 

  

I/(3) __a p'(2) 
fa) O at 
Pf vita 

Rd Sa Tg: 
Din aceste egalităţi rezultă. că raporturile 

Fţat e) (-e) . 
Ha+ e)” f0=0) 

în cari e este un număr pozitiv arbitrar de mic, sunt de semne con- 
trarii, cel dintâi pozitiv, iar cel de al doilea negativ. Insă în inter- 
valul (a + s, b— se) funcțiunea (2) păstrând un semn invariabil, 
rezultă că între a -+ e și b—e, prin urmare între a și d, derivala 
(2) se anulează de un număr impar. de ori. 

  

426. Deşi teorema lui Rolle se aplică ecuaţiunilor transcendente 
ca şi ecuaţiunilor algebrice, nu este însă tot așă cu consecinţele 
acestei teoreme, Asfel, propoziţiunile următoare nu sunt în genere 
aplicabile funcţiunilor transcendente, anume: 

„19. Dacă rădăcinile unei ecuaţiuni algebrice sunt toate reale, 
rădăcinile derivatei sunt toate reale. . 

20, Dacă rădăcinile unei ecuaţiuni algebrice sunt toate -reale,: 
între două rădăcini -conseculive ale ecuaţiunii se găseşte o singură 
rădăcină a derivatei. 

Pentru a justifică aserţiunca noastră în ce priveşte propoziţiunea 
19, este de ajuns să considerăm un exemplu. Fie. funcțiunea în- 
treagă  - 

[(2) = ee (38 e 22-14), 
ale cărei rădăcini sunt toate reale, pe când derivata sa 

(0) = der (ap 20 +- 1) 
are două rădăcini imaginare. 

În ce priveşte propoziţiunea 20, fie f(2) o funcţiune întreagă 
de un rang p >], fără multiplicator exponențial și care nu se 
anulează pentru a=0. Forma sa este 

- a p [o ete ia) = II 1 — e 
, 1 4, 

Luând derivata logaritmică, avem 

13 rară. + 35] 1 LE— . Gu 

  

1 

Sa zi 
= ap 2 (7 pia ape te); - . 

2:*



372 | CAPITOLUL XXI - 

de unde rezultă că derivata f'(2) se poate scrie 

P() = a pla), 
p(2) fiind o funcţiune întreagă. 

Presupunând că toate zerurile lui f(2) sunt reale, vedem că 
între cea mai mică rădăcină negativă în valoare absolută, şi cea - 
mai mică rădăcină pozitivă a ecuaţiunii (a) = 0, ecuaţiunea f'(2) 
admite z = 0 ca rădăcină multiplă de ordinul p > 1. ' 

427. Consecințele teoremei lui Rolle, menţionate în paragraful 
precedent, subsistă dacă funcțiunea este de genul zero, precum 
Şi în cazul când fiind de genul întâi și având un multiplicator 
exponențial e72+b, coeficientul a este real. 

Să considerăm cazul din urmă și făcând abstracţiune de mulii- 
plicatorul et, să presupunem că avem 

. 7 w fc) = dt? 1] | —2) pin 

n 

de unde : , 
f(2 _ DN A 4 patat (ata) 

Să presupunem că f'(2) = 0 ar admite o rădăcină i imaginară 
a + if; va „reziultă egalitatea 

1 li 
+ | | = 

at pi "pia * îi) 0, 

sau 

  

„ m(a—if) of a—au—if 1] _ 
apt az +a] 0: 

Coeficientul lui i în această expresiune este 

— fi 3 2 >? 

a: ZI fe (a—a„) + fi? 

care nu se anulează decât peniru £=0. De unde rezultă că 
ecuațiunea f'(2) nu admite rădăcini imaginare. 

Rămâne să arătăm că între două rădăcini conseculive ale 
ecuaţiunii f(2) = 0, ecuaţiunea f'(2) = 0 are o singură rădăcină. 
Pentru aceasta, să derivăm ambele membre ale ccuaţiunii (2), 

d f(2). = — [a x 1 ]. 
dz Î(a) a2 (2z— a)? 

Membrul al doilea fiind, pentru a real, esențialmente negativ, 
funcțiunea f'() descrește necontenit între două zeruri consecutive 
oarecari ale funcţiunii f(2), prin urmare nu se poate anulă decât 
o singură dată î în fiecare interv al (an; ana). q.e.d.
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CAPIPOLUL XXII. 

FUNCȚIUNI ANALITICE UNIFORME NU INTREGI. 

Ne propunem să găsim expresiuni analitice cari să reprezinte 

funcțiuni analitice uniforme având singularităţi date. 

428. Să considerăm mai întâi cazul particular când funcțiunea 

ce voim să construim nare alte singularițăţi decât un număr nelimitat 

de poluri cu un singur punct limită, care este neapărat un punct 
singular esenţial. Să presupunem că acest punct coincide cu punctul 

-z= co și [ie 
- - 7 

(1) , Gu Ga ay o... Apo se 

polurile date dispuse în ordinea: modulelor crescânde; prin urmare 

lim |a|=o. 
n=e 

In virtutea teoremei lui Weierstrass, putem totdeauna să _ 
construim o funcţiune întreagă G(z), care să aibă punctele (1) ca 

zeruri şi numai aceste puncte. | 
Să reprezintăm prin Ga(z) o funcţiune întreagă arbitrară, 

care să nu aibă nici un zero comun cu G(z). Funcțiunea O 

(Di | | G 

înplineşte condiţiunea cerută, căci ca reprezintă o funcţiune uni- 

formă în-tot planul, neavând alte singularităţi decât punctele (1) 

cari sunt poluri. 

Cazul când punctul limită este un punct a situat la distanţă 
finită se reduce printr'o schimbare de variabilă la cel precedent. 

Să ne închipuim, în acest caz, polurile (1) dispuse astfel ca: 

lim |a — au |= = 0 și să facem substituţiunca 
N= 1 

(3 | a 

Punctele 
| [ . (4) dn Za» (n= 123, ....0) 

- , 
_ lim |a|= oo. 

, n=% 

(7) 
G(2) > 

punctele (4) semnificări analoage cu cele considerate în cazul. întâi, 

nu are alte singularităţi decât aceste puncte ca poluri. 

“Expresiunea în care funcțiunile G și G,-au relativ la
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Prin urmare expresiunea 

împlinește condiţiunea cerută. 

  

  

429. Să trecem acum la cazul general când singularităţile 
sunt, fără distincţiune, poluri sau puncte singulare esenţiale. Solu- 
țiunea acestei ' probleme se datorește matematicianului suedez 

- Miuag-Lef]ler şi este cuprinsă în teorema următoare: 
„Teorema lui Mittag-Leffler. 

Fie | 

(1) dp Apei pi. ” 
un șir nelimitat de puncte izolate şi 

9) G, (220). cel 1 | .e, | 1 —,... 1-a, 2— da za 
  

  

un șir de funcțiuni analitice uniforme, asociate respectiv punctelor 
șirului (1), fiecare din ele având ca punct singular unic punctul la 
care este asociată și anulându-se pentru z = co. Una oarecare 
din aceste luncţiuni este de forma 

cf Me 
x ai z=ai 1 (a— a: E 
  

coeficienţii fiind cantităţi „constante date și numărul termenilor .. 
limitat sau nelimitat. 

Teorema lui. Mittag-Leffler constă în aceasta: Este totdeauna 
posibil a construi o funcţiune analitică uniformă F(a) care să nu aibă 
alte singularități decât punctele date (1) şi astfel ca diferența 

1 
F(a) — G i (a - (î=1, 2.) 

să. fie olomorjă î în domeniul punctului aj. 

Funcţiunile G; |   caracterizează aşă dar singularităţile - 
NE—4 - 

uncţiunii ce voim să construim. 
Șirul (1) fiind dispus în ordinea modulelor crescânde, să presu- 

punem |a,|>o. Să facem să corespundă punctelor (1) un șir 
de numere pozitive 

(4) Ei E Exs -- a Em oo 

supuse la singura condiţiune ca seria Xe, să fie « convergentă. -Fie 
R un număr pozitiv dat oricât de mare voim și n cel mai mic număr 
pozitiv pentru care 

| a, R >R.



7 
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Din origină ca centru cu raza Î să descriem un cere şi [ie z un punct 

interior acestui cerc. Punctul a, fiind exterior cercului, funcțiunea 

  
1 . Aa 

cu „ care n'are -altă singularitale decât acest punct, este 
I— Ga 

olomorfă în interiorul cercului precum și pe cere; prin urmare ca 
„se poate reprezintă printr'o serie întreagă de 7, 

z | 

(5) G, (= — > Ba, | - 
T— Ca w=o0 7 - . 

convergentă în acest cerc și pe cerc. 
La aceiaș concluziune ajungem, dacă desvoltăm în serii întregi 

termenii membrului-al doilea din (3), pentru i == n, și facem suna 

acestor serii, conform. teoremei lui WWeierstrass, asupra sumei de 

serii. , o i 
Seria din membrul al doilea din egalitatea (5) fiind convergentă . 

pentru |2]= N, rezultă că există un număr întreg m. astfel ca 

inegalitatea . 
e - 
> Ip“ |n Eu 
= p v=n 

să fie satisfăculă. Cu atât mai mult vom aveâ în interiorul cercu- 

lui (R) . Lu | | 
Ă Ei , . . 

(6) > Bl <e. a 
vin 7? 

1) lată cum se poate ealeulă o valvare a lui-rin pentru valori ale lui-z al 

  
  

  

. : A -. AR A , 1 
căror modul este mai mic ca [î. Fie Ma o limită superioară'a lui Ga 
Ia : T-—dn 

" dealungul cercului (11); vom aveă 

(n) Ma ă 
. B ; p 2 

    

de unde, pentru valori z al căror modul r< li, 
. | 

( r )” Ă al x pa? < Ma PI (+) = Ma ÎN Rai p , 
P=n . mn 1—— 

, . . BR . 

Este de ajuns a pune 

rii 

n 
Ma Pe < En; . | 

LR 
sau 

rĂhin cn(It—r) 

(£) SNA. 
și a luă cea mai mică valoare întreagă nm care satisface această inegalitate. -
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Să punem 

  

(7) Fu(0)= 2 Bla 
Pin 

Şi 
, ii | Ă ” nin—l 

(8) Pu(2) = X Ba; 
v=0 

vom avea 
. - 1 . (9) Pda) = G =, — Pu(2). 

Funcțiunea F„(2) are singularitatea a, a funcţiunii caracteristice corespunzătoare G, și punttul 2 = 00 ca pol din cauza polinoinului P„(2). In viruuatea inegalităţii (6) avem 
(10) | IE,(2) | < e. 
In acelaș mod construim funcțiunile | 

2 a Faa(2), Foso(2), ...] 

supuse la condiţiunile 

E | Faa(2) | < Eni | Fnyo(2) | < En o... 

pentru | ap <hR. De unde urmează că în interiorul cercului (12), 
seria. 

| e 

UD X Bila) 
este absolut și: uniform convergentă. 

Să aplicăm aceleași transformări funcţiunilor 

] | 
G, [2 ) Ia Ga | 2— au , 

pentru valori ale lui. z, ale căror module suni respectiv mai mici 
decât |a,|,...,|a,|. Vom obţine funcțiunile 

1 

v—ai 

    

  
Fu(2) = G,| ]— 42 (18 cin 1), 

uniforme, neavând fiecare altă singularitate decât punctul respectiv 
a; care este un punct singular caracterizat de funcțiunea corespun- 

“zătoare G; și mai având fiecare ca pol punctul z = o. Suma 
ă DR i n—i _ Ă 

> Fa), 
ia . 

având o valoare finită pentru toate valorile lui. z diferite de a, . 
G3 «= Gn—, rezultă că adunând-o cu seria (11), obţinem seria 

Sa) = s|e,| 1. )— be) | 1 z—a: 
  

(2)
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absolut şi uniform convergentă în interiorul cercului (1), exceptând 

punctele Ca do ay -- 3 Gn—a. Însă, luând n destul de mare, putem 

presupune Îî oricăt de mare voim; de unde urmează că seria (12) 
este absolut şi uniform convergentă în toată întinderea planului, 

din care excludem punetele 

. Cu ay 5 Any se 

Funcțiunea | 
is ] . . 

(13) F(a) = £ |. (2 - =) — P„(2) 
. . o n=l v— 

împlinește condiţiunile cerute. În adevăr, în orice regiune în care 
nu se găsește nici unul din punctele (1), ea este olomoriă 1). De altă 
parte, aceste punctie fiind. izolate, putem consideră un număr pozitiv 

o destul de mic, astfel ca în cercul descris dintr'un punct a; ca centru 

cu raza o, să nu se găsească alt punct al șirului () decât punctul a;. 

In interiorul acestui cerc diferenţa 

i 
(a) —G; (A) = F(a) — Fi(2)— Pi(7). 

v—ai 

este evident olomorfă. . | q.e.d. 

S'a presupus la| > 0. Dacă z= “0 este un punct singular al 

funcţiunii ce voim să construim şi dacă reprezintăin prin 

  To... 

1 A Ab) - - 
(14) Ge =) = Lp = 

a 

funcțiunea caracteristică corespunzătoare, va fi de ajuns să scriem 

(5). F(a) = Go (] + Se, | l jr, |;   
T— Cn 

pentru ca F(z) să împlinească condiţiunile cerute. Putem face să 

intre Go — în suma generală, privind Po(2) = 0 şi să scriem 

  

. a 1 | 

(16). Ta) => [e. Ju]. 
n=0 Y— Gu - 

1) Fie zozfan. Intrun cere (r) descris din za ea centru cu o rază r destul 

de mică, astfel ca în (r) să nu fie nici unul din punctele aa, putem seric 

Gn (2) — Pa(2) = pnlz — 2), 
tan]. * 

Pnl — o) fiind serie întreagă de & — za, convergentă în (7). Insă 

we 

P p 2 pn(2— ao) 
1 . 

este uniform convergentă în (7), prin urmare această serie se poate înlocui prin 

o 'serie întreagă p(z — 7), convergentă în (r).
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Expresiunea cea mai generală a unei funcțiuni uniforme care satisface aceleaşi condițiuni se va obţine adăugând rezultatului precedent o funcţiune întreagă G(a): 

  

2 — aa 
42) Pd= 6, (2 rate] cu: 
430. Să observăm că trebuie să privim ca termen al seriei din membrul al doilea expresiunea 

t— Qa 

. G, 1) Pu(2) 

Şi că nu este permis a separă polinomul P,„(2) de funcțiunea G„(2). Prezenţa acestor polinoame în compunerea termenilor seriei face... : ca această serie să fie absolut convergentă, precum rezultă din demonsiraţiunea teoremei. 

431. Se poate întâmplă — şi aceasta se prezintă în genere în aplicaţiuni — ca să existe o valoare constantă-a gradului polinoa- mnelor P„(z) astfel ca seria din membrul a] doilea (17) să fie absolut convergentă. In acest caz, luăm drept grad comun al .acestor polinoame cel mai mic număr întreg -care împlineşte condiţiunea precedentă. - a 

432. Viceversa. Fiind dată o funcţiune analitică (2) având un număr oarecare de singularităţi izolate, polare sau esenţiale, o putem pune sul forma (17). 
Pentru aceasta trebuie să începem prin a calcula funcțiunile . 1 DIE i ARE G, |——— caracteristice singularităţilor funcțiunii (a , - 

W z—a >. 
o . so ip i | 

- Caracterul acestor funcțiuni, s*0 reamintim, consistă în aceea că în domeniul unui punct singular a,, diferenţa 

106 (2a) 
2— ap 
  

trebuie să fie olomoriă. Aceste funcțiuni odată determinate, deducem din ele polinoamele P„(2), conform teoremei lui Mittag-Lefifler. lie “ 

1 
T— ap 
  

Fa) = > |Ga | Pio]. 
Diferenţa a | 

Da) — F(2) 
este o funcţiune analitică uniformă neavând în tot planul nici.un
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punct singular, prin urmare se reduce la o funcţiune întreagă și 

avem _expresiunea 

| 12) = Eta) ++ Gta), 
în care rămâne a determina funcțiunea G(a). . 

433. Aplicaţiuni. 19. Pie - Aa | | 
pi 

(1) = sin az” 
  

. Această funcţiune : mare. alte singularități la distanţă finită decât 

poluri de ordinul întâi date de 

a=n (n=0, z1,x32...); 

prin urmare funcțiunile G, |-——] - se reduc la câte un singur 
2— n 

termen de forma 

A 
Au 

Determinaria funcţiunilor Gu. In domeniul .punctului z=0, 

  

avem 

1 _d1l ] 

Sinaz az Pe - ă 

8 

A za, 
az 31! Î 

Aşa dar | , i 

- 1 1 
(2) | | G, (3) = za 

Fie n un număr întreg oarecare; punând «= n d, avem 

sin za = (— 1 sin az. 

Prin urmare, în domeniul punctului z = n, 

  

sin 22 
= (a = 5 a si zen +); 

de unde se conchide 

B Ga) =: 
Determinarea polinoamelor Pata). Conforin teoriei generale,. 

“polinomul P(2) se obţine dacă, presupunând |2|< | ax], se des-
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voltă G, Ji în scrie întreagă de z, din care. se ia, începând T— An 
Ă dela cel dintâi, un număr de termeni suficient pentru ca seria 

SER l i , 5 | G, ]- P,(2)) la aa | 
să fie absolut convergentă. 

Avem! | 

RI (— In (— n. (—1h 4 zu DR = FL. . ” a(2—n) . z(n— 2) za nm? 
Este de ajuns a luă 

  
P„(2) = — , 

căci seria al cărei termen general este 

Cr (tot e a' lz-—n: n(z= n) 
  

este absolut convergentă! în tot planul din care exeludem punctele z=n. 

Vom avea așă dar Si 

(4) 
z 
  

7 4 

sin za - =2 +2 - nă ; 7 1) + Go), 
suma 2 relerindu- -se la loate valorile întregi ale lui n, pozitive şi i Pa negative, exceptând n = 0. Rămâne a determina Cc B funcținiea G(2).. 

" Pentru aceasta să considerăm păveatul ABCD 
ale cărui laturi sunt respectiv paralele și sime- 

  

  

        

? * trice cu axa reală ŞI axa imaginară (fig. 93), de- 
părtate de aceste axe cu canţitatea a = ms, D - A m fiind un număr întreg pozitiv. Dealungul la. 

Fig. 93 turei AB, avem z=a -- 4, £ variând dela -—a 
la + a; prin urmare -- 

sin 22 = sin a(m + 4 il) = (— 1) cos hat. 
Când £ variază dela 0 la 2 a, cos za crește necontenit dela Î la co. Dealungul laturei AB, ca și dealungul laturei paralele CD, avem | sin az | > > 1. Dealungul laturei BC, avem z=4 + ia, (=a...-+ a); prin urmare - 

sin 72 = sin (1 + ia) = sin at cos haa + i cos art sin aa, 
| s șin 2 > = sin zu cos? ha + cos? at sin? hza 

= sin? at + sin2 hza.
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Dealungul laturilor BC, AD, modulul funcţiunei sin ze crește dar 

impreună cu a; adică cu numărul întreg m şi tinde către infinit 

când m tinde către &. : , 

Din cele ce preced rezultă că dealungul pătratului considerat, 
- 1 
modulul funcţiunii ——— este mai mic, sau cel mult egal cu 1. 

sin za 
_De altă parte, dealungul aceluiaș pătrat, scria 2” nu trece peste o 

cantitate fixă, căci ea este absolut convergentă în lot planul din 

care exceptăm punctele = număr întreg. Așă dar modulul 

funcţiunei G(z), care figurează în ecuaţiunea (4), rămâne mai Inic 

decât o cantitate finită, dealungul pătratului, oricât de mare ar fi 

latura lui. De unde rezultă că G(2) este o constantă. Făcând în 

(4) z=0, Găsim G(a) = 0. Așă dar avem o 

PC | i +3). , 
sin za za z—n n 

  

434. Grupând doi câte doi termenii cari corespund la + n, 

formula precedentă se poate serie 

„m 
= za . a (1 

(5) a = lim  X (=. 
SINAI me nm EN 

Pe această formulă se citește imediat periodicitatea Îuncțiunii sin z; 

căci înlocuind z prin z + î, seria din membrul al doilea se reproduce 

cu semnul schimbat, etc. 

435. In expresiunea (3) să înlocuim succesiv. z prin a și prin 

+a și să scădem rezultatele; obţinem ! 

a a +a 1 4 
e cm e a SI (Îl — 

(6) sina(z-+a)  sinza a (—1) E: a—n | ” 
  

E „Ad , 
Făcând a= 3 formula devine 

= 2450 wta + A; 
CosIzI (n-3) n—-y 

430. 20, Fie | 
(9) ho), = cot az, 

Această funcţiune n are în tot planul alte singularități decât 

  poluri cari sunt aceleași ca ale funcţiunii — În domeniul z =0, 
s
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avem 

N 1 Ma? 
A ho Coszz l 1.2 | - COLIZ= 3 = Da aa sin za za Ta 

Te 
] za L 

Zr 3 n 

și în domeniul punctului z = n: 

z cota = 
e a(a— n) . 3 

  

(2-2)... 

Așă dar oricare ar fi numărul întreg n, avem 

    

| 1 (10) G, = ==. | z—n 2(z—n) 

Prin consideraţiuni analoage cu cele din exemplul 10, conchidem INI pd Lo ul (11) acotazu  s (= +3). a 2 lan n 
Inlocuind z prin a și prin 2 -+ a şi scăzând rezultatele, obţinem 

| . + -] ] 2 La = 5 — |. (12) z[ cotata -a)— cota] => [ri an 
I . | Făcând a = 3, formula devine . 

13 2 tigara = —S +]. ( | i —a bt= (n) e ni. 

437. 30. Expresiunea unei funcțiuni întregi sub formă de produs de factori se poate deduce din teorema lui Mittag-Lefiler. Fie (2) o funcţiune întreagă având un număr nelimitat de zeruri simple 
(14) Cu Ax 33 ar... (|a l>0), 

dispuse în ordinea modulelor crescânde. Derivata logaritmică 7 
INNA a , . E . - ra) nu va aveă alte singularităţi decât punctele .(14), cari sunt 

poluri de ordinul întâi și partea principală relativă la polul a, este l . . a = Drin urmare funcțiunea caracieristică corespunzătoare este Z—aQp - | . 

  

  

(15) - G,[ 1 =: 
2— Ga 2— ap 

Desvoltând membrul al doilea după puterile crescânde ale lui a (luăm |z|<|a,]), avem - 
1 [a ai , ara |. Ga ae. Ă _ 

Yt— (an 
Cu 
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Punând 

  
1 

_ -] 7 29, 

(16) Pa(a) = at 23 ot e 

(2) 
fa) | 

Id 2 ! - 
D= : fa). = sa) + 3] + Pat), 

reprezintând prin g'(2) derivata unei funcțiuni întregi g(2). 

şi aplicând funcţiunii teorema lui Mittag-Leffler, obţinem 
  

  

V— dn 

Integrând ambele membre între 0 și z după un drum care 

nu trece prin nici unul din punctele a, și punând 

a 

(7) = ru da = E + (+ Dă + L 2); 

n On Van 

avem 

log 1 = (a) — ato i XE > ice L- + za); 

| De unde, trecând dela logaritmi la numere, scriind g(2) în 

loc de g(2) — g(0) + log f(o), obţinem expresiunea “ 

ha) = £ m L-a) te) 
Gu 

  

sub forma dată de Weierstrass. Dacă /(2) are zeruri multiple, repe- 

tăm în expresiunea precedentă factorii prinui corespunzători de 

atâtea ori câte unităţi sunt în ordinele lor de multiplicitate. Apli- 

când consideraţiunile de mai sus funcţiunii 

an n 
a cot aa = L + (= +), 

obţinem, integrând ambele membre, 

sin za = (2) | 

Ta 
  

138. 40. Funcțiunea (a). Această funcţiune .w'are în tot 

planul alte singularităţi decât polurile 2. = — n, (n = 0, 1,2, ...00). 
Reziduurile corespunzătoare se deduc imediat din formula (5) 

($ 421). Astfel, reziduul relativ la polul a = — n este dat de ex-- 

presiunea 

  
zu sin 22] ['(n4+1) nd 

Ir=— 

lim [t+-n) T(2)) = a 2 „| _ (=
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„Funcțiunea caracteristică corespunzătoare. este aşă dar 

GA (2) = 4 ci a: 
  

% —1 “] 

Seria > (IL ZI , fiind absolut convergentă în tot Planul, din o n! 
“care excludem nolurile, rezultă, pentru /'(2), expresiunea 

ao a . G(z I(a = “9 pl zkn + ( ), . 

G(2) fiind o funcţia întreagă, ” 
Seria din membrul al doilea coincide, precum se recunoaște imediat, cu integrala 

1 | 1 „a (— în za | Dl ai a — „z—l — pl RE 09 Sint Mita 3. 
|: 1e = | “(i 2 pa pu)ae 

o o 

Dacă dar ne reterim la definiţiunea funcţiunei T() cu- ajutorul 
integralei . 

ra [irieea= 
conchidem, pentru funcțiunea G(2), expresiunea sub formă de „integrală - : 

1 

zi dz + nea, = 
o 

% 

G(2) = | == e dz. 
Ja 

Obsereare. Se recunoaște, independent de desvoltarea de mai 
sus, că integrala , 

% 

| zl e—: dz 
12 , 

este o funcţiune olomorfă în tot planul (2), căci funcțiunea z7-1 e—: 
este, pentru = >> 0, olomorfă în tot planul (2) şi integrala esle finită 
oricare ar fi punctul z. 

CAPITOLUL XXIII, 

SUBSTITUȚIUNI LINEARE! 

139. Fie a, y două variabile complexe, raport ate la acelaş plan 
sau la plane diferite, legate între ele prin relaţiunea- 

. az 

(D ! cz rad
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1 b, c, d fiind coeficienţi reali sau imaginari, supuși la singura con- 

dițiune ca determinantul 

|a 
. =ad-—he i 2 (2) | le d ad „e i 

să fie diferit de zero. Nelaţiunea (1) stabilește o corespondenţă biuni- 
vocă între punctele 2 figurate pe planul (2) și punctele y figurate pe 

planul (y); ea constitue dar o transformare biunipocă a celor două 
“plane unul într'altul. i 

Operaţiunea reprezintată prin - -relaţiunea (1) se numește sub- 

stituțiune lineară şi determinantul (2) se numeşte determinantul sub- 

stituţiunii. 

- Rezolvind ecuaţiunea (1) în raport cu z, obţinem relaţiunea 

pa — dy lb . . (3) ps, 
- „Cy-——a 

„care transformă planul (7) în planul (2). Substituţiunea (3) se nu- 

meşte substituţiunea inversă a substituţiunii (1). 
Se obișnuește a se notă substituţiunea (1) prin 

Ă u li | o 
5» = . 

i le d | 

și substituţiunea inversă” prin 
db 

S- = . 
e-—a 

Determinantul substituţiunilor $ şi S— este acelaş. 

440. Grupul linear. Fie 
. e ab ” - 

5) , ca d. 

, , . m az +. 

Ă | S) E a + d? 

două substituţiuni lineare, cea dintâiu transformând planul. (2) în 

planul (2) și cea de a: doua transformând planul (2) întrun plan 
(2), acelaș sau diferit. Intocuind în S') z' prin valoarea sa din 
$), obţinem substituţiunea lineară e “ | 

(aa' + cl + cl!) z + ") z + (ba + de) + de”) A 

= (ac + cd + cd) zf (bc dd) - i 

care transformă planul (2) în planul (2) şi al cărei determinant 

aa ke ba +de able Vb 

ac ed. be 4+dd'| |e de d] 

DAVID EMMANUEL, 

  

LEI
 

s
e
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este produsul determinanţilor celor două substituțiuni. Această sub- 
stituţiune se notează SS Și se „numeşte produsul 'substituţiunilor 
S,S.. 

Se re ecunoaşte imediat că dacă substituțiunea S' este egală cu 

S-A, variabila a” coincide cu z; produsul SS-1 nu cfectucază nici 
o transformare. Această substituțiune se zice că. este identică cu 
unitatea 

Dia cele ce preced rezultă că produsul a două substituţiuni li- 
neare oarecari este o substituţiune lineară, printre: cari se cuprinde 
și substituţiunea identică cu unitatea. Substituţiunile lineare for- 
mează dar un grup: grupul linear. 

Băl. Transformare conformă. Derivata funcţiunei (1) 

a dy _ ad — be 

da (cz + d 

fiind finită şi diferită: de zero în orice porţiune a planului care nu - 
Pi | . 

conţine polul 2=—3, rezultă că orice arie (7), în interiorul 

căreia nu se află acest punct, se transformă întrun mod conform 

în aria corespunzătoare (y) și când una din variabilele z, y descrie, 
întrun sens dat, conturul care limitează aria sa, cealaltă varia- 

bilă descrie conturul său în acelaş sens.- i 
Fie: C o curbă închisă descrisă de 2 şi I' curba închisă cores- 

punzătoare descrisă de y. Dacă în interiorul curbei C se găsește 
polul funcţiunii y, aria interioară acestei curbe și toată întinderea 
planului (2 (9) exterioară curbei P' se corespunil într'un mod conforin ; 

viceversa, între aria interioară curbei I! şi toată întinderea planului 

(2) exterioară curbei C, există corespondenţă conformă. Când 

descrie curba C întrun sens dat, în raport cu aria- interioară, y 

descrie curba” în acelaș sens în raport cu aria exterioară, prin ur- 

mare în sens invers în raport cu aria interioară. 

449. Nu există altă substituțiune decât cea lineară care să truns- 
forme întrun mod conform planele (2), (y) între ele. 

„Fie y= f(2) o funcţiune care transformă întrun mod con- 
form cele două plane între ele; f(z) este neapărat o funcţiune uni- 

formă care primeşte orice valoare numai o singură dată. Funcțiunea - 

inversă 'z = p(y) se bucură de aceleași proprietăţi. Funcțiunea . 
(a) devine neapărat jinfinită întrun singur punct, situat la di- 

stanţă finită sau la infinit. Acest punct nu poate fi punct singular 

- esenţial. In adevăr, fie a = £ punctul în care z devine infinit; 

dacă £ ar fi punct singular esenţial, ar urmă ca, în vecinătatea lui,
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[(2) să primească vălori oricât de apropiate voim de o cantitate dată 
oarecare ($ 325). Lie 9 un punet diferit de £ și yo = [ (229) va- 
loarea corespunzătoare a lui y. Fie, de. altă parte, £, un punet de- . 
stul de apropiat de $, în care y primește o valoare y, oricât de apro-: 
piată voim de yo; însă lui y, trebuie să corespundă o valoare z, 
vecină cu ag. Funcțiunea -f (2) ar primi dar aceeaș valoare 7, în 
două puncte diferite, z, și £,: ceeace este în contrazicere cu pro- 

„prietatea funcţiunii de a primi orice valoare numai o singură dată. 
Punctul a = € este așadar un pol, al cărui ordin nu poate fi 

-mai mare ca 1. Căci, dacă m este ordinul acestui pol, avem, în do-. 
meniul lui, desvoltarea 

= (08 lao ale)... ]; 
de unde, prin inversiune, 

1 Lo 2 
a —- £ E = ag pm A ba y Ey +. 

Dacă: dar m >], funcțiunea inversă 2 =  p t. mar fi uniformă 
în domeniul lui a y =. | 

Din cele ce preced rezultă că A 2). este o funcţiune raţională 
de gradul întâiu. Această funcţiune este fracţionară sau întreapă, 
după cum polul este la distanţă finită! sau Ja infinit. 

443, Teoremă fundamentală, O substituţiune lineară transformă | 
un cerc întrun cerc, dacă privim linia dreaptă ca un cerc al cărui 
centru este la infinit... . ” 

Pentru a demonstră aceaslă teoremă, voni consideră succesiv 
substituţiuni particulare cuprinse în formula 

. az + b 

d) o | Yoo: 

L.c=o. Expresiunea (|) se reduce la.0 funcţiune lineară' în- 
lveagă, care cuprinde formele particulare: . 

(2). paid, y=az, vaz. 

10, Substituţiunea y=a+b exprimă 3 punetul 4 Jj se obţine 
aplicând punctului 2 o translaţiune egală, paralelă cu segmentul 
b şi în direcţiunea dată de argumentul acestui segment; prin “ur- 
mare orice figură (9) rezultă din aceeaș tanslaţiune a figurei cores- 
punzătoare (2). - 

20, Să considerăm forma + y = az și lie 

| a = rei, a = geid, y => ati; 
avem | 

9. =a9, 0, = g -+- o. 

+
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_ “Orice-ligură compusă din punele z şi figura transformată (47) 

sunt așa dar figuri asemenea. Să presupunem variabilele z, y figu- 

rate pe acelaș plan. Transformii rea considerată lasă fixe punctele 
r=o şi a = %. Unei raze vectorii (2) corespunde o rază vectoară 

(y) făcând cu cea dintâiu unghiul w. Dacă w=— o, figura trans- 

formată este omotetică cu cea dintâiu,. | 

Fie 20 Și Yo două-punete corespunzătoare ; cercului |r-— 20 =n 

corespunde cercul ly-—vyol=rh. centrele acestor cercuri fiind 

punctele 2; yo cari se corespund. Dacă 2 = o, cercurile sunt con- 

centrice. Dacă a este real și poziliv, orice rază vectoară se repro-. 
duce: substitiţiunea se numește iperbolică. . 

Dacă |a| = r=1 şi o<o <a, cercul cu centrul în origină 
se reproduce: substituţiunea se numeşte eliplică. 

In cazul |a|p£l şi o<o<27, punctul y. corespunzător 

unui punct a nu se găsește nici pe acecaș ruză vectoară, nici pe 

  

acelaş cere cu centrul în origină. Există însă o infinitate de spi- 

ale logaritmice, dependente! de r şi de o, cari se reproduc prin sub- 

- stituţiunea considerată. În adevăr, fie 

o = Aeck0 

o spirală logaritmică, -A fiind un parametru pozitiv arbitrar. Ex- 

primând că z descrie această spirală, avem ecuaţiunile: 

2 A chBigid, y = Ape „eil0-+o) —— Aglogr-khO ei(0-t+e) , 

Pentru ca expresiunea lui g să fie cuprinsă în expresiunea 
lui , în care înlocuim 0 prin 0 + o, este de ajuns să luăm pentru 

log rr 
] valoarea hi = ——— avem “astfel 

(0 

logr ” log r   
Aa - o | o i 

=. Age „cil, y = Ae ei p'=0+o. 

i A în acest caz se numește lozodromici 1). 

 Substituţiuriea lineară întreagă generală -y = az 4- b pro- 

duce al efect ca substituţiunea a — az, urmală de substitu- 

țunea y=a db. De unde rezultă similitudinea figurii transfo- 

mate cu cea primitivă. Substituţiunea lineară întreagă transformă 
* 

  

1) Dacă din punctul O” al sferei ($ 80) proiecetăm pe sferă planul taugen! 

în O, razele vectorii se proiectează după meridiane, iar unghiul a două curbt 

din plan se conservă pe sferă. De unde rezultă că spirala logaritmică cu polul 

0, situată în planul tangent, se proiectează după o curbă care face cu meri- 

«lianele un unghiu constant, căci unghiul spiralei cu razele sale vectorii este 

«onstant. O asemenea linie se numeşte. lozodromie.



SUUSTIPUȚIUUNI LIN EARE 89. 

dar, fără ezcepțiune, un cere întun cere și o linie dreaptă întra 
linie dreaptă. Punctul. 

20 = pi az, i 

se reproduce pe .sine însuş. 

Raportată la acest punc fix ca origină, substituţiunea con- 
siderată se serie - 

(3) Yo Vo Sala — o); 
ea este, relativ la punctul fix, de forma considerată mai sus (00): 
iperbolică, eliptică, sau loxodromică, în aceleaşi condițiuni. 

In virtutea similitudinei figurilor (2), (y) rezultă, precum se 
recunoaşte lesne, că două puncte simetrice în aport cu o dreaptă 

(5) se tr ansformă în puncte simetrice în raport cu dre eapla (y). 
“Deasemenea, două puncte armonie conjugate în raport cu uu, cere 
(2) se translormă în rapurt cu cercul (9) în puncte de acelaş fel. 

fo. 0. Să considerăm mai întâiu cazul 

| 
(4) . a pp . . . 

Să punem-z = $+ 0, = + iv; prin urmare 

u= : = A ă Zoo air rtiieae: i , z2 + (Fi Sr 

ȘI, viceversa, 
£ u v 
II 77  —— ———-3 

Ep u? = 02 

Să presupunem că 2 deseric cercul 

(5) _a(PA+m)+bEtonr-d=o; 

vom aveă, pentru y, ecuaţiunea Si 

(6) d (02 + e + bu—cvta=o. 

- Unui cerc oarecare (2) corespunde dar un cere (4). Dacă cercul 
(2) trece prin origină (d = 0), ecuaţiunea (6) se reduce la linia 
dreaptă 

(7) bu—cv--a=o. 

Viceversa, unei drepte a€-+ by ev, care nu rece prin ori- 
gină (cf 0), corespunde cereul | 

(8) e (uz 08) + au —bo == 0, | 

care trece prin origină. De unde rezultă că un triunghiu format 
din arce de cercuri, cari tree prin origină, se transformă întrun 
uiunghiu rectiliniu. Viceversa, un tiunghiu rectiliniu se transformă, 
în virtutea substituţiunii (6), într un: triunghiu format. din arce de 
cercuri cari lrec prin origină. -
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Unei familii de drepte paralele corespund cercuri trecând prin 
origină având în acest punct acecaș tangentă: 

au—b=o. - 

Viceversa, cercurile trecând prin origină, cu aceeaș tangentă 
în acest punct, se transforină în linii drepte paralele și aria cuprinsă 

între două cercuri se transformă în fășia înfinită limitată de para- 
lelele corespunzătoare. 

0, Substituţiunea | | 
a 

. rz— - 

a AER DRE „dl _ , 
se “poale înlocui prin substituţiunea 2 = —, urmată de substitu- 

z 
țiunea y= aa. De unde rezultă că ea transformă cercurile în 

cercuri. | | | 

3%. In fine, subsţituţiunea generală (1) se poale reduce la o 

suceesiune de substituţiuni de speța celor considerate mai sus. Este 
de ajuns, pentru: aceasta, a efcetuă. diviziunea membrului al doilea 

"și a serie. 

_a be—ad 

oferă | 
Introducând substituliunile a = ca L- d, 2 = sa 

avem. . - 

ya” 

i Substiluţiunea gonerală (1) se obţine așa dar substituind a 

lui a, 2” lui 2 și, în fine, y lui a”. Toate aceste substituţiuni fiind 

„de speța celor considerate mai sus, rezultă că substituțiunea (1) 

transfor mă cercuri în. cercuri, liniile drepte fiind considerate ca cer- 

curi. cu centrul la infinit. aq. d. 
Observare. Pentru ca substituţiunea generală (1) să trans- 

[lorme un. cerc într'o linie dreaplă este necesar și suficient ca să 
existe pe.cere un punct căruia să corespundă y = co; prin urmare 

trebuie luat un punct oarecare ap al cercului ca pol zp=—— 
e 

-al-funeţiunii g. 

45%. "Transformarea . 

D. N = 
depinde de trei parametre, raporturile a irei coeficienţi către al
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patrulea; de câri putem dispune astfel ca trei puncte date 2 Ta 2a 
să se transforme în trei puncte yu, Yo, Ya date după voie. 

Din (1) rezultă egalitatea. 

  

2 Yo, Vo —- i _ PU stati 

yo Ya YsVa Ta ap —a 

are arată că tr ansformarea este unică și determinată dacă pune- 

tele z,, 2, 3 precum și punctele y, 2 Za sunt distincte. Este evi- 

dent că coeficienţii substituţiunii se schimbă împreună cu punc- - 
„ele corespunzătoare date, așă că un cere dat poate fi transforinat 

întralt cere dat print”o infinitate de substituţiuni lincare. 

Putem determină substituţiunea astfel ca ariile interioare cer- 
curilor. (2), (y) să se corespundă. Este deajuns, pentru aceasta, 
ca punctelor 2, za 73 dispuse în sensul pozitiv să corespundă punc- 

telor zi; Wa Vp dispuse în acelaș sens. În această dispoziţiune re- 
zultă, în virtutea corespondenţii biunivoce, că 7 descrie cercul său 

în sensul pozitiv în acelaș timp cu z; căci y nu poate trece de două: 
ori prin acelaş punct. De aici rezultă că ariile interioare se cores- 

pund. Fie, în adevăr, Yo un punct interior cercului (7) și fie. zo 
punctul corespunzător în planul (2); avem 

x 

(By 
ad — he 2 29 

cap + di crA+-d 

Dacă y descrie cercul siu în sensul pozitiv, argumentul mem- 
brului întâiu se mărâște cu 2 22. Pentru ca și argumentul meinbrului 

al doilea să se mărească cu 227, este necesar ca punctul zg să fie 

în interiorul cercului (2) și ca numitorul să nu se anuleze decât 

în exteriorul cercului. Ceeace justifică corespondenţa interioară 

"celor două cercuri şi prin urmare, în acelaș timp, corespondenţa 
exterioară - E 

455. Pentru a determină o substituţiune lincară care să: trans- 
forme un cerc dat (a) într'o linie dreaptă (7), este suficient a face: 
sa la trei punete ale cercului să corespundă trei puncte ale liniei 

drepte. Prin dispoziţiunea punctelor y corespunzătoare punctelor - 
2, determinăm direcţiunea în care 4 descrie dreapta dată, când a 
descrie cercul dat. Considerând ca pozitivă direcțiunea dreptei “care 

corespunde direcțiunii pozitive a cercului, conchidem că interiorul 

cercului sc transformă în seiniplanul situat la stânga acestei drepte 
când ca este descrisă în sensul „pozitiv, | 

4560.. Aplicaţiuni. —— 10, Să se transforme cercul |z | = 1 în aza 
imaginară (y) astfel ca punctelor z=1,i,—1 să corespundă pune- 

Iele y = 0, —i, B.
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„ Corespondența punctelor extreme ne dă imediat ccuaţinnea 

z—l 
Pa, - 

Ă Y v-ki - 

Coresponslenţa celorlalte. două puneie dă valoarea a=--]. 
Substituţiunea căutală este așa dar 

Î— 2 

La - . 

Interiorul cercului este transformat, întrun mod corlorm, în 
semiplanul (7) situat. la dreapta axei imaginare. Ca verificare, 
constalăm că centrului 2 = corespunde punctul y== +]. 

= 

Dacă perinilăm între ele punctele z="-+- |, păstrând ordinea 
punctelor 7, obţinem substituţiunea 

za] | 
9 

&. „Y al? 

care transformă interiorul cercului le|=1 în semiplanul situut 
la stânga axei imaginare. 

-20. Să se transforme cercul [2 | = 1 în asa reală, făcând să se 
corespundă punctele a = |, î,— A cu punctele y = o, 1, 00. 

Substituţiunea: căutată. este 

2 plz 
y = pai 

cu translormă interiorul cercului în “senmiplanul situat deasupra 
axei reale. ă | | 

Dacii cercul este. || = R și corespondenţa punctelor z == [i 
IR—R,y=o,h,o, me devine | 

Y = Rp Za DI a 

" Observare. O substituţiune lineară cu coeficienţii reali nu poate 
stabili corespondenţă într'un cere şi axa reală; căci, într'o ase- 
menea substiluțiune, unci valori reale a uneia din variabile co- 
fespuride o valoare reală a celeilalte variabile: coresp xondenţă „i inu- 
posibilă între punetele cercului şi axa reală. 

_ „457. Dacă o substituțiune lineară S transformă un cerc într'w 
„. dinie dreaptă D, două puncte armonic conjugate în rapori cu cercul 
se transformă în punete simetrice în raport cu D. | 

Substituţiunea: S poate fi înlocuită printrun, produs de două 
substituţiuni $', S”' astfel ca S să transforme cercul în axa reală
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Şi gr — lineară între cagă —să transorn:e axa reală în dreapta 
D. Substituţiunea S” transformând două puncte simetrice în ra- 
port cu axa reală în două puncte simetriee în raport cu dreapta 
D, este deajuns a demonstră teorema pentru substituțiunea $', 

Să luăm centrul cercului ca origină, aveni ecuaţiunile 

R— 
lee S) y= Re 

Fie a=ref, f=—e ip ii - două puncte armonie conjugale 

în raport cu cercul. Ducând aceste valori în expresiunea 5), avem 

pentru y valorile corespunzătoare 

= in RI ea ip Re? 
« ip! Vp LR - pei? 

ari nu diferă între ele decât prin semnul lui i. 
Hteciproca teoremei este evidentă. 

  
  

Corolar. Două puncte armonic conjugate în raport cu un cerc se 
transformă în puncte armoriie conjugate în raport cu cercul tran:format. 

Fie S substituţiunea care transformă un cere (C) întrun cere 
(C”). Putem înlocui S printr'un produs S= S' S”, asttel cu S' 
să transforme cercul (C) într'o dreaptă (D) și.S” să transforme 
dreapta (D) în cercul (C'). Aplicarea acestor două substituţiuni 
justifică propoziţiunea enunțată. 

498; Puncte duble (fize). Presupunând variabilele z, y figurate 
pe acelaş plan şi raportate la aceeaș origină, există cel mult două 
puncte pe cari substituţiunea lineară 

  

1) _a2 + b 

' cz + d 

le lasă neschimbate. Acest puncte se obțin făcând în (1) y= sr; 
de unde ecuaţiunea. | - | 

(2) ca + (d—a)a—b=o. i “ 

Dacă c='0 și da, un punct fix este la distanţă finită şi 
cel de al doilea este punctul z = oo. 

Dacă c=o și d= a, substituţiunea este de forma 

b 
y=at-i 

unicul punct care! se reproduce este punctul a: == oo. 
Punctele ce se reproduc, adică punctele fize, se numesc puncte 

duble :ale transformării. -
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Presupunând co, rădăcinile ecuaţiunei 9) pot îi inogale, 
sau egale, - 

10. Să presupunem rădăcinile inegale ș și fie a, f aceste rădăcini. 
Avem - 

_aa+f afl 

Tape POPE | 
a (ad—bo)(z—a) __a__(ad—bo(ax—f), 

y o lea dtz Fd) y D= CFD te d: 

de unde, pentru substituţiunea considerată, expresiunea 

  (3) * ZE opt, 
y—a z—a a 

în' care 

ca td a d— V(a= d + L- 4 be 

cp = d ard VEI ale Abe 
  (4) = 

Dacă intr oducem substituțiu nile 

(x vază r—a y—a 
  

egalitatea. (3) devine substituţiunea a să 

(6) YV=A+N, 

care transformă între ele, într'un mod conform, punctele X, Y, 

corespunzătoare punctelor z, y. Conservând calificativele substitu- 

țiunilor de forma (6) (£ 443), vom zice că substituțiunea (1) este 

iperbolică, eliptică, loxodromică, după cum coeficientul este real 

şi pozitiv, sau de forma k = e9, sau de forma |h|e'o, ||], 
o<w < 2a. 

, La. _ a—d . 
20, Ecuaţiunea (2) are o rădăcină dublă a = Punând 

e 
în egalitatea (3) A=a-+h, avem | 

| h = (1i— h - - ch ): 

y—a a—a] | caz d+h 

făcând h = o, obţinem, pentru substitui tiunea (1), expresiunea 

| A 2e 

y—a = a tr Pad 

  
  

(7)     

În acest 'caz, substituțiunea (1) se- numește parabolică.
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459. Interpretare geometrică. Ecuaţiunile (3) şi (7) dau loc la 
interpretări . geometrice simple, Să considerăm mai întâiu ecua- 
ţiunea (3) şi să punem 

(S) 276 ei? vf pei? =; z—a ya 

obţinem ecuaţiunile 

(9) | o =r9, 0'=0-tow o A 

10. Ecuaţiunea o = const. şi 0 variabil exprimă că punctul a: 
descrie un cere al cărui centru O se află pe dreapta care unește 
punctele a, fi şi care determină pe această dreaptă două puncte 
A, B armonie conjugate cu punctele « Ș - 

  

  

AP _ BB _ e Lt 
Ă Aa Ba ” . - A , 

Raza R a cercului este dată _B 0 | p 

de egalitatea | 

2 = Oa. Of. | | Pi 

„Cercul conţine în interiorul său punctul a a (fig. 94), sau punctul 

-P (fig. 9), după cum e E 1. Dacă 

o = 4, cercul degenerează într'o 
linie dreaptă perpendiculară pe: 

dreapta af, la egală distanţă de 

aceste puncte. | 
Cercului p = const. al lui 2 

Fig. 9% corespunde cercul e” = const. al 

  

  

  

lui y, al cărui centru se află pe: 
acecaș dreaptă af. Dacă substituțiunea este eliptică (o' = o), cele 
două cercuri coincid, 

20. Ecuaţiunea 0.= const. şi o variabil exprimă că z descrie 
un cere care trece prin punctele a, f£; acestui cere corespunde pentru 

"y cercul determinat de 0' = 0 + o, care trece prin aceleași puncte. 
Dacă substituţiunea este iperbolică (0' = 0), cele două cercuri 
coincid. 

- Cercurile. din. familia o = const. taie sub un unghiu drept 
cercurile din familia 0 = const., precum rezultă din egalitatea 

(Oz) = Oa. 05, “ 

care exprimă că raza cercului 9 = const., în' punctul de intersec- 
țiune cu cercul ( = const., este tangentă la acest cerc.
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460. Proprietăţile. geometrice considerate” mai sus se pul re- 

„cunoaşte lesne, dacă înlocuim ecuaţiunea (3) cu ecuaţiunea trans- 
formată (6) și raportăm punctele N, Y la acelaș plan (X). 

10.. Ecuaţiunea |X| = e (const.)-exprimă că punctul N descrie 
un cere cu centrul în punelul N = o cu raza e; acestui cere cores- 
punde cercul concentric |Y| = || g. Extremităţile diametrelor ace- 

    

stor cercuri sunt puncte armonice conjugate cu centrul N=o şi 

cu punctul co. 
“În virtutea substituţiunilor (5), cercurile (%), (Y) se trans- 
formă în cercuri (2), (9) şi toate diamelrele lor se transformă în 

dreapta care trece prin punctele fixe a, f corespunzătoare punctelor 

N=o, N= co. Extremităţile acestor diametre se transformă dar 

în punctele de intersecţiune ale cercurilor (2), ()'cu dreapta afi: 

cele “dintâi fiind conjugate cu punctele N = o, X = o, rezultă 

că cele din urmă sunt conjugate cu punctele a, 6 ($ 457, corolar). 

Dacă |k|= 1, careurile (3), (Y) coincid, prin urmare și car- 
curile (2), (y). | Pa 

20. Ecuaţiunea arg N = 0 (constant) exprimă că punctul N 
deserie o rază vectoară făcând unghiul 0 cu axa reală; de unde 

rezultă, în virtutea conservării unghiurilor, că cercurile o == const. 

ŞI 0 — const. sunt ortogonale ; deasemenea - şi cercurile transfor- 

mate, corespunzătoare cercurilor e'= |k|e,- 0'=0-+ o. Dacă 
w = 0, razele vectoare X) (Y) coincid, prin urmare și cercurile 

(2), (). 

461. Să considerăm ccuaţiunea (7) ($ 458) 

(0) tr y—a z—u 

care este, precum am văzul, limita către care tinde ccuaţiuntea 
(3), când fi tinde către a după o direcţiune oarecare. Cercurile” 

0 = const., 0' = const. cari trec prin 

punctele a, f devin cercuri tangente în 
punctul ala direcţiunea lim. a fi. Cercurile 
9=const precum și cercurile p'=const,, 

având centrele lor pe această dreaptă 

(a f) pe care o taie în două puncte âr-: 

monie conjugate cu punctele a, f, vor: 
trece, la limită, prin punctul a. Aceste 
cercuri au dar, la limită, centrele lor pe 

tangenta comună în a la cercurile 

  

Fig. 96 

0 = const.;. de unde rezultă că: ambele 

familii o = const., 0 = const. sunt ortogonale în acest punct.
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462. Proprietăţile precedente se mai pot recunoaște în modul 

următor: . ! E 

Să punem z—a = x, y—u="; ecuaţiunea considerată 

«devine 

UD pata 
Dacă punctul N descrie cercuri având aceeuș langentă în punctul” 

] 
= descrie linii drepte paralele ($ 443, 10). Punctul N = o, punetul 

1 SE e 
Ba descrie, în virtutea ecuaţiunii. (11), drepte paralele cu cele pre-: 

cedente; prin urmare Y deserie cercuri având la origină ucecaş 
tangen Lă ca cercurile (ÎN). De unde rezultă că cercurile (2) tan- 

-mente la acceaş dreaptă în punctul a, se transformă, în virtutea 
ecuaţiunii (10), în cercuri cari se bucură de aceeaş proprietate. 

Pentru ca un cere (2) din cele considerate mai sus să coin- 
cidă cu cercul transformat (7), este evident necesar şi suficient 

| 
„ca dreptele corespunzăloare (3). (> să ă coincidă. Petru aceastu 

| ” < . 

Ş IL 
«ste necesar, precum arată ecuaţiunea (11), ca dreptele 3] să fie 

paralele cu direcţiunea 7. În acest caz, fiecare cerc (2) al siste- 

mului considerat se reproduce prin ecuaţiunea (10). 

, 463. Aplicaţiune. Două cercuri excentrice C, C'. fiind date, 

"se poate determină o substituţiune. lineară care să le transforme în 

«louă cercuri concenirice. Fie A, B; A”, B' punetele de intersecţiune 

ale acestor cercuri cu liuia care trece prin centrele lor. Fie a, A două 

punete, situate pe “această dreaptă, armonic conjugate în raport 

«n ambele cercuri 1). Substituţiunea 

a PE z—f 

„y>h a—aw 

în care k este v constantă oarecare, realizează transformarea ce- 

rută. In adevăr, ca transformă toate cercurile cari trec prin punc- 

tele a, fi întrun fascicul de drepte trecând prin punctul y=o 

şi cercurile C, C' (ortogonale la toate cercurile cari trec prin -a, f) 
în cereuri  C, C, ortogonale la acest fascicul de drepte, prin 

urmare concentrice, având centrul y = o. 

Raemplu. — — Seriind substituțiunea considerată sub forma 

(1) = ka apar, 

1) Există un. asemenea sistem de două puncte şi numai unul,
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k ind o constantă reală, să considerăm cercurile 

2 (2) Br pf, (ea) pre. 
Condiţiunea ca punctele a, B să fie armonie conjugate în ra- 

port: cu primul cere este _- ă 

(3) af=ri 
și, în raport cu cel de al doilea, această condiţiune este 

(a — a) (B—m=rg, 

sau, în virtutea condiţiunii (3), | 

4). aa feri e. 

Din substitu țiunea (1) scoatem expresiunile 

(8) a ESP El ate = 
O ARPA AZ 

Bt 
d FI 

  

Ducând aceste valori în prima ccuaţiune 2 şi ținând sezumă 
de condiţiunea (3), obţinem ecuaţiunea 

(6) (12 — 2) S2 + = pp. 
„Aceleaşi valori (5) duse în ceuaţiunca cercului de al doilea 

ŞI ţinând seamă de condiţiunea (3) și înlocuind P. prin valoare 
sa din (4), obţinem ecuaţiunea 

(7) + ala pc] (+ 9) = repeti pipe = 
Cercurile (6) și (7) sunt cercurile transformate ale cercurilor 

date. Dând lui k diferite valori reale, obţinem -atâtea sisteme de 

cercuri concentrice. = 

464. Teorema fundamentală a. iransformării, prin substituțiuni 

lineare, a cercurilor în cercuri se mai poale demonstră î în modul ur- 
mălor: IN . 

"Un cere raportat la două axe rectunghiulare (0£, 07) poate fi 
reprezintat prin ccuaţiunea 

(1) Aga +Ba+bBr4+C=0, | 

în care «= £+ in 3 = E—i in, A și C sunt două constante reale, 

B şi B două constante imaginare conjugale 1). Cecace se verifică _ 

imediat. . 

1) Se obișnueşte a se notă u cantitatea imaginară conjugată cu cantitatea u.
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Dacă A=o, ecuaţiunea reprezintă o linie dee caplă. 
Tie, pentru a demonstră teorema, 

a _ax++b . ! " 

_ | Ya d îi - 

o substituţiune lineară oarecare. Inlocuind în această egalitate i 
prin —f, aven. 

az + 

ca-l 

«
|
 

Imversele acestor două substituţiuni sunt respectiv 

— dy. — =—dyrd 
. Da 

cy-—u „i cy—a 

-Substituind aceste valori în ecuaţiunea (1) și efectuând cal- 
culele, obţinem o ecuaţiune de forma. 

Ay + By By + C4=0, 
în care A, și C, sunt cantităţi reale, B, și B, cantităţi imaginare 
conjugate. Ecuaţiunea transformată reprezintă. dar un” cerc sau 
o linie dre captă, după cum avem AĂ, pc 0, sau Î,=e. 

q, e. d. 

465. Transformarea prin“ raze vectorii. reciproce. -Operaţitinea 
numită transformarea prin raze vectorii reciproce este o modificare - 

RR IE a a operațiunii veprezintată prin substituţiunea: lincară y = —, în? 
e 

care a este un număr real şi pozitiv, dacă înlocuim variabila 2 = £+in 
prin conjugata ci z=E—iy. 

19. Fie mai întâiu a= 1 şi să- considerăm substituţiunile” 

d î0 
PS VS rr; 

a 
avem - | i . 

Punctul a şi punctul transformat i y sunt pe acecaș rază vec 
toară, la distanţe de origină inversă una alteia, iar punctele yşi 3 
sunt simetrice în raport cu axa reală. Punctul î y se zice transfor- 
matul lui z prin raze vectorii reciproce, sau inversul lui z în raport 
cu cercul |a |= = 1. Operaţiunea considerată se mai zice inversiunea 

“în raport cu origina. . 
Transformarea este involutioă, căci relaţiunea ay = ci nu 

se schimbă dacă permutăm z cu y. ' 
7
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Proprietăţile inversiunii rezultă din proprietăţile substituţiunii 

Y => =: ŞI din simetria punctelor Y ȘI 7 în raport “cu axa reală. 
- Se conchide că, prin inversiune, cercurile se transformă în 

cereurt și unghiurile se conservă. Dacă cercul trece prin origină 
(polul transformării), el se transforină într”o linie dreaptă; vice- 
versa, unei linii drepte corespunde un cere trecând prin origină. 
O rază- vectoară se transformă în ca. însăș. _ 

2%. Fie acum a= 6, RI. Punctul = re şi  punetul B 
= Ie = RE io 

z i , 
Aceste puncte sunt pe aceeaș rază vectoară și distanţele lor r, 
+ de origină satisfac egalitalea rr, = NR? De unde rezultă că două 

sunt inverse unul altuia în raport cu cercul | a | =. 

punete inverse în raport cu un cerc sunt armonie conjugate în 'ra- 
pori cu acest cere 1). Viceversa, două puncte armonic conjugate 
în raport cu un cere sunt inverse în raport cu cercul. De altă parte, 

„ Sistemul format dintrun cere şi două puncte armonie conjugate 
a e. . - in raport cu cercul se transformă, în virtutea substituţiunii Yi 

întrun sistem analog; conchidem că sistemul (3) invers sistem 
(2) se bucură de acecaș proprietate și, prin urmare, inversiis:eu 
iransforină un cere și două punele inverse, în raport cu cercul, 
întrun sistean uu acelaș fel. | : i 

"O rază  vecloară reproducându-se prin inversiune, rezultă, 
în virtulea conservării unghiurilor, că centrele a două cercuri in- 

- verse sunt pe acecaș rază vectoară ; centrele lor însă nu se corespund. 
Fie, de ex., C şi C* centrele a două cercuri inverse în rapori 

«u origina O'; aceste trei puncte se află dar pe aceeaș îinie dreaptă. 
| Tie: A.B extremită- 

ţile: di: metrăilui cercului 
(C) situate pe linia centre- 
lor; punctele. “A”, B' res- 

- pectiv inverse punctelor 
A şi B vor fi extremită- 

Fiz. 97 -ţile diametrului cercului 
(C'). Fie D punctul invers 

  

  

centrului C (fig. 97); avem. egalităţile 

OC. OD = OA. 0A'= 0B.0B'=a. 
- - 

De unde 

4 QA- 1 _ OA-+0B -20c 2 
OA o a'0B Hi a - a = OD. 

  

  

1) Adică în raport cu extremităţile diametrului car6 trece prin cele două puncte. , N 
ÎN
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Pimctul D, inversul lui C, este aşa dar punelul : arinonie conjugat 

cu origina în raport: cu extremităţile -A”, B' ale diametrului cer- 

cului (C”); prin urmare. diferit de centrul G . ” ” 

„469, Transfor marea în el însuş « semiplanului situat de o partă Ma 

o "sau de alia a aaei reale. Ie . 
: Pentru ca un semiplan să se reprodiucă,- sau să se schimbe 

unul întrallul, este necesar ca uxu reală să se reproducă, prin ur- 

inare, la valori reale z să. corespundă valori reale Y De unde 

rezultă că coeficienţii substituţiunii pa 

4 Ii „ad CI 
(Do Ya 

webuie să fie reuli. Punând , = Ein, yu iv, găsim, 

pentru o, expresiunei i 

A . o (ad-—b0) 
- etape” E 

feare arată că punelele -z și y.se găsesc în acelaș semiplan, sau în 

iu, "emiplane diferite, după cum determinantul substituţiunii es este po- - 

"ti it sau negativ . 

EI - Să presupunem determinantiul pozitiv; ; putem să-l facem a 
- fi egal cu 1, multiplicând toţi coeficienţii cu un factor convenabil. 

Von presupune dar i . a * 

(2) a _ ad —be = 4. - 

„Punctele. fixe ale „substituţiunii (1) fiind rădăcinile ecuaţiunnii 

po? (d d)e—b=o pe 

stu scali paie băii pie conjugate. Fie a ași ; aceste rădăcini, avem 
Pa - egalitatea Le dăhi - Me i “ ai 

cu pa 
. tr y—u. ad 

îu care 2 „- - 

i _ ad (i Za + + Abe 

+ V(a— dk -- Ade be! 

„sau, în virtulea veti îi, 

na 

  

ta 
Ă 

ea Dacă |a + d|>2, ambii 4 terineni ai fracțiunii sunt reali și de 
ac, aeleg semn; k este dar.real și pozitiv: substituțiunea” este iperbolică. : 
da Dacă |a-+d|<2?, ambii termeni sunt, imaginari conjugaţi 

  

prin urmare k este de forma hk == ei, o <p< 2: substituţiunea 

36 DAVID EMMANUEL, ” .
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„ este eliptică. Dacă la-hd]=23, ădăeinile sunt egale: substitu- țiunea este paralbolică. 

” Substituţiunea lozodromică nu se prezintă în cazul cosficien- ților reali. Ă 

"467, Transformarea unui cerc în el î îns. | 
| i considerăm cercul Ja [= 1 cu centrul în origină și cu! raza 11); 0 substituțiunea lineară care transformă acest cere în. “el însuş se poate obţine formând produsul a două substituțiuni Su Sa: cea dintâiu care să transforme cercul în axa re: ală și cea de a doua transformând axa reală în acest cere; corespondenţa între punctele celor: două linii fiind diferită în cele două substituţiuni, „căci altmintrelea produsul sar reduce la subsLituţiunea identică. 

  

19. Să luăm drept Sa substitujiunea - E 
Ă . a ÎN U) i ami A a A la _ Die , Li 

, - 
care transformă cercul lz|= 1 în-axa reală, astfel..că seunplanul 
y>o. corespunde interiorului acestui cere. " 

20, Fie entru S substituţi iunea ă , | 2% 

- a 0th + h , 
IDR - | Aa cy cy Fdd. 

“peceare o determinăm astlel ca axa reală să se. transfere î în cercul ? 
|a |= 1, adică astfel ea “pentru toate valorile reale y să avem 

N 

- ad. 

A ey+d 

"Pentru: "aceasta este” necesar ca ambii termeni ai Îraciiunii să 
fie imaginari conjugaţi ; de unde. re ezultă 3 condițiunile 4 

- Substituţiunea 

(3) IN ay db . 

i , ay + 

transformă dar axa reală y în cercul |] = 1. Inlocuind în această - 
expresiune y prin valoarea sa (1), ohţineni substituţiunea 

| (ba) + (+ ia) 
(Î— ia) z + (5 + ia) 

care transformă cercul | 2 | = 1 în elf însuş. Verificarea este imediată, 4 

E Mo = 

  

- . ” o - w 1) Orice alt caz se poate aduce la acesta.
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căci punând a == ei, ambii termeni ai inembeului al «doilea sunt. 

imaginari conjugaţi, Da - 

Punând b—ia=a, bhia= five Via =f, Vria=a; 

prin urmare, scriind a, bi în loc dea, f și y în loc de 3, substituțiunea 

(4) se va serie i | 

e PR Ă az ” 
(5) a pp 

- _ baza 

Această substituțiune “transformă cercul |z|= 1 în el însuș. 

“Punctul yo corespunzător centrului z= 0 este dat de egalitatea 

: , Ii . b ă , i 
(6) E Va = ze , i - - 

„ , i , u 

.. 

Pentru ca acest punct să fie interior cercului, prin urmare 

pentru ca punctele interioare cercului la] = L să se corespundă, 
A 

trebuie să avem ineg: alitatea = < L; de unde, i în virtutea egalităţii 
a ., = 

L i b _- . 
=|=i—], rezultă condiţiuneia 
a ia - - 

(7) - - aa—bb >o. IE 

“Punctele fixe a, 2 ale substituţiunii (5) satisfăcând egali- - 
: Lb e Sa 

tatea za 3 — =, avem între ele relaţiunea 
hr e 

(8) _. e aaa]. 

- Printr?o transformare convenabilă putem [ace ca centrul 2 = o 
să fie unul din punetele fixe ale substituţiunii, atunei celalt pet) fix 

va Îi la infinit și substituţiunea va aveă forma y = aia, o. < w<? 
Pentru: a obţine. această substituțiune, să reprezintă prin ce 

extremitatea razei care Lrece prin punetul. Yo și să „considerării 

expresiunea , 

(9) DR | E _ctyo.-y—e E Ă 
- TD? 

” - 3 + C  C—yg y-+e 

care transformă „punetul. Yo în punctul z == 0, Intre a Vo şi c. avem 

relaţiunea - - 

(10) - VE CTo fo=lyol. 
Inlocuind în (9) y prin valoarea sa (5), avem. 

UD, ze l+ro az + b—e (bx + a) 
ZI o TI = = , 
"î e l—ro az + b+ ! c(ba ra) Pi 
  

. "Dacă pune & = rea aveni area Rel aţiunea (6) ne dă 

26*
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.. a . 2 „- Mă i 1 a ÎN - : = you = cppgi 8; de unde b= — Ppoe'%. Ducând acest valori în 

egalitatea (11), obţinem e | i 
3—c 

  

_ | z-k e 

„De unde 'substituţiunea; căutată i E Ş | E . 
(12) = est a. 

Ouservare: Dacă u este real (a ='0, sau 77), substituţiunea (12) 
se reduce la identitate, Acest rezultat se justifică direct, dacă ară- 
tăm că substituțiunea dititre a şi" z, care are punctele [ixe 0, o 

_ are, în cazul considerat, și punetele fixe + c; având astfel mai mult 
decât două puncte fixe, ca sc reduce la identitate. 

Punetele + e fiind fixe pentru substituţiunea (9) dintre 3 YȘi 3, 
esle deajuns a probă € că ele sunt fixe pentru substituţiunea (5) 
dintre a și y. E 

Cocficientăil' a fiind, ret 1 avem a=a ȘI substituțiunea (5) 
devine 

ti | 
aa bata. i 

. ? Punetele fixe ale « acestei substituţiuni sunt L date de ccuaţiuiea 
_ ba = 9. Punând b= jul, rezultă, pentru aceste, puncte, valo- 

vile a, aa eif, 
-. Presupunânda > 01), avem, în virtutea egalităţii (6), argyo = f. 

De altă purte, relaţiunea (10) ne dă argyg = argc; prin urmare 
c= eif. Punctele a, 2, coincid dar cu punctele +e. -. 

468. Nu există altă substitugiune decât cea lineară, cure să trans- 
forme, întrun rod conform, un cerc în el însuș. 

Această propoziţiune se poate demonstră. cu ajutorul teoremei 
următoare a lui JI. “Schwarz 2). | , | 
2 1. — Teoremă. "Dacă ] (2) este o funcţiune de forma 

UD a) = Po), 
P(2) fiind o serie întreagă convergentă în cercul | a 1= şi 

satisface, în acest cerc, inegalitatea i 

0). Țf(a) )|l< <, 

„avem pentru toale: punctele o <| z|< Î,. inegalitatea 

la) 
2) Dacă a < o, sehimbăn semmeli amb lor” termeni ai fracțiunii. 

%) Das Schwarz sche Lemma. Dicberbaeh. Finjiihrung in die konjorn me « Ab 

Vildung, Sa . | i 

sl]
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Semnul = corespunde numai cazului | (a) = ea e 
„10, Fie pun număr pozitiv < 1; modulul |P(2)| nu poate: = 

atinge maximul săn în cercul | |= decât pe periferie. - Insă 

“pe această periferie avem 

. |P (a) ; 
” - 

tea Li: 
prin urmare, în virtutea nezajității (2), avem - 

Pose. pe 

Membrul întâi este independeni de r.za o, -care poate primi 
"orice valoare pozitivă având limita superioară egală cu |. Pentrii 

"De. unde: rezultă inegalitatea 

o=1 şi |z|<I, avem așa. dar -- o - 

Ba Ies. 
  

(4) A lila o 
20. Dacă "P (2) nu esto-o. constantă, nu există nici un punct 

în interiorul cercului || = 1, în care să avem |P (a = 1 In 
adevăr, fie 9 un punct. în interiorul cercului astfel ca IP(ao)|=l 
şi | z— 29 | = r un cerc interior cercului | 2] = 1. Pe periferia - 
aceslui cere există cel puţin un punet £ astfel ca] P( P(a ) | > | P(zo) |; 
prin urmare în acest punot avem | P (. DI > la cecate este coulr ar 

inegalităţii (3). | - i 
| Dacă dar există în interiorul cercului un singur punct a asufel 
că |P(2)|=1, sau: (a 2)l=zl, n 
având niodulul [- și prin urmare : 

ditai tm 
„Așa dar, în afară de acest caz, avem în interiorul cere ului i îne- 

       

este. neapărat, 0 const: wlă, 

  

galita lea | - d i 

o 
„TI. — Să demonstrăm acum că nu există altă subst ituțiune decât 

A = eia . 

care să transforme, într un mod confera cercul | 2 | = i în el însuș. 
In adevăr, fie: y = Î (3) o substituțiună care transformă, în- 

tun mod conform, cercul. | 2] = 1 în-el însuș. Centrul cercului 
transformat fiind acelaş (z = o)rei'al cercului primitiv și punctul 

-Y trebuind, în virtutea ipotezei, să fie interior acestui cere, re- 
zultă inegalitatea. . 

SR (PR lyl<l,
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pentru Loale -piinetele. a: interioare cercului ja | = =, De unde 
-eânehidem, în „virtutea tcoremei lu Schwarz, inegalitatea - 

D- ui <a, 
valabilă în acelaş cere. Da - a. 

Procedând în sens invers, adică privind. ca “funcţiune , de y, 

conchidem deasemenea, î în virtutea transformării conforine, inega- 
„Htatea. " 

go zi 
i | Din contradicțiunea inegalităţilor (7)-şi (8) rezultă egalitatea 

(9) Da y = ear, o “q. e. d. | 

  

 



“ERRATA 
* Pag. 142. Nota; linia a doua: | 

| „Să se cetească: m An în loc de: mn. . i 

Pag. 244, (8): | 
Să se cetească: a, în loc de: an. 

Pag. 321, penultima linie: . 
- Să se cetească: in din pag. 320. în versiunea seriei integralei. u. 
loc de: inversiunca; seriei 0) ($ 381). îi. 

Al ae bi nl ba re înat Paa, 5 „Pad „Pe A pu ase tele rule Abe în Ă 

du AR cole pe [iona 

AD 
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