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INSTIINTARE.

Ca profesor de Calcul diferential si integral la Facultatea de Stinte
din Cluj, am avut ocazia s constat, in fiecare an, cat de mult se re-
simte — mai ales pentrw studenfii din noile provineii romdnesti — lipsa
wnui trotat de Awarizk MatemaTick in limba romdnd.

Pe de alta parte, din publicarea manualului mew de MATEMATICI
GENERALE, cunoscind sacrificiile de timp si de mumed, ce necesitd redac-
tarea unwi astfel de curs, precum si greutates cw care se tipdreste la noi
0 carte de Matematici superioare si totusi pentrw o asigurd aporifia. et
mai, repede a acestor lectiumi, m’'am adresat lo cafiva colegi de la Uni-
versitatea, din Clug, rugdndu-i si colaboreze la redactarea wnui manual
elementar de AnavLizK MATEMATICX, 1 care sd fie tratate loate chestiu-
nile, care se cer de obicei la examenul de G'alcu,l diferential si mteqml
pentru licenta in Matematici. i

Modalitatea lo care me-am oprit este aceea de a scoate cursul in
mai multe volume, cuw a edror coordonare i wniformizare md voiw ocupi,
eu, ast ca toale volwmele impreund sda poatd formi un tot.

Primul volum, intitulat: Lectiost pe CALcuL DIFERENTIAL, e 7e-
dactat de D-1 A. Axcerescu, profesor de Teoria Fumefiunilor la' Univer-
sitatea din Cluj. Volumul al doilea LucTiost pE CALcUL INTEGRAL va fi
redactat de mine. Celelalte volume vor fi destinate aplicafitlor geometrice,
ecuatiilor diferenfiale si ecuatiilor cu derivate parfiale.

Tin sd exprim acy mulfumirile mele Mimisterulus Instructiun, care
a binevoit si me inlesmeased aparifia acestui prim wvolum, precum s
Institutulus de Arte Grafice , Ardealul”; care — cu toate sacrificile le-
gate de vmprimarea wnui curs de Analiza Matematicd — si-a dat toatd
silinfa ca aceste lecfiumi sd apard in condifiile cele mes ieftine i cele
mai bume,

Cluj, 17 Noembrie 1926.

GHEORGHE Braru,



rod

Titlul de Lectiuni de Caleul Diferenfial dat acestui volum este poate
prea restrans, cdci primele trei capitole, adicd aproape jumatate din cu-
prinsul acestor lecfiuni, sunt destinate chestiunilor Introductive - Multimi
de nuwmere, Limite, Fumctiuni si Serii.

Am edutat in expunerea ficutd si fiu eit mai elementar, atingdnd
numai, fard a intra in prea multe detalii, chestiunile mai delicate ce sunt
desbdtute in citeva din tratatele moderne de Analizi Metematicd.

Pentru limurirea si complectarea teorislor expuse am crezul util si
adaug dupd fiecare capitol un mic numdr de exerciti 1, in parte noi. a
edror solufie se giseste indicatd in mod sumar.

Scopul lectiunilor de fatid nu este altul de cdt de pune la inde-

mina studentilor nogtri un manual didactic de Calewl Diferential
seris in romdneste. g

AvreL ANGELESCU.
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CALCUL DIFERENTIAL SI INTEGRAL.

CAPITOLUL 1.

MULTIMI DE NUMERE. — LIMITE.

.

L. — NUMERE REALE. — MULTIML

1. Numere rationale. Numere iNtREGL. Nu vom incerca si dim 0
definitiune a numerelor intregi; vom considera aceasti notiune ca intui-
tivd. Nu ne oprim nici asupra operatiunilor cu aceste numere. Vom ob-
serva numai ci ideia de infinit este cuprinsd in acea de numir intreg :
sirul numerelor intregi este nelimitat, pentru ci dupd fiecare numir in-
treg urmeazi un alt numir intreg diferit de el si de toate celelalte nu-
mere dinaintea lui.

NumEere FRACTIONARE. Mésura lungimilor a introdus din timpurile
cele mai vechi numerele fractionare. Putem considera o fractie%(m st

"% numere intregi) ca o pireche de numere avand roluri diferite. Defini-
rea operafiunilor cu aceste numere trebue sy fie astfel facutd, ca si nu
conducd la contraziceri. Asa, de exemplu, definitia produsului a dous
fractii % $i % trebue si ne conduci la definifia produsului a dous
numere intregi, atunci cand m e divizibil prin » si p e divizibil prin gq.

NumERE NEGATIVE. Numerele negative s’au introdus in aigebrd ca
solufii_false ale ecuatiilor. Din interpretarea acestor solufii s'a degajat
treptat, treptat ideia de numir negativ si numir pozitiv. Considerarea
numerelor precedate de semnul -+ sau — pentru a determina un punct
Pe o axd dirijatd a fost un eveniment de cea mai mare importantd. in
evolutia stiinfelor matematice.

’ Numere rationaLe. Numirul zero Impreund cu numerele intregi si
fractionare, pozitive $i negative, formeazi multimea numerelor rafionale.

Din dous numere rationale distincte a si b unul este mai mare de
cat celdlalt. Dacd a este mai mare decit b, scriem @ > b sau b < q.

C.D.L 1



2 MULTIMI. — LIMITE,

Dacd intre trei numere @, b, ¢ avem a > b $i b>¢, vom avea si a>c.
Exprimim aceste proprietiti zicind ci multimea numerelor rafionale
este ordonatd.

Mai reamintim ci intre doui numere rationale diterite putem in-
totdeauna intercala altele mai mari de cat cel mai mic §i mai mici de
cat cel mai mare si astfel incat diferenfa dintre dous numere consecutive
se fie ori cat de micd vrem.

2. Numere irationale. NoTiunea DE TAETURK (1). Definirea numere-
lor irafionale o vom baza pe posibilitatea de a separa, fotalitatea nume-
relor rationale in doud clase, o clasd inferioari A i o clasi superioari
B astfel ca: ~

Y Orice numir rational si facd parte sau din clasa A sau din clasa B.
y Orice numir rational a din clasa A si fie mai mic de cat orice
nurgér rational b din clasa B.

Cand am obfinut o astfel de separare zicem c& am ficut o tdeturd
in girul numerelor rationale. Vom vedea, mai departe, unele procedee
simple, care ne conduc la t#eturi.

In privinta claselor A si B trei cazuri sunt posibile :

10, Clasa inferioari A contine un numir o mai mare decat foate
celelalte numere din aceasts clasi. _

Prin urmare clasa A este formatd din numdirul 2 _si din toate nu-
merele rafionale mai mici decat «; iar clasa B din toate numerele maj
mari decat o In acest caz observiim ci din definitia claselor A si Bl
reiese cid in clasa B nu putem aveq nict un numdr mai mic decdt toqte)}
celelalte numere din aceasts” clasa Y\ B ufy ovbe OF de dlaaw BT

In adeviir, daci un astfel de numar B ar exista, el ar fi mai mare
decat a, cdci este din clasa B §i intre si B, diferite, ar exista alte nu-
mere rationale, care ar fi toate in afari de clasele A si B, ceeace este
In contrazicere cu definifia acestor clase.

20, Ipoteza precedenti ne fiind realizatd, si presupunem ci clasa
superioard B ar confine un numir « mai mic decit toate celelalte nu-
mere din aceastd clasi. Prin urmare clasa B este formati din numérul
@ §i din toate numerele mai mari decat a, iar clasa A din toate nume-
rele mai mici decat «. In acest caz, in clasa A, nu putem avea miciun
numdr mai mare deciit toate celelalte numere din aceasti clasi,

Aceste doud cazuri sunt foarte ugor de realizat. Lufim un numir
oarecare «; asezdm fin clasa A toate numerele mai mici decit « si in
clasa B toate numerele mai mari decat «. Daci agezim numérul & in

(!) Nofiuns datoritd lui Dedekind.



NUMERE REALE. 3

clasa A, avem cazul intdi, daci il agezim in clasa B, avem cazul al doi-
lea. In ambele cazuri zicem c# numirul « determini tdetura (A, B) si
ci aceastd tdeturd este rafionald.

3%. Se poate insi intampla si nu existe nici in clasa A un numdr
mai mare decdt toate, wici in clasa B un numdr mai mic decdt toate.

Fie, de exemplu, § un numir rational, pozitiv si nu patrat per-
fect; vom ageza in clasa A toate numerele rationale negative §i nume-
rele rationale pozitive al ciror patrat e mai mic decat B, iar in clasa B
toate numerele w al céror patrat e mai mare _decat B.

Asa fiind, in clasa A nu poate exista un numir mai mare decat
toate celelalte. In adeviir, daci @ este un numir din clasa A, patratul
lui e mai mic decat § si calculand rddicina patrati din B, cu un nu-
mér suficient de cifre zécimale, prin lipsd, putem gisi intotdeauna un
numdr rational «, care si satisfacii neegalititile « > a si a2 =

In mod analog se arati ci in clasa B nu poate fi nici un numir
mai mic decat toate celelalte/. , :

| Cand conditiile cazului 8° sunt indeplinite, zicem ci téetura%ste
\ trafionald. Tietura (A, B) ne defineste un numdr trafional prin conditia
| Ca acest numdr si fie mai mare decdt toate numerele din clasa A §i mai
‘i mic de cit toate numerele din clasa B. Vom insemna, de aci inainte,
| acest numir cu o literi. '

1 &
EXEMPLE de numere irafionale: |5, , ¢ etc.

Totalitatea numerelor irajionale corespunde la totalitatea tieturilor
de tipul 3° posibile.
b

VaLorr AproPIATE. Fie A un numir irational definit prin tdetura
(A, B) si ¢ un numir rational pozitiv ori cat de mic voim. S¥ conside-
rdm progresia aritmetici

(1) @, ate,at2¢,af3e, ...

unde @ este un numir din clasa A. Termenii acestei progresii crescand
1a infinit en #», vom giisi in ea si termeni din clasa B. Fie a -+ ne pri-
mul termen al progresiei (1), care apartine clasei B; a-(n — 1) apar-
fine clasei A si avem

at+m—1)e < A < a-}fne.

Numerele rationale ¢+ (n—1)¢ si a-+ne se zic valors apropiate
de X ew o aproximafie mai/ micd de cdt e, primul prin lipsd, al doilea
prin adaos. }

Prin urmare: Oricat de mic ar fi numirul rﬁtional i pozitiv ¢, pu-

. e



4 MULTIMI. — LIMITE.

tem determina intotdeauna doud numere rationale a si b, respectiv din
clasele A si:B ale unui numdr irational A, asa incat si avem b—a=°¢.
Vom putea gisi astfel: ‘ s

1 ; 1
entru e =— numerele a;, b; cu by —a; — —
2

10 10 .
1 1
M Tl ol i Uy egse T
. o . . . . . . . . ‘l . - . - . .
1 1
» szm ” Qp, bfl » bn — @ :w—n

$i vom avea
USEHEQRSE .St =...

b,gbngag...gb,,g...
cu
an <A <bp

pentru orice valoare a lui #.

3. Numerele reale. Totalitatea numerelor rafionale si wrafionale for-
meazi mulfimea numerelor reale.

Ordonarea numerelor reale implici determinarea relatiilor de ega-
litate si neegalitate dintre aceste numere. '

Compararea unui numir rafional r cu un numir wafional A, deter-
minat de tdetura (A, B), este imediati: daci numirul r se giiseste in
clasa A, este mai mic decit A, iar dacd se giiseste in clasa B este mai

 mare decat ).

Sd comparim acum doudi numere irafionale. Fie A un numir ira-
tional definit prin Tietura (4, B). Vom zice ci alt numir irational A* de-
finit prin tdetura (A', B) este egal cu A, atunci cind orice numir din
clasa A" face parte din clasa A si orice numir din clasa B’ face parte
din clasa B. Vom zice cii numirul rafional A" este mai mare decat A,
sau cd A este mai mic decat A’, daci un numir din clasa A’ se giseste
in clasa B.

Un numir real este pozitiv, daci este mai mare decit un numir
rational pozitiv; este megativ, daci este mai mic decat un numir ratio-
nal negativ. Prin urmare putem scrie §i pentru numerele irationale A >0
pentru X pozitiv, §i A <0 pentru A negativ.

Sd ardtim acum ci intre doud numere reale diferite putem intot-
deauna intercala un numdr rafional si deci o infinitate. -

In adevir, daci amandous numerele sunt irationale, propozitia se con-
fundd cu definitia pe care am dat-o neegalititii a dous numere irafionale.

Si presupunem insi ci numai unul din numere este irafional, de-

¥

|

di
i =



NUMERE REALE. 9

finit prin tdetura (A, B). Celilalt numir, fiind rational, se va gisi in
clasa A sau in clasa B, dar nu va fi nici cel mdi mare din clasa A, nici
cel mai mie din clasa B; prin urmare si in acest caz propozitia este
adeviiratd, 3

In fine cand ambele numere sunt rationale, propozitia este cuno-
scutdl din aritmetica elementari.

—

Simetricul unui rumdr ratlonal se numeste acel numér schimbat
de semn. Si extindem aceastd definitie la numerele irationale.

Fiind dat un numdr real A definit prin tietura (A, B), vom insemna
cu —A si —B clasele ce se obtin respectiv din A si B cand, luim si-
metricele numerelor ce le compun; este evident ci in clasele —A
§$i —B impreund intrd tofalitatea numerelor rationale si cd fiecare nu-
mér din clasa —B este mai mic decat fiecare numiir din clasa —A.
Téetura (—B, —A) defineste deci un numir real, pe care il insemnim
cu —A si vom zice cd este simetricul lui A.

Dacd un numdr este pozitiv, simetricul siu este negativ. Dintre
numerele A si —A acel, care este pozitiv, se numeste valoarea absoluid
a lui A si se noteazd cu |A].

Inversul wnuwi mumdr rational r este % Fie A un numdir ira-
tional ; putem considera acest numir ca o tieturd ficutd in totalitatea
numerelor rauonale de accl(w semn cu el si fie (A, B) acea tdeturd. Si
insemnim cu A" si B™' clasele formate respectiv de inversele nume-
relor din A si din B. Cum orice numir rational diferit de zero este in-
versul unui numér rational, rezulti ci tietura (B_1 ATY defineste un
numdr irational de acelas semn cu A. pe care il von®insemna cu l— si
il vom numi snversul lui A. =

4. Operafiile cu numere reale. Apunarea. Fie X si A" dous numere
reale i a, b, a' b patru numere rafionale asa incat si avem

a<A<b, a<<X<V'.

Este evident ed:

1°, toate numerele rationale de forma @@’ sunt mai mici decat
numerele de forma b b';

20, nici unul dintre numerele @ --a’ nu e mai mare decat toate
numerele de forma a-a';

3% nici unul dintre numerele b )" nu e mai mic decat toate
numerele de forma & 0".

Si ardtim ci existd un rumir real " $i numai unul, mai mare
dect toate numerele a 4’ si mai mic dect toate numerele b+
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In adevdr, punind in clasa A orice numir rational care e mai mic de-
cit toate numerele de forma b b si in clasa B toate celelalte numere
rationale, am format tdetura (A, B), care defineste un numir real A" In
particular, in clasa A sunt toate numerele de forma a -4 a4’ si in clasa
B toate numerele de forma b -}’ si*cum nu existi un numér, care si
fie cel mai mare de forma & -}-a’ si nici un numir cel mai mic de
forma b - b’, trebue si avem

at-a" <XV<b4+ 0. %

Numirul A" este unic. In adevir, daci ar fi dousi numer Ap si A
(A1 <<A2) care si satisfacd la neegalitatea precedentd, am avea, pentru
toate numerele a, a’, b, b’ considerate, neegalitatea

=M <Ob+d)—Ta+a)=b—atbd —a,

ceeace este imposibil, deoarece existi numere ’a, b, o', b’ pentru
care diferentele b—a si b"—a’ pot fi ori cat de mici, in particular
mai mici decét )‘—2;—7\3 Numdrul 1" astfel definit se numeste swma nu-
merelor reale A, 1°. Vom scrie dar

L2 =K.
Din aceastd difinifie a adunirii, care cuprinde ca un eaz particular
adunarea numerelor rationale, reiese proprietatea comutativg
¥

AN =X+

In mod analog se defineste suma a mai multor numere reale st
se verifici proprietatea asociativd
OGHIINE «

at-@-+n)—atptr.

S& verificim ci suma numerelor A si 1’, unde A* este simetricul |
lui A, este nuld. Se vede imediat, in acest caz, ci numerele de forma ;
a-+a’ sunt toate negative si numerele de forma b+ b sunt toate po-J
zitive; deci A +A"=0.

Sckperea. Pentru a sciidea un numir A din numirul i, vom adduga
numdrualui o pe ', simetricul lui A; rezultatul d al sciiderei il numim

diferentd, deci \
d=p+¥.  X= —)

Se vede imediat cd, dacd adundm pe A cu d, cipitim pe 1, con-
form definitiei obisnuite a sciderei, deoarece

A A= (pFX)FA—p+ O +)=p.
Se mai poate scrie :
d=p—A
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InvuLTiREA. A i A’ fiind doud numere reale pozitive, si considerim
toate numerele rationale si pozitive a, b, a', b’, care verifici neegalititile

a<A<b , a’ <AL,

Produsele de forma aa’ sunt mai mici decat cele de forma bb"
si cum existi diferente de formele b—a si b"—a’, care si fie ori cat
de mici voim, rezulti ci sunt si diferente de forma b b"— a a’ oricat de
mici am voi. Rationand atunci ca in cazul adunirii, vedem cii existi un
numdr real si pozitiv 1", §i numai unul, mai mare decat toate produsele
de forma @ a’ §i mai mic decat cele de forma bd’. Acest numir se nu-
meste produsul numerelor A si A’

Vom scrie dar &
A2 =A4",

Regula semnelor se extinde imediat in cazul cand unul sau ambele
numere A, A" ar fi negative.

Proprietétile comutative, asociative §i distributive reprezentate prin
egalititile

ap:p“ ) “(ﬁY)::“ﬁY ’ “(p_,_Y):“ﬁ_'_“Ys
se verificd imediat.
Un produs de mai multi factori nu poate fi nul, decat dacii unul
din factori este nul.

Se mai verifici ugor ¢ produsul unui numdr prin mversul siu
este egal cu 1.

ImpXRTIREA. Pentru a imp#r{i un numér A printr'un numir p, vom
inmul{i pe A prin py, inversul lui p. Rezultatul ¢ al acestei operatii se
numeste cdt. Se verifici imediat ci pc=A.

Mai putem scrie

A
— =
D

Putert raTioNALE. Dacd # este un numdr intreg si pozitiv, ridica-
rea la puterea m a unui numér A este o consecintd imediatd a definitiei
inmultirii. St

Sd definim riddécina aritmeticd de ordinul # a unui numir pozitiv A.
Vom separa totalitatea numerelor rationale pozifive in doud clase A si
B: in clasa A vom pune acele numere rationale, care ridicate la puterea
n-a ne dau numere mai mici decdt A, iar in clasa B vom pune cele-
lalte numere rationale pozitive. Am format astfel o tdeturd (A, B), care
ne defineste un numir numit rdddeina de ordinul n din A si pe care

n

il insemnédm prin J};
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- -
Se vede imediat ci numirul Jx astfel definit este irafional, afard de

cazul cand A ar fi puterea a m-a a unui numir rafional. ;

: Prin definitie avem apoi

H=r—

’ A,—

unde m si » sunt numere intregi pozitive $i » un numdr rational.

B 8 e

Aceste definitii sunt suficiente 'pentru a stabili, fird nici o dificul-

tate, regulele de calcul ecu exponenii rationali pozitivi sau negativi. -

EGALITATI $1 NEEGALITATL. Se poafe ardta usor ci regulele elemen-
tare cunoscute de transformare si de combinare a egalititilor si neega-
litétilor subzistd si pentru numerele astfel generalizate. :

5. Corespondenta. intre mirimi si numere. Numerele reale se in-
trebuinfeazi pentru a exprima misura wirimilor concrete. Se admite,
ca un postulat, ci, dac# unitatea de mésuri a fost aleasd, la fiecare can-
4itale dintr'o mirime corespunde un numdr $i reciproc.

Sd considerim o dreapti nesfarsitd pe care vom Tua:

1% un punct O ca origine;

20. un sens pozitiv, de exemplu dela O spre dreapta;

30. un segment wunitate OA in sensul pozitiv.

Vom zice c¢i punctele O si A corespund respectiv numerelor 0 si 1.

La orice punct P depe dreaptd va corespunde un numdr real o — QP
bine determinat, pozitiv daci punctul P se giseste de aceeas parte cu
A fati de O, negativ in caz contrar; si reciproc, la oricare numir real
corespunde un punct P (a= OP). Tinind seama de aceasti reprezen-
tare geometrics, vom putea zice, de aci inainte, in loc de numiirul a,
punctul @ i invers,

+ 5= 6, Marginile unei mulfimi de numere. Cand avem un numir finit

=)
S
</
-~
~
-

sau infinit de numere, care se bucuri toate de o proprietate comuni,
zicem cd avem o mulfime de numere. :

- Spre exemplu, putem considera multimea numerelor rationale. mul-
{imea numerelor cuprinse intre 0 gi 1, multimea numerelor intregi si
pozitive mai mici decat 100, ete. )

Dacd mulfimea este formatii dintr'un numir finit de numere, atunci
unul din numerele multimii este mai mare decat celelalte. Cand mulfi-
mea cuprinde un numir infinit de numere, nu mai putem afirma acelag
lucru; ‘asa, de exemplu, in mulfimea numerelor negafive nu existi nici
un numir mai mare decat toate celelalte. Aceste constatéiri ne conduc
la nofiunile de margini ale unei mulfimi. rift
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O multime este mdrginitd superior sau la dreapta('), daci putem
determina un numér 4 mai mare dect toate numerele mulfimii; este

-marginitd inferior sau la stinga, dacs putem determina un numir a

mai mic de cét toate numerele mulfimii. Dacd multimea este marginitd
$1 superior i inferior, zicem ci este mdrginitd.

MarGINE suPERIOARX. Fie () o mulfime de numere mérginitd supe-
rior. Fati de aceasti multime putem - despir{i foate numerele reale in
-doud clase A si B. Vom zice ci un numir n este din clasa A, dacid
existi cel putin un numir, din mulfimea (), mai mare dé cat n: in
‘caz contrar n este din clasa B. Cum am presupus multimea () mirgi-
nitd superior, este evident ci avem numere din ambele clase si ei 0121
‘cé numdr din clasa A este mai mic decat orice numir din clasa B, T

Sd arditim cd existd un numir M, care desparte aceste doud clase:
-adicd orice numir mai mic decat M este in clasa A si ‘orice numir mai
mare decat M este in clasa B. In adevir, zic ed numirul M este nu-
mérul definit prin tietura (F, B) ficutd in modul urmétor in. totalita~
tea numerelor rationale: luim in clasa inferioard A toate numerele ra-
-Jionale cuprinse in A si in clasa superioard B toate numerele rafionale
cuprinse in B. Asa fiind, orice numir rational mai mare decat M este
In clasa B si orice numir rational mai mic decat M este in clasa A.
Un numir drafional mai mare decét M, este mai mare decat o infinitate
-de numere rafionale mai mari decat M, adici din clasa B, deci si acel
numdr irational e$te in clasa B; tot astfel se vede ci orice numir ira- -
“fional mai mic decit M este in clasa A.

Acest numiir M se bucuri de urmitoarele dou proprietifi :

1°. Nici un numdr din mulfimea (1) nu este mai ﬁ%cdt M._

20. Oriedt de mic ar fi numdrul pozitiv e, existd intotdeauna, in
-mulfimea (1), un numdr mai mare decit M — e.

In adeviir, daci ar exista in multimea () un numir de forma
M—+h, (h>0), atunci numirad M —f—% ar fi in clasa A, ceeace este

-absurd. Proprietatea 20 esie si ea o consecin{d imediati a definitiei nu-
marului M: numiral M — ¢ face parte din clasa A, deci avem in mul-
“{imea (i) cel pufin un numédr mai mare decat M — e,

Numirul M astfel definit se numeste marginea superioard a mulfimii
“«(t); el poate face parte sau nu din multimea (y). By

EXEMPLE. In mulfimea de numere fracfionare

L
%.Ln n=1, 2, 3,...
1—(5) ; !

(") Avand in vedere reprezentarea geometrici a numerelor.

\\‘
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avem M =1 si acest numéir nu apartine mul{imii, pentru c¢i nu este tractionar. Dar
in multimea numerelor al ciror patrat nu este mai mare decAt 2, avem M =}2 si
el aparfine multimii considerate.

WA~ Opservir 1. Se vede imediat ci nu putem avea decdt un singur
numadr, care si se bucure de proprietitile caracteristice ale numdrului M.

II. Dacd M nu face parte din multimea (p), atunci in aceastd mul-
fime existd o infinitate de numere mai mari decat M —e. Ciici daci
nu ar exista decidt un numér finit, atunci cel mai mare dintre aceste
numere ar avea toate proprietitile numdirului M, ceeace este imposibil..

MarGINE INFERIOARK. In mod analog se arati cid, daci o mulfime
(1) este mirginitd inferior, existd un numir m, numit margine inferioard
a mulfimii si care se bucurd de urmitoarele doud proprietiti :

10, Nici un numdr din mulfimea (1) nu este mai mic decdt m. | -

20, Ori cat de mic ar fi numdrul pozitiv €, existd intotdeauna un-
numdr din mulfimea () mai mic decit m—l—s‘

7. Punct limitd. Unei multimi de numere ii corespunde o mulfime-
de punmcte pe o dreaptd dirijatd, numiti mulfime liniard. Punctele unei
mulfimi mérginite sunt toate pe un segment de lungime finiti.

Fiind datd o multime liniard, un punct p este numit punct limitd
sau punct de @ngrdmddire, atunci cand existd o infinitate de puncte de-
ale multimii in veciniitatea lui p, sau, mai precis, atunci cind existd o-
infinitate de puncte de ale multimii intre p —e si p+ ¢, ¢ fiind un
numér pozitiv arbitrar, oricat de miec. 0+

Si ardtim cd: o mulfime liniard (y), mdrginitd, care cuprinde o
infinitate de puncte, are el pufin un punct limitd. :

In adevir, fie a i b extremitifile intervalului a b, care contine
toate punctele multimei (i); sd-1 impértim in dou# pér{i egale prin punc-
tul ¢. Dintre intervalele a ¢ si ¢b unul cel pufin va contine o infinitate
de puncte de ale multimii (). Fie a; b; acel interval. Operand asupra
intervalului @y b;,, cum am operat asupra lui @b, si aga mai departe,
obtinem segmentele a b, a;b;, azb,, .., fiecare fiind jumitatea celui
dinaintea lui §i in fiecare giisindu-se o infinitate de puncte de-ale mul-
fimii" (). Cum avem a, b,,=:7b, vedem cd dupd un numir destul de
mare de operatiuni, segmentul @, b,, care continui a con{ine un numir-
infinit de puncte de-ale multimii, poate fi ficut mai mic decat un nu-
mér pozitiv flat 2¢, oricat de mic ar fi el

Fie p limita comuni cétre care tind numerele a, b, cand = creste-
la infinit. Punctul p e un punct limitd al mulfimii ()-
~ Un punet limit al unei multimi poate apariine sau nu acelei multimi..

< '\ ‘
oS &
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EXEMPLE. Dacd considerim mulfimea de puncte

1 1

e e o 4
,‘73, bl 3

|-

atunci zero, adicd originea, este un punct limiti si el nu aparfine multimii, Din contra
in mul{imea de puncte

Ll—greey Imay oo

1 este punct limitd §i el aparfine acestei mulfimi, -

O multime de puncte poate avea mai multe puncte limiti, sauw
chiar o infinitate. Este evident insd c#, daci o multime este formati
dintr'un numir finit de puncte, nu are nici un punct limita.

8. Cea mai mare limiti. Dacd o mul{ime mirginiti (p) are mai
multe puncte limit, atunci marginea superioard L a multimii formati
de aceste puncte limitd, se cheamii cea mai mare limitd, iar marginea
inferioard I cea mai micd limitd.

Din aceastd definitie si din cele ce stim asupra punctului limitd
reiese ci:

10. In mulpimea () avem o infinitate de numere care sunt mai mari-
decdt L— e gi mai mici decdt L--¢ §i o infinitate de numere care sunt
mas mici decdt .1-e gi mai mari deedt | — . :

20. Nu putem avea in mulfimea considerats decdt un numdr firgt:
de puncte la stinga punctului |— e sau la dreapta punctului L -+ e.

EXEMPLU. [n rfulfimea in care primele 4 numere sunt

‘3 8 17
u,=3, uz=7 ] u3=§7 Uy =18’

iar toate celelalte numere, in numir infinit, se calculeaz& dupi legea urmitoare :
1
un=2-— pentru n=m4d-}1,
n e g 5 4 o
%n=2—%— » ”=m4+2,

un=1—-,% » m=mé}3,

un=1- n—l’ w n=m4,
cea mai mare limitd a mulfimii este 2, iar cea mai mica limitd este 1; margimea
superioard a mulfimii- este 8, iar marginea inferioari—:- .
Dacé multimea (i) are numai un singur punet limits, L si I co-
incid cu acest punct,
Se poate intampla ca numerele L si [ si coincidi respectiv cu

marginile superioari si inferioard ale multimii ().
II. — VARIABILE REALE. — LIMITE.

f Variabila reali. O cantitate = care, trece printr'o inflnitate de
valori reale, se numeste o variabild reald. Zicem cii z variazi in inter~

.
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valul (4, ), cand x poate lua toate valorile cuprinse intre a si b, im-
preund cu aceste valori extreme. Vom presupune, cand nu vom specifica
contrariul, @ << b. Deci in acest caz a este marginea inferioard si b mar-
ginea superioard a intervalului (a, b), .ambele accesibile pentru valorile
lui ; intervalul (a, b) este zis #nchis.

Dacd = nu poate lua yaloarea a, sau valoarea b, sau ambele valori
a §i b, zicem cil intervalul este deschis si ci marginile nu sunt accesibile ;
in acest caz vom insemna intervalul in care variazi z prin (a -0, b),
sau (a, b —0), sau infine (a -0, b—0). ~

10. Limita unei variabile. Fie o variabili Z, care trece. succesiv
printr'o infinitate de valori, asezate unele dupd altele dupi o anumitd
lege. Zicem ci x tinde citre o limitd a dacd, ori cat de mic ar fi nu-
mérul & pozitiv, putem gisi o valoare x a lui z, astfel ca, pentru toate
valorile pe care le ia z dupd z,, si avem neegalitatea

(1) ig lz—a|<e.

In acest caz scriem: lim z —a.

OBSERVARE. Condifia (1) se mai poate scrie» :

a—e<z<a-E& :

Din aceastii definifie reiese ¢ o variabild nu poate tinde in acelas
timp-cétre doud limite diferite a si b, cici cantititile |z —a| si |z—5|
devenind mai mici decat ¢, din |z—a <g |®w—=b| <& deducem
lb—a| <2¢, ceeace este imposibil de oarece & poate fi luat ori cat de
mic voim,

Dacé z creste si devine mai mare decat orice numir A, oricit de
mare, zicem ci z tinde citre ~+ 00 si seriem : lim 2 — -+ co.

Tot astfel daci = descreste si devine mai mic decat orice numiir
negativ dat, zicem ci z tinde eciitre — oo i scriem: lim z= — co.

11. Principiile teoriei limitelor. I. Dacd variabile z creste me-
W o /) Contenit, ramdndnd insé mai miced deedt un numdr fi 4, @ are o limitd
A = T gl aceastd limitd este mai micd saw cel mult egald cu A. =
£ 2 /.1 'In adevér, mulfimea valorilor ce le poate lua z fiind marginits
superior, avem o margine superioard a acestei multimi, pe care si o
notdm cu M. Variabila # nu poate deveni mai mare decat M, dar
djunge mai mare decat M —e (6); odatd aceastii valoare ajunsi, varia-
bila z fiind cresciitoare, se va apropia necontenit §i mai mult de M.
Deci M, evident mai mic sau egal cu 4, este limita variabilei z.
In mod analog se arati ci: dacd variabilas o >_descregte mecontenit
dar rdmine mai mare decit wn nwmdr B, atunei z are o limitd g1 aceg-

std limitd este mai mare squ. cel pufin._egald cu B.

/




A

Lnares o w0 = S T
iwry = & g =P
Il. Fie z §i y doud variabile avind ca limite pe a g B,'Jvom avea.
lim(z+y)=atf , lim@y)—af , 1im~(§)=%,
.,
dacd in ultima egalitate presupumem pe B diferit de zero. F50
Primele doudi egalititi sunt aproape evidente. Vom demonstra pe
cea din urmd. S& punem z=a-+h si y=B-+k unde % si k sunt va-
riabile avind ca limitd pe zero (fiindea |hl=1z—a|<e). Vom avea
”_izé—‘—h_i:ﬁh—ak'
BBtk B pgleth :
Cum § este diferit de zero, putém face ca aceasti ultimi fractie
si fie mai mic#, in valoare absolutd, decit orice numir pozitiv. Deci

P o s a
= ca limit =
3 are imitd pe 3

Propozifia precedenti se poate enunta sub o formd mai generald
considerand sume si produse de mai multe variabile, dar in numdr finit.
Mai general:

1L Fie R (%, y, 2,...) 0 expresie rafionald de un numdr finit de
variabile z, y, z,. .., adicd o expresie al cdrei caleul nu cere decit cele
patru operafiuni fundamentale ; dacd variabilele z, Vs 2, ... au respectiv-
ca limitd pe a«, B, ¥,..., atunci R (=, ¥, 2,...) va avea ca limiti expre-
swunea R (z, B, v,...). : .

Pentru valabilitatea acestei propozifiuni se cere, ca in cazul cand
in expresiunea R avem operatiuni de impirtire, impdrtitorul si nu aiba
o limitd nuli. / :

IV. O variabild a cdrei valoare ramdne cuprinsd necondenit intre:
valorile corespunzdtoare ale altor doud variabile, care au aceeas limitd:
finitd, tinde cdtre aceastd limitd. '

In adevir, dacd z rdméne cuprins intre variabilele si v, care
tind amandoud cétre acelas numir finit a, z—a va fi cuprins intre di-
ferentele'u — a si v — a, care tind ciitre zero. Prin urmare z —q tinde-
citre zero; deci z are ca limitd pe a.

12. Cand am obtinut o relafie intre mai multe variabile, care sub-
zistd pentru o infinitate de valori ale variabilelor, bazandu-ne pe prin-
cipiile precedente, putem inlocui in acea relatie variabilele prin valorile
lor limite. Aceastéi operatiune se numeste trecere la limitd.

Sé dim cateva exemple de trecere la limiti.

19. Fie un numir fix ¢ >1 si m un numir intreg si pozitiv.

Vom avea a™> 1. Din identitatea a™+7=a™ g7, unde P este un
intreg pozitiv, deducem ci a™ creste in acelas timp cu m.

S& ardtim ci a™ tinde citre ~+ 0¢ cindem creste necontenit.

1
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In adevir, din identitatea
a"—1=@—1)1+a+t...+am?)
deducem, {inand seama cid a> 1,
a®"—1>m(@a—1)
-sau, ficand ¢ = 1} %, cu A> 0, avem
A14+rm>1+ mh.

' Este deci suficient si ardtim e#i putem alege un numir intreg m
-aga incat sd avem, ori cat de mare ar fi numirul dat 4,

14+mh> A

Aceastd neegalitate este satisficutd, dacd luim numirul intreg m

g ., A—1
‘mai mare decat S

Dacid a este un numdr pozitiv mai mic decat 1, el va fi inversul
-unui numdr pozitiv 5> 1. Deci a™ = bim- De aci rezultd ci in acest caz
puterile succesive ale numirului @« merg descrescand si tind ciitre zero
-cand m tinde cétre - oo,

' Sd trecem acum la exponentii fractionari. Si aritim mai intai
~cil rdddcinile succesive ale numirului a>>1, descresc cand indicele creste
“si au ca limitd unitatea, cdnd indicele tinde ecitre --o00. In adevir, se
“verificd imediat cd

m+1_ m_
Va < Va.
Pentru a stabili si partea a dona este suficient si aritim cii pu-
“tem alege pe m destul de mare, asa incat, ori cat de mici ar fi canti-
~tatea pozitivd e, sd avem

m —

Ja—1<e
-sau, neegalitatea echivalentd,

a<(l+4¢m.

Pentru aceasta e deajuns si luim pe m aga incat ¢« <1-+me.
Se aratd tot astfel, cii dacé numdirul pozitiv @ este mai mic decat

-unitatea, rddédcinile sale succesive cresc si au ca limit# unitatea.
m

Dacid fractia rationaly —'3 tinde ciitre zero, a” are ca limit4 unitatea.

In adevir, dacd n este partea intreagi a fractiei % , avem
i} " 1
* n +1 <;<-”- ]

’



LIMITE. 15

m

deci @ fiind presupus pozitiv, dupd cele ce preced a” e cuprins intre
an n+1 .

Va si Va; cum % tinde cdtre zero, n va creste nemdrginit si prin
m
urmare (11, IV) a” are ca limiti unitatea.
Tot astfel se vede usor cd puterile fractionare pozitive ale lui a
merg crescand, cand exponentul creste, dacd a > 1, si merg descrescand

dacd 0<a<1.
2°. Dacil variabila z tinde ciitre + 0o este evident ci
limz? =00 si lim =0,
' -oricare af fi intregul pozitiv n.

Sd ne folosim de acest rezultat pentru a gisi limita raportului a
doud polinoame intregi in x ¢

ex’ e a" 1. . . +e, o
dz"Fd 7T .. Fdm

cand variabila z tinde citre + oco. Impirtind numéritorul $i numitorul
cu z" i trecdnd apoi la limitd, vedem c# limita raportului considerat

este: infinitd, daci n>m; zero, daci n<m; %, dacd n=m.

sin

30. Si cHutim limita raportului cand z tinde c#tre zero. Se
stie din trigonometrie c#, pentru arcele z din primul cadran, avem

sin p<{ B tgte 1. 0 4 1<—~<

Sinx cos w

Ficand pe z si tindi ciitre zero prih valori pozitive, cum %} ri-

méne cuprins intre doul cantitiiti care au ca limitd 1, vom avea (11, IV)

SlIl x
lim—=1.

Pentru « negativ, putem scrie

sinz _ sin(—2)
)

si raportul are tot limita 1.

n
e 40, S& ariitim ci expresiunea (l-f— %) are o limiti bine deter-
mmatﬁ cand numérul intreg n creste nemdrginit. Din identitatea

£ 1-—-:a"=(1—a) (1-1.-~a,_|_a2+'”_{_an-—1)
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deducem, a fiind pozitiv si mai mic decat unitatea,
e 1—ar<n(l—a)
: ",7 WA

Ficand pe a =1— ni L

272

ciipitim
(1—,%)">1—%;

A £ .
de unde, impértind cu (1—%)‘ ambii membri, suntem condusi la ne-
egalitatea .

> iy

care-ne aratd cid expresia (1—]—%)’1 creste cu numdrul intreg n. Pen- -
fru a putea ardta existenta limitei cerute, este deci suficient si aratim
cd mulfimea valorilor ce ia (l—l—%]n e marginitd (11, I). Pentru aceea
vom folosi neegalitatea

I e e

unde 0 <Ta <1, iar » un intreg mai mare ca 3. Neegalitatea (1) se
verificd imediat pentru n—4. Presupunand aceasti neegalitate adevirati
pentru 7z, vedem ugor, inmultind ambii membri cu 1—a, ci subzisti
pentru 1. Ea este deci adeviiratd pentru orice numir intreg n > 3.

e . 1
Ficénd, in (1) a =, vom avea

sau

U n | g
Cum insi

deducem ci

n
Multimea valorilor ce ia (1 -l—;l'-) este deci mérginiti.

n
Limita expresiei (1-{—%) , & ciirei existen{d am demonstrat-o, se
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" insemneazi cu e. Din cele ariitate vedem cil ¢ este cuprins intre 2 sid.
Vom indica in altd parte mijlocul de a determina numirul e cu mai
multd preciziune. Valoarea sa apropiati este 2,718281828.

9% Daci b, creste si devine infinit odati cu si dacd raportul

An41— Qp
() Brr— br

are o limitd pentru » infinit, atunci si raportx.ﬂ Z—: are aceeas limit.

In adevir, fie A limita raportului (1). Din definitia limitei unei can-
titati variabile, reiese c# putem determina un numir intreg N asa ci,
pentru toate valorile lui » > N, si avem

S On41— Qan
A e<—ﬁ+1_bn <A-te,

¢ fiind un numir pozitiv oricat de mic voim. Ceeace se mal poate scrie
tinand seama cd b,41— b, este pozitiv,

A —€) (a4 1— br) <anp1— 2 <A ) (by g1 — by).
Fiécand in aceste neegalititi pe » succesiv egal cu N, N1, . ..,
N-+p—1 s adunand neegalititile obtinute membru cu membru, avem

(A —2) (bysp—by) <anip—ay<(Ate) (On+,— br)
Ceeace se mai poate scrie

¢ An — aN
~ (2) m—l + gy, -

unde |g (<& si n> N,
Pentru a stabili propozitia noastrd si formim diferenta

d i an — ay iy an bN— an bn

b —by  bp by (bn—by)
sau, inlocuind pe a, prin valoarea sa scoasi din (@), vom avea

d__(l_’—sl) bN—aN N

Trecand la limitd, adicd ficand pe » si tindi citre o0, vedem ci
lim d =0, céci ay si by sunt numere determinate pe cand bn, prin ipo-
tezdl, devine infinit cu 7.

Deci A
. Qpn . Qn— aGN
l —k 7 =R,
. im i lim i Rk
conform egalititii (2). Bk}
7
D 1§ S
C.D. I (/4//'(-‘7% _)\(‘ 2
\ﬁ '\i,\t),?LfI ?
\G\ ‘1‘//k ‘4‘)
L8 4{?4)
E51i



18 MULTIML = LIMITE,

EXERCITIL

/* 1. Cand x creste nemirginit, si se precizeze dacd fractia

wdtaxt+barte
stedFaoty
tinde catre unitate prin valori supraunitare sau subunitare.
R. Impértind numdrétorul si numitorul cu ## se vede imediat ca:
19) dacd a >a fractia se apropie de limitd prin valori > 1; 29) daci a <a

fractia este subunitari pentru x destul de mare. Dacd a=aqa, vom impdrti numdrdito-
rul si numitorul fractiei date cu x, in loc de 15, ete.

2. R(u), S(u), T(x) fiind trei polinoame intregi in u respectiv de gradele r, s
$i v+ s, si se determine limita expresiunei

R(z) S(y)
T@+y)

cand z §i y cresc nemirginit, asa fel incat lim = = q.

R. Expresia datd se mai poate scrie

( x )'( y ) R@ S _ (atyrts
at+y) ety = Xy X Tty

Luand limita fiecdrui factor, gisim ci limita expresiunii date este

e (o) ()

unde p, o 5i 7 sunt coeficientii termenilor de gradul cel mai inalt in polinoamele R, S, T.

3. Dacéd an are ca limifad o cind » creste nemirginit, si se arate ci

lim an \"
’n:oo(‘ +f) =ea.
R. Din cele ce se vor vedea la nr. 14, rezulti ci
Mla
Iim(l—}-i g 1—{-——1— !
n) LY 5
a !

Tinénd seama §i de neegalitétile

a—e_ qn_, 4 ate
R B
deducem limita ceruti.

J
7~ 4, Si se arate ci avem

lim 1P42P4...+n%. 1

n=oo nptl T p +1

2 fiind un numér intreg pozitiv,



LIMITE.

R. Se va folosi propozitia 59 dela nr. 12, punand

an=17 42+ L wP si bp=nPtL

4 5. S& se arate ci expresiunea,

Em—0Tat1) tait2).. 2nda)
i (41 m42) ..2n

unde @ este un numir pozitiv, are o limitd, cAnd » creste nemirginit.

<de unde rezulti (Exercitiul 8) ci mul{imea valorilor
nitd. Se va forma apoi raportul

R. Se va arita mai intai ci
al|” ( a )"
(|+';J >E (@) > 1+2—”

Emn-1)

tea preciza daci E (») creste sau descreste, cAnd » creste.

unde a este un numir
se calculeze acea limits

6. Se consideri sirul de egalititi

“l=v;a “2=Va+“1, sielos uﬂ=Va+uﬂ:s o
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pe care le ia E (n) este mérgi-

§i, finand seama de exercifiul 1, se va pu.

pozitiv. S& se arate cd un are o limitd pentru » infinit si si

R. Se va arita ci up creste cu » rimanind mai mic- decdt un numir fix;
deci (11, 1) un are o limiti, '

Dacéd z este acea limiti, vom avea z?=ga-} 2 Cum x trebue si fie pozitiv,

deducem ci m:w#l-
7. lie p si ¢ dous numere pozitive, p > ¢ si
p1=8%, o =Vp_q ! ' _“
Pitar il o s
P="5" %2="Vpa @~ 7
Pn+1=pi—|—;£'~ nt1=Vpngn - iy

S& se arate cd pn si gn au aceleasi limite peniru # infinit,
R. Se va considera sirurile

(l) Py Pis P2y wons P, ...

(2) D Qs 2 «ons Gn, .o

Se va arita ci: pn descreste cand » creste, dar pn > 9; qn creste cu n, dar

> p,
Pe de altd parte se vede ci

deci

n—a<%, P2—92<p%lh<%,...

Pn—gn< pz—:g'



CAPITOLUL II

FUNCTIUNI.

I. — FUNCTIUNI DE Q VARIABILA.

13. Generalitifi. Zicem ci dous variabile z $i y sunt funcfiuni
una de alta, atunci cand existi o dependentd (o legiturs) intre valorile
ce li se pot atribui. Se considerd, in general, una din variabile, de
exemplu z, ca independenti. Valorilor arbitrar alese pentru x, corespund
"valori determinate pentru y. In acest caz se zice ci y este functie de
% si aceastd dependenti se exprimi prin

y="1(x).

Functiunea f(z) este definitd in intervalul (a, D), atunci cand la
orice valoare datd lui #, in intervalul (@, D), corespunde o valoare de-
terminatd pentru f(z). \o,. 3

Funcfiunea f(z) definiti in }ntervalul (a, b) este cresedloare in
acest interval, daci pentru orice valori z; < 7, din acest interval avem
@) =7 (x). Functiunea e descrescitoare in intervalul (a, b), dacé pentru
orice valori x,% %, din acest interval avem f (1) = f ().

Fie (i) mulfimea valorilor unei functiuni £ (z) definiti in intervalul
(@, b); dacs mulfimea (i) este mirginitd, zicem cii functiunea f(z) este
mdrginitd in acest interval. Marginile superioard M si inferioard m ale
mulfimii (1) sunt marginile superioard §i inferioard ale functiunii £ ().
Diferenta M — m se numeste oscilafia functiunii in intervalul (a, b).

OBSERVARI. Pentru ca o functie si fie mirginiti intr'un interval (@, b) nui

deajuns si aibi valori finite pentru toate valorile lui x din acest interval.
De exemplu, si definim funcfia £ (x) in intervalul (0,1) in felul urmitor:

f(©)=0 si f(a:)=% pentru 0 <a < 1;

f(x) are deci o valoare finits pentru orice valoare a lui z din intervalul (0,1) si cu
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.

toate acestea nu este mirginitd in sensul pe care l-am dat acestui cuvant,; cici ori-
¢4t de mare ar i numirul 4, avem f(x) > A pentru 0 < & < i;
20, Se poate ca o functie margmﬁa intr'un 1nterval (a, b) si nu ia, pentru nici

© valoare a variabilei, valoarea M sau m.
De exemplu, functia f(x) definiti in intervalul (0,1) prin conditiile

f0)=0 si f(@)=1—z pentru T<p=T,
are marginile m =0 §i M =1; marginea inferioari este atinsi de f(x) pentru x=0

§i ®=1; marginea superioard nu este atinsi pentru nici o valoare a lui z,

14. Functiuni elementare. Fuxcria xponentiarX. Definitia functiei
exponentiale A* va rezulta din cele ce stim asupra exponentilor fractio-
nari. Am viizut (4) ce se intelege prin A*, cind A este un numdir pozitiv
oarecare §i # un numdr fractionar. Si definim acum operatia A*, cénd
« este un numdr drafional pozitiv definit prin tdetura (A, B). Vom fo-
losi girurile de numere

N=m=6=..
h=b=b=

definite anterior (3) asa ca

L4 an<l<bn $1 bn—an.;"'l_(l),;'———s.

Vom arita cd numerele A% si Alr 5y aceeas limitd cand n creste
nemdrginit ; aceastd limitd, prin definitie, este valoarea lui A*.

S& presupunem, pentru fixarea ideilor, A>1; in acest caz A%"
merge creseand cu n, dar rimine mai mic decat \? (b fiind un numir

oarecare din clasa B). Deci A% are o limitd L. Si considerim diferenta
Abn — A = 3% (28 — 1),

Cand n creste nemdrginit, ¢ tinde ciitre zero si deci (12, 19) 2®
tinde cdtre 1. Prin urmare

lim A" — Jim 2% — L,
Proprietitile
AXAY — px+y 3 (Xx)m — \mx 4 l—x=%

se extind usor la cazul cand exponentii sunt irafionali.

OsservaRe. Functiunea o* unde a>>1 creste dela 0 la 00, camit
# cregte dela —oo la -+ co (12, 19).
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Funcyia vogarirmick. Fie a>> 1. Logaritmul unui numir pozitiv z,
in sistemul de logaritmi cu baza a, este puterea y la care trebue si
ridicim pe a, ca si cHpitim pe z, adfcy si avem

&=,

Orice numir pozitiv are un logaritm §i numai unul, dupi cum
reiese din observarea precedenti. Corespondenta intre numirul z si lo-
garitmul siu y se insemneazi prin

y =log, x.

Din proprietitile functiei exponentiale rezultd proprietitile fdnc;iei:
logaritmice :

logs u v = log, u -} log, v, log, (@) =v log, u, log, = logs a = logp x.

Logaritmii naturali au ca bazi uumirul e, pe care l-am definit
(12, 49), dar ciruia putem si- ddm acum o definifie mai largi. Si
ardtim cid dacid numirul « tinde citre zero, intr'un mod arbitrar, vom avea,

1
) lim o
wpo Ut a)2=e .

In adeviir, daci a este pozitiv, % este cuprins intre doudi numere
intregi consecutive » §i n--1, care cresc nemirginit cand « tinde ciitre 0.
Avem deci

[+ #)"<(1+a)5<(1+,—‘,)"+’-

Prin urmare cantitatea (1+a); find euprinsi intre dou# cantititi,

care au aceeas limiti e, va avea ca limitd e. Daci « este negativ,
punand

1
1+“—m3

B tinde citre zero prin valori pozitive, si avem

1 1o
(I4a) =148 1+ B7,
aga cd suntem condusi la eazul precedent &> (.

Fuxcriust TrigoNoMETRICE. Din cele sease functiuni trigonometrice,
sinz, cosx §i tga sunt cele mai intrebuintate in Analiza Matematicy.

e ———————
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Presupunem cunoscute din trigonometrie, proprietifile elementare ale
acestor functiuni. Va trebui si tinem seama insi ci de cate ori vom in-
talni aceste functiuni, variabila = inseamna misura unghiului in radiani(1).

FuNcTiuN TRIGONOMETRICE INvERSE. 10, Intre un arc y si linia trigo-
nometricd sinus corespunzitoare avem o dependentd, pe care o notim
= siny, daci considerim pe z ca functie de y; sau y=—arcsinz,
zisd functiunea inversd a sinusului, daci considerim pe y ca functie
de . Cand y creste de la —7 la 45, @ ia o singurd dati toate va-
lorile cuprinse intre — 1 si -~ 1. Numim valoarea principald a functiet
arc sin z, valearea cuprinsd intre —;r— si +’2r—; pe aceasta o vom consi-

dera-o intotdeauna, cind nu vom preciza contrariul. Este usor de vizut
cd pentru o valoare datd lui x, avem, in afari de valoarea principald
corespunzitoare a lui y, o infinitate de alte valori cuprinse in formulele

y=arcsi1fx—}—2kn3’, y=(rx —arcsinz)+2kn

unde % este un intreg pozitiv sau negativ, iar arcsinz are valoarea sa
principali. ;

20. Functia y = arc cosz va avea valoarea principald cuprinsy intre:
0 si = cand z descreste dela -1 la — 1. Celelalte valori sunt

y=2kn-tarccosz , y =2k x — arc cos .

Osservare. Functiunile arc sinz §i arc cosz n’au sens, in domeniul!
real in care riméanem, decat pentru z cuprins in intervalul (—1, +1).

3. Funcfia y=aretgz are o wvaloare principald cuprinsi intre
—5 5i 7> cand z creste dela — oo la - co. Celelalte valori sunt date
de formula unic#

y=arctgzx+rkm,

unde % este un intreg pozitiv sau negativ.

15. Definitii. FuxcTius uNiFoRME $1 MULTIFORME, O functie f(z) este
zisi umiformd sau cu determinare simpld, atunci cand pentru fiecare
valoare a variabilei, functiunea are o valoare unici.

EXEMPLE. Functiunile a*, sinx, ... sunt uniforme,

Dacd ins la o valoare dati variabilei corespund mai multe valori

pentru functiune, atunci zicem ci functiunea este multiformd sau cu
determindri multiple. R B

(*) Radianul e unghiul la centru, care corespunde la un arc egal cu raza,
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EXEMPLE. Funcfiunile [z, arc sin x, sunt multiforme, prima avand doud de-
termindri de semne contrarii, iar cea de a doua o dubli infinitate de determindri,
dupd cum am vizut,

Funcriomt exericrte st ivpricite. Dacd intre variabilele z si y avem
o relafie de forma y=f(z), adici relatia intre = si y este dati printr'o
ecuafie rezolvatd in raport cu y, zicem ci y este functie explicitd de .

In caz contrar zicem ci functiunea este mplicitd si se noteazi
Pl 9) =0,

Cand relatia dintre = si y poate fi exprimatd printt'o ecuatie ai
cédrei membrii sunt polinoame intregi in z si y, zicem c# functiunea este
algebricd ; in caz contrar functiunea este zisi transcendent. '

EXEMPLE: Functiunea implicita x4y =a? este algebrics, iar functiunea ex-
plicitd y = ax este transcendents,

O functie algebrici este rafionald, atunci cand ecuatia care leagi
pe y de z este de gradul intai in Y; In caz contrar, y privit ca functie

de z, este irafionald. Functia rational? generald este deci catul a doui
polinoame in z.

Fuxcriost ivverse. Cand y este o functie explicitd de z, y—f (),
de asa naturd incat si putem scoate din ecuatia ce leagd pe y de x pe
z in funclie de y, =g (y), functiunea ¢ (y) se numeste functiunea in-
versd a functiei f(z).

1

EXEMPLE. Funcfiunile 2™, ax , sin x, tg = au respectiv ca inverse ™, loga x
aresin @, arctg x,

3¢ '16. Reprezentarca functiunilor. O functie se reprezintd geome-
-trizsste utilizand principiile geometriei analitice. Ecuatia y = f(x) repre-
zintd fati de doui axe dreptunghiulare Oz, Oy o curbi, care este rep-
rezentarea grafici a functiunii.

OBSERVARE. Se poate intampla ca y sa fie astfel definit in functie de z, incat
84 nu avem o curbi, in sensul obignuit al cuvantului, care si reprezinte funetiunea,
Asa, de exemplu, si definim in telul urmitor pe y in functie de z: y este nul pentru
toate valorile rationale ale lui x si este egal cu unitatea pentru foate valorile iragio-
nale ale lui z, In acest caz punctele (z, y) ale functiunei se gisesc foate pe axa x-ilor
$i pe paralela dusi prin (0,1) la aceastd axa; dar pe aceste drepte se gasesc si puncte
care nu aparfin functiunii si care ar trebui excluse.

17. Continuitate. Fie y = f(2) o functie definitd in intervalul (a, b)
§i w un punct din acest interval. Zicem ci functiunea f () este continudg
in punctul w, daci la oricare numir pozitiv ¢ corespunde un numiir
pozitiv 7 asa incat si avem

[Ft1) —f)] <e

e e Tp———

g

e S ——
- " 2
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‘pentru toate valorile lui h, care satisfac la neegalitatea |%| < 7 si pentru
‘care punctul w —+ % aparfine intervalului (a, ).

Cu alte cuvinte zicem ci f(z) este continud in punctul u, dacd
f(u—h) are ea limiti pe f (), ciind h tinde edtre zero dupd o lege oare-
care ; ceea ce putem scrie

oy £ (@)= F(w).

Functiunea f(z) este continud in intervalul (a, b), dacd este con-
tinud pentru toate valorile lui z din acel interval i dacd diferentele
fla—+h)—f(a) si f(b—h)—f(b) tind ciitre zero, cdnd A tinde ciitre
zero prin valori pozitive. ;

EXEMPLD. Functia sin « este continui pentru orice valoare a variabilei, cici

2

: .k
sin
sin (a:-l—-h)—sina:=2sin%cos (m—{— h):(—hi) gos(m—l—%]- h.
s / 4 - 2

Tinand seama c& primii doi factori din ultimul produs sunt mai mici ca uni-
‘tatea avem )

| sin(@-+h)—sinz | < |h|,

-ceeace probeazd continuitatea functiei sin .

Osservare. Conditia precedentd de continuitate in punctul %, mai
poate fi enuntatd si astfel: oricirui numir pozitiv ¢ putem face si-i
-corespundd un numdir 7, asa incat si avem

F)—e <f@)<f(w)+e
pentru toate valorile lui « din intervalul (u — 7, u -} 7).

Sub aceastd formd se vede imediat ci dacid f (u) este continui si
diferitd de zero in punctul u, putem totdeauna gisi un interval (w— 7,
‘u ) In interiorul cdruia f(2) si pdstreze acelag semnm cu f(w). Va fi
‘deajuns si alegem numirul arbitrar ¢ mai mic decat valoarea absoluti

a lui f(u), cdci In acest caz cantititile f(u) — e si f(u)-+ e vor avea
-acelas semn cu £ (u).

18. Funcfiuni eompuse. 1°. Fie f(z) si g (z) doud functiuni con-
tinueé in acelas interval. Functiunile reprezentate prin suma f(z) g ()
$i produsul f(z) g (x) sunt si ele continue in acest interval. Fur.ctiunea

g(—z) este continud in toate punctele intervalului, afari de acelea in care

9 (2) se anuleazi.
Cele enuntate rezulti imediat din teoria limitelor (11). S& luiim,
de exemplu, cazul raportului, » fiind un punct in care g (z) nu se anu-

leazi. Cand x tinde ciitre u, f(z) si g(z) tind respectiv citre f(u) si
9 (u), asa ci limita raportului L este L.
4 ; g () g (w)
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. I 1 . sl
Rezultd, in particular, cd inversa 7@ 2 unel functiuni f(x) con-

tinud in intervalul (a, b), este o functie continud in toate punctele acelui-
interval in care f(x) nu se anuleazi. Cu alte cuvinte, dacd functia in--
versd a unei functiuni continue f(x) nu este continud intr'un punct ¢,
din intervalul (a, b), atunci f(c) =0.

0. Fie u=f(z) si y=F(u); dacd f(x) este continudi pentru r=e-
si F (u) este continud pentru u = f(«), atunci » este o functie continud
de z in punctul «. ®

In adevir, cand = tinde citre @, avem

B iim F[f (z)] = Fllim f (z)] = F [f(2)].

$ ‘\119‘ “Proprietitile funetiilor continue. I. Fie f () o funcfie conti--

Y nud in intervalul inchis (a, D) si € un numdr pozitiv arbitrar. Putem
in totdeauna tmpdrfi intervalul (a, b) intr'un anumit numdr de intervale -
partiale, asafel tnedt w st v fiind doud valori oarecare ale variabiles luate
in acelas interval parfial, sa avem

lf(u)—f(v)l<*3
pentru toate intervalele parfiale.

Vom relua un rationament ficut anterior. S# presupunem ci ne-
este imposibil a realiza Impérfirea intervalului asa cum cere enunful
propozifiei. Impértim intervalul (@, b) in doud intervale egale. Imposibi-

- litatea va subzista cel putin pentru unul din aceste doud intervale par-
{iale, céici in caz contrar propozitia ar fi adeviiratd. Fie (ay, b,) jumitatea
intervalului (g, ) in care imposibilitatea subzisti, sau jumitatea din
stanga, dacd imposibilitatea subzisti in ambele jumdtdti. Vom impérti
tot astfel intervalul (ay, b;) in doud pirti egale si vom insemna cu (az, by)
jumitatea acestui interval in care subzistd imposibilitatea, sau jumitatea
din starga in caz de ambiguitate. ; e

Form#m astfel sirul de intervale (aj, ), (as, b2), (a3, b3), ... fiecare- §
fiind jumitatea intervalului precedent si ajungem la rezultatul c#, oricat ‘
de mare ar fi n, putem intotdeauna gisi in intervalul (as, b,) dou# puncte
w §i v pentru care si avem

@ [f@)—10)[<e

A
Sd arditim cid acest rezultat este in contrazicere cu ipoteza ficutd:
functiunea f () continud in intervalul (a, b). In adevir, numerele a;, as,
3, ... formeazi un sir crescitor si cum toate sunt inferioare lui b, an-
tinde cdtre o limitd . Tot astfel vedem ci sirul by, by, ... este descres—
citor si by tinde ciitre o limitd A’
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Cum insi

b-a

b,,—an=2—n

rezultd, ficand pe n si creasci nemirginit, ci A = X"

Punctul A apartine unui interval (ay, bs) cuprins in (a, ); functi-
unea f () fiind continui pentru =2, putem gisi un numir pozitiv 7
aga incat si avem

© F@—f <+

pentru A —n <z <<A--7. Si luim acum pe n destul de mare, asa ca.
numerele a, si b, si difere de A cu mai putin decét 7 si deci ca in-
tervalul (a,, b,) sd fie cuprins in intervalul (A —mn, A+7n). Asa fiind,
dacd w i v sunt doud numere oarecare din intervalul (@n, bn), vom avea,
conform neegalititii (2),

F@)— W) <<, [F0)—fO)| <+

si deci |[f(u)—f(v)| <&, ceeace este in contrazicere cu neegalitatea.
(1). Prin urmare teorema enuntatd este exacti.

Q\ IL. Orice funcfie continud intr'un interval (a, b), este mdarginitd in:
acest interval. ;

Aceastdi propozifie este o consecinti a celei precedente. In adevir,.
fie (a, @), @y, ..., 25 b) o impirtire a intervalului (@, b) in n+1 inter--
vale parfiale prin punctele z;, x;, ..., 2, asa incat enuntul I si fie sa-
tisficut. Vom putea deci scrie, ficand s& coincidd pe u §i v cu extremitétile-
intervalelor in primele p intervale (a, zy), (21, ), ..., (Tp—1, ,) si luand
in intervalul (25, 2p4+1) pe u in Zp $i pe v intr'un punct oarecare z al
acectui interval, ' : ;

fa)—e <f(x) <fla)+e
@) —e < flam) < flz)+e

Flepi)— & < Flap) < Fep) b e
flap)—e < f(@) <f(z))te

Adunind membru cu membru aceste neegalititi deducem

f@ =@+ e<f@<f@+@+1De.

Ceeace ne aratdl cii oricare ar fi = in intervalul (@, b), f(x) rimane-
cuprins intre f(a)—(n--1)e si f(a)-(n-+1)e si deci ci aceasti
funetie este mdirginitd in acel interval.
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KL Dacd f(x) este o funcfie continud in intervalul (a, b), putem
face s@ corespundd oricdrui numdr pozitiv &, un numdr v asa incdt, dacd
u §t v sunt doud numere din intervalul (a,b) sd avem |f W—fl<e
atunci cdnd |u—v|<<7n (Cantor).

Vom demonstra aceastd propozitie cu ajutorul propozitiei I Fie
(a, ), (21, %5), ..., (za, D) intervalele partiale, in care am descompus in-
tervalul (e, b), asa incat si avem

) —F ()] <,

w $i v fiind doudl valori arbitrare luate intr'unul, oricare, din intervalele
parfiale. Fie % un numir mai mic decat toate diferentele (r, — a),
(zz—2;), ..., (b—=z). Dupd felul cum am ales numirul 7, reiese ci
pentru a avea |wu—wv|<7% va trebui ca: w si v si fie in acelas interval
partial, sau, % si v si cadd in douid intervale aldturate. In primul caz
conditiile din enun{ sunt satisficute prin felul cum am ales intervalele
partiale. In cazul al doilea avem ' A

| )= Q)| <IF@)— @]+ @) —f) | <s+E,
unde zj este extremitatea comuni a celor doui intervale partiale ali-
turate. Propozitia este deci demonstrati.
Proprietatea III se mai poate enunta astfel: o funectie continui
intr'un interval (a, b) este uniform continud in acel interval.

V. Dacd o funcfie f(x) este continud in intervalul (a, b) si dacd
f(a) si f(b) au semme contrarii, atunci f(x) se anuleazd in cel pufin un
punct ¢ cuprins inire a si b.

Si interealim intre punctele @ i b un numir de puncte consecu-
tive destul de apropiate unul de altul, asa incat, valoarea absolutd a
diferentei valorilor ce ia functiunea in doui puncte consecutive si fie
mai micd dect ¢, ceace se poate realiza oricat de mic ar fi numirul
pozitiv & (I). Dacél functiunea f (x) nu se anuleazi in niciunul din punc-
tele intercalate, atunci urmeazi ci f(#) si schimbe de semn in doui
puncte consecutive, in care puncte valoarea absoluti a functiunei este
mai mici decat e. Prin urmare avem puncte in intervalul (@, b) in care

s 1 Mg L& e A
7@ > cum insi e poate fi luat oricat de mic voim, urmeazi ci

v 1 s . ; Y
functiunea 7l ™ este mdrginitd in intervalul (a, b) si deci nu este con-

tinud in toate punctele acestui interval (II). Inversa functiunei £ (z) ne
fiind continud, trebue ca f (z) si se anuleze in intervalul (a, ) [18, I].

V. Dacd functiunea f (x) este continud in intervalul (a, b), f(z) ia
toate valorile cuprinse intre f(a) si f(b).




-

FUNCTIUNI DE O VARIABILA. ] 29

Accastd propozifie este o consecinti a propozitiei precedénte. In -
adevir, fie 4 un numir oarecare cuprins intre f(a) si f (b). S& consi-
derdm funcfiunea f(x) — 4, evident continud in acelas interval, care ia
valori de semne contrarii pentru x=a si z=10 si deci se anuleazi
intr'un punct ¢ din intervalul (a, b). Prin urmare f{(c)= A.

VL. Daci M §i m sunt marginile superioard i inferioard ale func-
fiunay f(x), contnue in intervalul (a, b), atunci existd intotdeauna cel
pufin doud valori ale lui x tn intervalul (a, b) pentru care f(x) ia va-
lorile M 5i m (Weierstrass). :

Vom face demonstrafia numai pentru M, cea pentru m fiind ana-
loaga. Sd considerim functiunea M — f{z), care poate fi ficuti mai
micd decat orice numdér pozitiv €, céici f(x) poate intrece orice numir

de forma M —e. Functinnea H——l'l‘(r) putdnd intrece orice numéir po-

zitiv oricat de mare ar fi, ea nu este mirginiti si deci nici continui.
Va trebui, prin urmare, ca M — f(z) si se anuleze in intervalul (a, D).

OsservAri. 1°. Din propozitiile V si VI reiese e in intervalul (a, b)
funcfiunea f(x) trece, cel pufin odatd, prin toate valorile cuprinse intre
M siom, - ,

20. Numirul M se mai numeste maximul absolué si numirul m
minimul absolut ale functiunii £(«) in intervalul (a, b).

30. Pentru valabilitatea propozitiilor enuntate este necesar ca fune-

tinea f'(x) si fie continui in intervalul inchis (a, b).

EXEMPLU. Functiunea f (x) =1« definitd tn intervalul deschis (0, 1—0) (adic
variabila ia valoarea zero si toale valorile pozitive mai mici decat 1) are ca margine-
superioard M=2 sl f(x) nu poate atinge, in intervalul considerat, aceast valoare,

_ 20. Functiuni discontinue. Si considerim o functie f(x) definiti
in intervalul (a, §). Dacd aceastd functie nu este continui intr'un punct
w al acestui interval, punctul » este numit punct de discontinuitate sau
punct singular, Va trebui ca f(u—¢) sau f(u—¢) si nu tindi citre
f(u), cand numdirul pozitiv e tinde citre zero.

Zicem ci w este un punct de descontinuitate de primae specie,
atunci cand si f(u--¢) si f(u—c¢) au limite determinate, cand ¢ tinde
catre zero. Aceste limite se insemneazd cu f(u—0) si f(u—0).

Pentru ca « si fie un punct de discontinuitate, trebue ca numerele
fu-+0)sif (u—ﬂ) si fie diferite, sau, dacii sunt egale, si fie diferite-
de f(u).

EXEMPLU. S considerdm, infr'un cerc de razi egali cu unitatea, o coardi
AB si up diametru A'B’ perpendicular pe AB, Fie 24 §i 23 lungimile arcelor AAB,
BB'A; presupunem a==3. Dela A" vom lua, in sensul A’'BB’ un arc AP de lungime a
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si vom considera unghiul APB ca o functie de @, notand-o U(x). Cand z creste de
la 0 la a, U(x) pastreazi o valoare constanti B; cand x ia valoarea o-¢ avem
U(x)=ua §i u pistreazi aceastd valoare pand ce z ajunge la a2 8. Prin urmare
functia U (x) are in intervalul (0, a2 g) un punct de discontinuitate de prima specie
§i anume 2 —q. Dacd mirim intervalul in care variazi intalnim succesiv punctele
de discontinuitate a, a 428, 3a428,... Reprezentarea grafici a functiei U (x) se
face cu cea mai mare usurints,

Zicem cd un punct u este un punct de discontinuitate de specia

a doua, atunci cand f(u-¢) sau f(u—e) nu tinde ciitre nici o limitd
determinati.

EXEMPLU. Fie f(x)=sin g
de discontinuitate de specia a doua, ciici daci x tinde citre a, [ (x) nu tinde citre
nici o limitd, valoarea acestei functiuni rémanand cuprinsi intre —1 si 1.

* Punctul a este pentru aceasti functie un punct

g Il. — FUNCTIUNI DE MAI MULTE VARIABILE.,

W

?l. Generalitifi. Daci valorile ce le ia o variabils ¢ depind de
“valorile date altor variabile z, ¥, ..., zicem ci ¢ este o functie de aceste
variabile. Pentru simplificarea expunerei vom, presupune ci functiunea
‘depinde numai de dou# variabile independente z si 7. Vom considera
pe Z §i y ca fiind coordonateie unui punct in planul axelor dreptunghiu-
lare 20y, La orice sistem de valor: pentru variabilele 2 si y, corespunde
un punct in acest plan si invers.

O tunctie ¢ =7 (,9) este definitd intr'o anumits regiune R din plan,
‘dacil la oricare punct (z, y) din aceasti regiune corespunde o valoare
pentru ¢. Regiunea R, care se numeste domeniul sau edmpul functiunii,
este limitatd, in general, de un contur inchis, numit frontiera domeniului.

Un domeniu care contine si frontiera sa este un domeniu inchis ;
lar daci din domeniu se exclude frontiera, domeniul este deschis. Cand
hu se precizeazd nimic asupra unui domeniu se presupune cé el e inchis.

Zicem ci o functiune ¢ = f (z,y) este’” mdrginitd intr'un domeniu
R, atunci cand multimea valorilor ce le ia ¢, pentru toate punctele (z, y)
-ale acestui domeniu, este o multime mérginitd. Marginea superioard, M,
marginea inferioard m si oscilafia funcpiundi f(z,y) in domeniul R se
‘definese ca si pentru functiile de o singurd variabili.

Contivurrate. Fie f(z, y) o functie definiti intr'un domeniu R si P
un punct de coordonate w si v din acest domeniu. Zicem ¢l funcfiunea
f(x, y) este continudg in punctul P, atunci cind la orice numdr pozitiv
<, putem face sd corespundd un numir 1> 0, asa tncdt si avem

(1) |7 +h, v+F)—flu,v) | <e
peniru, toate valorile || <u, | k| <q.
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Dupi aceastd definitie punctul de coordonate wu--h, vk se va
-gdsi in interiorul patratului de laturd 2 e, avand centrul in P si laturile
paralele cu axele. Considerand atunci cercul inscris in acest patrat, se
vede imediat ci definifia continuititii functiei f(z, y) in punctul P poate
fi inlocuitd prin aceasta: la orice numdr € putem face si corespundd un
numdr 7, asa nedt neegalitatea (1), sd fie satisfacutd pentru toate valo-
rile lui h i k, pentru care avem [h2--k2 <y, adici pentru toate punc-
tele w—~h, v-}-k situate la o distantd, mai mici decat 7, de punctul P.

Tot astfel zicem cd func{iunea f(x, y) este continud intr’un punct
P (4, v) de pe frontierd, atunci cind neegalitatea (1) are loc pentru
-orice punct w-h, vk situat in regiunea comuni a domeniului R si
a cercului C cu centrul in P si cu raza 7

Dac o functie f(x, y) este continui in orice punct al unui dome-
niu R §i in orice punct al frontierei acestui domeniu, zicem c# este
-0 functie continud in R.

Osservirr 1°. Conditiile de continuitate mai pot fi enunfate si in
felul urmitor: Funcfiunea f(z,y) este continui in punctul P (u, v),
dacd la un numdr pozitiv ¢ putem face si corespundd doud numere po-
zitive @ si b, astfel ca si avem

f(u’ ’b)—5<f(.’.v, y)<f(ua U)—I—E

pentru toate valorile lui z §i y care satisfac la neegalititile

le—u|<a, ly—v|<<b.

Se vede atunci imediat, alegind pe ¢ destul de mic, ci daci fune-
tiunea f(x,y) este continui in punctul P, ea va pdstra acelas semn
cu f(u, v) in tot dreptunghiul mirginit de dreptele: x — wu — a, r=u-ta,
Y=v—0b, y=v-40b. .

20. Din definitia continuititei reiese ci o functie continui in raport
cu améndoud variabilele, este continui in raport cu fiecare variabili
-separat. ;

Reciproca nu este totdeauna adevirati: o functie de dou# variabile
poate fi functie continud in raport cu fiecare din variabile, fird si fie
functie continud de ambele variabile.

Fie, spre exemplu, functiunea f(z, ¥) pe care o definim in felul
urmétor: :

zyY
I@ =15
pentru toate punctele din plan, afari de punctul x =0, y =0 pentru

care avem £(0,0)==0. Vedem c# functiunea f(z, y) este nuld, cand
punctul (z,y) este pe axa Ox sau pe axa Oy. Aceasti functie este deci
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continud in origine cand x varinzd singur sau y variazd singur. Cu toate-
acestea functiunea f(z, ¥) nu este continui in origine.

In adevér, si facem ca xz i y si varieze in aga fel ineat si avem.
y=oaz (x o constanti). Pentru z diferit de zero, dar oricat de miec,
vom avea

(w y) 1+az
Cum in origine f(z, y) =0, reiese ci aceasli functiune este dis-
continud in origine.

30. Proprietitile, pe care le-am stabilit pentru functiunile continue-
de o variabild, se pot extinde la funcfiunile continue de dou# sau mak
multe variabile.

EXERCITII
1. Funcfiunile urmatoare, definite ca limite de funcfiuni continue,
flay= 20 an 1=w=1,

1i 1 —an
¢(w)=n;1§°1—_l_% x>0,

1
s@=, 0
sunt funcfiuni discontinue de .

R. f(x) este egald cu zero pentru 0 == < 1 si egald cu 1, pentru x=1.

¢ (x) este egald cu 1, pentru @ < 1; cu — 1, pentru = >>1 §i cu zero, pen-
fra o= 1. .
¥ (x) este nuli pentru orice valoare a lui  afard de =0, cand functiunea
este egald cu 1.

2 oricare,

Xy2. Se cere forma generald a unei funcfiuni f (x), continud in orice interval fi-
nit, care satisface la ecuatia functionald

fety=rfa)+fw)

oricare ar fi valorile variabilelor x si y.

R. Ficand y=0 avem f(0)=0 si pentru y = —u=, f(—2)=— f(x). Apoi
succesiv flz+x)=2f(2), flx+2x)=3f(x), ..., f(r@)=nf(@) 51 f(—n2)=—nf(x).

Dacd facem —';'Tm=y, m si n doudl numere intregi pozitive sau negative, ve-
dem cd f(max)=nf (me) = mf(x) §i punand /(1) =a, avem f(%)= a% .

Prin urmare avem f(x)=ax pentru toate valorile rafionale ale lui &; cum
functfiunea ciutati este continud, conchidem ci f(x) = a .

3. Si se giseascd forma generalé a functlex continue f(x) care satisface la:
ecuatia functionald

fet+y)=7@ /7.
R. Luim logaritmii in baza 4 a ambilor membri si, insemnénd loga f(x)=¢ (@),
vcm avea ¢ (x+y)=¢ (*) + ¢ (y). Dupd exercifiul precedent ¢ (¥) =a x, asa ci
fle)=A49(x) =4 ax,
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‘44. Fie f(z) si g(x) doui functiuni pozitive, continue §i crescitoare intr'un in-
terval (g, b). Dacd « si g sunt doui puncte din intervalul (a, b), existi un numar v,
cuprins intre o §i 8, asa fel incat si avem
F@)9@)=1()90).
R. Si presupunem o < g si si considerim tuncfiunea
F@)=1@)g@)—f(a)g(s).
Totul revine si aritim ci F (z) se anuleazi intr'un punct y cuprins intre o
si 8. Din ipotezele ficute rezults ci
Fl@)=F(a) lg(a)—g(8)) <o,
F@E)=9@) [F6)—F@)]>o0.
Prin urmare (19, IV) F ()= o,

e 5. Ori ce funcfie poate fi considerats ca suma a doud funcfiuni, una pard si
una tmpard.

R. Se zice ci o functie este pard, atunci cind schimband pe & in — z func-

tiunea rdmane neschimbati §i émpard daci, dupi aceastd schimbare, functiunea
schimbé de semn,

Fie f(x) o functie definiti intr'un interval (—a, +a). Func_tiuneal/ﬁ
F@)={(@)+/(—a)

este o funcfie pard, iar functiunea
G@)=f(@)—f(—2)

este o funcfie impard, Avem insi i

) .
]

4 1
F@)=— [F()4G(@)].
6. Fiind dati o functie f (x, y),” continui intr'un domeniu A, si se arate c3
putem impirti acest domeniu in domenii partiale destul de mici aga fel incat, (u, v)
si (w,v) fiind doua puncte dintr'un acelas domenin partial, si avem

[F o) —F W, o) | < ¥
oricdt de mic ar fi numérul dat e

R. Se va proceda prin subdiviziuni succesive, imp#rind domeniul A, in domenii
parfiale prin drepte paralele cu axele §i echidistante, Dacj propozitia nu ar fi adevi-
ratd pentru domeniul A, va trebui ca ea-sj nu fie nici cel putin pentru unul din
domeniile partiale. Fie A; un -astfel de domeniu partial; se va imparti si acest domeniu
prin drepte paralele cu axele, etc. Rafionamentul se va sfarsi ca la No 19, I,

7. O functie ¢={(z,y) continui intr'un domeniu R ia, in dou# puncte P si Q
ale domeniului, valori de semne contrarii, Fie I' un arc de curbi situat in intregime
in domeniul R si avand extremitdfile in P §i Q. Si se arate ci f (@, y) se anuleazi
cel pufin intr'un punct al arcului iy,

R. Cand punctul (a, Y) descrie arcul T, ¢ poate fi considerat ca o functie con-
tinud de o singurs variabili: lungimea arcului avind originea in P si extremitatea
cealaltd in (z, y). Deeci f(x,y) se anuleazi pe arcul 1 [19, 1v].
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I — SIRURI. — SERII NUMERICE.

22. §iruri convergente. Daci considerim o mul{ime infinit de numere
(1) " 80y 81, 82y .ty Bn, ...

ocupand fiecare un rang deierminat, zicem ci avem un gir. Acest sir
este convergent dacd s, tinde citre o limit# finitd 8, cand rangul » cregte
nemdrginit; sau, cu alte cuvinte, dacé la oricare numir pozitiv € putem
face sd corespundd un numdr intreg si pozitiv N, aga incat si avem

I Sn _SI <&
pentru toate valorile lui » = N,

Daci sirul (1) nu este convergent, zicem ci este divergent. Diver-
genta poate fi de doud feluri: fie i |s, | creste nemirginit, fie ci s, nu
tinde cdtre nici o limitd, fird insi ca |s,| si creasci nemérginit.

Sirul (1) este crescdtor, dacd avem necontenit s,,+1—s,,2 0; iar
dacd avem sp4— s, =0 sirul este descresedtor.

Dacd termenul general al wnui sir crescitor nu cregle memdrginit,
sirul este convergent. Aceastdi propozitie este o consecinti imediatii a ce-
lor stabilite anterior (11, I).

CriTERIU GENERAL. Condifia nmecesard i suficientd pentru ca girul (1)
sd fie convergent este ca, la oricare mumdr pozitiv & sd putem face sd
corespundd ‘un numdr intreg N, asa incit sd ovem

| sngp— snv | <,
oricare ar fi numdrul pozitiv p.
Condifia este mecesard, ciici dacd sirul este convergent, vom avea

| S—sn | <5 §i [8—snpp] <~
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sl cum : -
|8 —sw [+ 8 —sn4p | > [ (8 — sn) — (S — swap)|
vom avea a fortiors -
| svpp —sv | < e.

Condifia este suficientd. In adevar, dack presupunem [sngp—sn| <,
oricare ar fi p, aceasti inseamni ci dela un rang determinat N, toate
elementele sirului (1) sunt cuprinse intre SN—¢€ 5l sy—-¢; in afard de
acest interval nu putem avea deci decat un numir finit de elemente

~ale sirului. Punctul limits § al multimii (1) va trebui si fie prin urmare
cuprins intre s, — ¢ i 5, + ¢ si vom avea | §— sz | <e Dar cum

SNty — 8 = (sngp—3n) +- (sn— 8),
vom avea, oricare ar fi intregul pozitiv p,

lsNp — 8| <|snpp — 8|+ | sv— 8| < 2.
Dar ¢ poate fi luat oricat de mic; deci s, are ca limity pe 8.

23. Serii-numerice. Daci avem un sir de numere g, u;, Sy g
tormate dupd o anumiti lege, simbolul p

@) uo+ul+uz+---+un+---

se_numeste serie. Termenul u, este termenul general si dacd cunoastem
expresia lui in functie de n, deducem din el tofi termenii seriei.

Seria (2) se poate scrie, mai concentrat, Su,

Fie
: Sn=wo— 1w+ ...+ u,
suma, primilor #--1 termeni ai seriei. Zicem ci seria (2) este convergentd,
dacd sirul s, Sy, ..., S ... este convergent. In caz contrar séria (2)
este divergentd. Daci seria este convergent# suma seriei este limita § o
citre care tinde s, cind n creste nemirginit. 4§18

S& insemnim
Br = tnp1 + tng2+-.. .;

avem astfel o serie care este convergenti in acelas timp cu ‘seria (2);

n Se numeste restul seriei de la termenul de rang n--1. Vedem cj
fn studiul convergenfei putem totdeauna face abstractie de un numir li-
mitat de termeni dela inceputul seriei.

‘OBSERVARE. Pentru a decide daci o serie este convergentd suntem condusi,
idupd definitiune, si cercetim convergen{a sau divergenta unui gir. Putem proceda insi
i invers: pentru a sti daci sirul 80y 81, 8z, ..., este convergent, este suficient a exa:
mina seria al ciirei termen general este sy — sn—1, adica seria

50+(3:—so)+(82—81)-}.---.+ (82— sn—1)+...

fiinded suma primilor 4 -1 termeni ai ei este chiar sn. b A

Y4,

- - g
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CRITERIU GENERAL DE CONVERGENTA. Din definitia convergentei vedem
cé conditia necesard i suficientd pentru convergenta unei serii este [22]
sd putem face si corespundi la un numir pozitiv €, oricit de mic ar
fi, un numér » ‘aga incat si avem

3 | Sntp — 8n | < &
p fiind un intreg pozitiv oarecare.
Conditia (3) se mai poate scrie si astfel

[ tnir - tnge o Funyy | <e
Dacé facem p=1 vedem ci: #n orice serie convergentd termenul
general un tinde citre zero cdnd n creste nemdrginit, dar aceasti con-
ditie nu este suficienid pentru a asigura convergenfa unei serii.

ExeMpPLE DE sEri. I, Seria

atartarr4...+ar4...
care se numeste progresie geometricd, este des folositd in studiul general
al seriilor. Dacél » este diferit de 1, avem
J= st

s,,=a—}—ar—]—'...—i—ar”=al_,,

Pentru | r | <1, " tinde citre zero, cand n creste nemdrginit, deci
seria este convergentd si suma ei este &,- Pentru |r|=1 termenul ge-

neral ¢ " nu tinde cétre zero, deci seria este divergentd, afard de cazul
a =0, cand seria este nuli.
II. S& considerdm identitatea—

(vo— v1) + (@1 — v2) .. 4 (Vr— Vat1) = vo — Vg1
care ne permite si formdim cu usurinty serii convergente sau divergente.
B . . . .
In adeviir, dacd v, tinde ciitre zero, cand » creste nemérginit, atunci
seria al cérei termen general este v, — vpqy, este convergentd, iar suma
seriei este .

& 1 ¥
EXEMPLU. Dacid ludm vp= aF1 avem seria
1 1 1
) etist tTamamt
care este convergentd si are ca sumi unitatea,

Dacii insi v, nu tinde eitre nici o limitd, sau creste nemirginit
in valoare absoluts, seria al cirei termen general este u, = Un — Un4s
este divergenti.

EXEMPLU. Luand vn= — Log (1 +») suntem condusi la seria divergénti

G) - zmg(n+5).
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e f);k ?4. Serii cu termeni pozitivi. Daci ioti termenii unei serii sunt
pozitivi, zicem ci seria e pozitivd. Sirul s, fiind in acest caz crescitor,
avem criteriul general: Condifia necesard $1_suficientd pentru ca o serie
pozitivd sd fie convergentd este ca sumele  sp sd ramdnd mai mici decdt
uUN numdr fix.

Dacéd o serie pozitivi este :divergenti, suma ei- creste nemérginit.

Din compararea a doud serii deducem urmétoarele .

REGuLI DE coNvERGENTA. . Flie Yu, §t Zvn doud serii pozitive, asa
ca de la un rang n oarecare, si avem mecontenit

Un = Vn
1. Dacd seria Zvn este convergentd §i seria Sun este convergentd ;
20, dacd Zun este divergentd si v, este divergentd. ;
In adevir: 1° suma seriei Xv, fiind finitd, a fortiori suma seriei
Zu, este finitd si deci seria este convergents. :

20, suma seriei Zu, fiind nemirginitd si suma seriei Yv, va fi ne-
mérginitd, deci seria Yv, este divergenti.

.

EXEMPLU. Avem
1 1 =
@HF S agy  Pentru a2,

deci, din faptul ci seria (4) este convergents, conchidem ci §i seria
Tttt at |
ST I B e i

-este convergenti,

Il. Dacd seria Su, este convergentd, §u seria Tvn, obfinutd inmulfind
fiecare termen al seriei prin factori pozitivi §i inferiors wnui numdr po-
Zitw A, este convergentd.

In adevir seria Xv, va fi convergentdi, ciici are termenii sdi mai
mici de cat ai seriei Z4u, evident convergent, )

Tot astfel vedem ci: o serie, obfinutd inmulfind fiecare termen al
unes serii divergente prin factori mai mari decit un numdr pozitiv A,

~este divergentd. : .

II. Daci o~ tinde citre o limiti finitd §i diferitd de zers cind
™ cregte memdrginit, seriile Yun §i Svn sunt comvergente sau divergente in
acelag timp, ot

In adeviir, fie limg,'f:l. Aceasta inseamni ci, de la un anumit
rang, avem tn (I~ €)va $i un> (l—¢) v, e fiind luat destul de mie

pentru ca I— e si fie pozitiv. Prin urmare propozitia enunfatii este o
consecintii a celor stabilite mai sus.
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Spre exemplu, seria armonicd
| L
gt gttt
este dlvergenta, pentru cé raportul dintre termenul general al seriei dwergente (5) sk
termenu] general — al seriei armonice este ;
i |
§i are ca limitd unitatea'(t). ‘ AL
: IV. Dacd seriile pozitive Xu, i Zv, sunt astfel incét mcepﬁnd dela
un rang destul de mare, si avem necontenit
Un Un
Un4+1~ Unst
atunci: 1° dacé seria Xv, este convergenti si seria Zu, este convergenti;
20 dacd seria Xu, este divergents si-seria v, este divergentd.

==

In adevédr, de la o anumiti valoare a lui » avem

Un —_ Un41 ~ Un4-2 U
YnT Uni1 -~ Unge

soo

asa cd daci insemnidm cu a valoarea primului raport, avem, pentru toate:
valorile lui m—=n,

X |
Un = AVm §i Vm = Um,

de unde, propozifia enuntati.

Fie spre exemplu

Qe din _1.8.5...@n—1)
Rn, T P e, ke
VYom avea
%n vn w1 2n—|—2>0‘
Un+1  Vntl n 2n -+ 1

Prin urmare seria = % fiind divergentd si seria

Vbt gt e TR
este divergents,
CRITERIUL LUI D ALEMBERT. Dacd in seria Zu, raportul "':l, de la
0 anumitd valoare a lui n, rdmédne mai mic decdt un numdr % <1, seria
este convergentd. Seria este divergemtd dacd raportul "+‘ este mai mare
decdt unitatea. :

(1) Logaritmii fiind Iuatx in sistemul cu baza e, cum vor fi conslderatl mtotdeaunn, cind nu vom.
specifica contrariul,
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In adevir, dacid avem -2+ <k si k<1 pentru toate valorile lui
7 mai mari decit un numér determmat, deducem

Uni1 < K Un, Ungs KU, ..., Unyp <KP Up, ...
Prin urmare termenii seriei

Ungt + Unje + - . Ungp 1. ..

sunt mai mici decit termenii progresiei geometrice convergente

kun+-Rupg ...+ un-+...

Seria Xu, este deci convergenti.
In ipoteza a doua termenii seriei, de la un anumit rang, merg cre-
scand; seria este divergentd, cdici termenul general nu tinde citre zero.

OBSERVARE. Dacii raportul “"u—':l tinde citre o limitd [/, cind » cregte
nemirginit, seria este convergentd dacid ! <1 si divergenti dacd 1> 1.

Dacd =1, acest criteriu nu ne permite a determina natura seriei, afard

de cazul cand """

tinde ciitre 1 prin valori mai mari decit 1, in care
caz seria este dlvergenti

EXEMPLU. In seria pozitivd
1420430 +...+m+1)ar +...

are ca limitd pe a; deci seria este convergentd dacd a <1 Sl dlver-

gentd dacé. a>l Pentru ¢ =1 seria estew,: apne ool @Q&

Criteriu Lur Caucuy. O sene este convergenta dacd dela o anumild

valoare a lui m, avem —ciciniitai i i

raportul —— "'H

©)  Jam k<t
§i divergentd dacd :
) Vun>1.

In adeviir, dacéd conditia (6) este satisficutd, atunci avem, de la
un anumit rang, u, < k"; deci seria e convergentd.
Dac#i conditia (7) este realizatd, termenul general al seriei nu tinde
ciitre zero; deci seria este divergentd.
n

OBservARE. Daci Ju, are o limitd I cand » creste nemdrgit, seria
este convergentdi cand I <1 si divergentd cand 1> 1.

Pentru =1, acest criteriu nu ne permite si determiniim natura seriei.

EXEMPLU. In seria

'a+(%a)“+...+("—;—‘a)"+...
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n
Vun are ca limitd pe a. Deci daci a < 1 seria este convergentd §i dacd a > 1 seria
este divergentd. Pentru a=1 seria este divergents, cici termenul general are ca

]. 'ﬁ, %'
CrrteriuL LUt KuMMER. Flie ag, ay, az, - . . un §ir de numere pozitive;
19, Dacd, de la o anumiti valoare a lui n, expresiu

® Pt e G

Un+-1

rdmine ‘mai mare decit un nmumdr pozitiv fix «, atunci seria este con-
vergentd.

2. Dacd tnsd expresia (8) este megativd sau nuld §i dacd seria
1 : ; v ] 3
z 2o este divergentd, atunci seria Zuy este divergentd.
n

Cum termenii de la inceputul seriei nu influenteazi asupra conver-
gentei sau divergentei ei, vom presupune condifiile din enunt indeplinite
de la primul ei termen.

10. Daci facem in neegalitatea

% Un41 < On Un — Gni1 Unt
pe n=0, 1, ..., n si adunim apoi neegalititile obtinute membru cu
membru, vom avea

@ (w12t o tna) <agup — tnia Unta < ap g

Prin urmare seria este convergentd, ca avind suma primilor » ter-
meni (» oarecare) mérginitd.

20, Vom avea, dupd ipoteza a 'doua,
Qn Un = g U
deci

1
Up = Gy Uy —
n_ooan

. 5 1 . R, 5 ~ . )
sl cum seria )]a— este divergentd, a fortiori seria Xu, va fi divergenti.
n

Apuicatie. Si facem a, = n. Criteriul precedent ne conduce in
acest caz la criteriul lui Raabe si Duhamel:

Dacd dela un anumit rang, avem i

Un k P
gl A o

Un 41

unde k> 1, atunci “seria este convergentd.
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Dacd insa avem

Un

=142

Un4+1
seria este divergentd.
OBSERVARE. Criteriul lui Raabe si Duhamel mai poate fi enunfat si sub forma

urmatoare :
Fie

_l+¢n

un+l

Seria este bonvergtmtd dacd avem, de la un anumit rang, non >k > 1 g di-
-vergentd dacd n@n < 1.
S# considerdm cazul: lim n&s, = 1. S& insemndm

. non =1 + £
51 si ardtim ci: dacd de la un anumit rang avem g < b, b ﬁmd un nuwmdr pozitiv

-determinat, seria este divergenid.
In adevar, dupd notafiunile noastre, avem

ot S

un+1

Seria cu termen general 5, unde dim lui » valori superioare lui b, este

-divergentd, fiind de aceeagi naturi cu seria armonicd (regula III), iar raportul unui
‘ermen la urmitorul este

e SR RS

Deci, dupd regula IV, seria Sun este divergenti.

wz+l

25. Serii numerice oarecare. Termenii unei serii pot avea i semne
-diferite. Studiul seriilor, care de la un rang oarecare au. tofi termenii
de acelas semn, se reduce imediat la studiul seriilor cu termeni pozitivi.
Ne réiméane deci de studiat cazul, cind o serie are o infinitate de ter-
‘meni ‘pozitivi si o infinitate de termeni negativi.

26. Serii alternate. Se numegste serie alternatd o serie ai cérei
termeni sunt, alternativ, pozitivi i negativi.

CriTERIU DE CONVERGENTA. Dacd valoarea absoluid a termenului ge-
-meral un descreste si timde cdtre zero, cind n cre.ste nemdrginit, seria este
~convergentd, ,

In seria alternatd .

o — g+ Up — uz—+ . . . - Uon — Upnta .

-avem, dupd enuntul propozitiei,
up >y >y > > tgn > Upnpr >
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S# considerim sumele
Sont1 = (uo — wy) + (up — ug)+- . + ("/m Upnt1)

formate cu un numir par de termeni ai seriei. Se vede imediat ci
aceste sume pozitive.cresc cu n. Pe de altd parte mai putem scrie
Sont1 =1tig — (g — 1) — . . i — (Uan—1— Ugn) — Yan 1
si cum fiecare parantezd este pozitivd, vedem cd
Sant1 < Uo-

Ceeace ne arati ci sumele Syqq1, crescitoare cu , au o limitd de--
terminati pe care s& o notim cu S. :
Cum finsd

Sont1 — Spn = Upnt1 s
ficand pe m sd creascid nemérginit §i tindnd seama c& uzn+1 are pe zero-

ca limitd, vedem ci sumele cu un numér par sau impar -de termem
au aceeagi limitd S. Seria este deci convergentd.

EXEMPLU. Seria armonicd alternatd
TS| 1 1
=t ———4...
2 + 3 4 +
‘este convergent.

24. Serii absolut convergente. O serie este absolut convergentd,.
atunci cand seria formati de valorile absolute ale termenilor ei este-

convergenté.
O serie absolut convergentd este comvergentd.
In adeviir, fie seria cu termeni pozitivi si negativi

(9) uo+u1+...+un—|—...
(10) 7/ o 7/ SRRy /A

seria formati de valorile absolute ale termenilor seriei (9); am insemnat.
deci Up=|un|. Seria (10) fiind convergentd si cum
| t4n - sngs + - - F-thngp | < Un + Uit oo+ Unip

conchidem, in baza criteriului general de convergenti, ci seria (9) este
convergentd. '

si

Omservare. Reciproca nu este adeviirati: se poate ca seria (9)
si fie convergents fird ca seria (10) si fie convergenti.

EXEMPLU. Am vizut cd seria

1 1 1
1——t———F...
) 2+3 4+
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este convergent3, pe cAnd seria armonici
S I | Wik,
S
este divergenta.

Teoremi. Intr'o serie absolut convergentd putem schimba ordinea-
termenilor, fdrd ca suma seriei sd se schimbe.
. Fie seria absolut convergenta

ugtu e+

si
'u'o-l—u',—{—u'g—}—...

aceeas serie, insd cu termenii luati in altd ordine. Sd insemndm
Sn=1¢0+u|+...+un'
Sp=wo+uwit...+up

si si luim pe p destul de mare astfel ca tofi termenii sumei S, s se-

giiseascd in suma S, Vom avea

S'p — Sn = un+a+ Un+B —l— Hore +un+)\

unde «, B, ..., A sunt p —n numere intregi pozitive. Daci m este cel
mai mare numir dintre acestea, deducem

‘S'p—snl<|un+al+|“n+ﬁ|+-'-+lun+>\l
<| 1| 4| unga2| 4 - | Ungml.

Tinand seama cii seria este absolut convergentd, vedem cd putem!
lua pe n destul de mare, asa ca

Sy —Sal <5 i |Si— 8| <5
De aci rezultdi b
18— 8| <e
si teorema este demonstrald.

28. Serii semi-convergente. O jﬁ@w@rgentipcare nu este ab-
solut_convergentd, se zice semi-convergentd.. Si ardtim cd tntr'o astfel’
de serie termenii pozitivi de o parte gi termenii negativi de alta formeazd
doud serii divergente.

Fie S, suma primilor » termeni ai unei serii semi-convergente ;.
P, si N, respectiv sumele termenilor pozitivi si termenilor negativi care-
intrd in S,. Dupd ipotezele ficute avem, § fiind suma seriei,

Hm (Pn '—Nn)'—: S, ]jm(Pn"{"Nn):w;
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.

‘de unde deducem
limP, =00 si limN, = co. e el d.d.

TeoreMK. Schimbind ordinea termenilor intr'o serie semi-convergentd,
putem face ca suma seriei sS4 fie orice mumdr dat.

Sd presupunem datd o serie semi-convergentd si sd formim cu
termenii ei o serie, care si aibid ca sumi, de exemplu, numirul pozitiv
M. Vom lua din termenii pozitivi ai seriei, in ordinea in care se
jprezintd, un numir suficient de termeni, pAnd ce suma lor depiseste
numirul M (ceeace este posibil, cidci suma tuturor termenilor pozitivi
este infinitd); vom adduga apoi termenii negativi, pani ce suma totald
va fi mai micd decit M; apoi iardgi adiugdm termeni pozitivi pand ce
depisim numérnl M si continufim la infinit aceste operatiuni, Am format
astfel o serie X care va avea ca sumid pe M.

In adevir si notdm cu X, suma primilor m termeni ai acestei serii.
Diferenta M — X, schimbd de semn de o infinitate de ori; dacd aceastd
-diferentdi este pozitivii, ea este mai mic# decat ultimul termen pozitiv
-adiugat din seria dati; daci este negativdi, este mai mic, in valoare
-absolutd de cat valoarea absoluti a ultimului termen negativ ad#dugat.
‘Cum termenul geneneral u, al seriei date tinde cétre zero cand # creste
nemdrginit, rezulti cd ;

im S,= M. coe dod

29. Operatiuni cu Seriile. ADUNAREA SERULOR. Flie Zun $i v, doud
-serii comvergente avind ca sume respectiv s §i o. Seria X(unt vn) este
~convergentd $i are ca sumd s+ o. - :

Daci notim cu s, §i o, sumele primilor » termeni din seriile date,
suma primilor » termeni din seria X (u, + va) va fi s, + o5 Ficind pe
n sd creasci nemirginit, vedem ci# seria X (u, + vn) este convergenti
sl are ca sumi s + a.

INMULTIREA SERULOR. Fie serule

1) P IR

(12) S e

Inmultindu-le termen cu termen, dupi regula inmultirii a doud
‘sume §i grupand termenii pentru cari suma indicilor lui w §i v e aceeas,
obtinem seria produs

(13)  uo vo+4-(uo vy + 4 ”o)+---+(u9 U+ th Va1t ...+ tUnv0) + ...

TeoreMk. Dacd inmulfim doud serii comvergenie, dintre care una
cel pufin este absolui convergentd, seria produs este comvergentd §i are
ea sumd produsul sumelor celor doud serii (Mertens).
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Vom presupune seria (11) absolut convergents, iar seria (12) con--
vergenti. S# notim cu w, termenul general al seriei (13), adici

(14) w,l=uovn—l—u1'0n—1+-.-.+unvo.

Vom considera urmitoarele diferente, de ordin par si impar,
& =wo+wy+ ...t wpm — o+ + .-+ un) (g tv1 4.+ va);
8 =wy~+ wy 4. . Wants — (ot w1 - . + tntr) (o +v1 +-+ . . Vaga)t

Dac# vom ariita cii diferentele & si 8; au ca limitd zero, cand =
creste nemirginit, teorema enuntati va fi demonstrati. Vom arita acest
lucru pentru 3; pentru &; demonstratia se face in mod identic.

Si punem mai intdiu expresia & sub alti formi. Tinand seama de-
egalitatea (14) vedem ci
W~ Wy vor - Won = uo(vo+vx + o v20) (vo+v, + et V2n—1) s

+ttn (ot - - .+ vn) + g1 (ot - . - Vn—1) F- - . . - 220 0

deci
=g (Vg1 -+ vns2 ... v20) F Ut Gatr - o - v20t) F oo - 1 Vagr
+tat1 (@0t -+ va—1) + tny2 (o + . ..+ vag) + ... + wn v0

Prin ipotezd seria (11) este absolut convergentd si seria (12) con-
vergentd. Prin urmare putem giisi doud numere pozitive 4 si B, asa.
fel incat si avem, oricare ar fi m,

luol vt |+ o .+ um | < A
lvotvit...4+vm|<B
si putem alege un rang » destul de mare, asa incat si avem, oricat de-
mic ar fi & pentru toate valorile lui p
3
|t |+ [unte| - - uno | < g
l”n+l+”n+2+---+”n+pl<ﬁ'

Tindnd seama de aceste neegalititi, deducem, din ultima expresie:
a lui o,

31 <luol g5+l ggpt-tHlun1lip
+ |unt1| B+ | unge | B+ -..+ |u | B

de unde a fortiori

e €
|8]<AA+B+BA+B=G.

Prin urmare lim |8 | =0, cand n creste nemdrginit.
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Osservare. Daci nici una din seriile convergente (11) si (12) nu
-este absolut convergentd, seria (13) poate fi divergentd.
Sd ardtdm acest lucru pe un exemplu simplu. Vom lua

g G
n n Vm;
seriile (11) si (12) vor fi convergente [26] dar nu absolut convergente.

Vom avea

ok i 1 1 L i

n= s st )
51 tindnd seama c# Vﬁé#, vedem ed
,’Wn I> 2,(,::-_*-2[)

deci w, nu tinde ciitre zero, cand n creste indefinit; prin urmare seria

-(13) este divergentd,
N

AN

II. — SERII DE FUNCTIUNL

30. Si considerim o serie

) wo (@) F 1 @)+ ...t (@) L. ..

al cérei termeni sunt functiuni de o variabili z. Dac# aceastd serie este
convergentd pentru toate valorile lui  din intervalul (a, b) suma acestei
seril va fi o functiune de x determinati in acest interval.

S punem
@ Rn () = np1 () + thnye (@) . ..

- Seria (1) fiind convergentd in intervalul (a, b), pentru fiecare va-
loare a lui « din acest interval corespunde cate un numéir N, asa incit
sé avem, oricat de mic ar fi numdirul dat e,

\

|Ra(@)| <e

pentru toate valorile lui % > N. Numiirul N depinde in general de va-
doarea aleasd pentru x.

CONVERGENTA UNIFORMA. Zicem ci seria (1) este uniform convergentd
in intervalul (a, ), atunci cand fiind dat un numir ¢ putem face si-i
-corespundd numirul N, aga: fel incat si avem

® e R (@) | <,
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'pentru toate valorile lui > N, oricare ar fi valoarea lui x in intervalul
“(a, b). Cu alte cuvinte valoarea lui N nu trebue si depindd de . :

Sd ddm un exemplu de serie convergentd, care nu este uniform
-convergentd. Fie progresia geometrici

2 2? x2 x*

X +hl+:;';+(“1+m’)’+'"+(*1-|—a:’)ﬂ+"'
‘care este convergenti pentru orice valoare a lui z, cdcl pentru z dife-
rit de zero, rafia este pozitivd si mai micd decat unitatea, iar pentru
- =0 seria se reduce la zero. Si aratim ci acesti serie nu este uni-

form convergentd in orice interval care cuprinde valoarea z—= (),
In adevir avem

x? 1 1
Rn(x)‘—*—(—l—m[l-*—m-l—m‘*‘J
-deci :

1
Be (2) = o

Vedem cd nu putem fixa pe N aga incit si satisfacem neegalita-
‘tea (3), oricat de vecin ar fi = de origind, cici Iudnd, spre exemply,

1 ; 1
.x—ﬁ, Rn este foarte vecin de oE

OBservaRE. Suma seriei precedente este o functie discontinud de
& are valoarea zero pentra x=0 si 1 - 22 pentru 2 == 0.
CRITERIU DE CONVERGENTX UNIFORMX. Fie

wtodo ot
0 serie convergentdi ai cirei termeni sunt numere pozitive,
Daci pentru orice valoare a Wi % din intervalul (@,8) avem, ori-

care ar fi m, |un (x) | =va, seria (1) este uniform convergentd in acest
“interval.

In adeviir, vom avea pentru toate valorile lui 2 din intervalul (a, b),
an(z)] <v,.+1—l-v,,+2+.,,

Putem alege un numir N asa ca, pentru %> N, membrul al doi-
lea al acestei neegalitiiti si fie mai mic decit un numir dat e. Vom avea
-deei a fortiori '

,Rn(ﬂ?),(é,

pentru n> N, ori care ar fi 2 inintervalul (a, b). Prin urmare seria 1)
-este uniform convergents.
EXEMPLU. Seria

(4 vo-l—vlsinm-f-...-{—vnsinna:-{—...,
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unde vy, vy, ... sunt termenii seriei precedente, este uniform convergentd, pentru z-
cuprins in orice interval, cici

y | vnsin n x| =wn.

TeoreMA. Dacd termenii seriei (1), uniform convergentd in inter-
valul (a, b), sunt funcfiuni continue in acelag interval, suma seriei va fi
0 funcfie continud in intervalul (a, b)

Si insemnim cu s, (z) suma primilor » -} 1 termeni ai seriei (1)
si cu S(x) suma seriei. Vom avea, tindnd seama de (2),

S (x) = 8a (z) 4+ Ry ().

Putem, prin ipotezd, s& luim pe = destul de mare asa incat si
avem neegalitatea (3), oricare ar fi z in intervalul (e, ), ¢ fiind un nu-
mir dat dinainte, oricdt de mic voim.

u fiind un punct din intervalul (e, b) vom avea

S (u) — S (@) = s () — 82 (¥) + Ra () — Ra (),
precum i
| Re(w) — Ru(z) | <2e.

Pe de altd parte s(z) fiind o sumd de un numdr limitat de func-
tiuni continue, va fi o functie continud; deci putem lua pe u destul de
aproape de z pentru ca sd avem

| 8n () — sa (@) | <ee.

Prin urmare avem

1S —S@)| <3s,
pentru » destul de aproape de x. Functlunea S (x) este deci continud
in intervalul (a, b).
EXEMPLU. Suma seriei (4) este o functie continui de @, in orice interval, céci

aceastd serie este uniform convergentd, iar termenii ei sunt functiuni continue de .

31. Serii intregi. O clasi particulard de serii de funcfiuni gi care
joaci un rol fundamental in Analiza Matematicd, sunt seriile ordonate
dupd puterile intregi si pozitive ale variabilei. Fie

(5) aw+aztmatt...Fap 2t ..

o astfel de serie, unde ag, aj, ... sunt coeficienti numerici. Seria (5) se
numeste o serie infreagd sau o serie de puferi. S& considerdm i seria
pozitivi
Ag+ 4 X+ ...+ 4 X"+ ..
formatd de valorile absolute ale termenilor seriei (5); adicd
| @n | = An, |z|==X.
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Convercenti. Pentru a studia convergenta seriei (5) st considerim
sirul

n
(7) AO’ Ah VZ27-"s VA’H"'
care poate prezenta una din urmitoarele trei particularititi :
10. Sirul (7) este convergent si tinde cdire zero.

In acest caz seria (5) este absolut convergentd pentru orice valoare
a lui . In adevdr, aplicAnd seriei (6), criteriul lui Cauchy avem

n n n
lim [u, = lim 4, X* = lim /4, X=0
ceeace ne aratd cdl seria (6) este convergentii oricare ar fi X; prin ur-
mare seria (5) este absolut convergents.

EXEMPLU. Seria

o S L B

nn
este convergentd oricare ar fi

20. Girul (T) nu este mdrginit superior. In acest caz seria (5) este
divergentd pentru orice valoare a Iui z diferitd de zero. In adevir, ter-
menul general al seriei, pentru z=£0, nu tinde ecitre Zero, céci mo-
dulul siu

n n
[I/E,X] :
poate depési orice numir pozitiv.

EXEMPLU. Seria

Tt fanant |
este divergenta oricare ar fi = diferit de zero.

3. Si presupunem ci girul (7) are o margine superioard si nw
convergeazd cdtre zero. S insemndm cu L cea- mai mare limit [8] a
mulfimii numerelor din sirul (7). In acest sir nu vor fi decat un numar
limitat de termeni mai mari decat L +-¢; deci, dela un rang destul de
mare, fofi termenii sirului sunt mai mici decat L-|e Pe cand intre
L —e si L-+}¢ avem o infinitate de termeni ai sirului ; adicd dela orice
rang, oricit de mare, se vor giisi termeni de-ai sirului mai mari decat L—e.

Sé insemnim R=% si sd ardtim ci:

@) Seria (1) este absolut convergenid pentru — R < z < R.
B) Seria (1) este divergentd pentru = in afard de intervalul (— R, R).

@) Va trebui si ariitim ci seria (6) este convergentii pentru orice
valoare pozitivi X < R. Fie X =7 _;_26 un astfel de numir.

C. D. I : 4
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Avem, dela o valoare destul de mare a lui n,
”—
Vai<L-+e,
deci
o ORI
[ <m < I

Prin urmare seria (6) este convergenti in virtutea ecriteriului luj
Cauchy. :

B) Presupunem pe z in afari de intervalul (— R, R), deci

|z| =
Dar in sirul (7) vom avea un termen, de un rang oricat de mare
- voim, asa ca

{2 1,
de unde
An X"> (L —e)n X2,
Inlocuind pe X prin valoarea aleasii pentru |z|, avem
4, X7 — | gpan |> 1.

Termenul general al seriei (5) ne tinzand eciitre zero, seria este
divergenti.

Osservir. 10. Daci raportul % tinde ciitre o limitd I, avem I—R.

In adevir, si aplicim seriei (6) criteriul lui d’Alembert

Y4 ppden XX
Pl e

Prin urmare seria (6) este convergentd pentru X <1 si divergenti
pentru X > 1. Va trebui deci si avem [ = R.

lim

20. Pentru =R sau x— — R seria (5) poate fi convergentd sau
divergentd. ‘

EXEMPLU. Numidrul R corespunzitor seriei
s A xn
este 1. Seria este convergentd pentru z—— 1 si divergentd pentru z=1,

CoNvERGENTA UNIFORMX. Dacii seria (5) este convergentd pentru
—RB<z <R, si aritim cd ea este uniform convergentd in intervalul
(— Ry, R)) unde R; este un numir pozitiv mai mic de cat R.

Pentru aceasta ne vom folosi de criteriul de convergen{d uniforméi

[}
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indicat [30]. Seria pozitivi este convergentd pentru X — R; si cum pen-
tru toate valorile lui = din intervalul (— Ry, R)) avem

I Qp X" I =4, R"
urmeazd ci seria (5) este uniform convergentd in acest interval.

ConsecintX. Cum termenii seriei intregi sunt functiuni continue de
, din convergenta uniform#i a seriei (5) in intervalul (— R,, R)), de-

ducem [30, Teoremd] cit suma seriei (5) este o funcpiume continud in
acest interval.

TeorEMA LUt ABEL. Dacd seria (5) este convergentd pentru z = R
este uniform convergenid in tot intervalul O, R).

Pentru demonstrarea acestei propozitii ne vom folosi de urmitoarea
Lemd a lui Abel:

Fie 8. By vy & - i numere ozitive descresciitoare sau sta-
T K y &gy P
tionare, adici

?

=g =...=¢,

sl un acelas numir de cantitifi oarecare wup, u, .. -y 4p. Dacd sumele

8) st =0, 1. ... p)
sunt toate cbprinse intre doud numere A si B, atunci suma
©) QU+ Uy ... 4 ¢ Up

va fi cuprinsd intre gg A g g B.
In adevir, din (8) deducem
Uy =38y, U =8 T A Up ==8p — Sp—1

asa cii suma (9) se mai poate scrie

soleo—e1) 51 (61— &)+ ... 45, (epi — &) L 552,

Diferentele ¢;— &4 nefiind nici una negativi, obfinem dou# limite,
una inferioard si alta superioard, ale acestei sume, cénd inlocuim can-
titdtile sp, s, ..., s, prin 4 sau prin B. Vom avea deci :

ey < s+ 81 + .. . + spu, < Bgp.

S& trecem acum la demonstrarea feoremei lui Abel. Fie e un nu-
mér pozitiv dat oricat de mic. Seria (5) fiind convergentd in punctul R,
vom putea alege un numir # destul de mare, asa incat si avem ;

o<y R A-gp o R L 4 Ongp BTP < ¢
oricare ar fi numirul p. Pentru 0 <z= R nu merele (%‘)nﬂ sunt des-

4°
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crescitoare (sau stationare pentru z=R) cénd i creste. Si aplicim

lema lui Abel luand & — (%)n+i §l Wi Gy B

Vom avea
—s( ] < E a,H,]-? +t( }+i<s(%)n
de unde, a fortiori,

lan+1$n+l+an+2x”+2+. -.+ an.{.pxn-l—pl <€

pentru toate valorile pozitive ale lui = din intervalul (0, R) inclusiv punc-
tul R. Deci seria (5) este uniform convergenti in acest interval.

Osservare. Din convergenta uniformd a seriei (5), rezultd continui~
tatea sumei S(x) a acestei serii in mtreg intervalul (0, R). Asa ci pu-
tem scrie

Am 5@)—S(B)

APLICATIE. Seria

convergentd pentru — 1 <@ =1, are ca sumi Log (1} ), dupd cum vom arita mai
departe. Aceastd serie fiind convergentd pentru =1, avem dreptul si scriem, in
baza observirii precedente, ;

Ty
Logz=l——2--—}—3—...

EXERCITIL
1. Dacéd sirul sp, sy, 83 ... este convergent, vom avea
m 3 Sof81+.. + Sn. o
= + i lem sn ) ~
R. Consecmté a propozifiei 11, 5%, Vom lua on=sy+8,+...sn §i ba=n}n
Cum Z)’:::—:Z:'-—snﬂ are o limitd, raportul —b:=s° +” -{—_1}— % va avea
aceeas limitd,

2. Dacd sirul de numere pozitive uy, %;, u, ... este convergent, vom avea
1 cen U,
lim Vuou,...un=lim%tf
adicd media geometricd si media aritmetici aw aceeas limitd..
R. Consecintd a exercitiului precedent, ec#ci luand sj—1log ui §i aplicand cele-
slabilite mai sus, avem
i logup+logu 4. ..4-logun
vm
n-+1

lzm log un.
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«de unde
n-+1
(1) - lim Yty . wy . .. un == lim un.

~ 3, Dacil intr'e serie cu termeni pozitivi

g AT R S L

2 .
raportul V;"'l are o limitd atunci radicalul |V, are aceeas limitd. Reciproca nu este
= ;
fotdeauna adevirati,
R. Dacé in egalitatea (1) facem wg = vy, u,=ﬂ Sis oo = % avem pro-

) ' 3 vn—1’
pozitia enunfatd. Dacd luim v;n = A7 Bn §i wvyng1 = An B+l vedem ci Treciproca
n

Yl L4 Vnt1 4

nu este adevirati, cici Jvn are ca limits pe VA B, pe cand -%:—'— este alternativ 4
‘sau_B,

B Conditia necesard si suficientd pentru ca seria, al cirei termen general este

= _wptanp—14 .
9 un_m—{-bnq—l-{ﬁ’

+{(adicd catul a doud polinoame ordonate dupi puterile descrescitoare ale lui n), si fie
convergentd este g=p -} 2,

R. Seria propusi este de aceeas naturi cu seria, care are termenul general
np
b L Gm by cdel lzm——l Seria vn este divergentd pentru ¢=p sau q p+l con-

vergentd pentru ¢ = p+2 si a fortiori convergenti pentru ¢ > p+2

/5. Seria cu termenul general un == LAy este convergenti. i
.\ onn h %
tins 1 i L L e
R. Avem 2 (”_]_1) ; deci lim o <,3 ™
’j 6. Seria al cdrei termen general este T,
. AQA—1) ...\ —n-+1) | 2
Un=(2n 11 A
e )[(x+1)(x+z)...(x+»+x) M N

-este convergenta pentru ) > — —;— si divergentd pentru celelalte valori ale Iui \.
R. Avem
lim‘nu=limn(‘£— 1 ) =4\43;
Un4-1
deci, dupd eriteriul lui Raabe gi Duhamel, seria propusi esle convergentd pentru
.)\>—-% si divergentd pentru x < — % Pentru x= —% seria este divergentd, cici
-avem “"=2nL+1'
\ 7. Dacd intr'e serie raportul a doi termeni consecutivi este de forma

J Ukl mP4anp—14 ..
un  mPFbmp—1

-seria va fi convergentii dacd b —a > 1 si divergentd dacd b — a=1 (Gauss).
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R. Avem

limn(ﬂ———j} =b—a;
Un+1

deci seria este convergenti dacd b —a > 1 si divergentd daci b —a < 1.
Pentru b — ¢ = 1 expresiunea

e 0 B
8 n(um ;) "

are o limitd, deci dupi observarea ficutd asupra criteriului Raabe §i Duhamel [24],
seria propusi este divergents,

8. Fie seria, numitd seﬁe;[fpergeometricd,

a.B u(¢+l)...(a+n—l)ﬁ(ﬂ+l)...(ﬁ—{—n—l)
1 e e .
+1-7 e nly(y+1)...(y+n—1) i
unde g, 8, y sunt numere oarecari, Aceastd serie este convergentdi: 10 pentru |z | <1;
20 pentru =1 dacd «+8—y < 0.

R. Gisim

Un--1 (a+’”)(ﬂ+ ‘”)
un ) Gy

. Un41
10, Avem lim 271 —
Un

29, Dupd exercitiul precedent seria este convergentd dacd yJ1 —a—p>t
i divergentd dacd y —a—pg=0.
9. Fie S si 8’ sumele a doud serii convergente (nu absolut convergente)
T i TC T S S TP
wr i et
Dacé seria produs, care are ca termen general
Wn = o Vn - Uy Vri—~1 . . .+ un vy,
este convergentd, atunci suma ei e S (Abel).
R. Sé considerdm seriile auxiliare
S(@)=wygFuyx+4...Fugan...
Y@ =wvtvzt...fopant...

care fiind convergente pentru 2 =1 vor fi absolut convergente pentru |z|< 1.
Facand produsul acestor serii [29], avem

@)Y @) =wytw xt...Fwpzr ...
Cum seria din membrul al doilea este convergenti pentru =1, dupd teorema
lui Abel, ambii membri sunt functiuni continue de x in intreg intervalul (0,1). F ac&ndv
deci =1, avem propozifia enuntati.



- CAPITOLUL 1V.

DERIVAREA FUNCTIUNILOR DE O VARIABILA.

I. — INFINITI MICI. — METODA INFINITEZIMALA.

32. Infini{i mici. O cantitate, variabild, care tinde cdtre zero, este
un infinit mie. Mai mulfi infinifi mici, considerafi simultan, se pot com-
para intre ei. :

Zicem cd « este infinit %mic in raport cu B, dacd raportul E“

are ca limitd zero, cind « i § tind cétre zero. Dacd insd raportul i" are
o limitd finitd si diferitd de zero, zicem cd « si § sunt infinifi mici de
acelas ordin.

Pentru stabilirea unei cla.s1ﬁcér1 intre mai multi mﬁmtl mici se
alege unul ca etalon, ciruia i se di numele de infinit mic principal
Zicem cid B este un infinit mic de ordinul p, in raport cu infinitul mic
principal «, ddcd avem

) lim & —%

—

unde £ e un numdr fimit, determinat si difem’t‘de zero. Dacii p este
mai mare decdt 1, egalitatea precedentd exprimd ci ‘tinde mai repede
citre zero de cat a.

Dacit nu existd niei un numir p cn ajutorul céruia sd putem scrie
o egalitate de forma (1), zicem ci (3 nu are nici un ordin de infinitu-
dime fati de .

EXEMPLU. Fie g=u (sm:-{—z); g nu are nici un ordin de infinitudine fafi

% A 4 2 s
de «. In adevir, cum valoarea lui sin = rdmane cuprinsd intre — 1 s§i 41, limita

raportului E-, cand ¢ tinde citre zero, este infinitd pentru p>1 si nu]a pentru p < 1;

pentru p— 1 acest raport nu tinde ciitre nici o limita determmata
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S# presupunem ci# intre infinitii mici « i § avem relatia (1), care
se mai poate scrie

iDL
aP k + &
unde ¢ tinde ciitre zero, cand o tinde cétre zero. Vom avea

llm% — .
kaP se numeste partea principeld a infinitului mic f. ;
Dacit p==1 si k==1, zicem cd « si B sunt infiniti mici echivalenfi.
Diferenfa & a doi infinifi mici echivalenfi, o gi B, este infinit de
micd tn. raport cu fiecare din cei doi infinifi mici $i reciproc.
In adevir, egalitatea &= — f3, se mai poate scrie

i i

o o

si cum membrul al doilea are ca Jimiti zero, & este infinit de mic in
raport cu «. Reciproe, daci & este infinit de mic in raport cu a, din

egalitatea precedentf deducem ci % are ca limitid unitatea; deci & §i B
sunt infinifi mici echivalenti.

Osservagre. Din propozifia precedentd rezultd cd, dacd kaP este par-
tea principald a lui B, atunci diferenfa B — ka? este infinit de micd in
raport cu «”; deci daci ¢ este ordinul acestei diferente fati de infini-

tul mic principal «, vom avea

p—ka? = (I +e)al

unde g > p. Tot astfel, expresiunea § —ka? — la? este infinit de micd
fati de «? si dacd notim cu » ordinul ei fatd de infinitul mie principal
o, avem

| B—kar —lat = (m+ &)ar,
unde > q. O expresie de forma

: koar + 1a9 4+ mar r<g<n),
se chiamid valoarea asimptoticd a lui B si diferd de f printr'un infinit
mic de ordin superior lui . Pentru a avea o cat mai bund valoare
asimptotici - se va lua un numir destul de mare de termeni in expre-
siunea de mai sus.
unde @ > 0; « §i B sunt infinifi miei

: L
EXEMPLU. Fie a=— i =17,

cand » creste nemarginit. Sa cdutdm o valoare asimptoticd pentru g. Vedem imediat ci

du i I LBl . B—al-}qa
hmaa——l, lim = =—1, llmT—l.
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Prin urmare
al — g% - 43a

-este o valoare asimptotici a lui g si diferd de g prin infiniti mici de un ordir
rior lui 3a.

33. Metoda infinitezimala. Utilizarea in calcule sau rationamente
o infinitilor mici, constitue metoda infinitezimald. In calculul diferenfial
se considerd limita raportului a doi infiniti mici, iar in calculul in-
tegral se considers limita unei sume de un numir (care creste ‘nemdr-
ginit) de infiniti mici.

Vom indica doud principii fundamentale in metoda infinitezimald
51 care stau, primul la baza calculului diferential si al doilea la baza
calculului integral.

I. Limita raportului o doi infinifi mici nw se schimbd cdnd inlo-
cuvm acegty infinifi mick prin alfit respectiv echivalenfi.

In adeviir, fie & si B doi infinifi mici, iar & gi B’ infiniti mici re-
spectiv echivalenti cu a si §; cum putem scrie

«_a B o

BB Tl o4
avem, trecand la limita,

lim §=lim79— hm§ it
$i cum, prin ipotezd, avem
+- v
hmis—_l, Im —=1,

8l
rezulti ci

hma—,,=hm—

B

—s—l.n%z cind o tinde cédtre zero,
a

EXEMPLU, Ca sd gisim limita raportului 3

vom finlocui sin pc; prin p o §i singa prin g ¢ cici [12,3]

lim sinz
=0T
Prin urmare
sin :
SIDe i 2o
Sl Qa qa 9
II. Limita sumei infinifilor mici de acelag semmn &y, G, ..., On,

-al cdror numdr creste memdrginit, nu se schimbd, cdnd inlocuim acegti in-

finifi mici prin alfiv echivalenti By, B2, ..., Ba mpoartele E tinzdnd
insd in mod uniform chire unitate.




58 DERIVAREA FUNCTIUNILOR DE O VARIABILA.

Intelegem prin cuvintele in mod uniform posibilitatea de a alege-
pe n destul de mare asa incat si avem, oricit de mic ar fi numérul:
pozitiv &

1—e <Ei <l+e
%
oricare ar fi indicele 7.
Asa fiind, dac3 infinitii mici considerafi sunt pozitivi, vom avea
l—9u<p<(l-+tea.

Ficand i=1, 2, ..., n s adunind neegalititile obtinute, suntem:
condusi la

R ey
S ek

Cum ¢ poate fi ficut oricat de mic in acelas timp cu :1—, vedem cé
Bit-fot B
a0t ...t &n

adicd sumele a; 4 ay—-...+ @, si B+ B2 ...+ Bn au aceeas limitd,
care poate fi finitd, nuld sau infinitd.

EXEMPLU. Se stie din trigonometrie c¢d, pentru arcele din primul cadran, avem

lim

sin

1——<—<1(‘)

2

Sé facem succesiv a,=m s m, e

s ”1—+a; pentru toate aceste n valori.

ale lui , vom avea

sin z

Sl

i n’a

. alp 1
Daci a este pozitiv, putem lua gy

cd, dacd insemnim
Sy gin ot gt Gl e
H—a nlta e nl+a’
avem

h_m Sn = lim

”1+a+”l+a+'."+nl1a 2 nl+a

Prin urmare:

lim Sp — oo, dach 0 < a< 1; lim s,,=‘—2, dac a—1; lim Sp— 0, dack a> 1,

(1) Aceastéi dubld inegalitate rezultd si din d_esvoltarea. in serie a func{iunei sin x [50].



METODA INFINITEZIMALA.

-II. — DERIVATE $I DIFERENTIALE.

34. Derivati. Fie y ={f(2) o functie definitd intr'un interval (a, b);.
2 un punct al acestui interval si @ =2 4% un punct vecin de . Di-

ferenta #; —x =h se numeste W variabilei (!) si se mai noteazi.
cu Az. Cresterea lui y corespunzitoare este egald cu diferenta

f@+h) —f ()
si se noteazi cu Ay. Si formdm raportul acestor doud cresteri

e 2 it

Dac#t acest raport tinde citre o limitd cand % tinde, intr'un fel
oarecare, citre zero, aceastd limitd se numeste derivata functiunei f(x)
in punctul # gi se noteazd cu f(x) sau cu ¥’

Fie spre exemplu y — Axm, unde A este o constantd si m un intreg pozitiv.
Forménd raportul (1) vom avea

Ay (z+R)m —am
e AN
Az h

Desvoltand pe (z-} k) cu ajutorul formulei binomului si simplificand, giisim, .
ficand pe % sd tindd cétre zero,

y' =mdam—1 ./
In particular, pentru m=1 derivata este 4, iar pentru y = A derivata e nula.
Dac#t raportul (1) tinde cdtre o limitd, cand h tinde cétre zero-
prin valori pozitive, aceastd limitd se chiamd derivate la dreapta a func-

tiei f(z); pe cand dacdi avem o limitd, cand % tinde citre zero prin.
valori negative, avem deriata la stinga.

EXEMPLU. Si se calculeze derivata functiunei

T
) N
11 ex
in punctul z= 0. In acest punct funcfiunea se¢ anuleazd, asa ci raportul (1) va lua .

forma
1

i
14 eh

1
Daci h tinde cdtre zero prin valori pozitive, e creste indefinit si deci derivata:

la dreapta, in punctul 0, este nuld.
1

Daci h tinde ciitre zero prin valori negative, ¢’ tinde citre zero si deci deri--
vata la stdnga, in punctul 0, a funcfiunei considerate, este 1.-

(1) Cresterea poate fi pozitivii sau negativi.
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Daci insd aceste doud derivate, la stdnga si la dreapta, intr'un
punct, sunt egale, atunci valoarea lor comund este derivata funmcfiunii
4n acel punct(?). :

Zicem c# o functiune este derivabild intr'un interval (a, b), atunci
cand aceasti functiune admite o derivata finitd in fiecare punct din in-
teriorul acestui interval; o derivatd la dreapta in a si o derivatd la
'stanga in b.

Osservare. O conditie necesard pentru existenfa unei derivate finite
intr'un punct este ca functiunea si fie continud in acel punect; cieci in
caz contrar numérétorul raportului (1) nu tinde cétre zero cénd h tinde
-citre zero §i deci limita acestui raport nu poate fi finiti.

Continuitatea functiunei f(z) in punctul  nu este o conditie sufi-
-cientd pentru a putea afirma existenta derivatei in acel punect.

EXEMPLE. 19, Fie funcfiunea

ol
=xsin—
y x

-care este nuld pentru z=0 si continudl in acest punct. Pentru a avea derivata in

punctul =0 suntem condusi la cdutarea limitei lui sin %, cind h tinde citre
zero, limitd care nu exist#. Deci functiunea n’are derivatd in acest punct.
29, Dacé consideram functiunea

to] e

—

1
‘derivata in origine este limita lui A~ 8, care creste nemdrginit cind kb tinde cétre
zero. Convenim a spune, in acest caz, ci derivata functiei este infinité.

30, Weierstrass a dat in anul 1861 urmitorul exemplu de functiune con-
‘tinud care nu admite derivatd in nici un punct:
Seria
y == an cos (rbn x)

‘este uniform convergentd pentru 0 < @ <1 si reprezinti o funcfie cotinui (30);
-dacd b > —i—-{- Z—Z aceastd funcfie nu admite derivati pentru nici o valoare a lui .

Asa dar clasa functiunilor derivabile este mai restransi decat clasa
‘functiunilor continue, cireia ii aparfine.

35. Diferenfiali. Fie y = f(«) o funciie care admite o derivati
f(#) in punctul z; daci didm lui = o crestere Az va rezulta pentru
functiune o cregtere Ay. Dupi definitia derivatei avem :

o=1@)+s

(1) Dacd functia nu este bine definitd intr'un punct ¢, in care funciia ar avea, de exemplu, o
discontinuitate de prima specie, se poate si avem derivatele, la dreapta si la stinga lui ¢, egale intre ele,
f3ir¥ si avem o derivaty in acel punct. De exemplu, fancfiunea U (x) consideratd la n . 20 are derivatele
nule la dreapta si la stinga punctului x=a, firi si aibd o derivatdl in acel punct,
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unde ¢ tinde cétre zero, cand Az tinde citre zero. Dacid considerim pe:

Az ca infinit mic principal §i presupunem pe f'(z) diferit de zero, par-

tea principald a infinitului mic Ay este Az.f’(z). Aceasti parte prin-
cipald se numeste diferenfiala lui y si se noteazd cu dy; asa ci

3) dy = f'(z) Az.

Deci : diferenfiala unei funcfiuni este produsul dintre derivata func--
fiunit §i cresterea arbitrard Ax datd variabiler.
' Dacéi considerim in particular functiunea y =z, avem ¢y =1 si

formula (3) se reduce la dz = Az. Astfel formula (3) se mai poate scrie-

sau incid A

@) W _ @).

dx

De aci rezultd cd derivata wunei funcfiuni este egald cu raportul

dintre diferenfiala funcfiunii si diferenfiala variabiled.
Formula (4) ne di notafiunea diferenfiald o derivates.

36. Interpretiri geometrice. Derivata. Fie y = f(z) o functie con-
tinud intr'un interval (e, d); cind x variazd de la a la b punctul (z4)
descrie, in planul axelor dreptunghiulare 2Oy, un arc de curbd C, care
reprezintd in mod grafic variatia functiunii. Fie M si M doud puncte,
foarte apropiate, ale curbei C, avand respectiv abscisele x si - .

Coeficientul unghiular al dreptei MM’ este

fetN—1(),

'

Deci dacd funcfiunea f(z) admite o derivatdi in punctul z, cand
h tinde c#tre zero, coeficientul unghiular al dreptei MM’ tinde -citre.
f'(x). Prin urmare, cand M’ tinde citre M, dreapta MM’ tinde ciitre o
pozitie limitd MT, care se numeste tangenta la curbd in punctul M.
Ecuafia acestei tangente, care trece prin punctul M(z,y) si are pe y"
ca coeficient unghiular, este

¥sy—y(X—2
unde X si Y sunt coordonatele curente,

OBSERVARE. Dac# considerdm cazul curbei (2), vedem ci aceasti curbi are
doud tangente in origine; acest punct e un punct unghiular al curbei.

Putem defini, in mod grafic, oricite functiuni voim, care si prezinte aceeas
parti -ularitate, §

>
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DirerenTisLE. Fie Az o crestere datd lui xz; M" si N punctele, de-
pe arcul C si depe tangenta MT, care au aceeas abscisi z- Az. In
triunghiul dreptunghic MNP, (P fiind proectia lui M pe M’N) avem
MP = Az gi tgNMP=f"(2). Prin urmare

PN =fi{r)yAe;
ceeace ne aratd ci PN reprezinti diferentiala dy. Observdm, in acelas

timp, cé diferenta Ay — dy=M'N este infinit de mici in raport cu Ay
sau cu dy, cdci acestia sunt infiniti mici echivalenti.

37. Formule de derivare. Primul obiect al calculului diferential
este stabilirea catorva formule simple de derivare pentru cazul cénd
funectiunea considerati este compusd cu ajutorul altor funetiuni simple,
ale cdror derivate sunt presupuse determinate.

19, DERivAREA UNEI SUME. Fie

y=u@+v@),
unde presupunem funcfiunile % i » derivabile intr'un interval comun
«(a,b). Fie x o valoare din acest interval; daci-i dim lui z o crestere
Az, rezulti penfru w §i v cresterile Aw i Aw, iar pentru y cresterea Ay
si avem

A LRI
Az Az ' Az
Trecand la limitd, adicd ficand pe Az s tindd cétre zero, deducem
y=u+v.
Dacé inmultim ambii membri cu dz, suntem condusi la
dy = du -+ dv.

In loc de dou# functiuni w $i » am fi putut considera o sumi de

un numir oarecare, dar finit, de functiuni.
Prin urmare derivata (diferentiala) unei sume de funcfiuni este
-egald cu suma derivatelor (diferentialelor) acestor fumcfiuni.

20, DerivaTa UNUI PRODUS. Fie y = u.v un produs de doudl funcfiuni
-de z derivabile. Avem

Ay (w4Au)(vt+Av)—w  Au Av Au
Az _vAx—l_qu—I_AvAx .

——

Ax Az

Trecand la limitd 3i tinand seama cd limita ultimului termen scris
-este zero, avem

Az

’
e Y = u'v+vu.
s/ 4 D2 Ay & X ;
) i Pod § VI &
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~ Inmultind ambii membri cu dz, deducem
dy = v du -+ udv.
Dacét considerdm un prodﬁs de trei factori y=w.v.w, avem
y'=(uv)'w—{—(w)'uv=uvw(z¥—{—§—l—%)-
Tot astfel se arati cd, pentru un produs de un numir finit de

factori, y=wuvw..., avem

7 - ’u‘ v w
Y =uvw... (;—i—;—}——u;-l—...)

sl
dw , dv , dw
dy——uvw...[—u—-}-;—t-;—}-) .
In particular, daci y=—wu™, m un intreg pozitiv, avem
y =mum1u.
3% Derrvata unur cit. Fie y = —; avem /
VY N Qi 4
whaw_w o T
,;é_‘l/_v—‘,-Av v_v.sa: Ax NH 9 g
: Az A v (v Av) gAY~ e AN
-de unde A e
: , uv—o'u
EJ_ V2

-sau cu notatiunea diferentiald

v duw — udv k

dy = 2

In particular, daci w se reduce la o constanti 4, avem

y'=—A:’—,; sau dy==——A%'—;-

49, DERIVATA UNEI FUNCTH DE FUNCITE. Fie y=f(u) si u=g(2), adici
y este o functie de  prin intermediul lui ». Pentru’a calcula derivata
-acestei functiuni intr’un punct x, si dim lui z o crestere Ax. Avem

Bu=g @+ da) — g (z), dy=F(u+Au)—F ()
$i putem scrie ;

sy _du B
Az Au Az
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Cum presupunem ci functiunile fsi g au derivate finite si deter—
minate, trecand la limitd, deducem din ultima egalitate

Y'=1).q'@),

cdci Au tinde citre zero in acelag timp cu Az.
Dacé inmulfim ecuatia precedentd cu dx, obtinem

dy=1") du.

Acest rezultat fundamental ne arati avantajul notatiunei diferen-
tiale : diferentiala unei functiuni de z se calculeazi dupé aceeas reguld,
fie cid este exprimatd direct in functie de =, fie cii este exprimats in.
functie de = prin intermediul unei variabile auxiliare w.

o0. DERIVATA UNEI FUNCTIUNI INvERSE. Fie y=f(x) o functie, care ad-
mite o functie inversi =g (y). Daci una din aceste functiuni admite o-
derivatd diferiti de zero, cealalty functiune admite si ea o derivati.

Sé pre'supunem cd cunoastem derivata lui /, adici

lim Z%:[’(w)

Din egalitatea evidenti

AL
Ay Ay
Az

deducem, trecand la limit&,

X x P

’()-_L_¢. J
T = @ o T

1

EXEMPLU. Functiunea y—2z? are ca inversi z=y?2; aplicaind formula pre--

1
cedentd deducem ci |y are ca dirivati in raport cu y pe W_
? Y

38. Derivatele funetiunilor elementare.

I. ExponenyiaLa. Fie y=e*. Dupi definitia derivatei avem

—h= h h= VRS '

@

Insemnand ¢t — 1 = @, deducem h = Log(1-+ ) si o

eh—1 o 1

R Log‘(l + o) 5 Bog (1:k a)’;
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1
Dar « tinde citre zero cénd A tinde cétre zero, iar (14 @)= tinde
citre e cand « tinde cédtre zero; avem deci
ef—t 1
h=0 & Loge

18
Prin urmare
y'=-e*
Deci funcfiunea exponentiald e* se reproduce prin derivare.
Pentru a avea derivata unei exponentiale oarecari y = A* vom

aplica formula deriviirei unei functii de functie. Putem scrie y==eXlo¢4;
deci, dacd punem u==2x Log 4, avem

) A
Y =—etul=e* 18 4 [ogd = A*Logd. - \Q_ ¢e I
< Q
II. Locarirmur. S# considerdm functiunea logaritmici intr'o bazid
oarecare A
y = Loga x.
Luand functiunea inversd a logaritmului, avem z = A? si aplicand
formula de derivare a functiunilor de functiuni, avem

SRR Sl Ny
Y = Dlogd zLogd

Daci considerim cazul particular al logaritmilor natwrali, adici
A =e, avem
ki,
2%

III. Puterea. Fie y =2 unde a este un numir dat si z o varia-
bild pozitivd. Putem scrie

28 = 4 Logx

deci x
a
y' = et leex (g Log z) = o2 = azth,

Regiisim astfel formula pe care am stabilit-o pentru a intreg si
pozitiv [37.11].

IV. Funcpiunt TRIGONOMETRICE. — 10, Fie y = sinz. Avem

) 2sin 2 cos (x + E)
Bl lim sin(x—]—h)-——sinx_ lim ] 2 i
h=o0 h TRy h
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Cand & tinde cétre zero, cos (x—]—%) are ca limitd pe cosz iar
i h S % 8
51: %, unde &=, are ca limitd unitatea [12,3%]; deci

Yy =ecosz.
o) . m .
920. Fie y = cosz; avem COSZ = sin (’2_—.2?). Deci
v il .
y'=—cos|5 —z|=—sinzx

30. Dacd considerim functia y=tgz = :—;g, avem, utilizand for-

mula care di derivata unui cit,

3N coszcosz —sinz(—sinz) 1
cos? z cos? z
cos @ .
40 Tot astfel pentru y = cotgx = —— giisim
G )
sin?z’

ceeace se mai poate deduce si din rezultatul precedent, {indnd seama

-

ci cotgz = tg (T;—x)
V. Funcpiunt TRIGONOMETRICE INVERSE. — 10. Fie y = arc sin z. Ne
vom ocupa de ramura principald a functiunii [14], care este definitd
prin conditia — % <y <%~ Luénd functiunea inversd avem x = siny,
a cirei derivatd este cosy sau J/1—sin2y, unde luim semnul -+ ina-
intea radicalului ciici cosy e pozitiv, cand ¥ variazi de la —%la —i—%-
Formula derivérei functiunilor inverse ne di deci
ool 1 i
e )1 —sin2y =—H’1—w2.
Celelalte determindri ale lui ¥ sunt legate de determinarea princi-
pald prin formulele
@ y=arcsinz -+ 2k, e
(1) y=—arcsinz+(2k+1)=.

Determindrile (I) au aceeas derivatd ca si ramura principald; de-
termindrile (II) au o derivati de semn contrar.

y

20, Fie y = arc cos . Vom considera ramura principald a acestei
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funetiuni miltiforme, care se exprimi prin relaia
arc cosz = - —arcsinz

cu ajutorul ramurei principale a functiei arcsinz; deci

y' | Jpe—— __i—_ .
I
30, Pentru y = arctgx, avem, ludnd functiunea inversi z=tgy,
1 ]

= 27 = =7 : .
s 14-tg2y (14«2

39. Diferentialele functiunilor elementare. Din formulele gisite
mai sus deducem imediat diferentialele functiunilor elementare, inmul-
tind ambii membri ai fiecirei formule, prin dz. Avem astfel

dat = mat=tax d[/E-:_d_m_
2 )z
E N P T R T T £
3 H L L0PAX = 2oz A
der=rrdas 7] dLogo:=d—m
xX
: . dx
dsinz = coszdx darcsmx=vlm—2
—
3 dx
decosxt = —sinxz dz darccosy = — ———
St i
dx

dx
darctgx =m

OBservARE. Este esential de a observa cii toate aceste formule sub-
zistd atunci cand inlocuim pe z printr'o functie » de .

Asa de exemplu, avem

40. Derivata logaritmicd. Se numeste derivata logaritmicd a unei
Y

functiuni y, derivata logaritmului s#u, adicd v Derivata 3" a
unei functiuni y se deduce deci inmuliind pe y prin derivata logaritmicd.
De multe ori este mai comod sd procedim astfel pentru determinarea
derivatei.
EXEMPLU. Fie y =, unde « §i v sunt funcfiuni de x. Avem
Logy = v Log u
de unde
% =v'Logu —{-% v.

5
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Prin urmare

Y =uv [v’Logu—{—%v} -

41. Derivarea seriilor intregi. Fie

®) f@=a+az+t. .+a224 ...
o0 serie intreagi convergenti pentru — R <z <R. Si aritim c# seria
derivati '

at+2m;mat...+na, 2. .,

este convergentd pentru — R<<z <R si are ca sumi f(x).
Fie  un punct oarecare din intervalul de convergentd al seriei (5).
Sd considerim seria modulelor termenilor acestei serii

6 PR B (TIERE L S

unde |a,| = A, si |z |= X; aceasti serie este convergentd [31] pentru
0 =X<R. Fie A un numir pozitiv determinat asa ca X 1A < R.
Seria F(X--4) fiind tot convergentd, vom avea

FE40—FE) _ N7, (X4a)y— xn
JED. 3, Gt

sau

F(XA)—F(X)
A

= EUH
unde
U, =An[n Xt +”('I’"_”2‘)AXn—2+...}-

Seria £ U, cu termeni constanti si pozitivi (cdci X si A au valori
determinate) este convergenti.

Si dim acum lui z, in seria (5) o crestere h asa ca |[h|<A, Se-
ria f(x - k), fiind convergents, vom avea in mod analog

(6) 7L+h]2;f($_) = X u, (h),

unde

wn(h) = a, [n n—t 1 %1—) h =2 . } .

Seria Y, (h), ai cirei termeni sunt funcfiuni de %, este uniform
convergentd pentru |h| < A, In adevir, pentru toate aceste valori ale
lui A, |u, ()| < U,, deci [30] aceastdi serie este uniform convergentd.
Cum u, (k) sunt polinoame in 4 deci tunetiuni continue [30] de &, suma
acestei serii este o functie continud, a cirei valoare pentru =0, se
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confundi cu limita ei end % tinde citre zero. Prin urmare, ficand pe
h sd tindi cétre zero in egalitatea (6), avem la limitd

f' (@)= Enapar,

EXEMPLU. Avem

=t14ztatf. . . fani...

pentru — 1 <« < 1. Vom avea deci, pentru aceleasi valori ale lui ,

;c) =t42z4.. . Fner—14

L—a

OBSERVARE. La acelas rezultat mai putem ajunge inmulfind. seria considerati
prin ea insisi [29].

42. Derivate si diferentiale saccesive. DerivaTe succesive. Fie
Y =f() o functie derivabild in intervalul (a, b). Dacii derivata f* ()
admite o derivati intr'un punct x, aceasti derivatd a derivatei se nu-
meste derivata a doua a functiei f(z) si se noteazi cu f”(z) sau y".
Tot astfel dela derivata a doua f"(z) se trece la derivata a treia, care
se noteazdi cu y” sau f”(z) Continuind astfel de la derivata de ordinul
n —1 se trece la derivata de ordinul n, care este derivata intdi a de-
rivatei de ordinul »—1 si se noteazi cu y® sau f ().

DiFerENTIALE succEsivE. SE plecim de la diferentiala
M ' dy = f"(z) dx.

Cand x este variabila independenti convenim a considera pe
a2 ca independent de pozifia punctului z in intervalul (e, b); dx este
deci considerat ca o constantd.

Diferentiala a doua a lui ¥ o vom obtine dlferen’gund ambii membri
(7), dar convenim ca in diferentiala membrului al doilea, cresterea
Az, care se introduce [35, (3)] si o ludm egali cu dz si aceasti con-
ventie o pistrim pentru toate diferentialele succesive.

Avem astfel diferentiala a doua

d(dy) = a[f’(x) da] = [ (x) (d=)2.
Dacé notim d(dy) = d?y, ..., d(d"'y)=d"y, obtinem diferen-
tialele succesive, pand la acea de ordinul n,
d?y =f"(x) de2, 3y =["(z)da’, ..., d'y= ™ (x)da".
De aci deducem notafiunea diferentiald a derivatelor succesive

_dﬂ/ 1) _dny
f'("r)_dxzw P ey f(.(x)'"‘dz,n




70 DERIVAREA FUNCTIUNILOR DE O VARIABILA. '

EXEMPLE. Si calculim derivatele su&gg\gp ale catorva functiuni elementare
W FIAE

y—eax, -y =—qgeax, |, & y(n) = an eax
y=—at, Yy =aaxs-1, .3 Yy =afa—1)...(a —n-- 1) xa—n
y—Loga, yi=o=10 0 ylt) =(—1)1—1(n—1)la—n

y=—sin®, y =sin (w—'r%), ... YR =sin (m-{-n—;)
y=cosx, Yy =cos (w—[—%), y(n)=cos(m—l—n7”) .

Osserviri 10. Existenta unei derivate de ordinul » necesiti exis-
tenta derivatei de ordinul » —1; dar s’ar putea ca derivata de ordinul
7 sd nu existe.

Sunt functiuni care admit derivate de orice ordin, asa de exemplu
functiunile elementare sau seriile intregi.

20. Am viizut cd diferentiala primi

dy=1F"(u).du

are aceeas formd fie ci u este variabila independentd sau nu.

Pentru diferentialele de ordin superior nu se mai prezintd aseeag
simplicitate, atunci cdnd u este functie de x. Diferen{ind egalitatea pre-
cedentd, avem

Ry={"(u) du?+f"(u) d?u

cici nu mai putem considera d2u =0 (du==u'de, d?uw=wu'da2? etc.
depind de valoarea variabilei x).
Tot astfel

¥y =" (u) dud+ 3 " (w) du d2u + £ (u) d3u
si asa mai departe, regula generald ne prezentandu-se sub o formi simpli.

Formura vut Lemzz. S# considerim o functie reprezentati prin
produsul a doud funetii y=wv §i sd ne propunem si gisim derivata
a n-a a lui y. Avem '

Y =uv 4+ uv,
Y =uv+2uv +ur",
Vedem ec#, in general, vom avea
® YW = Agu® v+ 4 Dy . A uo®
unde Ao, 4y, ..., A, sunt coeficienti numerici, cari nu depind de forma

particulard a funciiunilor » §i ». Daci @ este o constanti si punem
u=e* sl v=¢*, avem gy = e@tNx; deci

y(ﬂ‘) —_ (u + 1)" e(a‘H)x.
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Asa cd formula (8) va deveni
(a41)=4pa"+ 4,0 +... 4 4n
si identificand, gisim
el =l

EXEMPLU. AplicAnd formula Iui Leibniz, gésim pentru derivata a n-a a func-

fiei y = (@— ay (n— B2
y=n! [(m —ay (C 1)2 (x—a)r—1(z—Db)
+(CPe—ap2@—n24...4 (C )Z(w —b)].

OsservARe. Dacdi facem conventia si notdim cu (u-}v)™ opera-
tiunea (x—--v)? unde inlocuim produsul puterilor «?»? prin produsul de-
rivatelor »® ¢@ vom putea scrie

(uv)® = (u + v)™.

Se stabileste, in mod analog, ci pentru un produs de trei sau
mai multi factori y=—wu.v.w. ..., avem

Yy =wu-+vtw-t..)".

III. — PROPRIETATILE DERIVATELOR.

43. Teorema Iui Rolle. Dacd f(x)_este o functie derivabild in in-
tervalul (a, b) si dacd f (a) =0, f(b)=0, existd cel pufin un punct c,
cuprins intre a i b, pentru care 84 avem f(e)="0.

In adevir, cand z variazd in intervalul (a, b), f(x) ia o valoare
cea mai mare M si o valoare cea mai micd m [19,41]. Dacid valorile
M si m sunt amandoud nule, atunci f(x) este egali cu zero in tot in-
tervalul (a,b) si deci derivata sa va fi nuld in fot acest interval. Teo- -
rema, in acest caz este demonstratd.

S# presupunem acum cd una din cantititile M si m, de exemplu
M, veste diferitd de zero. Fie c valoarea Ilui z pentru care f(x)= M.

Raportul

fle+h) —f) h) f(0)

cu h> 0, este negativ sau poate nul. Limita sa f'(c) (derivata la dreapta)
nu poate fi un numdr pozitiv. Deci f’(c) = 0.
Tot astfel limita raportului

fle=m—71()
h ;
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unde A este tot pozitiv, este f *(¢) (derivata la stdnga) care nu poate fi
un numdr negativ. Deci £ ()= 0

Cum functiunea f(z) este presupusd  derivabild in intervalul (a b),
ea are o derivatd wmicd in punctul ¢. Va trebui si avem dar f'(¢c) =0.

ConsecinX. Dacdl f(z) ia aceeas valoare y in punctele a si b, atunci
derivata sa se anuleazi intr'un punct din intervalul (a, b), cici functiu-
nea f(z)—v, care are aceeas derivat cu f(z), se anuleazi pentru z =a
$i pentru z — p.

44. Formula cresterilor finite (Lacrance). Fie f(x) o functie con-
tinud intr'un interval (a, b) si avand o derivatd unicd in fiecare punct
al intervalului. Si considerim raportul Ykl

(1) , &ﬂ;uflf(j

b—a

intre cresterea functiunei si cresterea variabilei; acest raport este un
numdr finit §i determinat pe eare sd-1 insemnim cu N.
Vom avea

FO)—F@)—=N@E—a)=0.
Dacéi considerdim acum functiunea auxiliari
9@)=[@)—f(a) — N(z—a)
vedem cd g(a)=0 si g (b)=0. Va exista deci, dup# teorema lui Rolle

un numdr ¢ cuprins intre a si b astfel ca g9 ()=0.
Cum g'(z) =f" () — N, deducem c§ N — f'(c). Dar N este va-
loarea raportului (1); prin urmare avem :

@ LO=1@_p (e <o <)

Aceasta este formula cresterilor finite, care se mai poate scrie,
insemnand b — g =},

@) fla+m)—f(@)=hf (a+64) 0<6<1).
Formula cresterilor finite se mai numegte si formule mediei.

Interpretarea geometrici a formulei cresterilor finite
se face cu usurin{i. Si considerim arcul de curbi ACB descris de -
punctul (z, ), unde y =7 (z); punctele A, C si B corespunzand puncte-
lor cu abscisale a, ¢, b. Coeficientul unghiular al coardei AB este

fO)—f().
b

®

—a
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iar coeficientul unghiular al tangentei la curbd in punctul C este f”(c).

Formula (2) ne arati deci ci existi pe curba y = f(z) un punct
C. cuprins intre A si B, in care fangenta la curbd este paraleld cu
coarda AB.

45. Dacd o functie f(x) este derivabild intr'un interval (a, D) iar
derivata sa este in mod constant nuld, atunci funcfia f(x) este constantd
in intervalul (a, b).

In adevir fie  si « -+ & doudl valori ale variabilei luate in inter-
valul (@, b). Formula (3) ne di

f@+h)—f@)=hf(@z+0k)=0

cici z +0h este cuprins intre ¢ si b. Prin urmare f(x)=/f(z—+h),
adicdi f(z) este o constantd in intervalul (a, b).

ConsecingX. Dacd doud funcfiuni f(x) si g () au deriwate finite
$t egale intr'un interval (a, b) atunci diferenfa lor este o constantd in
acest interval.

Functiunea f(z) — g(z) avand derivata nuld, vom avea in inter-
valul (a, b), f(z) — g (x) =c¢, ¢ fiind o constanti.

Aceastd propozitie sti la baza calculului integral, céci, dupd cum
vom vedea aci, se cere si determindm foate functiile care au o derivatd
cunoscutd. Dupé cele stabilite vedem céd este suficient a cunoaste o sin-
gurd functiune, toate celelalte obtindndu-se prin addugarea unei constante
la aceasti functie.

APLICATIE. Fie seria
x2 23 - xt
@)=t ook

Aceastdl serie este convergenti pentru —1 <2 <1 gi dupd cele vizute [41]
vom avea, pentru aceleasi valori ale lui a, \

F@)=1—zta?—a34 ...

adicd F (x IR 5 Dar i funetia Log (1-4-x) are ca derivatd pe
14

Log (1 +-a) —F(x)=C

pentru — 1 <<a < 1. Pentru a determina constanta C si facem x==0; gisim astfel
C'=0. Prin umare, pentru | x| <1; avem

- Deci

1
1+

Log(1+w)=m—§+“3—s—...

46. Derivata funefiunilor crescitoare gi deserescitoare. Funcri-
UNI CRESCATOARE, S# considerim o functie f(x) crescitoare intr'un inter-
val (a, b) si derivabild in acest interval. Derivata f(z) nu poate fi negativi
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pentru nici o valoare a lui z, ciici numiritorul i numitorul raportului

fle+h) —f(2)
h

sunt de acelas semn.

Reciproc: daci derivata f’(z) este finitd si nu devine negativi
pentru nici o valoare a lui 2 din intervalul (@, b), functia f(x) este
erescdtoare in intervalul (a, b).

In adevir dacd x; si 2, sunt dou# numere oarecare din intervalul
(a, b) si daci z, <, putem scrie, aplicand formula mediei,

@) — f(@) = (=, —xl)f'(/ﬁ)% 0.
Deci f(22) = f (1) cand 2> z,, adici functiunea £ () e crescitoare.

Fuxcron pescrescitoare. In mod analog se aratd ci derivata unei
functiuni descrescitoare intr'un interval (@, b) nu poate fi pozitivd si
reciproc: dacd derivata unei functiuni nu devine pozitivd intr'un in-
terval (a, ), acea functie este descrescdtoare in acel interval,

EYEMPLU. Fie funcfiunea e s Bl e
(%) = ex (sinx — cos 2)}- 1. :
Avem 1108
7' (x) =2 ex sina.
Pentru 0 =2 ==, derivata f'(z) nu este negativd ; funcfia f(x) creste de la
f(0)=0 la f(x)=1-¢". Pentru =2 <0 derivata nu este pozitivd; functia (@)

descreste de la f(— =) = 1-}¢" pani la f(0)=o.

Osservare. Cele stabilite se pot aplica, cu oarecari precautiuni si
In cazul cand funcfiunea sau derivata nu este continui in intreg inter-
valul (a, b).

2 et ; 1
Asa, de exemplu, daci considerim funcfiunea f(x)=m, unde o este o

constantd, avem f* (x):w_—lw; deci derivata f”(z) este pozitivd oricare ar fi .

Functfiunea f(z) nu este totusi crescdtoare, cand x variazi de la — oo la —+ oo, ciei
aceastd funcfie este discontinui pentru o —gq gl trece de la 400 la —oo cand z
ajunge si depiseste valoarea a. Daci insi € este un numdr pozitiv, functiunea este
crescatoare in intervalele (— oo, a —¢) si (a 4 &, +o0).

47. Formula lui Cauchy. Fie /() si g (z) doud functiuni continue
si derivabile in intervalul (a, b), derivata 4’ (z) neanuldndu-se in acest
interval. S& considerim raportul

f () —1(a)
9(0)—g(a)
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unde numitorul este diferit de zero, cici daci am avea g(a)= g(b),
¢’ (z) s'ar anula in intervalul (a, b). Ne propunem si dim o altd formé
valoarei acestui raport. Dacd insemnim cu N valoarea sa, avem

f®)—f@—Ng(®)—g (@) =0.
Si considerim functiunea auxiliard
F(2)=f(@) —f@@)— Nlg(@)—yg @)
care se anuleazii pentru z = a i z ="0; deci dupd teorema lui Rolle

F@=f(—Ng@©=0 (a<e<D),

De unde putem scoate valoarea lui
f' (o)
N=5%
g' ()
cici g"(¢) 0. N fiind valoarea raportului inifial, deducem formula lus
Cauchy

f@)—£(a) _f (o)
g0)—g(@) g
care se mai numeste formula mediei generalizatd, cici ficand p(x) ==
regiisim formula mediei [44, (2)].
Formula lui Cauchy se mai poate scrie

fla--h)—f(@) _f (a+0h)
9@+ —g@ g @+0h)

OBSERVARE. Din cele ce preced se vede ¢4 formula lui Cauchy subzistd cénd
g (#) s'ar anula intr'una din extremititile intervalului (e, b).

(a << b)?

0<b<1) .

G EXERCITIL

o
1. Se considerd functiunea y=x arc tg %, nuld in origine; se cere derivata
la dreapta si la stinga in punctul 0.

R. Aceste dous derivate sunt diferite, ciici avem pentru derivata la dreapta (7.>>0)
[T S
te e A

y’ == lim arc tg

si pentru derivata la stanga

’ . 1 m
y'=lim uetg:;h:-—?-

2, Si se calculeze derivata de ordinul » a functiei

y=(ax4- DM (az+pp—1—2
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R. Vom aplica formula lui Leibniz :

M: § kCE (ax -+ b—p ap (a4 g)p—1-Agn—p
dan =0
unde

k=)\()\—l)...()\—p+1).(n—>\—1)(n—)\—2)...(p—)\),
sau s

k=(—1)=—,x(x—1)....—n-1).

Prin urmare
d
= k(@@ N1 (o )12 [ (~aaz—at)rr(aaz+tapp]
adica
TY k(a4 0 (e o+ (g — by,

dan

3. Si se stabileascd formula

1
dn an—1 f(;) | g
(Fn) — e = e (1.
R. Aceastd formuld se verifici imediat penlru n=1, S& presupunem adevirati

formula Fp—1 si sd aritim ci formula Fn este o consecinfi a acesteia. Vom pleca de

la identitatea
inerir () amafortr(3)
dan R d an

unde membrul al doilea se mai poate scrie, aplicand  formula lui Leibniz,
dngn—2 f(%) dn—1 gn—2 f(%)
# d xn +n d xn
sau, {inind seama de formula Fn-i1,
e e e BN | 50,9 it
(—1) 1% [,E fa l)(?)J F(=1) 1”; fn-1 (?)
Derivand si ficand reducerile ne rimane

iy ro ()

4. Si se calculeze derivata de ordinul # a functiei g(%)

R. Dacd in formula precedentd facem f(u) =wn—1g(u) suntem condusi la
formula

L

+o—1)(—2)Cargn-9(3) +...1

. S pEL
5. Si se calculeze derivata functiei y=—are tgi . e si s# se explice re-

2 + 2x—1
zultatul.
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R. Gidsim y' = l——lf—m‘ ; deci y are aceeas derivatd ca §i funcfia =2 arctga.
S& aritim cd y — u este constant. Avem
R | tgy —tgu
si
t u
t'_w’—Za:—l ¢ “___ZgE 2z
gy—x’—]—Zw—l ! s _l_tgzﬁ_ 1—a?
2

Inlocuind si simplificand gisim tg (y — u) =1.
6. Fie f(2) o functie continud asa ca |f"(z)| =k < 1. S se arate cd ecuafia
F@)y=z—f(x)=0
are o rididcind reald r si numai una.
Dacd xp este un numir arbitrar si
xy =f(130) 2 =f(2), ..., xn=f(xn—1)
sd se arate cdi, pentru n=o0, avem: lim Xp=r.
R. Fie ¢ un numir arbitrar. Formula mediei ne da
fx)=r@)+x—af (),
g fiind cuprins intre x si a. Ecuafia datd se mai poate scrie deci
Fx)=x[t = (@] —f(a)+af ())=0.
Factorul 1 —7"(p) fiind pozitiv, se vede cd F(x) schimbd de semn cand x
creste dela —oo la 4-co. Deci F(x) se anuleazd intr'un punct x =7. Cum F'(x) este
totdeauna pozitivd, F(x) este continuu crescitoare, aga cd nu se poate anula decat

intr'un singur punct.
Avem, cu ajutorul formulei mediei,

Xy — 1= f(x0) — (") =(Xo—7) [’ (n)
sau
[ =< R —|
Tot astfel
[xg—r| <Fk|xy—r]|

| xn— 7 |<E|Xn-1—1].
Inmulfind aceste neegalitdti membru cu membru, obfinem
| xn—17r | <kn|xg—r|

de unde lim xp=r7.



CAPITOLUL V.

DESVOLTAREA FUNCTIUNILOR. — EXTREME.

I. — FORMULELE LUI TAYLOR SI MACLAURIN.

48. Formula lui Taylor. Daci P (z) este un polinom oarecare de
gradul » in 2, ordonarea lui P(z—+1) dupd puterile lui A, ne conduce
la formula

() P@+H=P@+ 1P @+...+ 2pn@),

‘care se verifici cu usurinfi. In adevir, polinomul P (z) este o sumi de
termeni de forma ax % (unde a; sunt coeficienti numerici si % = 0,
1, ..., m). Prin formula binomului se vede imediat ci toti acesti ter-
meni, deci si suma lor, satisfac la formula (1). Generalizarea formulei
(1) ne va conduce la formula lui Taylor,

Sé considerim o functie f(x) definiti intr'un interval (a, b) si ad-
mitand in acest interval derivate de primele n—+ 1 ordine; de aci re-
o zultd cd f(x) si primele n derivate sunt continue; vom presupune ci
derivata de ordinul # -1 e finiti.

_ Fie  un punct determinat din intervalul (a, b) si & un numir ast-
fel ca punctul 4k si fie in acelas interval. Prin analogie eu formula
(1) vom considera diferenta :

fE+N=l@ =11 @)= 5 @—..— 50 @),

care este nuld cind f(z) este un polinom de gradul », dar care in ge-
neral, este un numiir ce depinde de funetia f si de valorile variabilelor
%, m §i h; si ludm acest numir sub forma A7 A. unde p este un numéir
arbitrar asa ci vom avea

hn

@ fe+m=f@)—hf'@)—...—5fD () —h 4 =0.
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Pentru a da o altd form# numirului 4 si considerdm functia auxiliard
Fw)=fle+h) —f@—@+th—wfW—
—% h — wu)

ht gy A ) — b — ) 4.

n!

Aceastii functiune de u este continud si derivabili pentru v cuprins
in intervalul (z, z—-h); pe de altd parte ea se anuleazi pentru u=uz
si pentru u— 2 h. Deci, dupd teorema lui Rolle, F"(u) se anuleazi
pentru o valoare a lui » cuprinsd intre z §i = ~+ h. Vom avea deci :

6)) F'(z40Rh)=0 0<h<).

Dar derivand pe F(w) si reducand termenii din membrul al doilea,
vedem ci

F'(u) = - et WE fet) (u) +p (x4 b — u)P~t A.

n!
Prin urmare, {inind seama de (3),
— gyr—p+1 hn—pH
Y P o i L TR
n!p
Inlocuind pe A prin aceastd expresiune, obfinem formula

@ fetrD=t@+r@OFnf @+ A+ 0@+ R

numitd formule lut Taylor, unde am insemnat

Rt (1—g)r—p41 f(n+0) (x eln
) hige, MGt

R, se numeste termenul complimentar sau restul formulei lui Taylor.
Numirul 6, care figureazi in acest rest, depinde de z, k, m si p, dar
este cuprins intre 0 si 1.

Dacd facem p= 1, avem restul sub forma dati de Cauchy

(6) B e hnt1(1 — g)n Z(vnﬂ) (x+eo h)
Pentru p=n -1, obtinem

2 hat1 f(n+1) h

™ R

form# dati de Lagrange si care este forma cea mai comodd pentru
aplicatiuni.

Osservirr 10, Este evident cd numérul 0 care figureazi in expre-
siunile resturilor (), (6) si (7). nu este acelag)

20, Formula lui Taylor (4), cu restul lui Lagrange (7), este o ge-
neralizare a formulei medii pe care o regisim ficand n=0.
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30. Dacdi h este infinit de mic si il considerim ca infinit mic prin-
cipal, formula (4) ne arati ci expresia

Fa+n)—F@) — 2 @) — ... =2 fom ()

unde m = n, este un infinit mic de ordinul m 1.

49. Formula lui Maclaurin. Dacd in formula (4) facem = 0,
deci presupunem c# intervalul (a, b) cuprinde originea si inlocuim pe
h prin 2z, obfinem formule lwi Maclaurin

® f@=FO+T'O+5f O)+-..

xn41

il O+ oy F 6 2)

serisd cu restul lui Lagrange.
APLICATIL 1°. Constanta lui Euler. Si aplicim formula lui Maclaurin (8) la
functia f(x) =Log (1 + x), luand n=1 si x>—1. Vom avea

LOg(l —{—x):x—wj:?m'

Aceastd formuld ne va conduce la un rezultat important. Daci inlocuim pe x
) 1 . ks X
prin —, n fiind un intreg pozitiv, vedem ci
_
2 m (1 i —) it

gn fiilnd un numdr pozitiv mai mic de cat unitatea.

sl +3)-

Cum 7% este termenul general =1 unei serii convergente [24, 1],7rezulti ci se-

. (8 Jigl 1 1 ; L
ria al cdrei termen general este ¥ Log (1 —}-;) este gi ea convergentd, Suma

primilor » termeni ai acestei serii va fi

Sn:l—l——;——l-...-l—T:—[Log(l—{——i«i—}—Log(l-}-%J—{—...—l—.Log(l —{—%)]
sau ,

Si—1+4 +...F o — Log(n+1).

Limita lui Sp eind » creste nemdrginit este constanta lui Euler Cja cérei va-
Joare cu 10 zecimale exacte este C = 0,5772156649.

20 Numdrul e. Dacid facem in formula (8) pe f(x)==eX, derivatele acestei
tunctiuni fiind toate egale cu ex si avand valoarea 1 pentru x = 0, obfinem

xn-l—l eex

e b vy +2'+ +7"+(n+l)'

de unde, ficand x = 1/

e=1445 +(,,+l),
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Ultimul termen din membrul al doilea este mai mic decat ~n3—1’ penfru ci

[12, 49 e <3 si 0 <9< 1. Luand pe » deslul de mare putem fa e ca acest ultim
termen si devie oricdt de mic. Prin urmare egalitatea precedentd ne permite a cal-
cula numérul ¢ cu orice aproximafie voim.

Mai deducem din formula precedentd, inmultind ambii membri cu n!, ci

e

n | e = numir 1ntreg—|—-” 4

Aceastd relafie ne aratd ci e este un numdr irafional; ciici daci ar fi rational,
ar fi de forma 5 (p si ¢ doud numere intregi) si luind pe » > q primul membru
ar fi intreg, pe cind membrul al doilea este fractionar pentru n> 2, ciici ¢f < 3.

50. Seriile lui Taylor si Maclaurin. Prezinti o deosebits impor-
tan{d in Analiza Matematici cazul cand functiunea f(x) admite derivate
de orice ordin, iar restul R, tinde citre zero cind n creste memdrginit.

In acest caz avem

Jim f(x+h)—f(x)—hf'(w)——---—fr"!f‘”’(?)]=°
si seria

©) 3 2 fo )

n=0

este ccuvergentd pentru pdrechile de numere i si # luate dupi cum am
convenil mai sus, suma seriei fiind f(z -+ k). Putem deci scrie

(10) fet+n="T3 Mo @,

n=0""

Seria (9) se numeste seria lui Taylor corespunzitoare functiunei
f(x). Cand avem egalitatea (10) zicem ci f(z) este desvoltabild in se-
ria lui Taylor.

Din egalitatea (10), ficand z==a si h =2z — a, deducem

_ e
f@)=2C=2 0 (),
§i pentru @ =0, obt'nem desvoltarea in seria lui Maclaurin

(11) f@) =3 f®(0).

Putem afirma intr'un anumit .caz ci termenul complimentar Rp
tinde citre zero, cand n creste nemérginit: cand valoa:ea absoluti a
unei derivate de un ordin oarecare a funcfiunei f (z) rdméne mai mici

C.D.L 6
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decat un numir fix M. In adevir din forma (7) a termenului compli-
mentar, rezultd cid
[ B |n+t
==k

Membrul al doilea fiind termenul general al unei serii convergente
vedem ci lim R,=0; prin urmare formula (10) se aplici la aceste
functiuni. In aceastd categorie de funciiuni intrd €, sin z, cosz.

|Rn]<M

Fuxcria eX. Derivatele acestei functiuni sunt toate egale cu e* si
deci mirginite, in orice interval (a, b) s’ar gisi . Formula (10) se
aplicit dar acestei functiuni. Vom aplica formula mai simpld (11). Functia
e* si toate derivatele ei sunt egale cu unitatea pentru x = 0; vom avea
deci desvoltarea

F=dah g ot

valabild pentru toate valorile pozitive sau negative ale variabilei .

“ e
~

Funcria A*. Schimband pe z in z Log A in formula precedentd

avem

a:LoD‘A

At ol e S R L TR

Funcyia six . Derivatele succesive ale acestei functiuni formeazi
un sir periodic cu patru termeni distincti, cos #, —sinz, — cos z, sinx,
ale céror valori absolute nu dep#sesc unitatea. Cum

fO=0, FO=L 7 O=0, 0)=—
formula (11) fiind aplicabild, gisim
a2 n41

sinz —=— 3|-|—5, +(—1)”(2—n_lT),i

desvoltare valabild pentru toate valorile pozitive §i negative ale lui z.

Funcria cos 2. In mod analog gésim

2 4 h+2
cose=1—TH45— . 4 (— 1)n(2“;+2),i.

OBservARE. Ar pirea, la prima vedere, cid condifia ca o' funcfie
f(x) si admiti o desvoltare in-seria lui Taylor (10), ar fi ca seria (9)
s fie convergentdi, adicd ca restul acestei seril

(12) z :L: 0 (2)
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54 tindd cétre zero, cand n creste nemirginit. Dar aceastd conditie,
care este evident necesardi pentru valabilitatea desvoltirei (10), nu este
suficientd. Formula (10) nu este justificatd de cat atunci cand se aratd
¢l termenul complimentar (5) tinde citre zero, cind » creste nemdirginit,
ceea ce nu este o consecinti a faptului ci restul (12) tinde cétre zero.

Se poate, in adeviir, ca o serie de forma (9) si fie convergenti

fard ca si reprezinte functiunea f(z). Vom ardta acest lucru pe un
exemplu dat de Cauchy.
1

Fie f(})—e¢ *; aceastd functie este continui si admite derivate
de orice ordin, pentru toate valorile Iui z. Se vede cu usurin{d cid deri-
wvata de ordinul n este de forma

1
fOa)y—= e *

unde m este un intreg pozitiv i P un polinom in 2. S aritim cid
functia f(z) si toate derivatele ei succesive sunt nule pentru z=0.
Este suficient a ardta cd expresia

tinde cétre zero, cind x tinde citre zero. Sau, ficaind x=% sd ard-

2
tam cit ;im creste nemdrginit cind w creste nemdirginit. Acest lucru se
vede imediat inlocuind pe e prin valoarea dati de formula [49, II]

n+lef X °
F=LETb A G G

i s m
unde facem x = 2 si n>—

Prin urmare seria

O+ O+ + 5@ ©)

1

pentru f(z)=e * este convergenti, toti termenii sii fiind nuli, dar n. .
veprezintd pe f(x).

Mai general, dacd cousiderim o functie g (z) pentru care formula
{11) se aplicd, adici
; e ¥
9@ =gO)+ T O+...+ 592 O +...
1 ’
vedem ci functia G(z) =g(x) e * va avea aceeas desvoltare in

6%
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seria lui Maclaurin ca §i g(z), dar aceastd desvoltare nu reprezintéd
functia G ().
51. Formula binomului. S& cdutim dosvoltarea in seria lui Mac-
laurin a functiei fx)= (1 -+ z)*. Vom avea
fO@E)=r(A—1)... —n+ 1)1+ 2>
prin urmare

(l—-}—av)'\=1—{—%‘—96—}—)‘0‘_!_1)302—{—..'.—}—)‘()‘—l)"q;f)‘—n—’_l)x"-l—R,,

2

unde R, este termenul complimentar. Pentru ca R, sid tindd citre zero-
cand n creste nemirgimt, este mecesar ca seria, al cirei termen gene-
ral este

Ltn-——.)\()‘_ 1)---()\—n---}-l)

n!

7
x 7

si fie convergentd. Dar
Unpt  A—n
Vg TR g
asa cd, pentru n=0oQ,
lim 22
Un

_ .

Seria va fi deci convergentd cand |z|<<1. Si ardtim cd pentrw
|z| <1 si termenul complimentar R, tinde catre zero.
In adeviir, vom lua forma lui Cauchy a termenului complimentar

1—62
Br— U (ﬁ%) (1—{'—91:)\—1

unde

i =>\()‘_l)"'()‘_n)x’"+'.

’n
n!

Seria al céirei termen general este v, este convergentd pentru
<1, deci

2
lim
n=oc
tindnd seama cd 0 <6 <1, avem 1462 <2 jar 1— 6<140a.
‘Prin urmare

Ulz=0v

lim R,’I — 0‘

n=0oo
Avem deci desvoltarea in serie

(GoF o =R e Al B )

n!

valabild pentru |z| <1 si care se numeste formula binomului.
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1I. — VALOAREA ADEVARATA A EXPRESIUNILOR NEDETERMINATE.

52. Expresiuni nedeterminate. VALOARE ADEVARATA. O expresie
anahtlca se poate prezenta, pentru anumite valori ale variabilei, sub
una din formele

% { oojoo',"";().oo

k)

318

care n’au nici un sens o priori. Fie in general o functie f(z) a ciirei
valoare devine nedeterminati pentru z =a; prin definifie limita citre
care tinde f(z), cand z tinde citre a, este valoarea adevdratd a func-
tiunei in punctul a. ‘

53. Forma— Dacit f(x) si g(») sunt doud functiuni care se anu-

leazi in acelas timp pentru z = a, raportul ; i ; se prezintd sub formd

nedeterminatii. Pentru a putea giisi valoarea adevdratd a acestui raport,
vom face urmitoarele ipoteze :

10. Funetiunile f si ¢ au derivate bine determinate in vecinitatea
lui a.

20, ¢’ (#) nu se anuleazi de o infinitate de ori in vecindtatea punc-
tului @; ceea ce insemneazi ci putem determina un numar destul de
mic ¢ astfel ca, in intervalul (a—¢, a-¢), g'(«) si nu se anuleze de-
cat cel mult in a.

RecuLa vur v'Hospitar. Dacd existd o limitd a raportului f—(—;

B i = (

pentru x=a, avem
) im £®) _ im @)
z=ag(x) z=04'(a)
In adeviir formula lui Cauchy [47] devine, tinand seama ci f(a) =
g(a)=

flat+h _ f(at+6h)
@ gla+n o (a—{- 6 h) (0<H<),

conditiunile cerute pentru stabilirea acestei formule fiind indeplinite prin
ipotezele 10 i 20. Prin urmare, dacd avem o limitd pentru membrul al
doilea, cand h tinde ciitre zero, aceasta este si limita primului membru.
Egalitatea (1) este asa dar justificata.

Dacd derivatele f'(z) si ¢’ (#) sunt funcfiuni continue in punctul
a, deducem din (2) cid

®) lim 1 (z) fa ' (a

r=ag(@) ¢'(a)
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Aceasti ultimd egalitate subzisti pentru ¢'(a¢) =0, dacd [ (a)
este diferit de zero si nu schimbd de semn in vecindtatea lui a. Limita
raportului in acest caz este - co sau — oc.

sin (x — a)

EXEMPLU. V: devirats [ e
PLU. Valoarea adevaratd a raportului S ek

pentru x=a o gi-
1
sim aplicand formula (3) §i este s
OBSERVARI. 10. Dacd functiunile f(z) si ¢ () sunt dupd cum am presupus (2°)
derivabile in punctul @, in egalitatea (2) putem face pe % si tinda cétre zero, indife-
rent prin valori pozitive sau negative. Dacd insd f(z) si g(x) sunt derivabile numai
la dreapta, & va fi considerat pozitiv §i vom avea

lim 7(®)__ f(“+0)
e=ag(s) g (a+0)
Daca f si g sunt derivabile numai la stanga, avem

lim f(x)_f(a—0)
x=ag(r) g(a—0)

( nu are o limitd determinatd cénd x tlnde citre a;, nuw

A f(z)

trebue si conchidem ci raportul P nu are nici o limitd; cdci in formula @2) ok

20, Dacéd raportul r

tinde citre zero dupd o lege pe care nu o cunoastem si care poate fi. astfel incat
membrul al doilea si aibd o limitd, (')

EXEMPLU. Rapo: tul
x2sin —i—

sin @
are ca limitd zero, pentru x = 0; pe cand raportul derivatelor

AR | 1
2  siIn — — coS—
X .o

: cos x
nu tinde céitre nici o limiti,

In anumite cazuri putem ajunge la determinarea valoarei adevirate
a raportului Z—?r—; prin aplicarea repetatd a regulei precedente. Daca si

f (=)
g @y

limita raportului = pentru z = a, se prezinti sub forma 3 avem

lim @_ lim f" (x)
Tl T (@)
ciici aplicand raportului M) formula (1) avem.

g ()
im f(2) _ lim £ (2)

=40 2@

=

(1) Spre exemplu sin—;, cand x tinde citre zero, nu are nici o limitd; dar daci x tinde ciitre:

7 | i
zero numai prin. valorile , unde k este un intreg, atunci sin * are ca limitd zero.

Zk
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Dacii si limita raportului derivatelor de ordinul al doilea se pre-

zintd sub forma %, vom lua limita raportului derivatelor de ordinul al
treilea (%), g (z); si asa mai departe. -

Rezultd de aci ci, in cazul cand toate derivatele succesive ale
functiunilor f(xz) si g(x), pand la ordinul 7 exclusiv, sunt nule in punctul
a, derivatele f@ (x) si g () fiind continue in a fird ca ambele valori
f(a) si g™ (a) s fie nule, vom avea

g i e O R
= i F @)~ g (@)

EXEMPLU. Raportul
ex—1 —x

1—cosx
: 0 L : "
ia, pentru =0, forma o Raportul derivalelor prime este de aceeas formi. Valoarea

adeviratid a acestui raport este datd de raportul derivatelor de ordinul al doilea si
este 1.

Osservare. Formula (4) se poate stabili si cu ajutorul formulei
lui Taylor. In adevir, aplicand functiunilor f(x) si g(») formulele (4)
si (7) de la m avem -

fla+m)="2fm(a0h)
g@-+1) =19 @+ D).

Imp#riind membru cu membru aceste egalitiifi si ficand apoi pe
J si tindd citre zero, deducem, {innd seama de continuitatea funetiu-
nilor @ () si g(x), formula (4).

CazuL a = 0o. Am presupus pénd acum pe @ finit, Formula (1)
poate fi insi extinsd si cazului a=-Foco (sau a= —0o0).

; g - AT ol bt :

Fie a— - co. Si facem z = —; cand « creste nemdrginit, « tinde
w

ciitre zero prin valori pozitive. Vom avea deci

im f(@)__ lim f_(i)
2=ifitela) - T H0e()

Dacid funciiunile f (%) sig (im) satisfac la conditiile 10 gi 20 peniru

a =0, putem aplica\formula (1); deci

lim iﬁ@____ lim —%ﬁ:_z_): lim f_'_("ﬂ)
u=0g(iu) uw =0 l_l;_g'(%) al"=-—-'i'°°g'(.’1r2)
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Regisim astfel formula (1) unde a = 4 co.

b4. Forma%- Fie f(z) si g(x) doud functii care devin infinite in
punctul a; de exemplu, pentru fixarea ideilor, f(z—-0) = ~+o00, si
g(@ + 0)=-+ 0. Presupunem cd functiunile f(z) si g(x) sunt deriva-
bile in intervalul deschis (a—40,5) si ci ¢'(2) nu se anuleazi pentru
a < x<b.

Sd ardtim cd: dacd raportul £l are o limitd A finitd sau infi-

9 (=)
witd, vom avea
tim £(@)__
®) e ag) A

Fie x §i 2z, 20> 2> a, doud valori din intervalul (a0, %) Apli-
cénd formula lui Cauchy, avem

F) 2 ) Py S
9@—g@) g ) (G S5 52

Formula precedentd se mai poate scrie

g (a0)
©) (@Q_re. ' =e
9@ ¢@ l_fif((z_o))

Sd presupunem mai intdiu limita A finitd. In membrul al doilea
al egalitdfei (6) avem doi factori i vom arita cii limita primului este A
iar a celui de al doilea este 1.
. In adevdr, putem lua pe % si  destul de aproape de a asafel ca
2—8 si difere de A cu mai pufin decat e. Pentru factorul al doilea,
pulem, fdrd a inceta de a satisface conditiei precedente. si lisim pe

Zy fix si si facem pe x si tindd citre a. Rapoartele gg ((a:)) si ffg';) tin-
zand citre zero, vedem ci acest factor poate fi presupus oricat de ve-

cin de unitate.

Prin urmare avem egalitatea (5).

Daci 4 = 400, rezultdi ca mai sus din egalitatea (6) ci limita
f ()
AC))

EXEMPLU. Valoarea raportului

raportului este infinitd pentru z = q.

Logx
xn

pentru & =--09, » fiind un numir pozi-

. 3 1 A .
tiv, este datd de limita raportului derivatelor o si este deci zero,

f (=)
g (@)

OBSERVARE: Se poate ca limita raportului derivatelor

sd nu existe; nu
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(@)
(@)

pentru x =oo se vede imediat cd are ca limitd

putem conchide de aci ¢d raportul nu are limila,

x +sinz
as

‘unitatea, pe cand raportul derivatelor este 1--cosa si nu are nici o limita,

Asa de exemplu

CazuL @==00. Se aratdi, ca si in cazul formei ~g—, cd egalitatea
(5) subzistd si pentru a = oo.

55. Alte forme de nedeterminare.- Alte forme mai importante de
nedeterminare sunt
0.00, co—o0o, 09 ool 1%

-dar se reduc toate la cele douad forme studiate.

Prima se prezinti cand un produs f(x) g'(ac) ia, pentru x ==
forma 0.co. Cum insi putem scrie

f@) g(e) =L
7@

: 0
suntem condusi la forma =

Tot astfel daci o diferentd f(xz)—g (z) este, pentru z =a, de
forma co— oo, vom scrie

f@)—g(x)=

b eomliad s bl
(x) 9(-r)) (@) g (x)

si suntem condusi tot la forma %-

Pentru celelalte 3 forme ludm logaritmul expresiunei si regé—
sim una din formele considerate. >

x—a 5
- EXEMPLE. 19, Limita expresiunei wLogm—_*_—a pentru & = co este, dupd cele

vizute, aceeag cu a raportului

1 1
x—a xr+a

t'O! s

o
“pentru x =oo0, deci -— 2 a.

20, Penru gisirea limitei lui X pentru = = 0 suntem condusi la gésirea limi-
tei lui = log z, care se determini ca in exemplul precedent si este 0. Deci pentru
=0, avem xX= 1.

OBSERVARE. Este de multe ori comod a intrebuiuta desvoltarea in serie a lui
"Taylor pentru gisirea valorii adevirate a unei expresii nedeterminate.
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Asa, de exemplu, dacd utilizim desvoltarea () A
1

e 1 L e
e —1+;+...+ﬂ!1‘u‘.,.

videm cd valo rea expresiunei
1

i 1
a-ﬂtex— 1 ——)
£

peniru = oo, care sc¢ prezintd sub forma co. 0, este 2.

[lI. — MAXIMELE SI MINIMELE FUNCTIUNILOR DE O VARIABILA.

56. Maxime si minime. Fie f(z) o functie definitd intr’un interval
(2, b) si ¢ un punct in interiorul acestui interval. Dacé f (c) este cea
mai mare valoare pe care o ia functia f(z) pentru valorile lui z cu-
prinse in intervalul (¢—7%, ¢—7), n fiind un numdr pozitiv destul de
mic, adicd daed

(> f(e+ ) pentru [2] <7

zicem ci functiunea f (x) este mazimd pentru z= ¢, maximul siu fiind

f ()
Dacé inséd
f(¢) <f(c—+h) pentru || <7
adici daci f(c) este cea mai micd valoare pe care o ia funciunea

pentru valorile lui # din vecindtatea lui ¢, zicem cd functiunea f(z)
este minimd pentru z = ¢, minimul siu fiind £ (c).

: 1 e : :
EXEMPLU. Funcfiunea cos — este maxima pentru toate valorile lui  de forma

2—’1{_;, unde % e un intreg pozitiv sau negativ si minimd pentru = de forma (ZT-‘H)—-;.-

Intr'un interval care cuprinde originea, functiunea consideratd are o infinitate
de maxime si minime.

Din definitiunile date rezulti ci un maxim sau un minim al func-
tiei f(x) nu este neapirat cea mai mare sau cea mai mici valoare a
funciiei f(x) in intreg intervalul (4, b). Se poate ca unul din minimele
functiunei si fie mai mare ca unul din maxime. De aceea maximele si
minimele definite mai sus se mai numesc si maxime si minime relative.

Mazimul -absolut si minimul absclut ale functiunei f(x) in interva-
lul (a,b) sunt cea mai mare i cea mai micd valoare a functiunei in in-
treg(?) intervalul (e, 0) [19, observiril. '

(1) Aceastd desvoltare se obfine inlocuind, in desvollarea lui el in seria lui Maclaurin, pe u
rin —-
prin =

(2) Este evident c# dacii maximul si minimul absolut nu core~yund extremitétilor intervalulu!
(a, b), atunci se giisesc printre maximele si minimele relative.
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Maximele si minimele (relative) ale unei functiuni se mai numesc
si extremele acelei tunctiuni.

. b7. Extremele functiunilor derivabile. Dacd funcfiunea f(z) este
derivabild in intervalul (a, b) i dacd f(c) este un extrem, atunci avem.
f'(e)=0.

In adevir, dacd presupunem ci f(x) este maximd pentru z =e¢,
numiritorii rapoartelor

f(c—'_h;ll—@ f(c_h) f(C) h>0,

sunt negativi, pe cand numitorii sunt ‘de semne contrarii. Cand % tinde
ciitre zero, primul raport are o limitd =0, al doilea o limitdi =0.
Cum aceste limite trebue sd fie egale, vedem cd f"(c) =0

Demonstratia este analoagi in cazul cand f(x) este minim# pen-
fru x=c.

Prin urmare pentru a gési punctele in care f(z) poate fi un extrem
vom cHduta riddidcinile ecuatiei f'(z)=0.

Nu este insd suficient a avea [’ (c) =0 pentru a putea afirma cd
f(x) este un extrem pentru x=.c.

In adeviir sid presupunem cid toate derivatele succesive ale lui
f(z), pand la cea de ordinul r inclusiv, se anuleazdi pentru z=rc §i ci
derivata de ordin -1 existd, si este diferitd de zero, in punctul c.
Avem dupd formula lui Taylor

M D =FO+MC+08 0<8<L
Cum finsi f7(c) =0, termenul complimentar se mai poate scrie
; A fO(e0R)—FO(e)
vl 6h

si cand h tinde citre zero, al doilea factor tinde ciitre 7+ (e).

Pentru a decide dacii f(c) este un extrem al functiunei sau nu,
va trebui si cercetim semnul termenului complimentar. Vom deosebi
urméitoarele doud cazuri:

Cazur 1: v+ 1 par. Dacdl fC+V(c) este pozitiv, avem din formula
(1), pentru h destul de mic si pozitiv :
flet+hn—Ffe>0 si fle—h—1()>0;
deci pentru x=rc, functiunea f(x) are un minim; dacd insi f{+V ()
este megativ, avem
fle+m)—fl)<0 si fle—n)—f()<0

si funcfiunea are un maxim pentru x =c.
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Cazon II: r 41 Vimpar. Cand f+Y (c) este pozitiv, avem
fle+m)—f©>0 si fle—h)—f()<0;

deci f(¢) nu este un extrem, iar f(z) este crescitoare in vecinitatea
lui ¢; cand fU+Y (¢) <0, avem

fe+n)—rfl<0 si fle—h)— f()>0;

«deci nici in acest caz f(c) nu este un extrem si f(z) este descresci-
toare in vecindtatea lui e.

OBSERVARI. 10, In consideratiunile de nai sus nu am presupus dect existenta
derivatei de ordinul -1 in punctul ¢; dac presupunem insd si comtinuitaica ace-
stei derivate, rezultatele precedente se stabilesc mai usor plecind de la formula

hr+t »
f(0+h)=f(c)+mf(’+“ (c+o1).

20. Dacd considerdm curba y=f(x) si avem f"(¢)=0, tangenta T in punctul
P [e, f(¢)] este dupd cum stim paraleld cu Oz.

In cazul cand |1 este par, curba este de aceias paite a tangentei, in veci-
nitatea lui P; pe cand daci »-}-1 este impar, curba traverseazi tangenta in punctul
P, care este un punct de snfleriune al curbei.

In rezumat vedem c# pentru a gisi extremele functiei f(z), deri-
vabild in intervalul (a, ), vom céuta riddidcinile ecuatiei f"(z) =0. Daci
¢ este o rdddcind a acestei ecuatii, vom calcula valorile derivatelor suc-
cesive ale lui f(z) pentru z =¢; fie » ordinul primei derivate care nu
se anuleazd in punctul ¢. Dacd n este impar, f(¢) nu este un extrem
al functiunei; dacd n este par, f(c) este: un maxim dacd f@(c) <O;
un menim dacd ™ (c)> 0.

EXEMPLU. Si cdutdm extremele functiunei
(2) y=2cosx - ex 4 e—X
Avem

y=2sinxt} e —ex,

sau, inlocuind pe sina, e* s§i e—X prin desvoltdrile dupd puterile lui z si faca:d
reducerile,

(il et o aB
3 =43 | =+ =4 —1...
() y " 3!+7!+ll!+ )
Cum paranteza nu se anuleazi pentru nici o valoare a lui @, vedem cid y poate
avea un extrem in & = 0. Derivatele a doua si a treia
y'—=—2cosxt}ext+e—x, y'=2sinwc|ex—e—x

sunt nule pentru @ =0, iar derivata a patra este egald cu 4 pentru o= 0.
Prin urmare functiunea datd este minima pentru =0, minimul siu fiind egal
cu 4. Avem deci neegalitatea

2¢cosxeXfe—X=4.
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58. Extremele funcfiunilor nederivabile. Si presupunem acum
cd funcfiunea continuil f(x) nu este derivabild in intreg intervalul (a, b)
§i anume cd in anumite punecte, in numir finit, avem derivate la dreapta
si la stanga diferite. Putem impd#rii intervalul (a, b) intr'un numér finit
de intervale parfiale, care si nu contind fiecare decat cate un punct in
care f(z) nu are o derivati unici. Fie ¢ acest punct al unuia din inter-
valele partiale. Si cercetim cand f(c) este un extrem.

Sii presupunem ci [’ (z) are, in vecinitatea punctului ¢, un semn
unic pentru #>>¢. Daec#i facem ca variabila x si treaci crescand prin
valoarea ¢, se va prezenta unul din urmitoarele trei cazuri:

10. Dacd f’(x) trece de la negativ la pozitiv, atunci f(c) este un.
minim, cdci functiunea descreste pand ce x ajunge in ¢ si apoi creste.

20. Dacd f’(x) trece de la pozitiv la negativ, f(c) este un maxim.

3% Dacil f"(z) nu schimbii de semn, cand z trece prin ¢, () nu
este un extrem, functiunea f(x) fiind continuu erescdtoare sau deserescd-
toare, dupd cum f"(z) este pozitiv sau negativ.

Osservare. Consideratiunile de mai sus se pot aplica, pentru de-
terminarea naturei extremului, si in cazul f'(¢)=0. De multe ori, in
practicd, este mai comod a cerceta cum variazi functia in vecinitatea
lui ¢ de cat a céuta semnul unei derivate de ordin superior pentru z=-c,

Dacd reluim exemplul precedent (2), vedem din (3) ci y’ trece

dela negativ la pozitiv, cand x traverseazi originea; deci y este minim-
pentru x = 0.

EXERCITIL
1. S& se arate ca
pint-1
(1) arc tgw————+ e R e
si sd se deducd egalitatea
T—l__—,— +(—‘)12n+1
R. Seria
T a2n+1
@ Bl e
este convergentd pentru |x | < 1. Dacd f(x) este suma acestei serii avem [41]
1
F@=1ts

deci [45] f(x) —arctgxz= C. Cum delerminarea principald a funcfiei arctg ¢ se-
anuleazi pentru @ =0, vedem ci (= 0.

Seria (2) fiind convergentd pentru @ =1, egalitatea (1) subzistd, dupi teorema.
lui Abel, cand facem pe z =1,
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2. Si se desvolte in serie, dupd puterile lui 2, functia Togl(_;—_*—l:—_m)
R. Cunoasgtem desvoltarea lui Log (1 + «) [45] si a lui 1-{1-.%' Ficand produ-
-sul dupid regula de inmultire a seriilor, avem desvoltarea

Log(1 +a) _ Ty Sicn, Lt ¥ e
T—-m—(l—!—;)a +.__+(—-1)Il (l+'2——|‘...+7]w"‘r'..
valabild pentru |z |<1.
o Lo;,c S a®
8. Se cere adevarata valoare a raportului —— pentru £ —=0.

Log cos g
R. Raportul derivatelor numarétorulul si numitorului este

a cospBx. sinam

B cosax sSingx

51 are ca limitd =5
]
4, Limita expresiei : ' :
TR 1 _ Log (1 +a)
Y=z +a) 2

cind x tinde cétre zero.

R. Inlocuind pe

_;_w'si Log (1 -l—fz:) prin desvoltarile lor in serie, vedem ca

1 x x2
y=—|(1—a2 g 1o oy A
wk afat—. )—(—T 42 uﬂ
-d3ci limita este —%-

A i x+b"
b, Limita expresiei y = x cand « tinde cétre zero.
R. Avem Logy=%],og (m) Deci

lim lim @xLoga-+ b% Logb =4
z—0 8=, _, e > Logab.

Prin urmare limita este J5 3,

1
6. S& se giseasci extremele functiunei y=1xx

R. y este extrem in acelag timp cu u=1logy. Avem

l—log__z: a

u = =

Deci y are un singur extrem: pentru & =e. Cum

n..___:zloga:—B
a3

1
*vedem cid u’ R;entru xz=-¢ este = Deci y este maxim pentru x =c¢.

7. Si se giseascid extremele produsului y=am(a—x)?, unde m si n sunt
~numere intregi $i ¢ un numir pozitiv.
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R. Rédicinile ecuafiei

am—1 (g —x)i—1 [am— (m-+n)x] =0

: na =
adicd x=10, x=a, x=1:_{_’n sunt punctele in care y poate fi un extrem. y” este

: ma 3 e . 2
negativ pentru x=m; deci y e un maxim in acest punet si are valoarea

a \m+n

mm pn (——)

m—-n

Pentru #=0, vom cerceta curba y =—a/m(a¢ —2)7 in vecindtatea originei fa-
cand = 1 &. Vedem astfel ca: dacd m este par, y este minim pentru x=0; iar
dacd m este impar, n’avem un extrem in origine, functfiunea fiind crescatoare.

Tot astfel, ficand x=a 1 &, vedem ca dacid » este par avem un minim pen-
tru & =@, iar dacid n este impar funcfiunea descreste pentru &= a.



CAPITOLUL VL

FUNCTIUNI DE MAI MULTE VARIABILE.

I. — DERIVAREA $1 DIFERENTIAREA FUNCTIUNILOR
EXPLICITE DE MAI MULTE VARIABILE.

59. Derivate partiale. Fie v = f(z, y) o functiune de doui varia-
bile independente # si y, definitid intr’'un domeniu D si continué in acest
domeniu. Dacid ddm lui y o valoare constantii si facem si varieze 1,
® devine o functie continud de singura variabild z(!). Daci aceastdi func-
tie admite o derivatd, aceasti derivati se numeste derivata parfiali a
“lui w in raport cu z. Deci prin definitie aceasti derivati parfiald este
limita raportului

fG+hy)—fy)
h

cand 7 tinde ciire zero.
Dacd in orice punct al domeniului D existd o derivati partiald in ra-
port cu z, zicem cd w este derivabild partial in raport cu z in domeniul D.
In mod analog se defineste si derivata partiald in raport cu y

Noramuni. Derivata partiali a functiei w=f(z, y) in raport cu =
se noteazd cu f’x (2, y), sau mai simplu
’ orf Do
['x sau 57 Seu g
Derivata partiald in raport cu y, se noteazi cu £’ (z, y) sau
’ @ an 2.
f'y sau 5y sau 5y
Se mai intrebuinteazi notatia lui Monge : prin litera p se noteazi
derivata partiald in raport cu x si prin litera ¢ derivata partiald in
raport cu y.

T ) Geometrliceﬂe, punctul (x, y) se deplaseazi pe portiunea, cuprinsi in domeniul D, a unei drepte
paralele cu axa x-ilor.
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- c ol df wpf
DERIVATE PARTIALE DE ORDIN SUPERIOR. Derivatele. partiale 75 1 Dy

sunt functiuni de = si y, care la randul lor pot admite si ele derivate
partiale in raport cu = si y. Aceste derivate se noteazi prin

H el
a@(afJ _‘aza—zaf!‘l:f"xy
0
a_

oy, 6y 840 =
GUOHY - O i
oy (6 yJ gy ot
i se numesc derivate parfiale de ordinul al doilea.
Prin analogie f'xsi f'y se numesc derivate pariale de ordinul intdi.

Din derivatele partiale de ordinul al doilea, deducem pe cele de
ordinul al treilea

@O of o f o of of
048 * Pa? 0y * OmOyow * 9Oy’ ' Oy 0nE ’ Jyox oy ' Oy 0% oy

Urmand tot astfel definim derivatele partiale de un ordin oarecare 7.
Se definesc la fel derivatele partiale de diverse ordine ale functiu-
nilor ce depind de mai multe variabile independente.

PRINCIPIUL INTERVERTIREI ORDINEI DERIVARILOR. Nu totdeauna cele 4
derivate partiale de ordinul al doilea ale unei functiuni de doui varia-
bile, sau cele 8 de ordinul al treilea, sunt distincte intre ele. Vom in-
dica un eriteriu, care ne va permite si restringem numirul derivatelor
distincte de ordin superior.

Dacd intr'un  domeniu D, derivatele fyy si 'y sunt continue,
atunci in acel domeniu avem :

Fo=1m
In adeviir, si considerim expresia
E=f@+h y+0)—f@y+8)—f@+hy)+f(zy)
z gi y fiind coordonatele unui punct din domeniul D ; insemnand
) g =f (w-i-h u) — f(z,u),

expresxa E se mai poate scrie

E=gy+k)—g@)
sau, aplicand formula mediei [44]

E=kgy(y+06k) unde 0<6<1.
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Dacé inlocuim pe g'y prin valoarea sa (1), avem
E=k[fy@+h y+08)—Fy@y+ k)
si aphcand din nou formula mediei
©2) E——khf"yx(ac—l—eh y+6k) 0<b' <1.

Din cauza simetriei expresiei E in @, y, b si & vedem c# plecand
dela functiunea auxiliard

y()y=F@,y+B—F@y)
ajungem, urmand aceeas cale, la
6] E=khfy@+01hy+6k) 0<6"<1 0<0 <L
Egaland valorile (2) si (3), vedem ci
oy @—40h, y4-0,8) =f"yx (@4 0"h, y +0F).

Cand % si k tind ciitre zero, f sy §i f'yx, fiind continue, vor fi li-
mitele ciitre care tind ambii membri ai egalitifii precedente si deci
propozitia este demonstrata.

- Acest lucru fiind stabilit, s& presupunem cd am efectuat asupra
functiei f(x, ¥) un numir oarecare de deriviri parfiale succesive, unele
in raport cu z, altele in raport cu y si intr’o ordine arbitrari. Dacé
toate derivatele partiale ale funcfiunii sunt continue, putem interverti
ordinea a doud deriviiri consecutive gi prin aplicarea repetatd a unor
astfel de intervertiri, putem aranja derivirile in ordinea pe care o voim.
Putem, spre exemplu, face mai intaiu toate derivérile in raport cu = si
apoi toate derivirile in raport cu y.

In demonstratia criteriului precedent putem presupune cé functiu-
nea ar mai depinde si de alte variabile independente in afard de $i
y, pentru ci aceste alte variabile trebuesc considerate ca nigte constante
in derivirile partiale in raport cu = si y. -

Daci avem o functiune f(z, ¥, 2, ...) de un numir oarecare de
variabile, ordinea a doud deriviiri succesive in raport cu variabile dife-
rite poate fi schimbatd, in ipoteza continuititii derivatelor.

Astfel e# rezultatul a m deriviri in raport cu x, » derivdri in ra-
port cu y, p deriviri in raport cu z, ..., efectuate intr’o ordine oarecare,
poate fi-reprezentat prin simbolul unic

am+n+p+... f
‘ ox™ oy" 0 . ..
In aceste conditiuni o functie de p variabile independente are atatca
derivate parfiale de ordinul =, cafi termeni distinc{i poate avea un po-
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linom omogen de gradul = eu p variabile, adicd
plp+D...04+n—1
{2 digtaiion

ceea ce reprezintd numdrul combindrilor cu repetifie & p obiecte luate
cate n. Pentru o functie de doud variabile vom avea deci: trei derivate
partiale de ordinul al doilea

of of

o2 * oxoy ’ oy
care, dupd notatiunea lui Monge, se insemneazd respectiv cu literele 7,
s, t; patru derivate de ordinul al treilea
&f f R
205 ' Jatoy ' ox oy’ oy
si in general n—+1 derivate de ordinul 7.

60. Formula cresterilor finite. S considerdam o functie de mai
multe variabile, pentru fixarea ideilor de trei variabile,

"‘);_—f(x’y:z)

si si formam diferenta finitd (sau crestere a)

ro=fa+hy+hzH)—f@Y.2)
care se mai poate scrie sub forma g
Aw=f@4h y+k 2t D—f@Y+h 2+
i f@yth 2+ )—f@y 2D
+f,y, 2 +)— @Y, 2
Aplicand formula mediel diferentelor din fiecare rand, avem
@  de—hf(@+oh yth s+ D+
S byt 0k e U (Y 20D
0<b,b,6, <1

In demonstratia acestei formule nu se presupune continuitatea
derivatelor partiale f'«, f'y , f',; daci insi aceste derivate sunt conti-
nue formula precedentd se mai poate scrie

(5) Ao = f'x (xi Y, Z)+ f,}’ (wa Y, Z)+f,2 (J,‘, Y, Z)+ he, + ke, + ZS3

él, &, &5 fiind cantitdti care tind ciitre zero in acelas timp cu h, k, L

cu

61. Derivarea functiunilor compuse. Sy considerym o functie de
mai multe variabile, pentru usurarea serisului de 3 variabile,

o=F (u, v, w)
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u, v, w fiind funcfiuni de alte variabile independente z, y, z; w e
functie de variabilele independente =, y, z, ... prin intermediul functiuni-
lor w, v, w.

Ne propunem si calculdm derivata partiali a functiei » in raport
cu una din variabilele independente, de exemplu z.

Presupunem ci f(u, v, w) este o functie continui de variabilele u,
v, w; ci admite derivate f's, f'v, f'w continue si ci functiunile u, v, w
sunt derivabile in raport cu fiecare din variabilele z, vy, z, ...

Lédsand toate variabilele y, z, ... constante si dand lui z o crestere
Az, functiunile u, v, w capiti nigte cresteri Aw, Av, Aw si dupé formula
(5), avem

Ao ==Auf'y+ Ao f'y + A fly - & Aut-g, 80 &5 Aw

&, &, & tinzand ciitre zero in acelas timp cu Az.
Impirtind cu 3z si ficand apoi pe Az si tindd ciitre zero, obtinem
formula de derivare a functiunilor compuse

o0_of ou o e, of ow

or ou ox 'ov ox ' ow oz

céci coeficientii cantitatilor €, ¢, ¢; tind citre cantititile finite S_Z’ %::
ow . .
Hel TS cand &, &, ¢ tind citre zero.

In cazul particular cand u, v, w depind numai de singura varia-
bild «, formula precedentd se poate scrie

do_of du ofdv , of  dv
dz ~ ou drc+avdac+6w dx

EXEMPLU. Fie w=w¥, unde « §i v sunt functiuni de x. Avem

8“’ = ] a“’ i
au—-vw’ 7 E_uv Log u
de unde
dw dv
St -1 =2
- P v -|—uVLogul

rezultat pe care l-am gisit si pe altd cale [40].

62. Diferentiala totali de primul ordin. Fie v —f(z, v, 2) o func-
tie de 3 variabile independente x, y, z avand derivatele parfiale 'x, f'y,
f'z. Fie dx, dy, dz diferentialele lui x, y, 2, adici cresteri arbitrare ale
acestor variabile. Suma

Fle Aoy dy fls de

se numeste diferentiala totali de primul ordin a functiei f si se noteazi
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cu dw sau df. Avem deci

do={f"sxdz—+f'ydy+f- dz.
Presupunand derivatele f'x, 'y, f’z continue, putem aplica fune-
tiunei f formula (5), unde vom face h=dx, k=dy, l=dz; vom avea

deci
Ao=f"vdz+f'ydy +f'zdz+ e dzx + & dy + g3 de.
Prin urmare, daci dz, dy, dz sunt infini{i mici de acelag ordin
vedem ci dw este partea principald a cresterei Aw.

DIFERENTIALA FUNCTIUNILOR COMPUSE. Si presupunem cii in functia
precedentd z, y, z n’ar mai fi variabile independente, ci ar fi functiuni
de u i v. Diferentiala totald a functiei f, consideratd ca functie de varia-
bilele independente u si v, va fi

fm+wm

Dar avem, dupd regula de demvare a funct unilor compuse,
o Of __of ox af oy +af 0z
T ou oxou 8 you, 0z 0u w07

dy of _ofox" of oy 01 8z
v oxov 8Jao 0z ov

Inmultind prima egalitate cu du si pe a doua cu dv §i adunnd,

in membrul intdiu capitim pe dw, iar in membrul al doilea coeficientii

lui E%ﬁ' A gg sunt egah respectiv cu dx, dy, dz Prin urmare

dw dx+aqu+"’d,

aga cd expresia dz'fcrenﬁalez' totale de primul ordin a unei functiuni este
aceeas fie ci variabilele sunt idependente, fie cd ele sunt functiuni de
alte variabile independente.

OBservARE. Aplicand regula de diferentiare a functiunilor compuse,
vedem ci#, oricare ar fi variabilele de care depind functiunile » §i v si
oricare ar fi numdrul lor, avem

d(u+v)=du + dv, d(uv)=udv+vdu, d (%) =@“v’2 MdY | te

Apuicati. I Calculul derivatelor partiale prin di-
ferentiare. Dacd printr'un calcul oarecare am gisit pentru dife-
rentiala unei functiuni u(x, y, 2), de variabilele independente x, y, 2
expresiunea

) du=Adr+Bdy+Cdz
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va trebul si avem

®) A ou ou ou

E-a—w, B_=_5§, CE—a—-

In adevir, diferentiala totala a functiei u este
ou ou ou
9) : du—a-zdx—]—a—ydyﬁ—a;dz-
Egalitétile (7) si (9) avand loc oricare ar fi dz, dy, dz deci in

particular si pentru dy =0, dz= 0 deducem ci

ou
g

In acelas fel se gisesc si celelalte identititi (8).

EXEMPLU. Fie = arctg % Avem aplicAind regula de diferentiare a unei

functii compuse

a-Yy
d arctgl= ® - wdy--gdr
< €X y2 mi.:_yi
11’?
de unde
pwiid oo WBeET U
ay—a:g+y2’ ox a2+ 42

II. Calculul erorilor. In diverse mésurdtori din fizics,
astronomie, etc., datele unui calcul nu sunt cunoscute de cat cu anu-
mite aproximatii. Fie d, dy, dz erorile cu care s'au misurat mérimile
x, 1y, 2z §i @ B, v limitele superioare ale acestor erori, adicd

|de| S, |dy| <3, |dz| =1-

Se admite si este legitim din punct de vedere practic, cé eroarea
ce rezultd pentru ©=f(z, y, z) este datd de formula 3

| do = f'x de+ 'y dy+ 'z de.
Limitarea eroarei do se obtine imediat :

|do|=|fxde| 4|1y dy|+ |- de| =alf's T Bf'y + 1f 'z :

63. Diferentiale de ordin saperior. Fie u =¥, y) o functie de
doui variabile independente = si y. Diferentiala sa de primul ordin este

du = f'y dz + 'y dy.

Diferéntiala de ordinul al doilea d?u este diferentiala diferentialei dé

ordinul intai
o du

dzzc;d(du);—--é—g

dr- %‘ dy
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dx si dy fund considerafi ca migte conslantes Avem deci

_®f 40219 f Er g2 (1
d2u= 5 +250 dx dy +ay2dy ).
Diferentialele succesive d3u, A4, ... se definesc astfel din aproape

in aproape.

Putem giisi o expresie simbolicit foarte comodd pentru diferentiala
de ordinul n a unei functiuni de un numdr oare care de variabile inde-
pendente, observind cd avem diferentiala totald a unei functiuni u, de
variabilele independente z, ¥, Z Spré exemplu, inmultind pe % cu fac-
torul simbolic

0 0 @ 5
Diferentiala a doua se poate scrie

(P gt 2yt 2
dzu——(amdx I—aydy—l——a—zdz)u

oy : Ao s O ,

rldlcgrea la patrat facan.du-se cagicum = 5 5’ dz, dy, dz ar fi fac-
tori algebrici. Cuam  trecerea de la o diferentiare la cea de un ordin
superior cu o unitate se face prin multiplicarea cu factorul simbolic.

(10), avem -

40 0 a ;.\
dnu_(a—wder ady—}—égdz) w
puterile lui o fiind interpretate ca indici de derivare.

Foncyruwt compuse, Fie f (u, v, W) O func;ie‘ de cantititile u, v, w
care sunt functiuni de variabilelé independente si y. Am vizut cd
4 W:Aw+8m+eﬁr '
unde am insemnat - : ,

A"ay’B'—év”C’aw' 5 :

Inlocuind in egalitatea _precédenti pe du, dv, dw prin valorile lor,

avem p ,
ou ouw ov o Y  [ow ow
%.A(—a;dmf@;dy) +B (gm—dqg—l—ady) 1.¢ (%dx—{—égdy]-

"Putem npi'm'e astfel pe d}' sub forma Pdx-+ Qdy; pentru a trece la
diferentiala a doua vom proceda ca mai sus, considerand pe dx i dy

(1) Presupunem, ca si in tcate cele ce urmeazd, ci conditiile ce se cer pentru a avea facultatea
de a interverti ordinea derivarilor, sunt satisfdcute. -
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ca nigte constante, asa ci
P — (Lo 2 ay)aat A (P aer 4 2.8 g ay 4 Puga)y ..
ow oy W ot ozoy T op%

adicdi, mai concentrat,

d2f=dAdu+Ad2u+dde+Bd2v+dCdzv+Cd2w,

unde
2.

2
dA=gu£du+afgvdv+%dw

dB si dC avand valori analoage. Vedem astfel ci formula ce ne di pe
d*f este mai complicati de cat in cazul cand u, v, w ar fi variabile
independente. :

Diferentialele de ordin superior se prezinti sub forme din ce in ce
mai complicate, expresia lui d? f con{inind diferentialele dw, d?u, ..., d" u
§i cele analoage in v si w.

In cazul particular cand

u=oazx-+by-t¢
v=az+by+e
w=wx—+by+ ¢

toate diferenfialele d”u, d” v, d® w sunt nule pentru 2> 1. Formula
care di pe d” f va fi deci aceeas ca si cind v, v, w ar fi variabile in-
dependente, adicd, sub form# simbolici :

(11) dn f— (% du+ 2 do - 2 dw')"f.

64. Funcfiuni omogene. Zicem ci o functiune f(z, v, z) este omo-
gend In raport cu variabilele z, Y, 2 atunci cind avem identitatea
(
(12) f(tmv by, tz)= m f(-”", Y, z)
¢ fiind o variabili auxiliari. Numérul m este gradul de omogeneitate. El

este un numdr intreg, pozitiv sau negativ, daci f este o functie rationald;
pentru alte functii el poate fi fractionar sau chiar irational.

EXEMPLU. Functia
(@+y)e (@—y)pP
@y +@-yF

este omogend, gradul siu fiind a5 —c,
Dacd derivim in raport cu ¢ ambii membri ai identititi (12) avem
zf'x (2, ty, 2)+yfy (tz, ) L+ 2f% (tz, ...) = mtm—1 @, 2).
§i ficand pe t=1,
2fx@p2)tyfy @) + 2f'% (z,..) = mf(z,y, 2).
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Aceastd identitate constitue feorema lui Euler.

Putem generaliza aceastd identitate utilizdnd formula (11). Sa pu-
nem in identitatea (12) u=tx, v =1y, w =1z §i si socotim pe ¢ ca
variabild independenti iar pe =z, y, z ca constante. Dacii luim diferen-
{iala de ordinul » a ambilor membri ai identititei (12), vom avea tinand
seama de (11),

(% du +§; dv—l—é%dw)n f(u, v, w)

=m(m—1)...(m—n—+1) f(z, y, 2) " di".
Dar
du= zdt, dv=ydt, dw = zdi

aga cd identitatea precedentd devine, dupd ce am suprimat factorul
comun di” si am ficut t=1,

[e2+vE +o &) r=m—1)... =041 (@ v, 2.

656. Formula lui Taylor. Si considerim o functie de mai multe
variabile, pentru fixarea ideilor de trei variabile, f(x, ¥y, z). Ne propu-
nem a pune functiunea f(z—t+h, y+k, z-+1) sub forma unei sume de
polinoame omogene in raport cu 4, k si ! de gradele 0,1,...,% plus un
termen complimentar. Presupunem pentru aceea ci functiunea f(x, y, 2)
admite derivate partiale pand la ordinul » - 1.

Sd plecim de la functiunea auxiliard

9O =fle+nt, y+kt, 24 1t)

unde z, ¥, 2, h, k, | sunt considerate ca!constante. Aplicand functiunei
9(t), de singura variabili independentd i, formula lui Maclaurin, avem

(18 gO=gO+ 7O+ + 5 IO+ oy 1 (60,

Functiunea g (f) este prin intermediul lui f o functie compusi de
4, cdei

g=1(u, v, w)

- u=x-+ht, v=y-+kt, w=z+1It.
Putem deci aplica formula (11). Avem astfel

dng g(")(t)dt"—(a du+§ dv+2 dw) f

—hE+rg +z——) fden

ande
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cum pentru t=0, u v, w se reduc Ia x, y, z, gisim
9 Q) =7(y.2)
dO—=hZ+rll g

g(n)(())———(ha%—}—k% ‘*—l’gz—)n f(xv y73)

)

iar
(16) g = (b + i )

unde dup efectuarea derivirilor inlocuim pe u, v, w prin valorile lor (14).

Ficand =1 in formula (13) si tinand seama de relatiile (15) si
(16) obtinem formula lwi Taylor

y+k = N (O L g o g O
AN flaeth y+h o) —F@y )+ (h s+ +15)

1 0 , O o\"

+ota(ha HrgHig) 4R

Terminul complimentar Rn afe valoarea

1

Re= Gt (P o 2 trg+1g ) f

unde, dupd derivare, variabilele z, y, z vor fi inlocuite respectiv prin
x-+6h, y+ 0k, z2-- 6l cu 0 <O <1,

Osservirr. 10, Daci facem in formula (17) e =y=12=0 §i h=z,
k=y, =2, obtinem formula lui Mac}aurm relativii 1a o functie de trei
variabile.

20, Ficand in formula (17) » = 0, eapitim
(18) f(x—I—h g+, 2+ ) —f(@y 2) =hf @+ by =0k 2+ 0) -
kf'y(z+ 6h, y+ Ok, 2 z -+ 61) L If"; (= -+ Oh, y + Ok, 2+ 60)
adici o extindere a formulei mediei-la cazul functiunilor de mai multe
variabile, diferitd de formula (4) dati anterior.

30, Si privim cresterile A, k, I ca infiniti mici. Dacd punem h=dz,
k=dy, l—dz si daci tinem seama de formula care ne di diferentiala
de ordinul n a lui f(z) [63], vedem ci formula (17) se mai poate scrie-

Af=df+Hd f+ ... 4 d -+ R
unde ani‘vfns’ef\nnat Af=f(z-+dx, y+dy, z+ dz)—f(z, y,2).

40, Si presupunem ci f(z,y,z) admite derivate parfiale de orice
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ordin si ci, pentru sisteme de valori convenabile - date lui A, &, 1 ter-
menul complimentar R, tinde cdtre zero, cand » creste nemirginit. In:
acest caz deducem din (17) ci seria lui Taylor

n=obl a : a A a (n)

B a1 B thgy t5) 1

n=0

corespunzitoare functiunei f(x,y,2) este convergentd si are ca sumé-

fle—+h, y+5 2+1).
66. Determinanti functionali. Fie

4 B yl:f‘ (xh H o xn)
(19) . y2=f2 (xh Ly weny xn)

----- e s s e

yn=fn (xli w2‘1 very wn)

un sistem de = functiuni, continue §i derivabile de variabilele indepen--
dente z, ¥, ..., Zn. Determinatul

o0ry 0 0Zn
(20) J=| oz 0% ' 0%
ax‘ 0 0%n

format cu derivatele partiale de ordinul /intai ale functiunilor (19) se
numeste determinantul funcfional sau jacobianul sistemului (19) .
Dacii intervertim ordinea functiunilor fi, f2, -« fa sau ordinea va-
riabilelor 2y, @3, ..., Zn in determinantnl (20), atunci valoarea sa nu
« schimbi decat cel mult de semn, cici aceasta revine a schimba in acest
determinant liniile intre ele sau coloanele intre 91/%.” :

- Determinantul 'functional (20) se mai noteazé‘prin simbolul

J=D(ylrst ) yn)
D(:L‘h x2) .y xll)

si aceastd notafiune are avantajul de a pune mai in evidenid analogia
ce existi intre proprietifile jacobianului si cele ale derivatel. Vom in-
dica numai una din aceste proprietd{i: acea care corespunde derivatei
unei functiuni de functiune, i :

(1) De Ta numele matematicianului J acobi care a creat teoria determinantilor funciionali.
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Fie
=1 (u, up, ..., Un)
Yo==f2(us, uy, <osy Un)
yﬂ:fn(ula U2y ooy 'un)

cu
Uy == Cpl (1'1, Loy 60y xﬂ)
wp= (X1, Xy ..+, %)

Intre jacobianii acestor sisteme avem relatia

((21) D(yh Y2, oeey yﬂ) 2 D(ylv Y21 ooy y’l) p D(ula Uy «vny u,,) !
D(xla wZa'-‘sw’l) D(ulv u2!'°',un) D(Z[, xZa-'Hxll)

Vom demonstra aceastd relatiune presupunénd pentru simplificarea
scrisului 7 =2; demonstratia cazului general se face in acelas fel.
Fie deci
X=f(u,”)’ u=h(m’ y)‘v—
Y=9(wv), v==£k(z,y).
Vom arita ci '
DX, Y) D(X, Y). D(«, v) i
D@ 4) ~ D@ v D)

In adevir, inmultind determinantii, din membrul al doilea, obtinem
oX ou , 0X ov o0X ou , 90X 0w

budz ' ov 0w  oudy  Body
oY ou |, oY ov oY ou , 9Y ov
| Su et oree M ar o
DX Y)
D(z, ) .
- OBSERVARE. In cazul n—1 formula (21) ne di regula cunoscuti de derivare
& unei functiuni de functiune.

$i acest determinant este tocmai jacobianul

Vom vedea mai departe, in acest capitol, importanta determinan-
filor functionali.

II. FUNCTIUNI IMPLICITE.

67. Funcfiuni definite printr’o singuri ecuatie. Si considerim
-ecuatia
@) Flz, y, ..., u)=0,

F fiind o functie de variabilele z, Y .... In anumite cazuri simple putem
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scoate din ecuafia (1) valoarea lui » in funciie de celelalte variabile
x, y, ..., adicd putem gisi pentru » o functie f(z,y, ...), care si ve-
rifice identic ecuatia (1). Ficand anumite ipoteze asupra functiei F putem
arita existenta unei funcfiuni u=7f(z,y, ...) care satisface ecuatiei (1).

Dacd functia F satisface la urmitoarele conditiuni:

10, Este continud in vecindtatea punclului M (a, b, ..., ug) st se
anuleazd tn acest punct, adicd F (a, b, ..., up)=0;

20, Are derivatele partiale de primul ordin continue in vecindtateq.
punctului M ;

30' F’ (a” ba re2y) 'Mo) :': 0;
existd o funcfie §i numai una, u={(z,y....) de variabilele independente
Z, Y, ..., care se reduce la uy in punctul (a, b, ...) §i care e continud,
derivabild gi satisface identic la ecuafia (1) in vecindtates.
punctului (a, b, ...).

Pentru a usura expunerea demonstratiei vom considera numai trei
variabile , y, » si vom presupune, pentru fixarea ideilor F'y (a, b, uo) > 0.
Funectiunile F (z, ¥, ») si F' (z, 9, ) fiind continue in vecinitatea punc-
tului (@, b, u), putem alege un numir pozitiv « astfel ca, in domeniuk
D, definit prin neegalititile

[z—a|=a , |[y—bl=a , |lu—w|=a,

functiunile F gi F'; si fie continue in D, funcfiunea F’'y fiind pozitivi
in intreg acest domeniu [21, observarea 10].

Functiunea F (e, b, «), de singura variabild w, este erescdtoare [46]
cand » creste de la wy— a la uo+ @, cici F'y(a, b, u) >0; cum insi
F (a, b, up) =0, vedem c#, pentru 0 <A <a avem

F(a, b, uo+2)>0 , F(a, b, uo— 1) <0.
Din aceste doud neegalitéti rezultd (!) ci putem determina un nu-

mir pozitiv B, cel mult egal cu «, astfel ca, pentru orice sistem de
valori #, y luat in domeniul ¢ definit prin neegalititile

le—a|=a , |y—0b|=8,
sd avem

F(z, 4, uo+2)>0 , F(z, 9, u—21)<0.

Prin urmare, dacd in functiunea F (z, y, u), fixdm pentru « si ¥
valori in domeniul d si facem apoi pe w si varieze de la ug—2A la
uo—+A, cum F';> 0, functiunea de u, F(z, y, u), va fi cresciitoare;
dar ea schimbd de semn pentru valorile extreme ale lui w. Deci aceasti.

(*) Tinand seama de continuitatea functiunilor F (z, y, uo—+2), F(x, ¥, up—2\),
de variabilele x §i y, in domeniul [ —a|=a, |y —b|=a si de observarea 10 de-
la n. 21,
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functie se anuleazi, $i numai o singurd dati in intervalul (up — A, %o+ A).
Aga dar vom avea o valoare bine determinati pentru w, cuprinsi intre
up— A si up+ A, astfel ca

F(z, y, u)=0.:

In particular, daci luim x=a si y=b, valoarea corespunzitoare
lui u, care este unicd, va fi chiar ug, ciici F (a, b, up)=0.

Deci, in rezumat, la un sistem de valori 2, ¥ din domeniul d, co-
respunde pentru u o valoare unicd satisficand conditiei |u— ug|<<X
-si care verifici ecuatia F(z, ¥, u)=0.

Aceastd variabild u. care depinde de variabilele z, y, se numeste
o fumctie implicitd de z, y; si o notim w={f(z, ). Vom avea

Flz 9, flz,9] =0
in intreg domeniul d si f(a, b) = ug.

Conrmvuirate. Fie (z, y) si (z+ Az , y+ Ay) doudi puncte din
-domeniul d; w §i u- Au valorile corespunzitoare functiunei f. Deci

F(z, v, y=0, Flx+23d2 , y+ Ay , u-t+ Au)=0.
Dacd aplicim funcfiunei F formula (18) stabilitd la n. 65, vedem ci

0=AzF'x (x4 0Az, y 4 04y, u | 0Au)
—+ Ay F'y (x -+ 0Az, y -+ 04y, uw - 0Au)
—+ AuF'y (z+ 04z, y+ 6.y, u—+ 6Aw).

Cum 0 <6< 1, urmeazd cd punctul (z- 0Az, y -+ 0Ay, u—+ 6Au)
-aparfine domeniului D, asa ci F’', este pozitiv, deci diferit de zero, in
acest punct. Prin urmare dacid Ax §i Ay tind cdtre zero si Aw tinde
citre zero; deci functiunea w ={(z, ) este continui in domeniul d.

Derivate. Daci presupunem Ay = 0, egalitatea precedenti se va
Jputea scrie BES
Au  Flu(e-0Az, y+ 01y, u 06Au)
Dz Fa(z+0Az, y+01y, ut01%)

-5i fdcand pe Ax si tindd ciitre zero, din cauza continuité{ii derivatelor
¥y, F'y (ipoteza 20), vom avea derivata lui » in raport cu z

D# hau gl

v ol
In mod analog gdsim

ou F'y

78
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Din punct de vedere practic calculul derivatelor g—i $ig—z se poate

face direct derivand, cu ajutorul regulei de derivare a funcfiunilor com-
puse [6]], ecuatia F(z, v, ) =0, unde u este functie de = si ¥. Fi-
cand derivarea in raport cu z, avem

Fx“r‘b" gu 0

de unde se deduce valoarea gasitd pentru %

68. Fanetiuni definite printr'un sistem de ecuatii. Sa conside-
rdm sistemul de m ecuatii cu »n - p variabile

) Fi (z1, 23, ..., xp, Wy, Uz, ooy Un) =0 L R el

si si presupunem ci urmitoarele condifiuni sunt satisfacute :

19, Punctiunile Fy, Fs, ..., Fn se anuleazd intr'un punct M (aj,
@2y weey Gy 41 P2, .o P"l)

20, Aceste functmm sunt continue §i admit derivate parfiale conti-
nue n vecindtatea lui M ;

30. Determinantul funcﬂonal

i DB Eay. o (Fa)
T Dy, ooy Un)
este diferit de zero in punctul M,

In aceste condifiuni existd un sistem, $i numai unul, de n func-
fiuni wpe= fi (1, 23 -, 2p), k=1, 2, .., n, de variabilele indepen-
dente xy, %y, ..., Tp, funcliuni care sunt continue, derivabile i care satisfac
identic ecuafiilor (2) in vecindtatea punctului m(%y, 2, ..., %p); func-
fiumale wy, Uz, ..., Un tau respectiv valorile Py, o, ..., P 0 punctul m.

Am demonstrat [67] aceastid teoremd in cazul n=1. Pentru a o
demonstra sub aceastii formi generald, si presupunem cd este adevi-
rati pentru » — 1 ecuatii i sd dovedim cd subzistd si pentru n ecuatii.

In adevéir, jacobianul J desvoltat dupd elementele primei coloane,
ne di

an + + aF n
fl

unde Jy, Jp, ..., J sunt minorii corespunzatori elementelor din prima
coloand.
Cum prin ipotezi J nu se anuleazi in punctul M, -a trebui ca

cel pufin unul din minorii Jr si nu se anuleze in acest punct; vom
presupune ci

% aF‘+ 0

A J1=D(F2, | Rt
D (uy, uz, .., Un)
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este diferit de zero in punctul M.
Teorema fiind presupusi adevirati pentru »— 1 ecuatiuni, urmeazs
cd sistemul de n— 1 ecuatiuni cu n - p variabile

3 Flaty, i s, 00 s )= (=2 8 .., n)

defineste un sistem unic de n—1 functiuni w, uz, .., u, de p+1
variabile independente z;, z,, ..., Zp, wy §i care satisfac in mod identic
ecuatiile (3).
Fie
i = Uiy, ..., 2p, uy) (=2, 3, .., n)

aceste functiuni. Ele sunt continue §i au derivate partiale in raport cu
%1, -« Zp, w; In punctul (ay, .., ap, p,); in acest punct vom avea

Up = P2, U3== |13, ..., Un=fin.
Inlocuind variabilele u; prin functiunile U; in sistemul (3), vom

avea in mod identic, in vecinditatea punctului (a1, ... ap, 1),
(4) F](x], vees xp, u], UZ, aeey U")=0 (’i=2’ 3, eeey n)o

Ficand aceeasi substitutie si in ecuatia F, (@1, ooy By, s, .y un)=0,
obtinem o noud ecuatie

F] (x], ey Lpy Ug, Ug, aeey Un)zq)(l‘l, X2y weey Ty u,)=0,
care rdmane sia fie satisficuti.

Aceastd ecuatie ne defineste [67] pe u ca functie implicitd de x,,
Ty, woryt L5 AACH gTT, este diferit de zero in punctul A1y 2, vy Bpy Pgo
4 5 § 0%
Rémane si calculim pe o
Derivand in raport cu u; ecuatia ®=0, dupd regula de derivare
a functiunilor compuse, avem
o® ©oF, A oF, oU, ok, oU,
Ei—m_aul +8U28u1 +"'+8Un oy

Ecuatiile sistemului (4) derivate in raport cu u; ne dau

_aul +8U2 8u1+"'+6U,, au,

S W CHETel e (8" e sim Sresietgiiawg Tt g g .

_Fa | R, | OFy U

= 8u1 8U2 6u1 5?]—11 671

Inmultind aceste relatiuni respectiv cu Jis 33y «..y Jn si adunand
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obtinem

F oF oF,|oU.
JISQ'—J‘SFl—l—ZaF‘Z—l— +Jnan [ l+ + - ﬂ]a 2
u o

ok, dFy | 0Un

S H,,a—m]aul

Coeficientii lui STUZ’ % ?’ sunt nuli, fiinded se 6bt,in din deter-
1 Uy

minantul J inlocuind elementele din coloana intdi prin elementele unei
alte coloane. Rdméne dar

OF,,

acb_ oF oF, =8
Jlﬁ Jl +Jza e aul_J
deci
o J
au, J1

Cum prin ipotezd determinantii J si J; sunt diferiti de zero in punctul

(@1, <oy Gpy 1y ws L), Urmeazd ci si g% este diferit de zero in punctul
1

(a1, ..., @p, 11). Prin urmare, ecuafia
[0} (1'1, wey Zp, u1)=0
defineste pe u; ca funciie implicitd de z;, a3, ..., 2p.
Fie
u = fi (1, -, Zp)
aceastd funciie, care este definitd in vecinditatea punctului (ay, .., ap);
ea admite derivate in raport cu zj, @y, .., zp si ia valoarea ., in
punctul (@1, .., ay). Inlocuind pe wu in sistemul (4) prin fi (2; ..., )
obtinem pentru wp, ug, ..., up niste functiuni de z(, ®,, ..., z, pe care
sd le notdm respectiv cu f3, f3, .. fn. Functiunile fi, fo, ..., fn satisfac
la toate conditiile din enunful teoremei.

CALcuLUL DERIVATELOR. Am viizut cii functiunile implicite w, us,
-+ Up de variabilele zj, ..., z,, definite prin sistemul (2), au derivate par-
tiale in raport cu aceste variabile. S# indicim un procedeu de calcul
al acestor derivate. Fie de calculat derivatele functiunilor gy ey Un N

raport cu variabila ), spre exemplu. sl
Derivind in raport cu «; ecuatiile sistemului (2), vom avea
8 oF ory 8u1 oF 1 au,,

8u1 61'1 + + Oun 8?1 G5

a aFn aul aFnaun
oy Oy 0y i +8u ox,
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e

Am format astfel un sistem de = ecuatii cu » necunoscute - .
¢ 1

= %’, in care determinantul coeficientilor necunoscutelor e toemai
1
D (Fy, Fs. ..., Fp)
J=
D (w1, us, ... u,,):‘:()
deducem deci
' ou__du Ow  dm | Own S,
o, 3. o J oy J

unde Jﬁ'k reprezinti determinantul ce se obfine din J cand inlocuim co-
loana derivatelor in raport cu ue prin derivatele in raport cu z;.

69. Derivate si diferentiale de ordin superior. Si considerdm o
functie implicitd z deﬁmtﬁ prin ecuatia— . —

f (Z‘, ¥, 2)=0 :
Ne propunem si gisim derivatele partiale de diferite ordine ale
-acestei functiuni. Am viizut cd derivatele de ordinul intai sunt date de
ecuafiile

) arm af 0z of '8/' 0z
o om0 ot el

Derivatele de ordinul al doilea se obfin derivand aceste ecuafii in
raport cu z si Y. Astfel derivand prima ecuatie (5) in raport cu z, avem

[62/" . o a-] : [aZf oz 82f(az ) afazz] 1

o2 " orozox| " |oxosom T o7t 0w T 5z 0
sau

&f O 0z , 0% (oz)e, O
Ox? T 0xozor ' oz2|ox dzox?

2
de unde valoarea lui g_zz

Derivand aceeas ecuatie in raport cu y, obtinem
?f .0z .. .0 oz +82f 0z 0z , of % _ 2

dwoy T onozoy T oy 020w | 0 dwdy | 0z Bwoy
La aceeas relatie suntem condusi, dac# derivam a doua ecuatie
(a) in raport cu z; aceasti ecuatie derivatd insi in raport cu y ne di
o*f 9 O 0z | O (0z)? a_f@gzo
012 ayazay 022\ay| T ozoy? 1
Derivatele de ordinul al treilea si cele de un ordin superior sa
vor caleula la fel.
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Rezultatele de mai sus se pot regisi pe 0 alti cale utilizdnd pro-

pozitia urmétoare:
Dacii mai multe functiuni w, Uz, ..., Un de variabilele independente

2y, @, ..., Tp verifick relajiunea
(6) f(uh Uy «oey Uny Ly Ly veey xn)=0,

atunci diferentiala totald

e of T P IRR
df_a_u;du‘ + dale =T aundun—rax‘ d(L\ O Tl ax dxp,
calculatd ca si cand toate variabilele %y, ..., Un, %1, oy Ep AT fi variabile

independente, este nuld.
In adevir derivind ecuatia (6) in raport ew i, &z, ... ¥p avem

of ow , ofoup,  ofoun O _
Ouy Ox; ' Ouy oz, | T Qunoxy ' Oy

Bf%,afa_ua, , Of Oun , Of _

Oy 0z, | Ouz 0T, T R x| Oy
Inmultind aceste p relatiuni respectiv cu dzy, dzp, ..., dx , avem
dE==0. C.c. e d d

Obtinem o relatie intre diferentialele de ordinul al doilea dacd
aplicim propozitia de mai sus la relatia df =0, considerand pe df ca
o functie de g, ..., Un, iy, -y Qthn, X1y <o o Lp3 si asa mai departe.

Sa aplicim aceastd propozitie la functia implicitd z de variabilele
independente z si y definitd prin ecuafia

f(x1y7z)=O'
Vom avea
O Lo o
) P dic - 2 dy + 52 dz=—0.

G 0 AR o L P
®) (éa—cdx—{—éydy—l— o dz) f+ % 0% = 0, ete.

clici d2x, d?y, déz, ... sunt nule. Din relatia (7) deducem
_ ['xdz +f'ydy
Nt
Din relatia (8), dupd ce inlocuim pe dz cu expresiunea gisité, ob-
tinem o expresie de forma i

d2z = A da? + 2B dx dy + Cdy?

de=—
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A, B, C fiind funcfiuni de =z, y, z; si de aci

0%z 0%z 0%z
g Pisa

$i asa mai departe.

III. — FUNCTIUNI DEPENDENTE SI INDEPENDENTE.

70. Fiind date mai multe functiuni de » variabile, zicem cii aceste
functiuni sunt dependente, atunci cand intre aceste functiuni existi o
relafie in care nu figureazi explicit nici una din variabile. In caz con-
trar functiunile sunt zise independente.

EXEMPLU. Functiunile
u=x+y+z , v=wytyztezx , w=a2+y24-22
sunt dependente, cdci intre ele avem relatia

u— 29 —w=0.

Fie wuy, ug, ..., us m functiuni, de n variabile independente x,
Zy, ..., %p, continue si admitand derivate parfiale de primul ordin eon-
tinue intr'un domeniu D. Condifia necesard si suficientd pentru ca acesie
funchiuni sd fie dependente este ca jacobianul

1) D (uy, uy, . . ., un)

D (xlv Loy e ooy ‘T")

sd fie identic nul in domeniul D.

Conditia este necesard. Cdci daci intre functiunile u, ...,

up, avem o relatie
F(ula Uy -+ uﬂ)=07

vom avea, luand derivatele pariale (!) in raport cu z;, 9, ..., Za,

oF ouw, , oF 8u2+ ,@%zo
Ouy 0xy * Oup Omy 7T Oug oxy
oF ou; | oF ou, oF Oun k
Ouy 0Zn ' Ouy Oty ek 50 Othn On f
F F fiods
Acest sistem linear i omogen in SF g;/z . ,gu avand solutiuni
n

nu toate nule, urmeazd cd determinantul coeficientilor, adici jacobianul
(1) este nul.

(1) Presupunem cid F admite derivate parfiale de primul ordin.
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Osservare., In mod analog se vede ei pentru ca n functiuni wy,
Up, ... U, de m-}p variabile independente xy, 72, ... Znip sd fie
dependente, este necesar ca tofi determinantii functionali

D (ul, Moy eny un)
D, 2g, vav s 20

unde @, B, ..., A sunt »n oarecare din numerele 1, 2, ... nlp, s fie
indentic nuli.

~ Conditia este suficientd. Vom face demonstrafia luand,
pentru simplificare, trei functiuni de trei variabile independente
@  u=fly 2), v=gl(x,y,2), w=h(x,y,2).
Prin ipotezd avem

D (u, v, w)
(3 SN =S
) D(z,y,2)
intr'un anumit domeniu si vrem si dovedim existenta unei relatii
F (u, v,w)=0.

Sé presupunem ci unul din minorii de ordinul intdi ai determi-
nantului (3) este diferit de zero; fie
‘ D(wu,v)
(4) 1P
Atunci primele doui ecuafiuni ale sistemului (2) ne definesc pe
x §i y ca functiuni implicite de z, , v. S& insemnim aceste functiuni cu
z= X(zu.9), y=Y(2, u,v)
si si inlocuim pe x si y prin aceste expresiuni in ecuatfia a treia a sis-
temului (2); vom avea
w=h(X,Y,2) = H(zu,v),
Sd dovedim ci functiunea H astfel obtinutd este independentd
.de z. Vom ariita, penfru aceea ci derivata functiei H in raport cu z
este identic nuld. Avem
% oH_oh oX  oh ey eh
9z ‘dx oz 0y oz = 0z
Dar cum avem in mod identic
u=Ff(XY,2) , v=9(XY,2),
deducem, derivand in raport eu z,

_9of X of oY  of
O_ax 8z+6yaz+az

000X, cgav 2
~oroz  oyo: oz
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sau
ou oX  ou oY au_o

Gxoz oyor 0z
©) on 8X+ ov dY  ov =0
oz oz "oyo: oz
Eliminand pe Z—f 5 SY intre relatiile (5) si (6) cipétim
D(wv)oH  D(u.v.w)
D(z.y) 0z~ D(x,y,2)
Cum prin ipotezi membrul al doilea este identic nul, rezulti. fi-

nand seama de (4), eil %:0 si deci cd functiunea H(z u,v) este

independentd de z. Avem prin urmare
w=H(u, v).

OsservARE. Dacil tofi minorii de ordinul al doilea ai determinan-
tului (3) sunt nuli, atunci se dovedeste in mod analog ei doud din
funetiunile u, v, w sunt functiuni de a treia. '

In general, dacii tofi minorii determinantului (1), pand la ordinul
n—r+1 sunt nuli si daci primul minor diferit de zero este de ordiaul
n—r, atunci avem r relafiuni distincte intre functiunile %y, up..., u, si
r dintre aceste functiuni se pot exprima ca funciiuni de celelalte n—r

APLICATIE. S& determindm o funcfiune derivabild 7(z), astfel ca functiunile
v=fl@+y) , v=(@)f(y)
sé fie dependente. Va trebui ca
D(u ) -ty @) f@) il
D@ y) z+y) f@)f(y)
deci, funcfiunea f fiind presupusd ca nu este identicd cu o constant,
@ _ @
f@~ 7@ :
Aceasti egahtate avand loc oricare ar fi z si y, va trebui ca ambu nembri
sid se reducd la aceeas constanti g, Vom avea deci

k)

r@ _
@
Cum primul membru este derivata lui Log f(z) iar membrul al doilea derivata
lui ax, vom avea [45],
IOg f (w) = T C,

unde C este o constanti arbitrard. Prin urmare
f(w)=cax+c = Rug ax
A si g fiind doud constante arbitrare,
Relalia intre  si v se vede imediat ci este
Au=u,
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EXERCITIL
1. Fie funcfiunea
f(x, y)=ua2 arc fgl — y*arc tg 3’; -
unde luim valoarea principald pentru arc.tangenta. Si se arate cd f"xy % f"yx o
punctul (0, 0). :

R. Derivatele partiale de primul ordin sunt

f'x'(x, y) =2z arcty % —,

v x
'y &, y)=x-—2yarctg?

Deci
flx(ot y)=—ys f’y,(w: 0)=—.’l}

asa cd fxp (0,0) =—1 si f"yx(0, 0)= 1.

2. Functiunea

z=xfty)tyg@+y),

unde f si g sunt functiuni arbitrare, satisface la relatia

o2 522 i o2z

ot “oroy "oy
R. Avem » .
=2ty +e et +yoEty)
axa,/—f'(ﬂH-./)+y(c+y)+wf"(r-ry)—{-yy"(w—l-y)
=Gt @t D Fys ety

de unde relatia ceruta,

3. Fie sistemul
wt vt ad=a

uvx=>b,

care defineste pe « si v in functie de x. S& se determine derivatele lui « i v.

R. Avem
du dv
M [E “'—+.’I"—0
du dv
mczc-{—uxa—l-uvzo,
du . dv
de unde 5 o

o 4. Fie 2={(x, ) o relatie care ne defineste pe x ca functie implicitd de va-
riabilele independente z si * Se cere diferentialele de ordinul intdi si al doilea ale
functiei . :

R. Avem, cu notatiile lui Monge

) dz=p dr-+qdy
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deci

dz —qdy
(2) de — e
Pentru a obtine pe d2r diferentiem ambii membri ai relatiei (1) si, tinand
seama ca d’ si d?y sunt nuli, cici = $i y sunt variabile independente, avem
0=rdx?+2sdrdy -+ tdy?+ p @

De aci, tinind seama de (2), deducem

P — _ TP +2(ps —qr)dzdy ;I- (¢ —2 pgs 4 p20) dy?
Rezultd ci -
R
0s: @ O 4
@*_ r 2x qr—ps 0% _ 2pgs — p% — g2
S ol i S i

5. Si se determine funefiunea derivabila f (%) astfel ca fanctiunile

n _ @47
iR i

sd fie dependente. S¥ se determine apoi relafia ce existd intre u si v,
. Va trebui si avem

Do) z+y) |1 F@)i+rw] —0
Dly) 1 —F@FWE |1 )[4 12()]

adicd, f constant sau

@ )
L@ TF @)

oricare ar fi 2 si 5. Prin urmare

£ iy
ENC
de unde deducem
are tg f(z) =ax b
a §i b fiind doud constante arbitrare. Functiunea ciutati este deci
f(@)=tg(ax + b)

iar relatia intre u si v este
B s

Tl —utgd




CAPITOLUL VIL

EXTREME. — SCHIMBARI DE VARIABILE.

. — EXTREMELE FUNCTIUNILOR DE MAI MULTE VARIABILE.

71. Extremele functiunilor de doui variabile. Fie 7 (x, y) o functie
continud si derivabild intr’'un domeniu D. Zicem ci aceasti functie este
extremd (adici are un maxim sau un minim) in punctul (a, b) din dome-
niul D, atunci cand putem determina un numir 7 astfel ca diferenta

A=f(a+h b+k)—f(a,b)

sii pistreze acelag semn pentru toate valorile lui % si % pentru care avem

@) VR2 +R2 <.

In cazul cand semnullui A rimiane negativ, fanctiunea f (z, ,) v
are un maxim in punctul (a,b); iar cand A rdmane pozitiv, f(nc y)
are un minim in punctul (a, D).

Putem, in partlcular satisface condn;la (1) luand k=0s5i|h| <7;

diferenta
fathb) ~ f(a D)

pistrand un semn constant pentru toate valorile lui |k| < 7, urmeazi
cd functiunea de o singurd variabild f(x, b) este extremd in punctul
x=a gi deci f (a b)=0.

Se vede tot astfel, luand % =0 si |[k| <7, ci ) (a,)=0.

Prin urmnre: singurele puncte in care functiunea f(z, y) poate fi
extremd, sunt punctele ale céiror coordonate verificii sistemul

| F(z y) =0,
@ } Pl ) = .

Rezolvand acest sistem de douii ecuatii cu doud necunoscute.
 §i y, gisim un numir oarecare de solutii; fie z=u si y=> una din
aceste solufii. Si cercetim cand functiunea f(z,y) este extremi in
punctul (a, d).
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Vom presupune ci derivatele de ordinul al doilea, ale functiunii
f (@, y), existd si sunt continue in vecindtatea punctului (a, b). Formula
lui Taylor [65] corespunzitoare lui 72=1 ne di

. A= f(a—]—h,b—}—l;)——f(a,b):_lj -hzf",,z(a~|—9h, b+ 0F)

+ 2hk "y (@4 0k, b+ k) + K2 £7y2 (a - 6k, b 4 0K}
cu 0 <0 < 1. Z )
Dar, in virtutea continuiti{ii derivatelor de ordinul al doilea pu-
tem scrie 3
fxela 0k, b+ 0k) = " (a. ) + &,
Fxy(a+0h, b4 6k) = sy (0, b) + &,
[y (@~ 0k, b 0k) = "3 (a, b) + &3,

unde e, €, e3 sunt cantitdti care tind ciitre zero, cand % si k tind
simultan citre zero. Asa e, daci insemnim

@) A=f"a(ab), B=fuy(®b), C—Fr(sd)
formula precedentd a lui Taylor va deveni

A=%[Ah2+28hk—l—0k2]+%[s, h2+2szhk+sskJ~

Pentru a face mai clard discutia in ceea ce priveste semnulluiA,
vom pune
h=rcose, k=rsing

§i vom avea toate valorile lui & si k din neegalitatea (1), dacii luim
pentru 7 §i ¢ toate valorile care satisfac la neegalitiitile

O=n=lm, U=9=2=x.
Avem astfel

. . 2
) A=%(A cos? 9+ 2 Beosg sing + C sinch]-f—%:
unde
o=¢gcos?p 1 2e cospsing | esingp.
Deci o tinde ciitre zero cand r tinde -ciitre zero, cici g, &, €s.

tind cétre zero, cand % si % tind citre zero. Semnul lui A depinde de-
semnul trinomului ‘

(6) Acos?yp - 2B cos ¢ sin g -+ Csin? o,

Distingem urmitoarele trei cazuri:
10. AC—B2> 0. In acest caz A si C sunt diferiti de zero, asa
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ed trimonul (6) se va putea scrie sub forma

(A cos ¢ | Bsin 9)2 -+ (AC— B sin? ¢
care ne aratd cd trinomul (6) nu se poate anula si pistreazi necontenit
semnul lui A, Cum acest trinom este o functie continud de ¢, valoarea
sa absoluti va admite un minim m > 0. Cum putem determina un
numdr 7 destul de mic astfel ca pentru r < n si avem |o| <m, re-
zultd ci expresia (5) va piistra semnul lui A pentru 7 §i ¢ care satis-
fac la neegalititile (4).
Prin urmare, daci A > 0, vom avea

deci functia f(z, y) are un minim in punctul (a, b); iar daci A < O
vom avea
A=fa+hb-+k)—f(s,b) <0;

deci funetia are un maxim in punctul (a, b).

20. AC — B2 < 0. Si presupunem mai intai A == 0, Trinomul (6)
pus sub forma (7) ne arati ci el schimbd de semn cand ¢ variazi,

; ] b A
cdcl, pentru, sing=0, are semnul lui A, iar pentru cotg o = —g are

semnul lui — A. Prin urmare oricat de mic ar fi 7, A nu poate pistra
un semn constant, pentru toate valorile lui » si @ care satisfac la neega-
litdtile (4)- Deci £ (z, ) nu are in punctul (@, b) nici maxim nieci
minim.

Dacii A= 0 si C 3= 0, concluzia este aceeas, cdci nici in acest
caz trinomul (6), care se mai poate scrie

(Csin ¢ 4 B cos 9)2 — B2 cos? ¢
G
nu pdstreazd un semn constant pentru (4).
Si presupunem in fine A == C—20, deci B diferit de zero. Cum
trinomul (6) se reduce la 2B cos ¢ sing, care schimbd de semn, vedem
cd nici in acest caz f(x, y) nu poate fi extremd in punctul (a, b).

3% AC—B2=0. Dacit A este diferit de zero, trinomul (6) se mai
poate serie

1 M
K(Acos cp—i—Bsmcp) ;
se vede astfel ci trinomul (6) pistreazi un semn constant, semnul lui

- A, dar se anuleazd pentru o anumitd valoare o lui 9. Pentru valoarea
lui ¢ care anuleazii pe (6) semnul lui A este dat de o si cum, pumai
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cu ajutorul considerafiilor precedente, nu putem determina semnul lui s
51 variafia acestui semn, nu putem nici hotiri dacd la punctul (a, b)
corespunde sau nu un maxim sau minim pentra functiunea f (x, ).

Daci A=0 urmeazi ci si B=0, iar trinomul (6) se reduce la
‘C sin? g, care pistreazi un semn constant, dar se anuleazi dentru o=0;
deci nici in acest caz nu putem afirma ci f (x, ) are sau nu un extrem
in punctul (a, b).

Siin cazul A =B=C=0 avem nevoe de semnul lui .

Pentru ca si putem decide dar, cand avem AC—B2—0(), daca
punctul (a, b) este sau nu un maxim sau minim al funetiei f (z, y), vom
lua un numir mai mare de termeni in formula lui Taylor; dar cum
discutia generald este foarte delicati nu-si are locul in acest curs.

In rezumat, daci z==a si y—2>b sunt o solutie a sistemului (2)
si dacd A, B, C au valorile (3),

& . | mazim cand A < 0,
19, daci AC—B2>0 avem Vsininn olnd &= 0

20. daci AC— B2< 0 n'avem niei maxim, nici minim -

30. daci AC — B2=0 avem indoiald; o discutie speciald este
mecesard.

EXEMPLU. Fie

1@, y) = ax? 4 2xy + ay® + 1.

Vom avea
i of O T F
am—z(am_l'y)’ 87,"2(“1/"‘_3:): @-24. m——z. “‘9—2—2(1..

In acest caz sistemul (2) va avea ca solutie =0, v =10, dacd a2 — 1 == 0.
AC—B?=¢? —1. Prin urmare f(z, y) va fi maximd daci a>1;pentru — 1 <a <+ |
nu va fi nici maximi nici minima.

Dacd a2 —1=0, a este | 1 sau — 1. Pentru a=-1avem

f@y)= @+yr+1

#i vedem c¢& in punctul (0,0) f(x y) are cea mai mici valoare pe care poate si o
ia, dar pentru toate punctele - y=—0 are aceeas valoare; deci in punctul (0, 0)
f(x,y) nu va fi extremd in acest caz. Tot astfel vedem ci nici in cazul ¢ = — 1
punctul (0,0) nu corespunde unui extrem al functfiei considerate,

72. Extremele functiunilor de mai multe variabile. Pentru fixa-
rea idejlor, vom considera cazul a trei variabile. Zicem ci functiunea
f(x,y,2) are un extrem in punctul a,b, ¢ atunci cind putem determina
un numir 7 astfel ca diferenta

A=f(“+h7b+kac+l)_f(as b, ¢)

'sd pastreze un semn constant pentru foate valorile lui h, k, [ care satis-
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fac la neegalitatea
V2 4+ 12+ <.
In acest caz si functiunile de o singurd variabild

f@b9, flaye), f(b2)
vor fi extreme, prima pentru x=ga, a doua pentru y =b, a treia pen-
tru z=¢, asa cd va trebui si avem

® fx=0, fy=0, f==0
pentru’ t—ua, y—10b z—¢.

Daca aceste condifiuni sunt satisficute, formula lui Taylor, in ipo-
teza continuitdiei tuturor derivatelor de ordinul al doilea ale funcfiunei
f(z, y, z), ne permite si seriem

f(a'+h’ b+kac+l)_f(a'7 ba L‘)= Q+°,

unde am reprezentat prin ) valoarea expresiunii

1350 0 g)®
Tty g e )

in punctul =@, y=0b, z=¢, iar prin ¢ un termen complimentar, care
tinde ciire zero, eand &, k, [ tind simultan ciitre zero.
Dacéa facem
rx=recosfsing, y=rsinfsing, z=rcosep
unde
©) 0=r<y, 0=0=2n, 0=9=n

sl ludm pe r ca infinit mic principal, vedem ca Q este un infinit mic
de ordinul al doilea, iar ¢ este infinit de mic fatd de Q. Asa cit daci
@ pistreazd un semn constant pentru toate valorile (9) ale lui 7, 6, P,
neputdndu-se anula decat pentru r =0, functiunea f(z,y, 2) va fi extremi
in punctul (a, b, ¢). Dacét acest semn este negativ, f(z,y, 2) este maximi
in punctul (a, b, ¢); dac4 este pozitiv, functiunea este minim4 in acel punet.

Osservare. Condifia necesard pentru ca o functie f de mai multe
variabile si fie extrem# intr'un punct, este ca in acel punct s
avem df=(.

APLICATIE. Si se gaseascd un punect astfel ca suma patratelor distantelor la »
puncte fixe, si fie minima,

Fie (z,y,2) coordonatele punctului ciutat si (m,., Y, 2;) t1=1,2,..,n cele n
puncte date, Axele fiind dreptunghiulire suntem condusi la cdutarea minimului
expresiel

(10) Z’[(w—a:f)2+(y—yr)2+(z—z:)21.
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Sistemul corespunzitor sistemului (8) este

i=n i=n i=n
E(F—wi)=0. "N (g—yi)=0," F(s—2)—0;
=i =1 =1

~deci punctul in care expresia (10) poate fi extremi este

2, 2Y; 2z,
(11) i B0 y_T ’ Z——T,

adic centrul de greatate al sistemului de puncte dat.
Expresiunea (10) este minimi in punctul (11) céci »

Q=12+ 0.

73. Extremele functiunilor implicite. Fie y o functie de = defi-
nitd de ecuatia
f(@ y)=0.

Ne propunem a ciuta pentru ce valori ale lui z functiunea y poate
fi extremd. Va trebui si determindm valorile lui z pentru care y'=0(.
Dar avem

(12) f'x(-’l', y) +y’f’y(x, y)= 0

aga cd la valorile lui , care anuleazi pe ¥, corespund pentru y valori
~care vor satisface sistemului

(13) f(.Z', y) =1 ’ f,x(m.' y) =0.

Rezolvarea acestui sistem ne di valorile lui z pentru care y poate
fi un extrem si in acelas timp ne di si ‘eventualele valori extreme
ale lui 9.

Fie z=a si y=10 o solutie a sistemului (18); pentru a putea
afirma ci pentru z =g functiunea y are un extrem si a determina na-
tura acestui extrem, irebue si ne convingem cid y' se anuleazi pentru
Z = a. Daci pentru  =a si y=15 avem f'y =0, atunci rezulti din (12)
~cd 7' este nul pentru z — a. Relafia (12), derivati in raport cu x, ne di

oxf ooy R B aiio

-$i cum, pentru z =a, y' este nul, rezulté ci valoarea lui y"', pentru =
va fi datd de
i II; [_ f”x:J
'lj f' ¥ Jdx=a, y=b.
Daci insd f'y se anuleazi in punctul (@, b) nu mai putem afirma
~cd y' se anuleazi pentru x=q si o discufie speciali este necesari.
In cazul unei functiuni implicite de mai multe variabile, determi-
‘marea extremelor se face in mod analog. Pentru functiunea « de varia-
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bilele x, y, z definitd de ecuatia

f(wa Y, 2, ’LL)= 0’
se vede ci punctele, in care » ar putea fi extrem, se obfin rezolvand

-sistemul
f=01 le:Oa f’y=0, f’2=0'

EXEMPLU. Si determindm cxtremele funcfiunii y definiti de ecuatia

(14) Y2 2ya?4 40 —38=0.
Sistemul format de ecuafia (14) si de ecuatia f'x =0, adici de
(15) zy-+1=0,
-are urmitoarele doud solufiuni
(@) =1 §i y=—1
®) T=—7 §i y=—2

Pentru solutia (z) avem f'y —0. Putem vedea usor pentru =1 ci y nu este
mici maxim nici minim. In adevir din (14) deducem

y=—at(@—1)/ 2242243

~deci i)
y(H=—2+76 + 0.
Pentru solufia (b) a sistemului (14) si (15) 7'y =0, deci y’ se anuleazd pentru
i Cum valoarea lui %" pentru m=——;—- este datd de
o Yy .
'y+ x2 xz_“‘i‘s y=2
“vedem ci y"(— %)(0; deci pentru = ——L— , Y este maxim, valoarea aces-

tui maxim fiind 2.

74. Extreme legate. Si ne propunem a gisi punctele in . care
“functiunea

© =f(x7 y, u’ v)
-ar putea fi extremd, variabilele x,y, u, v fiind legate prin doui relafiuni
(16) g (@, y,u,0)=0, h(w,y,u,v)=0.

Extremele lui » se numese, in acest caz exfreme legate sau con-
-difionate.

Presupunem ci conditiunile, cari ne permit a afirma ed ecuatiile
*(16) definesc pe u si v ca functiuni de « si y, sunt satisficute si deci
«¢d intr'un anumit domeniu, in care cdutdm extremele lui w, avem

_D@h_
i D(u,v):izo'
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Putem deci considera pe o ca o functie numai de variabilele inde-
pendente x si y, de care depinde direct $i prin intermediul variabilelor
u $i v. Avem

A el (PR D g
17 dm—adx—}—ay dy+audu+av dv
du si dv fiind legate prin relatiunile

99 % 9 9 5.
E %’;ax+—aa—; ay+ 2 du+2" gy —0,

Din aceste doud relatiuni vom scoate valorile lui du $i dv, ceeace
este posibil, cici avem J3=0 si inlocuind in (17) obtinem pentru de o
expresie de forma Adz--Bdy. Pentru ca o si prezinte un extrem va
trebui si avem dw=0, deci ===

Putem face eliminarea lui du §i dv intre (17) si (18) si prin me-
toda multiplicatorilor (Lagrange). Si Inmulfim relatiile (18) respec-
tiv prin factorii nedeterminati A §i p si apoi si le adunim cu relafia
(17). Avem astfel

Y 7 NG AR I -
of o1 oh (of a9 oh )
(a‘u‘I‘la*Z‘i‘P%)du‘l‘ta_u‘f"lg“"ﬂa—dev-

Vom determina pe X si p astfel ca

O caap ok
(15 ] TR S i
of | 10 Ok _
] a—u——f—lau _{__}"230~
deci
(O 500 %) (a_f L @)
dm_(8x+lax+”ax ks aerlay"HLay ay

$i cum z §i y sunt singurele variabile independente de care depinde w,
© nu va putea prezenta un extrem decat daci

of dg oh
| E+1&4u2—o,
i { of

o9 , Ok __
b oy ety T
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Ecuatiile (19) si (20) fmpreund cu (16) determini pe A, si pe
x,y,u,v care pot corespunde la un maxim sau minim al functiunei w.
Mai general, daci o este o functie de » variabile

W= f(xhxb seny x")
variabilele z, , ..., z, fiind legate intre ele prin p relafiuni
(3N 71=0, =0, ..., =0,
vedem, procedind ea mai sus, cd valorile x;, z,, ..., 2, pentru care

functiunea w poate avea extreme, se obtin in felul urmitor: considerim
functiunea auxiliard

F=f4+ho+Xept...4+ e

de n variabile i, 2, ..., @, cantitifile X, Ay, ..., A, fiind considerate
ca nigte constante si scriem conditiile ca functia F si fie extremd, adici

oF oF oF
8_331— N a—ag—»o, seay —— =0

0z,
Aceste n ecuatiuni, impreund cu ecuatiile (21) formeazi un sistem
de n-p ecuafii cu n-p necunoscute z;, 2, ..., z, K day vy Ay
care ne di valorile zy, @y, ..., @, ciutate.

APLICATIE.  dazele unei secfiunt cenirale intr’o cuadrici. Vom determina axele
sectiunei prin planul central

@ Iz 4 my +nz=0
facutd in cuadrica cu centrul in origine
(k) A224-By? 4 C22 +2Dyz 4 v Eer 4 2Fzy +1=0

tinAnd seama cd jumitaile acestor axe reprezintd extremele distanfei de la origine la
un punct al secfiunei. Vom ciuta deci extremele expresiunei

(22) =2y 2

Z, y, # fiind legale prin relatiile (%) si (g); valorile extreme ale lui » vor fi Jjumiti-
tile axelor cdutate, Rezultd din cele vizute, ¢i ecuafiunile

]‘ 2z + N 4 2u(Az + Bz + Fy) =0
(23) I 2y 4+ 2u (By +Dz 4 Fx)=0
{ 224w +24(Cz+4 Dy -+ Ex)=0
asociale cu ecuatille (g) si (%) ne vor da Pe @, y, z care corespund la extremele lui .
Daci adiugém la aceste 5 ecuatiuni, relatia (22) si facem eliminarea lui z, Wiz % i
intre aceste 6 ecuatiuni, obtinem valorile Jjumatatilor axelor ciutate.
Pentru a face aceasti eliminare si Inmulfim prima relatie (28) prin , a doua
prin y, a treia prin 2 §iapoi si le adunim., Obtinem astfel {inind seama d2 (g), (k) si (22)
p=1r
C.D. L 9
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Inlocuind pe . prin valoarea 7* in (23) suntem condusi la sistemul, linear gi-
omogen in @, ¥, 2z, A

2 (14 Ar?) 4 y Fy? +zEr2 +5 N =0
x Fr2 “+y (1 +Br2) |2 Ds2 -[-%)\m=0
x Er? -+ y Dr? +z(l+CrQ)+%)\n=O
xl +ym +zn =0
Astfel ci eliminarea lui z, g, 2, » ne conduce la ecuafia

1442 Fr2 Br? !

Fr2 14B»2 Dr2 L 0
Er? Dr2 14C2 n |
l m n 0

care este de gradul al doilea in #2 §i ale ciirei ridicini sunt patratele jumatitilor
axelor sectiunei.

II. — SCHIMBAREA VARIABILELOR.

75. In multe chestiuni de analizd, unde intervin functiuni de una

. sau mai multe variabile si derivatele lor, suntem condusi a finlocui

acele variabile prin alte variabile, legate de cele dintai prin anumite re-

lafiuni. Derivatele functiunilor in raport cu noile variabile se calculeazi
cu ajutorul formulelor generale de derivare stabilite.

76. Funcfiuni de o variabili independenti. 10. ScuiMBAREA NU-

MAL DE VARIABILX, Cazul cel mai simplude schimbare de variabili ce se
poate prezenta, este acela al unei functiuni

(6] y=1(x)
unde se face schimbarea , _
@ z =g ().

Va trebui s# exprimédm derivatele Iui 7 in raport cu 2. in functie
de noua variabild ¢. Expresia lui y in functie de ¢ este

y=Fflg@®];
deci, dupd regula de derivare a unei functii de functie, avem
dy _dy

.5 g'@)
de unde seoatem
dy
dy & _ ¥+
dx _g'(t) iy x'y
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Prin urmare: pentru a avea derivata lui y in raport cu =, expri-
matd in functie de t, vom lua derivata lui y n raport cu t § o vom
impdr}y prin derivala lui z n raport cu t.

a2 : :
Pentru a obtine pe EZ in functie _de ¢, vom aplica regula prece-

dentd pentru derivata . functiunii % Avem astfel

d
o) o
de?  dx\dx)
In mod analog

d3y d (dzy) W ’_1/’".’3'2 3 3 yl/xlxll+ 3 ylxllz W y'x'.?;'"

yl
({?J o x’y"— ylmll (l)

!

x x'3

a3 dp\dar) = 25
§i asa mai departe, calculele ficandu-se din aproape in aproape prin
aplicarea formulei

d [dn—l ,]
dry _ it daes
dx® 2z

OBSERVARE. Dacd notim v
fla@®]=1r()
curba (1) va fi reprezentatd parametric prin ecuatiile
z=g(), y=h()
| : dy d% .
Formulele precedente ne permit a exprima pe Uil = SRRRN ajutorul
derivatelor functiunilor ¢(f) si % ({); avem astfel
by KO @y gONO—K00
de g'(#)’ da? OB

Putem da alti form# formulelor precedente utilizand notatiunea
diferentiali. In adevir daci notim cu y',y", ... derivatele succesive ale
lui y in raport cu z si cu dz, dy, d%, a2, ... diferentialele succesive
ale lui z si y, luate in raport cu variabila ¢, avem

ay

! —_

y e d.’l: : ~
Prin urmare: pentru a giisi derivata unei functiuni y in raport cu

functiunea z, facem raportul intre diferentiala lui y si diferentiala lui 2.

Aplicand aceastdi reguli la functiunile 3/, y”, ..., avem succesiv

o [dy
w_ Ay ;d_(fi}_)_dmdzy—dzﬂid_y
LB ar a3

(1) Derivatele marcate prin accente sunt in raport cu f,

9%
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m_ dy" A3y da?—3d% dr d2r -+ 3 dy (dPz)?— dy dz d3z

Y=t

dzr dad

RARIREGIE " T N SRR S TR R o e 11 e R L S R

F4
Trecerea de la o derivatd la urmitoarea se face prin aplicarea

formulei .
iy TG i
dx e

EXEMPLU. Si considerim expresia

®) 4y

"9

unde 7’ si " sunt derivatele de ordinul intai si al doilea ale Iui y in raport cu z.
Sé ciutim ce devine aceasti expresie cAnd luim ca variabils pe i, ¢ fiind legat de =
prin relatia (2). Vom avea

y 2]3
o [1'*(5'} | N LR % W O
[y"wl._ w"y,]z (y"ml o w"yl)‘z

Aceeas expresie devine, cu notafiunea diferentials,

(da? 4 dy?y
(dx 2y — dy d?x)2

29, SCHIMBAREA _DE FUNCTIE §1 DE VARIABILA. Intre  §i y avem o re-
latie de forma B -

@ f@.y)=0
care ne defineste pe y in functie de variabila «. Daci facem schimbarea
®) z=g(2), y=h(t2)

la relatia (4) corespunde o relatie intre 2 i ¢ care ne defineste pe z in
functie de {. Ne propunem a exprima derivatele lui y in raport cu z cu
ajutorul lui ¢,z si a derivatelor lui z in raport cu ¢. Aceastd chesliune
se reduce la precedenta, cici in forqmlele (5) putem considera pe z ca
functie de ¢, asa ci » si y pot fi socotite ca functiuni compuse de noua
variabilé independentd ¢. Avem deci '

oh | oh dz
dy_y't+_ ot ' 0z dt
" d O, o &
ot +8z dt

(1) Derivatele insemnate prin accente sunt in raport cu t.
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apoi 3
(dy)' / (gg_+_aq dzJ[ h;+_. J [ah oh dz],@zq ]
d?y _\dz)e \\ot "oz dt)lee T " Taallmt

det T S g ( _+_8qdz)

oz dit

i asa mai departe.
3 ' : da" : : : :
Derivata de ordinul =, (1,7‘1/1, se va exprima cu ajutorul lui ¢, z si

dt’ dt2’ "7 gyn
Chestiunea se poate trata si cu ajutorul diferentialelor.

a derivatelor

EXEMPLU. Si reluim expresiunea (3) si si facem schimbarea
. x=7cosg, y—-rsino
. 6 fiind variabila mdependenti Avem, insemnind prm accente derivatele in rapot cu o,

&1 cosg—rsing y'=rsing 4 reese

Z"=r"cosg—2r'sing—rcosg  y"=1"5in g 2’ cos §— r sin g
de unde

dy y'  r'sing4rcoss
dz ~ @ 7 cosd—rsing
Py Yy —y'x" =" 2024
. daz ™~ xz's  (r'e0s 6 — rsingy
Asa cid
: (24 22y

= r-F2r2— 2

77. Funcfiuni de mai multe variabile. 19, Scmwsinea NUMAI
DE VARIABULE, Vom considera pentru usurarea expresiunii o functiune
z2=f(x,y) de dou# variabile independendente x si y. S# facem schim-
barea ‘

=g ()
©) y-—=h(u 1;)

luand pe » si v ca noi variabile mdependente, funetiunile g si & fiind
presupuse astfel ca sistemul (6) si defineasci pe % si v in functie de z
$i y. Presupunem deci

D (g, %)

D (u, v) *d
Ne _propunem si exprimim derivatele lui 2 in raport cu z siy cu

da..]_lrltOl'lII lui u,v i a denvatelor _bartiale ale lui 2 luate 1in raport cu usiv.

e

z eT"o functie de % 51 v prin. mtermedlul lui = i y, asa cd avem,

!



134 EXTREME. — SCHIMBARI DE VARIABILE.

aplicand formula de derivare a functiunilor compuse,

(2 _ecow 0y
ou  Oxou 0y ou
0z _0zox |, 0zoy
| v 8zav Tayow

)

7
presupus cd determinantul sistemului (7) e diferit de zero. Obtinem astfel,

pentru derivatele de primul ordin formulele

Din acest sistem putem scoate valorile lui gz_ si g—;, de oarece am

0z 0z 0z
T ke i
0z 0z 0z
v~ CauT Lo

unde am notat prin A, B, G, D nisie functiuni cunoscute de u i v.
Derivatele de orinul al doilea si urmditoarele se calculeazi din

aproape in aproape prin aceleasi formule, c#ci Operafiile 45 i 8 au ca
e VRSN R | )
transformate in u si v respectiv operatiile ;

S

2 0 2 2
AjutBs CatDs

2
Sé caleuldm in particular pe g_z - Avem

2
0%z 0 (oz 0 0 0z 0z
@—%%ﬂ—@a+%ﬂVa+Bﬁ
: 02z 0%z . 0A 0z , OB 8z
=4%w+3wm+%a aﬁJ

0% 0% , 0Aoz , OB 82)
BlAL—— g -4 87 prass
+ ( ouodv g o ' ov 8u+8u ov
EXEMPLU. Si se caute ce devine expresia
0% , 0%
TR
cand ludm ca noi variabile pe « si v
T=ucosv, y=usiny,

Vom urma metoda generald indieats. Formulele (7) devin
g—;zcosv% - sin vg—;
0z 02
ov

=— usinug—;—l-ucosva—u
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de unde scoatem

0z 0z sinv gz
ot Ty, D0
z .9z, cosv Oz
‘a— = Sln’l)a-;' ——u av,
i : cos
deci, in acest caz, A=cosv, Bz—w, C—nndy, D=t
u %
Avem apoi I
0% 0 0z sinv.gz) sinw [5) ( 0z sinw az)
= COSV — 5 — — =] COS ¥ ~— ——

0w %5y ("\fii’fau v av) BNTRT) G
sﬁ'v‘agz sin2p a‘% sin2 gz , sin2v a_z B
w ov'T  u auav+ w2 Ov u o\ Ou

Tot astfel= - 1

0%
=cos2p=—"
ou? L3

22 10 cos2y 0% , sin2¢ @2 sin2v gz | cos?y gz
T T T i e
De unde, in fine :
0% . 0% . 0% 1 022, 1 o2
wlop~actamtv o

29, SCHIMBARE DE FUNCTIE I DE VARIABILE. Ecuatia

®) F@,0,9=0
defineste pe 2 in functie de variabilele 2 §i y. S facem schimbarea

@ 2=g@yw), y=1n,v), 2=l (u,v,%),

La ecuatia (8) coréspunde o relatie futre u, 9, w ecare ne defineste
pe w in functie de u $i v. Ne propunem si aritim cum putem exprima
derivatele partiale ale lui 2 in raport cu z si y cu ajutorul lui w, v, w
si a derivatelor lui w in raport cu noile variabile independente‘z; si v,

Mai intai vom considera pe 2 ca functie de u si v prin interme-
diul lui Z §i y; deci : :

| 0:_ 0201 o oy 02
Ou, oxou ' Oy du O
Dar din formulele (9) 7

6ok | Ok O0 B Gy Byow oy ok ob w
ou  Ju.' Gwou’ ou  ou,' ow ou 762¢%8u ow ou
asa ci ; R ;

l

%+@@_@ @@p+@-@g&;

ou " dw ou  \ou' dw du z " \Ou ' ow ou)oy

In mod analog gisim ' :
200 (o0., 3 ou)s
9v  odwaov Qv ' ow ov

D

W\

(2 g g,
z - \ov ' ow dv)ay
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Din aceste doudl ecuatiuni scoatem valorile lui gg si 8_32/

Pentru calcularea derivatelor urmétoare se procedeazi ca in cazul
precedent.

EXEMPLU. S# particularizim ecuatiile ludnd
T=wsinwcosv, y=wsinusinv, z=w cosu.

Vom avea
- ow ( o 0) 0z
— w sin u -+ cos u =~ w COS % COS ¥ -} $in % COS v ~—
F e P o
£
+ (wcosusm'v—{--smusmva )gy

COS U _8_143= (—wsinusinv—l—sinucosv g—w)g%-l- (w sin u cos v - sin « sin v%}%

ov
oz

de unde scoatem expresiile lui g% si 5

78. Transformdrile eurbelor plane. In legdturd cu schimbirile de
variabile vom considera si transformérile curbelor plane.

19, TRANSFORMARI PUNCTUALE. Formulele

| X={f(=y)
{10 L Y=gl

fac si corespundd unui punct m(z,y) punctul M(X,Y). Zicem cii aceste
formule definesc o transformare punctuali.
~ Cand punctul m deserie o curbd e, punctul M va descrie 0 curbi C,
care este transformata, prin formulele (10), a curbei e.
Fie dz, dy cresterile corespunzétoare lui « si y pentru o deplasare
foarte mici a punctului m pe curba ¢ si dX, dY cresterile ce rezultd
pentru X si Y. Tangenta in m la curba ¢ are ca coeficient unghiular

.y
Y=

iar tangenta in punctul M la curba C are ca coeficient unghiular

&Y  g'x(@y)de4g'y(xy)dy _g'x+9
dX~ fx(zy)dz + [y (=y) dy ety

Dm aceastii expresie a lui Y’ rezulld cd fiind datd o transformare
(10), directiunea tangentei in punctul M(X,Y) al curbei C nu depinde
de cat de x, y si ¥/, adicd de punctul m si de tangenta in acest punct
la curba c.” Prin urmare, dacd o altd curbd ¢, este tangentd in m la
curba ¢, atunci gi transformata sa C; va fi tangentd in M la curba C.

YI
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+ 20. TRANSFORMARI DE ConTACT. Doui curbe tangente se pot trans-
forma in alte doud curbe tangente cu ajutorul unor transformiri maj
generale de cat cele punctuale. Si considerim formulele

(11) X=f(w,y,y’), Y=g($,y,y')
unde z, y sunt coordonatele unui punet m de pe o curbi ¢, iar y" coe-
ficientul unghiular al tangentei in m la curba ¢. Cand punctul 7 descrie
curba ¢, punctul M(X,Y) descrie transformata C. S& determindm tan-
genta in punctul M la curba C.

Coeficientul unghiular Y’ al acestei tangente va fi

G
dY #ga T 5, Y T
aXToF o o

Vedem ci, in acest caz, Y’ depinde de z, %y y". Doud curbe
¢ si ¢ tangente in m se vor transforma in doudl curbe tangente in M :

a) daci y" este acelag in punctul m pentru ambele curbe ¢ si ¢;;
b) dacd, y" nefiind acelas, Y’ nu depinde de y”, adicd daci avem

% , 9, 9%
oz toy? 5y

b 2

s Pl
oF Lof ,of
6x+8yy oy’

Cand funciunile f (9,9 si g(z,y, y') sastisfac la aceastdi condi-
{iune, zicem ¢4 transformarea (11) este o transformare de contact.

EXEMPLU. Transformarea
=y, J=ay—y
numit transtormarea lui Le g“e n dfe, este de contact. In adevir
& _y'+ a’.'/"" e

s o ,

daXx
-deci Y nu depinde de y".

EXERCITIL
i - S& se giseascd extremele functiunii ——

@ y)=atta2y 42

R. Sistemul
o of
0==L—4p3 L9, =—=g2 19
oz 3+ 2zy, 0 y 212y
are ca solufie unici =0, y=0. Suntem in ecazul dubios, cidci AC— B2 — 0,
Cum insi

[ 2
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vedem cd originea corespunde unui minim, cici functiunca f -este pozitivd si nu se
anuleazd in alt punct de cat in origine.
2. S4 se giiseascd extremele functiunii

Y Tty

f(m,y)-—zsmgsmgcos 5

% si y fiind arcuri cuprinse intre 0 si 7.

R. Avem 3 3 : :
%:sin%—cos%ﬂa é:sin%coswt {/; |
%=—sin%smgw%, %:‘%COS(w+Z{).- E?72f2=—sin%sinm-g2y-
Sistemul %-i:o, g—;=0 este echivalent cu sistemul

sin (@ 4 y)=sinx
sin (z 4 y)=sin g,
care are ca solutie
@ z=y=0, @ w=y=7-
La solufia (1) nu corespunde nici maxim nici minim, La solufia (2) corespunde
maximul functiunii 7,
8., Si se determine axele cuadricei
() Ax?+ By? 4 C22 + 2Dyz + 2Bz + 2Fxy + 1 =0,

R. Va trebui si ciutim extremele expresiei 2®+y*+-22, @, 4,z fiind legate
prin ecuatia cuadricei, Intre sistemul

z4X(Ax+Ez+Fy)=0,
¥+ (By + Dz 4 Fx) =0,
24-A(Cz + Dy + Fz)=0,
relatia ;

Tyt =2

i ecuatia (1) va trebui si elimindm pe a, y, 2, \. Giisim mai intdi 2 —>). Deducem
apoi ecuafia care ne di patratele jumititilor axelor

14+ A2 Fr2 Er2
kr? 14+ Br2 D2 0.
Er? Dfr‘-‘ 14 Cr2

Il

. udy - dy ¢
4. Ce devine o prct cand facem schimbarea

{

=tel T %l

e tg(4+2).

R. Avem 7
' T [

'T=L05tg(z+? ;e
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EXERCITII.
prin urmare :
Sig [T s
w_a teli+E)
d{B dg 9 Fils d

Frrefeeg]

i 1-4-tg2 (%‘F?

ey . By : dy
T — o080 5 smacosa@

5, Ce devine expresia

8~z
e +ﬁ‘f’£ma TV

prin schimbarea de variabile

R. Avem u=ux si v=l, aga cd

0z 0z Ou _Q_ﬁaz
& iou B “'av o7 e e i
az .0z Ou 80_1 0z
o ay+av“ e

Cu ajutorul acestor formule gisim
9"z=i(ﬁ_1 2)_1 Q(& v 62)
ox® oulow u ov u ovlow u or

0% v Qg% 2 0% | az
T o Tw et
0% 1 7% 10z v o%

Or0y % ouov W ov W& onf “
%z _ 1 0%
a}“—u?- 8_1;2’
0%z

de undg rezultd ci E'—-a—l2

6. Transtormarea
X=.'L'———yT, Y=y —uxy’

:
este de contact.
R. Avem
N —ay?
aXs Syt

ceeace ne aratd cid transformarea este de contact.

VERIFIOAT
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ERRATA.

FPag. 6, randul 9, se va adduga dupd curdntul numere -
cu aceste proprietdti, putem intercala intre ele dou# numere
rationale

Pag. 6, randul 10, prima virguld se va inlocus prin s

Pag. 14, randul 2 de Jos in sus, se va nlocui % prin ;‘Z

Pag. 16, rindul 7 de Jos in sus, se va inlocwi numdrul © prin 3

Pag. 19, rindul 5 de Jos in sus, se va nlocui semmnul > prin <

Pag. 25, randul 15 de Jjos in sus, se va inlocui f () prin f(z)

Pag. 26, rindul 6 de Jos in sus, se va inlocui < prin. >

Pag. 102, randul 7 de jos in sus, se va inlocus af'x Bty v £, prin
a[Fel+-BIfy |4 vIfe].
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