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PREFACE.

Cette seconde Partie de mon Ouvrage se compose seulement
de deux Livres.

Le Livre IV, qui traite des congruences et des équations li-
néaires aux dérivées partielles, est presque entiérement con-
sacré i des développements d’analyse qui trouveront plus tard une
application presque immédiate dans I'étude de deux questions
importantes : la déformation infiniment petite d'une surface quel-
conque et la détermination des surfaces admettant une représen-
tation sphérique donnée.

Le Livre V, qui traite des lignes tracées sur les surfaces,
contient, en particulier, la démonstration des belles formules que
nous devons a M. Codazzi. L'étude des lignes géodésiques s’y
trouve commencée, mais non terminée. J'ai surtout insisté sur les
rapprochements qui se présentent ici entre les méthodes employées
par Gauss dans I’étude des géodésiques et celles que Jacobi a
appliquées plus tard aux problémes de la Mécanique analytique.
J’al pu ainsi mettre en évidence tout 'intérét que présentent les
belles découvertes de Jacobi lorsqu’on les envisage 4 un point de
vue plus particuliérement géométrique.

Je m’empresse de remercier, en terminant, M. Paul Morin, pro-
fesseur a la Faculté des Sciences de Rennes, et M. Edouard
Goursat, Maitre de Conférences a I'Ecole Normale, qui ont bien
voulu me préter leur concours le plus dévoué dans la correction
des épreuves.

28 octobre 1888.



ERRATA.

Premiére Partie.

Page 31, ligne 6 en remontant, au lieu de [p- 12], lisez [p. 22].

Page 32, formule (4), changer le signe du second membre. — Formules (5) et

MM’ MM’
suivantes, échanger sin? —— > St eost—0-s

Page fo, derniére ligne, au lieu de [p. 13], lisez [p. 22].
Page 65, ligne 7 en remontant, au liew de F (u, ¢, u, v, ), lises F(tgy10,5 U’ 0% t).
Page 69, derniére formule, au lieu de B(du 8o+ Cdo 8u), lises

B (dute + dy su).

t = A dr
Page 76, ligne 5 en remontant, au lieu de —

AT

(24 e M
) Zzse.. e A PR
m,u n 0 = fmyu, —- n
Page 336, seconde formule (26), aw licw de 5 (é’ slises g (o0 e Tt |
— nu —+m m — nu,
Page 364, ligne 6 de la note, ajouter des cordes aprés le mot milieux.

Page 367, ligne 22, au liew de V'ordre est, lises la classe est un nomnibre.

Seconde Partie.

Page 115, derniére formule (45) et derniére formule (46), au lieu de A, lsez

n—1*

Page 127, lignes 1/ et 17, changez les signes des seconds membres des équations. ®

Page 282, ligne 10, au liew de MB', lisez M'B".

2 6

Page 298, formule (34), changer le signe du terme en ()() 3,

% 0P

Page 309, changer le signe du second membre dans Iéquation (C2) et dans la
précédente.

Page 312, changer le si

gne des termes qui contiennent les dérivées premiéres
de 6 dans le systéme (75).




THEORIE GENERALE

DES SURFACES.

LIVRE IV.

LES CONGRUENCES ET LES EQUATIONS LINEAIRES
AUX DERIVEES PARTIELLES,

CHAPITRE L
NOTIONS GENERALES SUR LES CONGRUENCES.

Délinition de la congruence. — Nombre limité de courbes passant par un point.
— Cas d’exception. — Surfaces de la congruence. — Définition des points fo-
caux. — Détermination du nombre et du degré de multiplicité des points fo-
caux ; application aux congruences engendrées par des courbes planes algé-
briques. — Surface focale, ses relations de contact avec les courbes et avec les
surfaces de la congruence. — Détermination des surfaces de la congruence dont
les génératrices admettent une eaveloppe. — Cas particulier des congruences
rectilignes. — Les deux séries de développables que on peut former avee les
droites de la congruence. — Cas particulier oit une des nappes de la surface
focale se réduit & une courbe. — Proposition fondamentale relative a deux sys-
témes conjugués tracés sur les deux nappes de la surface focale. — Relation
de cette proposition avec la méthode de transformation des équations linéaires
aux dérivées partielles qui est due 4 Laplace.

311. Considérons un systéme de courbes, défini par les équa-
tions
{ f(2,7,5,a,b) = o,
Loz y, 5, a,6) =0,
B =1 l

(1)
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2 LIVRE 1V. — CHAP. I.

o @ et b désignent deux constantes arbitraires. Nous désignerons
sous le nom de congruence, emprunté i Pliicker, 'ensemble des
courbes corregpondantes a tous les systémes de'}glg_ursidé:d;et'aéx
b. Hrest-elair qu’il passe un nombre limité de courbes de la con-
gruence par un point quelconque de I'espace; car, si 'on rem-
place, dans les équations précédentes, z, y, z par les coordonnées
Zo, Yo, %o de ce point, on aura deux relations qui détermineront,
en général, un nombre limité de systémes de valeurs de a et de b.
Cependant, il peut arriver que, pour certains points exception-
nels, ces équations admettent un nombre illimité de solutions. Il
pourra donc y avoir cerlains points par lesquels passeront une
infinité de courbes de la congruence.

Imaginons, par exemple, que I'on considére la congruence
formée par les droites qui rencontrent une courbe (K) et sont
tangentes a une surface (S). Les droites de la congruence qui
passent par un point M de I'espace sont, en général, en nombre
limité; elles sont les arétes d'intersection de deux cénes de
sommet M, I'un circonscrit a la surface (S), I'autre contenant la
courbe (K ). Mais, si le point M appartient a la courbe (K), il y
passera une infinité de droites de la congruence qui formeront le
cone circonscrit a la surface (S) ayant son sommet en ce point.

Si 'on considére de méme la congruence formée par les cercles
de I’espace qui passent par deux points fixes A et B, on reconnait
immédiatement qu'il passe, en général, par un point M un seul
cercle de la congruence. Cette conclusion cesse d’étre exacte sj le
point M vient se réunir i l'un des points A, B; on obtient alors
tous les cercles de la congruence.

Les deux exemples différents que nous venons de signaler cor-
respondent aux deux cas qui peuvent se présenter lorsqu'il y a
indétermination. Dans le premier, les deux équations auxquelles
doivent satisfaire @ et b se réduisent 3 une seule; dans le second,
elles sont, I'une et Pautre, identiquement vérifides.

312. Revenons aux congruences les plus générales. Si 'on
établit une relation quelconque entre @ et b

(2) b=F(a),

les courbes de la congruence qui correspondent aux valeurs de a
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et de b pour lesquelles cette relation est vérifiée engendreront
ane surface que 'on obtiendra en éliminant @ et & entre les équa-
tions (1) et (2). Le plan tangent en un point (x, y, z) de celte sur-
face sera défini par I'équation :

) If ) ) )
Zd‘x’+ (—/(h‘—‘;—j b f‘Z‘+-(»—[F'(a)
(3) dr oy * 0z da ob
‘ R Jo do T e do
d—xd‘l'—’*(?}‘d]’—rd*:‘ < ETWJF((I)

dont la forme va nous conduire a une proposition trés intéres—
sante.

Donnons, pour abréger, le nom de surfaces de la congruence
aux surfaces que nous venons de définir et qui sont engendrées
par des courbes de la congruence, choisies d’ailleurs de la maniére
la plus arbitraire. Considérons quatre de ces surfaces, passant par
une méme courbe (C) de la congruence, et prenons leurs plans
tangents en un point déterminé M de cetie courbe; z, v, z, a, b
auront, en ce point, la méme valeur pour toutes les surfaces,
F'(a) variera seule quand on passera d’une surface & une autre.

De cette remarque et de- la forme de Péquation (3), nous
pouvons donc conclure que le rapport anharmonique des plans
tangents en M aux quatre surfaces, plans tangents qui contiennent
tous la tangente en M 4 la courbe (C), est égal a celui des valeurs
de I'(a) relatives aux quatre surfaces et est, par conséquent, le
méme pour tous les points de la courbe (C). Ainsi :

S¢ Uon considere quatre surfaces quelconques de la con-
gruence contenant une méme courbe de lu congruence, le
rapport anharmonique des plans tangents a ces surfaces en
un pownt quelconque de la courbe commune demeure constant
quand le point se déplace sur cetie courbe.

L’équation du plan tangent nous conduit encore i une autre
conséquence essentielle., Déterminons sur la courbe commune (G)
les poinls pour ]esquels on a

of  of
) P

da b
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Pour ces points, le plan tangent sera indépendant de F/(a) et,
par conséquent, sera le méme pour toutes les surfaces de la con-
gruence conlenant la courbe (C). Ainsi :

Si Uon considére toutes les surfaces de la congruence qui
contiennent une méme courbe (C).de la congruence, il existera
sur (G) un certain nombre de points pour lesquels toutes ces
surfaces admettront le méme plan tangent, quelle que soit la
lot suivant laquelle on ait assemblé les courbes qui les engen-
drent.

Nous désignerons ces points sous le nom de points focauz.

s

313. Le nombre des points focaux situés sur chaque courbe
dépend de la forme des équations (1) par rapport & z, y, = plutot
que de la maniére dont y figurent @ et b. En d’autres termes, il
dépend surtout de la forme et de la définition des courbes de la
congruence, plutét que de la maniére dont elles sont assemblées.
Supposons, par exemple, que les équations (1) soient du premier
degré par rapport & x, y, z et représentent une droite : Péquation
(4) sera du second degré, en général, et définira deux points
focaux sur chaque droite de la congruence. Si f est du degré m
et ¢ du premier degré, la congruence sera formée par des courbes
planes d’ordre m. L'équation (4) étant alors du degré m+1,1ily
aura, en général, m(m +-1) points focaux sur chaque courbe de
la congruence.

Lorsque les courbes de la congruence rencontrent une courbe
fixe (K), leurs points de concours avec la courbe fixe sont
évidemment des points focaux. Il en est de méme si ces courbes
passent par des points fixes; mais nous allons montrer que, dans
ce dernier cas, chacun de ces points fixes équivaut au moins &
deux points focaux.

Soit, en effet, M un point par lequel passent toutes les courbes
de la congruence. Si on le prend pour origine des coordonnées,
les équations (1) ne contiendront pas de terme constant et les
termes de degré moindre seront au moins du premier degré.
Par suite, les termes de degré moindre dans I’équation (4) seront
au moins du second degré; et deux, au moins, des points d'inter-
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section de la surface représentée par cetle équation avec la courbe
(C) de la congruence se confondront & lorigine des coordonnées,
c’est-a-dire au point M.

Indiquons quelques applications.

Pour une congruence de coniques, il y a six points focaux sur
chaque conique.

Si les coniques deviennent des cercles, c’est-a-dire rencontrent
deux fois le cercle de I'infini, deux des points focaux sont rejetés
a I'intersection de chaque cercle et du cercle de P'infini; il en reste
quatre seulement a distance finie.

Si les cercles passent par un point fixe A, il ne reste plus, en
dehors de A, que deux points focaux a distance finie sur chaque
cercle. C’est ce que 'on reconnait d’ailleurs immédiatement en
effectuant une inversion dont le pole est en A.

314. VAprés!ces indications sommaires sur le nombre des points
focaux, étudions leur distribution dans 'espace. Si I'on élimine «
et b entre les équations (1) et (4), on obtient en général une seule
équation, qui représente le lieu des points focaux de toutes les
courbes de la congruence. Nous donnerons a <e lieu le nom de
surface focale de la congruence. 1l se compose d’autant de
nappes qu'il y a de points focaux sur chaque courbe de la con-
gruence. La surface focale peut se décomposer, se réduire, en to-
talité ou en partie, & des courbes ou a des points : nous laisserons
de coté 'examen de tous ces.cas, qui nous entrainerait trop loin,
et nous établirons les propriétés générales suivantes.

Ecrivons les ¢quations (1) et (4) sous la forme

(5) F of do of , 00

M—0} &;—/g;:o, w kg =9
ouk désigne une inconnue auxiliaire. Sil'on regarde @ et b comme
donnés, ces équations déterminent les points focaux d’une cer-
taine courbe (C) de la congruence. Le plan tangent en un de ces
points & l'une quelconque des surfaces de la congruence qui con-
tiennent la courbe (C) est défini par Péquation (3), qui prend ici
la forme

it e OB ENPOR S ag il fap i
(6) <(Tz_— —~>dx—.—<——ll7)d)—r(\—_—/.—)(l..—-o.

" Oz
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Nous allons montrer que ce plan est aussi tangent a la surface
focale au point considéré.

On obtient, en effet, I'équation de la surface focale en éliminant
@, b, Lk entre les quatre équations (5); mais, au lieu d’effectuer
cette élimination, on peut conserver toutes ces équations en con-
venant d’y regarder @, b, k comme des fonctions & déterminer.
Par suite, pour avoir le plan tangent a la surface focale aun point
considéré, il faudra différentier les équations (5) en y regardant a,
b, k comme des variables. Or, si 'on différentie seulement les
deux premiéres et que 'on forme la combinaison

df — kdo = o,

les coefficients de da, db disparaissent en vertu des deux der-
niéres équations, et l'on retrouve I'équation (6). Cette équation
représente done, comme nous I'avons annoncé, le plan tangent a
la surface focale, et nous pouvons énoncer la proposition sui-
vante :

Les courbes d’e la congruence sont tangentes en tous leurs
points focauz & la surface focale. Les différentes surfaces de
la congruence qui contiennent une courbe déterminée de cette
congruence sont toutes tangentes & la surface focale en tous
les points focaux situés sur cette courbe; et, par conséquent,
elles devaient étre, comme il a été déja établi, tangentes les
unes aux autres en ces points.

315. On retrouve encore la surface focale en étudiant le pro-
bléme suivant :

Assembler des courbes de la congruence de telle maniére
qielles aient une enveloppe, ¢’est-a-dire qu’elles soient toutes
tangentes a une certaine courbe.

Prenons pour b une fonclion de @ : nous obtiendrons une
famille de courbes représentées par les équations

(7) f=o, ¢ =0,

qt ne contiennent plus qu’un paramétre @. Pour que ces courbes
atent une enveloppe, il faut que, pour toute valeur de @, on puisse
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déterminer des valeurs de z, y, & satisfaisant aux deux équa-
tions (7) en méme temps qu’a leurs dérivées prises par rapport

\

aa,

(8) G b O Sl g

dasldb da — % Ba Rde T

3 S " > db . .
Si Pon élimine entre ces €quations —- , on retrouve I'équation (4)

qui caractérise les points focaux. Donc :

St Uon veut assembler des courbes de la congruence de telle
maniére qu’elles aient une enveloppe, cette enveloppe sera
nécessairement formée par des points focaux de ces courbes

et sera, par conséquent, située sur une des nappes de la surface
Sfocale.

D’autre part, si I’on élimine Z, ¥, % entre les équations () et
(8), on sera conduit & une relation de la forme

: db
(9) fb(a, b’c_{E — 03
ce qui montre que la solution compléte du probléme exige, en
général, l'intégration d'une équation différentielle du premier
ordre.

Les propositions établies précédemment conduisent encore a ce
dernier résultat. Nous avons reconnu que, si des courbes de la
congruence admettent une enveloppe (E), cette enveloppe (E)
doit se trouver sur une des nappes de la surface focale. Mais il est
clair qu’elle doit encore satisfaire a une autre condition : il faut
qu’en chacun de ses points elle soit tangente a la courbe de la
congruence qui vient toucher en ce point la surface focale. Cette
derniére condition, qui est évidemment nécessaire et suffisante,
équivaut a une équation différentielle dont I'intégration permettra
seule de résoudre complétement le probléme. Cette équation dif-
férentielle sera du premier ordre et du premier degré pour chacune
des nappes de la surface focale; mais, si ces nappes ne peuvent
étre séparées analytiquement, on aura a considérer une seule
équation du premier ordre, dont le degré sera égal au nombre des
nappes de la surface. '
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Dans le cas ot P'une des nappes de la surface focale se réduira
a une courbe (K), il suffira, pour avoir une solution partielle du
probléme, d'assembler toutes les courbes de la congruence qui
passent par un méme point de (K). Si l'on considére, par
exemple, la congruence formée par les cercles qui rencontrent
quatre courbes données, on aura toutes les solutions en assemblant
les cercles, en nombre infini, qui passent par un point quelconque
de 'une de ces courbes.

316. Lorsque les courbes de la congruence sont simplement
tangentes a une des nappes de la surface focale, les points de
contact de ces courbes doivent étre considérés comme des points
focaux simples; mais, si les courbes ont un contact d’'ordre p avec
la nappe considérée, chaque point de contact sera un point focal
multiple tenant lieu de p points focaux ordinaires. Voici comment
on peut établir cette proposition.

Soit

z2=f(z,7)

I’équation de la nappe considérée. Sil'on remplace partout z par
s+ f(z,y), cette substitution ne change pas I'ordre de contact
des courbes et des surfaces; mais la nappe précédente est rem-
placée par le plan des zy. Nous pouvons donc, sans restreindre la
généralit¢ des raisonnements, supposer que toutes les courbes de
la congruence soient tangentes au plan des zy; et nous allons les
étudier dans le voisinage de ce plan.

Substituons aux paramétres a et b qui entrent dans les équations
de chaque courbe de la congruence les coordonnées Zy, ¥ du
point de contact de la courbe avec le plan des zy. Les équations
qui définissent cette courbe donneront alors pour y et s des

valeurs qui pourront étre développées en série et seront de la
forme
Y =yo-=A(x—x5) +B(z — 2)2+. ..,

& = Ay (& — 20 )P+ — By (@ — 2 )P+2 -

A, Ay, B, By, ... étant des fonctions quelconques de z, y, et p
désignant 'ordre du contact de la courbe avee le plan des zy.
Ecrivons I'équation i
9f 99 of 99
doy s~y iy =
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qui détermine ici les points focaux. Elle sera de la forme
—(p—+1)A(z—>)P +-...~ 0,

les termes non écrits contenant tous en facteur une puissance de
x —z, d’exposant supérieur d p. On voit que la valeur 2, de 2 sera
d’un ordre de multiplicité précisément égal & I'ordre de contact
de chaque courbe de la congruence transformée avec le plan des
zy, ¢’est-a-dire de chaque courbe de la congruence primitive avec
la nappe considérée de la surface focale. Cest la proposition que
nous voulions établir.

317. On peut raisonner d’une maniére analogue lorsque les
courbes de la congruence rencontrent toutes une courbe fixe (K).
Si

a=f(z), y=9(a)

sont les équations de cette courbe, on commencera par remplacer
z par z- f(x) et y par y -+ o(z) et la courbe se transformera
dans P’axe des 2 sans que les ordres de contact aient été changés.
Substituons & 'un des paramétres a et b qui entrent dans I'équa-
tion de chaque courbe de la congruence I'abscisse z, du point de
rencontre de cette courbe avec I'axe des x, les équations de la
courbe prendront la forme

Y= A(x—azy) +- Blx—xz)?

5= A(w—2y) = By(x~— )

A, B, Ay, By, ... désignant des fonctions de z, et de 'autre pa-
ramétre o dont dépendent les courbes de la congruence. L'équation
qui déterminera les points focaux sera ici

L 0A A" -
(.zr—:ro)<1 T »—A\tz}—xf‘) =10,

les termes non écrits contenant (z — z,)* en facteur. On voit que

le point de rencontre sera un point focal simple, & moins que I'on
n’ait
A,

A% JA
oo,

Aj— =0
' 02
ou, en intégrant,

A=A o(zy).
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Cette condition s'interpréte aisément; elle exprime que les
tangentes a toutes les courbes de la congruence transformée qui
coupent au méme point 'axe des z sont dans un méme plan
passant par Ox. En étendant cette conclusion 3 la congruence
primitive, nous obtenons le résultat suivant :

Quand les courbes de la congruence rencontrent une courbe
Jize (K), les points d’intersection sont des points focaux
simples, a moins que les tangentes a toutes les courbes de la
congruence qui passent en un point quelconque de (K) ne
sotent toutes situées dans un plan passant par la tangente en
ce point & la courbe (K).

Sil’on étend ce mode de recherches au cas ou toutes les courbes
de la congruence passent par un point fixe, on démontrera de
méme que ce point fixe, qui tient lieu, comme nous I’avons vu, de
deux points focaux au moins, ne pourra avoir un ordre de multi-
plicité supérieur que si les langentes menées en ce point & toutes
les courbes de la congruence forment un céne, d’ailleurs quel-
conque, au lieu de remplir I'espace. Nous laisserons également au
lecteur le soin d’établir, par une simple application des méthodes
orécédentes, une élégante proposition qui nous a été communiquée

par M. G. Keenigs :

St une congruence est telle que chacune des courbes qui la
composent soit rencontrée par toutes les courbes infiniment
voisines de la congruence, les différentes courbes de la con-
sruence sont tangentes & une ou & plusieurs courbes Jizes ou
bien elles passent par un ou Plusieurs points fixes ()

318. Appliquons les propositions précédentes aux congruences
de droites ou systemes de rayons rectilignes. Le nombre des
droites de la congruence qui passent par un point quelconque de
espace a recu dans ce cas le nom d’ordre de la congruence; on
appelle classe de la congruence le nombre des droites qui sont

TR T mpenen s L AR REET SRR R |

(*) On laisse de coté le cas exceptionnel oit toutes les courbes de la congruence
seraient tracées sur une meéme surface et ol, par suite, tous leurs points satis-
feraient a la définition des points focaux.
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dans un plan quelconque. Le systéme des normales i Iellipsoide
forme une congruence d’ordre 6 et de classe o.

Sur chaque droite il y a, en général, deux points focaux réels
ou imaginaires. Quand la droite se déplace, ces deux points fo-
caux décrivent les deux nappes de la surface focale. Les droites de
la congruence sont des tangentes doubles de cette surface focale,
mais la réciproque n’est pas vraie, en général : toute tangente
double de la surface focale n’est pas une droite de la congruence.
Par exemple, la surface des centres de courbure de Iellipsoide
admet bien comme tangentes doubles les normales de Pellipsoide ;
mais elle admet aussi d’autres tangentes doubles qui ne font pas
partie de la congruence des normales.

Soit (d) une droite quelconque de la congruence, touchant en
M la premiére nappe et en M’ la seconde nappe de la surface fo-
cale (F). Soient (P), (P') les plans tangents en M et M’ & (F). St
'on veut assembler les droites de la congruence de telle maniére
qu’elles aient une enveloppe, ¢’est-a-dire qu’elles engendrent une
surface développable, les arétes de rebroussement de toutes les
développables ainsi obtenues devront, d’apres les propositions gé-
nérales établies précédemment, se trouver sur 'une ou l'autre des
nappes de (F). Il suit de 1a que la droite (d) fera partie de deux
développables seulement, I'une ayant son aréte de rebroussement
sur la premiére nappe et tangente en M a la droite (d), autre
ayant son aréte de rebroussement surla seconde nappe et tangente
a(d)en M'. La détermination de ces deux séries de développables
exigera dailleurs lintégration de deux équations différentielles
du premier ordre et du premier degré ou, ce qui revient au méme,
celle d’une équation du premier ordre et du second degré.

Toutes les surfaces réglées engendrées par des droites de la con-
gruence et contenant la droite () seront tangentes les unes aux
autres aux deux points focaux M et M. Il faut cependant faire une
remarque particuliére relativement aux deux développables qui
admettent () pour génératrice. Celle, par exemple, qui a son aréte
de rebroussement passant en M et située sur la premiére nappe de
la surface focale, admet en M, et par conséquent en tous les
autres points de (d), le plan tangent en M’ & seconde nappe de la
surface focale. Ce plan n’est pas, il est vrai, tangent en M a la pre-
miére nappe; mais cetle exception au théoréme général, qui se
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présenterait aussi pour les congruences les plus générales, dispa-
rait si l'on remarque que I’aréte de rebroussement d’une surface
développable est une ligne multiple en tous les points de laquelle
le plan tangent doit étre regardé comme indéterminé.

319. Désignons par les letires (G), (C") les arétes de rebrous-
sement, situées respectivement sur la premiére et la seconde
nappe, des deux séries de développables que nous venons de dé-
finir. Les premiéres développables, ayant pour arétes de rebrous-
sement les courbes (C), touchent la seconde nappe suivant des
courbes (D'). Les secondes, ayant pour arétes de rebroussement
les courbes (C'), touchent de méme la premiére nappe suivant des
courbes (D). Il Yy a une relation géoméirique & peu prés évidente,
mais trés essentielle, entre les deux familles de courbes tracées
sur la méme nappe (C) et (D) ou (C) et (D). Les tangentes aux
différentes courbes (G) aux points ow ces courbes rencontrent une
méme courbe (D) engendrent, par hypothése, une surface déve-
loppable ayant son aréte de rebroussement sur la seconde nappe.
Donc les courbes (C) et (D) forment un systéme conjugué sur la
premiére nappe ; et, de méme, les courbes (C') et (D) forment
un systéme conjugué sur la seconde nappe. Ainsi :

Sur chaque nappe de la surface focale, les courbes corres-
pondantes aux deuz séries de développables forment un sys-
teme conjugué. Les unes sont les arétes de rebroussement de
Pune des deux familles de développables; les autres sont les
courbes de contact des développables de I’autre série.

320. L’étude détaillée des relations précédentes est trés féconde
en conséquences et elle permet de résoudre différentes questions.
Proposons-nous, par exemple, le probléme suivant :

On considére sur une surface () une famille de courbes (CG).
Les tangentes & ces courbes Jorment une congruence dans
laguelle on connair déja une des deuzx familles de dévelop-
pables, celles qui sont engendrées par les tangentes aux
diverses courbes (C). On propose de définir les développables
de l'autre famille,
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Il est clair, daprés ce qui précede, qu’il faudra associer aux
courbes (C) leurs conjuguées (D) sur (X). Les tangentes aux
courbes (C) en tous les points d’une courbe (D) engendreront les
développables de la seconde famille. La détermination de ces dé-
veloppables exigera I'intégration d’une équation du premier ordre
et du premier degré, celle des courbes (D).

La construction précédente montre immédiatement que, st les
courbes (C) sont des lignes asymptotiques, et seulement dans ce
cas, elles coincident avec les courbes (D). Ainsi les congruences
dans lesquelles les deux points focaux sont constamment con-
fondus, les deux nappes de la surface focale se réduisant & une
seule (Z), sont formées de 1'un des deux systémes de tangentes

asymptotiques de (Z). Ce résultat est en parfait accord avec celui
qui a été démontré au n° 316.

321. Les propositions précédentes subissent des modifications
qu’il est aisé de prévoir dans le cas oi 'une ou l'autre des deux
nappes de la surface focale se réduit & une courbe. Alors les dé-
veloppables qui avaient leur aréte de rebroussement sur cette
nappe se réduisent aux cones engendrés par les droites de la con-
gruence qui coupent en un méme point la courbe a laquelle sc
réduit la nappe considérée.

Proposons-nous de déterminer, dans ce cas apecml la seconde
famille de développables de la congruence. Donnons-nous les
équations de la courbe focale sous la forme

=3 ¥ =9(3);

les équations qui déterminent une droite de la congruence seront
de la forme

X—z=2MZ-—23), Y —y = p(Z — 3),

X, Y, Z étant les coordonnées variables et - une fonction de % et
de determmee par la définition de la congruence. Pour obtenir
les développables, nous exprimerons que la droite représentée par
les équations précédentes est rencontrée par une droite infiniment
voisine de la congruence; c’est-i-dire que nous associerons aux
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deux équations précédentes les suivantes

dz 4+ dh(Z — ) — hds = o,

dy ~du(Z —5) — pds = o,
que 'on obtient en faisant varier infiniment peu X et 5. Sinous
éliminons Z — z, nous obtiendrons 'équation différentielle

(dz — hdz) dp. — (dy — p.dz) d)\ = o,
dont l'intégration fera connaitre les développables de la con-
gruence. On apercoit immédiatement une premiére solution
dz = dy = dz = o;

elle correspond au céne formé par toutes les droites de la con-

gruence qui passent au méme point de la courbe focale. Sj nous
écartons cetle solution évidente, et déja signalée, et si nous rem-

du. O = N
placons dyp. par sa valeur d—‘_d;—{— (7)‘—617\, nous serons conduits A

3 A \
l’équation différentielle du premier degré

)t
d ()\_ZJ);‘H

i

(10) STEE P NS ;
; N
H—‘.}’—()‘_‘”)ﬁ

dont U'intégration parait impossible dans le cas général.

Si I'on suppose que toutes les droites de la congruence qui
passent au méme point de la courbe focale y forment un plan, la
seconde nappe de la surface focale sera évidemment la dévelop-
pable (A) enveloppe de ce plan. Dans ce cas, la relation entre i,
X, =z prendra la forme

p=A\-+ B,

A et B étant des fonctions de z, et 'équation (10) se réduira a la
sulvante

d\ _ (A—2')(A') - B)
s Az 1B —y'

2

qui est une ¢quation de Riccati. Ainsi :

La détermination de toutes les courbes, tracées sur une dé-
veloppable (A), dont les tangentes vont rencontrer une courbe
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donnée quelconque (K), dépend de Cintégration d’une équation
de Riccati.

Par conséquent, elle pourra étre effectuée (n* 16 et 17) par
3 — n quadratures, dés que I'on connaitra 7 courbes particuliéres
donnant une solution du probléme. Le lecteur fera de lui-méme
Papplication au cas ou la développable (A) est Uenveloppe des
plans normaux a la courbe (R)- Les courbes cherchées deviennent
alors les développées de (R); on peut d’ailleurs obtenir deux de
ces courbes sans aucune intégration : ce sont les aréles de re-
broussement des deux nappes de la développable circonscrite a la
courbe (R) et au cercle de l'infini. Par suite, les développées les
plus générales peuvent se déterminer par une simple quadrature,
ce qui est conforme aux résultats du n® 12 [L, p- 18].

Si la courbe (R) est plane, son plan coupe (A) suivant une
courbe plane dont les tangentes rencontrent (R); on connaitra
donc une solution du probléme et, par suite, on obtiendra I’in-
Légrale générale au moyen de deux quadratures.

Si, la courbe (R) étant quelconque, la développable (A) est un
cone de sommet A, on connaitra aassi une solution particuliére
fournie par le céne de sommet A, contenant la courbe (R). Ainsi
on peut déterminer au moyen de deux quadratuves seulement les
courbes, tracées sur un céne quelconque, dont les tangentes vont
rencontrer une courbe tout a fait arbitraire.

L’équation (10) permet de reconnaitre les cas dans lesquels les
deux points focaux de chaque droite de la congruence sont con-
fondus; pour qu'il en soit ainsi, il faut évidemment que Péquation
se réduise a

ds="0,
c’est-a-dire que I'on ait
g1.~y'—(7\—x')g§j—. =0,
En intégrant, on a
r=y = h(A—2),

h étant une fonction de s. L’interprétation géométrique de ce ré-
sultat conduit au théoréme suivant, compris d’ailleurs comme cas
particulier dans celui qui a été établi au n° 317.

Les droites qui rencontrent une courbe (C) et font partie
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d’une congruence n’ont leurs deux points focaux confondus
que dans le cas ou toutes celles qui passent en un point de (C)
y cngendrent un plan tangent a ((J e

322. Telles sont les propriétés les plus simples des systémes
de rayons rectilignes. On voit que, si un tel systéme est défini, il
sera toujours possible d’obtenir par des calculs algébriques I'équa-
tion de la surface focale; mais la détermination des deux familles
de développables dans lesquelles on peut distribuer toutes les
droites exigera, en général, I'intégration de deux équations diffé-
rentielles. L'intégration de ces équations différentielles entrainera
la connaissance d’un systéme conjugué sur chacune des nappes
de la surface focale.

Réciproquement, toutes les fois que on connaitra sur une sur-
face (X) un systéme formé de deux familles de courbes conjuguées
(C)et (D), on en déduira deux systemes différents de rayons rec-
tilignes pour lesquels on connaitra les deux séries de dévelop-
pables. Considérons en effet les tangentes a toutes les courbes de
P'une des familles, aux courbes (C) par exemple. Elles formeront
une congruence pour laquelle les deux séries de développables
seront connues : les unes seront formées par les tangentes en tous
les points d’'une méme courbe (C), les autres par les tangentes
aux différentes courbes (C) aux points ou elies sont coupées par
une méme courbe (D) de la seconde famille. De 1a résulte cette
nouvelle propriété :

Toutes les fois que U'on connaitra un systéme conjugué sur
une surface (%), on pourra obtenir une suite, en général illi-
mitée, de surfaces sur lesquelles on connaitra également un
systéme conjugué.

Conservons en effet les notations précédentes et.soient (C) et
(D) les deux séries de courbes conjuguées tracées sur (Z). Les
tangentes aux courbes (G) forment une congruence dont la sur-
face focale se compose de (Z) et d’une autre surface () qui, en
général, ne se réduit ni a2 une courbe ni & une surface dévelop-
pable. Aux courbes (C) et (D) de (Z) correspondent des courbes
(Dy) et (Cy) de (2,) formant sur cette surface un réseau conjugué;
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et les droites de la congruence considérée sont tangentes aux
courbes (C,). Construisons maintenant les tangentes aux courbes
(Dy) de (Zy); elles touchent en méme temps que (X, ) une autre
surface (2,) dont la relation a (Z) sera la méme que celle de (3,)
a (X). On pourra continuer indéfiniment ces opérations tant que
'on ne parviendra pas a une surface qui dégénére en une courbe
ou en une développable, et 1'on obtiendra ainsi une suite de
surfaces
(B) (3, (L) ORI

que l'on pourra, en général, prolonger indéfiniment.

Revenons maintenant a la surface (X). Si, au lieu des tangentes
aux courbes (C), on méne les tangentes aux courbes (D), en
opérant comme nous venons de I'indiquer, on obtiendra une série

de surfaces
BN L), (2 ),

qui ne se terminera pas, en général. Sil'on réunit les deux séries
pour en former une suile unique

it (g )y (215 (2), (B, YA -

chacune des surfaces obtenues se déduira de la suivante ou de la
précédente par une construction uniforme, et I’on connaitra sur
chacune d’entre elles un systéme conjugué correspondant au
systéme primitif de (X).

Ainsi, toutes les fois que I'on aura intégré les équations diffé-
rentielles qui déterminent les développables formées avec les
droites d’une congruence donnée, la méthode précédente fournira
une série de congruences nouvelles dont les développables se dé-
termineront sans nouvelle intégration. Ajoutons méme que, pour
définir toutes ces congruences, il ne sera nullement nécessaire
d’avoir trouvé les développables de la premiére. Car, si M désigne
un point quelconque de la surface (%) et M¢ la droite de la con-
gruence tangente en M & (X), on peut toujours construire la tan-
gente conjuguée de cette droite et définir, par conséquent, la con-
gruence nouvelle qui doit succéder 2 la précédente.

323. Nous allons chercher la traduction analytique des opéra-
tons géométriques qui précedent. Pour cela nous emploierons

D. — II. 2
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les coordonnées homogénes; nous désignerons par z, ¥, z, ¢ les
coordonnées d’un point quelconque de (X) et nous prendrons
pour variables indépendantes les paramétres p, pr des deux
familles de courbes conjuguées (C) et (D). Nous savons (n° 98),
[I, p- 122] que #, y, 5, ¢ sont quatre solutions particuliéres
d’une équation linéaire de la forme

(11) gp—l—}—ag—:—bi‘)—:—cezo.

Considérons la congruence formée par les tangentes aux courbes
(C); ces tangentes a (X) vont toucher une autre surface () qu’il
s'agit de définir analytiquement. Pour cela nous prendrons un
point quelconque M(z, y, z, ¢) sur (%). 1l passe en ce point une
courbe (C); on définira un point quelconque P de la droite M¢
tangente en M a cette courbe par les formules

2 _ or A .oy i . 0z e 07
(12) X_l.z'—}—d—[o—l, l_kyfd?i-, Z_)\zf()a, T__At—.—a,

ol ) désigne une arbitraire dont la variation donnerait tous les
points de cette tangente. Pour déterminer 1, il faut exprimer que
le point P décrit une courbe tangente 4 la droite M ¢ sur laquelle il
se trouve, quand le point M se déplace sur la courbe (D), c’est-
a-dire lorsque le paramétre p varie seul. Cette condition se traduit
par des équations telles que les suivantes

iy LS TNE U S
dP “‘P‘—'—qdm7 dP =PJ 'qdpi’ it

ou p et g sont des indéterminées pouvant recevoir des valeurs
quelconques. Considérons seulement Péquation relative & X et

oX 35 A ’ i
remplacons-y 9p Parsa valeur tirée de la premiére équation (12) :

nous aurons

a;'d)‘—i— dm+ 2z Pos oxr
% TR R PPy
: . o2 gy . !
ou, en subslituant a da; sa valeur tirée de I'équation (1 1),
P 021

ox o0z or
o(5 —c—p) = FO—0)=Z b1g)=0.

Cette équation doit subsister quand on y remplace z par y, z,
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¢; elle doit donc étre vérifice identiquement (n° 99), ce qui donne

Les formules (12) et (13) se transforment donc dans les sui-
vantes

or

(li) X:‘(‘)P—l':—afr,
.l oX da or
g o 4

ol tout est connu et qui définissent complétement la nouvelle
surface (). Pour obtenir (Z_y), il suffirait d’échanger les deux
variables p etp,.

324. Supposons, par exemple, que les coordonnées Ty Aot
soient données par les formules

{
= CG(p— e)2(p1— ),
— D(s " (l)m(PI_ d)”e

= A(p— a)yn(py—a)n,

= B(p— b)m(p,— b)n,
16) (¢ )" (p1— b)

U

o @, b, ¢, d désignent maintenant des constantes quelconques,
et qui ont été déja employées aun®112 [L, p- 142]; 2, y, 5, ¢ sont
des solutions particuli¢res de I'équation aux dérivées partielles

oy e I 0
P ,1)09091 —,—nd—P —ma = o.

Pour définir la surface dérivée, on emploiera les formules (14)
qui nous donnent ici

5 n(p—a) n(p —b)
Xi—le b il paill iy L e AP —0) ;
(er—a)(p—p) " (Pi—6)(p—p1)”

On peut multiplier les quatre coordonnées homogénes par le

—o0 3 - e, I
facteur 2 = L:ce qui conduit aux formules définitives

” X=A(p—a)n+ (p1 — a)n—1,
(17) ( \':B(P__bv)”l-l-l(i_gl_[))/l—l,
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Ce sont les équations primitives dans lesquelles 72, n sont rem-
placés respectivement par m -1, n —1. En poursuivant Pappli-
cation de la méthode, on obtiendra pour la surface (Z;) le systeme

[ Xi= A(p — a)mt(pr—a),
Yi = B(p— b)mti (py — b)a—i,
‘( Z; = C(p— o)+ (py — €)%,
Ti = D(p — dymi (py —d)=,

(18)

qui convient, on s’en assure aisément, a toules les valeurs entieres,
tant positives que négatives, de Z. La suite obtenue sera illimitée
dans les deux sens toutes les fois que les nombres m et n ne
seront pas entiers. Mais si n, par exemple, était entier et positif,
la surface (2,) se réduirait 4 une courbe, etl’application de la mé-
thode serait arrétée a partir de (Z,).

325. Revenons aux formules générales (14) et (15); les coor-
données z, y, 5, ¢ d'un point de la surface primitive (Z) sont des
solutions particuliéres de I’équation (11) : cherchons I'équation de
méme forme & laquelle satisfont les coordonnées X, Y, Z, T d’un
point de la surface (Z,). La formule (14) nous montre qu'il faudra
faire la substitution

00

(19) s:a()—a*(m-

L’équation (11) peut étre mise sous la forme

i)—((JL(')+»dg)—i—bd—ﬂ—i—(c—o—a>0:o:

dp d2y dpy dp

on a donc
(20) E:(O_a_c>0__b2(i,
P dx dPl

7

et cette formule est d’ailleurs identique a I'équation (15) que nous

aurions pu poser a priori. Pour obtenir I'équation a laquelle

satisfait o, il faudra éliminer § entre les équations (1q) et (20).
Supposons d’abord que la quantité

(21) h:d—a+ab-—c

dp

soit nulle : alors il sera impossible de résoudre les équations (19 )
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A , 0 o 1 : . ;
et (20) par rapport a 0 et a 35,7 mais, si on les ajoute, aprés avoir

multiplié la premiére par b, on aura

Js
— +bo=o.
oplE g

La solution générale de cette équation du premier ordre est de
la forme

eI o (5y),

¢ désignant une fonction arbitraire de p1. Comme X, Y, Z, T sont
des valeurs particuliéres de &, on voit que les rapports mutuels de
ces quantités seront des fonctions de P15 et, par suite, lasurface (2))
se réduira a une courbe.

Supposons maintenant que la fonction £ ne soit pas nulle. Des

‘ . L 90
eql'latlons (19) et (20) on pourra déduire les valeurs de 0, e
qui seront
Js

(22) h = bs + ‘TP )
; d0 da Js
(23) lzv‘—);_(g—c>c—a£,

. a9 . .
en égalant la valeur de 55~ fournie par la seconde formule a

P1

celle que I'on obtient par la différentiation de la premiére, on
trouvera pour ¢ I'équation

d2¢ ( dlogh) 05
- |la—

9o dpy 91 ) op
(24) 1
L ds 4 da Ny 0b P d]ng‘k) S
© T opy % o o )T

Telle est 1'équation a laquelle satisferont les coordonnées X,Y,
Z, T d’un point quelconque de (=, ).

Nous sommes ainsi conduits, par une voie purement géomé-
trique, & une méthode de transformation des équations linéaires
aux dérivées partielles. Cette méthode, trés importante, est due a
Laplace qui I'a développée dans les Mémoires de I’ Académie des
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Sciences pour 1773 ('). Comme elle joue un réle fondamental
dans ’étude d’un grand nombre de questions géométriques, nous
allons I'exposer, dans le Chapitre suivant, avec tous les dévelop-

pements qu’elle comporte.

(") Recherches sur le Calcul intégral aux differences partielles, par M. DL
LA PLACE. Mémoires de Matheématique et de Physique de I’Acadeémie des
Sciences pour 1773, p. 341-403. Imprimé en 1777.
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CHAPITRE 11.

LA METHODE DE LAPLAGE.

Les deux cas d’intégrabilité immédiate. — Définition des invariants & et k; leurs
propriétés. — Formes réduites. — Equations a invariants égaux. — Méthode
de Laplace; premiére substitution, les invariants de 'équation transformée;
deuxiéme substitution. — Définition de la suite de Laplace, expression de z en
fonction de z;. — Suites périodiques. — Forme générale de la valeur de =
lorsqu'une des équations de la suite a un de ses invariants nul et peut étre
intégrée. — Proposition réciproque. — Détermination de toutes les équations
pour lesquelles la suite de Laplace est limitée d’un seul coté. — Recherche
des équations pour lesquelles la suite se termine dans les deux sens. — Pre-
micre solution; théoréme fondamental. — Deuxiéme solution; vérification di-

recte du résultat. — Etude des expressions auxquelles on est conduit, — Rappel

des recherches de M. Moutard.

326. Considérons I'équation linéaire aux dérivées partielles

: 925 03 0z
(I) Tz‘—oy—r—aﬁ—r[)qj—/—l—CNZO,

ou a, b, ¢ désignent des fonctions quelconques de z et de y; elle
peut étre mise sous I'une ou Pautre des deux formes suivantes :

J [(dz ety bdz - 0a>___0
‘('); @Tanf J;T(C—()-T-z‘ & =0,

(2) _d_ dz 42 W 1z b Foa
\0)_ ﬂ—}_ 3 +G%+<C‘5‘;’ s = 0.

‘ lz:dilwa'b—-c,

(3) g ; dxr
(k—d—b—;—ab—c
\ dy

SiZ est nulle, la premiére ‘des équations (2) peut se mettre
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d—()r(g)i —{—a;) = [1(£+a5> S

sous la forme

\

et, par suite, la détermination compléte de toutes les intégrales
de I’équation (1) se raméne a I'intégration successive des deux
équations du premier ordre

oxr

(=)
&

I

‘0—5—1-‘—1):1:0,

o

S

y

intégration qui n’exige que des quadratures.
De méme, si £ est nulle, la seconde des équations (2) prend la

forme
0 [0z \ 0z
d__}/' ((H —v—bu) A—a((yi ——r—b~> = 0,

et l'on pourra remplacer I’équation proposée par le systéme
suivant

e

<

<

3

|

31

'l\n <
Il
2

<

=
@
&
|

I

2 a
r), -+ b
tout a fait semblable au systéeme (4).

327. Supposons maintenant que /et k ne soient pas nulles :
nous allons montrer que ces fonctions jouissent de propriétés d'in-

variance, qui ont une grande importance dans1'étude de I'équation
Proposée; nous envisagerons successivement les substitutions

Tl )\3';
r=9(2), . y=uv(y);
.T:_y,v ]’:x’;

qui ne changent évidemment pas la forme de P’équation proposée.
Faisons d’abord

(6) =LAz

’

‘7\. élant une fonction quelconque de z et de y. L’équation en z

~
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sera
2 5 ap > -
e a4 21082 ot gl oz 1\ 08
) ox dy dy ) ox dz ) oy
<
(7 ' +/C_J_ad]og)\ . bdlog)\ \ lﬁt)___,_o
\ U omy, | Moyt oxdy)”

On calcule sans difficulté les nouvelles valeurs des fonctions A
etk :on trouve ainsi que ces Jonctions n'ont pas changé.

Effectuons maintenant la substitution

z=o(z'), y=U()
L’équation (1) deviendra
02z 0z 0z

T, V(') — +bo'(z)— o'(2")V'(¥)z = o.
Err i R Abe(x)®,+wa(r)v(y) o

Les nouvelles valeurs 4/, &’ de % et de & seront

[ A= ho'(2) ¥ (),

(8) i Skl
{ &= ko'(2)Y(p).

Enfin la substitution

F=96 0 y=le
échangera les valeurs de £ et de /.

Toutes ces propriétés justifient le nom d’invariants que nous
donnerons a 4 et £. 7 x

328. Lorsqu’on remplace z par )z, on a, nous lavons vu, une
équation de méme forme
o¥igi vz 03

+ b

rzdyﬂ—aﬁ d_y+cz:0'

oud, ¥, ¢ ont les valeurs suivantes :

‘ . dlog)
a=a—4 ————,
ay
e iy dlog
e dlogh dlogh 1 92}
I e R A e

et qui admet encore les invariants / et k. On pourra toujours.
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déterminer la fonction ), de telle maniére que 'on ait
(10) a'b'— c¢'=o.
En effet, en remplacant @/, &/, ¢ par leurs valeurs, nous obtien-
drons I’équation

92log)

(r1) G

= ab —e,

qui fera connaitre log par une double quadrature. Nous appelle-
rons équations réduites toutes celles dans lesquelles la rela-
tion (10) sera satisfaite. Il y a une infinité de formes réduites
correspondantes & une équation donnée. Pour supprimer cet
inconvénient, nous conviendrons de faire la quadrature double
indiquée par la formule (1 1) de telle maniére que a' s’annule
pour z =z, quel que soit y, que &' s’annule pour y = y,,
quel que soit z. Ces conditions détermineront parfaitement les
deux fonctions arbitraires introduites par l'intégration de I'équa-
tion (11).

La forme réduite ainsi définie peut se calculer exclusivement
au moyen des invariants; car on a, par suite des expressions de /
et de £,

N =
Jda’ 20’
55 I, T k,

et, par conséquent,

x ¥
(12) a’:f h dr, b’:f kdy, ¢=d'b.
xy

Yo

Il suit de 1a que deur équations linéaires ayant les mémes

invariants peuvent toujours se ramener Uune & Uautre par la
substitution

5= )z

; 5 . : log A
Les formules d’identification (9) donneront d’ailleurs ?;T""

dlog)
9y
pres.

et, par conséquent, A sera déterminé & un facteur constant

329. On peut encore adopter d’autres formes réduites pour
P'équation proposée. Les formules (9) montrent immédiatement
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que I'on pourra, par exemple, disposer de X de telle maniére que
@' s’annule identiquement et que 0’ s’annule pour y = y,. Alors

on auara
da’'

r= Siaa a'bt'—c'=—¢,
b’ b’

ke 2 ol A ey
dy

et, par suite,

X
bl NG T f (k-2 Sdp =y,
Yo

La forme réduite serait donc

(13 il f’r(/r e Rl e
13) d¢'0y+ 3 i —h)dy W——Lﬂko.

Il est clair que 'on pourrait, par I'échange de z et de y, obtenir

la forme analogue
7 (]2:’ 3 i . ()5’ Ly [
(14) MUJ,,—[[ (/z—/.)d.r]%—/u_o,

~ay

o
%Y
o les invariants sont égaux et dans ce cas seulement, on peut
ramener I'équation proposée i la forme

ot le terme en — a disparu. On reconnait ainsi que, dans le cas

023
dz d

= Az.

330. Aprés ces remarques et ces définitions préliminaires, nous
allons exposer la méthode de Laplace.

Supposons que les invariants % et & ne soient pas nuls. Nous
pourrons substituer a I'équation proposée (1) deux équations de
méme forme dont I'intégration entrainera celle de I'équation (1).

Faisons d’abord la substitution définie par la formule

(13) 3= — -+ as.

L’équation proposée pourra s’écrire

C)Zl

(16) 0z
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L’élimination de z entre ces deux équations conduit, nous
I'avons vu, a 'équation nouvelle

023, s 0z ET il i
(17) dway T My Ty Tasn=0
ou 'on a
dlogh da 0b dlogh
(I8) @y —=a— —d—y—, by —ibs 01_6—54—@— i -

Les nouvelles valeurs des invariants seront

02logh
(ig) 3 hy =0k —k— B

(_ o ==k

Elles s’expriment, comme il fallait s 'y attendre, uniquement en
fonction des invariants de 1’ équation donnée.
Effectuons de méme la substitution

0z
(20) i
. 1 dar
nous aurons
0z_
(21) kg— o=l gn
oy

et nous serons conduits pour z_, a I'équation

025 ¢ 03—y
- @y ——
dx oy

(22)

avec les valeurs suivantes des coefficients

: 0 logk b da dloghk
@B s —a by =b— T c_,:c—d‘—y—.—a;—a T

Les valeurs correspondantes des invariants seront

R el
‘ l 02 logk

E/;_I:Z/fah_ P

Ainsi, par les deux substitutions indiquées, on déduit de I'équa-
tion proposée, que nous désignerons par la lettre (E), deux équa-
tions nouvelles (E;) et (E _1). On peat évidemment apphquer la
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méme méthode a ces deux équations; mais il importe de remar-
quer qu’elle ne donnera pas deux équations nouvelles pour cha-
cune d’elles. La formule (21), mise sous la forme
034
/{; = 77 == a3y,
nous montre que la premiére des deux substitutions appliquée a
I’équation (E_y) nous raménerait a I'équation proposée dans

laquelle 5 serait remplacée par i—, et la formule (16) montre de

méme que la deuxiéme substitution, appliquée a (E,), nous ra-
ménerait a I'équation proposée dans laquelle = serait remplacée
5
par 7.
Si donc¢ on regarde comme équivalentes deux équations qui
se raménent I'une a l'autre par le changement de z en Az et qui
ont, par conséquent, la méme réduite et les mémes invariants, on

voit que les substitutions de Laplace appliquées successivement
nous donneront seulement une suite linéaire d’équations

sEeisly (E—2)1 (E~l): (E)’ (El): (E2,)~

a‘indices positifs et négatifs, dans laquelle chaque équation (E) se
déduira de P’équation (Eiy) par la premiére substitution et de
I'équation (Ei ) par la deuxiéme. Sil’on remplace partout, pour
éviter toute confusion, les variables z et y par p et p,, et si 'on se
reporte & I'interprétation géométrique de la méthode de Laplace
donnée au Chapitre précédent, on reconnaitra que, (E) étant
I'équation relative au systéme conjugué tracé sur la surface (S
(E;) sera I'équation relative au systéme conjugué tracé sur la sur-
face (Z;).

331. Les invariants des équations (E;) se déduisent les uns des
autres par I'emploi répété des formules (1) et (24). On trouve
ainsi
9% log /y;

/
.‘ Rr— Ry =l oy

(25)
l kivy = hy.

Ces formules peuvent étre résolues par rapport a &; et /y; et
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elles donnent
hi = ki+17

2 5
28) ko= okpoy —hii— r); (];;gd];;H .

On pourra d’ailleurs attribuer & 'indice 7 toutes les valeurs
entiéres, positives ou négatives; on relrouve, par exemple, les
formules (19) et (24) en faisant =0 et { =—1. On pourrait
aussi, au lieu de considérer deux séries de quantités %; et k;,
introduire seulement les quantités /;. On aurait alors une suite de
quantités

SRS LT IR (o AR

se déduisant les unes des autres par la formule de récurrence

02 log h;

0z oy

(27) hiy + by =oh; — D)
et les invariants de I’équation (E;) seraient /; et /;_,. L'équation
(E) fournira donc les deux termes consécutifs % et h.y; etla
relation précédente permettra de calculer les autres de proche en
proche.

1l est difficile d’obtenir directement I'expression de /%; en
fonction de 4 et de /i_;. On peut signaler cependant la relation

. 2loghhy ... h;
(28) /z,-+,:]zi+lz—k——ﬁq’yﬁ',

qui s’obtient par la combinaison linéaire des équations (27).

Les formules relatives a la substitution par laquelle on passe de
Uéquation (E;) a 'équation (E) peuvent étre écrites sous une
forme ou ne figurent plus que les invariants des équations inter-
médiaires. Si l'on se reporte, en effet, aux équations (18), on
reconnait que le coefficient & de I'équation linéaire demeure tou-
Jours le méme si 'on applique indéfiniment la premiére substitu-
tion. La formule (16) donnera donc, en général,

(),Z[
C—)% +bz; = /1,-_1;;,1
ou
iseige 0
Sy efbdx eEy e 0 ﬂ_ﬂfb(lx.

iy 0z *



LA METHODE DE LAPLACE. 31

Lapplication répétée de cette formule conduit a la saivante

=g Jtdzl 9 1 9 e U e
(29) e k 0z ki 0z "' By om \UiC );
qui détermine z en fonction de 3; et de ses dérivées par rapport a
x prises jusqu’a l'ordre 7. En opérant de méme avec la formule (15),
on obtiendra P’équation
2 — g—Jady PARLABUG T N
(30) H=e hh ... et A dy(ce ),
qui fait connaitre z; en fonction de z.
Il existe, évidemment. des formules analogues relatives ala
b} Y o
deuxié¢me substitution; il suffira d’ailleurs, pour les obtenir,

d’échanger, dans les formules précédentes, tout ce qui se rapporte
aux variables z et y.

332. On peut se proposer un grand nombre de questions dif-
férentes au sujet de la suite d’équations linéaires fournie par la
méthode de Laplace. Examinons, par exemple, les cas les plus
simples dans lesquels la suite sera périodique. Si 'on veut que
toutes les équations de la suite sojent identiques, il suffira que -
I'équation (E,) soit identique & (E), c’est-a-dire que 'on ait

hy = h, hi=f
Les formules (19) nous donneront alors

2 logh
oz dy

= 0, R— X

En adoptant pour nouvelles variables z, y des fonctions con-
venablement choisies de z et de > on pourra réduire la valeur de
% & P'unité (n° 327). L’équation (E) aura donc pour forme réduite
(n° 329)

On reconnait, en effet, immédiatement que la méthode de La-
place transforme cette équation en elle-méme.

Si I’on veut que les équations (E;) se reproduisent de deux en
deux, il suffira que Péquation (E,) soit identique & équation (E),
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c’est-a-dire que l'on ait

Hoy—ik, ks —2ic;

On est ains1 conduit au systeme

: logk
2k —oh — e 0,
; 2 logh
zh—zk——;dxay == 1o

qui doit déterminer /2 et k. En ajoutant les deux équations, on

trouve
2 o hK
92 log hk Ly hl = XY,
ox dy ;

Ici encore, en remplacant les variables z, y par des fonctions
nouvelles de ces variables, on peut ramener la relation précédente

a la forme
ek =1

tout se réduira donc a 'intégration de I'équation

02 logh I
dz dy —-l(h_ Z)’

que nous rencontrerons plus tard dans la théorie des surfaces a
courbure constante et dans I'étude d’autres questions de Géo-
métrie. Sil'on pose

h=e9,

elle prend la forme

(31) —— =2a(e9 — e V),

333. Nous laisserons de coté, pour le moment, 'étude de cette
équation et I'examen des questions analogues que 'on peut se pro-
poser relativement & la suite de Laplace, pour nous attacher sur-
tout au probléme le plus important, et rechercher dans quel cas la
méthode de Laplace peut donner I'intégrale générale de I'équation
linéaire proposée. Cette méthode raméne I'intégration de I'équa-
tion proposée a celle de I'une quelconque des équations (E;); il
suffira donc que I'on sache intégrer I'une de ces équations. Clest
ce qui aura lieu, en particulier, si 'un des deux invariants /; ou
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k; est nul : il importe seulement de bien définir les conditions
dans lesquelles la méthode réussira, 3

Supposons d’abord qu’aprés avoir appliqué une ou plusieurs
fois la premiére substitution, on rencontre une équation (E;)
d’indice positif pour laquelle un des invariants soit nul; ce ne
pourra étre que l'invariant /iy puisque linvariant ki de cette
¢quation est égal, d’aprés les formules (25), a invariant A;_, de
I'équation précédente (Eiy), qui, par hypothése, n’est pas nul.

Eerivons done
/L,‘ = 0.

L’application de la méthode de Laplace sera alors arrétée, et il
sera impossible de former Péquation (E;,,); mais I'équation (E;)
pourra, nous 'avons vu au n° 326, se meitre sous la forme

d [0z; 03¢
= (o—y’ +a,~s[> -+ b,-(d—y‘ —+—u,£s,-> =o,

et elle admettra I'intégrale premiére

Y désignant une fonction quelconque de y. Une nouvelle inté-
gration donnera la valeur générale de z; qui sera

(32) i e—fu;dy <X +‘/Y efa,-d)-_f{)id]' ({),) 3

Cette solution est de la forme

(33) J,'=1(X+‘/Y§dy>,

% et (3 étant des fonctions déterminées de z et de ¥ XetY dé=
signent les fonctions arbitraires, qui dépendent respectivement de
la seule variable z et de la seule variable Wz
De la valeur de z; on passera a celle de . Nous avons vu plus
haat (n° 331) que s sera une fonction linéaire et homogéne de z;
et de ses dérivées par rapport a z Jusqu’a l'ordre 7. La forme
D. — 1L 3
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générale de la valeur de z sera donc la suivante

gz:A<X-z—fY-Bd_y)

GB4). ]

| B o [y 08
( + A <.,\ +f1 . cly> eiiaa, <,\“’ ffl (Wdy),

A, Ay, ..., A; désignant des fonctions déterminées de 2z et de -
On voit que la fonction arbitraire Y sera engagée en général sous
plusieurs signes d’intégration. Si 'on annule cette fonction, on
obtiendra la solution

{35 3=AX + A X' L - AXE

qui .est moins générale, mais o la fonction arbitraire X est dé-
gagée de tout signe d'intégration.

334. Réciproquement, toutes les fois que Péquation linéaire
proposée admettra une solution particuliére de la forme précé-
dente, P'application répétée de la méthode de Laplace conduira
certainement, aprés des opérations en nombre au plus égal a 7, a
une équation linéaire dont I'invariant A sera nul. Pour démontrer
ce point essentiel, remarquons que, si I'on substitue une expres-
sion de z de la forme (35) dans I'équation proposée, elle prend la

forme ]
HX + H X'l Hyy (X050 2 g,

Si I'équation doit étre vérifiée, comme nous le supposons,
quelle que soit la fonction arbitraire X, il faudra que Hedb wn it
H;., soient nuls. En effet, si ces expressions n’étaient pas toutes
nulles, il suffirait d’attribuer & y une valeur arbitraire dans I'équa-
tion précédente, pour obtenir une relation linéaire entre la fone-
tion X et ses dérivées : cette fonction ne pourrait donc étre choisie
arbitrairement, ce qui est contraire a I'hypothése.

On calcule aisément les valeurs de H;,, et de H;. On a

0A;
H,'.H = g/f +aAl~,
0A;_ 02A; 0A; 0A;
H-:,%ZI_;_ A R N e U (S A;
i 5 aAi_ Foy a 57 b e cA;.
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On voit done que la fonction A; devra satisfaire a Iéquation

0A;

(36) P

= 5 aAg = 0.

En outre, si ’on égale a zéro la valeur de H; en y remplacant

0A; s i ) . .
T_}fl par sa valeur tirée de I'équation précédente, on trouve

. 0A;
(37) Wl +alA;; = hA,.

Ces points étant établis, appliquons la premiére substitution,
définie par la formule (15). On aura

0z . i
Fp= oy as
et, en vertu de la relation (36), la valeur de Z;ne contiendra plus
les dérivées de X que jusqu’a l'ordre i — au plus. D’ailleurs,
d’apres la formule (37), le coefficient de X (1) sera — i A;. Il ne
sera donc nul que dans le cas ou Uinvariant / le sera.

Par conséquent, Papplication répétée de la substitution nous
conduira & une équation (E;), d’indice ; inférieur A I, pour la-
quelle 'invariant % sera nul; ou bien nous finirons par obtenir
I'équation (E;) admettant une solution de la forme

;= AX.

La substitution directe montre alors que, pour cette équation
aussi, P'invariant % est nul. Donc, dans tous les cas, au bout de {
opérations au plus, la méthode de Laplace conduira & une
équation intégrable.

333. En rapprochant les résultats précédents, on peut parvenir
a une proposition précise; mais il faut que nous présentions au-
paravant quelques remarques sur les expressions de la forme

U=AX A X'+ A X9

qui contiennent une fonction arbitraire et ses dérivées jusqu’é un
ordre déterminé,

Il est évident qu’il est toujours possible de remplacer de telles



36 : LIVRE IV. — CHAP. II.
expressions par d’autres qui contiennent les dérivées jusqu’a un
ordre plus élevé.

Substituons, en effet, a X une expression telle que la suivante

Xy 4 BX) er = AX,

ot &, B, ..., A désignent des fonctions données de x et X, une
fonction arbitraire nouvelle. La fonction U sous sa nouvelle forme
contiendra les dérivées de X, jusqu’a 'ordre 7+ . Réciproque-
ment, il pourra se faire que le nombre des dérivées puisse étre
diminué dans U par un choix convenable de la fonction arbitraire.
Par exemple, la fonction

A(X + X'y B(X' X"
peut €tre ramenée a une forme plus simple, si 'on pose
xiigtiagd

Nous dirons dans la suite que la fonction U est de rang i +
par rapport @ x, lorsque I'ordre de la plus haute dérivée de X
qu’elle contient est ¢ et lorsqu’il sera impossible de I'amener a
une forme dans laquelle figureraient un nombre moindre de dé-
rivées de la fonction arbitraire. Nous ne chercherons pas & indi-
quer ici comment on reconnait, d’'une maniére générale, si une
fonction U est écrite sous sa forme la plus simple. Cette question,
qu’il est aisé de résoudre, ne se présentera pas dans la théorie
qui nous occupe.

Nous avons vu q'ue, si I'équation (E;) est la premiére pour la-
quelle I'mvariant /~ devienne nul, il existera une solution de
I'équation proposée contenant une fonclion arbitraire de X et ses
dérivées jusqu’a l'ordre i. Je dis que cette solution est irréduc-
tible quant au nombre des dérivées et que son rang est bien
¢+ 1. En d’autres termes, il sera impossible de l'exprimer, ou
méme de trouver toute autre solution de I’équation, sous une
autre forme contenant une fonction arbitraire de z et ses dérivées
Jusqu’a l'ordre ¢ — . En effet, si cela élait possible, il y aurait,
en vertu de la véciproque déja établie, une équation (E;) d’ordre
au plus égal & 7 — . et, par conséquent, certainement inférieur &
¢ pour laquelle U'invariant / serait nul; ce qui est contraire a I’hy-
potheése.
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Il résulte de 13 évidemment que, lorsque la premiére équation
pour laquelle Iinvariant % s’annule est (E:), toute équation
(Eix) d’indice positif ou négatif admettra une solution de
rang k --x par rapport a x.

Les résultats précédents s’appliquent sans modification lors-
qu'on emploie la deuxiéme substitution; le mode de formation
des équations d’indice négatif (E_;), (E_s), ... se rameéne en
effet a celui des équations a indice positif par I'échange de « et
de y. On voit donc que la suite des ¢quations d'indice négatif
cessera d’étre illimitée et se terminera a une équation (E_;) pour
laquelle I'invariant % sera nul toutes les fois que I'équation linéaire
proposée admeltra une intégrale particuliére

5=BY+ B, Y+...~B;Y?,

de rang j +1 par rapport i y, et vice versa.

336. Les développements précédents permettent de former trés
aisément les équations linéaires dont la méthode de Laplace peut
fournir I'intégrale générale. Supposons, par exemple, que l'on
veuille obtenir toutes les équations admettant une solution de
rang ¢t par rapport a x, c’est-a-dire pour lesquelles la suite
des équations d’indice positif se termine & (E;). On choisira arbi-
trairement a; et b;; I'équation

a;

hi= — +a;b;—c;=o0
i ().Z' LY I3

déterminera ensuite ¢;. La valeur de I'intégrale générale sera
donnée par la formule (32); les relations (26) feront ensuite
connaitre de proche en proche les invariants % et £ des équations
(Bl (B D’aprés Papplication répétée de deux des for-

mules (18), on aura

s b= b;.
38) 9 g
Gl ? a—a;- Tylog(h/u.../z,-_l).
La valeur connue de I'un des invariants % ou & permetira ensuite
de calculer ¢. On aura, par exemple,
i 9b;

(39) k= o + ab;—c.
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On pourra méme obtenir, sous forme développée, la valeur gé-
nérale de z. Il suffira d’employer la formule (29), ce qui donnera

4 5= o Jbidz1 0 Lﬁlﬁ_d_ %oy
(40) i h oz hy ox hiy Oz s Hd'y :

Si on laisse de cHté I'intégrale e~f¢:dz qui représente le facteur
arbitraire par lequel on peut multiplier z, cette formule ne con-
tient que les invariants et la fonction § dont la valeur est

(41) e:efb,-dx—fai(ly’

et qui peut, elle-méme, étre regardée comme un invariant; car

on a

02 logf 0b;  da; .
i ?)3; e =l; —hy = hy .

L’application de la seconde formule (38) nous fournit encore
la valeur suivante de

(42) 0= ef/"m“fady/zlzl Y T

et cette relation permettra de calculer 0 quand I'équation sera
donnée. Pour obtenir la partie de l'intégrale générale qui dépend
de X, il suffira de remplacer Y par zéro.

337. Il n’y a donc, on le voit, aucune difficulté & former 'en-
semble des équations linéaires dont la méthode de Laplace fournit
Iintégrale générale, aprés des opérations dont on peut fixer le
nombre a I'avance. Proposons-nous maintenant de déterminer,
parmi toutes ces équations, celles pour lesquelles la suite de
Laplace se termine dans les deux sens et qui admettent, par con-
séquent, une solution générale de la forme

F=AX + A X - AXY L BY o B, Y,

entiérement débarrassée de tout signe d'intégration.

L’expression précédente est de rang i par rapport & z et
de rang ;' 41 par rapport 4 y. La somme 7 -+ J sera appelée le
nombre caractéristique de I'équation. 1l est aisé de voir qu’il ne
change pas quand on applique les substitutions de Laplace; car, si
'on passe de I’équation (E) a (Ex), par exemple, le nombre 7 aura
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diminué de 4 uanités, mais le nombre ;j aura augmenté de la méme
quantité (n° 335); la somme de ces deux nombres n’aura done pas
changé. D’aprés cela, si 'on considére I'équation (E;) de rang g,
pour laquelle I'invariant % est nul et qui est de la forme

0 [0z el 03¢ A
*(); 7}:}; —1—-(1;':,-) f=) b,‘ E —i—a,-,:,-) =0,

tout se réduira & exprimer qu’elle admet une solution de rang 1
par rapport i z et de rang ¢+ 7 + 1 par rapport a ¥+ Posons,
pour abréger, n— i 4 j et faisons la substitution

Cratu
¢S S

L=

I'équation se raménera a la forme

d /1 00
79 il £ty —
(43) _ dx <1 0}/) 2
2 désignant une fonction de z et de Y- En intégrant, on aura

; 00 p
(44) % 1 0= faY;dy +X,
Y, désignant une fonction arbitraire de v et X une fonction arbi-
1 8 ¥
traire de z. La question i résoudre sera ramenée A la suivante :

Ezxprimer que Uéquation (44) admet une solution de la
Jorme

(45) 0=X+BY-+B Y +...+B,Y®,

o B, By, ..., B, sont des Jonctions déterminées de z et de y
et X, Y des fonctions arbitraires de z et de Y respectivement.

En substituant Pexpression précédente dans I'équation (44) et
en donnant 4 # une valeur numérique quelconque, on reconnait
immédiatement que les deux fonctions arbitraires Y et Y, doivent

étre lides I'une a autre par une relation de la forme
(46) Vi AY - MY o R Y4,

Ky Rsvsie 3 Ry y désionant. des fonetions de ¥ arfaitement déter-
) ) Pt g Jap
minées. Si 'on remplace § et Y, par leurs valeurs dans I'équation



40 LIVRE IV. — CHAP. II

(44), on devra donc avoir
(47) (—%‘ (BY—:— BlY’+. g .+B,LY("J) = 1()\Y—}—- \1YI+. % )\”+1Y(ll+”).

et cela pour toutes les formes possibles de la fonction Y. Pour
qu’il en soit ainsi, il faut évidemment que les coefficients de Y et
des dérivées Y soient égaux dans les deux membres. En égalant
ces coefficients, on obtient ainsi le systéme

[ 0B

{)-); = 1/\.
. {j)]ﬁ -4 B = 1);1
(48) o
................. §
B
:(EIE == Bn—l = 1)\m

S = 1)\lz+1 3

L’élimination des quantités B montre que o devra satisfaire a
I'équation ;
J
9y

02 . gn+1
(ahy) + e (ahg) —...+ (—O)n+t Jyrei (@hpty) = o0,

(49) ah—

qui est linéaire et d'ordre n - par rapport a 2, tous les coeffi-
cients étant des fonctions de ». On aura ensuite les valeurs

| B e d)\ n+1,

d
Bpoy = ahp, — E)} (1)\11+1 )s

Bt ' (ads) +...(—1)n il (@hrieg);
dy oy
qui permettront d’écrive expression de .

D’aprés la méthode précédente, on voit que, pour résoudre
complétement le probléme proposé, il suffira de choisir arbitrairve-
ment n - o fonctions de ¥ A, Ay, ..., Rk d’intégrer ensuite
'équation linéaire du n - 1™ ordre a une seule variable indé-
pendante (49), ce qui donnera « et permettra de former I'équation
(E;). Les formules (48) et (45) donneront ensuite I'intégrale gé-
nérale de cette équation, et Papplication répétée des substitutions
de Laplace permettra de former par voie de récurrence I'équation
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(E), ainsi que son intégrale générale. Mais cette solution, qui se
présente ainsi de prime abord, peut étre notablement simplifiée et
perfectionnée.

338. 11 faut d’abord lever une objection qui se présente immé-
diatement. L’expression oblenue pour l'intégrale générale sera-
t-elle irréductible quant au nombre des dérivées de la fonction
arbitraire Y, et ne pourra-t-on pas, par un choix convenable de
la fonction Y, réduire ces dérivées i un moindre nombre? I est
aisé de reconnaitre que cela aura lieu dans certains cas et de
donner un caractére précis permettant de distinguer les valeurs
de « pour lesquelles intégrale générale sera bien réellement de
rang n -1 par rapport a y.

Nous rappellerons d’abord une identité empruntée aux deux
théories voisines de I'équation adjointe et des conditions d’inté-
grabilité des expressions différentielles. Si 'on définit les fone-
tions nouvelles de y, 5 Pay o+ -y Pngs par Pidentité

PO = g0 = o - g o)
(51) J 5 02 on+1
= Wk — (E(ll)/q)-:— S (whs) —. .4 (— 1)+t foi (whprr),

o

ol w désigne une fonction de forme queleonque, on aura aussi

PXCEED SUOIREEY W (SRR S R

dJ 02 1 ; gn+1 .
= wp— E(wm)-{— I (WEs) —. .4 (— 1)+ Keaa (Wpas)s

(52) i
et, par conséquent, les fonctions % pourront s’expl‘imcr au moyen
des fonctions p.. On aura, par exemple,

gn+1 Yerpat

4 (—1)n+1
== ; ( l) oy n+1

! = _()p.,
Bl e

t )'n+1 =(— 1)"'“ Pn+1-

(53)

Ainsi, les fonctions u pourront étre choisies arbitrairement ; on
en déduira ensuite les fonctions ) par 'emploi de I'identité (52).

Ces points étant rappelés, si l'on se reporte a I'équation (49), on
voit qu’elle prend la forme

(54) Mo = g o =L g e ) =
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et, par suite, I'équation a laquelle doit satisfaire a, considérée
- comme fonction de y, est une équation linéaire quelconque
d’ordre 7 - 1. Cet ordre ne s'abaissera dans aucun cas; car, en

/ v . . B
vertu des formules (48) et (53), Pntr €st €gal au signe prés a =

et ne peut s’annuler qu’avec B,,. Si I'on prend pour o une solution
quelconque de équation (54), on déterminera les fonctions par
Pidentité (52), puis les B par les formules (48); etTon aura, en
substituant dans la formule (45), l'intégrale générale, qui con-
tiendra la fonction Y et ses dérivées jusqu’a ordre 7.

Le résultat des raisonnements précédents se traduit par les deux
propositions suivantes. ]

Si l'intégrale générale est de rang 7 —+1 ou de rang inférieur
par rapport a y, o, considérée comme fonction de ¥, satisfera a
une équation linéaire d’ordre n+1 dont tous les coefficients
seront des fonctions de y-.

Inversement, si «, considérée comme fonction de y, satisfait i
une équation linéaire d'ordre 72 -1 et dont les coefficients sont
des fonctions de y, Iintégrale générale sera au plus de rang n - 1
par rapport a y.

En rapprochant ces deux propositions, on obtient évidemment
le théoréme suivant :

Pour que I'équation linéaire
0 (1 00
s 0 T
or \ o d_y)

admette une solution de rang n—-1x par rapport a y, c’est-
a-dire pour que sa solution générale soit de la Jorme

0=X+BY-+B;Y+...-B,Y®

et ne puisse pas étre mise sous une forme analogue o il y
aurait moins de dérivées de la Jonction arbitraire de Yyl faut
et il suffit que o, considérée comme Jonction de y, satisfasse a
une équation linéaire d’ordre n 1 dont les coe 2 ffictents soient
des fonctions de y et ne satisfasse pas & une équation linéaire
semblable, mais d’ordre moindre.

D’apres cela, si I'on deésigne par Y,, Y,, ..., Y, 7t solu-
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tions particuliéres quelconques del’équation a laquelle satisfait «,
on devra prendre

a=Y X, + Yo Xo+.. .+ Yoy Xpprs,

Xy Xy, « .., X,y désignant des fonctions de z qui seront assu-
jetties a la seule condition d’étre linéairement indépendantes, afin
que «, considérée comme fonction de y, ne satisfasse pas & une
équation d’ordre inférieur a n - 1.

Si I’on se donne @ priori les solutions Y,, Y,, ..., X iy O
pourra déterminer les fonctions p. par les équations

”
Y+ Y, +...=0,

Yo 1y Yo+ i =0,

et la solution compléte du probléme n’exigera plus aucune inté-
gration. Mais nous allons voir que 'on peut présenter cette solu-
tion sous une forme beaucoup plus élégante et plus commode
pour les applications.

339. Reprenons l'identité (47) et désignons par 17, ¥a, « ..,
P 7 8 RaE K ins

Vusr 11—+ 1 solutions particuliéres distinctes de I'équation linéaire

(55) AY 42 ¥ b A YR — o

Yty -+ Ynys seront des fonctions de y dont le déterminant

Fe G Y Gt Y nery
(56) N .y'l }/_’ 7',u+l

oy it
ne sera pas nul.
L’équation (47) devant avoir lieu pour toutes les formes pos-
sibles de la fonction arbitraire Y, remplacons-y Y par I'une quel-
conque ); des solutions particuliéres précédentes. Nous aurons

0 ;
07(3)’1'—1— Brigette ol By Py —do

et, par suite, en intégrant

(57) By + By 4.4+ By +zi =0,
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z; désignant une fonction de la seule variable z. En attribuant a 7

toutes les valeurs 1, 2, ..., 7+ 1, on obtient ainsi 72—+ 1 équations

différentes d’ou 1’on pourra tirer les valeurs de B, By. ..., B,. .
Porter ces valeurs dans la formule (45) qui donne 0, ¢’est éliminer

B, By, ..., B, entre les équations précédentes et la suivante

8=BY+B;Y +... B, Y X,

On est ainsi conduit 4 la valeur suivante de §

X VR L B
. 1| @ . ! e )
(58) 0= _ 1 ¥ ¥ i !:E,
A 5 3.8 L DU el | A
Ln+1 Jn+1 _)";11»1 Yy )(u"nll l

A étant le déterminant déja défini par I'équation (56). De la valeur
de 0 on déduit celle de z;

(58 bis) Zr —MH,

M désignant une fonction déterminée de z et de y dont la valeur
ne joue aucun rdle dans la théorie.

Il est aisé de vérifier que la valeur précédente de § satisfait bien
a 'équation (44)

ix of) i =

(59) ’()7:a[)\Y—'—MY'—I—...~1—A,,;_1Y"”+”],
ot I'on a remplacé Y, par sa valeur (46), et de déterminer 1'ex-
pression de o au moyen des fonctions z;, Yi. La valeur de 6,
ordonnée suivant les fonctions X et z;, est évidemment de la forme

=Xt UN By~ oo Upig Ty,

les coefficients w; contenant la fonction Y et ses dérivées. D'aprés
] - 3 1 3
’expression (58) de cette fonction sous forme de déterminant, on
reconnait immédiatement que P’on a

0 =X—z; pour =

. < e 1
I1 suit de I3 que la dérivée 630, sera nulle toutes les fois que Fon

remplacera Y par y;, et, comme elle est linéaire par rapport a Y
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et a ses n + 1 premiéres dérivées, on aura

Y Y aY Y(n+1) ’

LR RNt
dy ! 55 P L e
Yn+1 J’;z+1 oiein .7%’:11) ‘

3 désignant une fonction qui ne contiendra plus Y. Le détermi-
nant qui figure dans I'équation précédente est évidemment propor-
tionnel au premier membre de I'équation (553); et, par suite,
I'équation précédente est bien équivalente & I'équation (59g) qu’il
s'agissait d’établir, Quant a la valeur de «, on l'obtiendra, par
exemple, en égalant les coefficients de la dérivée Y+ dans les
deux membres de I'équation (59), ce qui donnera

1 71 }"1 N ],,!ln#l)

(60) R i A R TR
A)\Il-i-l . . ves Pee e

Drey Ynwt Yhkr o i

S’il y avait une relation linéaire quelconque entre les fonc-
tions z;, o« considérée comme fonction de y satisferait & une
équation linéaire d’ordre inférieur a n -+ 1. Ainsi les fonctions x;
doivent étre independantes au méme titre que les fonctions y;.

340. La solution que nous venons de donner offre ce grand
avantage qu’elle permet de former non seulement I’équation (E;),
mais encore toutes celles d'indice moindre et, en particulier,
I'équation primitive (E). Il résulte en effet de la formule (29) que
la valeur de z, satisfaisant a 'équation (E), sera de la forme
(61) AT T T S ML)

[0) dz? o;

et, d’autre part, nous Savons que cette solution z sera de rang
{ -+ 1 par rapport 4z et de rang j -1 par rapporta y, c’est-
a-dire qu’elle serafussi de la forme

(62) =X+ B X+ B XY -y Y ey YW

L’expression de z résulte aisément, on va le voir, du rapproche-
ment dé ces deux formules.
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Si I'on se reporte en effet aux équations (58) et (58 bis), on
reconnait immédiatement que z; s'annule toutes les fois que l'ony
attribue 2 X et a Y les valeurs suivantes

X= Zp, Y= Yps
p désignant un des nombres1, 2, ..., n—+1. Il en sera de méme,
évidemment, pour toutes les dérivées de 5; et, par suite, pour
? l it ?
qui est une fonction linéaire de ces dérivées. On aura donc, quel
que soitl'indice p,
Bap+Przp+.. .+ Biald + Y yp+ 11 Yooy = 0.

Les équations ainsi obtenues déterminent les rapports mutuels de
By Biseeos Y5 Yus -+ oy 7 et conduisent & I'expression suivante de z

X A o I X Y VL Tl Sl

il () I ()
; 7 x Z e 51 @ i
(63) z=N 1 1 1 Fasr Fio |
! (0 r i
Fnty o Fprg et Dy Ve Ypes L. it

N étant une fonction que 'on peut choisir arbitrairement et dont
la valeur n’a aucune influence sur les invariants de (E) ().

Il est intéressant de vérifier directement que la valeur précé-
dente de = satisfait, quelles que soient les fonctions X, Y, 4 une
équation linéaire du second ordre. On Y parvient aisément de la
maniére suivanle.

') Nous avons admis dans le texte que les équations
q q
4 ' ' (i) s ' A =
Pz, By .+ Bl gy, 1P =o

déterminent les rapports mutuels des coefficients Bi» Yi- On pourrait objecter que,
pour certaines formes des fonctions @, 3,, ces équations deviendront indéter-
minées. Si on les résout suivant la méthode ordinaire, on trouvera, en désignant
par A le déterminant qui figure dans Pexpression de z,

LA 0 S s R
A ] S AR T e K
oX oX’ oX) oY oY)
JA oA

Nous verrons plus loin, au n® 342, que les deux déterminants ne sont

0X® oYW
Jamais nuls tant que les fonctions z, et les fonctions ¥, sont linéairement indépen-
dantes. Cette hypothése étant ici réalisée, les ¢quations considérées ne seront jamais
indéterminées.
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=
~1

Sil'on différentie I'équation (62), on aura successivement

fi,: %X+...—l—f3;}{“’+”+ j.;l‘{Y—‘-“._i-%Yz—(Y(ﬂ’
3—; = t%;i\ SEaaes %.%Xm +%Y+_,_+~UY(I~H)’
di;zj}-’ e %\_+ fi}%x’i-m*‘ c)i;z;{)\ et %YU‘-H)'
Il suit de la que I'expression
92z dlogBi 9z dlogy; ds
oz dy ) % oz Uy

ne contiendra les dérivées de X et de Y que jusqu’aux ordres
¢ et j respectivement. D’ailleurs elle s’annule, comme z, pour

D Zp, e Y-
Elle est donc proportionnelle & z, et I’on a

02z dlogB; 0z dlogy; 0z S
dz dy dy dx ) A

v

(64)

o étant une fonction déterminée de z et de - On peut l'obtenir
comme il suit.

Si, dans 'expression de 5, on attribue 3 X la valeur et 3 Y la
valeur o, on trouve z = §3. Si 'on fait de méme X — 05 Xe=—rhion
trouve 5 =Y. Les deux fonctions § et y sont donc des solutions
particuliéres de I'équation précédente. En les substituant dans
I'équation a la place de z, on aura deux relations dont chacune
suffira & déterminer 3.

En résumé, voici le résultat auquel on parvient : si l'on veut
obtenir toutes les équations linéaires pour lesquelles la suite de
Laplace ést limitée dans les deux sens et se compose de m équa-
tions, on choisira m couples de fonctions x , Y p» les fonctions z,,
ne dépendant que de z et les fonctions y, ne contenant que y,
de telle maniére qu’il n’y ait aucune relation linéaire a coefficients
constants, soit entre les fonctions z,, soit entre les fonctions ¥y
Les différentes équations qui composent alors la suite de Laplace
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sont celles qui admettent les intégrales générales suivantes

XOXS L S Ry VRN b
2l (z £ ()
AN SR S e
(65) B=Ml w ay o aP T RS
’ (7 7 j
Zm Ty .. "Zlnll,) Ym Ym - 5}’1)

lasomme 7 + ; étant égale & m —1 et M désignant une fonction
déterminée, dont la valeur n’a aucune importance, au point de vue
auquel nous nous placons, puisqu’elle n'influe pas sur les inva-
riants de chaque équation. Comme on peut donner a ¢ les valeurs
0, 1, ..., m—1, la suite de Laplace se composera de m équa-

tions.
Le cas le plus simple est celui ot I'on a m =1. Alors on peut

écrire
ou plus simplement

La suite de Laplace se compose d’une seule équation pour laquelle

les invariants sont nuls.
Puis vient le cas ott 'on a deux équations admettant respective-

ment les intégrales générales

I C et g | XY YK
s2=M | @1 Dt sl s3=N|z y yi |
| @y 5 a2 Ty Y2 ¥

et ainsi de suite.

341. Nous rencontrerons, dans la suite, des expressions sem-
blables & celle qui est donnée par la formule (65), mais les fonc-
tions x;, ainsi que les fonctions y;, pourront ne plus éire linéai-
rement indépendantes. Nous terminerons ce Chapitre en indiquant
quelques propriéiés trés simples des expressions ainsi définies.

D’abord, il est clair que le facteur M seul est changé si l'on
combine linéaivement les couples (2, 7;), c’est-d-dire si I'on
effectue une méme substitution linéaire sur les z; et sur les Vi

Il en est de méme si I'on multiplie toutes les fonctions z; par
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une méme fonction de z, et toutes les fonctions y; par une méme
fonction de y; car on reconnaitra par un caleul facile que, si 'on
remplace x; par pa;, X par o X, ¥ par sy et Y par oY, o dési-
gnant une fonction de z et & une fonction de 7, le déterminant se
reproduit multiplié par gitt git,

Il en est encore de méme si I’on effectue un changement des va-
riables indépendantes en remplacant z par une fonction de 2 ety
par une fonction de y.

En combinant les deux derniéres propriélés, on reconnait que,
par un simple changement de notations, on pourra toujours ré-
duire I'un des couples (xi yi) au couple simple (1, 1). De plus,

. . ¢ o
si 'on prend comme nouvelles variables z et v les rapports ;_2,
1

22 que 'on réduise le couple (zy, y,) a I'unité; le second
7 ;
couple sera réduit a (z, y).

Supposons maintenant qu’il y ait des relations linéaires, soit
entre les fonctions z;, soit entre les fonctions i Par des combi-
naisons linéaires des couples, on pourra réduire i zéro autant de

fonctions z; qu’il y a de relations linéaires distinctes entre ces
fonctions. On aura ainsi des couples

€0y 7e)y. (0, Yort)s “or, (0, Vi)

pour lesquels les fonctions Yoy Yagis -y ¥m seront linéaire-
ment indépendantes ; car, s'il en était autrement, I'un des couples
précédents serait une combinaison linéaire de tous les autres et
I'expression considérée serait nulle.

Considérons maintenant les relations linéaires entre les fonc-
tions y;; d’apres la rémarque que nous venons de faire, elles con-
tiennent toutes au moins I'une des fonctions y, Yoy i ek EeE
Pon peut, par conséquent, en combinant linéairement les o — 1
premiers couples entre eux et avec les suivants, ramener ces rela-
tions a la forme simple

}/3:0, *}’34—[:0’ ey }’d*l:o-

Aprés cette double transformation, il nous reste donec S,
couples
(‘z'l7.}/l)1 (1“2’ J/‘Z)y ey (‘1‘3_1’.)'3_])
D B, 4
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pour lesquels les fonctions x; et les fonctions j7; sont linéairement
indépendantes; puis les couples

<1-B, o), (Iﬁﬂ’ o), S M Wyt O,
et
(0, ya); (0 Yort)s -ty (03 7m),

pour lesquels une des fonctions est nulle, les autres étant linéai-
rementindépendantes et, de plus, n’étant liées par aucune relation
linéaire avec les fonctions correspondantes des 3 —1 premiers
couples. Nous allons voir qu'on peut faire disparaitre les couples
des deux derniers groupes par les transformations que nous avons
déja signalées.

Considérons, par exemple, le couple (0, ). Sil'on multiplie
toutes les fonctions y; par J—i; ce couple se réduira a (o, 1) et

I'expression considérée prendra la forme

. X RS ST e Y
P S R R A
M ;
?
19 5t 2 T el T M e b ]

dans laquelle la derniére ligne a un seul élément différent de zéro ;
elle se réduit donc a une expression analogue dans laquelle Y est
remplacée par Y' et y; par y;. Les nouvelles fonctions z; sont
égales aux anciennes; quant aux nouvelles fonctions yy, elles
sont respectivement égales aux dérivées des anciennes divisées
par yn. En d’autres termes, chaque couple ancien (zy, Vr) est

remplacé par [xk, <}y—"> :, I ne peut évidemment exister aucune
m
Yk

r
relation linéaire entre les fonctions (7) ; sans cela, il y aurait
m

une relation analogue entre les y% et y,. L’application de la
méthode ne sera donc pas arrétée, et I'on pourra faire disparaitre
successivement lous les couples pour lesquels une des fonctions
est nulle. Si l'on remarque que la suppression de chaque couple
(0, ¥4) diminue d’'une unité l'ordre des dérivées de la fonection
arbitraire de y, on peut énoncer la proposition suivante :

Une expression de la forme (65), en apparence de rang ¢ -+ &
par rapport & x et j -+ 1 par rapport a y, dans laquelle les couples
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sont linéairement indépendants, sans qu’il en soit de méme des
fonctions z; et y; considérées séparément, peut toujours étre ré-
duite & une expression de méme forme dans laquelle toutes les
fonctions z; et y; sontlinéairement indépendantes, et dans laquelle
le nombre des couples est diminué du nombre total des relations
linéaires distinctes qui existent entre les fonctions z; et les fonc-
tions y;, considérées séparément ; d’aprés les résultats de ce Cha-
pitre, I'expression ainsi obtenue est irréductible, de sorte qu’elle
sera, par rapport & z, d’un rang égal au nombre § - 1 diminué du
nombre total des relations linéaires entre les fonctions Yp et, par
rapport a y, d’un rang égal & 7 + 1 diminué du nombre des rela-
tions linéaires entre les fonctions T

On voit qu’en dehors du cas, quenous avons signalé en premier
lieu, oit 'un des couples serait une combinaison linéaire des
autres couples, I’expression sera encore identiquement nulle s'il
Y a entre les fonctions d’une variable, par exemple entre les
fonctions z,, des relations linéaires en nombre supérieur au rang
apparent 7 1 de l’expression par rapport a la variable dont ne
dépendent pas les fonctions considérées.

342. Nous examinerons enfin une derniére question relative aux
expressions définies par la formule (65). Supposons une telle
expression réduite a sa forme la plus simple, ¢’est-a-dire  la forme
dans laquelle les fonctions x, et les fonctions Jpne sont liées par
aucune relation linéaire, et cherchons quelle valeur il faut attri-
buer aux fonctions arbitraires X, Y pour que I'expression s’annule.
Nous allons montrer que cela ne pourra avoir lieu que si le couple
(X, Y) est une combinaison linéaire des couples (x,, 5,). Cette
proposition est évidente pour les fonctions 4 un seul couple

SRR

Zy )1

Il suffira done de montrer que, si elle est établie pour les
expressions & m — 1 couples, elle est vraie aussi pour les fonctions
a m couples.

Les coefficients de X(@ et de YU) dans I'expression (65) ne sont
pas nuls; car, si 'on y regarde le couple (z,, y,) comme tenant
lieu du couple (X, Y) des fonctions arbitraires, ils peuvent étre
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considérés comme des expressions formées avec m — 1 couples
(s )y 1565 D Ym) pour lesquels les fonctions de chaque
groupe sont linéairement indépendantes; et, d’ailleurs, le couple
(x4, 1) n'est dans aucun cas une combinaison linéaire des pré-
cédents. Par suite, si I'expression (65) est nulle pour un systéme
de valeurs attribuées 4 X et 4 Y, on pourra déterminer des coeffi-
cients finis Ay, ..., hn, tels que Pon ait

Xoe= )y g I A &

1 4 !
X!'= )\1‘2‘1 = e )\mmuz;
(@) i) . i
X \12'(11) N 2l

¥ o— Dk aale e
7 T 5 '
Y: \1_}/1 ——...f)xm}’m,

L WY IR )

Différentions toutes ces équations, sauf la ¢ -+ 1 iéme par rapport
A 2 ; nous aurons

0)\1 - O\ (i—1) ’))‘1 ¢ R gy ())\m 2
.271—;);+...-r—1‘,,l—()x——_—0, aila laiiy Zy %-— = Tn *E:O,
dhy )N - OXy 50k
Y1 % +'...-~:—y,,ld—‘;l=o, gl }’({)% -T‘-‘f“.}/(”jl) l)x’" =03

‘est-a-dire ¢ + j ‘quations & 7 inconnues 2! Mom
c'est-a-dire 1 - 7 +-10u m €q n fhtonnhues 2= SEaiaas

Le déterminant de ces équations, qui est le coefficient de X dans
'expression (65), n’est pas nul d’aprés une remarque déjd’ faite.
On a donc

Oy Ok 0 2
wr ot ey T

et, par suite, les coefficients %, ne dépendent pas de z. On éta-
blirait de méme qu’ils sont indépendants de Y5 ils se réduisent
donc a des constantes, et la proposition que nous avions en vue
est ainsi établie.

343. Les résultats donnés dans ce Chapitre ont été exposés a
plusieurs reprises dans notre enseignement et, en particulier, dans
le cours de 1883. Nous avons été conduit & traiter de la méthode



LA METHODE DE LAPLACE. 53

de Laplace par I'étude approfondie du théoréme de Géométrie
donné au n° 322 [p- 16]. Mais nous devons signaler ici un
travail trés important, présenté en 1870 a I'Académie des
Sciences par M. Moutard (')- Dans la seconde Partie de son Mé-
moire, cet habile géométre avait traité et résolu précisément la
question que nous avons étudiée dans ce Chapitre; et il avait
formé toutes les équations linéaires dont I'intégrale s’obtient sans
signe de quadrature. Malheureusement, 'extrait qui a paru aux
Comptes rendus ne donne aucune indication nj sur la méthode
suivie par M. Moutard, ni sur la forme définitive donnée i la
solution. Le Mémoire original a disparu en 1871, dans les incen-
dies de la Commune; et, dans la rédaction nouvelle qu’il a publiée
d’une partie de ses recherches au XLVe Cahier du Journal de
UEcole Polytechnique, M. Moutard a traité seulement les équa-
tions dela forme

sur lesquelles nous reviendrons plus loin.

(*) Ce Mémoire, portant pour titre Recherches sur les équations auzx derivees
partielles du second ordre a deuz variables indépendantes, a été présenté le
18 avril 1870. Un extrait en figure au Compte rendu de la séance de ce jour,
t. LXX, p. 834. Un Rapport fait sur le Mémoire par M. Bertrand se trouve a la
page 1068 du méme tome.
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CHAPITRE III.

L’EQUATION D'EULER ET DE POISSON.

Indications historiques. — Forme réduite de I'équation a étudier. — Cas particu-
lier ou les deux constantes £, B’ qui y figurent deviennent égales; formes di-
verses de I'équation. — Solutions particuliéres homogénes ou entiéres. — So-
lutions particuliéres qui sont le produit d’une fonction de z par une fonction
de y. — Invariants de Péquation. — Propriété fondamentale relative aux
substitutions linéaires; cas [particulier ou B, 8 sont égaux. — Application de
la méthode de Laplace. — Recherche directe de Pintégrale dans le cas ou la
méthode de Laplace peut fournir cette intégrale. — Ktude du cas ou la suite
de Laplace relative & I'équation est illimitée dans les deux sens; on peut ra-
ramener § et 8’ & étre compris entre zéro et 1. — Intégrale de Poisson et de
M. Appell. — Cas limite ou Pon a f -+ '= 1. — Indication d’un probléme de
Géométrie, déja étudié au tome I, qui se raméne a l'intégration de Péquation

A\

o= 3)

344. Avant de continuer P'exposition des théories générales,
nous allons faire 'application des propositions déja obtenues a
une équation remarquable, que nous rencontrerons d’ailleurs dans
I'étude de plusieurs questions de Géoméirie.

Cette équation est la suivante

) 02z n ()z: m 0z P

ou m, n, p désignent trois constantes auxquelles on peut attribuer
des valeurs quelconques. Sous sa forme la plus générale, elle a été
traitée par Laplace dans le Mémoire que nous avons cité au n° 323
[p- 22]. Le cas particulier ot 7 est égal & n s’était déja présenté
dans les recherches d’Euler relatives 4 la propagation du Son. Le
grand géométre a étudié ce cas particulier sous toutes ses formes
dans le t. IIl de son Calcul intégral (Chap. IIL, IV et V de la
seconde Section); il a montré que la solution la plus générale de
I'équation peut étre obtenue, sans quil y ait une intégrale pre-
miere, toutes les fois que, p étant ramené a zéro par une transfor-
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mation que nous allons indiquer, la valeur commune de 2 et de n
est un nombre entier; et il a donné cette solution générale sous
une forme développée qui était alors tout & fait nouvelle dans la
Science et qui contenait les dérivées des fonctions arbitraires
jusqu’a un ordre quelconque. D’autres travaux trés importants,
que nous aurons l'occasion de citer, ont pour objet, soit I'équation
générale, soit le cas particulier ot m est égal a n. De toutes les
équations que nous aurions pu choisir, il n’en est aucune dont
I’étude présente plus d'intérét et puisse fournir autant d’indica-
tions précieuses sur I'intégration des équations linéaires les plus
générales.

343. Silon effectue la substitution
(2) = (z— y)*0,
on obtiendra pour § I'équation suivante

020 n 09 m'  df ya

o T A ) o' 0T 0 —
(3) droy x—y dv B z—ydy (z—y)? 0
ou l'on a
(4) m'=m+a, n'=n+a  p=p+2t+alm+n—i).

‘équation (3) est de méme forme que la proposée, mais on peut
disposer de «, ce quipermet de la simplifier. Par exemple, il existe
en général deux valeurs de o pour lesquelles le terme en § dispa-
raitra. Nous pourrons donc, dans ce qui va suivre, nous borner i
considérer I’équation

(E) S e

débarrassée du terme en z. Nous I'appellerons 1'équation E(B, 8/
et nous désignerons par la notation Z(#, #') une quelconque de
ses solutions.
Il résulte des formules (4) que, si I'on pose
s5=0(z— y)-B-8,
I'équation en § sera

0% 1—B 98 1—f

i e
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Cette équation est de méme forme que I'équation (E), mais Betf
y sont remplacés respectivement par 1— @' et 1— f. En faisant
usage de la notation indiquée plus haut, on peut dire que l'on a

(6) (pr—a)t=P-f' Tt =00 = ZI(B, 8",
Cette propriété si simple joue un réle important dans 'étude de

I'équation.

346. Si l'on applique a I'équation (E) la substitution générale
définie par la formule (2), elle prend la forme (3), m', 0/, p' ayant
les valeurs particuliéres suivantes :

(i) m=a- 8 n=aq+f, p’:1(1+{3+3’—1).
On peut donc disposer de « de maniére a faire disparaitre soit

05 : 0z . : |

le terme en 22, soit le terme en —. On ne peut les faire disparaitre
7 PT

simultanément que si 'on a

g=p.
Supposons cette condition vérifide. En effectuant la substitution
2= (x—y)Po,
on obtiendra pour Ql’équation

(e) PRIS BlE By

oy = (m—

en sorle que, si I'on désigne par Zg une solution quelconque de

cette équation, on aura

(8) Zﬁ=(1’*J’)SZ(?: B),

c'est-a-dire que 'on obtiendra toutes les solutions de I'équation (e)

en multipliant par (z — 5 )B toutes les solutions de Iéquation
E(B, B).

Par des changements de variables que I'on apercevra facilement,
équation (¢) peut se mettre sous I'une des formes sujvantes

(9) 5)2:. S W2z L 2m dz  n a
) W T T gt
(10) ’)2:’: mg,

Y x
0)»2 dax2
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qui ont é1é données par Euler et qui la rapprochent de 'équation
de Ricecali.

347. Revenons a I’équation générale E(B, £'); on peut obtenir,
et de différentes maniéres, un grand nombre d’intégrales particu-
lieres de cette équation. Cherchons, par exemple, les intégrales
homogénes en y et z. Sil'on pose

(rr)

y 5
= —re] s =zho(l),

on sera conduit, par la substitution de la valeur de =z dans Iéqua-
tion (E), a la relation

(r2) ta—)e"(t)+[1—h—B—(1—) + B)ele(t)+ 2B () =o.

Clest, avec des notations différentes, Iéquation différentielle 3
) y q
laquelle satisfait la série hypergéométrique. On peut prendre
9 yperg q P P
pour ¢ deux quelconques des intégrales particulitres de cette
équation, par exemple les deux suivantes

W+B ) v S
(%) F(?,ﬁ;r[i—.—).,l.;{iﬁ—/‘,;—‘)a
qui conduisent aux valeurs suivantes de z :
' b .,ly
z:xlF(—)\, By1—p—2, ;)»

= oS BAE (B, BB hy 1 B0 ).

n

|
(13) {
|

Quelques-unes de ces solutions jouent, comme nous le verrons
plus loin, un réle important dans la recherche de I'intégrale gé-
nérale de I'équation.

Si 'on donne & ) une valeur entiére et positive, la premiére
solation

&

x)\F<—)\, p',,_p_x,l>

devient un polynéme homogéne et entier de degré %. On voit
donc que I'équation proposée admet une infinité de solutions
entiéres.

mmf" ﬂ*‘_l”mWPAL‘{&i

kDIﬂE :'/ - ‘\ A A‘).‘,.,« ..é} A
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348. On peut aussi, en suivant une méthode trés usitée en
Physique mathématique, chercher si I'équation proposée admet
des solations qui soient le produit d’une fonction X de 2 par une
fonction Y de y. Sil'on substitue i la place de z le produit XY, on
obtient la relation

(2 — 7)X'Y — B'X'Y 4 BXY' = o,

a laquelle on peut donner la forme suivante :

La valeur commune des deux membres ne peut étre qu'une
constante; on aura done :

ce qui donne, en intégrant et négligeant les constantes qui entrent
en facteur,
X=(z—a)B, Y=(y—a)p.

Ainsi, quelle que soit la constante a,
(14) s=(x—a)B(y—a)p

sera une solulion particuliére de I'équation proposée. Sil'on ap-
plique la proposition énoncée 4 la fin du n° 345, on verra qu'il en
esl de méme de

(15) (¥ — )-8z —a)p~1(y — a)s—1,

349. Le calcul des invariants /4 et de I'équation n’offre aucune
difficulté. On a

B'ir_ R B(r gy
(16) /,:f‘(‘—"?, /;:M.
(=g (z—yp

Ces valeurs si simples mettent sur la voie de la plus importante
des propriétés de I'équation E(B, p').

Nous avons vu en effet au n° 327 que, st I'on effectue sur les
variables indépendantes la substitution

x:?(‘xl)y y=1u Yo
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les nouvelles valeurs 7/, &’ des invariants sont
’l’:h’-‘?,(-f’)'l‘/’(‘}”), ][’:I{L?’(.Z")',‘f’(}'l).

I suit de 13, et de la valeur particuliére que prennent ici & et &,
que ces invariants conserveront la méme valeur lorsqu’on effec-
tuera sur z et sur » une méme substitution linéaire, d’ailleurs
quelconque. Par conséquent, si ©(z, y) désigne une solution
quelconque de Péquation E(B, '), la fonction

G ar e ayd
"\az+6’ ay+b :

ou les constantes a, b, ¢, d ont des valeurs quelconques, sera une
solution d’une équation linéaire ayant les mémes invariants. On
retrouvera done une solution de I'équation proposée (n°® 328) en
multipliant I'expression précédente par une fonction déterminée,
la méme pour toutes les solutions. Voici comment on peut obtenir
ce multiplicateur.

Considérons la solution particuliére déja donnée au numéro

précédent
(x—2)B(y—a)yPf.

Si I'on effectue sur x et sur ) une méme substitution linéaire dé-
finie par les constautes a, b, ¢, d, elle-prend la forme

Alaz+b)Blay +b)B(z—a)y3(y— o) P,
A étant une constante el o étant définie par la relation

ca'+—-d

S b

11 suit de la qu'on retrouve une solution de I'équation proposée
multipliée parle facteur (az -+ b) B (ay -+ b)F'; et 'on estainsi
conduit a la proposition suivante, qu'il est aisé d’ailleurs de con-
firmer par un calcul direct et rigoureux.

Si Uon a obtenu une solution quelcongue
¢ (%, 7)

de Uéquation E(B, §'), on pourra en déduire la solution plus
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oénérale
8 %

crx+d eyt
az b ay -+ b

(a5 (ax +b)B(ay+ b')‘("tp ( > = o(z, y),

a, b, c,d désignant des constantes quelconques.

Ce résultatest da & M. Appell, qui Ia établi dans une Note élé-
gante consacrée a I'étude de I'équation E(B, #') (*). Nous I'avions
obtenu d’abord pour le cas particulier de 1’équation E(B, B) (®»
ot il revét une forme particuliérement simple, et voici comment
nous y avons été conduit.

Reprenons la forme (e) de cette équation que nous écrirons
ainsi :

0%z drdy
ofdj_d.rcl‘y: m([——m)mq-

Le premier membre demeure invariable lorsqu’on remplace z et y
respectivement par des fonctions quelconques de ces variables.
Quant au second membre, il contient le facteur

dz dy
e
(#—x)?

qui est le carré de I’élément linéaire d’une sphere [1,p. 30]; et il
demeure invariable (n° 24) lorsqu’on effectue sur z et sur ¥ une
méme substitution linéaire. Done, de toute solution de léqua-
tion (e), on peut déduire une winfinité de solutions nouvelles,
en effectuant sur les variables z et Y une méme substitution
linéaire quelcongue.

350. Voici une premiére conséquence de ces propositions. Si
Pon différentie la solution générale (17) par rapport i I'une quel-
conque des constantes a, b, ¢, d et si, aprés les différentiations,

on attribue a ces constantes les valeurs o, 1, 1,0, on obtient des

R e D e S BT

(*) APPELL, Sur une équation lineaire auzx derivées partielles (Bulletin des
Sciences matheématiques, »* série, t. VI, p. 314; 1882).

(*) DARBoux, Sur wune dquation lindaire auz deripées partielles (Comptes
rendus, t. XCV, P- 69; juillet 1882).
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combinaisons linéaires des trois expressions suivantes :

(e 0p o
\ amy’ Tt L

(8) 3
?%—x 2 (o B

Ainsi, lorsqu’on aura une solution quelconque de l’equatwn
E(B,p ), on en déduira des solutions nouselles en opéerant sur
cette solution au moyen des symboles

C N L
& 0y %o Loy
J J

— +y2— + Br+Q'y
be Tt B By

Pour le cas de Uéquation (e), le dernier symbole se réduit a
la forme simple

Si I'on emploie la notion si importante des transformations
infinitésimales due a M. Lie, on pourra dire que I’équation
E(3, p') admet trois transformallons infinitésimales. Celte pro-
priété a d’ailleurs été signalée par M. Lie.

351. Proposons-nous maintenant d’appliquer a I'équation con-
sidérée la méthode de Laplace. Les valeurs des invariants 4 et /
ont été déja données au n° 349; et I'on reconnait aisément, en
commencant les calculs, que les invariants /; et /; de I'équation
(E;) sont de la forme
A; B;

i =

b= Ty =77

A; et B; désignant des constantes. Les formules (25) du n° 331
nous donnent ici
| Airi=2A; — B;+ 9,

10
(19) { Brey=As

Ces relations de récurrence conduisent, par un caleul facile,
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aux valeurs générales de A; et de B;; on trouve ainsi

i

A;= 24+ (A—B+1)i+A,
B;=2+ (A —B—1)i+B,

ou, en remplacant A et B par leurs valeurs,

j A = B8,

(a0) | By =(i+ B —1)(i —B).

Si aucun des nombres 3, 8/ n'est un entier réel, la suite de
Laplace sera illimitée dans les deux sens. Pour qu’elle soit limitée
dans un sens, il suffira que 'un des nombres soit entier. Par
exemple, pour que la suite soit limitée du coté des indices po-
sitifs, il faudra (n° 333) que I'un des nombres

soit un entier positif ou nul; pour qu’elle le soit du coté des in-
dices négatifs, il faudra que I'un des nombres

soit un entier nul ou négatif. La suite ne peut donc étre limitée
dans les deux sens que si les deux nombres B, @' sont des entiers
de méme signe, la valeur zéro n’étant exclue pour aucun d’eux.
Dans ce cas, l'intégrale générale s'obtiendra sans aucun signe
de quadrature; c’est ce que Pon vérifie aisément de la maniére
suivante.

352. Reprenons I'équation E(8, &), écrite sous la forme

0z ar 03

(9”*‘.}’)03‘)7—.“ 5

et différentions-la par rapport a z, par exemple. Elle devient

( 54 Bz LS
T e oy TP o

02z

(18— —
'("‘>0zq;' o.

~ 5 : 0z Tl e : '
Cette relation exprime que -~ satisfait a 'équation E(B + 1, B).

Si nous employons la notation proposée au n° 343, nous aurons
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donc

IL(8.8)
ox

(21) =Z(B-+1,8),

et l'on trouverait de méme

0Z(B, )

(22) i

= Z(?H 3'+l)'

L’emploi répété de ces deux formules conduit  la suivante

: (8, 8y

22 i RO T o
(23) e =Z(8-+m, B +n),
qui les contient toutes les deux. Nous allons déduire les consé-
quences de ces diverses relations; mais, auparavant, il est indis-
pensable de présenter les remarques suivantes.

Considérons, pour fixer les idées, la formule (21); elle nous

apprend que, si 5 est une solution de I'équation E(B, 8", 3—; sera
une solution de I'équation E(8 + 1, 3/). Mais on n’a pas le droit
de conclure qu’en prenant les dérivées par rapport & z de
toutes les solutions de I'équation E(3, '), on aura toutes les solu-
tions de I'équation E({ +1, §'). Pour décider ce point essentiel,
il suffira évidemment de chercher si, étant donnée une solution z,
de I'équation E(2 + 1, 8'), on peut toujours en déduire une solu-
tion s de E(3, #') par la formule

03
or

Il

2

s 5 - 4
Portons cette valeur de :-); dans I'équation E(3, 8'), elle prendra
la forme
03

= 0,
i ()‘),

03 .
('T_]’)J'l —f's+
o 0%
et elle fournira 3 lant que B ne sera pas nul. On aura

YT R

=Y f)31]

dv

1 .
o

03 g’ 72—y 05

et, par suile

o

<

ds = gidv-"r [

w| T
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Le second membre est une différentielle exacte, en vertu de
Iéquation E(8 +1, §') & laquelle satisfait z,. En I'intégrant, on en
déduira la valeur de z.

Ainsi, tant que B sera différent de zéro, la formule (21), ap-
2 ./ I u ) )
pliquée aux différentes solutions de E(B, B'), donnera toutes
les solutions de E(f8 +1, 8'); et, par conséquent, 'intégrale
générale de cette derniére équation pourra se déduire de celle
de E(B, #').

Il est aisé de reconnaiire que, si f est nul, la proposition cesse
d’étre exacte; car la valeur générale de z est alors

Z(o, ﬁ’):‘/‘X(y—.L‘)*x'f"dxj’— VL

ct la dérivation par rapport a x élimine la fonction arbitraire Y.

La proposition que nous avons établie s’étend naturellement &
la formule (22), par I'échange de z et de ¥ et, par suite, elle
nous conduit, relativement & I'équation générale (23), 4 la con-
clusion suivante :

La formule (23) permet de déduire Uintégrale générale de
Uéquation E(B+-m, B+ n) de celle de I’équation E(B, B)
toutes les fois qu'aucun des nombres

St B N ey e

¥
(514 nr ’
gy Bl B-n—1

n’est égal a zéro.
353. Faisons, en particulier, B =1, ¥’ =1 et remplacons m, n
par m —1, n—1. La formule (23) nous donnera

gm+n—2 7 (y, 1)

Z(m,n)= Ozt gyn—1 ’

et il suffira de remplacer Z(1,1) par sa valeur la plus générale
pour obtenir I'intégrale générale de E(m, n). Or I'équation E(1,1)

02z 9% ° 0z

S 2y i it

(6]

SR e S £as
sintegre immédiatement et nous donne

J(.Z‘—_y):X——Y.
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X désignant une fonction de z et Y une fonction de y. On aura
done, pour 'intégrale générale de E(m, n), la formule élégante

(2-“ Z()n, n) _ om—+n—2 (X ol | Y) :

datn—1 ,))_,u —1 ;—_7

\

Le développement du second membre donnera une expression
de rang m par rapport a z et de rang n par rapport a y, ce qui est
conforme & la théorie développée dans le Chapitre précédent.

Supposons maintenant que { et @ soient des entiers négatifs :
si nous faisons usage de la formule (6) démontrée au n® 343, nous
pourrons donner a I'équation (23) la forme nouvelle

| )m+-n Zin = A= @)

— yt—m—n—P-B' Z(1—B"—_ LS e :J‘ sl Sl sl I8 6 ) 5

(x— %) BB Z(1—B — n, 1 { B o T [(1-—y)ﬁ+ﬁ’-l]

!

ou, enremplacant 8, 3', m, n respectivement par1—f' 1 —f, n, m,

om+n

Skt , ’ Z(8, @
(25) Z(B—m, B —n)=(z — y)ntn+1—B-8 e [(x_)%ﬁ'] ;

Sil'on fait dans cette équation 8 = f8'= o, on est conduit 4 la
formule
om+n XY
B = oA —= (r — ypym+n+1 _ Sty F ey
(26) Z(—m, —n)=(x ¥) PETT (:r—_y)’
qui donne l'intégrale générale de I'équation E(— m, — n).

On peut enfin obtenir Pintégrale générale lorsque la suite de
Laplace est limitée d'un seul c6té, c’est-a-dire toutes les fois que
P ) q
'un des nombres {3, &' est entier. Supposons, par exemple, £ égal

& un entier positif 7. On aura

5 ; om—1 Y, ,
Z(m, 3"y = St Z(1, B).
L’équation E(1, 8) ayant son invariant % égal a zéro. on déter-
q Py 8 )
minera sans difficulté son intégrale générale Z (1. 8'). En la substi-
grale g ) 2
tuant dans la formule précédente, on trouvera

! om—1 el . 4
(7) L 8= g o=y P X+ Y@ —p -],
D’aprés la remarque développée plus haut (n° 352), il serait
impossible de faire dériver cette intégrale générale de celle de
Péquation E(o, ).
D. — IL

O
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354. Lorsque aucun des nombres (3, ' n’est un entier réel, la
méthode de Laplace associe & ’équation proposée une suile d’é-
quations qui est illimitée dans les deux sens. Il faut alors, pour
obtenir l'intégrale générale, employer des méthodes spéciales que
nous allons maintenant developper.

Remarquons d’abord que les formules générales (21) et (22),
qui, dans le cas actuel, ne sont plus sujettes a la difficulté signalée
au n° 352, permettent de ramener 'intégration de I’équation
E(#, #') a celle de I'une quelconque des équations

E(8m; B &= n),

ou m et n sont deux entiers quelconques. En disposant convena-
blement de ces entiers, on raménera 3 et ', ou leurs parties
réelles si ces quantités sont imaginaires, & étre comprises entre o
et 1. Nous pourrons donc nous contenter, dans la suite, de Lraiter
les équations pour lesquelles les parties réelles de 3 et 3’ sont
positives et inférieures a I'unité.

Poisson a donné ('), pour le cas ou 3 et 3/ sont égaux, une
forme générale de I'intégrale, qui contient deux fonctions arbi-
traires sous des signes d'intégration définie; et M. Appell, dans
la Note déja citée, a étenda cette formule de Poisson au cas ou 3
et @ sont quelconques. Voici comment on est conduit a ces ré-
sultats :

Nous avons déja remarqué au n° 348 que I'expression

H(z—a)B(y—a)®

est, pour toutes les valeurs des constantes H, @, une solulion par-
ticuliere de l'équation E(B, §'). Il suit de la que D'intégrale

définie
B

f o(w)(z— u)=B(y — u)-8'du,

YA

prise entre deux limites constantes A, B, sera encore une solution;
car 'équation E(8, ') est linéaire, et I'intégrale définie précé-

(*) PoissoN, Mémoire sur lintegration des équations lineaires aux derivees
partielles (Journal de UEcole Polytechnique, t. XII, XIX* Cahier, p. 215;
1823).
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dente peut étre considérée comme une somme de solulions par-
ticuliéres.

Nous obtenons ainsi une solution qui est assez générale puis-
qu’il y figure une fonction arbitraire sous le signe de quadrature.
Le raisonnement par lequel nous établissons qu’elle satisfait a 1’é-
quation cesserait d’étre applicable si I'une des limites constantes
A, B entre lesquelles elle est prise était remplacée par une fonc-
tion de x et de y. Le résultat subsiste cependant, et I'intégrale
définie ne cesse pas de satisfaire 3 I’équation, si 'on substitue 3
une de ces limites A, B, soit z, soit . Voici comment on peut le
reconnaitre & priori.

Supposons, pour fixer les idées, que 8 et @’ soient des nombres
réels et impairs, ¢'est-d-dire que, réduits a leur plus simple ex-

. . - == sn Vy
pression, ils soient de la forme %{— Admettons que les limites

constantes A, B comprennent x dans leur intervalle et que y soit
supérieur & la plus grande. Décomposons Pintégrale prise de A a
B en deux parties, I'une prise de A a z, Pautre de 2 4 B. L’une de
ces parties sera réelle, 'autre imaginaire; elles devront donc,
prises séparément, vérifier 'une et I'autre I'équation proposée.
(’est ce que nous confirmerons tout i heure par un calcul direct
ou nous prendrons les précautions nécessaires pour calculer les
dérivées de I'intégrale définie.

Nous adopterons dans la suite les limites el

z, celqul
donnera

AY

/ e(u)(w—z)B(y—u)-b du.

< g

A ce premier terme on peut ajouter le suivant.
Nous avons vu au n° 343 que

(y — e =B-B"Z(1 — g,1—18

est toujours une solution de Péquation E (3, 8. Si I'on prend
pour Z(1— B/, 1— 3) la valeur

Y
[ 4w — 21 (3 — )i

o
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on trouvera la nouvelle solution

¥
(y —z)1-B-F [ Y(u)(u—a)B—1(y —u)b-1du

o

de P'équation proposée. En réunissant les deux termes ainsi ob-
tenus, on aura pour Z( {3, ') la formule générale

(€

H
S Z(B,8" :f o(u)(w—a)B(y—u)? du
(28) ¢ 15 o
+(y— I)‘“:’i_'ﬂ’/ Y(w)(u—2)3 1 (y —u)d-tdu,

qui contient deux fonctions arbitraires distinctes.
Pour vérifier que cette intégrale satisfait effectivement a I'équa-
tion proposée, il suffira de la transformer comme 1l suit.

Posons
u=z(1—t)+ yt,

I'intégrale prendra la forme
1 -
( Z(B,8)=(y —a)—B-F f olz+ (y—a)t]t=B— ) B de
)

(29) | 1
( —+ [ Y[z + (y — 2)e]eB—1 (1 — t)B-1 dt,
<o

ol les limites variables des quadratures sont remplacées par les
constantes o et 1. On peut maintenant calculer sans difficulté les
dérivées successives de z et les substituer dans I'équation pro-
posée; on reconnaitra que cette équation est vérifiée. Il est permis,
d’aprés les remarques précédentes, de se contenter de vérifier un
seul des deux termes. Si nous nous bornons au second, nous
trouverons, pour le résultat de la substitution,

1
0
f d—t%q/[z’—}—(]'—z')t]tﬁ’(]—t)ﬁ;» dt;
0
3 et [ étant positifs, ce résultat est évidemment nul.

355. Dans le cas exceptionnel ot I'on a
B+p =

les deux termes de 'intégrale se raménent 1'un 4 P'autre, et la va-
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leur de Z(B, %) se réduit a la suivante
1
[ (o +)e=B(1— 2)B-1 i,
Jo

qui ne contient en réalité qu’une seule fonction arbitraire o+ d.
Pour conserver les deux fonctions arbitraires, on opérera de la
) I
maniére suivante.
Posons
B+B —1=5¢, B'=1—B+c¢,

s

et remplacons © et & respectivement par & — ¥, ¢ -t g, huis déve
plac P €L g resp Rl s |z Puls deve-

e
loppons Z(8, #) en conservant seulement les termes qui ne s'an-
nulent pas pour ¢ = o. On obtient ainsi la formule

1
Z(B,1—B)= [ olz+(y—a)t]e-B(1—t)B-1 de
<o

o — e —

1
-+ / Y[z +(y—x)t]e-B(r— 1)8-1 log[¢(1— t)(y — )] dt,
<0

qui a été déja donnée par Poisson, dans le Mémoire cité plus

Froa: \ 1
haut, pour le cas spécial oit 1'on a g
2

356. La méthode par laquelle Poisson a obtenu I'intégrale gé-
nérale de I'équation E(B, B), ainsi que celle que nous avons
suivie, laissent prise a des objections évidentes. Bien que la for-
mule générale (28) contienne deux fonctions arbitraires, rien ne
permet d’affirmer qu’elle donnera zoutes les intégrales de Iéqua-
tion proposée. Si l'on remplace, par exemple, les limites et y
des deux intégrales de la formule par des constantes a et b,
n’aura-t-on pas des solutions nouvelles distinctes de celles qui
sont données par la formule primitive? Nous allons montrer dans
le Chapitre suivant que 'on peut faire disparaitre toutes ces dif-
ficultés, et confirmer la généralité de I'intégrale, par I'étude appro-
fondie d’une idée de Riemann. Mais, en terminant ce Chapitre,
nous rappellerons que déja, dans un probléeme de Géométrie, nous
avons rencontré un cas particulier de ‘équation E(B, B). Au
n° 162 [I, p. 242] nous avons ramené la détermination des sur-
faces qui admettent pour représentation sphérique de leurs lignes
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de courbure un syst¢éme de coniques homofocales & I'intégration
de I'équation aux dérivées partielles
20 h 00

Z(P—Pl)w-i—ap—a—o

Cette équation n’est autre que E(— "5 — 2 )- Son intégrale
| q 5 8

o (qt S S 1
générale se déduit de celle de I'équation L(;, ;>, qui, comme
nous venons de le rappeler, a été donnée par Poisson. Cette inté-
grale est assez compliquée; mais il résulte des propriétés que
nous avons données aux n® 347 et 348 que 1'on pourra obtenir

un nombre illimité de solutions algébriques.
Si 'on choisit, par exemple, la solution particuliére

0 =Ay(p—h)(p1— h),

on retrouve les surfaces du second degré; sil’on prend la solution
encore plus simple

6 =A +B(pg+p1),
on obtient la surface remarquable de quatriéme classe que nous
avons étudiée au n° 159 [1, p. 235].
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CHAPITRE 1V.

LA METHODE DE RIEMANN.

Définition de I'équation linéaire adjointe 4 une ¢équation linéaire donnée. — Cas
particulier du second ordre; relation entre une intégrale double et une inté-
grale curviligne. — Méthode de Riemann; détermination d’une solution de
Iéquation par les conditions aux limites auxquelles elle est assujettie. —
Double forme de l'intégrale générale. — La fonction u(z, y; @, y,) peut étre
définie, soit comme solution de I'équation adjointe, soit comme solution de I'é-
quation proposée. — Détermination effective de la fonction w relative a I'équa-
tion E(§, f'). — La formule de Poisson, généralisée par M. Appell, donne
effectivement lintégrale générale de la méme équation. — Démonstration géné-
rale de I'existence de la fonction u sur laquelle repose la méthode de Riemann.
— Relation entre les invariants d’une équation linéaire et ceux de son adjointe.
— Les suites de Laplace relatives aux deux équations. — Quand I'une des

équations s’intégre par lapplication de la méthode de Laplace, il en est de
méme de 'autre.

357. Etant donnée une expression différentielle
() (@, 75 'y ve oy YW,

contenant une variable z, une fonction ) de x et ses dérivées
jusqu’a I'ordre 7, on sait que I'équation

d% d [do dx [ op
e e (g =

dy  dx
exprime la condition nécessaire et suffisante pour que la fonction
© soit la dérivée d’une autre fonction 4 contenant, en méme temps
que la variable indépendante z, la fonction Y et ses n—1 pre-
miéres dérivées. De méme, si I'on considére une expression

3 c(r 0z 03 0%z ()%i 02z ‘)
) P\O 1% 327 0y v Bwoyt 0y )

contenant deux variables indépendantes, une fonction z de ces
variables et ses dérivées partielles jusqu’a un ordre quelconque n,
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I’équation

09 0 09 9d dp. '\ | 02 09
TR = Yol T e e
g()z dx(d‘i‘i dy 09‘1) oz 0()—“7)
0x . 9y

D2

dx?
(i) :

| B i S R
| es(izliele )

ox dy ay?

exprime la condition nécessaire et suffisante pour que % puisse
prendre la forme

(5) oM - dN’
: ox dy
M et N étant des fonctions de z, de ), de z et de ses dérivées
partielles jusqu’a un ordre que l’on peut toujours réduire & n ou
an—r.

D’aprés cela, considérons une équation linéaire quelconque

d’ordre n
Qi+k z
A( )_Ez dzldyﬁ >

Si P'on multiplie le premier membre par une indéterminée « et
si l'on écrit ensuite que la condition (4) est vérifiée, on aura
I'équation linéaire

itk
G100 = BB s ) =

qui définira u. Nous dirons que cette équation est I'adjointe de
la proposée, pour rappeler I'analogie qu’elle présente avec I'équa-
tion toute semblable considérée par Lagrange dans le cas d’une
seule variable indépendante.

Quelles que soient les fonctions z et «, une suite d’intégrations
par parties conduit facilement & 'identité

o) oM oN
6 et e UL SR
(6) wJ(z) ((w)= T dy’
ou M et N ont les valeurs suivantes
‘ M= Amsuw‘;\aoud—{ 3 d(ANu)f = nuﬁ‘— iz ACS L) hleus
G oz oz % dy 2 ay
/
7 A z £
,’\_koldu——xmuo (K S L lAnud——le—l—-u;
dy r))/ o AR dr
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et dépendentde z, de u« et de leurs dérivées jusqu’a 'ordre n — 1.
Il importe toutefois de remarquer que les expressions de M et de
N ne sont pas complétement déterminées. Le second membre de

l'identité (6) ne change pas, en effet, si I'on remplace M et N
respectivement par

et I’'on pourra prendre pour § une fonction linéaire de 5, de wet
de leurs dérivées jusqu’a I'ordre n — o, sans ehanger la forme
générale des valeurs de M et de N.

On déduira facilement de I'identité (6) que la relation entre les
deux équations en z et en wu est réciproque, c’est-a-dire que cha-
cune de ces équations est U’adjointe de I’autre. Mais nous
omeltrons ici le raisonnement trés simple par lequel on est con-
duit & ce résultat essentiel, parce que nous aurons a le présenter
sans modification, au Chapitre suivant, dans 'étude de 'équation
adjointe de Lagrange; nous insisterons, au contraire, sur la con-
séquence suivante, qui joue un réle essentiel dans la théorie (1).

(") Pour établir I'identité (6) dans toute sa généralité, on peut employer le
calcul élémentaire suivant :
On sait que U'expression

est la dérivée exacte d’une fonction de u, de ¢ et de leurs dérivées jusqu'a
Vordre i —1, dont nous omettrons, pour abréger, I'expression développée. Si

) kg
P'on remplace ¢ par e on aura donc

1 kg wOkvidin 0P
dz gy* 75

===

H dyr ozt~ dx

P contenant les dérivées de u et de ¢ Jusqu’a P'ordre ¢ + k& —1. Changeons dans
cette équation w en ¢,  en ¥, i en k; nous aurons

{ itk (—1)* du ke 0Q

e — () — —— = =,

dztdy* dzt dyk oy

et la combinaison de ces deux équations nous donnera I'identité plus générale

ditkp S kg . OP s dQ
(a) udx‘d_)""_(_]) v‘dx"dy*”?z? =0 dy’
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Considérons l'intégrale double
g

, oM ON)
B4 G ()] g el oY :
f [wF(5) G (w)] dedy f[(m W dz dy,

étendue a une aire plane (A) que nous supposerons simplement
connexe et limitée par un contour (S); cette intégrale double aura
la méme valeur que l'intégrale simple

‘/(Mdy—~Ndx),

étendue a tout le contour (S) parcouru dans le sens direct. On
aura donc I’équation

(4) (S)
(8) ff[u 3(z) — 3 G(w)] dw dy :/ (M dy — N dx),

qui est tout & fait équivalente & I'identité (6). On reconnait ici
que I'indétermination signalée plus haut pour les valeurs de M et

de N n’a plus aucun effet sur I'équation précédente; car, si l'on

remplace M et N par leurs valeurs les plus générales M - g'

06 A o o
e P le second membre s’accroit de I'intégrale
(S)
db

qui est évidemment nulle toutes les fois que O est une fonction
uniforme-et finie & 'intérieur de Paire (A).

P et Q contenant les dérivées de w et de ¢ jusqu'a Pordre { + k& — 1. Or on a

o , T B O (AL )
ua(‘»)—zg(u):EZ [u:\‘.kW—(—x)‘ﬂsWJ,

et il suffit de faire usage de I'identité (@), out 'on remplacera u par A u et ¢ par
<, pour reconnaitre que le terme général du second membre, et par suite le se-
cond membre tout entier, peut se mettre sous la forme

oM oN

=

oz oy

‘ol M et N contiennent les dérivées de = et de jusqu’a ordre n — 1.
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358. L’équation adjointe & une équation linéaire donnée s’est
présentée pour la premiére fois dans un Mémoire de Riemann
relatif 3 la propagation du Son (*). M. P. du Bois-Reymond, qui
déja dans un Ouvrage (2) sur les équations aux dérivées partielles,
avait, & juste titre, appelé I'attention des géométres sur le Mé-
moire de Riemann, est depuis revenu sur ce sujet dans un court
article publi¢ a Tubingue (*). Dans ce qui va suivre, nous traite-
rons seulement de I'équation
0%z 0z 0z

a

+b— +cz3=o0,

oz ay

dz dy %

(9)

déja étudiée dans les Chapitres précédents; nous donnerons les
résultats de Riemann et nous indiquerons les conséquences que
I'on peut en déduire. On a alors

7( = »g)_2; s 0z Fary.
J(5) = 7 ()) —+—d (-);‘ i ()‘7 =1 <y

: 2u Ju Ju da b
( e St S A G B R e B
g(u) 0z dy oz b dy - < dr  dy

(t0)

1\1:au.~.+1<u‘)f—;f)’f>,
a\'y "oy

1 0z Ju
N =buz—+ — — — 33— |-
“ 2 <u ox 01‘)
Voici 'usage que Riemann fait de I'équation (8).
Supposons que l'on ait pris pour z et pour x respectivement
des intégrales quelconques de 1'équation proposée et de son ad-

jointe. On aura )
F(z)=0, G(u)=o,

el le premier membre de I’équation (8) sera toujours nul. Cette

(') RIEMANN, Ueber die Fortpflanzung ebener Luftwellen von endlicher
Schwingungsweite (Abhandlungen der K. Gesellschaft der Wissenschaften zu
Gottingen, t. VIII, 1860, et Gesammelte Werke, p. 145).

(*) P. pu Bois-ReYMOND, Beitrdge sur Interpretation der partiellen Diffe-
rentialgleichungen mit drei Variabeln, p. 250. Leipzig, 186/.

(*) P. pu Bois- Reymonp, Ueber ein in der Theorie der linearen partiellen
Differentialgleichungen auftretendes wolstindiges Differential. (Mathema-
tisch-naturwissenschaftliche Mitteilungen herausgegeben von D O. Boklen.
Tubingue, t. I, p. 34; 1883.)
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équation nous donnera donc

(S)
(1) f (Mdy — Ndz) = o.

Soit A un point quelconque du plan (/ig. 25) et B'C/ une
courbe tracée arbitrairement dans ce plan. Menons par A des
droites AB et AC paralléles aux axes Jusqu’a la rencontre de la
courbe, et supposons que les intégrales z, u, aussi bien que les

Fig. 25

&
coefficients de I’équation proposée et leurs dérivées, soient finies

et continues & l'intérieur de l'aire ABC. On pourra appliquer
I’équation (11) au contour ACBA, ce qui donnera

G B A
(12) / Md)f+[ (Mdy—Ndz)— [ Nietz —o:
A e /B

SiT’'on se reporte aux valeurs de M et de N, on peut écrire

G C _
[ Mdy = f [—9{ d((z;:)dy ~s<%ﬁ ~au> dy],
A A

B B :
’ 1 d(uz u
de.r:/ —(.N)dx—:. -— —bu |)dz|.
I Jy L2 Oz oz
Si donc on désigne, d’une maniére générale, par o, la valeur
d’une fonction © au point P, on aura

c S ke I
/’ Mdj (uz)e— (u )A_[ 2 %—au)c{y,
Jy 2 IR NGO

B B
i _ (uz)p—(uz) _[ou
![Ndx_#—[ ﬁ<%—bu>dz‘.

YA
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Si I'on porte ces valeurs des deux intégrales dans I'équation
précédente (12), on aura

. (uz)g +—(uz)g

G
‘ (usz)s —f (Mdy —Ndx)
B

/‘“ (r)u b L\ / [C (()u I ) 7
— &5 — — bu)dr — Z(— —au)dy.
\ oz ) oy dy ) g

©A

(13)

Etudions les différents termes du second membre.

Imaginons que P'on se propose, avec Riemann, de déterminer
la solution z de I’équation aux dérivées partielles proposée, qui
prend des valeurs données, ainsi que 'une de ses deux dérivées,
pour tous les points de la courbe B/C/. L’équation

dz = s dv —+ pa dy,
Jdr dy
appliquée a un déplacement suivant cette courbe, détermine éyi-
demment celle des deux dérivées premiéres qui n’est pas donnée
@ priori; nous pouvons donc considérer les deux dérivées de z
comme connues en chaque point de la courbe B'C’. 1l suit de la
que, si 'on a choisi la solution « de I'équation adjointe, les trois

termes
(o

(wz)p, (uz), [ (Mdy — Ndx),
B

qui entrent dans le second membre de Iéquation (13), sont parfai-
lement connus et dépendent seulement des conditions aux limites
données pour z. Si donc on pouvait calculer les deux derniéres
intégrales qui figurent dans ce second membre, on connaitrait
3y, c'est-d-dire la valeur de 5 en un point quelconque du plan.
Or ces deux intégrales dépendent en général des valeurs, tout
a fait inconnues, que prend la solution cherchée sz sur les
segments rectilignes AB et AC. Pour que ces valeurs n’inter-
viennent pas, il est nécessaire que la solution « ait été choisie de
telle maniére que I'on ait

du A
— — bu=o, en tous les points de AB,
oxr
ou ¢
—ai = 0o, en tous les points de AC.

%
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Si ces deux conditions peuvent étre remplies, I'équation fonda-
mentale (13) se réduira a la suivante

(us)p + (us) y
(14) (us)A:,;“;-;“_f (N dz— M dy),
e
qui déterminera la valear de z pour un point quelconque A du
plan, en fonction seulement des conditions aux limites.

”

Ainsi, pour obtenir U'intégrale générale de I’équation sous
sa forme la plus appropriée aux problémes de la Physique
mathématique, il suffit de déterminer une solution u de I’équa-
tion adjointe satisfaisant aux deuz conditions que nous venons
d’énoncer.

Ces conditions peuvent étre transformées de la maniére sui-

vante.
On doit avoir

en lous les points de AB; x variant seule sur ce segment, on peut
intégrer I'équation précédente, ce qui donne

WM
bdx

Wy = uye 5
pour tous les points M compris entre A et B. De méme, la seconde
condition peut étre remplacée par la suivante

M
ady

Wy — Uye: > s
pour tous les points M situés sur le segment AC.

On peut toujours réduire la constante u, a l'unité, de sorte
que, si 'on désigne par z,, y, les coordonnées de A, par z, y
celles d’un point quelconque, la question est ramenée a déter-
miner une solution :

w(z, y5 2o, ¥o)
de I’équation adjointe, dépendante de deux paramélres z,, ¥,,
5 S = P, ? LS — ’ .
se réduisant & Punité pour z=z,, y =y, prenant la valeur

s 2y
r bdx ady

e"r  pour y = y,, et la valeur e*»»  pour z = &,.
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Tel est le résultat fondamental établi par Riemann. Le grand
géometre a pu déterminer la fonction u pour I'équation qu’il avait
a traiter et qui n’est autre que I'équation E(B, 8). Nous allons
voir que la détermination de cette fonction peut aussi étre faite
pour 'équation plus générale E(B, 8); mais, auparavant, nous
allons, en restant dans la théorie générale, ajouter une remarque
essentielle aux résultats que nous venons d’exposer.

359. Supposons que la ligne primitive BC se réduise aux deux

(i C
paralléles aux axes B'D et DC! et soient z,, ¥ les coordonnées du
point D. On aura ici

B D B
(15) f (Ndz—Mdy)= [ Ndo— [ Mdy.
€ ¢ <'p
D’ailleurs on peut écrire

D

Pro/ oz Ju
[Ndc:/ [—(u——ﬁ.q——>+buzj|d1;
Je o 2 dx dx
D p iz \
:[ [—lﬂ{ﬂ+lt(£+b;]dl‘
2 Jdx dz

Yo
et, par conséquent,

) ; D
1z2)e— (s 3

chlx:m—L—M+/ u(—-:—bz)dx.
C 2 ¢ oz

On aura de méme

B D
S / Mdy = ‘u")"_(u“m f ( —I—a~> dy.
Jp B dy

Sil’on substitue ces valeurs des deux intégrales dans les équa-



8o { LIVRE 1V. — GHAP. IV.

tions (15) et (14), on anra

e (/)' h D 0z
6 2, = (us)y— f A R (l.z-[ u< s Ta;) dy.
([ ) A (“ /D e \UJ' ) i ()‘), v

Cette formule s’applique a toute solution z de I’équation proposée.
Elle offre la plus grande analogie avec I'équation générale (14),
mais elle s’en distingue par une propriété essentielle. On recon-
nait en effet immédiatement qu’il n’est plus nécessaire maintenant
de donner I'une des dérivées de z sur le contour /DB, La con-
naissance seule des valeurs de la solution cherchée sur les droites
C'D et DB’ permet de calculer les deux intégrales que contient la
formule précédente et d’obtenir la valeur de cette solution. Il faut
chercher 'origine de ce résultat si intéressant dans cette circon—
stance que le contour nouveau est formé avec les caractéristiques
de I’équation linéaire proposée.

Supposons maintenant que l'on prenne pour z cette solution
particuliére

3(z, 35 215 ¥i)

de I’équation proposée qui se détermine par des conditions toutes
pareilles a celles que nous avons indiquées pour u(z, y; Loy Vo)
considérée comme solution de I'équation adjointe. Comme il faut
changer le signe des coefficients @ et b quand on passe de I'une
des équations a l'autre, on voit que cette solution devra se ré-

duire
5
——/‘ bdx

PO ST o S e EE T

Ay
- ady

POUE xR 2 e “n
et, par suite, a I
-pOUI' Z':‘Th _)':)’l.

On aura donc

03 5
— +~bz=0 en tous les points de CD,
dxr i
0z ¢
‘F +~as =0 en tous les points de BD,

Bt pour le point D.
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Par conséquent, la formule (16) se réduira ici a la relation

A= Up,
¢’est-a-dire

3(2y, yo; 21, y1) = U(Zy, y15 o, Yo)-

Cette égalité contient la proposition suivante.

La solution u(z, y; Zoy yo) de I'équation adjointe que nous
avons définie précédemment peut étre considérée comme fonction
des paramétres z,, y,; elle est alors une solution de I'équation
primitive (ot 'on aurait remplacé x, y par Zo, ¥o) et possede,
par rapport a cette équation et aux variables Zos Yo, les propriéés
par lesquelles elle a été définie comme fonction des variables z, y
et solution de I'équation adjointe. En d’autres termes, la définition
de « ne change pas si I'on échange I'équation linéaire et son
adjointe a la condition d’échanger les deux systémes de variables
x, yetzy, yo.

Il suit de 1 que la détermination de cete fonction

u(z, y; g, o)

permetira d’intégrer aussi I'équation adjointe par une formule
analogue 4 celle qui a été donnée plus haut : L’intégration des
deux équations linéaires, la proposée et son adjointe, se ra-
méne donc & un seul et méme probléme, la détermination de
la fonction u(z, y; z,, Yo)- Cette fonction peut étre pleine-
ment définie, soit comme solution de Uéquation proposée, soit
comme solution de Uéquation adjointe, par les conditions aux
limites auxquelles elle est assujettie.

360. Appliquons cette proposition générale a I'équation
E(8, @) et proposons-nous de définir la fonction «(z, Y5 Zos ¥o)
relative a cette €quation, en la considérant comme une solution de

I'équation adjointe assujettie aux conditions que nous avons in-
diquées. L’équation adjointe est alors

: 0% i By B ou B+p
(17) __,‘_\____‘_ﬁ;_“_u:o.
. 0xdy  x—y ox Z—ydy (z—y)2

Pour faire disparaitre le dernjer terme, il suffit de poser

(18) U= (xr— y)+p'p
D. — II.
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et 'on obtient ’équation

920 8 op B o0

(19) ()xdyﬁx——yﬂ_'_z—y ay

5

dont une solution quelconque se représentera, suivant la notation

du n® 345, par Z(f', B). On aura donc
w=(z— y)B+P Z(p', p).

Parmi les solutions particuliéres Z, il en est d’assez générales que
I'on peut faire dériver de celles qui sont homogénes.
Nous avons vu au n° 347 que

2 F (-1, g’,l_p_x,%>

\

est une solution de l'équation E(8, B'). Sil'on échange £ et &,

Pexpression

f e
v:x*F(——)\,Q,I—?—A,%)

sera une solution particuli¢re de 'équation (19); elle ne contient
qu’une constante A; mais la proposition du n° 349 permet d’en
introduire deux nouvelles. Nous avons vu, en effet, que I'on peut
effectuer sur les variables et y la substitution linéaire

Z — Yo Y =)o
AR IR )

&

2
r— 2 ¥y — @y

a la condition de multiplier par un facteur, qui sera ici
(@ — 20)B'(y — 29)F.

En effectuant cette double opération, on obtient la solution plus
générale

= (]’0— .T))(Z' —_ .1‘0)_3’_)‘(_}’ = To)”ﬁ F(— )\, 13, I— {3'* )\, G’),
ot l'on a posé, pour abréger,

- e e g
il S () — )

Il suffit de multiplier par (y — 2)B+# pour obtenir enfin la
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valeur suivante de #

| w=1y— 2P (20— 2)-p—

S X (7 =@ (y — 2 BF(— 1, By 1 B, 0,

qui va nous conduire au résultat cherché.
Nous nous proposons, en effet, de déterminer une solution

particuliére « de I’équation adjointe, se réduisant pour z — z, 3
-
ady

g . e == g N BE ¢
I'intégrale e qui a ici pour valeur <§w") > et se rédui-
0T <9

A : .
sant de méme a (ﬁ\) pour y = y,. Or si, dans I'expression
0= <y

précédente de u, on fait z — Zy, ¢ s’annule; la série F se réduit 3
"unité, mais il reste le facteur (20— 2)7# qui annule la fonc-
tion # ou la rend infinie, 3 moins que I'on n’ait

A e
Adoptons cette valeur de A, « prendra la valeur

(22) U= (_yo—-.z)—ﬁ'(y—m)?‘*ﬂ'(_}f—zo B E(B, B, 1, 0);
si'on fait x = z,, on aura

U=(+— 5

Y—mx, )ﬁ'_
\ Yo— Z9

si'on fait de méme 3 — Yo, on aura

D e Tl (;f)ﬁ
JYo—Zy

par conséquent, la valeur (22) de u sera la solution cherchée.

Ainsi, appliquée a Iéquation E(B, f'), la méthode de Riemann
réussit pleinement et permet de délerminer les intégrales de
Péquation parles conditions aux limites les plus générales. Il suf-
fira de porter la valeur précédente de  dans I'une ou lautre des
équations (14) ou (16) pour obtenir lintégrale générale de léqua-
tion. Si I'on emploie, par exemple, la formule (16), la valeur de z
se présentera sous la forme suivante

Ty X1
(23> 22,50 (az)l'n)'l +f Ux,y, f(-Z‘) dz +./ Ury,y (?(_)/) d.}’)
2y Yo

0
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J et o désignent les deux fonctions arbitraires qui dépendent des
valeurs aux limites pour 5 et la notation ®, g indique, d’'une ma-
niére générale, le résultat de la substitution de «, £ a la place de
z et de y dans la fonction ®(x, y).

361. 11 nous reste maintenant & établir un point que nous
avons regardé comme essentiel et & montrer que la formule (28)
[p- 68] de Poisson et de M. Appell donne effectivement toutes les
intégrales de I’équation proposée. Nous présenterons d’abord les
remarques suivantes sur cette intégrale.

L’équation E(B, )

a ses coefficients finis et continus tant que z est différent de y. Si
U'on trace (fig. 27) la bissectrice de I'angle y0z, on peut dire que
cette droite est une ligne de discontinuité pour I'équation précé-
dente, de sorte que les coefficients de Péquation demeurent tou-
jours finis et continus tant qu’on reste d’un méme coté par rapport
a cette droite. Examinons ce que devient l'intégrale de Poisson
lorsque y se rapproche de .

Sil'on se reporte & la forme (29) [p. 68] de cette intégrale, le
premier terme du second membre a pour partie principale

1 3 ! r

(]-'ﬁx)l—?'—ﬁ'b[ o(@)tB1—P di= 1]{'{%);(_1—@%) o(z)(y —ax)\-B-F.

Cette valeur approchée peut étre regardée comme le premier
terme du développement suivant les puissances de (y — ), les
termes non écrits ayant des degrés supérieurs d’un nombre entier
a celul du terme conservé.

De méme I'expression approchée de la seconde intégrale de la

formule (29) [p- 68] sera

1 V(RN TR
l!J($)f B — )81 d = LBT(BY, ().
0

S

I(E+g)

Il résulte de la que, pour toute solution donnée par la formule
de Poisson, le développement suivant les puissances de ¥ — z se
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compose de deux séries de termes, les uns de degrés entiers, les
autres d’'un degré égal & 1— B — ' augmenté d'un nombre entier;
et, en limitant le développement au premier terme de chacune
des deux séries, on aura pour P'intégrale I'expression approchée
(24) az= I;(;(Eg_) {153—]—{5")3—) o(z)(y —anP-pf + %((%)i(% ().

Cette formule nous indique la voie qu'il faudra suivre pour vé-
rifier que toute solution de I’équation est donnée par la formule
de Poisson. On cherchera a établir d’abord que, dans le voisinage
de la ligne de discontinuité, la solution considérée est réductible a
la forme

o1(2)(y — z)—B-P + Yy (2).

La comparaison de cette forme & la précédente fera connaitre
les fonctions ¢ et ¢ qui doivent figurer dans la formule de Poisson;
etil ne restera qu'a vérifier une équation ol ne subsistera plus rien
d’inconnu.

Appliquons cette méthode a 'intégrale générale, telle qu'elle est
donnée par la formule (23). Le troisiéme terme se déduisant du
second par I'échange de x et de y, on peut se contenter de vérifier
que les deux premiers termes du second membre sont donnés,
I’an et 'autre, par la formule de Poisson.

Pour plus de netteté, nous supposerons que 1'on se place au-
dessus de la ligne de discontinuité, comme il est indiqué dans la

Jig. 275 x4, yy étant les coordonnées de D, z,, ¥, celles de A, on
aura

zy < @ Yo J1;

Zy, ¥o sont ici les variables indépendantes.

Le premier terme de l'intégrale (23) est u(zy, y1; o, o) mul-
tiplié par la constante z,, .. Nous avons donc a vérifier d’abord
que l'expression

u(@, y; 2o, y0),

considérée comme fonction des variables z,, y,, vérifie I'équation
proposée et, de plus, est donnée par la formule de Poisson. Con-
formément a la méthode générale que nous venons d'indiquer, il
faudra donc obtenir d’abord son expression approchée lorsque
¥o— z, devient infiniment petit. Si I'on se reporte a I'expression
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(22) de u et a la définition de &, on voit que l'on aura

[y —2)(Yo—)
o= \,
(¥ —20)(yo—=)

1 — g est donc du méme ordre que yo— 2y, et 'on est conduit &

développer F (B, £/, 1, &) suivant les puissances de 1 — . Pour
Fig. 23
‘ b
D LB g
L B
|
< A

cela, nous emprunterons la formule suivante a la théorie de la
série hypergéométrique (@0

Fa—08—08

[ == r
Fifpale) = M'\FUJ%F(B, BB+, 1—0)

(25)

(B + F'—1) , g
e FA—Bit—B,2— B8 —B8 1 g)(1— o)1—-3-5".
il Ty p ot e S Sl G
Sil’on porte cette valeur de F(B, #, 1, o) dans la formule (223,
on en déduira immédiatement I'expression approchée de u,
lorsque y, se rapproche de z,. Il suffit de réduire les séries F a
l'unité et 'on trouve ainsi, pour les deux premiers termes de 2.
re—p—g")
I'(r—8) P —§)

T(B+B"— q \ ar 3_gs
= R;w‘(g‘)‘F(;S%,)I)(QI“0~v"“)""»(}"v”")(}”—ﬂfo‘)'3 (yo— o)t -B-P.

U=

(Zo— 2y By — a)B+B(y — 20)-B

La comparaison de celte formule avec Iéquation (24), oul'on
aurait remplacé x et y par z, et y,, nous donne immédiatement

T te R n e Ry )G L el A 0 T

(*) Voir le Mémoire de M. Goursat, déja cité [1, p. 188 ] (Annales de I’Ecole
Normale, > série, t. X; 1881).
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les deux fonctions qui doivent figarer dans la formule de Poisson.
On trouve ainsi

(26) 9(a) — — Afa —2)-1(y —a)(y —a)f*-1,
Y(2)= A(a—2)F(y—2)+F(y—a)8B,

A désignant la constante

% B =0 =BT (B 8n sin @3 sinB'w

TIETa—8) ()T —F)  =sin(B+p)m

Si P'on porte ces valeurs de o(a), ¢(«) dans la formule de
Poisson, on trouve le résultat suivant

S w=A(y — 2)B+8 (yo— 2188

@) < [ a2y B (=) Be—n)Bi (s — 2 da
7 24

e —A(y —a) / 0(1 — &)B1 (y— )1 (yo— @) B(a — @g)—B da;

et il n’y a plus qu’a vérifier la concordance de cette expression
avec celle qui est donnée par la formule (22). La vérification est
aisée, sil’on opére de la maniére suivante.

Egalons les deux expressions de « : 'équation a vérifier prendra
la forme

F(B; B 1: 0) = A(yo— 2o)t BB (30— 2)B' (y — )8

Yo
= (a—2)B(y —a)B(yo— a)B—1(a — z¢)f~! da
Xo
— Ay — a2 BB (yo—a)B(y —z)B
Yo
X | (2—2)B-1(y — a)f~1(yo— 2) B (2 — z)—B da;
X0 -
et 'on reconnait presque immédiatement que les deux termes du
second membre ne changent pas de forme si 1'on effectue sur o, z,
Vs %o, Vo une méme substitution linéaire. Choisissons les coeffi-
cients de cette substitution de telle maniére que z, &y, ¥, se ré-

: ; ; Lyt aly
duisent respectivement 4 o0, 0, 1. Alors y se réduira a ——» o étant

le rapport anharmonique déja défini par la formule (20). Le
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second membre de I'égalité a vérifier deviendra

1
A =20 — ) 81— m)p-tams gy

1
— A(1- - o)1=B-p / [1—a(r—a)]B—1(1 — a)B'aB da.
250
D’aprés une formule bien connue d’Euler, les deux intégrales
précédentes s’expriment au moyen de séries hypergéométriques
et 'on retrouve les deux termes du second membre de I'identité
(25). L’égalité que nous avions en vue est donc vérifiée.

362. Passons maintenant au second terme

X,
/l Uy, [(2) dx
X'
de I'intégrale de Riemann. Nous avons donné I’expression ap-
prochée de u, , lorsque z, — Yo se rapproche de zéro. Si on la
porte dans I'intégrale précédente, on aura de méme I'expression
approchée de cette intégrale

F(E(—Efm\——p)p) (o) (1 ol (r1—a0)~B f(2) dr

L I;;%;)_‘i{%g%)()o — 1‘0)1“3—3"[‘; '(xo—— 2Bty — )y — 20 f(@) da.

La comparaison avec la formule (24) donne encore les deux
fonctions qui doivent figurer dans la formule de Poisson. On
trouve ainsi

o(a) ~—A/' '(1_x)ﬁ—l<y,—m)(y,—a)ﬁ'—n f(z)dar,
4l s

d(z)= A [ ku—w)*ﬁ’(]i—x)ﬁ“%ﬁ'(y,—1)*?(/(1)(1.’1‘,
o

A étant la constante déja définie. Il suffit maintenant de vérifier
que, en introduisant ces valeurs de ¢ et de ¢ dans I'intégrale de
Poisson, on retrouvera le terme

[m‘um., J(z)dz.

[}
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La substitution des valeurs de ¢(a), 4(2) donne deux termes
qui sont, l'un et 'autre, de la forme

Yo ay
[ da f P dr.
“x5 o

Ty <&y < Yo )1-

On a ici

Quant 4 la variable d’intégration z, qui est comprise entre = et
Zy, elle peut étre, soit plus petite, soit plus grande que z,. On
peut donc décomposer ainsi 'intégrale précédente

Yo Xy Yo - Xy
f dz[ P.dz -+ [ ({1/ P dz.
Xo et L b

Pour le premier terme, Pordre de grandeur des variables sera
défini par les inégalités

T 2y L2 o< ¥1-
On pourra donc intervertir ordre des intégrations, ce qui

donnera
Yo Jo
— [ dz / P doa.
e e

0 ¥
Pour la deuxiéme, on aura
< < < a < Yo )y;

et, par suite, on pourra la remplacer par la suivante :

xry Yo
f dx [ P da.
X o

Appliquons ces transformations aux deux termes qui composent
I'intégrale de Poisson; nous aurons le résaltat suivant :

Xy Yo
—A | f@)(y1—=z)dr (Yo— ) B'(a — 2g)Bla—2)B—1 (3, — )8~ da

X

Yo Yo
=E [ S (@) (y1—z)dz / (ro— ) B(a — z9)Bla—a2)B-1(y; —a)f'~1 dy

. Af. l/(v’”)()’ﬂ* 2o)!=B~B' ()1 — 2)B+B do / "(J’o — a)B=t(a — g)f—1
) A;(z—x)—ﬁ’(yl—-z)—ﬁ(lz
HAJH ‘:/'(:v)(yo—.—xo)l—{ﬁ-?’(y[ — z )B+p’ rlr/\ "(J’o— a)f—1(a— 2p)Pf'—1

X(a—z)8(y,— a)-B da.
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Le premier et le troisiéme terme représentent précisément
I'expression

=l
f Uy,y, f(2) da,

qu'il s’agissait de retrouver. Il suffit, pour le reconnaitre, de se
: Slex : 5 . e o
reporter a 'expression (27) de u; quant au deuxié¢me et au qua
tritme terme, leur somme est nulle, en vertu de I'équation

Yo
(y1— x)l—ﬁ—ﬁ’f (ro—a)y B (a—az)B(a —2)B~1(y;— 2)8~1 du

Yo
= (gt xo)t—ﬁ—ﬁ'f (o— )82 — 2)B~1 (4 — 2)~B'(y, — a)-8 dia,

que l'on vérifiera comme il suit. On effectuera sur la variable de
la premiére intégrale la substitution linéaire par laquelle y,, z,,
Y1, @ se changent respectivement en z, Yy %o, Yo €t l'on retrou-
vera la seconde intégrale.

363. L’intégrale de Poisson une fois établie d’une maniére ri-
goureuse, on peut, en l'étudiant, obtenir différents résultats qui
ontun réel intérét pour la théorie des équations aux dérivées par-
tielles. Nous signalerons seulement le suivant, que l'on déduit
aussi de la formule (23).

La formule de Poisson contient deux fonctions arbitraires o (a)
et ¢(a). Supposons que 'on connaisse ce$ fonctions seulement
pour les valeurs de o comprises entre les deux constantes o, et oy
Pintégrale générale ne pourra étre déterminée que pour les valeurs
de z et de y comprises entre «, et «,. Admettons, pour fixer les
1dées, que ’on ait pris y supérieur 4 2. Sil'on construit (fig. 27)
la bissectrice OC/B' de Pangle des axes et les points C/; B/, d’ab-
scisses «, et o, la valeur de Iintégrale sera connue pour tous les
points du plan compris a 'intérieur et sur les cdtés DB/, DC’ du
triangle DB/ C/; mais il sera impossible de la déterminer en dehors
de ce triangle.

Nous avons supposé les fonctions ¢ et ¥ déterminées seulement
pour lintervalle (o, o). Il est clair qu’on peut les prolonger au
dehors de cet intervalle d’une infinité de maniéres, en s'assujet-
tssant méme & conserver la continuité des dérivées jusqu'a un
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ordre quelconque, soit pour o = =, soit pour o = a,. En adop
tant ces différents prolongements, on aura différentes intégrales
de I'équation proposée qui auront, toutes, les mémes valeurs i
Pintérieur du triangle DB'C’, dont les dérivées seront les mémes
jusqu’a un ordre quelconque pour les points de chacun des cotés
DB, D7, mais qui différeront a 'extérieur du triangle. Ainsi, une
intégrale de I’équation proposée qui est assujettie & prendre des
valeurs données sur les cotés DB', DC/ du triangle DB/ est bien
déterminée pour les points placés a l'intérieur de ce triangle; cela
résulte de la formule (23); mais elle ne ’est en aucune ma-
niére a lextérieur du triangle. Elle pourra prendre a 'extérieur
une infinité de systémes de valeurs que 'on pourra définir d’une
maniére trés générale, en s’assujettissant méme a respecter la con-
tinuité de 5 et de ses dérivées jusqu’a un ordre quelconque pour
tous les points de DB’ et de DC’. Ce résultat si intéressant tient
a ce que les droites DB/ et DC/ sont des caractéristiques. La for-
mule générale de Riemann nous montre en effet que, si, sur toute
autre courbe qu’une droite paralléle & 1'un des axes, la fonction
est donnée ainsi que ses dérivées premiéres, elle est déterminée
par cela méme des deux cotés de la courbe.

364. L’étude approfondie que nous avons faite de la méthode
de Riemann, dans le cas particulier de I'équation E (8, /), va
nous permettre de revenir sur la théorie générale développée dans
les n° 358 et 359, et de faire disparaitre une objection que 'on
peut adresser & cette théorie. La valeur de z donnée par la for-
mule (14) vérifie, on peut s'en assurer, I'équation aux dérivées
partielles (9); elle satisfait'également aux conditions aux limites
qui ont €té posées @ priori; mais on peut objecter que Iexistence
de la fonction u, sur laquelle reposent tous les raisonnements, et
que nous avons déterminée dans le cas particulier de I’équation
E(8, £'), n’est nullement établie pour les équations les plus géné-
rales. On peut lever cette objection, au moins pour le cas trés
étendu ou les coefficients a, b, ¢ de 'équation linéaire sont des
fonctions finies et continues, par conséquent développables en
séries.

La fonction «, considérée comme solution de I'équation adjointe,
doit se réduire, pour y = y,, a une fonction déterminée de z,
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AY
bdx f ady

e et, pour x = z,, a une fonction déterminée de W teriyel L
Ces deux fonctions sont évidemment développables en série sui-
vant les puissances de z — z,, Y — Yo toutes les fois qu'il en est
de méme des fonctions « et b. Il suffira donc, pour mettre hors
de doute I'existence de la fonction u, d'établir la proposition gé-
nérale suivante :

At

F'tant donnée Uéquation linéaire

2 2z 0z L p 9%
(28) UTUJ’»‘—(Z()TF—:—}‘FV- ¢33 =0,

dont les coefficients a, b, ¢ sont développables en séries or-
données suivant les puissances entiéres et positives de x — z,,
Y — Yo, il existe une solution de Uéquation aux dérivées par-
tielles, se réduisant, pour y = y,, a une fonction déterminée
?(z) de z, développable suivant les puissances de x — x,, et,
pour =z, a une fonction Y(y) de y, développable suivant
les puissances de Y —Yo-

Pour démontrer cette proposition, nous effectuerons d’abord la

substitution

! -"’
K)fpse=E=—y

G

A

¢ et o étant deux constantes que 1'on choisira de telle maniére
que les développements des fonctions a, b, ¢, o(2), U(y), qui
sont ordonnés, aprés la substitution, suivant les puissances de z
et de y, soient convergents pour toutes les valeurs de ces variables
de module inférieur ou égal & U'unité. Cela posé, proposons-nous
de déterminer toutes les dérivées de la fonction cherchée z pour
L=y =o0.

Puisque z doit se réduire a ¢(z) pour ¥ =0, cette condition
déterminera toutes les dérivées de = par rapport a la seule variable
z; de méme, puisque z doil se réduire & 4(y) pour 2 =o0, on
connaitra toutes les dérivées par rapport a la seule variable y;
enfin, I'équation aux dérivées partielles fera connaitre, en fonction
des précédentes, toutes les dérivées prises a la fois par rapport a
Z et ay. On peut, avec loutes ces dérivées, former le développe-
ment en série de la solution cherchée suivant les puissances de z
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et de y, et tout se réduit a établir que ce développement est con-
vergent; car, s'il en est ainsi, il satisfera évidemment, et aux con-
ditions aux limites, et & I’équation proposée.

Or, les séries qui développent les fonctions «, b, ¢, ®, ¥ élant
convergentes dans un cercle de rayon 1, il est toujours possible
de trouver des constantes M, N, P, H positives et telles que les
dérivées d’ordre quelconque de «a, b, ¢, ¢, U aient des modules
respectivement inférieurs aux dérivées correspondantes des fonc-
tions

M N B H H

1-—.7:-—-y’ I—Z‘-—)f, (T—rul;')Z’ = 17-‘}"

Si donc on se propose le probléme suivant : « Déterminer une
fonction satisfaisant a I'équation
02z M 0z N 0z P

) By Tis—yw T imz gy T G—ayp

se réduisant, pour ¥ =o, a —H—‘ et, pour z =o, a M », on ob-
1 — 1—y

tiendra, pour définir cette fonction, une série dont tous les coeffi-

cienls seront certainement supérieurs 4 ceux de la série relative a

I’équation donnée. Il suffira donc de démontrer que cette nouvelle

série est convergente pour les valeurs de z et de y suffisamment

voisines de zéro. .

Le nouveau probléme auquel nous sommes ainsi conduits est
virtuellement résolu dans ce Chapitre; car, si I’on remplace, dans
I'équation, z par 1 —z, elle prend la forme méme de l'équa-
tion (1) considérée au commencement du Chapitre précédent
[p- 54] et peut, par suite, se ramener & 'équation E(B, #'), pour
laquelle nous avons résolu le probléme proposé. Le résultat, que
nous nous contenterons d’indiquer, conduit a une fonction qui
est réellement développable en série (*). Il est donc possible de

(*) Si 'on augmente les constantes M et N en les amenant & vérifier la rela-
tion
M=N>7,

si Pon remplace ensuite les deux fonctions

l——l" L= Bk (]__l')\l.
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déterminer une solution de Péquation aux dérivées partielles pro-
posée par les conditions aux limites que nous avons indiquées, et
d’établir le théoréme général sur lequel repose l'existence de la
fonction .

365. Les relations que nous venons d’établir entre une équation
linéaire et son adjointe ont un caractere trés général: il en est
J 5
d’autres que nous allons signaler et qui se rapportent au cas ou
'une des deux équations peut étre intégrée par la méthode de
Laplace. Considérons, en méme temps que I'équation aux dérivées
partielles

02z 0z b()z
m‘;fﬂd—x—-i— @TC&—(),

son adjointe

02z 0z bdz ‘ (lc o 0b Lt
woy  “m Tty T m )=

et proposons-nous d’abord de calculer les valeurs des invariants /
et & de cette équation. Si I'on désigne ces valeurs par A’ et &', on
trouve

(\30) /L':A‘, k=4

\

Ainsi les invariants de Uéquation adjointe sont égaux a
ceux de l’équation proposée, mais pris dans un ordre différent.

Il suit de 13 que, si 'on a b=/, on pourra passer de I'équation
a son adjointe par la substitution de )z & 3, A étant une fonction
déterminée. Clest ce que I'on vérifie aisément ; car, sil’on raménc
Péquation linéaire a sa forme réduite, qui est, dans ce cas,
(n° 329)

02z
W — ko

on reconnait immédiatement que P'équation est alors tdentique i
son adjointe. .
s T e e e e I s TR

H . ’ e 0 i
(1—j-)u’ ©n peut obtenir, pour la fonction auxiliaire, la forme trés simple

(1 —2 — )% (1 — 2)B8(1— )-8 | A Zy
e Sl l[;i, r’l’(l~—z)(l*3f)]’

ol o et B désignent deux constantes réelles, fonctions de M et de P.
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366. On peut déduire une autre conséquence des relations entre
les invariants de I'équation et ceux de son équation adjointe.
Désignons par (E) I'équation, par (E') son adjointe et appliquons a
I’'une et a Iautre la méthode de Laplace. Nous obtiendrons deux
suites d’équations

5 (EL), (EL), (B), (i) (Eayeens
(EL,), (EL), (E), (E), (E)),

Or nous avons vu au n° 331 que, si 'on désigne par h_, et &
les invariants £ et & de 'équation (E), ceux de I'équation (E;)
seront h;_y et h;, les quantités i, se déterminant au moyen des
deux premiéres, % et i_,, par la relation de récurrence

2 logh;

/.Li—d'_‘ 2R 4 Ry =— '—W 2

La symétrie de cette formule nous permet de reconnaitre immé-
diatement que, si I'on passe de (E) a I'équation adjointe (E),
c’est-a-dire si I'on échange les deux premiers invariants /_, et
h, au lieu d’obtenir la suite

S VA TR R e R B Rae el
on aura
s s hyy, Ry, h, b, &,

Il résulte de la que I'équation (E;) aura ses invariants égaux, a
P'ordre prés, a ceux de I'équation (E',). Par conséquent, ’adjointe
de (E;) sera I'équation (E';) dans laquelle on aura changé z en
hz, k désignant une fonction convenablement choisie de z et de y;
et, sil'on néglige, comme nous I'avons fait jusqu’ici, les change-
ments qui resultent de cette substitution, on pourra dire que
(EL;) est I'adjointe de (E;). Cette remarque a peu prés évidente
conduit aux consequences suivantes.

Supposons que la premiére suite se termine dans un sens, dans
celui des indices positifs par exemple; soit (E;) la premiére
équation dont l'invariant % est nul; il est clair que, parmi les
équations d’indice négatif de la seconde suite, (E;) sera la pre-
miére dont l'invariant % sera nul; la seconde suite se terminera
donc a (E;). On peut donc énoncer la proposition suivante :
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Quand Pune des deuz suites de Laplace relates ¢ une
équation et a son adjointe se termine dans un sens, l'autre se
termine en sens contraire, et aprés un méme nombre d’opé-
rations; si donc la premiére suite se termine dans les deux sens,
il en sera de méme de la seconde, et il y aura autant d’équa-
tions d’indice positif dans Uune des suites que d’équations
d’indice négatif dans Pautre (L5

Nous allons nous attacher a cette derniére hypothése et montrer
comment, dans ce cas, on obtient effectivement I'intégrale de
’équation adjointe. Mais, pour résoudre cette question et celle
qui la suivra, il est nécessaire que nous donnions des développe-
ments étendus sur I'équation adjointe de Lagrange relative & une
équation linéaire d’ordre quelconque, mais contenant une seule
variable indépendante. Ce sera I'objet du Chapitre suivant. Nous
terminerons celui-ci en résumant les relations que nous avons
mises en évidence entre une équation et son adjointe.

367. Nous présenterons d’abord quelques remarques sur la no-
tion méme d'intégrale générale. Etant donnée une équation aux
dérivées partielles, il peut arriver, dans quelques cas spéciaux,
que I'on ait des méthodes permettant d’obtenir une formule géné-
rale qui donne toutes les solutions de Péquation. C’est ainsi que,
sil'on a a intégrer I’équation élémentaire

02z

oz dy =1

on est assuré que toutes les solutions seront fournies par la for-

mule
S e+ bly).

Plus généralement, si la méthode de Laplace, appliquée a ces
équations linéaires que nous avons étudiées dans les Chapitres

R T I i e o L v 8 Y R 5

(*) Un jeune géométre, M. R. Liouville, qui a été conduit par ses recherches
personnelles 4 la considération de Péquation adjointe, a établi ce théoréme,
comme nous le faisons ici, par Pemploi de nos invariants h et k. (Voir le Mé-
moire Sur les formes integrables des équations linéuires du second ordre in-
séré au LVI® Cahier du Journal de U’Ecole Polytechnique, p. 6; 1887.)
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précédents, permet d’intégrer 1'une des équations de la suite, la
formule a laquelle on est conduit, et dont nous avons indiqué la
forme, représente effectivement la solution générale de I’équation
considérée. Mais il existe d’autres moyens, plus ou moins indirects,
de parvenir a des formules générales qui représentent des solutions
d’une équation aux dérivées partielles; tel est celui que nous
avons employé, par exemple, pour obtenir la formule de Poisson
généralisée par M. Appell. A quel caractére pourra-t-on recon-
naitre que de telles formules fournissent 'intégrale générale de
’équation considérée? Ampére, dans le célébre Mémoire inséré aux
XVII® et XVIII® Cahiers du Journal de I Ecole Polytechnique ("),
a adopté la régle suivante :

« Pour qu’une intégrale soit générale, il faut qu’il n’en résulte,
entre les variables que I'on considére et leurs dérivées a Dinfini,
que les relations “exprimées par I'équation donnée et par les
équations qu’on en déduit en la différentiant (2). »

Cette intéressante définition porte la marque de Pesprit philo-
sophique de son illustre auteur; on pourrait la justifier en s’ap-
puyant sur les travaux ultérieurs de Cauchy; mais il vaut mieux,
nous semble-t-il, déduire de ces travaux une définition nouvelle
de I'intégrale générale. Si nous supposons, par exemple, que 1'é-
quation aux dérivées partielles soit du second ordre et 3 deux va-
riables indépendantes, Cauchy a montré que, sous certaines con-
ditions de continuité qu’il est inutile de rappeler ici, il existe une
intégrale de I'équation,, déterminée par la condition de prendre des
valeurs données a P'avance, ainsi que l'une de ses dérivées pre-
miéres, pour toutes les valeurs de z et de y liées par une relation
donnée ou, si 'on veut, représentées géométriquement par tous
les points d’une courbe analytique plane. Cette importante pro-
position, que nous avons déja rappelée [I, p. 388], conduit par

(') AMPERE, Considérations générales sur les intégrales des équations aux
differ entielles partielles, lu a PInstitut le 11 Janvier 1814 (Journal de I’Ecole
Polytechnique, XVII® Cahier, p. 54g.)

AMPERE, Mémoire contenant Uapplication de la théorie exposee dans le
XVII* Cahier du Journal de 'Ecole Polytechnique a I’intégration des equations
auz différentielles partielles du premier et du second ordre (Journal de
U’Ecole Polytechnique, XVIII® Cahier, p- 15 1820).

(*) Journal de I’Ecole Polytechnique, XVII* Cahier, p. 550.

D. — 1L 7
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une voie naturelle & une définition nouvelle et rationnelle de I'in-
tégrale générale : pour qu'une formule obtenue par une voie quel-
conque représente l'intégrale générale, il suffira évidemment que
I'on puisse disposer des arbitraires qui y figurent, fonctions ou
constantes en nombre illimité, de maniére a retrouver les solutions
dont les théorémes de Cauchy nous démontrent I'existence, c’est-
a-dire de maniére a attribuer & la fonction inconnue et & 'une de
ses dérivées premiéres des valeurs se succédant suivant une loi
quelconque, donnée & ’avance, pour tous les points d'une courbe.
Il pourra arriver, sans doute, que la formule obtenue laisse
échapper certaines solutions exceptionnelles : cette circonstance
se présente déja pour les équations différentielles a une seule
variable indépendante qui peuvent avoir des solutions singuliéres
dans certains cas exceptionnels. Il pourra arriver aussi que la
solution obtenue ne convienne que pour les valeurs de z et de
Yy représentées géométriquement dans une région déterminée du
plan; plusieurs formules pourront étre nécessaires pour repré-
senter 'ensemble des intégrales. Le critérium qui se déduit immé-
diatement des résultats de Cauchy est précisément le moyen le
plus stir que nous ayons de reconnaitre, dans les cas difficiles, le
degré de généralité que présente une intégrale donnée a priori.

Appliquons ces remarques aux relations que nous avons établies
enire une équation linéaire et son adjointe. Toutes les fois que
I'une des deux équations s’intégrera directement, c’est-a-dire par
"application de la méthode de Laplace, il en sera de méme de
'autre. D’ailleurs, lorsqu’on aura obtenu par un procédé quel-
conque I'intégrale générale de I'une des équations, on pourra dé-
terminer la fonction # de Riemann et, par suite, intégrer aussi
Pautre équation. Nous pouvons donc, en tenant compte des re-
marques précédentes, énoncer d’'une maniére générale la propo-
sition suivante :

Litant données une équation linéaire et son adjointe, U'inté-
gration par un procédé quelconque de l'une des deux équations
entraine comme conséquence celle de I’ autre équation.
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CHAPITRE V.

L'EQUATION ADJOINTE DE LAGRANGE ET LES EQUATIONS LINEAIRES
D’ORDRE TMPAIR EQUIVALENTES A LEUR ADJOINTE.

Définition de I'équation adjointe 4 une équation linéaire donnée, i une seule va-
riable indépendante. — Relation de réciprocité entre les deux équations; cha-
cune d’elles est 'adjointe de autre. — Relations entre deux systémes fondamen-
taux d’intégrales se rapportant respectivement aux deux équations.— Intégration
d’une équation linéaire avec second membre par Tapplication des propositions
établies. — Forme remarquable que 1’on peut donner aux premiers membres
de deux équations linéaires adjointes l'une 4 Pautre. — Equations linéaires
d’ordre impair équivalentes 4 leur adjointe. — Propriété caractéristique; le
premier membre devient une dérivée exacte aprés sa multiplication par la
fonction inconnue. — Etude de Pintégrale du second degré. — Relations qua-
dratiques entre les intégrales particuliéres et leurs dérivées de méme ordre, —
Expression sans aucun signe de quadrature du systéme le plus général de solu-
tions particuliéres d’'une équation linéaire d’ordre impair équivalente A son
adjointe. — Formation de toutes les équations d’ordre impair équivalentes &
leur adjointe.

368. Etant donnée I'équation linéaire du ni*™e ordre
(1) J@W) =X+ Mo+~ dett" +. .. Ayuln) — 0,

ot A N Rt désignent des fonctions quelconques d’une
variable indépendante x, proposons-nous de déterminer toutes les
fonctions ¢ de x, telles que le produit

o f(u)
devienne la dérivée exacte d’une fonction linéaire de u et de ses

dérivées jusqu’a Pordre n — 1. Une suite d’intégrations par parties
conduit & la formule

v f(uw)dz

i a fl()\iv) . dﬂ()\z"’) 7 d'l()\n‘):)
_"/u[)\V*—W'T-W_...—F(—I) W][lz'
! d()s0) A dr—1( X, ¢
(2) { U [)\1(’— T "—...+(>—I)”_I ""C.Z-Z"T:)J
+u [7@ [ L;{;‘)) T (—=1)n2 dﬂ;;‘fi,;v)]

—+ un=[ Xk, 0].
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Si donc on définit les fonctions nouvelles ., py, ..., p, etle
polynéme g (¢) par la relation

( g(v)= o+ w o +. .. p,oW
(3) . d(Xy0)  d2(Ay0) S a0
t —./\(»———dTﬁ‘W—-——...—r-(\—I)"—dﬁ—;

il faudra que I’on ait
(4) &(v)=o.

Car 1l n’existe, évidemment, aucune fonction de u et de ses dé-
rivées dont la dérivée puisse se réduire & u g(v), lorsque g(¢) est
différent de zéro. L’équation (4)a été considérée pour la premiére
fois par Lagrange ') : on l'appelle aujourd’hui 'adjointe de la
proposée; nous dirons aussi que g(¢) est le polynéme adjoint a
J(u). On voit que toute solution particuliére de I'équation
adjointe fournit une intégrale premiére de I’équation proposée
sous la forme

(5) W(u,¢)— const.,

ou l'on a posé, pour abréger
1 ? P o)

ik n—1 7
‘ T(u,¢)= u [)\lv_d(:{;v) oo+ (—1)nt %}_1—0\]
d( ) 2( )y
(6 it ' [)\av— (d;v)f...‘—(—[)“ —2 de‘ 2‘))]
( L u(lt—l)[)\” V].

Si I'on adopte les notations précédentes, I'équation (1) s’écrit
comme il suit

() [Lef(w) — wg(v)] do = (u, )

et, par suite, le bindme ¢ f(u) — u g(¢) est une dérivée exacte
pour toutes les formes possibles données aux fonctions u et ¢ (2).

(*) LacraneE, Solution de différents problémes de Calcul integral ( Miscel-
lanea Taurinensia, t. 111; 1762-1765. OEuvres complétes, t. I; p. 471).

(*) La forme bilinéaire W (%, ¢) se présente au début des belles recherches de
M. Halphen sur les équations linéaires. Voir en particulier le Mémoire sur un
probléeme concernant les équations differentielles linéaires (Journal de
M. Jordan, t.1, p. 11; 1885). Otto Hesse I'a aussi considérée dans un Mémoire
que nous citerons plus loin.
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369. Réciproquement, étant donnée la fonction linéaire S(uw)

de u et de ses dérivées jusqu’a l'ordre 7, si I'on se propose de
déterminer une fonction semblable ¢(u) par la condition que

= o flu) —uo(e)

soit une dérivée exacte pour toutes les formes possibles de « et
de ¢, on devra avoir nécessairement

o(9)= g(v).

Ecrivons, en effet, 'équation
Jlosw) —woto)1de —wy(u, o),

qui exprime la propriété par laquelle on veut déterminer o(u);
si on la retranche de I'équation (7), on aura

fu[gs(v)h &(v)] dx = W(u,v) —Wy(u, ),

et, comme il n’existe aucune fonction de « et de ses dérivées dont
la dérivée contienne u seulement, il faudra nécessairement que
I'on ait

o(v) = g(»)-

Si I'on applique la proposition précédente a I’équation (7), en
remarquant que f(z) et g(u«) y entrent de la méme maniére, on
conclura que larelation entre ces deux polyndmes est réciproque,
c’est-a-dire que chacun d’eux est LCadjoint de I’autre.

Par conséquent, on pourra écrire la relation

J(w)=hu+Mu' +...+ )k, um
(8) dpsu) | d?(pau) dr(p,u)
d_ - .

— —_— — Ak == e,
=pu i = Rl Ve e =

tout 4 fait analogue & I'équation (3). Chacune des identités (3) et
(8) peut étre considérée comme une conséquence de 'autre ; nous
avons déja fait usage de cette remarque au Chapitre 11 [ p. 41].

370. Lagrange a déja montré comment la résolution compléte ou
partielle de I'équation adjointe permet de simplifier larésolution de
U'équation proposée. Nous ne reviendrons pas sur ce sujet; mais,
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en vae des applications qui vont suivre, nous étudierons d’une

maniére approfondie les relations entre toutes les solutions de

Iéquation proposée (1) et celles de I'équation adjointe (4)-
Considérons un systéme fondamental d’intégrales particuliéres

.
Uy, Uy cevy Up

de I'équation proposée, c’est-a-dire un systeme pour lequel le dé-
terminant ‘

| wa wy wy ... wipn
! " (n._i)
Tl Ul el S T A |
(9) A= ;
’ /a |
e T IR ST S U

ne soit pas nul. On formera sans difficulté une fonction linéaire
0;(«) de u et de ses dérivées jusqu’a Pordre n —1, s’annulant
lorsqu’on y remplace u par une solution particuliére autre que
u; et devenant égale a 1 lorsqu’on y remplace u par w; : cette
fonction a pour expression

I {as A

(10 B = eyt - i i SR T i 1)
10 i(%) A | du; du; Juy /

A étant le déterminant déja défini. L’équation

6;(u) = const.

est une des intégrales premitres de 'équation proposée; le pre-
mier membre se réduit, en effet, a la constante C; quand on y

remplace u par
Crug+ Cous—+...+— Cpup,.
L’équation
dbi(u)
= R

est donc équivalente & la proposée, et la comparaison des coeffi-
cients de la plus haute dérivée u™ dans les deux équations nous
conduit i l'identité

; db;(u)
(11) -jx— = ¢ f(w),
¢; ayant pour valeur
(12) & 1 odlogA

ST T
An ouy*~v
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Le produit ¢; f(%) étant une dérivée exacte, ¢; est une solution
particuliére de ’équation adjointe. En donnant a I'indice ¢ toutes
les valeurs, on formera ainsi un systéme

91,‘ V2, .., Pp

de n solutions de I'équation adjointe, que 'on reconnaitra aisé-
ment étre linéairement indépendantes; ce point résultera d’ailleurs
de la suite des raisonnements. Nous dirons que les solutions ¢;
sont les adjointes des solutions w;, et nous allons étudier les re-
lations entre ces deux groupes de solutions.

Si I'on se reporte d’abord a I’ équation (r1), en la comparant &
la formule (7), on reconnait que l'on a

0:(u) = W(u, i),
et il suit de la définition des fonctions 0;(#) que I'on a
(13) . W(uy ) =1, W (u;, o) = 0.

Ces relations tres importantes contiennent les coefficients de
I'équation proposée; les suivantes ont lieu seulement entre les
intégrales u;, ¢;.

L’expression (12) des fonctions ¢; et les propriétés élémentaires
des déterminants montrent que I'on aura

Plg s Welly SN SE  9pls = 0,
Py + Uy ...+ epil, =o0,
(4) LU STt ANTEATR YRCAN
o1 a2 gy w2 g, ulPm?) = o,
T
orulY o1 o ulr) = N
)

De ces relations on déduira les suivantes, par des différentia-
Lions répétées,

PO o) o D) = o, i+ k< n—r;
(=

’
An

(%) ol + P Ul | oD k) = i+k=n—1.

Ces formules permettent évidemment de déterminer les solu-
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tions %; en fonction des solutions ¢;; et, si 'on pose

| o1 e Pn {
{ ’ ’ ’
1 Py v i
(16) A]: | : A * ’
I n— Sn— (n—1) |
| "(1 1) (,211 i s (i 1) :

on obtiendra les expressions suivantes

—1)2-1 dlogA
(]7) u[:L ‘) u?fl:’
An ()Vl'

toutes pareilles a celles qui déterminent les ¢; au moyen des «;.
On a d’ailleurs

r\”
(18) A= (?) .
A

Nous signalerons encore les relations suivantes.
Considérons les deux systémes de n2 éléments

01, V3, $5toalt 1 Ph ST Y g
(0 9% i A wits2, L ulrrt L e
b o Sl T SR R
A e e uy, sl b 18 S

Les mineurs formés avec les p premicres lignes e. ~ colonnes
quelconques du premier déterminant sont proportionnels aux
coefficients des mineurs correspondants dans le second détermi-
nant. Pour établir cette proposition, considérons, par exemple, le
mineur principal du premier déterminant, que nous écrirons
comme il suit :

‘ vy Vs e A [t S S n f
‘ {
(P-1) (p—1) ,WP=1)  (p—1) Sp=1) |

i 0y Vs SR o Ppi1 St o
[ oy e e 0 1 0
I
) o 0 ail= 0 ;
..... e . <, A%, . |
| i
[ 7 oN ARt o o 2 e S

S1 on le multiplie ligne a ligne par le déterminant A, on trouve,



(19)

(20)
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aprés quelques réductions faciles, la relation

V1 (o5 s vp | Up+1 Up+2 e Un
v vy vp | (—1)p—=p) | wpyy Wis e w,
2 AT AT RN
} AL A
(p—1) (p—1) {p—1) n—-p-—1) (n—p—1) —p=—=
v pif gt | o sk v WSEERSE)
qui comprend comme cas particulier les formules (12) et (17).
On aura de méme
wy Uy E Up 1 I opy Op+a os -¥n
; ; : - ; :
w) uy 5 Up | _yn-py| “pnt Uora 8
. ... .. . = \,t DR CRCETE
(p—1) (p—1) (p—1) —p—1) tn—p—1) —p—
u'f e e | o Vo s | GIR=EST)

371. L'emploi des propositions précédentes conduit rapidement
a 'intégrale générale de I'équation avec second membre

fluy="Rj;

ou R désigne une fonction quelconque de la variable indépen-
dante.

Si 'on multiplie, en effet, les deux membres de I’équation pré-
cédente par ¢;, on aura, en intégrant,

o e
c’est-a-dire

vif(u)d - [R(!idf,

(21) W(u, v;) = [l{vi dz.

Il suffit d’attribuer a ¢ toutes les valeurs 1, 2, ..., n et de ré-
soudre les équations obtenues, qui sont du premier degré par
rapport a la fonction inconnue w et a ses dérivées u/, u’, ...,

u"=Y. La résolution se fait trés simplement de la maniére sui-
vante.

Posons
(22) Uk = hyul +— houlf) 4. .+ hyulP,

hys hay - .., hy désignant des inconnues nouvelles que I'on sub-
stituera & u et a ses dérivées. La substitution des valeurs de w,
u'y ..., données par la formule précédente dans I'équation (21),
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nous donnera

By W (wy, 0;) + hy W(u,, 98) v = gy Wy, 07) :fl’w,- dz.

Si on tient compte des relations (13 , 1l reste
P

R :vai dzi

Par suite, la solution cherchée et ses 7 — 1 premiéres dérivées
sont déterminées par les formules

(23) u— E u,-va,- dz; AR E u.i.’”fR v dx.
i i

Le résultat se présente sous la forme méme que 'on doit ob-
tenir lorsqu’ou applique la méthode de la variation des constantes
arbitraires due & Lagrange. ’ :

372. Pour compléter cette étude des relations entre une équa-
tion linéaire et son adjointe, nous indiquerons une forme remar-
quable que I'on peut donner aux deux fonctions S(u) et g(v).

11 suit de la théorie méme de I'équation adjointe que l'on peut
mettre f(u), et d’une infinité de maniéres, sous la forme
L)

n+1 dx

En appliquant la méme transformation a Ji(u) et a toutes les
fonctions que 'on introduira successivement, on obtiendra pour
J une expression telle que la suivante

d d d
(21) f(za):L_L_...l._ﬁ,

chaque différentiation portant sur tout ce qui suit. Multiplions
par ¢ et posons

T ad. 1 d
On—i+1 A% Op_; dz %y dz oy

Sf:(u) =
(25)

(fn(u)z o%;
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soit de méme

g"(p): Zu+1
i ] W)= d Need al e
S S = e T T m @ Ty
\ —1)r d ! 1 d ¢
gle) = ¢ 3

oy dzxr oy dz dn AT Gprq

D’aprés ces définitions des fonctions fi(u), gx(¢), on aura

Rt i df:(u)’ s e df,ﬂ(u)

Aps-1 dz

L —i+1 dr
1 dgi(y) e 1 dgici(v)
B e ) = e e

Une suite d'intégrations par parties nous donnera les formules

of(w)dz = [ eu(0)d fi(w)
= &a(0) /i) — [ fi(wd guo),
— (A ga(v) = [gus()d fu(w)
— a1 (0) falu)- ff(u)d w0},

“ffn(”)dé’:(t’) Zfltg(v)dx.

Si P'on ajoute toutes ces équations, on obtiendra l'identité

(39) | f[vf(u)—ug(o)] dz

l

= &n(9) fi(u) 4+ gn-1(v) fo(u) +...4- g1(?) fulw),

d’ot il résulte que g(¢) est le polynéme adjoint & f(u) et que
I'on a

(28) W(u,v)= g,l(v)fl(u)—#.—gn_,(v)ﬁ(u»—:—. w1 (0) fa(u).

Cela posé, les différentes solutions particuliéres de I'équation
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proposée peuvent étre représentées par les formules

Uy = %y,

s Vpe— oc,f12 dz,
|

(29)

Uz = a,‘/‘ag dx [13 dx,
&

chaque signe intégral portant sur tout ce qui suit. De méme les
solutions de I'équation adjointe, que nous désignerons par w,,
Wa, ..., Wy, seront

'

W = Apiy,

w.

I
B
:E
S
&

(30) e =g, [x,L dx [1,,,, dz,

Pour plus de netteté, nous supposerons que toules les intégrales
solent prises entre z, et Z, x, étant une constante. Si I'on se re-
porte a la définition des fonctions Sis fas <oy fn, On reconnait
que l'intégrale particuliére #; annule identiquement les n — ;
premiéres et réduit a l'unité la (n— 7+ 1), Quant aux sui-
vantes f, i s, ..., fr, elles auront toutes la forme d’une intégrale
prise entre les limites z, et 2. On trouvera, par exemple,

" 8 B i X
fu_i+z:f %udr,  foiiz= [ %i_g dxf % d,
X o > X

o Lo 0

et ainsi de suite. Toutes ces fonctions, qui ne sont pas nulles en
général, le deviendront cependant pour z — z,.

De méme, la solution wy, substituée dans les fonctions gi(v),les
annulera toutes, pour z =wx,, sauf la fonction Zn_kps qui se
réduira a (— ) S

D’apres cela, substituons, dans la formule (27), u; ala place de
“, Wi a la place de ¢. La dérivée vf(u) —ug(¢) du premier
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membre étant nulle, le second membre doit se réduire & une con-
stante. On peut done, pour calculer cette constante, donner a z
la valeur particuliére z,. La seule fonction f, qui ne soit pas
nulle est alors f,_;,, qui se réduit a I'unité. On a donc

1U(_u,-, wr) = g;(w,..).
Mais la fonction g;(w;) est nulle tant que I'on n’a pas
i=n—~k-1,

et elle est égale & (— 1)27¢ si cette relation a lieu entre les indices.
e} . /
On aura done

o { W, wi) = (— 1)1 pour i+k=n-1;
(31 3 5
21) | W(u:,wr)=o0 pour i+ k= n-1.

Sil'on pose
o= (—1)* =, _iy,

ce qui donnera le systéme suivant

Py =u— [)u_11,l+1f1,L dr /. oy As dr,

.

03 = (—1)2 2, [z,, dr / .. [13 dz,

(32) LU S et e N IOt ooty - o NI Ko & M wrrucnn waede 5

V= %py,

il viendra
(33) W(us, o) =1,  W(us,ox)=o,

c’est-a-dire que les ¢; seront les solutions correspondantes ou
adjointes aux u; dans le sens que nous avons donné a ce mot au

n° 370.

373. Nous allons maintenant appliquer les propositions précé-
dentes au cas ol I'équation adjointe admel les mémes intégrales
que I'équation proposée. On a alors

g(u)=rpf(u),
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2 étant une indéterminée que I'on obtient par la comparaison des
coefficients de «(® dans les deux membres. On trouve ainsi, en se
reportant a la valeur (3) de g(¢),

p=Eats
de sorte que I'on a nécessairement
(34) g(w) = f(u)
si ’équation est d’ordre pair, et
(35) glu)=— f(u)

si équation est d’ordre impair.

Il y a donc une différence essentielle entre les équations d’ordre
pair et celles d’ordre impair. Les premiéres se rencontrent dans
la théorie de la variation seconde des intégrales simples; Jacobi
en a donné les principales propriétés (1)- Les secondes, que nous
rencontrerons dans la suite, ne paraissent pas avoir été étudiées.

Supposons que I'équation linéaire soit d’ordre impair 27 — 1
et reprenons I'équation fondamentale (7) ot nous remplacerons
g(¢) par — f(¢). Nous aurons alors

(36) /[vf(u)+uf(v)]dx:‘ﬂ(u,v).

Cette relation ayant lien pour toutes les formes possibles des
fonctions u et ¢, remplagons-y ¢ par u; elle deviendra

(37) /‘uf(u)(lx: ill—"(u, ).

Ainsi toute équation linéaire d’ordre impair équivalente @
son adjointe admet une intégrale du second degré, et son

ey A=A A

(*) Jaconr, Zur Theorie der Variations—}?eclz,nung und der Differential-
Gleichungen ( Journal de Crelle, t. XV1I, p. 68; 1836.) Une traduction de ce
Mémoire a paru dans le Journal de Liwouyille, 1= série, t. III, p. 44. On pourra
consulter aussj :

BERTRAND (J.), Démonstration d’un théoréme de M. Jacobi (Journal de
U’Ecole Polytechnique, XXVIII Cahier, p. 276; 1841).

HEessE (0.), veber die Criterien des Mazimums und Minimums der einfachen
Integrale (Journal de Crelle, t. LIV, p. 327; 1857).
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premier membre devient une dérivée exacte quand on le mul-
tiplie par la fonction inconnue ().

Cette élégante propriété caractérise, il est aisé de le prouver,
les équations de degré impair équivalentes & leur adjointe. S¢ le
premier membre d’une équation linéaire devient une dérivée
exacte quand on le multiplic par la fonction inconnue, Uéqua-
tion est nécessairement d’ordre impair et elle est équivalente a
son adjointe.

Soit, en effet,

w f(u)de =1N(u)

I'équation qui exprime la propriété précédente. Remplagons « par
u %9, h désignant une constante, et égalons les coefficients de )
dans les deux membres. Nous aurons une égalité de la forme

f[ch(v)»@vf(u)] de =1(u, v).

D’aprés la proposition genérale du n° 369, cette relation
exprime que l'adjointe de la fonction linéaire S(u) est — f(u).
L’équation linéaire considérée sera donc équivalente a son ad-
jointe et, en vertu de la remarque faite plus haut, elle sera néces-
sairement d’ordre impair.

374. Si T'on substitue une solution de Péquation proposée
dans l'intégrale du second degré I(u), celle-ci se réduit a une
constante. Cette constante pourra-t-elle devenir nulle lorsque la
solution substituée sera quelconque, mais réelle? Afin de décider
ce point, qui est essentiel pour la suite, nous allons indiquer une
forme remarquable du polynéme quadratique IT(u).

Si lon sépare dans II(u) les termes qui contiennent la plus
haute dérivée de u, on pourra lui donner la forme

H(u) =y (u)+ ulrn—2 (g, y2n-2 __ aun=3) .+ @y, qu),

(') Toutes les équations linéaires admettent des intégrales du second degré, en
nombre illimité; mais, dans le cas général, le premier membre de Iéquation ne
devient une dérivée exacte que si on le multiplie par une fonction linéaire de
et de ses dérivées jusqua I'ordre n — 1 qui contient nécessairement z("—1),
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IT, («) contenant les dérivées de u jusqu'a l'ordre 22— 3 seule-
ment. En prenant la dérivée de II, on aura I'expression suivante

w2r=(2aq ur—2 @, un=3) .. gy, su'+ @y u)

des termes qui contiennent la plus haute dérivée de u. Comme

ZAl : y : : :
——est égale a u f(u) et doit contenir u en facteur, on aura né-
dz

cessairement
A=Ay =...=Qap—2= 0,

et IT(w) sera, par suite, de la forme
O(u) = o(@z)uur=2 + 1 (u),

II; étant le polynéme déja défini. Cela posé, mettons a la place
de « une solution de I’équation proposée s’annulant, ainsi que
ses 21 — 3 premiéres dérivées, pour une valeur particuliere quel-
conque z, donnée & z. La fonction II(«) sera nulle, pour z = z, :
cela résulte de la formule précédente; et, comme elle doit se
réduire a une constante, elle sera nulle pour toutes les valeurs
delz.

I1 est donc établi que, si I’équation proposée a ses coefficients
réels, il y a une infinité de solutions réelles annulant I'intégrale
homogeéne du second degré II( ). Soit ¢ une telle solution, pour
laquelle on a

(38) (p) = %‘If(v, )= o.

Si on la porte dans la formule (36), on obtiendra, pour toute
fonction «,

fvf(u)clz:llf'(u, 0)
ou, en remplacant u par vu,
(39) fvf(_uv)dz: W(up, v).

D’apres I'équation (38), le coefficient de « dans le second
membre est nul, On aura donc

(40) ‘/vf(uv)dz‘:fi(u,'),
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Ji(w) désignant une fonction linéaire de o el de ses dérivées
Jusqu’a Pordre 27— 3, Nous allons montrer que cette fonction
nouvelle est, elle aussi, égale et de signe contraire & son ad-
jointe.

Considérons, en effet, 'intégrale

/mf,(w)d.l‘.

Si l'on y remplace, pour un instant, par la dérivée o/ d’une
autre fonction, elle devient, en vertu des équations (3q) et (40)

/'u’f”u’)rlz = | &' ¥(up, v)dr = /‘du, [vf( uv) dx.
En intégrant par parties, on a
fdu /‘vf(zw)d.z' =ufvflu)dz ——/‘zwf( uy) dr
Ou, en tenant compte des formules (39) et (37),
fwj'l(w') dz = uW(up, v)— é‘l’(uu, uy ).

Tous les termes qui contiennent g disparaissent dans le second
membre; on le reconnait immeédiatement si I’on remarque que
les termes en « dans W(up, ue) ont pour expression

2uW(up, v)— w2 W(p, V).

Si donc on substitue w & « dans le second membre, la relation
précédente prend la forme

fmfl(w) dz = I(w, o, ..., w(2n—4))

qui, nous I'avons vu, caractérise les fonctions /£, (w) égales et de
signe contraire i leur adjointe. La proposition que nous avions
¢noncée est donc démontrée. On en déduit aisément la consé-
quence suivante, qui n’est autre qu’une transformation de I’équa-
tion (4o) :

Toute fonction d’ordre impair sn— égale et de signe
D. — 1L 8
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contraire a son adjointe peut se metire sous la forme

(41) f(“>:é%f‘<<§>’)’

Si(w) désignant une fonction d’ordre an —3 qui est aussi
égale et de signe contraire a son adjointe; quant a la fonc-
tion v, on peut toujours lut attribuer d’une infinité de ma-
niéres une forme réelle quand le polyndéme linéaire f(u) a ses
coefficients réels.

L’application répétée de cette proposition permettra évi-
demment de former toutes les fonctions égales et de signe con-
traire a leur adjointe. On sera conduit a une expression de f(«)
qui s’écrira comme 1l suit :

g Bt s /"u)—li_li Ld T A T AR (o AN AT A0
L42) - A T wdr oay dr tny dz a, dz 2, Az dp—y (

C’est la forme générale donnée au n° 372, mais avec cette res-
triction que, dans la suite

Ay, Gay veey Gan,

les fonctions a égale distance des extrémes sont égales. Pour la
démontrer dans toute sa généralité, il suffira de prouver, ce qui
n’offre aucune difficulté lorsqu’on emploie la formule (41), que,
si elle est vraie pour les équations d’ordre 27 — 3, elle s’étend
d’elle-méme a celles d'ordre 2n — 1.

375. La forme précédente de f(u«) une fois établie, reprenons
les deux systémes de solutions d’une équation linéaire et de son
adjointe définis au n° 371

Uy, Uzy ...y Uap—q,

Py, Pog .oy Vap—is

Il faudra remplacer, dans les formules (29) et (32), n par
21— 1 el supposer aussi

Uap—i = %i+1-
On trouvera ainsi que 'on a, pour toutes les valeurs de ¢,

(43) Op=(— 1)t ugy ;.
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Sil'on porte ces expressions des ¢; dans les formules (13), on
trouvera

(,i) S ‘F(u,-, uk)ZO. (l—w/tff2ﬂ-),
4 ;
0 W, Usp—i) = (— 1)t

et, si l'on effectue ensuite la méme substitution dans les formules
(14) et (15), on obtiendra, en particulier, les relations suivantes :

2ULUgn—1— 2Us Uy g~ . , (=1)tu? = o,
(45) B ) 117 [ 1),
(R—1) p,(n—1) (R—1) ,,(n—1) (n=1)\2 ( —I)n—l
2 Win i —auy Uan—g oot (—1)"—1(ul 2= e
y n

Il existe done, dans. tous les cas, au moins une relation homo-
géne du second degré entre les intégrales d’un systéme fonda-
mental quelconque; et cette relation ne cesse pas -d’étre vérifide
lorsqu’on remplace les intégrales par leurs dérivées du premier,
du second ordre, et ainsi de sujte Jusqu’alordre n — 5. On s’assu-
rera aisément que les formules (45) conduisent par des différen-
tiations répétées a toutes celles que l'on pourrait déduire des
systémes (14) et (15) et contiennent, par conséquent, toutes les
relations réellement distinctes entre les intégrales du systeme fon-
damental considéré et leurs dérivées.

De ce systéme particulier on peut évidemment passer au sys-
téme le plus général par une substitation linéaire quelconque
effectuée sur les intégrales u;. Alors les relations précédentes re-
vétent une forme élégante et se résument dans I'énoncé suivant :

L'tant données les intégrales
Uy, Uy . “ey ltgn_“

Jormant un systeme fondamental absolument quelconque,
elles vérifient nécessairement n équations de la forme

o5 thaye e ; Usp—1) = o0,
r ! 3\
o(uy, uy, ceey Uypy) =o0,
, S R R 1 e S ek A &
(46) s < :
gl b2 WlEhe—a

1

“ n—1 L~ 1)y — o

o (a1, uy S L)) = 0E
n
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ou ¢ désigne une forme quadratique a coefficients constants
que Uon peut toujours réduire & une somme de n carrés po-
sitifs et de n — 1 carrés négatifs.

De plus, les intégrales

1, P2y ..., Vapyg
du systeme adjoint au précédent sont définies par les Jormules

T SNSRIl
s E TR

Cette derniére relation a lieu, en effet, quand la fonction » se

réduit a la forme simple

P = U2 Uy Wiy S 0 Ut Uy iy ihl i [ D auyus, g,

el, par sa nature méme, elle doit subsister lorsqu’on effectue sur
les fonctions «; une substitution linéaire ; car les fonctions ¢; sont
alors transformées, en vertu des relations (14), par la substitution
inverse.

376. Si, dans les formules (29), on remplace n par 2n — 1 en
faisant a; = a5, ;,, On aura une expression trés simple des inté-
grales particuliéres avec lesquelles on peut composer la solution
compléte de I'équation linéaire la plus générale d’ordre on — 1
équivalente a son adjointe. Pour les applications que nous aurons
a traiter, on peut désirer des expressions équivalentes, mais
débarrassées de tout signe de quadrature. Voici comment on les
obtiendra.

Le probléme se résout immédiatement pour Déquation du
troisiéme ordre équivalente & son adjointe. Cette équation est en

effet de la forme

= R B
aldngd—zagd—za?l_o’

et elle se raméne, par un choix convenable de la variable indépen-
dante, & la forme réduite

) 1 d3 [u
(4#) 3w (3) =
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dont les intégrales sont

ST
(49) T 1% lias

2

- Nous pouvons donc supposer que le probléme proposé est ré-
solu jusqu’a un ordre donné 2 n— 1. Soit

g (w)=lo
I'équation la plus générale de cet ordre et soient
Uy, Uy AP Ugp—1

ses 2n — 1 solutions particuli¢res, débarrassées de tout signe
de quadrature. D’aprés la proposition du n° 374, I'équation

(50) = dp 1 % 1 fu\’ o
5 S b o o fir ol
' Y dx (8 (o 7) ’
oty et & désignent deux fonctions arbitraires, sera la plus géné-
rale de l'ordre 272 -1 équivalente a son adjointe.

Pour obtenir les différentes solutions particuliéres de cette
équation, nous la remplacerons par la suivante

(3 (2)) =

ou C désigne une constante arbitraire. Si 'on fait d’abord C = o,
on obtiendra les 27 solutions

Yoo [ waSidn, s ftsn10 da.

Si l'on attribue ensuite a C la valeur 1, il faudra déterminer
une solution de I’équation

G(3)-+

On y parvient en mettant la fonction & sous la forme suivante :
8 =Jf(B)

2 désignant une nouvelle fonction arbitraire. On pourra prendre

alors :
(7) =¥

O
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ou

u=xy|Bf(p)dz.

En résumé, nous obtenons les 27 + 1 solutions

Y Y [u;f(ie)d,r, “/j BA(B) dx,

qui forment, on s’en assure aisément, un systéme fondamental
toutes les fois que f(f

) n’est pas nul. Il est vrai que ces solutions
nouvelles contiennent

des signes de quadrature ; mais on les fera

disparaitre en s’appuyant sur les identités fondamentales (36) et
(37), qui donnent ici

Jur®ras—weu ), [ogyan 2 V(B D).

On peut donc représenter le systéme des solutions cherchées
var les formules sulvantes :
F

2 3 UI:Y,

(Oo1) | S N
U,-.,_l:*{‘I"(u[,ﬁ). (z=r, 2, ..., 20 —1),

(52) U:’.IH'—I = 21"[' IIJ‘(,AB’ .B)

qui ne contiennent plus aucun signe de quadrature. Le premier
membre de Péquation correspondante est alors

/

; ey L2 sy
() fo(l‘)*“, dz (f‘f»)j<f(.3) (\7) )\"

et la nouvelle valeur de W (u,v) relative i cette équation sera

T

" J(8)

On vérifiera sans difficulté que, si les soluti
que nous avons définies au n°
les relations

ons u; sont celles
375 et qui sont caractérisées par

W (us, ug) = o, (i‘i—l”#mz),
Wty itts ey == 1)i-1

les nouvelles solutions U; définies par les formules (51) vérifieront
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les relations analogues

Wo( Uz Uspra—i) = (— 1)1,
Wo(Uz, Uz) = o, (i+k#a2n-+29);

.

et la relation quadratique entre les intégrales U aura, ici encore,
la forme simple

U/21.+l_ '),U,IU,H_»}—:—. Slas= 2(— l)"UlUgn_H: 0.

Appliquons la méthode précédente a la formation des solutions
particuliéres de équation du cinquiéme ordre ; en prenant comme.
point de départ les valeurs

données plus haut pour les solutions particuliéres de I'équation
du troisiéme ordre, on obtiendra le résultat suivant :

[
Upy=v d.’r:z ’ Ui=1,
N e a2 df fg e azf L di2y
(55) 'L‘a 1< ?7172—?1}>’ Uf’“!@ﬁﬁ—_édﬁ)
z2 d23 ds
G=v(F Gz 8)

On vérifiera aisément la relation
Ui— 2U, U, + 23U, U; = o,

qui a lieu identiquement entre les intégrales et subsiste quand on
les remplace par leurs dérivées premiéres.

377. Dans les Mémoires que nous avons cités, M. Bertrand et
Otto Hesse ont montré, d’aprés Jacobi, que toute équation li-
néaire d’ordre pair équivalente & son adjointe peut étre écrite de
la maniére suivante :

d'

n % dn—1 (
R e A n—1) _ o —
T un - o A, u +...+~Aju=o.

La forme analogue relative aux équations d’ordre impair est la
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sulvante :

dan dn—1
. Ajuln—1) e Ay uln)
dn—1 dn—2

oz e Ap—quln=2 4 dzr—2 Apquln=t_ o o Ajuw-+-Aju —o.

Nous nous contenterons de la signaler, en laissant au lecteur le
soin de la démontrer. D’autres propositions permettent encore
de former des polyndmes égaux, au signe prés, a leur adjoint. Par
exemple, il résulte du mode de formation méme des polynémes
adjoints que, si deux polynémes J(w), fi(u) ont respectivement
pour adjoints les polynémes glu), g, (u), la combinaison linéaire
af +bf,, ot a et b désignent des constantes, aura pour ad-
jointe ag +bg,. Il suit de 13, en particulier, que le polynéme
af(u)+ bg(u)a pour adjoint ag(u) -+ bf(u)et que les deux
fonctions

' J(v) +g(w), flu)—gu)

sont 'une égale, I'autre égale et de signe contraire A son adjointe.
On peut indiquer encore les propositions suivantes :
Reprenons I'équation du n° 368

(56) / [0S (u) —ugio)] do = W(u, o),
et soient f| (u), g, (@) deux nouveaux polyndmes linéaires, ad-

joints P'un & autre. Si, dans I'identité précédente, on remplace
u par g (u), elle prend la forme

[ 1o £@na) = g1(w) o) do = (g1 0, ),

Echangeons dans cette identiié Setfi, get g, uet 05 ce qui
est évidemment permis. Nous aurons

[lusiteton—ge) g1 de = wat0), )

En retranchant membre & membre les deux égalités que nous
venons d’établir, nous trouvons

Slusie@)—e fiaay) ar = v, .
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D’aprés la proposition du n° 369, nous pouvons conclure im-

médiatement que f, (g (u)) est 'adjoint de f(g, (u)).
En remplacant dans I'identité (56) « par d“’%(u‘, on verrait de

méme que les deux polyndomes
dm(lt) d g(u)
e A

sont adjoints 'un a l'autre. Supposons maintenant que f; soit
identique 4 f et, par suite, g, 2 g; nous obtiendrons la proposi-
tion suivante :

Etant donnés deux polynémes linéaires S(w), g(u) adjoints
Uun a Uautre, la fonction

S(g(w))

sera identique a son adjointe, et la fonction
g dg( u))
W
sera égale et de signe contraire a son adjointe.

L’application de la formule (42) nous permet d’ailleurs de
montrer que toute fonction égale et de signe contraire a son ad-
jointe peut se mettre, et d'une infinité de maniéres, sous la forme
que nous venons d'indiquer; car, sil’on pose

e(u‘ -—_1 i .l. a —I i '/_l£>
1 a dz ay dz Up—y dx (\1,1 ¢
le polynéme s () adjoint & O(u) sera égal (n° 372) a
GET diiin
O'(u)__‘_[) ;—d“‘;; &% "'}E(Z,),

et la formule (42) pourra s’écrire

ds(u)
dx

Fw) = (=i (22
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CHAPITRE VI

COMPLEMENTS ET SOLUTIONS NOUVELLES DES PROBLEMES
RESOLUS AU CHAPITRE II.

Etude nouvelle du eas ou la suite de Laplace se termine dans un sens. — Calcul
direct des invariants pour les différentes équations de la snite. — Expression
précise de la solution générale pour chacune de ces équations. — Relations
entre les intégrales générales de deux et de trois équations consécutives de la
suite. — Intégrale générale de ’équation adjointe. — Application au cas ou la
suite de Laplace doit se terminer dans les deux sens; nouvelle solution du
probléme résolu au Chapitre II. — Relations entre P’équation proposée et son
adjointe. — Indication de trois formes différentes sous lesquelles on peut mettre
Pintégrale générale de Péquation aux dérivées partielles.

378. Dans le Chapitre précédent, nous avons étudié d’une ma-
niére détaillée les relations qui existent entre une équation
linéaire et son adjointe, pour le cas d’une seule variable indépen-
dante. Nous avons vu qu’a tout systéme fondamental de solutions
particuliéres de I'équation proposée on peut faire correspondre
un systéeme analogue de solutions particuliéres de I'équation
adjointe, que nous avons nommé le systéme adjoint au premier.
La notion des systemes adjoints et les propriétés que nous y avons
rattachées vont nous permettre de compléter les solutions que
nous avons données au Chapitre IT et les propositions que nous
avons développées a la fin du Chapitre I'V.

Nous traiterons d’abord le cas ou la suite de Laplace relative a
une équation (E) se termine dans un sens, par exemple a I'équa-
tion d’indice positif (E;). Nous avons vu (n° 337) que cette équa-
tion peut se ramener 4 la forme

(l) —————-—;—:0,
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et son intégrale générale sera
(2) 0:X+[Yadg',

X et Y désignant les deux fonctions arbitraires. Si I'on conserve,
pour les invariants, les notations du n° 331, on aura ici

2 loga

(3) h; = o, hiy =— my

La formule de récurrence

02 logh,

(4 h kot he < et sl
l) p+1 P p—1 9z ()_}’

permettra ensuite de calculer successivement les invariants des

équations (E; ), (Ei_s), . ... On aura, par exemple,

dozdy  dzoy \* 0z dy oz Oy

02 logh; 02 02 o o\
(55 1k B Ay et A= IS o 8 s = “)
Mais nous allons voir que 1'on peut obtenir directement I'ex-
pression de I'un quelconque de ces invariants.
Introduisons, en effet, les quantités H; définies par les formules
suivantes :

" HO = %,

(6) " Jx 022 oP o
dx dx? dzp
.0_1‘ 02 or+lg
H, = dy oz dy dzP Ay
| y oPa ) | 02P g
¥ oy s s PP

Si 'on convient de désigner par la notation
D,(a,, Loy onoey 1k>

le déterminant formé avec k fonctions o, ..., o de ¢ et leurs dé-
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- v . . A b x b}
rivees par rapport a ¢ jusqu’a lordre & —1, on voit que I'on
pourra écrire

[ 0x  02a 0P o\
i | =pis e )
7) ( -D ( 0% 02¢ op o,
e e

Cela posé, nous allons établir que l'on a, pour toutes les va-
leurs de p,

02logH,_,

(8) ft = oy

Cette relation se vérifie pour les deux premiers invariants hi
et f;_,, dont nous avons déja donné Iexpression. Pour établir
qu'elle est générale, il suffira donc de montrer que les valeurs
ainsi définies des invariants satisfont a la relation de récurrence
(4), c’est-a-dire que l’on a

; oL e 0*H,  0H, 0H,\
(9 gy 108 H-iHy) = 2 tog (H,,W e

Or, si I'on considére le déterminant Hpy i et si 'on désigne,
pour un instant, par p,ps Ap.priy Cpia,py pyry pyy les éléments
qui appartiennent aux deux derniéres lignes et aux deux derniéres
colonnes, une formule trés importante, mais bien connue, de la
théorie des déterminants nous donne la relation

i B el e, OH iy Oy
P+ = ST e ey B
98p,p9apiprr  0app 0apiypry  Oap pig 9@p+1,p

La dérivée seconde qui entre dans le premier membre est évi-
demment H,_,. Quant aux quatre dérivées premiéres qui figurent
dans le second membre, on reconnait aisément qu’elles ont res-
pectivement pour valeurs

92H,, oH,, oH,,

gEOy I < T T e

On est donc conduit a 'identité

g OH, H, oH,

(10) H17—1Hp+1 =Hp W T dy 2

d’ot découle la relation (9) que nous voulions vérifier.
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379. Une fois connue I'expression des invariants, on pourra
obtenir I'intégrale générale; il suffira d’appliquer la formule (40)
donnée au n°® 336 [p. 38]. Mais on parvient & un résultat plus élé-
gant par la méthode synthétique suivante, a laquelle nous avons
été conduit par induction.

f étant la fonction déterminée par la formule (2), introduisons
la quantité suivante :

D étant le symbole déja défini par la formule (7); 6, est un déter-
minant d’ordre p +1. Nous allons voir que les valeurs de 8, corres-
pondantes aux valeurs o, 1, 2, ... de p sont les solutions générales
des différentes équations de la suite de Laplace; 0, sera la solution
générale de 'équation (E;_,). Pour établir ce résultat, il suffira,
évidemment, de montrer que 0, satisfait, quelles que soient les
fonctions arbitraires X et Y qui figurent dans I'expression de 0, a
une équation qui admet les invariants de (E;_,). Or, si 'on met
i, sous forme de déterminant et si I'on désigne par @, I'élément
de ce déterminant qui appartient a la ligne m et a la colonne n,
une formule déja rappelée nous donnera les 1dentités

L i dh, M, 220,
dap+1,[)+‘l bap.p B dap,p+1 ()ap+!,p il Pdap,p 0“[)+1,p+1 ;
ab,, 99, a9, M, 020,
m agﬁ,—p T 0api1,p 0ay, piq i 0@ p-+1,p+1 dal,p’
df, a9, ab, 99, 026,
da 13Oy i | 0&p pi1 0@y,  ° Omgaw,ﬂ )

Pour éviter toute confusion, écrivons le déterminant comme il
suit

9 Ui LY R
ox ozP

e e R
oz oxP

e G e

dy oz dy oxP dy }

op—1yg or 92p—1y
dypr=1 dx dyr—1 dxP dypr—1 '
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Sil'on remarque que les dérivées par rapport a y des éléments
de la premicre ligne sont proportionnelles aux éléments cor-
respondants de la seconde ligne, on calculera sans aucune diffi-
culté les valeurs suivantes des mineurs qui figurent dans les

identités précédentes

29, St _’)_()p 02 ﬁp L
0 p+ 1, pit L= day, — dzdy d)’
b, _ db, . Ny My,
—_ . B — =
0ap, pry oy Iapt1,p oz,
00, 026
e E VAT S Gt 2, —
a7 o — (=P ., 9y, p 081 pr P25
5 2
90, :(_I)[l—lo_Hp;l, —L:(—I)p_al—%
day p dz day,, Jatp iy pg !
2
el ( gyt s
day p 0@y piy 0 dy

La substitution de ces différentes valeurs nous donnera les trois

relations suivantes :

()‘) p 1 ' 00/:—1 ()0/1~1

s Op-1 0z 0y dy dx dy =950,
(\I'A) { 0[)_1 C)]Ip 1 d?}/) 1 II,; & 2% 0[] H[;—g,
, d 0,, T 7] § P 00, —_ oH, _,
' oz ay 0 dy 2 ay

Sil’on élimine 6, entre les deux dernleres on sera conduit & Péqua-
tion aux dcrlvees partielles

920,  dlogH,_, d0, ,

(13 ‘ dz dy dy oz
13)
) ? dlogH, 1 9y  dlogH, , dlogH,_, Ve
i BT dy dy oz il

dont O, _,, qui contient les deux fonctions arbitrajres X et Y, sera
évidemment Pintégrale générale. Les invariants % et 4 de celte
équation ont pour valeurs

2logH, , L1 2 logHY o
dzady oxdy ’

ce sont précisément les invariants de Iéquation (B pes)-
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380. Le probléme que nous nous étions proposé est ainsi com-
plétement résolu. Nous savons, en effet, former toutes les équa-
tions qui composent la suite de Laplace : Péquation (E;_,) est
donnée par la formule

(Eip) 023 dlogHp 4 05 dlogH, dz  dlogH, dlogH,

——o - F2 - 9 ~~—7—*—*;:0,

dz dy dy dx dz  dy Jdz dy

et elle se présente précisément sous la forme réduite que nous
avons signalée au n° 328 [p. 26]. Nous connaissons de plus son
intégrale générale, qui est

oo oP—1g

(14) 2 =0;=Dy (0 o, 2 50 ---,-d—yll—q

Enfin les identités (12) établissent des relations précises entre
les intégrales générales de deux ou de trois équations consécutives.

S et s 920, e
On peut, en les combinant et en éliminant f,_,, Eﬁyl’ en déduire
la relation nouvelle

oH,_,
oy

99,
Opt— Hpy S = Hp i 0.

Si I'on joint cette équation a la seconde des identités (12 ), on
obtient les relations

[ OH s Mpey -
(15) s % i e K4 oy
oH 90—
( St — M,y T =, L0,

qui représentent ici les deux formules du n° 330 par lesquelles on
passe d’une équation de la suite aux deux équations voisines et
qui, a elles seules, suffiraient a établir que 0, est bien I'intégrale
générale de I'équation (E; ). Remarquons encore que la pre-
miere des identités (12) établit une curieuse relation entre les
intégrales générales de trois équations consécutives de la suite.
On peut la généraliser et I'étendre au cas ot la suite de Laplace
est illimitée dans les deux sens, mais nous laisserons ce point &
I’examen du lecteur.

381. L’étude de la suite de Laplace relative a I'équation (Eh,
adjointe de (E), ne présente plus aucune difficulté. Nous savons
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(n° 363) que cette suite se termine I'équation d’indice négatif
(EL).

L’invariant £ de cette équation est égal a linvariant / de (E;),
c’est-a-dire a

_2loge
9z dy

Il suffira maintenant de répéter, en partant de (EL,), les opéra-
tions que nous avons faites en prenant comme point de départ
I'équation (E,), c’est-a-dire, en définitive, d’échanger partout z
el y en conservant la valeur de «; si donc on pose

(16) c:Y+f<dez-,

s sera I'intégrale générale de (E'_[) et la fonction

o oP—1g
(17 op—1Dy (o s k= b S f)
i "V(\ R Al > Opp=1
satisfera a I'équation
w 02z dlocH., dz dlogH; ; 0z _ dlogH,_; dlogH,, , I
(ELep) oxdy  dy oz oz dy oz AR

qui a les mémes invariants, 4 ordre prés, que (E;_,) et qui esl,
par suite, équivalente a I'adjointe de cette équalion. Pour avoir
exactement ladjointe de (E;_,), il suffira de faire la substi-
tulion

S| = H Hpae

en sorte que cetle adjointe aura pour intégrale générale

Sp

i T

382. Examinons maintenant le cas ou la suite de Laplace se
termine dans les deux sens, par exemple aux équations (Es),
(E_j). On peut, en s’appuyant sur les résultats précédents, re-
trouver la solution déja donnée au Chapitre 1I. Posons, en effet,

l+)=m—i;
les invariants de Péquation (E_;) sont, d’apres la formule (8),

22 logH,, , 3 Eog}i,,,v_g :
oxdy oz dy
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Pour que la suite se termine a cette équation, il faudra dorc
que l'on ait
92logH,,_,

oz dy

Si l'on tient compte de I'identité déja démontrée (10)

2 0logH,,
HpHps=HE,_ 2 (;‘,;a}f_'

]

on voit que 'on devra avoir

do. dmg’
H,,,,:D,,‘(z, 0]1 sy JJT =107

sans qu'aucune des quantités antérieures Hp vy, Hy sy o .. soit
nulle.
L’équation précédente s'intégre immédiatement : elle exprime

5 . oo Z < A0S
qu’il y a entre les fonction o, gy’ "Tv une relation linéaire

! I 9%, r Moy
(19) "1'1_‘“0_—)’ R A ¥ Ill;,m =

dont les coefficients sont indépendants de z et sont, par suite, de
simples fonctions de y. Cette relation peut étre considérée comme

une équation linéaire a laquelle doit satisfaire o et dont D'inté-
grale générale est, évidemment,

L=ZyMy XN +. ..+ L s

N5 N2, -+, Ny désignant m solutions particuliéres, linéairement
indépendantes et fonctions de J seulement; et x,, ..., 2, des
fonctions quelconques de x. Ces fonctions devront étre aussi
linéairement indépendantes; sans cela un des déterminants H
antérieurs & H,, serait nul.

Reprenons maintenant la valeur déja donnée de

O:X—}—f\’zd)';

nous allons montrer qu’on peut la débarrasser de tout signe de
quadrature. Soit, en effet,

"l—[)

(20) ; ©(0) = @, 00 4 e Blm=t)g o 2l =o
) I i
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1
Péquation linéaire dont les coefficients sont fonctions de y et qui
est adjointe a 'équation (19). Si, dans I'expression de 6, on rem-
place Y par — ©(Y), ona

h=m

0 =X— 3 an oYy dy.

h=1

Or, les 7 étant les solutions de I'adjointe & 'équation (20),
toutes les quadratures qui figurent dans cette formule peuvent
étre effectuées; et, si l’on pose

fcp(Y)mz dy = 1.(Y, 1),

/. ¢tant la fonction bilinéaire définie au n° 368, on aura

h=m

(21) 0:X——Z Zn (Y, q2).

h=1
Introduisons maintenant le systéme
Y1, Y2y ey Ym
de solutions de I'équation (20) qui admet pour adjoint le systéme
1y 025 vy Nppe
On aura, nous I'avons va au n° 370,
L Fns n) =1, AR Nh') = 0.
Silon fait Y = y;, expression de § deviendra donc
=X _—2,;

et § s’annulera pour X = x,, Y =y;; c'est le résultat qui nous
a servi de point de départ et qui permettra de retrouver la solu-
tion donnée au n° 340.

Supposons maintenant qu'au lieu de considérer la sujte de
Laplace comme commencant a (E:), on adopte comme point de
départ I'équation (E_;) : on obtiendra évidemment des résultats
analogues, que I'on déduira des précédents par I’échange de z et
de y, de i et de ;. A I'équation (20) correspondra la suivante :

(22) fo) = ko) 4+ %, jwm—1) o Yy — o,
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a laquelle satisferont les fonctions x;. Soient

oy

= r
1y §2; eeuy Em

les solutions adjointes a z,, Loy st T A o.correspondra la fonction
(23)

I I3 o e
=JY1%1 +Ystk2 ““-“‘?‘}nz;m;

)

et 'invariant /i_; de (E_;) aura la valeur suivante

9%log
oz dy

/l_j:— )

toute semblable a I'expression (3) déja donnée pour A;_,. Ala
fonction 0, il faudra substituer la sulvante

h=m
(24) 7:1’—2]‘/1. &nf(X) da,
< =1
el, st 'on pose
(25) [ar(x)de = wix, 3,

on reconnailra que s s’annule, comme 8, pour X = 2, Y=y

383. Ces remarques étant admises, formons la suite de Laplace
relative & I'équation adjointe (E'). Nous savons (n° 365) qu’elle
se terminera aux équations (E}), (E.;); et linvariant % de (E))
sera égal a 'invariant % de (E_j), c’est-a-dire a
02 Iogﬁ.

dx dy

Si donc on compare 4 la premiére suite, on voit que 'on ob-
tiendra tout ce qui se rapporte a I'équation adjointe en échangeant
ietj, aetfB, cest-a-dire en remplacant les fonctions Zp, ¥p par
leurs adjointes £,, 1,,. Ainsi :

Pour passer de I’équation proposée (E) a son adjointe (E",
il faudra échanger i et ] et remplacer les couples (xp, y,) par
les couples adjoints (E,, 1,).

[’intégrale de Péquation (E') sera donc de la forme

| TR e oL oyl
x r 207 ’ o (2]
B TR ST T G TR N (¢
(26) N| |
| | |
| & B &1 ol
I Sm &p ... ;ujl) N N sae TU(IIE)

N étant un facteur que I'on saura déterminer.
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384. Mais on peut obtenir une solution plus précise en faisant
usage des résultats que nous avons donnés plus haut pour le cas
ou la suite de Laplace se termine dans un sens. Si nous considé-
rons cette suite comme se lerminant a Péquation (E;), il faudra
prendre pour « la valeur déja donnée .

A=2171 o . = DT n,

et les invariants de (E) seront

(27 o d02logH; 02 logH;
27 oz Jy LT oz dy

Si, au contraire, nous considérons la suite comme se terminant
a I'équation (E_;), on aura

Bl B=ribi+pb+. .t Ymbm,
et, si I'on pose

= ! oo opr B\
(28) Ko=8, ... h,,:Dx(s,(;,---,dy—;,),

les invariants de (E) seront de méme

. | 2 logK; 2 log K;_,
(29) owoy T T omay

Nous allons vérifier d’abord que ces expressions différentes (27)
et (29) donnent les mémes valeurs pour les deux invariants.

D’aprés le théoréme de Cauchy et de Binet relatif 4 la multipli-
cation des systémes linéaires, la fonction H; sera le produit des
deux systémes rectangulaires

|
Ty Xy ... Zy | M1 2 v Ty
F . ' ' by ’
Ty Hg e &gl ‘ Ty Nz --- My
| ;
7t i ats) St i
Xy Ty e.. X | ’ ’;1) '12) e Tlgnl

c’est-a-dire qu’elle serala somme des produits de tous les détermi-
nants formés avec ¢+ 1 colonnes du premier systéeme et avec les
colonnes de méme rang du second. De méme, la fonction K;_,
sera le produit des deux systémes rectangulaires

e 5] Ya Fm
7 W R

[ & 2 S ey i
z

ylif—l) y{)j—l) {/—1)

“en m
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Or, d’aprés les formules (19) et (20) du Chapitre précédent, i
chacun des produits de la premiére somme correspond un pro-
duit de la seconde qui est au premier dans le rapport de pi:' A’ a
(— 1)L A, A et A étant les déterminants formés respective-
ment avec les dérivées des fonctions z; et des fonctions y; jusqu’a
I’ordre m — 1. On aura donc

H; B
3 oA SRS sty gy st
( 0) ‘;‘i"“ ( f) P'lntl A

et, par suite,
02 logH; _ 92logK; 4
dzdy da dy ;

On trouvera de méme, en changeant  en ¢ — 1, jen j -1,

?logH;y  92logK;
drdy — dzdy

et ainsi se trouve établie la concordance des deux expressions
différentes que nous avons obtenues pour chacun des invariants

de (E).

385. On peut, en faisant usage de I'identité que nous venons
d’établir, mettre sous une forme plus simple I'expression déja
donnée

R X S S Iy YR Y
ey R LR R S ans S el I hgri]

M
' (V3 ! ()
‘Z‘”l xl" & S xl:l) ,)/Ill ,)/Ill o e I/l

pour l'intégrale générale de (E). Multiplions le déterminant pré-
cédent par le suivant

i 0 0 PN (0] (¢} (¢} oo (o]
Bt = P! ’ (Z)
S e T R PO I ||
' Pli— . ' ol
% Ea g = e e ¥ |,
r BI=1) - ’ 70
o E_m Sm e G /{z ! N Tm Tim

en ayant soin de faire la multiplication colonne par colonne. Si
I'on tient compte des relations (14) et (15) établies au n° 370
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[p- 103 | entre les fonctions de deux systemes adjoints et si ’on
pose, pour abréger,

s ; 7 ol
S e o) (R
( A/,_’k = & )’21 i R -z'm)”;s/z) = ()_FL d‘}//"’
31 {
Y Fok) () 1)) SO G
= £ (] ! (f) __
B/l,lt' o Cll .yi S S E(/lf .7>n ==

oxk gy’

on ale résultat suivant

X X’ s i i Y’ . YV
o o 0 Byo By By,
0 0 0 By Bj; By;
o . cen (0} Bj—l,o Bj—l,l Bj_lﬁj
M Aoo Alo e AiO (0] (6] . o
Agy Ay Ay o o o
Ao,[_.1 A1,[_1 e Af‘[‘l o () o (0]
gy
Aﬂi A“' . .. A,'i o 0 esa O (ﬁ)
e

Ce déterminant se développe sans difficulté et nous donne

X X7 T X

! y Aoo AIU e A.I'o

(OAME o 4 ) T

P

'AO,i—l fe ks e Ai,i~l

g YU v

Bo By ... By

4+ (—1)E0G+DH,M | By By -l By,
Bito Biyy .. By

) e B (=D
Si I'on attribue a M la valeur - (})\A et si 'on remplace
71 ‘i -

: H; o
ensuite le rapport i par sa valeur tirée de la formule (30), on
j—1



COMPLEMENTS ET SOLUTIONS NOUVELLES. 135

aura enfin I'expression suivante de l'intégrale générale

RS X ) Yooy iy
; A A ... Ay ! (=i By By ... By,
)\{HA .. site ity S ' I_L;"ZA' it R o y B )
Ao,i—q e s A[‘i—l Bj—x,o R Ll Bj-l,j

qui est parfaitement symétrique par rapport aux indices i et jet
ne contient plus que des déterminants d’ordre ¢ -+ 1 et J+,
tandis que I'expression primitive exigeait le calcul d’un détermi-
nant d’ordre ? -+ j. L’expression précédente peut encore s'écrire

1 by da, di-lg
e S (X.a,-— _>
(32) WA = F S
(— Y)ij+1 D s 0]3 Qj—l B
A P'II'II.A, Y A A S ()J.T)

Comparons cette formule a celle que nous aurions obtenue en
appliquant la formule générale (11). L’expression de 6 a déja éié
donnée par I'équation (21), et I'on peut écrire

(32 bis) 0 =X—y(Y,a).

En la substituant dans la formule (14) ou l'on fera ensuite
p =1, on aura la valeur de ;. Cette valeur est nécessairement
proportionnelle 4 Z, et la comparaison des parties des deux ex-
pressions qui dépendent de la seule fonction arbitraire X nous
permét de conclure

(33) AL

. i1y,
= — = —D, (0 o S )
AA'/,n A)\';n =

R ay

A cette nouvelle expression de l'intégrale, on ajoutera la sui-
vante qui se démontre de la méme maniére

— 1) ) j—1
(34) 2= G, (a6 58 - 08,

Ry i
¢ étant la fonction analogue a 6, définie par les formules (24)

et (abl)s

386. Ces différentes expressions permettent de former sans
nouveau calcul 'équation aux dérivées partielles dont Z est 'inté-
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grale générale. Comme on a

0,=7Z7 A)\{”,
il suffira de substituer cette valeur dans I'équation 2 laquelle
satisfait ;. Sil’on fait P =i dans l’équation (Ei_p)[p. 127], on
trouve

9*0; _ ologH;y 90; _ dlogH, ob;  ologH, dlogHy—,

i = 0
oz oy oy dr Jdz oy da dy v

En effectuant la substitation indiquée, on obtiendra pour Z
I'équation suivante

R s 1 JdlogH; | 97 dlogK;_; 0Z dlogH;_, dlogK;_,
(3')) _ Pl e L DA SN o Soes i 00l o Vil i | Z:O,
Iz dy dy dr oy dy dy oz

qui est également sous forme réduite et parfaitement symétrique
par rapport a i et a j.
On passera de la proposée i son adjointe en échangeant ¢ et j,

aet 3. Sil’on pose

Tl
Zoz‘-I“DAF(X’B B p)

) 2 PES
(36) AIIMA g ‘).}/ d.}/j ;
S D (Y s i—1g

Padjointe 4 I'équation (33) aura pour in tégrale générale

Zy
37 2
( / ) Hi..] Kj‘l

Ce résultat s’établit par la méthode que nous ayons employée au
n° 381. On peut, d’ailleurs, ajouter 4 la formule (36) deux autres

expressions équivalentes, toutes semblables & celles que nous
avons données pour Z.
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CHAPITRE VIL

LES EQUATIONS A INVARIANTS KGAUX.

Rappel des propositions déja signalées relativement aux équations dont les inva-
riants sont égaux. — Emploi des solutions données au Chapitre précédent. —
Condition nécessaire et suffisante pour que 'équation proposée ait des invariants
égaux et soit intégrable par la méthode de Laplace. — Détermination de toutes
les équations & invariants égaux dont lintégrale peut étre obtenue sous forme
explicite. — Deuxiéme solution de ce probléme. — Théoréme de M. Moutard.
— Expression précise de la solution générale. — L’emploi du théoréme de
M. Moutard permet d’obtenir toutes les ¢quations dont la méthode de Laplace
peut donner Pintégrale générale.

387. Nous avons déja signalé plusieurs propriétés trés simples
des équations linéaires du second ordre dont les invariants sont
égaux. Nous savons (n° 329) qu’on peut les ramener a la forme
simple
023

(l) dr ay

— i

Nous avons aussi remarqué (n° 363) que, si on les écrit sous la
forme précédente, elles sont identiques a leur adjointe, et que,
dans tous les cas, on peut passer d’une équation dont les inya-
riants sont égaux 4 son adjointe en remplacant s par Az, A étant
une fonction convenablement choisie de = et de ». On peut en-
core signaler la propriété suivante, qui est une conséquence immé-
diate des propositions déja obtenues.

Soit (E) une équation 4 invariants égaux; comme elle est équi-
valente a son adjointe, la suite de Laplace relative a cette équa-
tion se confond, évidemment, avec la suite analogue relative a son
adjointe. Si donc la suite se termine dans un sens, a 1'équation
(En_y) par exemple, il faudra nécessairement (n°® 363) qu’elle se
termine en sens contraire a Péquation (E_,,). Ainsi, les équa-

N

lions a invariants égauxr ne peuvent jamais admettre ces
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intégrales générales dans lesquelles une des deusx Jonctions
arbitraires est nécessairement engagée sous un signe d’inté-
gration. St la méthode de Laplace peut donner leur intégrale
générale, les deuzx fonctions arbitraires y entreront dégagées
de tout signe de quadrature; et cette intégrale sera du méme
rang a la fois par rapport ¢ x et par rapport a y. Cette re-
marque est essentielle, et elle va nous permettre de déterminer
toutes les équations & invariants égaux que l'on pourra intégrer
par I'application réguliére de la méthode de Laplace.
Ecrivons, en effet, la suite de Laplace

(E—n+1)7 (E—IH—?.), ialey (E~1): (E): (El)7 Tiesy (E/L—2)’ (E”_l)’

relative & I'équation (E), et supposons que celte suite se termine
aux deux équations (En_1), (E_s41). On aura ici, en conservant
toutes les notations du Chapitre précédent,

S — m=oan—1
el
$ES TNy Tyt fan—1,

(2)
B=tiy +Eayn +.. «+Ean—1 Yan—y-

L’invariant £ de (Er_y) et Pinvariant % de (E_n4) auront res-
pectivement pour valeurs

loga 02logf3

La suite de Laplace relative & (E) se confond, nous ’avons déja
remarqué, avec la suite analogue relative 4 son adjointe. Il résulte
de 1a (o2 365) que I’équation (Ex) de la suite précédente aura
pour adjointe Iéquation (E_4) de la méme suite; ou, plus exacte-
ment, ces deux équations auront leurs invariants égaux, a I'ordre
pres. Si lon applique cette remarque aux deux équations qui ter-
minent la suite, on reconnait immédialement que I'on devra avoir

9loga _ 92logf
wdy T ozoy’

ou, en intégrant,
(3) a=R0(z)a(y),

beto désignant deux fonctions inconnues de z et de . On peut
les faire disparaitre comme il suit.
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Si l'on divise par O(z) le premier membre de 1'équation

linéaire d’ordre 272 — 1 dont 2, s, ..., Za,_, sont les solutions

particuliéres, les nouvelles fonctions adjointes £, &), ... sont

égales aux anciennes multipliées par §(z); I'équation précédente
se réduira donc a la forme

o= 0 a(y).

Une opération analogue, appliquée & 1'équation dont les solu-
tions particuliéres sont y,, y2, ..., ¥au_;, permetira de méme
de faire disparaitre la fonction 5 (). Ainsi, par un simple chan-
gement d’écriture et sans diminuer en rien la généralité, on peut
ramener I’équation (3) a la suivante
(&) =8,
d’out les fonctions § et s ont disparu.

-Réciproquement, sila condition précédente est vérifiée, 1'équa-
tion (E) aura ses invariants égaux. D’aprés les résultats du n° 386,
cette équation peut, en effet, étre ramenée 4 la forme simple

02z dlogH,— 0z dlogK,—, 0z , 9logH,_ dlogK,

52 z)xdy— ay ox dx dy dy dx

5 =0;

et elle admet pour invariants

02logH,_, 02 logK,—,
S L T i owdy
Or on a ici
] on—2 g\
| Hos=Da(s, 2, ... 2722,
6) | \ %Y &

« étant égal & 3, on a nécessairement
Hypy = Kps;
et, par suite, I'équation proposée a bien ses deux invariants égausx.
Si, dans I'équation (5), on effectue la substitution
s = gy Hy—s,
elle prend la forme simple

(g 25y 02logH,—s _
7) ozdy - owoy
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et, d’apres les résultats du Chapitre précédent, son intégrale peut
se mettre sous l'une des trois formes suivantes :

[ T % 0n—=2 g\
5 = ———— D (X ohiet— Bl ity B L N Y
(8) (\ 1 AMRLH, 1 \ £ dy : d.}/ﬂkz)
, (—n)r D /Y Jo. o=2y
R vl s e S
\ 5 2n—11p—> \ 4 &4
I A . 0% on—2q
(()) 34— A)\mD,[X—/(a,l), o, @7 v ey W],
S (—1)n riilar: 2 0% d7—2q
g T et RS e R e, e gz |

Toute la difficulté se rameéne, on le voit, a la détermination des
fonctions z,, 3, pour lesquelles on aura identiquement

2=03

¢’est-a-dire

5 e, ‘ LR e o e ' ok 7
(rr) 2‘101+Tzﬁzﬂ—~-~*"fz:z~1ﬂzrz~1—:.1]1"’;23’2f---—--ﬁzn—l}zu-x-

Voici comment on peut résoudre cette équation.

388. Prenons les dérivées des deux membres, par rapport i y
par exemple, jusqu'a Pordre 27 — o inclusivement, et donnons
ensuite a ) une valeur particuliére quelconque. On obtient sinsi
2n — 1 relations linéaires 4 coefficients constants entre les fonc-
tions 2, £y Ces équations peavent étre résolues par rapport aux
inconnues; car leur déterminant

Dy(.}’1~ Y2y «ovs YVan—y)

ne peut étre nul pour toute valeur particuliere de y, les fonctions
Yi élant, par hypothése, linéairement indépendantes.

Les valeurs ainsi obtenues des fonctions &, sont évidemment
des combinaisons linéaires des fonctions 2 ; on peat donc énoncer
le résultat suivant :

L’équation linéaire d’ordre impair considérée au n° 382, et dont
Ziy L3y « .., Zap_, sont les solutions particuliéres, doit étre équi-
valente 4 son adjointe; et il en est évidemment de méme de
Péquation linéaire d’ordre impair & laquelle satisfont les fone-
tions y,.

Il faut, nous allons le voir, ajouter quelque chose encore a cette
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double condition. Soit
?(Tla T3y «vny "1‘211—1)

la forme quadratique a coefficients constants définie au n° 375 et
qui permet d’exprimer les solutions adjointes par les formules

(=r)r=-110o
g LR
oy,

Soit, de méme,
df(.)fly Yo, vy YVan—1)

la forme analogue relative aux solutions y,. On aura

(—1)n—t oy
9 0)//, i

=

et I'égalité a vérifier prendra la forme

) oY | do 0w

S el S S e SR Y g |
9y 2n—1 0z, ¥ 0Z2p—1

On peut encore I'écrire comme il sait

L R e - SE L

WY an—1 9y SOy
et, sous cette forme, on reconnait immédiatement que les deux
fonctions ¢ et ¢ doivent étre les mémes. S'il en était autrement, il
suffirait d’attribuer a la variable y une valeur particuliére quel-
conque el I'on obtiendrait, contrairement a 'hypothése faite au
début, une relation linéaire entre les fonctions z,, Za, ...y Zoy_ .
On est donc conduit a la proposition suivante qui, rapprochée des
résultats obtenus dans les deux derniers Chapitres, donne la so-
lution compléte et précise du probléme proposé :

On détermine toutes les équations a invariants égaux qui
s'intégrent par la méthode de Laplace en prenant, pour les
Jfonctions xp et yi, les solutions particuliéres de deux équa-
tions linéaires d’ordre impair équivalentes a leur adjointe et
en choisissant ces solutions particuliéres de telle maniére qu’il
existe entre les solutions yy et leurs dérivées jusqu'a U'ordre
n — 2 la méme relation quadratique qu’entre les solutions
et leurs dérivées Jusqu’au méme ordre.
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389. Appliquons la proposition précédente aux cas les plus

simples. Sil’on a
n—u,

il y a un seul couple (z,, Y1) que I'on peut réduire & (1,1). On a
h Zi oy
et I’équation correspondante est

02z
—— =19,

ox dy

Sinest égala o, il Yy atrois couples (i 7)), (Z2, 72), (23, ¥3).
Les fonctions Zy, a9, 23 devront étre relides par une équation du
second degré que nous supposerons ramenée a la forme

Z3 — oz 3 = 0.
Les fonctions Y15 V2, ¥ devront alors étre lides par I'équation
Yi—oayiy3=o.
Sil’on prend comme nouvelles variables z, y les rapports ;T;,
}%2 et si on réduit (n° 341) le couple (zy, y,) al’unité, on obtient,

en tenant compte des relations quadratiques, les trois nouveaux

couples
; z2 2
55 1), (=, 2N (':" _)’7)
On a ici
a2 5
51:77 Ez:—l‘, §3=l-

Les premiers membres des équations auxquelles satisfont les
solutions z; et les solutions ¥ sont
S(w)=w",  o(0)=4"
On a encore

Hiy b o M

A:)xg:.\':]lg:[, =

Lapplication de la formule (8) nous donne done

IR YL

= i £ da | + i 0z
— o e

l oz | | oy



LES EQUATIONS A INVARIANTS EGAUX. 143
ou
2 X—=Y)

(12) T—y

W ST

Al

L’équation dont z, est I'intégrale générale est

25 otloga - 9
dzdy . dmay ‘T (= — )2

(13)

S
Si 'on n’avait pas fait un choix particulier des variables indé-
pendantes, on aurait obtenu I'équation

,Sl SIEE 4 ‘71

z dy (\1—\1)

(14)
et 'intégrale générale serait
(15) Bl=o—— — o — o

Passons maintenant au cas ouil ya cing couples. Les expres-
sions des fonctions 2, »; résultent des formules données au

n° 376. On aura, si 'on choisit convenablement les variables in-
dépendantes z et y,

TUE=T; Fi—1L,
” apl
12:3, K="
n ’ ” ’
z3=zf'— 8, o i S
z2 ’ }’2 " r
n=T8—al+8  n=Ly—yr+,
2 2
g2 2
| oY " % = ol Tl
o5 = B8 — < P et

3 désignant une fonction de z et y une fonction de y. De plus la
formule (43) du n® 375 nous donnera

tr=(—1)t 12 g, = (—1) Ly p.
On aura donc
A=X1)s — X2}y T X3Y3— Xy Ya X5 )i

o G s ot .0 oY A M MR OV PP
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L’application de la formule (8) nous donne, tout calcul fait,

XI I ‘V’ 14
=(7)- (7
7 g X! Rr ’ ” i ’ [r u 3
(X—=Y)(z—y)+ 5—,,,[9 =B (a'—y)]+W[x'—w == z)]
P T
B—y-— =

-y %
=2 — )

L’écriture de cette formule se simplifie si I'on introduit la
fonction suivante

(16) 0=2(B—y)—(B'+1)(x V)
On a alors
X’)I <Y‘/\I
= (ZY (X
(17) Bﬁ r ) 2 X' dlogh 2Y dlogh
s A et UG R (O
) (*\ l)(.Z‘ J ) .3,” or v _{ll/ ().}' 2

et z, satisfait I'équation

(18) 02z, __r)dilog()~
9z oy " dzay !

Le calcul détaillé, que nous omettons, révéle un fait intéressant
et qu'il serait possible d’établir d’une maniére générale. Le déter-
minant H, , est Loujours un carré parfait; ou, plutée, il est de

la forme
F(z)G(y)K2,

et le facteur K figure a la premiére puissance seulement dans les
dénominateurs des différents termes de z,.

Si I'on employait les expressions générales sous forme d'inté-
grales, indiquées au n° 376, des fonctions Zhy Yr, ON pourrait
écrire la valeur générale de z, sous une forme ot tout serait

connu; nous nous contenterons ici des exemples que nous venons
de traiter.

390. Dans la troisiéme Partie du Mémojre que nous avons
cité au n° 343, M. Moutard s’élait occupé spécialement des équa-
tions de la forme

02z

([9> ()x—dy:/\z,
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et il a publié une nouvelle rédaction de cette Partie de ses re-
cherches dans le XLVe Cahier du Journal de I'Ecole Poly-
technique ('). La méthode de M. Moutard repose sur un beau
théoréme que nous n’avons pas eu a employer dans la solution
précédente; nous allons la faire connaitre ici d’une maniére
détaillée.

Désignons, pour plus de netteté, par §(z) 'expression

d2z
E oy’

(20) Fs) =

[ ] =

el supposons que l'on connaisse une solution quelconque o de
I'équation

(21) §(z)= A=, p).

Cette équation ¢étant identique & son adjointe, le produit

/ 023
Wi ——— S
(«)x ady >
pourra se mettre sous la forme

oM - oN
g

2

et, en effet, on a

023 e o 22z _ Qo
“Nozay — %)= dzdy "oz oy

A " 0z _dw ST 'd 0z _dw
T 9 ox r)_)—f Ql)“)—/. T;—V w-r)_.zi‘—qd; :

“crivons done I'équation

S (ad i) 9o aey
w\"y =) Ty lvm —n) =o

(*) MoutarD, Sur la construction des equations de la forme

| T
zdway = Az, y),
qui admettent une intégrale générale explicite (Journal de U’Ecole Poly-
technique, XLV¢ Cahier, p. 1; 1878).

D=1, 10
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qui est identique a la proposée (21). Elle exprime évidemment

03 ‘”()w‘ > 03 _ 0w o
<(u%_Nd.z*)("— w@—~@ ly

est une différentielle exacte. On peut done, a chaque solution z,
associer une fonction 0, telle que I’on ait

que

0 0z dw o d oz ow

(22) —‘Tz‘zw%—".‘%; ()‘)’_wd—.}’_”@‘

Il est aisé d’éliminer z et de trouver une équation linéaire du
second ordre définissant la fonction 6. Les formules précédentes,
écrites comme 1l suit ,

Z\ [z )
I 09_0(8) 1 0 (OZJ)

2 i 2

W ox oz w2 dy — dy

montrent, en effet, que I'on aura

1(100 0L Cod N
y\w?dz) " dz\w2ay)=°

ou, en développant,

(23) (0]

— =5,

Or, sil'on pose
0= w.0,

Péquation en = prend la forme

Pour déterminer p, il suffit de remarquer que I'équation en §
admet la solution particuliére = r; I'équation en = doit donc

admettre la solution IE et 'on a

\

(24) %(“):%’(\:‘u)"

@ peut s’exprimer en fonction de z par la formule

g z
o /[ 20(‘5')1 »0\5) /']
_Bb ® G —w? v dy |,

(25) o=

€l
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et, inversement,  peut s’exprimer en fonetion de o par la relation
analogue

y . 1 J(wg) 1 d(ws)
(26) 5= f[—(ﬁ —oTzlx——a—g . dy].

On peut donc énoncer la proposition suivante:

Si Uon connait une solution particuliére o de I'dquation

et que Uon forme I’équation nouvelle
1
5 =8(3)-

toute solution de l'une des deux équations permettra de déter-
miner, par une simple quadrature, une solutign de Uautre.
Si donc on connait Uintégrale générale de une des deur
équations, on pourra déterminer Uintégrale générale de
Uautre équation.

La relation entre les deux équations est éyidemment réciproque;
si, pour abréger, nous disons que I'on passe de la premiére a la
seconde par la solution v, on passera de la seconde 4 la premiére

. 1
par la solution —-
w

391. On peut rattacher la proposition précédente a la considé-
ration de certains systémes du premier ordre qui se présentent
dans différentes questions de Géométrie. Ces systémes contenant
deux fonctions inconnues p et g sont de la forme suivante

5 9P _ 4299 9P _ 3299
(27) Pt 3y P

ou ) est une fonction donnée. Comme les équations précédentes
I

i )
il est clair que, si on sait les intégrer pour une valeur de ), on
saura aussi le faire pour la valeur inverse de .. Nous allons voir
que cette simple remarque dounne la proposition de M. Moutard.

ne changent pas lorsqu’on échange p et ¢ en remplacant ), par
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Eliminons en effet p. Nous aurons I"équation

o 5 0g " 0 (1,99 oK -
AR (T

qui a ses invariants égaux et se raméne A la forme
(28) FOa)=F);

si 'on change dans cette équation ¢ en p, ) en %, on aura
P _ !
) 8(%)=8(3)-

La comparaison de ces résultats établit immédiatement le théo-
réme énoncé plus haut : De chaque solution de léquation

B5=FO, ,
’
on peut, par une sitmple quadrature, déduire une solution de
l’équation

B=5(3):

392. Les propositions que nous venons d’établir permettent
évidemment de déduire de toute équation

(30) %’(;):)‘)

que l'on sait intégrer, une suite illimitée d’équations nouvelles et
de méme forme dont l'intégrale se déterminera par de simples
quadratures. Donnons en effet aux arbitraires, fonctions ou con-
stantes, qui entrent dans l'intégrale générale de I'équation précé-
dente, des valeurs particuliéres, mais quelconques; et soit o le
résultat obtenu. Nous pourrons, par une simple quadrature,
obtenir I'intégrale générale de 'équation nouvelle

(31) F=F(5)-

Donnons de méme’ aux arbitraires qui entrent dans cette seconde
intégrale générale des valeurs particuliéres, et soit w, la valeur
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qu’elle prend alors. Nous pourrons de méme déterminer par de
nouvelles quadratures I'intégrale générale de I'équation

(32) F=§(5 )

et ainsi de suite. En continuant indéfiniment, on obtiendra tou-
jours des équations de la forme (30), dans lesquelles A contiendra
un nombre de plus en plus grand de constantes ou de fonctions
arbitraires.

On peut signaler quelques relations intéressantes entre toutes
ces équations. Ecrivons-les sous la forme

(8(2):)\, %(;):)\1, ey %(5):;\,,

et soit wy la solution par laquelle on passe de I'équation de rang
k + 1 a I'équation de rang % + 2. On aura

Flw) =1, g(i) ALy
(33) [ Flo) =2, g(i) = .

On en déduit

02 logwz_

Ae— My = %<-u71__,> —%(‘”/s—l):—? 0z Jy

et, sil'on ajoute toutes les équations obtenues, on trouvera

(34) )x,:7~——2W10g(wm[...w[71).

Sil'on a obtenu, par exemple, avec deux fonctions arbitraires,
I'expression générale de v, w, contiendra deux fonctions arbitraires
nouvelles, et ainsi de suite : Pexpression de ); contiendra donc,
en tout, 27 fonctions arbitraires. Si I'on a choisi des solutions
particuliéres, on sera conduit a4 des équations nouvelles qui
ne contiendront pas nécessairement plus d’arbitraires que la pre-
miére, mais qui seront, en général, d'une forme différente.
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Nous choisirons comme exemple I'équation

023 _[ l)l(l?l—l)+ll(ll—l)]z
— e D

Sy dmdy L (@—yp " (@ryp

qui comprend comme cas particulier I'équation d’Euler (n° 346).
Elle admet la solution particuliére

(36) w=(z —y)e(x+ y)m

Si T'on emploie cette solution, on sera conduit & Iéquation

nouvelle
Qs — L *~m(m—!—1)_._n(n—:~t)’
il [ e

qui ne différe de la précédente que par le changement de m et n
en m 1, n + 1. Sil'on désigne par A (m, n) Péquation (35), on
voit que I'intégration de A(m—+1,n+ 1) et celle de A(m,n)
sont deux problémes équivalents. On développera aisément les
conséquences de cette remarque; il en résulte que l'on peut
intégrer I'équation A(m, n) toutes les fois que m et n sont des
nombres entiers ()

393. Revenons au théoréme général. Il serait aisé de montrer
que, si 'on connait la solution de Riemann, définie au Chapitre IV,
pour I’équation primitive, on saura déterminer cette solution pour
chacune des équations suivantes. Mais nous laisserons de coté

cette question pour nous attacher au probléme particulier qui a

B e e e T N N S S

(*) Si I'on pose
(Z—yP=u  Az+yP=v, z= (2 —y)"(z -+ y)"e,

on obtient pour 6 I'équation

b _ b (o x\oh AU/
u e t I n—i—g)d—v_o,

ou?

dont Pintégrale est

& duh‘—u — = e £
0= sl e(Va+ Vo) + ¢ (ya~ /o),

lorsque m et n sont entiers positifs. Comme Péquation A (m, n) ne change pas
quand on y remplace m par x—m, ou n par 1 —n, on peut toujours supposer
m et n positifs,
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_fait 'objet des recherches de M. Moutard, et montrer comment
Papplication de la proposition générale fournit un procédé régu-
lier qui permet de former toutes les équations de la forme con-
sidérée pour lesquelles 'intégrale sera donnée par la méthode de
Laplace.

Nous établirons d’abord la proposition préliminaire suivante,
qui nous sera d’ailleurs utile dans d’autres recherches.

E'tant données les expressions
Wy= AX 4+ :\1 X ;\];X(k),
\F[ = BX + B1 X o+ B]L X(h),
o A, B, Ay, By, ... désignent des fonctions déterminées de z et
de y et X une fonction arbitraire de z, si l'expression
Wy do + W, dy
est une différentielle exacte pour toutes les formes possibles

de la fonction arbitraire X, on pourra toujours, par des opé-
rations purement algébriques, mettre l'intégrale

’;:f(ll’o dz + W, dy)

sous U'une ou l'autre des formes suivantes :

R SR R X
CyXg+-CaX§ . & -G X1 eonst.,

X, désignant une nouvelle fonction arbitraire qui, dans la
seconde forme, peut étre prise égale a X.

En effet, on peut toujours, en effectuant des intégrations par
parties, ramener W, a la forme

11’”0: Z)%[DX -+ D1X’+. S D/,_le-"—“] -+ QX’

Q ayant la valeur suivante

o ()A] i 02:\2 ,()kAk .

Q=4 (= )F
dr  dx? =) dxk

Si donc on considére la différence

et ¢ (UL G (RS RN (LSS
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on aura
d’;’ =X dx e 1}"2 CZ)

W, étant ordonné, comme Wy, par rapport aux dérivées de la
fonction arbitraire. Le second membre étant encore une diffé-
renticlle exacte, on deyra avoir

ow, .00
oz T gy

Cette équation ne peut étre vérifiée que si W, est identiquemem
nul : si W, contenait, en effet, un seul terme en X ou en X

s 5 S : g b oW, :
différentiation parrapport a x introduirait dans 7:; au moins une
dérivée de X; et le premier membre de I'égalité précédente ne
pourrait étre égal au second pour toutes les formes' possihles de la
fonction arbitraire. On a done nécessairement

Vo=, 0"

Q dépend donc seulement de Ia variable z; si Q est nulle, on a

= D G ) Dyl Xt—1) const. ;

c’est la seconde des formes signalées dans 1'énoncé. Si Q n’est
@ ,
pas nulle, elle dépendra seulement de Z; on aura

Z':‘/‘QXd.Z‘,

G=DX-2 DX o Dj—y X&—) +f£2X dz.

Sil'on pose
QX = X1,

X, désignant une nouvelle fonction arbitraire, € prendra la forme

Q

& 7N PN (Bt
§=X1+D'X—‘+Dl<%) +...+D/,-_1<X—‘> )

qui est la premiére indiquée dans I'énoncé.

La proposition énoncée se trouve ainsi entiérement établie ; elle
s’étend évidemment au cas o W, et W, seraient des fonctions
linéaires d’une fonction arbitraire Y de y et des dérivées de cette

fonction, ou méme contiendraient simultanément deux fonctions



LES EQUATIONS A INVARIANTS EGAUX. 153

arbitraires X, Y de z et de y et leurs dérivées jusqu’a un ordre
déterminé.

39%. Soit maintenant
(37) K(z)=1

une équation dont on puisse obtenir I'intégrale générale sans
aucun signe de quadrature. Ecrivons cette intégrale

g= MX - MX e, . oMy X0 4+ NY - Ny Y e N Y1,

Pour abréger, nous désignerons par f, (u) JSa(u) les polyndmes
linéaires suivants :

Ju ok—lu
fl(u):l\lu—&—l\lldrf —+ M— 10 I 1
1y

_ du
.fg(u): Nllfﬁiaf- e e Nk-1'm:;

on aura ainsi
(38) s = fi(X)+ fo(Y)

Introduisons les polyndémes g, («), g2(u), adjoints respective-
ment a £, (), f2(u). Ils donneront naissance a des identités de la
forme

'

)
\vfl(u)—u ,(()_U[—JBI('U, o),
(39) {
) — rr("—L)B(u 0
o sl ugalo) = 7 Balu 0,

oit B, et B, sont les fonctions bilinéaires de w«, ¢ et de leurs dé-
rivées qui ont été définies au Chapitre précédent. Ces notations
étant admises, donnons, dans la solution générale z, des formes
particulieres X, Y, a X et a Y; nous aurons une solution parti-
culiére

(40) w = fi(Xy) -+ foa(Y1);

et nous savons que la fonction & définie par I'égalité

9z dw 03 ow
i o R ) e (o5~ kd
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sera I'intégrale générale de Péquation

(42) F=F(5):

Pour calculer & nous remplacerons successivement = par ses
deux parties

(43) Z=Ji(X), Z=fi(Y).
Soient oy, &, les deux parties correspondantes de =; on aura
(44) G =01+ 0y
et'
ow 0z
(45) Wo = w5z — 9 <;lﬂdx+w[07ldy>

Dans la premicre des identités (39), substituons X & # et Eu; a
¢, elle prendra la forme
. _dw ow d 0w
(46) ”‘%“XC‘(@)‘EB‘<X’&)’
s 0 .
et donnera une expression de z, 22 que I'on peut substituer dans
MO

I'expression de =,. On a ainsi

~

e 0 - 0w\ 0w . 0z |
w”_mﬂ—zj g[d—x—B,(\}x, (E)TX&(@)]CZLZ“—NW(I‘},)’

ou, en intégrant partiellement,

1 ) Z s ¥
wc,:msi—zB,<X,3—2>—2/ ;Xgl<£>dz+[w%}—£Bl(X,g—:>de§.

La quadrature qui figure dans cette formule est de celles aux-
quelles s’applique la proposition précédente. Le coefficient de dx
et celui de dy y sont ordonnés suivant les dérivées de la fonction
arbitraire X; comme celui de o ne contient que X, il faut,
d’apres 1a remarque méme qui constitue le point fondamental de
la démonstration du numéro précédent, que I'on ait

034 i) _ dw
U)W——@B1<J\,(Tl‘-> = 0,
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et que g, <d ) dépende de la seule variable 2. On vérifie aisément

'égalité précédente. Comme le premier membre y est ordonné
suivant les dérivées de la fonction arbitraire X, il suffit de montrer

que sa dérivée par rapport a x est nulle. Cette dérivée a pour
expression

023 dw 034 02 ( . 0w
© : 1 )

().vdy—r—ﬂ@_t)_ydx o

_ 9%z o 0w 0z J [ odw X o Jw 7 e 023, o i T
—Ul)zdy oz dy oy | oz T °N\ow/]|T " owoy “owoy
On a donc, en définitive,

(47) u)c'l__ufl(‘()—qB 00))___ f\nl ()(o>

et 'on trouverait de méme, en échangeant z et y,

L’expression définitive de o sera donnée par la formule

‘ wo = o f{(X)— o fo(Y)—aB, <\ "-‘“) +282<Y, ‘)ﬁ>

) a9y
) L Jw
R e

et il suffira de remplacer X et Y respectivement par

(49)

X! YV
RN TR
4+ g‘(dm oz(@,)

pour obtenir une expression de s débarrassée de tout signe de

d 0 o bi /v /0w
qua rature. Un pourralt 0 Jecter que g, d—x') ou 29 @ seront

toujours nuls; mais on reconnaitra aisément, en prenant le coef-

8 1)

0w
ficient de la plus haute dérivée de X, dans g, ( ( > » que celle ex-

X e 0 o
pression, ainsi que g, (5;3,) » ne peut étre nulle dans le cas général.

On a évidemment
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Le second terme est ordonné suivant les dérivées de la fonction
arbitraire Y, ; le premier membre dépendrait certainement de E
si.toutes ces dérivées ne disparaissaient pas. Il faut done que I'on
ait identiquement i

&1 <0_‘f2§},‘ )): 0,
et de méme

d fu(Xy ) Y
71(030) =

11 serait aisé de vérifier toutes ces identités en s’appu)'ant sur
notre premiére solution et supr les formules que nous avons
données au n° 387. Elles permettent évidemment de simplifier les
calculs et nous donnent

[ 0(22) =g (2200

(50) ) 3 ‘)fd(l;, o
DN o Y .
[ g2<07,) _‘”< Iy )

Si l'on pose, pour abréger,
) .

(?‘(l‘):&(-’%_) ;

( 0 a( W

( 2(2) = &3 ({)LT(M)»

il faudra, dans Pexpression de w3, remplacer X et Y respective-
ment par

(51)

X! \f! :
?1(}{1)’ 03(Y;)’
: . . e 4
el l'on obtiendra 1 expression définitive
X’ \ 177 A\
semagie ) Pl

5
) X Y 1t

X' dw 1 :
_2BI<‘?%1'X1)7 a;) +2B2<?2(Y1)’ tT}’ —2.\—~.<2§,

qui est de rang & +1 au plus par rapport a x et a y. Remarquons
que cette derniére transformation de Pexpression = suppose essen-
tiellement Jes fonctions o (X,) et ¢2(Y,) différentes de zéro.
Ces fonctions pourront devenir nulles pour certaines valeurs par-
ticuliéres de X, etdeY, ; DOUs aurons A examiner plus loin cette
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hypothése ; mais nous allons auparavant indiquer les applications
des résultats précédents.

395. Prenons comme point de départ I'équation

02z
oz dy bR
On aura ici
&=X—Y, w=X;—Y,
k) = u, Sa(u) =—u,
Bi(u,v)=o, By(u,¢) = o,
gilu)=u, ga(u)=—u.

L’application de la formule (49) donnera done

: NN o Dphar i 00
(53)  e=X+Y— e [XXidoo s, [ YV dy.

(] T

> X Y
Remplacons X par X0 Y par y7» pous aurons

X Y X
(54) — 2 S_ Y;,
et & satisfera a l’équation

) 80 =%(3) - mo

Pour continuer les calculs, supposons que I'on ait choisi comme

nouvelles variables 2z et y les fonctions X, et Y,. L’expression
de z deviendra

(56) ::X'—‘—Y’—'z\gY
T y
Prenons pour valeur de la solution o
rit At
(57) w=8+y—2—",
L2 o

% désignant une fonction de 2 et y une fonction de y.
On aura ici

2u : 22U
Si(u)= u'— — foluw)y= u'— )
z—y y—z
2u : 2 U
gl(u)z—u'—-x ) ga(u)=—u'— o
—iy - B
Bi(u, )= up, By(u,¢) = up,

CE S o (Ei — Ll
Gile\ Sk &2 ay) = I

BIBLIOT "\ ~"NTRALK
UNIV_ .« . TARA

5 0 B 7N I 1 e e e
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Lapplication de la formule (49) donnera donc

2X 2Y 2X dw  2Y dw
z— g Z—y o dr  w dy

,3 { 3" _E 7 b
Tmf’\' dx wa(dy,

si 'on introduit la fonction

o= X'—

0=uwly —=)

’

A X' Y , .
et sil'on remplace X par ;> Y par 7 on retrouvera 'expression
& ’ 7 r P
de l'intégrale générale

XNt "\ 2X'0logh oY dlogh o _ . .

déja donnée au n° 389. L’application de la formule (34) montre
que ¢ satisfera a I'équation

5 : 2 logh
(59) - Flo)=—2 3505

tous ces résultats sont en parfait accord avec ceux que nous avons

déja obtenus.

396. L’application de la méthode peut encore se poursuivre.
Les deux exemples que nous venons de traiter nous permettent de
reconnaitre qu’elle conduit aux équations les plus générales pour
lesquelles I'intégrale générale est de rang 2 ou 3. Mais donnera-
t-elle toutes les équations dont la méthode de Laplace peut fournir
Iintégrale générale? Ce point n’est nullement évident, et M. Mou-
tard n’y a peut-étre pas assez insisté. On peut faire disparaitre
toute difficulté a I'aide des remarques suivantes, qui nous donne-
ront d’ailleurs des indications utiles sur le passage de chaque
équation a la suivante.

Nous prenons comme point de départ la valeur générale de =
donnée par la formule (38), et nous supposerons que cette expres-
sion soit effectivement de rang k, soit par rapport i z, soit par rap-
port a y. Il résulte, en effet, des développements donnés au n° 387
que l'intégrale générale d'une équation & invariants égaux est néces-
sairement du méme rang par rapport aux deux variables indépen-
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dantes. L’expression de z sera formée avec 2/ —1 couples
(25, 90 )s (22 8)y -« -5 (@ar—1; Yakia)h ¢’est-a-dire qu’elle s’annu-
lera quand on y remplacera X par z; et Y par ys, h prenant les
valeurs 1, 2, ..., 2k —1. Par suite, si 'on remplace dans l'ex-
pression de o les fonctions X, et Y, par z; et yz, © s’annulera
identiquement, ainsi que toutes ses dérivées. On aura donc néces-
sairement :

dw*
&1 %) = o1(xp) = 0.
On voit que équation linéaire

d fi(u)
olu)=4g ———— = 0,
() = g (2
dont les coefficients sont fonctions de z (n°® 394), admet les solu-
tions particulieres z, Z2, ..., Zar s (1)

On peut énoncer évidemment la méme propriété pour le poly-
ndme g, (u), qui s’annule quand on y remplace u par yi, 2, - - -,
Yo2k_1-

Admettons d’abord que les deux fonctions X, et Y, qui entrent
dans Iexpression de w, ne vérifient aucune des équations

o (X1) =0, ea(Yy)=o0.

Alors la formule (52) présentera & sous la forme d'une expres-
sion de rang au plus égal & Ak + 1, soit par rapport a z, soit par
rapport a . Nous allons montrer que & est effectivement de rang
égal A k+1.

La valeur de z s’annule, par hypothése, lorsqu’on y remplace X
par &z, Y par Y. Si lon tient compte du changement de notation
par lequel on passe de la formule (49) a la formule (52), on
pourra conclure que la valeur de ws donnée par cette derniére

(*) D’aprés une des propositions énoncées a la fin du Chapitre V, on reconnait
immédiatement que le polynome o, (%), défini par cette égalité

o,(u) =g.(()":;;“))’

est égal et de signe contraire a son adjoint. Ce résultat, que nous retrouverons
plus loin sous une autre forme, confirme ceux que nous a fournis notre premiére
solution.
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formule s’annule quand on y remplace X et Y respeclivement par

f-x/,.?l(xl)dx, fyhcezo’l)dy,

pourvu que lon détermine convenablement 'une des deux
constantes que I’on peut toujours ajouter & ces intégrales.

Les dérivées de wg s’annulent encore lorsqu’on remplace dans
la formule (49) X par X, et Y par Y,, ce qui donne z= w, ou
lorsqu’on remplace dans la formule (52) X et Y par

/‘Xi ‘?1(K1)€ZT: [Yl @2 (Yy) dy;

s s’annulera donc encore si I'on choisit des déterminations conve-
nables de ces deux intégrales. :
On reconnait enfin, 4 la simple inspection de la formule (52),

que o s’annule aussi lorsqu’on yremplace X et Y par 1.

Nous obtenons ainsi 2k -1 couples pour lesquels s'annule la
valeur de o5 et, dans ces couples, les fonctions de chaque groupe
sont linéairement indépendantes; car, s'il y avait une relation
linéaire entre les fonctions

1 /X191(Xl)dx, fxl?l(xl)clr, /;1‘2/,-;191(}{,)(11,

par exemple, il y en aurait une aussi entre leurs dérivées; ce qui
est impossible tant que X, ne satisfait pas a I'équation

21(X4) = o,

el n’est pas, par conséquent, une combinaison linéaire des fonc-
Y0NS 2y Jrh sty el

L’expression de we, admettant 2 & - couples pour lesquels les
fonctions de chaque groupe sont linéairement indépendantes, est
donc nécessairement (n° 340 a 343) d'un rang égal & k1.

Il est ainsi établi que I'application de la méthode conduit géné-
ralement d’une solution 5 & une solution o de rang immédiatement
supérieur. Mais la n'est pas le point essentiel de la démonstration :
il faut établir, au contraire, que l'on peut aussi, en choisissant
convenablement la solution , passer de la solution 5 4 une solu-
tion de rang inférieur. Nous allons montrer qu’il suffira, pour ob-
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tenir ce résultat, de prendre, pour les fonctions X, et Y, qui
entrent dans I’expression de w, des solutions convenablement
choisies des équations

?1(X1)=0, ?Q(YI)=0-
Supposons d’abord que 'on ait seulement
‘f‘l(Yl) =0,

c’est-a-dire
Yi=My1+deoya—+...+ Aot Yak—15

Kty « -+, hag_y désignant des constantes. On pourra, en remarquant

que © ne change pas si 'on y remplace X,, Y, respectivement
par
Xi— M@y —. .. — hgp1 Zopq,

P 7\1)’x =Sy =o 7\2/(-—1,)’21:—1,
réduire Y, & zéro. Supposons donc
Yl =0,

X, demeurant encore tout a fait arbitraire. Si I'on fait, dans la

formule (49), L :
A= Ay, = 0,

c’est-a-dire z = w, la fonction wz devra se réduire & une con-
stante. On aura done

o f1(X;) — 2By (Xi, 3—‘-;) —‘J,fVl 0y(Xy) dr = const.
ou encore

i ey
[Ai(X)]* — 2By (‘\I’ %

> — 2fX1 ©,(X;) do = const.

Cette équation, ot X, désigne une fonction arbitraire de z,
suffirait seule & établir que la fonction ¢, (X,) est égale et de
signe contraire a son adjointe : elle exprime en effet que cette
fonction devient une dérivée exacte quand on la multiplie par X,.
L’expression

(o WA X
SLACE =B, (%, S70)
est I'intégrale du second degré considérée au n° 373.

Choisissons maintenant pour X, une solution particuliére de
D. — IL ‘ 11
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I'équation
?1(Xy) =0,

qui annule en méme temps l’intégrale du second degré. Nous
avons vu au n° 374 que les solutions de ce genre peuvent étre
réelles. Alors la partie 5, de & qui dépend exclusivement de X se
réduira, d’apres la formule (47), a (1)

i[f1<x1>fx<X‘>—zBl(X’ (VT;D)]

et, comme elle s’annule pour X = X,, on pourra v remplacer X
) I ) y P

Paf
XIJAX dz,

sans introduire aucun signe de quadrature. Aprés cette substitu-
tion, elle ne contiendra plus les dérivées de X que jusqu’a ordre
k — 2. L’intégrale & sera donc de rang /& —1 au plus par rapport
a z, ou par rapport & y, puisque son rang est nécessairement le
méme par rapport aux deux variables. Elle ne saurait étre de rang
inférieur, puisque, dans I'opération inverse par laquelle on passe
de o a z, le rang ne peut s’élever, nous I'avons vu, de plus d’une
unité.

En résumé, l'application de la méthode conduit généralement
d’une solution d'un certain rang a une solution de rang immédia-

(*) En toute rigueur, il faudrait ajouter a cette expression —, C désignant la
(0}

constante arbitraire introduite par 'intégration. Mais, si une équation linéaire,
intégrable par la méthode de Laplace, admet la solution générale

7= AX+A X+ A X0 B Y™ 4 g,

0 ¢tant une fonction déterminée quelconque, on peut toujours supprimer 0 sans
diminuer la généralité de la solution. En effet, si I'on fait X — 0,Y=o0,0naz=0,
et, par suite, 6 est une solution particuliére. Soient alors X, et Y, les valeurs de
X et de Y qui donnent pour z la solution particuliére 26. En remplacant X par
X —X,, Y par Y—Y,, on fera disparaitre le terme en 0 ; et il restera simplement

z=AX+...+A, X0 + BY 4+ B Y’ +...+ B, Y,

Cette expression a le méme degré de généralité que la précédente.
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tement supérieur; mais elle peut conduire aussi 4 une solution de
b !
rang inférieur ().
Puisqu’il est toujours possible d’abaisser le rang d’une unité, on

pourra, aprés A — 1 opérations, passer de toute équation admettant
une solution générale de rang £ a I’équation

023

woy =

qui est la seule dont la solution générale soit de rang 1. Les opé-
rations inverses permettront de passer de cette équation i toutes

celles dont 'intégration peut étre obtenue par la méthode de
Laplace.

(*) On reconnait aisément que l'on peut aussi choisir la solution © de telle

maniére que le rang demeure le méme dans le passage de I'équation A celle qui
lui succéde.
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CHAPITRE VIIL

LA RESOLUTION DES EQUATIONS LINEAIRES LES UNES PAR LES AUTRES.

Définition des expressions (m, 7). — Transformation que subit une telle expres-
sion quand on applique la méthode de Laplace. — Une expression (m, n) est
définie, en général, 4 un facteur prés, par la condition de s'annuler quand on y
remplace z par m + n solutions particuliéres de 1’équation proposée. — Dis-
cussion des cas exceptionnels dans lesquels cette proposition se trouve en dé-
faut. — Détermination de toutes les expressions (m, n) qui satisfont a une
équation linéaire du second ordre. — La méthode de Laplace est comprise
comme cas limite dans celles qui résultent de I'emploi des expressions (m, n)
les plus générales. — Recherche de la fonction la plus générale satisfaisant a

une équation du second. ordre et définie par la quadrature _/'(P dz 4+ Q dy)

o P et Q sont des fonctions linéaires de 5 et de ses dérivées. — Application
au cas ou P et Q contiennent les dérivées jusqu’au premier ordre seulement.
Extension au cas de deux variables des propriétés des systémes adjoints. —
L'intégration de I'une [quelconque des deux équations, ponctuelle ou tangen-
tielle, relatives 4 un systéme conjugué tracé sur une surface quelconque se ra-
meéne a celle de I'autre.

397. Nous nous proposons, dans ce Chapitre, d’indiquer
quelques propositions générales qui permettent de rattacher a
toute équation linéaire du second ordre une série d’équations de
méme forme et de méme ordre, que I'on saura intégrer en méme
temps que celle dont elles dérivent.

Etant donnée une intégrale quelconque z de I’équation aux dé-

rivées partielles

02z ,acE l bc); e s
(1) dwoy Yawt gy TOETO

celte équation permettra, nous I’avons déja remarqué, de calculer
toutes les dérivées de = prises a la fois par rapport a = et & y en
fonction des dérivées prises par rapport a x ou par rapport a y
seulement.

On est ainsi conduit 4 des relations de la forme suivante :

om z onz
m dz‘”‘ ma Qi 0 Qn }/”'

ogm-+n z

02z
W M.a-—r—lld +P20.Z‘ +...+ P
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Un calcul facile donne les valeurs de P, et de Q,. Si I'on sup-
pose m et n diflérents de zéro, on trouve

ady 9" _fad
sze‘[ {]d——n-e fatyv

Qu= efbtl.r%e—fbdx;
P,. et Q, ne sont pas nuls, en général, mais ils peuvent le devenir,
ainsi que quelques-uns des autres coefficients, dans certains cas
particuliers. C’est ainsi que, lorsque a est égal & zéro, les dérivées
de z par rapport & # disparaitront de la formule, si 'on a n”m,
et n’y figureront que jusqu’a Vordre m — n, si m est supérieur
an.

Si 'on combine linéairement, en les multipliant par des fonc-
tions quelconques de x et de y, U'intégrale 5 et ses dérivées suc-
cessives jusqu'a un ordre déterminé, on pourra toujours, par
'application de la formule précédente, ramener la fonction linéaire
de z et de ses dérivées ainsi obtenue a la forme

oz
dyll- 2

T W W WL )
& T 10$‘ T e m d.l‘”l 1@ ic= 1= 00T by n

dans laquelle ne figurent que des dérivées prises par rapport a
une seule des variables indépendantes. Nous désignerons, pour
abréger, par la notation (m, n) une expression de ce genre ou,
plus exactement, pour comprendre le cas ou les coefficients P, Qp
deviendraient nuls, une expression qui contiendra les dérivées
de z par rapport 4 z au plus jusqu’a lordre m, et les dérivées
: | el )
de = par rapport & y au plus jusqu'a 'ordre n. Par exemple, la

(2}

déxive om+nz x Rl 4
érivée 5o est une expression (m, n). La dérivée par rapport

i 2 d’'une expression (m,n) est une expression (7 1, n) et la
dérivée par rapport 4 ) une expression (7, n —+1)-

On apercoit aisément les transformations que subit une expres-
sion (m, n) quand on applique la méthode de Laplace. Imaginons,
par exemple, que I'on emploie la substitution par laquelle on
passe de (E) & (E,), celle qui est définie par les formules

03 03

2) 3= —-+as — St bay="Hh3
( 7 1 ) oz 1 ey

oy
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données au n° 330. L’emploi de la premiére de ces formules
permet d’éliminer les dérivées de z par rapport & ¥ et de les rem-
placer par les dérivées de z, se rapportant & la méme variable,
mais prises jusqu’a ordre 7 — 1 seulement. La seconde formule
permet ensuite de remplacer z et ses dérivées par rapport & z par
les dérivées analogues de z,, mais prises jusqu’a 'ordre m 1.
Ainsi une expression (m, n)relative & équation (E) se transforme
en une expression (m -1, n — 1) formée avec la solution corres-
pondante de I'équation (E, ); et, inversement, on démontrerait de
méme que toute expression (m -1, n—1) relative a (E,) se
transforme en une expression (m, n), relative a (E). On peut
donc conclure que I'expression (m, n) la plus générale formée
avec une solution de (E) admet pour transformée I'expression
(m—+1,n—1) la plus générale relative a (E,) et, par suite,
l’expression (m—2, n— 7)la plus générale formée avec la solution
correspondante de I'équation d’indice positif (E;), au moins tant
que ¢ sera inférieur ou égal & n. Si l'on suppose {=n, on
obtiendra une expression de la forme

05; 02z; om+nz;
Mz;+ P, o —ZP‘.}&—xg P h

qui ne contiendra que les dérivées prises par rapport 4 la seule
variable #. Si I'on continuait & appliquer la méthode de Laplace,
on serait conduit 4 des expressions (m—+n-+k, o0); elles seraient
de méme forme, mais ne seraient pas les plus générales de leur
définition. Nous supposerons donc que I'on s’arréte a (Ep)-

Si 'on emploie de méme la deuxiéme substitution de Laplace,
on reconnaitra que I'expression (m, n) la plus générale admet pour
transformée expression (m — j, n +J ) relative a I'équation (E_}),
qui sera aussi la plus générale tant que j sera inférieur & m 1.
En résumé, ¢ étant positif ou négatif, expression (m, n) la plus
générale formée avec une solution quelconque de (E) a pour
transformée 1'expression (m + 7, n — 7) la plus générale formée
avec la solution correspondante de (E;), tant que I'on attribue a
Pentier ¢ les valeurs

) 00 =k o R e M S

398. Une expression (m, n) contient m -+ n -1 coefficients,
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M, P;, Qx, qui sont des fonctions arbitraires de x et de y. Elle
sera donc déterminée i un facteur prés, au moins en général, si on
I'assujettit & s’annuler lorsqu’on y remplace z par m +n solutions
particulieres

Zly B2y ey Emtn
. . . . y
de léquation proposée. Si, pour abréger, on pose
(3) m-—+n= p,

son expression sous forme de déterminant est alors

0z amz dz Nz

~1 or daxmn ())/IL

, \ 3 )25 m oz, Z; nzs
(4) (myp)=M| ' 9&  Ona 4 dia
3 ox dxm )y d)/n
A SR Ve AR X (. (i

1 Jx dxm dy ayr

Il peut cependant arriver qu'une expression (m, n) ne soit pas
déterminée par les conditions que nous venons d’énoncer : c’est
ce qui aura lieu si les mineurs qui sont, dans 'expression précé-
dente, les coefficients de z et de ses dérivées sont tous égaux
zéro. On peut définir d’une maniére précise ces cas exceptionnels
dans lesquels I'expression précédente devient illusoire.

Désignons par la notation (m, n); le résultat de la substitution
de z; & = dans une expression (m, n). Si 'expression doit s’an-
nuler, comme nous le supposons, pour les valeurs déja indiquées
de z, on aura les équations de condilion

(m, n);=o, (m, n),=o, At (m, n)p =0,

auxquelles devront satisfaire les coefficients inconnus de la fonc-
tion (m, n). La premiére ne sera pas vérifiée d’elle-méme tant que
z, sera différent de zéro; la seconde ne sera pas, en général, une
conséquence de la premiére; mais, en poursuivant, on arrivera
nécessairement, si le systéme précédent est indéterminé, & une
équation qui sera la conséquence de celles qui la précédent. Cette
équation, dont nous désignerons le rang par 4, s’obtiendra néces-
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sairement par une combinaison linéaire des équations précédentes.
On aura donc I'identité

(5) h(my, )+ As(m, n)oa. ..+ An(m, n), = o,

applicable a toute fonction (m, n). D’aprés la maniére méme dont
on I'obtient, il est évident qQu'il R’y aura aucune autre relation
linéaire de méme Jorme entre les quantités (m, n),, ...,
(m, n)p.

Cela posé, appliquons la transformation de Laplace, en passant
de (E) a I’équation (E,). L’identité (5) se transformera dans la
sulvante

(6) A(m —+n, 0)1+ Ay(m + n, 0)a+- ..o Ap(m + n; 0), = 0,

qui se rapporte a la nouvelle équation, mais qui ne contient plus
que les dérivées de Pintégrale par rapport & la seule variable 2.

Si I'on substitue successivement a (m+n, o) les fonctions z,
05 om+nz . . =

0z’ "’ gpman’ €0 nombre nécessairement supérieur a 4, on oblient
un systéme qui se présente dans la théorje des équations linéaires
a une seule variable indépendante; et I'on reconnait immédiate-
ment que les rapports mutuels des quantités Ay, Xy, ..., ), doivent
étre constants lorsque z varie, c’est-a-dire ne peuvent dépendre
que de la variable 3. En passant de méme de (E) a (E_») et en
répétant le raisonnement précédent, on reconnaitra de méme que
les rapports mutuels de iy hayenn, Xpne peuvent dépendre de y. Ces
rapports sont donc constants: et, par suite, les solutions By,

Z2; -+., %, ne sont pas linéairement indépendantes. Ainsi :

Dans le cas on la suite de Laplace relative & Uéquation
proposée (E) s’étend au moins depuis I’équation (E_n) jusqu’a
U’équation (Er), une expression (m, n) est toujours définie a
un facteur prés par la condition de s'annuler lorsqu’on y
remplace s par m <+ n solutions particuliéres de I'équation,
pourvu que ces solutions soient linéairement indépendantes (1).

(*) On peut aussi discuter trés simplement le cas ou la suite de Laplace se
termine entre (E_,) et (E,). Supposons d’abord qu’elle se termine d’un seul
cOté, & Véquation (E;) par exemple, 7 étant positif et inférieur 4 n. On recon-
naitra, comme on I’a fait dans le texte, que les rapports mutuels de 3, A,, ..., A
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399. Aprés cette discussion, revenons au cas oénéral et sup-
b} e
posons que les solutions

Zyy; B2, es+y Smitn

aient été choisies de telle maniére qu'une expression (m, n) soit
définie, & un facteur prés, par la condition de s’annuler quand on

ne peuvent dépendre de y et sont, par conséquent, des fonctions de la seule va-
riable z. Si Pon applique maintenant la relation (5) a I'équation (E,), elle prend
la forme :

(a) ©N(m+i, n—if+...+N(m-~+i,n—i),=o.

L’intégrale générale de (E;) a été donnée au n° 333; elle est de la forme

o(x+ [Yad),

« et @ étant des fonctions déterminées de et de y. Comme n — ¢ est au moins
égal a 1, on peut prendre d’abord, pour Pexpression (m —+ i, n—1) qui figure
dans l'identité précédente, la fonction

w8

On aura alors

(b) 7‘19"|+)‘1y2+"'+)‘h}'h=Oy
Vs Var --s ¥y désignant les valeurs que prend la fonction arbitraire Y pour les
solutions particuliéres 5,, %,, ..., 5, On peut supposer que les coefficients A,

A, --+, X, soient linéairement indépendants. S'il en était autrement, on les ex-
primerait tous en fonction d’un certain nombre d’entre eux; et I'identité (5) se
transformerait en une identité analogue ou % serait remplacé par un nombre plus
petit 2’ et les solutions z,, 5,, ..., &, par des combinaisons linéaires de ces so-
lutions.

Supposons donc A, A, ..., A, linéairement indépendants; I’identité (&) nous
donne alors

(¢) Yi=Yr=-- =Yn=0;

car, ¢’il en était autrement, il suffirait d’attribuer & » une valeur particuliére
quelconque pour obtenir une relation linéaire entre },; ..., Mo

Soient maintenant z,, Z,, ..., @, les valeurs que prend la fonction arbi-
traire X pour les diverses solutions particuliéres. En substituant dans I'éga-
lité (@) les diverses fonctions

*(3)

ozt

) (K=, 1, 2, - <oyt d);
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y remplace z par I'une quelconque de ces solations. Soit

0z omz 03 0"z
(7) 0:AZ+B1%—l—...—i—B,n—m—}—Cl@—.L-...fCﬂW
le résultat obtenu. Nous allons, en répétant le raisonnement du
n° 340, montrer que 6 satisfait 4 une équation linéaire du second
ordre. SiI'on différentie, en effet, la formule précédente succes-
sivement par rapport & z et par rapport a y, on obtient des ex-

pressions des dérivées premiéres qui sont de la forme

( 00 om+izg
“ % == B,,;W == (m, 71),
8
L5 li} on+l z
P = C’LW + (m, n).

on obtient des relations de la forme

()i Ao 4 Az o 2P =,

Si les fonctions z,, Z,, ..., Z; ne sont pas linéairement indépendantes, il en
est de méme, évidemment, des solutions Z,, &y ... 5, de 'équation primitive (E).
Si les fonctions @,, ..., z, sont linéairement indépendantes, les équations précé-
dentes, qui déterminent, par hypothése, les rapports mutuels de &, A,, ..., %,
donnent, comme on sait, des valeurs constantes pour ces rapports tant que l'on
n’a pas

h>m—i-1.

Ainsi, dans le cas ow la suite de Laplace se termine entre (E_,) et (E,),
et d’'un seul coté, par exemple & Uéguation (E;), lexpression (m, n) ne cessera
d’étre deétermince par les conditions énoncées que si les solutions BBy wisiey By
ne sont pas linéairement independantes, ou s’il ¥ a plus de m i+ 1 solu~
tions z, se déduisant de cette partie de la solution generale qui est de la
Jorme

AX +A X'+, .+ A XO,
par Uattribution de valeurs particuliéres quelconques a la fonction arbi-
traire X. :

Dans le cas ou la suite de Laplace se termine dans les deux sens entre (E_..D
et (E,), il est inutile de recommencer la discussion. Car alors soient (E_;), (E;)
les équations auxquelles se termine la suite. Si 'on désigne par X et Y les fonc-
tions arbitraires qui entrent dans Pintégrale générale, par (2, ¥,) les couples
pour lesquels s’'annule cette intégrale et par (z%, ¥7) le systéme des valeurs
particuli¢res qu'il faut attribuer & X et a Y pour obtenir la solution Z;, une ex-
pression (m, n) contiendra les dérivées de X jusqu’a 'ordre i+ m, celles de Y
jusqu’a Tordre j + n. Les conditions pour lesquelles nous I'avons définie 'assu-
Jettissent simplement A s’annuler quand on y remplace le couple (X, Y) par les
couples (z,,y,) et (2}, 7)), au nombre total de

m-+n-+i+j-+1.

L’étude détaillée de I'expression obtenue et des cas dans lesquels elle s’annule
a ¢té donnée au n°* 341 et 342.
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Un calcul facile donne ensuite (1)

026 B, om+izg /G,
(9> ().Z‘d}’ ( 0}/ _aB”L> opm+1 ( o — b0 >F1‘ —|—(77l n)

En combinant ces trois formules, on sera conduit & une expres-
sion de la forme

920 dlogB,\ 0f dlogCr\ 00
(10) d—xdy—‘_<a————dy )(Tx : <b———-—d$ >b}_(m, n).

Or, si I'on remplace z par I'une quelconque des solutions z;, la
fonction 6 s’annule ainsi que toutes ses dérivées. Le second
membre de l'équation précédente s’annulera donc quand on y
remplacera z par z;; et, comme une expression (m, n) est définie
a un facteur prés, d'aprés I'hypothése, par ces conditions, ce
second membre sera nécessairement proportionnel a 6. Si T'on
désigne par

v le facteur de proportionnalité, on voit que l'on
aura

2 o o
) 220 +<a_alo,B,,,)@+(b_alo gCn

() =
dz dy dy ox dz ) oy B o

0 satisfera donc bien, comme nous ’ayons annoncé, & une équation
linéaire du second ordre, dont elle sera évidemment 'intégrale
générale.

Imaginons, par exemple, que I'on parte de I’ equallon

2z
oz dy
On aura alors
= Z;+Yi, z:X+Y,

et le déterminant (4) se réduira au suivant

X+Y X Ximi oyt el

i-Tariea MBI SRl Bl L),
’ ’ (

o e B Sy

(*) Ces formules doiyent subir des modifications que le lecteur trouvera aisé-
ment lorsqu’un des nombres 7 ou n est égal & zéro.
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Par I'addition d’une colonne, on peut le transformer ainsi

| X Y X/ | X (m) Y’ Y
’ — 1 I O o o 0~ ot (o)

K (%1 W @y ot g
‘ Zp Yp ‘Z';, vae Z'})”” J-’}, e )’;,n)

on retrouve, avec une trés légére différence de notation, les ex-
pressions que nous avons étudiées au Chapitre II et qui sont les
intégrales générales des équations pour lesquelles la suite de La-
place se compose d’un nombre limité d’équations; elles dérivent
toutes, comme on voit, de I'équation élémentaire

02z

oz dy

:0:

par une simple application de la proposition générale que nous

r

venons d’établir relativement 3 une équation linéaire quelconque.

400. Cette proposition générale définit certains cas dans les-
quels une expression (m, n) satisfait 4 une équation aux dérivées
partielles du second ordre; nous allons nous proposer maintenant
de déterminer toutes les fonctions (m, n) jouissant de la méme

propriété.
Soit
0z omz 05 oz
(12) 0:Az+B,d—"+...+B,,,0z—m+01@—:—...+an

une expression (72, n) que nous supposerons d’abord tout i.fait
quelconque. Si 'on calcule les dérivées de 6 jusqu’a un ordre

quelconque p, on obtiendra en tout W équations. On

peut éliminer, au moyen de I'équation aux dérivées partielles,
toutes les dérivées prises a la fois par rapport & 2 et a y; il res-
tera donc seulement, dans les expressions des dérivées de 9,
M +-n —+ 2p dérivées de z, soit, en comprenant 3z,

m-—+n—+ap -1

quantités. Ce nombre finit toujours par étre inférieur & celui des
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dérivées de 0; I’éliminalion de z et de ses dérivées conduira donc
i une ou plusieurs relations entre § et ses dérivées, c’est-a-dire a
une ou plusieurs équations aux dérivées partielles pour 6, qui
seront, en général, d’ordre supérieur au second.

Si 'on connait une fonction f satisfaisant & toutes ces équations,
on pourra déterminer z et ses dérivées en fonction de O, sans
aucune intégration.

Ces conclusions ne s’appliquent évidemment qu’a hypothése la
plus générale; elles sont complétement modifiées, nous allons le
voir, si 0 satisfait & une équation aux dérivées partielles du second

ordre. Il faut alors retrancher des MZ——(F—M équations qui

pourraient, lorsque § est connu, déterminer z et ses m +n —+ 2p
dérivées, toutes celles que l'on obtient en prenant 1’équation du
second ordre a laquelle satisfait § et lui adjoignant toutes ses dé-
rivées jusqu’a l'ordre p — 2, ce qui donne en tout

(p—0)p
2

équations. Il restera donc seulement

(pr=1)(p+2) plp—0)
2

=2p-+I
- P

relations qui ne peuvent déterminer z et ses m —+n—-2p dé-
rivées. Il y aura toujours m + n de ces fonctions qui demeureront

arbitraires. Dés que l'on aura écrit les trois équations qui ex-
00

$ 90 . 2 5 ’ eaby .
priment 0, 3 3’ il sera inutile de continuer les dérivations; elles
introduiraient autant de dérivées nouvelles de z & déterminer que

de nouvelles relations.

. : s 00 db :
Les équations qui donnent , 55157 constituent donc ce que

M. Mayer a appelé un systéme complet, c’est-a-dire un systéme
dans lequel toutes les conditions d’intégrabilité sont satisfaites.
Sil’on prend comme inconnues auxiliaires les fonctions suivantes

[ 0z ot L .0mz
(=gt i U n =i
13) ¢
(13) 1z 0%z onz
v = (—33,, Py — 0}/2, veey VIL:W,
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que I'on ajoutera a z, ce qui donnera m - n - 1 fonctions in-
connues, I'équation qui donne 6 fournira une relation entre ces

inconnues; on aura

0z ¥ ou, : Ot o s
— =1 — = U; g v — s
oz 1, oz X} ] 0w ms
0z ()V[ 5 f)(J,,__1
= =¥ = — V3 STty s e =L
()}, 1y dy 2y d_)/ n
Les autres dérivées des fonctions e SIS Sl o R

seront définies par lv’équation aux dérivées partielles a laquelle

. . c . / a9 ; > i
satisfait z. L’équation qui donne — et qui contient en général
oz

om+lg 5 (177 4 g 90 ., 5 -
——— déterminera — 2, celle qui exprime — déterminera de méme
dxm+1 Jox d}’

%; enfin les deux autres dérivées de u,, et de v, s’obtiendront
au moyen de I'équation aux dérivées partielles.

Nous avons bien, on le voit, un systéme complet, de la nature
de ceux que M. Mayer a étudiés (). Les fonctions inconnues sont
au nombre de m + n-1; mais, comme elles sont lides par
I'équation qui donne 8, l'intégrale générale contiendra seulement
m -+ n constantes arbitraires. Par suite de la forme linéaire des
équations, la valeur générale de z sera de la forme

(14) 5:Z+a151+a2z2+---+am+nzm+n
- q ’

@iy -+, Aoy désignant des constantes arbitraires que Uon devra
pouvoir déterminer de telle maniére que 3 et ses m -+ n pre-
miéres dérivées prennent lesvaleurs les plus générales satisfai-
sant a l’équation qui donne 9. Sil'on porte la valeur précédente
de 5 dans I'expression (12) de 0, le coefficient de a; devra étre
nul; et, par suite, O s’annulera lorsqu’on y remplacera z par z;.
Comme on a m +n quantités z;, 0 sera déterminée i un facteur
prés par cette condition; 8 rentre donc dans Ia catégorie des
fonctions que nous venons d’étudier.

On pourrait objecter que les solutions z; peuvent rendre illu-
soire la forme (4) de §; mais on verra aisément que ce fait excep-

(') MAYER (A.), Ueber unbeschriinkt integrable Systeme von linearen to-
talen Differentialgleichungen und die simultane Integration linearer particller
Dz'[ferentialgleic/zzmgen (Mathematische Annalen, t. V, P- 448; 1872).
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tionnel ne se présente pas ici; car les déterminants qui sont, dans
amz onz
dzm’ gyn
nuls. Ce sont ceux que I'on obtient lorsqu’on veut déterminer les
conslantes «;, de telle maniére que z et ses dérivées, moins la der-
niére prise par rapport & x ou par rapport a y, prennent des
valeurs données a I'avance; et nous avons indiqué que, d’aprés les
propriétés de la solution générale, ces déterminants ne peuvent
étre nuls. Mais on peut adresser au raisonnement précédent une
autre objection plus sérieuse que nous allons examiner.

Nous avons admis que les deux équations par lesquelles on

cette formule (4), les coefficients de ne sont jamais

exprime jg‘, 33; peuvent étre résolues respectivement par rapport
a 3%;;“:', % Cela a toujours lieu, en effet, si les nombres m et
n sont supérieurs a zéro; mais, dans le cas exceptionnel ot I'un
de ces entiers se réduit a zéro, la proposition peut étre en défaut.

Supposons, par exemple, que § ne contienne pas les dérivées
de z par rapport a x; et donnons-lui, pour la commodité du rai-
sonnement, la forme suivante

0% \
‘ 0:Az+B,(-—+as)
b = Ay
(15) - %«
B d (o5 ST or—1 [0z o
( S 7 2@ 5;—:—(&» O nm(@—i—a” 3
qui est tout aussi générale que si on l'avait ordonnée simplement

par rapport aux dérivées de s. Si I'on forme la dérivée de 6 par
rapport a 2, on aura, en général,

B P 9z et N or—1 da\ b()z
p—dz‘dy—l'—l @"F‘ 3 )= pd_yp—‘_l <—C+IZ’ &= d‘—}’ )

% - ali}
et, par suite, I'expression de — sera de la forme
oz

\

M o

0z "z
E—Ao; +CI+CQW “+...+C

n dﬁ’

A ayant la méme valeur que précédemment. Si A n’est pas nul,

tte équation d %% et I li i
cette équation donnera —— et I'on pourra appliquer sans modifi-

cation le raisonnement général. Il reste donc seulement a examiner



176 L1VRE IV. — CHAP. VIII.

le cas oti 'on a
A —ipsa

mais alors substituons & 1’équation proposée (E) sa transformée
(E,) par la méthode de Laplace ; c’est-a-dire posons

1

]
Al
If
3]

L’expression de § prendra la forme nouvelle

i 0z’ on—1z'
e:Bp&"rBz(y +...+B”'—(E/’L—_{

4

qui contient une dérivée de moins. En recommencant sur cette
nouvelle expression de 6 les raisonnements précédents, on recon-
naitra que cette fonction doit s’annuler lorsqu’on y remplacera 5’
par n — 1 intégrales particuliéres de (E,); ou bien on sera encore
conduit a appliquer la transformation de Laplace et a passer a
I'équation (E,). On peut donc énoncer la proposition suivante :

Si la fonction
: 0z 0%z
6:AZ+B107+"'+B"W
satisfait a une équation du second ordre, elle sannulera lors-
quwon y remplacera z par n intégrales particuliéres de | ‘équa-
tion linéaire proposée, et elle sera définie & un facteur prés
par ces conditions; ou bien elle pourra étre ramenée, par Uap-
plication successive des substitutions de Laplace, & une ex-

pression de la forme

y 5 05y n 0” Tz,
AWz + BP — . 4+ B, —,
()}/ d},u /2

définie par les mémes propriétés relativement Uéquation (E;).

Si I'on suppose = n, on retrouve la substitution de Laplace.

En résumé, le théoréme du n° 399, combiné, dans certains cas
exceptionnels ou I'un des nombres m et n doit étre nul, avec
I'application de la méthode de Laplace, donne toutes les fonctions
(m, n) satisfaisant i une équation linéaire du second ordre,
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Supposons, par exemple, que I'on prenne

0=A (E B.S,
; J
ou, plus simplement,
. dz
(16) 0= i Az;

en vertu de la proposition précédente, § ne pourra satisfaire a
une équation du second ordre que si 'on a

(17) A=l

5, désignant une intégrale particuliere de I'équation proposée. Ce
résultat avait été déja obtenu et étudié par M. Lucien Lévy (') dans
un intéressant Mémoire sur lequel nous aurons l'occasion de re-
venir.

401. Au milieu de toutes les transformations précédentes, celle
de Laplace apparait donc, on serait tenté de le penser, comme
une sorte de transformation singuliére échappant a la loi générale
qui donne toutes les autres. Nous allons montrer qu’une telle vue
serait inexacte : la transformation de Laplace est comprise,
comme cas limite, dans celles que nous venons de définir.

Pour donner plus de précision au raisonnement, bornons-nous
aux expressions de la forme (16). Il faudra, semble-t-il, pour que
la substitution de Laplace soit comprise dans les transformations
générales, que l'on puisse obtenir une solution particuliére de
I'équation aux dérivées partielles satisfaisant a la relation

’ ol

ol
a

’

=—a, #—i—az:o.

(19)

8|~

<]

Or il suffit de substituer dans I'équation aux dérivées partielles

(*) LEvy (LucieN), Sur quelques équations lincaires auz deérivées partielles
(Journal de l'Ecole Polytechnigue, LVI* Cahier, p. 63; 1886).
D. —II. T2
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oy 0z’
la valeur précédente de 5 ;-on trouvera
2 h— 0.

Comme z' ne peuat étre nul, il faudra que invariant 7 le soit;
c’est la un cas exceptionnel que nous pouvons écarter.

Il n’y a donc pas, en général, de solution particuliére de I'équa-
tion proposée pour laquelle on ait

o2

Z’

— =—a;

8|~

mais nous allons montrer qu’il existe une infinité de solutions
pour lesquelles le premier membre est aussi voisin qu’on le
veut de — a.

Posons, en effet,

(20) =—a— .

|-
(=%
SIs

A

L’inconnue 11, que nous substituons ainsi & z, satisfait a une
équation non linéaire du second ordre. Si I’on porte, en effet,

dans I’équation a laquelle satisfait z, la valeur de 5 déduite de

I’équation précédente, on a

0
—gi(a—i— p)z+a0—;7+(c—ab—b(1)z:o,

ou, en développant,

ologs ~ dlogp - b h
gEle e g ou
On aura done
dlog h
(21) dlogz:—(—d?———i—b-i—E)dx—(a—:—y.)dy,

et il suffira d’écrirela condition d’intégrabilité pour obtenir Iéqua-
tion a laquelle doit satisfaire p.. On trouve ainsi

02 . op. O

>—— — d” =
"oz dy dz dy

o, :
(22) ~hd‘—y—y. 55 = O

oh
—i—(k——h)p.‘z—e—@p.

a chaque solution, différente de zéro, de celte équation corres-
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pondra une valeur de z définie, & un facteur constant pres, par la
formule (21).

L’équation (22) admet évidemment la solution W=0; a la'vquelle
ne correspond aucune valeur de z; mais cette solution n’est pas
isolée; il y a des valeurs infiniment petites de p qui sont exprimées
d’une maniére approchée par la formule

p=~rX,
X désignant une fonction arbitraire, mais infiniment petite, de z.
Il y aura donc des intégrales de 1’équation aux dérivées artielles
2 5 P
¥ 1.03 : g 3 x
proposée pour lesquelles — — sera infiniment voisin de — .
zdy

On pourrait encore le reconnaitre en étudiant les différentes
équations particuliéres dont nous avons donné Uintégrale générale.
Nous avons vu, par exemple, au n° 352, que I'équation E (o, 8"
admet pour intégrale générale

Z@ﬁ?=Yﬁfmx—m4up

Faisons 3= —1 et remplacons X par X”, nous aurons

) P 3 b
Z(o,—1)=Y+X(z—y)—X.

La valeur de p sera

R YR =X
_z——_y‘Y-i—X’(x—_)/)~X.

-

Il n’y a aucune solution pour laquelle p. soit nul ; mais, si Pon
annule la fonction Y, il reste

= T T ]
e T

-

il suffira de choisir la fonction arbitraire X de telle maniére que %

soit trés grand, et Pon aura des valeurs de i trés voisines de zéro.

402. La proposition générale que nous avons étudide depuis le
commencement de ce Chapitre nous a permis de rattacher a toute
équation linéaire une série d’équations semblables dont I'inté-
grale se forme avec I'intégrale générale de la proposée et avec ses
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dérivées prises jusqu’a un ordre déterminé. Nous allons indiquer
maintenant une autre proposition qui conduit au méme résultat,
mais par des moyens tout & fait différents, puisqu’elle repose
essentiellement sur emploi de certaines quadratures. Désignons
par P et Q deux fonctions linéaires de z et de ses dérivées prises
jusqu’a un ordre quelconque, et proposons-nous de déterminer P
et Q de telle maniére que

Pdz+ Qdy

501l: une différentielle exacte df, et que son lnleﬂrale 0 satisfasse

a une équation linéaire du second ordre.

Ecrivons d’abord la condition d’ intégrabilité. Si, pour abréger,
on désigne par §(z) le premier membre de lequatlon a laquelle
satisfait z, il faudra évidemment que l'on ait une identité de la
forme

7 5 2 G
%%—% _Af—l—B%—;—C%—i—D%x—';—i-...,
A, B, G, D, ... étant des fonctions quelconques de z et de y. On
peut, au moyen des intégrations par parties, donner au second

membre la forme suivante :
P oF Sviih= N0 w200
o a;(Bd—F‘Bta—l—)—f-d‘—y(CrJ‘—f—).

Par suite, si 'on éerit

PR =
2 oF
Q+BJ+B15;+..‘,

au lieu de P et de Q, ce qui change seulement la forme de P et

de Q sans changer leur valeur, on aura I'identité plus simple

3 0Q. - oP 2
(23) —d—w——?},—=p.g‘.

Si 11 était nul, il faudrait évidemment que I'on eiit

9 0
P=£, 0=
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¢ étant une fonction linéaire de z et de ses dérivées. On aurait
0=l
et l'on retrouyerait les expressions que nous avons étudiées au
commencement de ce Chapitre. Si p. n’est pas nul, il résulte des

propositions rappelées au n® 357 que p. sera nécessairement une
solution particuliére de I'équation adjointe. On aura alors

u.f— ((xdi—'—ap.‘.>——.0—<'25——bu.~>
oy dy dz

et I'identité a vérifier se raménera a la suivante :
0 d d
_0_ <Q_:J_§ —-ap.z) = -—<P—:£+bpz>

Si donc ¢ désigne une fonction linéaire de z et de ses dérivées
jusqu’a un ordre quelconque, on aura nécessairement

(24) g

et, si I'on pose

(25) G—f[ <———bp.> dz‘+p.<3—;—!—az> dy],

on pourra écrire
(26) 0=f(de+Qd_y):c—‘r—v.

I faut maintenant déterminer p. et ¢ de telle maniére que § soit
I'intégrale d’une équation du second ordre. °

Nous allons montrer d’abord que s satisfait, pour chaque valeur
de i, a une telle équation. On a, en effet

(29) dot TR do | fos
27) T tla=mbe ] W_x.cw.a,a.

En tirant de la premiére équation la valeur de z et la portant
dans la seconde, on trouve

105 a ()0‘+ ) 0z
w dy dﬁ—-bu dr ~ dy \ Jp

oz : oz )

(28)
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et cette relation constitue bien une équation linéaire du second
ordre a laquelle satisfait la valeur générale de 5.

Revenons maintenant a I'expression de . Comme les équations
(27) permettent d’exprimer z et ses dérivées en fonction linéaire
des dérivées de s, on voit que § pourra étre exprimée en fonction
linéaire des dérivées de . II suffira donc d’appliquer les proposi-
tions des n° 399 et 400 pour obtenir toutes les fonctions § satis-
faisant & une équation linéaire du second ordre.

Les deux propositions que nous venons d’étudier permettent,
on le voit, de rattacher & toute équation linéaire (E) deux séries
différentes d’équations qui s'intégreront en méme temps qu’elle.
Si I'équation primitive (E) s’intégre par la méthode de Laplace,
c’est-a-dire si elle admet des solutions de la forme

AX + A X ... 4 A X@

la méme propriété subsistera pour toutes les équations qui en
dérivent. Ce résultat est évident pour celles que nous avons
obtenues au n° 399; et, pour celles que nous venons de définir, il
est une simple conséquence de la proposition démontrée au n° 393.
Ainsi, lorsque I’éguation primitive (E) est intégrable par la
méthode de Laplace, il en est de méme de toutes les équations
qui en dérivent par Capplication des deux Propositions pré-
cédentes. »

Comme application, proposons-nous de déterminer toutes les
fonctions f pour lesquelles P et Q contiennent les dérivées de z
jusqu’au premier ordre seulement. Il faudra évidemment que ¢
soit égal 4 pz, p étant une fonction quelconque de z et dey; et,
par conséquent, on aura

(29) b=c+ps=01

Pour que cette fonction soit Pintégrale d’une équation du second
ordre, il faudra, ou bien que la valeur de 8 soit celle que 1'on
déduit de & par l'application de la deuxiéme substitution de La-
place & Péquation (28) et, dans ce cas, il faudra prendre p = — u;
ou bien que le second membre s’annule pour une solution parti-
culiére ¢/ de Péquation en s.
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Dans le premier cas, on a

Ty 0z s LMo
(30) 0——fy<%+b~)dw—.—~<@—ap)dy,

et la valeur de 0 est, au signe pres, celle que 'on déduirait de o
par I'échange des variables x et y.
Dans le second cas, on devra avoir
ow \ o
(31) p=— (5t —be) s
dx

ou, si l'on désigne par 7' la valeur de z correspondante a o
b to) ?

’ !

G
(32) P:_Z', Y =

==

A

AL

<

On a ainsi

o 1= f {eae) - (e o ()04

en réduisant, on trouve

(34) ﬂ:f[—c'c—%(%)dﬁ—f—(ps'—c')

La valeur de 6 est d’ailleurs

<ls
s
CEEY
LS
&
e

Jg

o z6" ,ﬂ
(35) O—G—?—-G—S i
dx

Nous indiquerons plus loin, au Chapitre X, linterprétation
géométrique de ces résultats.

403. Nous pouvons maintenant traiter d’une maniére simple
une question que nous avons laissée de coté dans les développe-
ments qui précédent. Etant donnée I'expression

0= (i, vs)

qui satisfait & une équation linéaire du second ordre, proposons-
nous de déterminer les valeurs de z qui correspondent a une so-
lution donnée 6. Nous allons voir que I'on peut résoudre cette
question par de simples quadratures lorsqu’on connait les valeurs
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particuliéres de z qui annulent I'expression de . Mais, au liea de
traiter la question directement, nous allons employer la méthode
suivante, qui mettra mieux en évidence ce qu'il y a de réellement
intéressant dans la solution.

Désignons par

By B2y . <3y Tm+n

des solutions particuliéres de I'équation

’ 02z 0z 0z )
(3()) W-{—a%—kbd‘—y—kcz—o,

soit encore

(37) == p,

et déterminons des quantités A;, ks, ;.. s hp par les équations

B4 A; + Zahg +-Z,kp—0,
034 0z,
ﬁ )\1 = T T e B =1 (Tz: l}, =0,
dm~1zl ! drn—lzp
(38) W 2 [ Rl et o R —:—W)\pzo,
034 dz
e i R G + 2y =
dy e Bz &
IS Wil SRS e e
sk S P
dy’l_l A S h e o e e ey ot T d}”Tl \p =0

Si I'on conserve les notations du n° 397, les équations pré-
cédentes peuvent étre écrites d’une maniére abrégée comme
il suit ;

(39) (m—r,n—l)l)\l-r...+(m—1,n~1)P)\,,:o,

cette unique équation devant étre vérifice pour foute expression
(m—1, n—i) et (M —1, n— 1); désignant encore le résultat
de la substitution de z; 4 5 dans cette expression. Les équations
(38) ou Iéquation (39) déterminent, en général, les rapports
mutuels de 2, A, ..., Ap. Nous laisserons de coié le cas
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exceptionnel ot ces équations formeraient un systéme indé-
terminé (1).

Nous allons montrer que toutes les quantités }; ainsi détermi-
nées satisfont, elles aussi, a une équation aux dérivées partielles
du second ordre. Pour plus de netteté, nous supposerons m et n
au moins égaux a 1; s'il en était autrement, il suffirait de passer a
'une des équations voisines, dans la suite de Laplace relative a
I'équation proposée.

Une expression (m — 2, n— 1) étant un cas particulier d’une
expression (m—1, n — 1), on déduit dela formule (3g) que I'on

aura
(m—2,n—1) M +...--(m—2,n—1),k, =0,

pour toute expression (m — 2, n —1). Différentions cette équa-
tion par rapport 4 z, nous aurons

) )
E)\;ﬂ(m—z, n—1); +E(m—2, n——-I){E — )

Comme la dérivée parrapport a 2 d’une expression (m—2, n—1)
est une expression (m —1, n — 1), le premier terme de la somme
précédente sera nul, et il restera

l:p
0);
(40) E(m—z, n—1); 071 —=i0-

i=1

On aurait de méme

l:p
ok
(41) Z(m—-l,n—z),-d—y’:o.
i=1
En traitant de la méme maniére I'équation

=p

(42) Z(m—z,n—z)ii—);:o,

i=1

qui est un cas particulier de la formule (40), et en la différentiant

(*) Ce cas ne peut se présenter, si les solutions z, sont linéairement indépen-
dantes, tant que la suite de Laplace s’étendra entre les équations (B ) (B g):
On s’en assure aisément en répétant les raisonnements du n° 397.
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par rapport a , on trouvera de méme

02);

(43) 2(171—-2, n——z)iw =o0
Il résulte des formules (40) a (43) que, si l'on pose
i WS D ;) CA )
(44) g()\)~w+aa+p@e()\,
on aura ;
t=p
(45) Y (m—2, n—2)G0) =o,

T

pour toute expression (m—z2, n—2). Cette équation tiendra donc
lieu de m + n — 3 équations distinctes que I'on obtiendrait en

4 4 J
remplacant successivement (m — 2, n — 2) par

0z gm—2z 03 on—2z
Z, —(rz-, crey m’ .()7/, ey (W.

Ily a p ou m—+ n quantités G(1;); mais on peut disposer des
fonctions o, 3, v de maniére & annuler trois quelconques d’entre
elles. Les autres, au nombre de p — 3, seront lides par un nombre
égal de relations homogénes; elles seront donc aussi égales a
zéro ('). Ainsi, les fonctions }; dont les rapports sont définis par
les équations (38) satisfont toutes a une équation aux dérivées
partielles, entiérement semblable a celle dont les fonctions z; sont
des solutions particuliéres.

Nous avons déja étudié [I, p- 119] un cas particulier de cette
proposition générale. Nous avons vu que, si les coordonnées homo-
genes z, y, z, t d'un point variable d’une surface donnée satisfont
a une équation de la forme

020 00 090
VA4 Al S — —_—
(46) %7 —,—adP bd_?l +¢0 = o,

il en est de méme des coordonnées tangentielles u«, ¢, w, p. Or

(") Pour que cette conclusion cessat d’étre établie, il faudrait que les détermi-
nants des différents systémes que l'on obtient en annulant trois quelconques des
quantités §'(3;) choisies arbitrairement fussent tous nuls. S'il en était ainsi, les
€quations (38) ne détermineraient plus, contrairement 4 I'hypothése, les rapports
mutuels des quantités A,
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ces coordonnées sont liées aux premiéres par les relations

UZ -0y +ws-+pt=o,
u

dz oy b5 ot
(47) % o T Ve T PR T
(uﬂ +()d"y_!_“,v__;_;P_E’_":0
doq 9oy dpy  * dpy .

(’est, aux notations prés, pour le cas particulier ol m et n sont
égaux a 2, le systtme (38) que nous venons d’étudier.

Signalons également I'analogie de ce systtme (38) avec celui
que nous avons considéré au n® 370 et qui établit, dansle cas
d’une variable indépendante, les relations entre deux groupes de
fonctions adjointes. Cette analogie peut encore se poursuivre; et
'on établira aisément des équations analogues au systéme (13) de
la page 103. On peutles écrire ainsi, sous forme abrégée,

(48) N —1—hy n—1—Ey(h, ki =o,

(m —1—h, n—1— k) se rapportant a I'équation qui admet les
solutions particuli¢res z; et le symbole (%, k) a 'équation a laquelle
satisfont les ;. Mais nous laisserons de cOté toutes ces relations
pour nous attacher surtout au point essentiel et montrer que /’in-
tégration de chacune des équations en s ou en h

F(z)=0, G)=o0
peut seramener a celle de Uautre, ou, plus exactement, a celle

de Uadjointe a I'autre équation.

40%. Ecrivons en effet I’adjointe de G ()

0% o o 2 ox 0B

=

et soit ¢ son intégrale générale. D’aprés la proposition du n® 402,
I’expression

ok X ()
p(d—;'—ﬁ— @k,l)dx—&— X,,((’—; —ap)dy

sera une différentielle exacte. Introduisons la fonction suivante :

h=p

2 o}
(50) Z:;:‘z/,/[gx(od); +B7\/,>clx+)\h($t—1;z>dy];




188 LIVRE IV. — GCHAP. VIII

la valeur de Z satisfera, nous allons le montrer, a I'équation
(51) J(z)=o,

dont elle sera I'intégrale générale.
Posons, pour abréger,

= o\, o
(52) o :f[p(d—x’-—e—ﬁ)\h>dx—;—lh<d—{y—1p)dy].

Comme on a

(,'33) (j)i; — }L(d)\h 3)%), (;;:L = )\/L (% -— .<LL>

les relations auxquelles satisfont les %; nous donneront immédia—
tement les suivantes :

ds,
E(m——[, n—1i)y, TJ:L — e

ds h

(56) D(m—s,n—1) 2t
: 02gy,
(B g
On aura, en particulier,
do i dgy,

g Do
( 2 02 O’/, £y 2()4/, E)G'/L Y

" ozoy T 9z oy
D’aprés cela, si 'on différentie la valeur de Z,

(56) Z= 2,5,

on aura, en tenant compte des relations précédentes,
g _EG 0z, oZ i 03y,
0% e "0z’ @—EMW’

dzZ/I _2 ()"-’/1
dz dy " 9z oy 0w dy

(55)

(57)

€L, par suite,

3(2) =¥ o1 5(s1) = o.
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La proposition que nous avions en vue est ainsi établie. Propo-
sons-nous maintenant de reconnaitre comment on déterminera la
valeur de ¢ correspondante & chaque valeur de Z.

Si, tenant compte des formules (38), on différentie successive-
ment I'équation qui donne Z, on obtiendra une série de formules
comprises dans le type suivant

e

(58) (m——l,11—1)1,:2(711—1,n—x)hc/,,

=1
ol l'on peut employer la fonction (m — 1, n—1) la plus générale,

et qui tient lieu par conséquent de m —+n—1 équations dis-
tinctes. Considérons deux de ces équations et d’abord la suivante :

m—1 m—1 =
0w ot NN T sl
dxm—1 h dpm—1

Si on la différentie par rapport a z, on trouvera

. om7Z om z, gm—1 Sy d)\h
(59) dzm —2 A ogm ()x'" ’2 dzm—1

Prenons ensuite I'équation
on—17 d/z—l;h
‘}/n—l _Z *h ()J/11;1 2

et différentions-la par rapport 4 y ; nous trouverons

e : 20 A
(6) S =Nat NI ¥

Si l'on joint les deux équations (59) et (6Go) aux m—+n— 1
équations (58), on forme un systéme qui peut étre résolu par
rapport aux p 41 inconnues o et u; et qui donne, en particulier,
pour p. une fonction linéaire de Z et de ses dérivées, prises jus-
qu’aux ordres m et n respectivement par rapport az et par rap-
port a y, c¢'est-a-dire une expression de la forme

(61) = (m, n)z.

Dailleurs, le systéme des équations considérées ne change pas
lorsqu’on remplace Z par Z + Cz;, a la condition de remplacer o,
par o + G; cela résulte de ce que les o, sont des intégrales aux-
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quelles on peut toujours ajouter une constante. La valeur de |+ ne
changera donc pas si l'on y remplace Z par Z -+ Cz,; par suite,
elle devra s’annuler quand on y remplacera Z par zy.

Ainsi la valeur de . est cette expression (m, n) qui est définie
par la condition de s’annuler quand on y remplace Z par 'une
quelconque des solutions particuliéres

B1y B2y ey Zp.

La proposition que nous venons d’étudier peut done étre con-
sidérée comme le complément et l'inversion de celle que nous
avons donnée au n° 400.

403. Nous indiquerons I'application suivante. Soit (E) I'équa-
tion & laquelle satisfont les coordonnées z, Ys % t d'un point
d’une surface, considérées comme fonctions de p et py. Soit (E)
son adjointe, et désignons de méme par (G), (G') les équations
analogues relatives aux coordonnées langentielles. Si U désigne la
solution la plus générale de (G), 'intégrale générale de (E') sera
Pexpression (2, 2) définie par la condition de s’annuler pour
U=u, ¢, w, p, c’est-a-dire

| oU oU ~ 02U  ¢2U

ou 2u
€ SR .
) 3
w oo

i) 02
S R

et, réciproquement, l'intégrale U s’exprimera au moyen de 'inté-
grale générale de (E') par une équation de la forme

U=uoi+ voy+ wos+ poy,

ou 6y, o,, 03, o; désignent quatre intégrales semblables a celle qui
est définie par la formule (52). Il y aura des relations analogues
entre (G') et (E).

Si done, conformément aux remarques présentées a la fin du
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Chapitre 1V, on regarde I'intégration d’une équation et celle de
son adjointe comme deux problémes équivalents, on voit que les
deux équations auxquelles satisfont, soit les coordonnées tan-
gentielles, soit les coordonnées ponctuelles, s'intégreront en
méme temps, et que, sil’une des équations s'intégre par la mé-
thode de Laplace, il en sera de méme de Uautre.
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CHAPITRE IX.

LES EQUATIONS HARMONIQUES. APPLICATIONS ANALYTIQUES DES
PROPOSITIONS DEVELOPPEES DANS LES DEUX CHAPITRES PRECE-

DENTS.
Définition des équations et des solutions harmoniques. — Groupes de quatre so-
lutions liées par une équation quadratique. — Application du théoréme de

M. Moutard au cas ou I'on emploie une solution particuliére harmonique. —
Théoréme relatif aux équations linéaires de la forme

Y'=yle(t) +R]

— D’une telle équation, lorsqu’on sait Iintégrer pour toutes les valeurs de 7,
on peut déduire une infinité d’autres équations de méme forme que I'on saura
intégrer pour toutes les valeurs de /. — Caractére distinctif de toutes les équa-
tions linéaires qui dérivent ainsi d’une méme équation. — Etude d’une trans-
formation particuliére qui permet de passer d’une équation harmonique a
d’autres équations harmoniques. — Formule générale permettant de rattacher a
toute solution non harmonique d’une équation harmonique une infinité de so-
lutions particuliéres nouvelles. — Reconnaitre si une équation a invariants
€gaux est une équation harmonique. — Ce probléme est équivalent au suivant :
Reconnaitre si I’élément linéaire d’une surface est réductible a la forme

ds’=[9(u) — 4 (9)] (dus+ dv*).

— Application & I’équation d’Euler. — Etude d’une équation aux dérivées par-
tielles plus générale. — Indication de quelques sujets de recherche auxquels
conduisent les propositions développées dans ce Chapitre.

406. Nous avons développé, dans les deux derniers Chapitres,
différentes propositions générales relatives aux équations linéaires
du second ordre. Il ne sera pas inutile d’indiquer, dés a présent,
quelques-unes de leurs applications. Nous commencerons par
celles qui se rapportent a I'analyse, et nous envisagerons plus spé-
cialement les équations de la forme suivante

) e =le(e+ ) —Wa—y)ls,

ol les symboles ¢ et ¥ représentent deux fonctions quelconques.
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Ces équations, que nous désignerons, pour abréger, sous le nom
d’équations harmoniques, jouent un réle capital en Physique

mathématique ('). Elles ont la propriété d’admettre une infinité
de solutions particuliéres de la forme

S(@+y) fi(z—y)

Sil'on exprime, en effet, qu’une telle fonction satisfait & I'équa-
tion proposée (1), on est conduit A la relation

S'(z+y) oy Sz =) ;
Flavy) -ﬁ?(wfy)—f‘—l(x_},) —d(z—y).

Il suffira done de prendre pour £ et /1 des solutions quelconques
des équations linéaires
(2) F'() = f()[5(t) + A,
1(0) =fi(O)[¥(2) + k],

(*) Etant donnée une équation de la forme

0z 0z s 0z
g e 3=P, -— +Q,— +R,z,
(a) Pd$,+de +R P = (“dy R, 2,

ou P, Q, R désignent des fonctions quelconques de z et P,, Q,, R, des fonctions

quelconques de y, on peut toujours, par de simples quadratures, la ramener a la
forme (1). Si 'on pose, en effet,

b fdz' L /‘ dy ” dzx dy
= e —— = = e
: VP VP, : VP VP,
I'équation (@) se transforme en une équation
[ 03 03
W'i—asz;—l—ba?‘ R eZ= 0,
qui a ses invariants égaux et peut étre ramenée 4 la forme

LR e

0z dy

Le calcul, qui n’offre aucune difficulté, conduit 4 une équation harmonique.
On peut aussi ramener I'équation () a la forme réduite

0’z 0z
(o) f(l‘)ﬁ—f.()’)w,
mais cette forme n’est nullement typique et peut étre obtenue d’une infinité de

maniéres.

D.—IL 13
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ou /i désigne une constante quelconque. A chaque valeur de 4
correspondent deux fonctions f(z+ y), deux fonctions f, (x — y)
et, par suite, quatre solutions particuliéres de I’équation proposée.
Si l'on désigne par A et B les deux valeurs de f, par A, et B,
celles de f,, les quatre solutions seront

z1=AB, %= ABy, 33=A4B, 3, = A1 By,
et seront liées par la relation quadratique

518, = 235

)

Ainsi les équations harmonigues admettent un nombre illi-
mité de groupes de quatre solutions satisfaisant & une équation
homogéne du second degré & coefficients constants.

Nous désignerons également sous le nom de solutions harmo-
niques une quelconque des solutions que nous venons de définir
et qui sont le produit d’une fonction de 2 -+ y par une fonction
de x — y.

407. Soit
wis= Ho 2y file )

une telle solution. On peut évidemment I'employer pour appliquer
la méthode de M. Moutard et passer de I'équation (1) & une équa-

> I
027, 0'(5)

= w

ox dy oz dy

tion nouvelle qui sera

N[

Le calcul du second membre se fait tres simplement de la ma-
niére suivante. Nous avons déja remarqué que I'on a

I 2w i .fll .111

woxdy f - fi

. I ] : .
Si I'on change f en 7 et fy en —, il viendra, sans nouveau

J

calcul,

oL : 3
o Sy

Ainsi I'équation nouvelle que l'on obtient par Pemploi de la
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solution ®

1 27 {20 1\"
i S 2 (5 Y Al
conserve la forme de I'équation dont elle dérive; elle est encore
une équation harmonique.

Nous avons vu que l'on passe d'une solution z de I'équation

(1) & la solution correspondante de I'équation (4) & Vaide de la
formule

9z ow 0z ow
(5) wZ:f(m(ﬁ—-.u%)dx—<wd‘—y—..W)dy,

proposons-nous de rechercher ce que deviennent les solutions
harmoniques de la premiére équation.
Soit
z=0(z+y)0(z—y)
une telle solution de I'équation proposée. Les équations qui défi-
nissent 6, f; pourront étre mises sous la forme suivante
07 ¢

=<l p,

() LLo s st
1 1

ene o

h désignant une constante quelconque. Si l'on porte la valeur de
= dans la formule (5), il viendra

JAHZ =f[f191(f0'—9f')d(1‘—)’) +/0(/10, — f10) d(z -+ y)].

La quadrature qui figure dans le second membre peut étre
effectuée dans tous les cas. On déduit, en effet, des formules (6)

SO=F(FY—0f"),  fib= (A% — 0D

et, si I'on porte les valeurs de f9, J19y dans Iéquation qui donne
Z, on aura

JHZ = %f[(fe'— OF) (A0 — £10) + (fi0— 8./1) d(f— 0/,
ou, en négligeant la constante /,

THZ = (F¥—0f))(f10, — 0, 1)),

(7) Z=<0'—6§)(0’,—0,%>-
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On obtient donc pour Z une solution qui est le produit d’une
fonction de z +- y par une fonction de # — y, c’est-d-dire qui est
aussi harmonique.

408. 1l est aisé de vérifier le résultat précédent. Si I'on in-
troduit en effet la fonction

r f(
(8) u=0—0L,
i
on reconnait par un calcul facile que 1'on a
lL” I 14

(9) Z_f(7> o

On est ainsi conduit au curieux théoréme d'Analyse suivant :

Etant donnée Uéquation différentielle du second ordre

(10) {f;tgf:[cy(t)—i—lz]y,

supposons qu’on sache l'intégrer pour toutes les valeurs de h.
Soit f(t) une solution de cette équation, correspondante ¢ une
valeur particuliére de h, par exemple . = h,. On saura ausst
intégrer, pour toutes les valeurs de h, I’équation

ay \”
(m) =) +-n]r
St y désigne la solution générale de I'équation (10) corres-
pondante & une valeur déterminée de h, différente de h,,
(12) y—rk

sera la solution générale de Uéquation (11) pour la méme

valeur de h.

Cette proposition, qu’il est aisé de vérifier directement (), permet,
évidemment, de rattacher a toute équation de la forme (10), que

(*) On trouvera la démonstration directe dans une Note de lauteur Sur une
proposition relative aux €quations lincaires, insérée aux Comptles rendus
(t. XCIV, p. 1456; 1882).
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I'on sait intégrer pour toutes les valeurs de %, une suite illimitée
d’équations différentielles de méme forme que Lon saura aussi
intégrer pour toutes les valeurs du paramétre /. Chaque passage
d’une équation A la suivante introduira deux constantes arbitraires
nouvelles; en général, les équations successives s'éloigneront de
plus en plus de la forme initiale et deviendront de plus en plus
compliquées. Il y a cependant des cas exceptionnels dans lesquels
la forme de I’équation se conserve lorsqu’on choisit convenable-
ment les solutions particuliéres au moyen desquelles s'effectue le
passage de chaque équation a la suivante.
Prenons, par exemple, comme équation Initiale
(13) Y'=hy;

si 'on fait & = o, on a la solution
Yi—;

on est donc conduit a I'équation

Y=y [t(2) ] =y [L2 1

=y Z) Fh| =y |5+

Celle-ci admet a son tour, pour / = o, la solution
St i

on saura donc intégrer I'équation

— 2 —I-\”_'_ — Ev
y_y[t <52) .lz.:l_.y[t —;—/L].

En continuant de celte maniére, on parviendra évidemment a
I'équation
= ])
,),”: 7 [_T -—)—]L],
qui est trop connue pour que nous y insistions.

Reprenons I'équation initiale (13). Pour 4 —=—1, elle admet la
solution sin¢; on saura donc intégrer I'équation.

o B LB i [ B ad < X
= [Smt<sint> +/L+1]y_ [sin'lt . h]_y.

Pour des valeurs particuliéres de /4, cette équation admet les
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solutions sin?¢, sin%¢cos¢. En les employant et en poursuivant
I'application de la méthode, on parviendra successivement i des
équations de la forme

m(m—i n(n—
(. )-—}— & - l)—l—h A
sin%¢ cos2¢

(14) J’"=)’[

ol m et n désignent deux entiers. On peut établir ce résultat en
toute rigueur de la maniére suivante.

Si 'on prend
' h=—(m-+ n)2,

I'équation précédente admet la solution particaliére
S(t) = sinm¢ cosnt.

En employant cette solution particuliére, on obtiendra I'équa-
tion nouvelle

Y=y I:f<7'\)”+ ho—+(m + n)z],

ou

il m(m—+—l)_l_n(n+|) .
r= [ simiz | T cosiz TR

C’est I'équation précédente dans laquelle m et 7 sont changés en
m 1 et n—+1. On peut donc intégrer cette équation par voie de
récurrence toutes les fois que m et n sont entiers ; et, si I'on dé-
signe par ¥m,, la solution générale de I'équation (14), il faudra
employer la formule

Ym+1,n4+1= .}’;n,n“ (’n cott —n tangt).}’mx’l'
On a évidemment
Yo=yw=yu=yn=AetVhi+ Be-tVk,
Yma= Ym,o,s Yon=Y1,n-
L’emploi de ces formules permet d’obtenir I'intégrale pour
toutes les valeurs entiéres de m et de n sous la forme

Pm,neN/" = Qm,ne_tﬁ;-

Pp,n et Q. étant des polyndmes entiers par rapport a tang,
cotz et \/A.
Ici encore nous rencontrons des équations bien connues, quoi-
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qu’on les étudie rarement sous la forme précédente. Sil'on déter-
mine, en effet, les constantes o, 3, v par les formules

I

Y—-;= m, ‘Y:In—i-;’
I m-+n 1 —
1+B—*{—+—;= n, 2= — —f—;;/—lz,
m-+n 1 =
(a—By=—n, §=""C_ 1y,

la solution générale de I'équation (14) sera
Yy =sin”tcos” ¢t F(a, B, v, sin2¢),

F désignant la série hypergéométrique de Gauss, ou toute autre

solution de I’équation du second ordre par laquelle elle est déter-
minée (').
409. Considérons maintenant, d'une maniére générale, loute

équation de la forme

. dz?
(15) — =[e(t)+ Ay,

que 'on saura intégrer pour toutes les valeurs de /; et proposons-
nous de rechercher un caractére précis permettant de reconnaitre
toutes les équations qui en dérivent par la méthode que nous
venons d’exposer. Il est évident que toutes ces équations admet-
tront une intégrale générale de la forme

(16) s=Ay+ By,
ot y désigne I'intégrale générale de 1'équation précédente, A et B
des fonctions de ¢ qui sont entiéres par rapport & h. Nous

allons établir la proposition réciproque et montrer que, si I'équa-
tion

(17)

,

2z
ti

|

=[¥(t)+A]s

e

(*) Il est vrai que, si I'on présente sous cette forme la solution générale de
I'équation (14), on n’apercoit pas immédiatement pourquoi elle s’intégre lorsque
m et n sont entiers. Pour établir ce résultat, il faut employer plusieurs des for-
mules que Kummer a données et qui permettent de transformer la série hyper-
géométrique.
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admet une intégrale de la forme (16), A et B étant dailleurs des
fonctions entiéres de h, elle dérivera nécessairement de I'équa-
tion (15) par la méthode que nous avons exposée.

Substituons, en effet, dans équation (17) la valeur (16) de z.

En égalant & zéro les coefficients de ¥ %}t—,’ on trouvera les deux
équations

, A"+ A(g— )+ 2B (g4 h) 4 Bo'—= o,

() 2A'+B(¢— )+ B'— o,

d’ot 'on déduira aisément que B ne saurait étre, par rapport a 4,
d’un degré supérieur a celui de A.

Soient maintenant y,, Y2 deux intégrales quelconques de
I’équation (15) et z,, z, les intégrales correspondantes de Péqua-
tion (17) déterminées par la formule (16). Un calcul facile donnera

_ dzy dz

<1

4= Wy A7 ’ ’ 2 d.}"a’ d,}/l
o T CHIN, T Y (g—B?/z)(y‘Tt—yzW).

Le premier membre devant étre constant, ainsi que
dys dy
Ydg Vg
on voit que la fonction

A2+ AB'—BA'— B2y — B2},

se réduira & une constante. Cetle constante est d’ailleurs une
fonction de 4; car le terme qui contient la plus haute puissance
de % ne se réduit avec aucun autre et se trouve, soit dans A2, soit
dans B2%, suivant que A est de degré supérieur ou égal a celui
de B. On peut donc écrire

(19) A%~ AB'—BA'— B2(p -+ 4) = F(h),

F{#&) désignant un polyndme entier et a coefficients constants.
Soit & = h, une racine de ce polynéme. On peut admetire que
I'hypothése & =k, n’annule pas a la fois A et B. Sans cela il n’y
aurait qu’a diviser A y + By’ par b — h, et a reprendre le raison-
nement précédent. Substituons partout %, a A, et soient A, et B,
les valeurs que prennent A et B. Si I’on désigne par y, une solu-
tion particuliére de 'équation (15) ot 'on a remplacé / par &y, la
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fonction correspondante

2= Ay 1+ By,
qui ne sera pas nulle si I'on a choisi convenablement y, sera une
solution de I’équation

d?z

7z = () + Al

et, par suite, si 'on applique le théoréme général du n° 408, la
fonction

b

Z=3—z

I

Al

sera I'intégrale de 1'équation

qui est de méme forme que 1’équation (17). Nous allons ramener
la valeur de Z a la forme (16) et examiner quel est le degré de ses
deux termes par rapport a /.

La valeur de Z peut s’écrire

(3\1.}’1+B1}’,1)'.

L=Ay+By)—(Ay+By) A 1+ By

En développant et tenant compte de I'équation (15), on la ra-
méne & la forme
Z= Aoy -+ Byy,

oul’on a
(A1y1+ Bt}”l)AQZ [A,A1+B¢&1(L?+h)—AA’1—'AB1(C?—|—h1)]‘}’I
+(ByA' BB, (9 + k) — AA, — AB}) ¥},
(:Xl‘}’l'ﬁ—Bl.}’;)Bo: [AiA—f—AlB’—BA’l——BBj((?+h1)]y1
+ (AB;+ B,B'— BA, — BB} ) y/}.

Remarquons d’abord que ces valeurs de A,, B, s’annulent pour
h =h,; on le reconnait immédiatement en remplacant A, B, A
par Ay, By, 7, et tenant compte de la formule (19) ot l'on aura
fait o =h,. On pourra donc diviser les valeurs de Ay, B, par
h—h, et, par conséquent, réduire d’une unité leur degré par rap-
port a A. ;

Cela posé, supposons d’abord que A et B soient d’'un méme
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’

degré n par rapport 4 . Le coefficient A, sera au plus de degré
7+ 15 mais ce degré se réduira & n aprés la division. Le degré de
B, sera n et, aprés la division, il se réduira au plus a n—1.

Supposons maintenant que A soit du degré n et B de degré in-
férieur. Le coefficient A, sera du degré n au plus, ainsi que B,;
el par suite, aprés la division, ils se réduiront I'un et Pautre au
degré n — 1.

Par conséquent, si les degrés de A et de B sont d’abord 7 et n,
on les réduira par la premiére opération i 7 et & n — I, puis a
7 —1etd n—1i, etainsi de suite. On voit donc que l'on finira
par parvenir i une équation pour laquelle le degré de A et de B
par rapport a % sera zéro.

Les formules (18) nous donnent alors

Bli=to;
2A'+B(¢ — ) = o,
A+ Ao — )+ Bo'= o.

I1 est trés aisé de résoudre ces équations et de montrer qu’elles
conduisent, soit & I'équation (15) pour B= o, soit, pour B=1, a
celle que 'on obtient par la premiére application de la méthode.
La proposition que nous avions annoncée est ainsi établie.

Proposons-nous, par exemple, de caractériser les équations
que P'on peut faire dériver en nombre ilimité de I'équation (x3).
D’aprés la proposition précédente, leur intégrale générale sera de
la forme

S h)y + fi(t, h)y',
J et fi désignant deux polyndmes entiers en 4. SiI'on remplace )
par sa valeur, on trouvera

F (¢, Vﬁ)e‘V/7+F1(t, VI)e—tVa,

Fet F, désignant des polyndmes entiers par rapport a \/71- Ainsi
ces équations sont les seules qui admettent des intégrales de la

forme
F(t, yh)et V2,

I étant entier par rapport a /4 ().

(*) "On pourra consulter une Note sur les équations différentielles linéaires
du second ordre publiée en 1875 par M. Moutard et insérée aux Comptes rendus,
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410. Revenons aux propositions générales que nous avons
établies; elles peuvent étre résumées comme il suit : & toute
équation harmonique on peut rattacher une suite illimitée d’équa-
tions harmoniques qui s’intégreront toutes en méme temps que
Péquation initiale. De plus, si I'on sait déterminer les solutions
harmoniques de la premiére équation, on pourra connaitre aussi,
sans aucune intégration, les solutions harmoniques de toutes les
autres. Ces résultats, que nous avons déduits du théoréeme de
M. Moutard, peuvent étre complétés par I'emploi de l'une des
transformations générales définies au n° 399.

Etant donnée 1'équation

023
2 =3,

(20) Srv s

nous avons vu (n° 399) qu'il existe une infinité de fonctions-de
la forme

0z 03
(‘2I) 512112—3—1)&'4—(25}—,’
satisfaisant également i une équation du second ordre : cherchons
s'il est possible de déterminer les fonctions H, P, Q de telle ma-
niére que I'équation nouvelle soit de la forme
023,

(22) dz dy

= A1 31.

La substitution de la valeur de s, dans cette équation nous
donne un résultat de la forme

CRH (PN 0(QN)] . [H 2P 03
[H)\Td.’l"d}’“*— pe -+ d}’ ]~ } (\()—J',—i—o———xdy—x—P)\)dl

oH  02Q dz 0P o2z 0Q 0%z 03 dz
B A ) i) 9 1 9 0% i H 2 NP R 0=
T(m*mq*“)of‘«y iy e e R T i

Cette relation doit étre vérifiée identiquement : il faut donc que
I'on ait d’abord
0P 0Q

=

(t. LXXX, p. 729). Le savant géométre y établit, par une méthode toute différente,
un résultat équivalent 4 celui que nous venons d’énoncer en dernier lieu, relati-
vement aux équations difféventielles qui dérivent de I’équation initiale »" = o.
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c’est-a-dire
P=9(2), Q=y(y).
Ne nous arrétons pas au cas, dont I'analyse est facile, ot 'une

des fonctions ¢ (z), 4(y) serait nulle; on peut alors, en prenant
comme nouvelles variables z et y les fonctions

dz dy
Sy A TR
¢(2) Y()

réduire P et Q a I'unité. Supposons donc
P= I, Q =1

nous aurons encore a résoudre le systéme

oX oA 02H
oH oH
i = (T}’— :)\l—k.

On voit que H doit étre une fonction de la seule variable - y;
pour la commodité des calculs, nous poserons

&t 8 (z+y)
L 20(.z~ +y)

Les formules précédentes donnent alors

LA N, o e ot
‘1—.‘——264—2?2_5,
A __oH  pH
T e e

Cette derniére équation admet la solution particuliére

1 oH

H2
l:T_:)‘.()?.

On a donc pour la valeur générale de ),

ou encore
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On trouve de méme pour ), la valeur suivante :
' "
M=0(5) —4a—2).
Nous sommes ainsi conduits au théoréme suivant :

Etant donnée U’équation aux dérivées partielles

023

(23) soyy =@+ 1) = 4=,

on déterminera une fonction § de x + y par U’équation

1"

0
(24) g =@ +y)+h

La fonction

. dz 03 o

= — +——2+3

() =ty e

Jormée avec Uintégrale générale s de I’équation aux dérivées
partielles, satisfera a U’équation nouvelle

02z " :
(26) W:[o(é) —[(x—y)—h]:,

et en sera évidemment l'intégrale générale.

J11. Cette proposition entraine un grand nombre de con-
séquences. Nous allons montrer tout d’abord qu’elle conduit aux
résultats que I'on a déduits plus haut du théoréme de M. Moutard.

Si l'on change en effet y» en — y, 'équation ne change pas de
forme et, par conséquent, on peut obtenir une transformation
nouvelle.

Déterminons une fonction s de # — y par I'équation

L

1 0%c
E o2 =4‘(x_}/)_‘_hv

(27)
la fonction

(28) R

ol z désigne l'intégrale générale de I'équation (23), sera I'in-
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tégrale générale de 1’équation

1023,
oz dy

(29) :[c_s(x—f—y)-;—/z—c(é)”]sl.

Ainsi chaque équation harmonique donne naissance 4 deux
séries de transformations différentes, les unes formées avec des
fonctions de (z + ), les autres avec des fonctions de (z—y). 11
suffira, évidemment, de les appliquer successivement pour obtenir
la transformation que nous avons définie au n°® 407. On est ainsi
conduit au résultat suivant :

Déterminons deux fonctions 0(z+y), o(x—y) par les
équations différentielles

”

(30) A S T N P

la fonction

g

(B1) | Zom g iy = 20z T RdgN e 08 L E\V e aig

T e T 9 \oz dy oz dy dz2 ~ oy?’
ou z désigne Uintégrale générale de | ‘équation (23), sera Uin-
tégrale générale de I’équation

027 r\” TG
(32 sy =205/ — )T
C’est la proposition du n° 407, mais avec une remarque com-
plémentaire qui ne manque pas d’intérét : on peut passer de

Uune des équations a Uautre par la formule (31), qui ne con-
tient aucun signe de quadrature.

412. Revenons i la proposition qui nous a servi de point de
départ. Les deux équations (23) et (26) qu'elle transforme I'une
dans I'autre peuvent étre écrites comme il suit :

"

. 023 0
(23) m=z[§—‘!‘(z’~y)'—h]:

(26) =9 (g)"—w—w—h]-

& I
On passe de I'une & l'autre en changeant 6 en -

ik la relation
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entre ces deux équations est donc réciproque. La proposition
nous apprend d’ailleurs que, z étant une solution de la premiére,
la fonction

2.0’ z 03
33 By =— —584+ — 4+ —
(34) - (] dx dy
sera une solution de la seconde. Sil’on échange les deux équa-
tions, on voit donc que la fonction

L R0 0z 03y
e

0 't o T oy

sera encore une solution de la premiére. En remplagant z, par sa
valeur déduite de la formule (33), on trouve

I

02z 0%z .
U fe— :)?Z +W—2(?+“P>z—4l‘;‘

Nous pouvons donc énoncer le théoréme suivant :

Etant donnée I’équation harmonique

02z
(34) ax—dy=[‘?(l‘+]f)—‘¢($—.}’)]~',
une solution quelconque = de cette équation donne naissance a
une solution nouvelle z' par ’emploi de la formule
, 0¥z 0%z

gl b S S L) 3
(35) e = 2(p + ).

Nous avons déja donné au n° 350 [p. 61] des propositions ana-
logues relatives a 1’équation E(B, £'); mais on remarquera que
la formale précédente contient les dérivées secondes de 5.

J13. Les équations harmoniques possédent, on le voit, un
grand nombre de propriétés intéressantes et forment un groupe
nettement défini par ces propriétés, qui les distinguent de toutes
les autres équations du second ordre dont les invariants sont
égaux. Etant donnée une telle équation

1 027
(36) zm‘,:“x;.}’),

il est donc intéressant de rechercher si elle appartient au groupe
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des équations harmoniques. Le probléme peut étre formulé comme
il suit :

Si équation précédente est harmonique, elle peut étre ramenée
a la forme

. h e L L
(87) W—[?(Q-T)’)—Y(W—}’)] :

11 faudra done que l'on puisse déterminer pour x’' une fonction
de z et pour »' une fonction de Y, telles que I'on ait

(38) [9(='+5") — (2" —3")] dz'dy'= Nz, y)dz dy.

Cette équation admet Pinterprétation géométrique suivante :
Considérons la surface dont I'élément linéaire est donné par la

formule
ds¥= ) (), y)dz dy

et introduisons les nouvelles variables « et ¢ définies par les for-
mules
z'= u -+ i, Y =y

le probleme proposé pourra s’énoncer ains; :

Reconnaitre si Iélément linéaire de la surface peut étre
ramené a la forme

(39) [d)(u)—lI"((J)](du?—f—clv?).

M. Liouville, en suivant les méthodes de Jacobi, a montré que
'on peut déterminer par de simples quadratures les lignes géodé-
siques de toutes les surfaces dont 1'élément linéaire est réductible
a la forme (39). La question d’analyse que nous avons a étudier
donne donc la solution de deux problémes différents.

Revenons & ’identité 38); on peut la transformer comme il
suit. Posons

P dx . dy
4 it = (2 = [ =L
b g, f\/Y S

X et Y étant de nouvelles fonctions de 2 et de y respectivement
que I'on substituera a ' et a 5/ pour la commodité des calculs.
L’identité prendra la forme

¢(@'+7) =o' — ¥') = Mz, y)/X /Y.
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Il suffira évidemment d’exprimer que le second membre satis-
fait a I'équation

7

20 929

Z? 9 Y2 ’

l

=9

c’est-a-dire que l'on a

,a(7s/\f)— s (WEYT).

depar on est con-
VX VT
duit a I'équation
<9 =9 AN R 9 =0 T ./
VX VX = (WEVY) = v¥ A @OMM/U
qui, développée, prend la forme suivante :

‘”‘+3\"’)+)\" 21"’;—)‘431("?}5 Y".

(41) 2 X

Ainsi la question proposée se raméne a la suivante :

Rechercher s'il existe une fonction X de x et une JSonction
Y de y, telles que Uéquation précédente ait lieu tdentiquement.

La forme linéaire de cette équation nous conduit a la consé-
(uence suivante :

Sil? equatlon est vérifiée pour deux systemes différents (Xy,Y,)
et (X, Y,) de valeurs de X et de Y, elle I'est aussi par le systéme
(aX; +0X,, aY,+bY, »). Donc, lorsqu une équation est ré-
ductible de deux maniéres distinctes & la Jorme harmonique,
elle Uest d’une infinité de maniéres différentes.

Lorsque Uélément linéaire d’une surface est réductible de
deuxr maniéres différentes & la forme de Liouville, il Lest
aussi d’une infinité de maniéres.

La véritable origine de cette proposition apparaltra dans la
théorie des lignes géodésiques.

Une autre remarque évidente est la suivante : Si I'équation est
vérifiée par une valeur de %, elle Dest aussi par al, @ étant une
constante. Si elle est vérifiée, pour un méme systeme de valeurs
de X etde Y, par %, ), elle l'est aussi par @k + b),.

A14. Comme premiére application, choisissons I'équation
D. —HI. 14



210 LIVRE TV. — CHAP. IX.

d’Euler
e o2l m(r—m)
(42) oxdy  (z—y)?

L’équation & vérifier prendra la formé
(43) n(X—=Y)—6(z—y)(X'+Y)+(z—y)2(X"—Y")=o.

Si 'on différentie deux fois par rapport a z et deux fois par
rapport a y, on trouve
Xu = Y

il faut donc que XUV et Y soient constants et, par suile, que
X et Y soient des polynémes du quatriéme degré. D’aprés I'équa-
tion (43), ces polyndmes devront étre égaux quand on fera z = y.
On pourra donc écrire

X=axr*+bxd+cx®+dr+e,
‘—(L)"‘—J—b_}fs C_}/“ o d‘)/+g,

et 'on reconnaitra que les constantes «, b, ¢, d, e ne sont assu-
jetties & aucune condition. Comme on a

[ =

et comme I’équation ne change pas lorsqu’on effectue sur x et sur
y une méme substitution linéaire, on voit que I'on pourra tou-
jours attribuer a trois racines distinctes du polynéme X telles
valeurs que l'on voudra. Cette remarque permet de simplifier Ja

discussion.

1° Si le polyndme X a toutes ses racines égales, on peut sup-
poser infinie la valeur commune de ces racines. On a

(44, Ry =1, o' — e gy
La forme correspondante de I'équation est

d‘ls s m(l— m) _
R A& =T

(45)a

2° Si le polynome X a une racine triple, rendons-la infinie et
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réduisons & zéro la racine simple. On aura
(44)s X=42z, Y=4y, =z=gz2, y=yo

La forme correspondante de I'équation sera

I

de 02z m(m—ru) m(m—r)
£ —
(45)s dz' dy' [(x’—: ') (z'— ')

3° Sile polynéme X a deux racines doubles, on pourra les ré-
duire & 47 et & — 7; on aura

(44)e X = (1+ 22)?, & = tangz', ¥y =tangy'.
La forme correspondante de I'équation sera

2z m(r— m)

(4))(‘ ()xlo‘},l s sin‘l(.z"———_y')g

4> 8%l y a une seule racine double, rendons-la infinie et pre-
nons o et 1 pour la valeur des racines simples. On aura

(44)a X=42x(1—2z), ¥ = sm2z, Y = sin2y’

et I'équation aura pour forme correspondante

e 023 m(m —r) m(m —i)
(43)([ T e > T R T e 7 3
Jz’ dy sin? (&' y')  sin(z'— y")
5° Enfin, dans le cas général, la substitution dépendra des
fonctions elliptiques. On pourra prendre

(44) X=j42(1—a)(1— Ra), z=sn*(z'+-1K'), ¥y =sn2y,
et I’équation se réduira a la forme

3 iAo e L . ot s S
(45)e W~m(m—l)[l sn2(2'+ y') — k2 sn2(2'— y')] 5.

Telles sont les cing formes différentes que 1'on peat.obtenir. La
derniére est la plus générale et pourrait donner toutes les autres
par le passage ala limite. La détermination des solutions harmo-
niques correspondantes & la derniére forme se raméne & I'intégra-
tion de I'équation

d>u

(46) Tz

=[m(m —1)k2sn2¢ -+ h],
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qui est une équation de Lamé. Le rapprochement ainsi établi
entre cette équation différentielle que les travaux de M. Hermite
ont rendue célebre et I'équation aux dérivées partielles d’Euler
mériterait, croyons-nous, d’étre étudié avec soin.

Sil'on se reporte a la double interprétation que nous avons
déja donnée au n° 413, on reconnait que les calculs précédents
donnent la solution de la question suivante :

Ramener Uélément d’une sphére a la forme (3g).

La solution la plus générale correspond a I'emploi des coor-
données elliptiques.

415. Nous allons maintenant envisager une équation aux déri-
vées partielles nouvelle qui se rattache directement a I'équation
d’Euler. Si, dans cette équation, on change successivement  en

1 i . Al
— &, en — ou en — —, on peut lui donner différentes formes dans

2~
z

- J s
lesquelles le quotlent-l, o prend l'une des quatre valeurs sui-

vantes :

m(1—m) m(1—m) m(t—m) m(1—m)

(@—y»’ ~ (@+yr’ Grayr’ — G—ayp

Considérons I'équation suivante

025 _p(p—1) p(p'=1)  v(r—1) (=)
woy ~(@tyP l@—yF G—ay) G+ay)’

(47)

1 -

ot i, p', v, v' sont des nombres quelconques. Nous allons montrer
que cette équation peut toujours étre ramenée i la forme harmo-
nique.

Si le second terme existait seul, il faudrait prendre, nous ve-
nons de le voir,

’ '

dr dy
8 z = == —
(48) ;/X’ 4 ‘/Y

X désignant un polyndéme quelconque du quatriéme degré. Sil'on
dz
—= ne

/X

I
change pas de valeur quand on change z en — x ou en —» la trans-

choisit ce polynéme de telle maniére que la quadrature
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formation correspondante raménera évidemment I'équation (47)
ala forme harmonique.
Les conditions précédentes exigent que X soit de la forme

X =az*+ba®+a.
On aura alors

(49) w':fd—————_x___, y’:f—d‘y———_:
Valzy 1)+ bx? Valy*+1)+by?
Voici le moyen d’introduire les fonctions elliptiques qui nous a
paru le plus commode pour la suite.
On peut résoudre les équations (49) par 'emploi de la fonction
doublement périodique suivante :

k 1—(a—K)sm2u K K
(50) Q)= ety v gy e e :Lsn(u-r— ;)sn(\u—;)-

Cette fonction, qui se réduit a un sinus amplitude par une trans-
formation du second degré, satisfait aux équations suivantes :

f I
+ 1K) = b
Haplisiant o7 7

p(u+K) =—p(u),

(51) ‘
(9(u4—K+—ﬂC):——EéB-
Cela posé, prenons
(52) e=p(#), y=—r—-

o)
On trouvera facilement

dzr dy

(53 —_—
i 2y )

= k2[sn2 (2’ — y') —sn2(2' + )] dx' dy'.

Changeons z' en z' 4 iK/; si 'on tient compte des formules (51),
on aura

, dz dy I I :
A _— | — -+ "dy'.
e (1—ay)? [ sn2(z2'— y') sxﬂ(x’—i—y’)] dena

Remplacons enfin, dans les deux équations (53 ), (54), 2’ par
z' + K, nous trouverons

(z+y)2 dn2(z'— y") T dn2(2+ ¥
dedy _ [dox(ad'—y) dnX(2'+y")
(t+zy)2 ~ |Len(a’'—y) sn(z'+y)

4 S pal LT 2( o' r
o8y - U e ) L i g g

(56)

] dz' dy'.
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En tenant compte de ces relations, on peut ramener I'équa-
tion (47) i la forme

023

]
t57) z ox oy

= o(2'+y) —o(a'— 3",

la fonction ©(t) étant définie par la formule

] . k2 cn2¢
RN R
(58)
' iy SN v(v—1) ndije dn2/
—+ ' (' —1) A2 sn2¢ - e el (v _,)(T”)

de sorte que la détermination des solutions harmoniques dépendra
de l’intégration de l’équation

1 d2u
59) = ~+ 7,
(59) % di = ?(t) -+ 4,
analogue & I'équation de Lamé. Nous avons déja remarqué
[L p. 442] que cette équation s'intégre, par P'application du beau
théoréeme de M. Picard, toutes les fois que @, w/, v, v sont des

nombres entiers.

416. Ici encore se maintient la correspondance que nous avons
déja signalée a propos de I’équation d’Euler. L’équation (47) est
explicitement intégrable, comme I'équation linéaire (59), toutes
les fois que les nombres %, &', v, ¥ sont entiers. Nous établirons
cc résultat en faisant connaitre une transformation singuliére de
cette équation.

Introduisons les fonctions

(60) fu:x”’ adesr £l

¢ =iy —u=z), P = (zy+1)i

de z et de y. Sil'on considére %, )y comme les coordonnées symé-
triques d’un point de la sphére de rayon 1, u, ¢, w, — pi seront
les coordonnées homogénes du méme point [I, p. 37]. On a

(61) Uiy =az, WS pie 5
U—avi=ay, W n— .
(62) u2+v‘-’+w2+p2=o.

Au moyen de ces formules, on peut toujours exprimer une
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fonction donnée quelconque de z et de y, F(z, y), sous une infi-
nité de formes différentes, parmi lesquelles nous distingucrons les
sulvantes

w- o u— i)
F(— 2 b
JRE 2

( w 4+ ip\ F w1 uU— 19 \
o 1. S e P 0 b
3 2 W —+ ip W+ tp)

dont la derniére est une fonction homogéne de degré quelconque
h, ne contenant w et p que dans la combinaison w + ip.

D’aprés cela, supposons qu’une fonction Z de z et de y ait é1é
exprimée en fonction de «, ¢, w, p. On aura
Vor = 0w ‘ov
o ( S0, el (A AT

b=tz — + =
dy ~ ou e 0w dap

e

gdZ_dZ .07 (()L LR
T S\ ow dp)

La multiplication nous donnera

JdZ 0Z (%3+ 0Z\2 %‘2‘ 0L\ 2
oz dy du) RO fost dw) “\op

[N AV /AR )
+ ow ap “Gu %% T ow ‘Pd/;)

/
{
'
Si donc la fonction Z a été ramenée a étre homogéne et de

degré zéro, ou bien si elle ne contient w et p que dans la combi-
naison & - 7p, on aura l’equauon suivante :

OL 0L  (0I\? _ (9L\! [oL\* (0L
(8) L) G
: 2 027 S . . ‘
Calculons de méme ———- L’application des formules (63) nous
ox dy
donnera

027 RZ 027  02Z = 027

dx dy =0 T T own +W
Js do s 05

—cr—ug—v(—)—‘—)— ow p()p

(63)

> désignant, pour abréger,

_9Z .JZ
T ow ldp

Donc, si I'on adopte les mémes hypothéses que précédemment
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sur I'expression de Z, on aura

027 027 d‘Z+ﬂ+d‘—Z:AZ,

158) sz dy = qut * 9t F g g

et I'équation proposée sera ramenée a la forme

(67) AZ — Z[(J.(;.L:— I) . (]J..—I) o v(y —.—1) i (v TI)J’
u? P2 w2 p?

qui est parfaitement symétrique par rapport a u, ¢, w, p. Il suffira
de rechercher les solutions de cette équalion qui sont homogénes
et de degré zéro.

Si I'on effectue le changement de variables suivant
8
(68) Z— gt wY v,
on sera conduit 3 I'équation nouvelle

20090 o 90 _2v dh 2v' 00

; 0+ it e A i = =g
(69) 2t u Ju v dp w dw - P Idp o

dont il faudra rechercher les solutions homogenes de degré — s,
s désignant la somme
{70) S=p+ v v,

Une derniére transformation, définie par les formules

(71) v=Vd, o=V, w=V¥, p=y/F

3

raménera I’équation 4 la forme

'()20.;_ , 020 e 020 , 020
“ o e oew'2 Pdp"
1\ df 2 B0
(72) -f—((i—!—;)w +(\‘U~__;>d_v—'
oY 108 (‘,’ 1\ 00
i { Ao ek \'_'—5 W_O’

qui donne naissance 4 des formules analogues a celles que nous
avons développées au n° 333 relativement 3 Péquation E(3, 8.

Sil'on désigne par 0(u, Wiy, v') une quelconque de ses solutions,
on aura

() ’ r ’ r
(73) WO(;}., BV V) =001, o, v, v Y
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et des formules analogues relatives aux dérivées par rapport a ¢/,
', p'. En revenant aux variables w, ¢, @, p, on voit que 'on
pourra écrire la formule générale

SR
(=) <uc)u) \v_()v) (w—m—v) <P0P~> Gl 35 %)

=0(p-+m, ) +m'yv+n,v'+n),

() m gy 3 , ,
dans laquelle les symboles tels que <u—(m> désignent l'opération

— Tépétée m fois, et qui est analogue a la formule (23) de la
page 64.

On aura, en particulier,

‘ O(m, m', n, n')

(_5) 9 0 m—1 / g mi—1 0 n—1 (4 L8
s . ( .
'. (u ()u> <.V av> <—‘—W aw> <P——0P) (1, T, I, 1)

La valeur de 6(1, 1, 1, 1) se trouve aisément. En remontant aux
équations (66) et (67), on voit que I'on peut prendre

I

(76) 0(17"'5'):

[F(z)~+ Fi(»)],

uewp

F et I, désignant deux fonctions arbitraires. Si l'on écrit cette
fonction sous forme homogéne, on aura

sy 1p e / - p— 1)
(77) g(l’,,l’l):(u ~ip) [Fk_ u+w>+Fl(_ u .i)],

upwp w —+Ip W+ ip)

il suffira de prendre
(78) - h=m-+m'+n—+n'—4,

pour obtenir une expression de (m, m', n, n') qui soit homogéne
et de 'ordre que nous avons supposé. La substitution de cette
expression dans la formule (75) donnera 'intégrale cherchée.

417. Nous terminerons ce Chapitre en indiquant quelques
sujets derecherches, quise rattachent directement aux propositions
précédentes :

1° Nous avons indiqué les moyens de former un nombre illi-
mité d’équations harmoniques qui s'intégrent par 'application de
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la méthode de Laplace. 11 y aurait intérét 2 déterminer I'ensemble
des équations harmoniques possédant cette propriété.

2° Les équations harmoniques, admettant une infinité de solu-
tions particuliéres avec lesquelles on peut former des solutions
plus étendues, se prétent a l'application des méthodes de Fourier.
Il semble donc que 1'on pourrait déterminer, au moins dans des
cas tres étendus, la fonction u(z, y; xo, ¥o) (n° 358) relative a
ces équations. Telle est, d’ailleurs, la voie suivie par Riemann
dans le cas particulier de I'équation E(B3, B).

3° 1l résulte enfin des caleuls du n® 45 que I'élément linéaire
défini par la formule

A B G

(79) dsi—[ 1 T = e 0
e (+yR " (z—yp" (t—azy) " (1+ay)p

] dx dy

est réductible d’une infinité de maniéres i la forme
[P(u) —w(o)](duz + dp?).

On ne connait pas encore toutes les formes de 1’élément li-
néaire qui possédent cette propriété. La recherche de ces formes
entraine des calculs assez longs que fait prévoir, d’ailleurs, 1'é-
tendue de la solution donnée par la formule précédente. Nous re-
viendrons sur ce sujet lorsque nous traiterons des lignes géodé-
siques, et nous nous contenterons de renvoyer le lecteur & un beau
Mémoire de M. Lie, Untersuchungen iiber geoddtische Curven,
inséré en 1882 aux Mathematische Annalen (t. XX, p. 357),
ou se trouve indiquée une forme de 1'élément linéaire qui est
comprise comme cas particulier dans celle que nous venons de
signaler.
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CHAPITRE X.
APPLICATIONS GEOMETRIQUES.

Détermination de toutes les surfaces sur lesquelles les développables d'une con-

gruence donnée interceptent un réseau conjugué. — L’intégration d'une seule
équation linéaire aux dérivées partielles permet de résoudre ce probléme pour
une suite illimitée de congruences rectilignes. — Probléme inverse : Etant

donné un systéme conjugué tracé sur une surface, trouver toutes les congruences
dont les développables interceptent sur la surface ce réseau conjugué. — Double
solution de ce probléme par I'emploi des deux équations, ponctuelle et tangen-
tielle, relatives au systéme conjugué, — Troisiéme probléme : Etant donnée une
surface (S) et un réseau conjugué sur cette surface, déterminer toutes les sur-
faces (S,) telles que les développables d’'une méme congruence inconnue inter—
ceptent sur (S,) un réseau conjugué et sur (S) le réseau donné. — Relations
géomélriques entre les deux surfaces (S) et (S,). — Application au cas particu-
lier ot I'on établit une correspondance entre deux surfaces quelconques par la
condition que les plans tangents aux points correspondants se coupent suivant
une droite située dans un plan fixe. — Cas ou le plan fixe est rejeté a l'infini. —
Correspondance de Steiner. — Application a I’Optique géométrique.

418. Les principales applications géométriques des propositions
que nous avons démontrées dans les Chapitres précédents se déve-
lopperont dans la suite de cet Ouvrage. Ces propositions jouent un
role fondamental dans I’étude de la déformation infiniment petite
d’une surface quelconque et dans la recherche de toutes les surfaces
qui admettent une représentation sphérique donnée pour leurs
lignes de courbure. Nous allons, dés & présent, faire connaitre
quelques résultats trés simples, qui doivent étre regardés comme
donnant D'interprétation géométrique des théorémes d’Analyse
que nous avons démontrés au Chapitre VIII.

Reprenons les notations du Chapitre I; soit

026 df of

(l) W—I—-(l—;-l—-[l——i«cﬂ:o
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P’équation ponctuelle relative & un systéme conjugué tracé sur une
surface donnée (X); les coordonnées homogénes z, 3, z, ¢ d’un
point M de la surface seront des solutions particuliéres de Péqua-
tion précédente.
Les coordonnées X, Y, Z, T d’un point quelconque P pris
sur la tangente en M 4 la courbe de paramétre p seront (n° 323)
oz _ oy ; 0z ot

(2) X:E_'—)\.T’ 1——-———.—-)\‘)/, Z:091+)~S, T:E+X/,

)\ étant une arbitraire dont la varialion donnera tous les points de
la tangente.

Cela posé, envisageons la congruence () formée par 'ensemble
des tangentes aux courbes de paramétre o. La surface focale de
cetle congruence se compose de deux nappes, la surface (¥) et une
surface (Z,), que l'on obtiendrait (n° 323) en attribuant a % la
valeur @ dans les formules (2). Nous allons chercher quelle valeur
il faut attribuer & cette arbitraire pour que les développables de la
congruence (G) découpent sur la surface (S) décrite par le point
(X, Y,Z, T) un sysleme conjugué. Les lignes suivant lesquelles
la surface (S) est coupée par les développables de la congruence
sont, évidemment, les courbes de parameétre p et p; : il sera donc
nécessaire et suffisant que X, Y, Z, T soient quatre solutions
particuliéres d’une méme équation linéaire du second ordre

020 00 00

de méme forme que I'équation (1).

Si l'on substitue dans le premier membre de I'équation précé-
dente la valeur de X, par exemple, et que P’on élimine au moyen
de I'équation (1) toutes les dérivées de 2 prises a la fois par rap-
portd p et & o, on obtiendra un résultat de la forme

ox oz 2z
Nis=adp- T g
Mx—|—l\dp : Pf)Pl ! Qd:

et cette expression devras’annuler, ainsi que celles que I'on obtient
en y remplacant  par y, s, t.
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Si M, N, P, Q n’étaient pas nuls, on aurait nécessairement

p 2 Om R

% 1 o9t

gl - AR

| 0p 0ps dpi
|, 92 s s\

e 26 do}

¢ R

Jp 971 opi

Mais alors, d’aprés un résultat donné au n° 109 [I, p. 139],
I’équation des lignes asymptotiques de la surface (2) deviendrait

dp’=o.

La surface serait développable et les courbes de paramétre o
seraient des génératrices rectilignes. Nous pouvons écarter cette
hypothése, dans laquelle le probléeme proposé n’auralt aucun sens.

Il faudra donc que M, N, P, Q soient tous nuls, c’est-i-dire que,
pour toute solution § de ’équation (1), la fonction

E + 20

vérifie une équation de la forme (3).

La question d’Analyse a laquelle nous sommes conduits est une
de celles que nous avons examinées au Chapitre VIIL. D’apres le
théoréme du n° 400, le probléme -ainsi posé n’admet que deux
solutions. On doit prendre A= @, ce qui donnera la seconde
nappe (,) de la surface focale de la congruence (G), ou

(4) h=—g 5

i désignant une solution quelconque de I'équation (1). Cette der-
niére valeur de % donne la véritable solution du probléme pro-
posé. Si on la porte dans les formules (2), on obtientle théoréme
suivant, qui a été donné par M. Lucien Lévy, dans le Mémoire
que nous avons déja cité [p. 177].
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Les formules

o
Y:Gdl— 06,

dpy v doy

(%)

Z_odz__7()0
T o T 0p

ot 90
T~_ lr.’;l‘_td_P—[’

ot 8§ désigne une solution quelconque de ['équation (1), défi-
nissent la surface la plus générale sur laquelle les dévelop-
pables de la congruence (G) découpent un réseau ou systeme
conjugué.

La Géométrie explique ainsi trés bien pourquoi la méthode de
Laplace peut étre considérée comme un cas limite des transforma-
tions plus générales que nous avons définies : parmi les surfaces
sur lesquelles les développables d’une congruence découpent un
réseau conjugué, se trouvent évidemment comprises, comme sur-
faces limites, les deux nappes de la surface focale de cette con-
gruence.

Si I'on combine le résultat précédent avec Papplication de la
méthode de Laplace, on est conduit & la proposition suivante :

Ltant donnée une surface (3) sur laquelle on connait un
réseau conjugué, désignons par

= (G—-l), (G)r (Gl)a

la congruence (G) formée par les tangentes aux courbes de
parametre s, et toutes celles que Uon en fait dériver géométri-
quement par la méthode du no 399, Lintégration de Iégua-
tion linéaire a lagquelle satisfont les quatre coordonnées homo-
geénes d’un point de la surface permet :

1° De déterminer toutes les surfaces (S;) découpées suivant
un réseau conjugué par les développables de Uune quelconque
des congruences (G;);

2° De résoudre le méme probléme lorsqu’on substitue (2)
Uune quelconque des surfaces (S;), le systéme conjugué tracé
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sur (S;) étant celui qui est déterminé par les développables

de (Gi).

Chaque solution de l’équation linéaire permet de déter-
miner une surface (S;) pour chacune des congruences (G;).

419. La derniére partie de cette proposition peut recevoir I'ap-
plication suivante.

Associons au point P, défini par les formules (5) et qui déerit
la surface (S), le point P, défini par les formules analogues

(6) Xi=03 —op V=0 —y =

ot 'on change p, en o en conservant la méme solation . Le point
P, décrira une surface (S_,) et se trouvera sur la tangente en M &
la courbe de paramétre p, tracée sur (¥). La droite PPy est donc
située dans le plan tangent en M a la surface (X).

Lorsque p et p, varient d’'une maniére quelconque, cette droite
engendre une congruence rectiligne : nous allons montrer que P
et P, sont les points focaux de la droite PP,. En d’autres
termes, (S) et (S_y) constituent les deux nappes de la surface
Jocale de la congruence formée par toutes les droites PP,.

En effet, on peut toujours, en multipliant les solutions de
I'équation (1) par une fonction de z et de y, réduire § & I'unité;
cette équation, devant alors admettre la solution 1, se réduira a la
forme simple

2 0 q
(7) ik —C—(Lo—,—‘.—/)())

07 dpy dp 021

et les coordonnées des points P et P, deviendront

WL 2 adyr 0z aJt
X e Y a3 = — = —_—
901 Solii ey dp1’

Jz X 0z at
i SRR ke 5

En vertu de l"équation (7), on aura, par exemple,

dX

D—‘; :—axi—bx,

et les équations analogues en Y, Z, T. Ces équations expriment
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évidemment que, lorsque o varie seul, le point P décrit une
courbe tangente 4 la droite PP,. Ce point est donc un des points
focaux de la droite PP, ; et une démonstration analogue prouverait
de méme que P, est le second point focal.

420. Proposons-nous maintenant le probléme inverse du pré-
cédent. Supposons que I'on demande de trouver les congruences
rectilignes dont les développables découpent sur la surface (Z) le
réseau conjugué considéré (ps p1)- 1l résulte des équations (5) et
des développements précédents que le probléme peut étre formulé

ainsi.
Etant donnée I'équation
! 020 f )6
(8) *—(—a()——i— 0—+00=0,

dp dpy dp dpy
a laquelle satisfont Z, ¥, %, L, trouver une fonction ¢ définie en
fonction de § par une équation de la forme

, 05 o5’
ket Eet SRR e
91 dpy
el satisfaisant 4 une équation linéaire
02c da 8 da
. T #*a= = 0 — L v — p,
dp 0py dp dpy AL
dont ¢’ sera une solution particuliére.
V. S . 2/ ) o ¢ 4
Nous remar quons d’abord qu'on peut remplacer & par -, ce qui
revient a supposer &’=r1. On aura donc, pour déterminer c, les
deux équations plus simples

ds
(9) . He-‘ d‘;l,
0%c 05 ds
(10) 0_—9()P1Tad—9+3¢¥:o’

d’ott 'on déduit par un calcul facile

o [()(HO) == .'3(16] do + b dp;.

% dp

11 faudra que le second membre soit une différentielle exacte et
que s satisfasse, quel que soit §, a I'équation (10).



APPLICATIONS G!:JOMETRIQUES. 225

Cette question est un cas particulier de celle que nous avons
traitée au n°® 402. Les résultats que nous avons obtenus montrent
que 'on aura

o \ 90
s:f[f) (‘)—;—1 - ap.)(/pl—l—- p.(d—P ~Z—l)0>d9],

{ élant une solution quelconque de Iéquation adjointe a la pro-
posée (8).

Ainsi, sil'on se propose de déterminer toutes les congruences
dont les développables découpent sur une surface () un réseau
conjugué donné, la solution de ce probleme dépendra de linté-
gration de I'équation linéaire adjointe & celle que vérifient les
quatre coordonnées homogénes d'un point quelconque de (¥). Si
p désigne une solution quelconque de cette équation, I'une des
nappes (S) de la surface focale de la congruence cherchée sera
définie par les équations

d.ﬂ],

[ X :f[.r((% —afi\)dpl—f—{L(;g:-i—bI)

X =f[y(§£ —a(;>dp,+ IJ.(% +b}r>([9],
Z=\/[5<;);i: —a.u.)d?i—f— gJ(/;L: +bz> do |,
T=‘/[t<§l% —a;i)dpl—i—p(g—: +bt>¢lp];

et il résulte des remarques présentées au n° 402 que l'autre nappe
est définie par des équations toutes semblables, ot I'on conserve
la méme solution de 'équation adjointe, mais oa 1'on échange a
et b, peto,.

D’aprés les remarques qui terminent le Chapitre 1V, I'intégra-
tion d’une équation linéaire et celle de son adjointe sont deux
problémes qui se raménent I'un & Pautre, & quelque point de vue
que l'on se place. On peut donc dire que la résolution des deux
problémes de Géoméirie que nous venons d’étudier dépend de
I'intégration d’une méme équation linéaire, I'équation ponctuelle
relalive au systéme conjugué tracé sur (2).

(11) ¢

421. On peut encore résoudre les deux problémes précédents

en employant l’équation tangentielle relative au systéme conjugué

D.— 1L 15
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et obtenir ainsi, par une voie purement géométrique, la confirma-
tion du résultat établi au n° 405 [p- 190] relativement aux deux
équations, ponctuelle et tangentlelle, qui se rapportent & un méme
svsteme con] ucrue.

Consuiu‘ons, par exemple, le second probléme, celui dans
lequel on se propose de déterminer les congruences dont les dé-
veloppables interceptent sur (Z) un réseau conjugué donné. Soit

02w dw dw

i T i

I’équation tangentielle relative & ce systéme conjugué. Les coor—
q g b jug
données u, ¢, w, p du plan tangent en M a (2) sont des solutions
particuliéres de cette équation. La tangente a la courbe de para-
metre oy, par exemple, sera définie par les deux équations
u‘—l— »Y + wZ + pT =o,
(13)

du

L’une des développables de la congruence doit contenir cette
courbe; son plan tangent en M sera donc défini par I'équation

(13 bis) UX+VY-+WZ - PT =o,

ou l'on a

Le plan défini par I'équation (13 bis) doit envelopper une des
deux nappes de la surface focale de la congruence cherchée; et
nous savons que, sur ces nappes, les courbes de paramétres p et
p+ doivent tracer un réseau conjugué. Il faudra donc que U, V,
W, P considérées comme fonctions de @, pi satisfassent & une
équation linéaire de la forme (12); et, par suite, on aura

. ou ow
U _m()—Pl —udE’
V__uaol ugi,
(19) ek
Wi= uﬂ wdw
55 8 tm,
P_u)@ _pdw

91 "0ps’
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o désignant une solution particuliére quelconque de I'équa-
tion (12).

422. Nous allons maintenant résoudre un troisitme probléme de
Géométrie qui se rattache directement i ceux que nous venons
d’étudier.

Etant donnés une surface (S) et un réseau conjugué tracé sur
cette surface, proposons-nous de déterminer toutes les surfaces
(S4), telles que les développables d’une méme congruence, d'ail-
leurs inconnue, interceptent sur (S,) un réseau conjugué et sur
(S) le réseau donné @ priori.

La solution de ce nouveau probléme s’obtient évidemment par
la combinaison de celles que nous avons fait connaitre dans les
numéros précédents. On déterminera d’abord toutes les con-
gruences dont les développables interceptent sur (S) le réseau
donné; et il n’y aura plus ensuite qu’a chercher les surfaces (Sy)
sur lesquelles les développables de chaque congruence obtenue
interceptent un réseau conjugué.

Désignons parx, y, z, tles coordonnées d’un point quelconque
M de (S); ces coordonnées seront des solutions particuliéres de
Péquation ponctuelle
2920 i) 00

B Y e M S
dpdpl+adp : b()p, ~ch =o,

(15)

relative au systéme conjugué tracé sur (S). La surface focale (2)
d’une congruence dont les développables interceptent sur (S)le
réseau conjugué donné sera déterminée par les formules (11), ot
désigne une solution déterminée, mais quelconque, de I'équation
adjointe; et nous savons (n° 402) que I'équation linéaire dont X,
Y, Z, T sont des solutions particuliéres admettra pour solution
générale

du A : d

6 étant la solution générale de 'équation (15).
D’aprés le théoréme du n° 418, la surface (S,)la plus générale
sur laquelle les développables de la méme congruence découpent
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un réseau conjugué sera définie par les formules

s 0X g oY
(17) xl:x—"d—i_a’ J’I—Y"Wa—ﬁ"
0p4 doy

Si 'on remarque que l'on a, d’aprés les formules (11) et (16),

ds __  /du XA o
o = () = (5h )
on pourra écrire

oz G
(19) :L'I:X—T, iy — __6.7, e

et 'on déduira de la

oz, (0w D o v 00 h 9 [z
(20) Fp—_p.<;)gsz'>-cd—o<B—>——€}L<%-ﬁbe>—({*e_°)o‘;<§>

I

et de méme

(21 %—-r 91:1—*(1 >—T0%—a1 e 0 2
21) dpr " \9ps & 0~ \doy : ’091 8/~ “op\b/

On voit donc que, sil'on multiplie z, ¥, 3, ¢ par 8, les relations
entre les deux surfaces (S) et (S,) appartiennent au type suivant :

[ 0zy 0z 0z oz

il ol S e
Lot AL T

1% "% o Mop’

(23) 03 ) )5 03 b3
LT ot

oty ot 0ty ot

% =%

Réciproquement, toutes les fois qu’il y aura, entre les points
“correspondants M et M, de deux surfaces quelconques (S) et
(Sy), des relations de la forme précédente, quelles ‘que soient
d’ailleurs les valeurs de A et de u, ces surfaces auront entre elles la
relation que nous nous proposons d’étudier.

Si ’on élimine, en effet, z; entre les deux premiéres équations,
on obtient I'équation

0 ox 0 oz
) (%)~ 5 (vam) =
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qui est encore vérifiée quand on remplace z par y, z et ¢. Par
suite les courbes de paramétres p et'p; déterminent sur (S) un
systéme conjugué.

La relation analogue

i S ey, 2 (1 dm
Ll i \X 9/ 0p \uw e/~
montre qu'il en est de méme pour la surface (S)).

ox dy 03 dt
D’ailleurs le point P ( fig. 28) de coordonnées —— e
trouve sur la tangente & la courbe de paramétre p, tracée sur (S);
et, comme il est identique, d’aprés les formules (22), au point de
dzy dyy 03 0t . . =
P e qui se trouve sur la tangente a la

courbe correspondante tracée sur (S4), on reconnait immédiate-

coordonnées

ment que ces deux tangentes se rencontrent toujours. De méme
les deux tangentes aux courbes de parameétre p se coupent en un
dy 0z Ot

()z'
point P, de coordonnées ~~ e e

Fig. a8.

Py My

P

D’aprés cela, déplagons-nous sur une courbe de parameélre p
par exemple.

La surface réglée engendrée par la droite MM,, admettant en
M le plan tangent Py MM, et en M, le méme plan tangent P, M, M,
sera nécessairement développable. Comme on peut faire le méme
raisonnement pour les courbes de paramétre gy, on reconnait
ainsi que les développables de la congruence engendrée par la
droite MM, interceptent effectivement sur les deux surfaces les
deux réseaux conjugués considérés.

423. Nous allons maintenant établir la propriété la plus essen-
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telle de cette théorie et montrer que les développables de la
congruence engendrée par la droite PP, correspondent a celles
de la congruence engendrée par MM,; et, de plus, que P et P,
sont les points focauz de la droite PP

Nous avons, en effet, déterminé dans le raisonnement précédent
les coordonnées des points P et P,. Elles sont

dz oy 0z ot

dr  Jy dz ot
1" 9pr” Opi’ 3y’

pour P,
pour P,.

Ecrivons I'équation (23) sous la forme suivante :
X op.

(25) 9 [dz\  9p dx  dp ox
2 55(% k=X w—1Xog

Cette relation, ou I'on pourrait remplacer x par y, z, ¢, exprime
que le point P décrit, lorsque p, varie seul, une courbe dont la
tangente est la droite PP,. En effet, si I’on remplace dans le
second membre z par z, y, z, ¢, on a les coordonnées d’un point
de la droite PP,. On verra de méme que le point P, décrit, lorsque
¢ varie seul, une courbe dont la tangente est PP;. La proposition
que nous avions énoncée est ainsi complétement démontrée.

Si on la transforme par la méthode des polaires réeiproques,

on obtient le théoréme suivant :

Etant données deux surfaces (S), (S,) qui se correspondent
point par point, soient M et M, deuz points correspondants sur
les deux surfaces et soit PP, la droite d’intersection des plans
langents en ces points. Elle engendre une congruence recti-
ligne et nous désignerons par P, P, ses deuz points focaux. Si
les droites MP, MP, sont des tangentes conjuguées de (S), et
de méme les droites M, P, M, P, des langentes conjuguées de
(84), les développables de Ia congruence engendrée par la
droite MM, correspondent a celles de la congruence formée
par les droites PP,; et elles découpent sur les deuz surfaces
les réseaux conjugués formés des courbes admettant en M les
tangentes MP, MP, et en M, les tangentes M, P, M, P,.

Ll résulte immédiatement de ce théoréme que la relation entre
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les deux surfaces (S) et (S,) est dualistique. On pourra donc
joindre aux formules (22) les équations analogues, relatives aux
coordonnées tangentielles des plans tangents en M et en M,

Loy 7,0u Juy , 0w
o0 05’ dor 1 9py
r {7 1 1
9y ,0_0 091_1, a9
(26) J % 7% G Mo
Ly ()_w_,__),r?w owy 0w
d | 9’ 09,~H dpy’
P50 p_
do | dp’ dor U O
P P P1 1

424. Les propositions que nous venons de développer pour-
raient étre démontrées par la Géométrie; pour ne pas étendre
notre exposition, nous nous contenterons d’appliquer la méthode
géométrique & la démonstration du théoréme suivant :

Etant donnée une correspondance entre deux surfaces (S) et
(S,), sotent (fig. 28) M, M, les points correspondants et PP,
Uintersection des plans tangents en M et M,. Si les dévelop-
pables de la congruence (G) formée par la droite MM, corres-
pondent auzx développables de la congruence (K) engendrée
par la droite PP,; et si, de plus, les points focauz P et P, de la
droite PP, sont dans les plans focaux de la droite MM, (c’est-
a-dire dans les plans tangents aux deux développables qui
contiennent MM,), chaque point focal se trouvant dans le plan
focal qui ne lui correspond pas, les deux surfaces (S) et (Si)
sont dans la relation que nous venons de définir, c’est-a-dire
que les développables de la congruence (G) interceptent sur
(S) et (S,) des familles de courbes conjuguées.

Considérons, en effet, les deux plans focaux de la droite MM,.
IIs rencontrent les deux plans tangents suivant des droites MP et
M, P, MP, et M, P, qui se coupent deux a deux aux points P et
P, ; et ces points sont, d’aprés I'hypothese, les points focaux de la
droite PP,.

Lorsque la droite MM, se déplacera infiniment peu en dé-
crivant un élément de développable dans le plan MPM, par
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exemple, la droite PP, décrira aussi un élément de déve]oppable
et tournera, d’apres I'hypothése, autour du point P,.

Soit M'M), la position nouvelle de MM, . 11 est aisé d’établir que
les quatre plans tangents aux deux surfaces en M, M, M, M,
viennent se couper au point P,. En effet, les deux premiers plans
se coupent suivant la droite PP,, les deux autres suivant la posi-
tion infiniment voisine de cette droite, qui, par hypothése, ren-
contre PP, en P,. Prenons maintenant les quatre plans dans un
autre ordre. L’intersection des plans tangents en M et M est Ia
tangente conjuguée de MP; cette tangente viendra nécessairement
passer par le point P,. Les droites MP, MP, sont donc des tan-
gentes conjuguées, et il en est de méme de M, P, M, P,. Cest la
proposition que nous avons énoncée.

425. Les différents résultats que nous venons d’établir sont
d’une grande généralité et interviennent comme éléments essen-
tiels dans différentes recherches géométriques. Nous allons, dés
a présent, en indiquer une application trés simple.

Etant données deux surfaces (S), (S,) et un plan (P), par
toutes les droites () du plan (P) on méne des plans tangents a
(S) eta (S1), et l'on établit ainsi une correspondance entre les
points des deux surfaces. Nous allons montrer que les dévelop-
pables de la congruence formée par U'ensemble des droites qui
Joignent les points correspondants interceptent sur (S)etsur(S,)
deux réseaux conjugués.

Soient, en effet, M, M, les points correspondants de (S) et de
(54). Les plans tangents en M et en M, se coupent suivant une
droite (d) du plan (P); construisons sur cette droite les deux
points Q, Q, qui divisent harmoniquement I'angle des deux tan-
gentes asymptotiques en M a (S) et 'angle des deux tangentes
asymptotiques en M, a (S,). Les points Q, Q, peuvent étre con-
sidérés, au méme titre que tous les autres points de la droite (d),
comme les points focaux de la congruence engendrée par cette
droite. Par suite, comme les droites MQ, MQ;, sont des tangentes
conjuguées de (S) et les droites M, Q, M, Q, des tangentes con-
Jjuguées de (1), il résulte des théorémes du numéro précédent
que la droite MM, appartient & une congruence dont les déve-
loppables découpent des réseaux conjugués sur (S) et sur (Sy).
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Et de plus les plans QMM,, Q,MM, seront les plans focaux de
MM,, c'est-a-dire les plans tangents aux deux développables qui
contiennent MM,.

Il est clair que ces développables ne pourront pas étre détermi-
nées en général; pour les obtenir, il faudra chercher dans le plan
(P) les courbes qui sont tangentes aux différentes droites (d) en
un des points Q, Qy, c’est-a-dire les courbes dont les tangentes
admettent leur point de contact comme point focal.

Imaginons, par exemple, que les deux surfaces (S) et (S4)
soient du second degré. Si l'on meéne une droite (d) dans le
plan (P), les points focaux de cette droite seront les extrémités
du segment qui est divisé harmoniquement par les deux surfaces.
On les obtient, comme on sait, en menant par les quatre points
communs & (S) et a (S,) situés dans le plan (P) les deux coniques
tangentes & la droite (). Silon considére une quelconque de ces
coniques, chacune de ses tangentes admettra son point de contact
comme point focal; et, par suite, les développables de la con-
gruence seront formées des droites MM, qui correspondent aux
diverses tangentes d’'une méme conique. On peut donc énoncer
la proposition suivante.

Si, par toutes les droites d’un plan (P), on méne des plans
tangents & deux surfaces (S), (S:), la droite qui joint les
points de contact engendre une congruence dont les dévelop-
pables découpent sur (S) et sur (S,) des réseaux conjugues.
Si (S) et (S,) sont du second degré, ces développables peuvent
étre déterminées algébriquement. Les droites qui, dans le
plan (P), correspondent a leurs génératrices rectilignes, sont
tangentes & une méme conique passant par les quatre points

N

communs & (S) et a (S,) situés.dans le plan (P).

Les plans tangents aux deux développables qui contiennent
une méme droite MM, coupent les plans tangents aux deux sur-
faces suivant des droites conjuguées. Ils sont donc conjugués a la
fois par rapport aux deux surfaces (S) et (Si), c’est-a-dire que
chacun d’eux contient le péle de I'autre.

Si les deux surfaces sont homofocales, les plans conjugués par
rapport aux deux surfaces sont nécessairement rectangulaires;
par suite, les deux familles de développables se couperont a angle



234 LIVRE IV. — CHAP. X,

droit. Nous verrons que cette propriété caractérise les con-
gruences formées des normales i une surface. Nous sommes
ainsi conduits a I’élégant théoréme suivant, que Laguerre, notre
ami regretté, a obtenu comme conséquence de ses études sur les
divers modes de génération des cyclides (1).

Etant données deux surfaces homofocales du second degré
et un plan (P), si l’on méne, par les droites du plan (P), des
plans tangents auz deusx surfaces, les droites qui Joignent les
points de contact correspondants seront normales & une Jamille
de surfaces paralléles.

426. Nous allons maintenant envisager d’autres applications en
supposant que les surfaces (S) et (S;) demeurent quelconques,
mais que le plan (P) s’éloigne A Pinfini. On a alors le théoréme
suivant :

Silon méne a deuz surfaces (S) et (S,) des plans tangents
paralléles, la droite qui joint les points de contact correspon-
dants M, M, engendre une congruence dont les développables
interceptent sur ( S) et sur (S,) un réseau conjugué.

Si I’on choisit pour variables p et g, les paraméires des courbes
conjuguées qui se correspondent sur (S) et sur (S1), les équa-
tions (22) prennent ici la forme

[ Oxy big r)_x oz ey s 0w
&W‘ do’  op - Mgy
" Poy1 9y Y1 _ Oy
(2/) (FE—XE’ 7)-9—1——(1.5;;7
03y 0z 03y 0z
—:)\—a b — —_—
v dp dp dpy P'()p,’

xy Yy 5 et &y, 3y, 5, désignant les coordonnées cartésiennes des
points M et M,. Ces équations sont évidentes : elles expriment

() LAGUERRE, Sur quelques propriétes des surfaces anallagmatiques ( Bul-
letin de la Socicte philomathique, p. 17; 1868). Parmi les surfaces auxquelles
Sont normales toutes les droites de la congruence, se trouve toujours une cyclide
[L, p. 207] si Ie plan (P) ne passe pas par le centre commun des deux surfaces
homofocales. Cette cyclide se construit par points de la maniére suivante : soit
(8) la droite, perpendiculaire au plan (P), qui contient les poles de ce plan par
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simplement que les tangentes aux courbes correspondantes des
deux réseaux conjugués sont paralléles.

Le mode de correspondance précédent a été considéré par
Steiner ('). Il comprend comme cas particulier la représentation
sphérique de Gauss; il suffit de supposer que la surface (S,) se
réduit 3 une sphére. Dans ce cas particulier, les deux dévelop-
pables qui contiennent la droite MM, coupent le plan tangent en
M, a la sphére suivant des droites conjuguées, c’esl-i-dire rec-
tangulaires. Les tangentes conjuguées de la surface (S) en M,
étant paralléles aux précédentes, sont nécessairement reclangu-
laires; le systéme conjugué se réduit donc a celui qui est formé
par les lignes de courbure. Les formules (27) deviennent iden-
tiques a celles d’Olinde Rodrigues [I, p. 199] qui jouent un role
si important dans la théorie des lignes de courbure.

Revenons au cas général ol la surface (S,) est quelconque, et
imaginons que cette surface grandisse indéfiniment en demeurant
homothétique & sa position initiale par rapport & un point fixe O.
Le systéme conjugué tracé sur (S) demeurera invariable; on le
reconnait immédiatement, car les systémes conjugués tracés sur
(S) et sur (S,) peuvent aussi étre définis par la condition, indé-
pendante de toute congruence, que les tangentes aux courbes cor-
respondantes des deux systémes tracés sur les deux surfaces soient
toujours paralleles; et cette propriété subsiste évidemment lorsque
(Sy) est remplacée par une surface homothétique. A la limite,
lorsque (S,) aura grandi indéfiniment, la droite MM, se confondra
avec la paralléle menée par le point M au rayon primitif OM,.
Ainsi :

Etant données deuz surfaces (S), (S,), on leur méne des
plans tangents paralléles (P), (P, ). St¢, par le point de contact

rapport aux deux surfaces homofocales; et soit (d’) la droite du plan qui corres-
pond a une droite quelconque (d) de la congruence. Le plan mené par (¢) per-
pendiculairement & (d’) coupe la droite (d) au point ou elle est normale & la
cyclide cherchée. Si le plan (P) passe par le centre commun des deux surfaces,
les droites deviennent normales & des surfaces de quatriéme classe, corrélatives
des cyclides, que nous rencontrerons plus loin ( Chap. XIV et XV).

(*) STEINER, Ueber Lehrsiitze von welchen die bekannten Sdtse iber paral-
lele Curven besondere Félle sind (Journal de Crelle, t. XXII, p. 75, 1846, et
J. Steiner’s gesammelte Werke, t. 11, p. 361).
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de (P) et de (S), on méne une paralléle au rayon vecteur qut
joint un point fize de Uespace au point de contact de (Py) et
de (S,), cette paralléle appartient & une congruence dont les
développables découpent sur (S) un réseau conjugué. Ce réseau
correspond a un réseau conjugué de (S,).

C’est une généralisation de la propriété bien connue des nor-
males 4 une surface.

427. Nous avons, au n° 81 [1, p- 99], indiqué quelques pro-
priétés des surfaces qui sont engendrées par la translation d’une
courbe de forme invariable. L’étude du mouvement d’une surface
qui se déplace en conservant son orientation conduit & des propo-
sitions analogues. Etant donnée une surface quelconque (Sy) et
un point O dans I'espace, Supposons que ce point O soit inva-
riablement 1ié 3 (S:i) et déplacons cette surface parallélement 3
elle-méme, en assujettissant le point O & décrire une surface fixe
(8). Les positions successives de (Sy) dépendent des deux para-
métres qui fixent la position du point O; cette surface aura donc
une enveloppe qu’elle touchera en un nombre limité de points.
Soient (S!) une position de (S1) et O’ la position correspondante
de O sur la surface (S). 11 est évident géométriquement que les
points out la surface (S)) touche Penveloppe sont ceux ou le plan
tangent & (8)) est paralléle au plan tangent & (S) en 0. On aura
donc la construction suivante de I'enveloppe :

Menons aux deux surfaces (S)et(S,) deux plans tangents pa-
ralléles quelconques et soient M, M, leurs points de contact.. Le
rayon vecteur de I'enveloppe sera la résultante ou la somme géo-
métrique des deux rayons vecteurs OM, OM, : et le plan tangent
a extrémité de ce rayon vecteur sera paralléle aux plans tangents
en M et en M,.

Cette construction montre immédiatement que l'on peut
échanger (B) et AB ) L’enveloppe demeurera la méme si, au
lieu de déplacer (S1), on déplace (S) de telle maniére que le
point O décrive la surface (Si). On a ainsi une généralisation de
la propriété du ne 81.

Reprenons la construction précédente, mais en substituant
successivement a la surface (S1) toutes les surfaces homothétiques
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de (S,) par rapport au centre 0. On obtiendra une série d’enve-
loppes (2), (&), (2'), -.. qui constitueront une famille dont la
surface (S) fera partie. Soient M, 11, 1, ... les points qui se cor-
respondent sur (S), (2), (¥'), .... Tous ces points seront en
ligne droite; les plans tangents en ces points seront tous paral-
leles; et enfin les développables de la congruence engendrée par
la droite Mpy! ... découperont sur toutes les surfaces un ré-
seau conjugué correspondant & un réseau conjugué tracé sur
(S,). 1l suffit de supposer que cette surface (S;) se réduit & une
sphére pour retrouver les propriétés essentielles et bien connues
des surfaces paralléles.

428. L’étude de la famille de surfaces que nous venons de dé-
finir trouve une application immédiate et trés intéressante dans
Poptique géométrique des milieux homogénes ("). Admettons, en
effet, que (S,) soit la surface d'onde caractéristique d’un tel
milieu, c’est-a-dire qu’elle soit le licu des points atteints aprés
Punité de temps par un ébranlement parti de O. D’apres la défi-
nition méme des milicux homogenes, le lieu des points atteints
aprés un temps quelconque par le mouvement vibratoire sera la
surface homothétique de (S,) par rapport a O, le rapport de simi-
litude étant égal au temps écoulé. Cela posé, imaginons que la
seconde surface (S) soitune surface d’onde, c’est-i-dire qu’elle
soit le lieu des points atleints au méme inslant par un mou-
vement vibratoire lumineux qui a son origine dans une source
unique, mais qui peut avoir subi un nombre quelconque de ré-
flexions ou de réfractions. Proposons-nous de déterminer les posi-
tions successives que prendra 'onde (S) qui se propage dans le
milieu. D’aprés le principe de Huygens, il faudra construire les
surfaces d’onde, toutes égales, qui ont pour centres les différents
points de (S) et qui correspondent & la méme durée : leur en-
veloppe sera la position nouyelle de (S). I1 résulte de cette con-
struction que les positions successives de I'onde (S) sont précisé-
ment les surfaces (2), (¥), ... que nous venons de définir. Les

(*) Pour tout ce qui concerne ce sujet, consulter la solide étude de M. Lévistal
Recherches d’Optique géométrigue, insérée en 1867 au tome IV (1 série) des
Annales scientifiques de U’Ecole Normale supérieure, p. 193.
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droites Myp!... sont les rayons lumineux. La lumiére se pro-
page avec une vitesse uniforme sur chaque rayon ; mais, comme
elle met le méme temps a passer de I'une a Pautre des positions
de I'onde, la vitesse est différente sur les différents rayons. Elle
ne dépend d’ailleurs que de la direction de ces rayons et demeure
la méme pour tous les rayons paralleles, dans le méme milieu. S;
le milieu est isotrope, la surface (S4) est une sphére; les rayons
lumineux sont normaux 4 onde (8) et a ses positions successives.
Convenablement transformée, cette propriélé subsiste pour tous
les milieux homogénes : dans chacun de ces milieux, il y a, entre
la direction du rayon lumineux et celle du plan tangent en un de
ses points & I'onde qui se propage, une relation constante qui
dépend uniquement de la constitution du milieu et demeure la
méme quelle que soit la forme de 'onde (S). Cela est évident, car
le rayon lumineux est paralléle & un certain rayon OM, de la sur-
face d’onde caractéristique du milieu décrite de O comme centre,
et le plan tangent de I'onde est toujours paralléle au plan tangent
en M, 4 cette surface (Sy).

Dans le cas des milieux isotropes, les développables formées
par les rayons lumineux interceptent sur les différentes positions
de 'onde un réseau conjugué; cette propriété s’étend aussi aux
milieux homogénes quelconques. Les développables formées par
les rayons lumineux découpent sur les positions successives de
Uonde un réseau conjugué, qui correspond & un résean con-
Jugué tracé sur la surface d’onde caractéristiqgue du milieu.

Pour les milieux isotropes, la surface caractéristique étant une
sphére, le réseau conjugué se réduit nécessairement i celuj qui
est formé par les lignes de courbure.
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CHAPITRE XL

LES SURFACES A LIGNES DE COURBURE ISOTHERMES.

Probléme de M. Christoffel. — Recherche de tous les cas dans lesquels la corres-
pondance par plans tangents paralléles établie entre deux surfaces détermine
un tracé géographique de 'une sur 'autre. — Différentes solutions déji connues
de ce probléme; les surfaces homothétiques, deux surfaces minima quelconques.
— Solution nouvelle. — Elle est fournie par des surfaces a lignes de courbure
isothermes. — Théoréme de Bour et de M. Christoffel. — Application aux sur-
faces minima. — Les surfaces dont la courbure moyenne est constante ont leurs
lignes de courbure isothermes, c’est-a-dire elles sont isothermiques. — On
peut faire dériver de toute surface isothermique une infinité de surfaces iso-
thermiques nouvelles. — Formation de I'équation aux dérivées partielles du
quatrieme ordre qui caractérise les surfaces isothermiques. — Seconde pro-
priété caractéristique : L’équation ponctuelle relative au systéme conjugué
formé par les lignes de courbure doit avoir ses deux invariants égaux. — Ap-
plications.

429. On peut rattacher aux propositions que nous avons
données dans le Chapitre précédent l'étude d’une intéressante
question qui a été posée et résolue par M. Christoffel (*). Propo-
sons-nous de rechercher tous les cas dans lesquels la correspon-
dance par plans tangents paralléles établie entre deux surfaces (S),
(S4) peut donner une représentation conforme ou un tracé géo-
graphique de I'une des surfaces sur 'autre.

Soient z, ¥, 5; &, 1, 3, les coordonnées cartésiennes rectan-
gulaires des points correspondants sur les deux surfaces (S) et
(Sy). Prenons comme variables indépendantes p et p; les para-
métres des deux familles conjuguées qui se correspondent sur les

deux surfaces (). Les formules (27) du Chapitre précédent nous

(') E.-B. CuristorreL, Ueber einige allgemeine Eigenschaften der Mini-
mumsflachen (Journal de Crelle, t. LVII, p. 218-228; 1867).

(*) Nous écartons, on le voit, le cas exceptionnel ot ces deux familles vien-
draient se confondre et se réduiraient a une famille de lignes asymptotiques. Le
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donneront d’abord

o L LARRER fals 5 0,

sbﬂ_\()\o’ dp 7 “lop’ B 15 et

(1) ' oz, oz Iy _ ., 03y _ 0z
o1~ “opy’ o1 Mgy’ dpr — M 0py°

et il faudra que Pon ait

(5 dz}+ dyt+ dz} = k2 (dz2+ dy?+ dz?),

k désignant une fonction quelconque de p et de ei- Les équations
(1) et (2) expriment toutes les relations qui doivent exister entre
les deux surfaces (S) et (S)).

Introduisons, pour abréger, les quantités E,F, G définies par
la formule

(3) dz*+- dy?+- dz? = E dp?+ 2F dp doy+ G dp3.

L’équation (2), dans laquelle on remplacera les dérivées de i
Y1, %1 par leurs valeurs déduites des formules (1), se décomposera
dans les trois relations suivantes
(4) (A2—/k2)E = o, (Ap.—A2)F = o, (p2— £2)G = o,

-

qui devront étre vérifiées toutes les trois.
Les différentes solutions de ce systéme de trois équations simul-
tanées appartiennent a I'un des types suivants :

19 E=—o, G=o0, Ap—i2=o;
59 Er=lo, pA— k2= o, K=o
3° E =, p2— k2= o, Ap— k2= o;
4° 22— 2= o, p— k2= o, hp— k2= o;
52 22— 2= o, =2 g F =o.

Dans la premiére solution, E et G étant nuls, les deux familles
conjuguées seront formées de lignes de longueur nulle; (S) et(S,)
seront donc (n° 186) des surfaces minima. Deux surfaces minima
quelconques nous donnent, en effet; une solution du probléeme
proposé; cela a été démontré au n° 214 [L, p- 329].

lecteur traitera facilement cette hypothése; elle conduit seulement a deux sur-
faces homothétiques ou aux surfaces Imaginaires, considérées dans la Note du
n° 116 [I, p. 48], et dont I'élément linéaire est un carré parfait.
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La deuxiéme solution conduit & ces surfaces imaginaires pour
lesquelles I’élément linéaire. est un carré parfait. Nous pouvons la
négliger.

La troisiéme et la quatriéme entrainent la relation

4
A= p.

Alors les formules (1) nous donnent
dzy =\ dz, dy, = dy, dzi = hdz; g

A ne peut étre qu'une constante : les deux surfaces (S) et (Sy)
sont homothétiques. Cette solution était évidente a priori.

430. Il nous reste donc seulement A examiner la derniére solu-
tion, qui nous donne, en écartant I’hypothése déja examinée ) = u,

(5) Yok p=—="r, F =o.

La derniére équation exprime que les deux familles de courbes
conjuguées (p) et (py) se coupent & angle droit sur les deux sur-
faces. Ainsi le systéme conjugué (o), (p,) est formé des lignes de
courbure des surfaces (S) et (S,). Nous allons étudier cette solu-
tion, qui est la seule véritablement nouvelle.

Toutes les relations entre les deux surfaces sont exprimées par
les formules suivantes

dx dx dy dy 03 03

- % Oo1 " 0p Op1 " 0p Opu
dzy 5 0x dyy 0y 0z 0z
G e A el
(7) ) 0y or ayy ay 03, 5
—:—)\—’ "——:—)\'—~, St e 2 ) 9
\ 97 921 oo 094 PN 954

dont nous allons examiner les nombreuses conséquences.
On pourrait d’abord éliminer z,, 5, 5,. On a, en effel,

dx,:)(d—zd _Edm),

Jp P 91
Sy
(8) de(@f_z«—adp,),
SO i e
e, <"_P ‘J_dPi “)’

D. — IL 16
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et il suffira d’exprimer que les seconds membres sont des diffé-
rentielles exactes. On trouvera ainsi que z, v, s doivent étre des
solutions particuliéres de I’équation

. LN W
(9) )‘\r)pr)pl_()_pIJp—'_(Tp(E—o'

Cette équation n’est autre que I'équation ponctuelle relative au
systéme conjugué formé des lignes de courbure de (S). Elle a
d’ailleurs la forme la plus générale des équations dont les inva-
riants sont égaux. Nous pouvons donc énoncer la proposition sui-
vante, sur laquelle nous reviendrons plus loin :

Pour qu’une surface (S) soit une solution du probléme pro-
Posé, il faut et il suffit que Péquation linéaire auz dérivées
partielles relative au systéme conjugué formé par ses lignes
de courbure ait ses invariants égaux.

431. Cette propriété purement analytique peut recevoir une
interprétation géométrique trés simple.
Remarquons, d’une maniére générale, que I'équation ponctuelle

I B I
(10) f)_la()i-’?[ + ’)—P—l' %;—0,

Y

relative & tout systéme conjugué tracé sur une surface, peut
toujours étre déterminée quand on connait I'élément linéaire de
cette surface. Soit, en effet,

(11) ds*=Edp*+aF dpdp, -+ G dp?

I'expression de cet élément linéaire. Si I'on multiplie le premier
e 0 . . : :

membre de I'équation (10) par % et si on ajoute ensuite les trois

résultats que I'on obtient en remplacant § successivement par z,
v, 3, on obtiendra la premiére des deux équations

JE
s 5 +aE+ bF =,
2 0py
G
EﬁfaF—r'bG:O,

(12)

qui se déduisent 'une de 'autre par I'échange de p et de 2y el
qui feront connaitre a et b.
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432. Appliquons cette proposition a I'équation (9) en re-
marquant que 'on a ici F = o. Les équations (12) prendront la

forme
JE _E o 9G | G\

dpy ‘)\()pl_o’ dp+75§_0’

d’ott 'on déduit, en intégrant
b3 b

r r
E: 2 G:<—17
A A

7 désignant une fonction de p et 77, une fonction de p,. L'élément
linéaire de (S) sera donc exprimé par la formule

= dst= 3§ (rdet= ryde),

> =

qui caractérise les systémes isothermes. La surface (S) aura donc
ses lignes de courbure isothermes; et il en sera de méme, évidem-
ment, de la surface (S,) dont 1’élément linéaire, en vertu de la
formule (2), aura pour expression

(14) ' ds} = A(r dp2 1, dp?).

En réunissant tous les résultats précédents, on obtient le
théoréme suivant :

A toute surface (S) dont les lignes de courbure sont iso-
thermes et dont 'élément linéaire est déterminé par la for-
mule

1
ds*= i (r dp2—+ ry dp})
on peut faire correspondre une seconde surface (S,) dont
l’élément linéaire a pour expression
dsi = N(rdp?+r dp}),

et dont les lignes de courbure sont aussi isothermes.

De plus, on peut toujours placer les deux surfaces de telle
maniére que les plans tangents et les tangentes principales
auz points correspondants soient paralléles.

433. Bour avait déja établi la premiére partie de ce théoréme
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dans son Mémoire sur la déformation des surfaces ('). Les
considérations par lesquelles il 1’a établie offrent la plus grande
analogie avec celles que M. Moutard a employées pour démontrer
son théoréme fondamental. Le fait s'explique aisément : 4 chacune
des surfaces (S) et (S,) correspond une équation linéaire 3 inva-
riants égaux; on passe de l'une a 'autre précisément par I'emploi
de la méthode de M. Moutard. D’ailleurs le systéme

09, . a0 a0, 0

——:‘A— =
dp

(13) ()P, o1 A ﬁa
qui est vérifié par les coordonnées correspondantes z et Zy, ouy
et ¥y, ou s et 5, des points des deux surfaces, est identique a celui
que nous avons étudié au n° 391,

En appliquant le théoréme précédent a la spheére, qui peut étre
regardée d’une infinité de maniéres comme une surface 3 lignes
de courbure isothermes, Bour a montré que I'on retrouve les sur-
faces minima les plus générales; et nous avons déja indiqué cette
application au n° 205 [I, p- 313]. On peut retrouver immédiate-
ment le théoréme de Bour par I'interprétation géométrique du
systéme (7).

Soient ¢, ¢/, ¢’ les cosinus directeurs de la normale en un quel-
conque des points correspondants des deux surfaces (B)et(S,)
Soient R et R’ les rayons de courbure principaux de (S), R, et
R ceux de (S)) au point correspondant. Les formules d’QOlinde
Rodrigues nous donnent

oxr de dxy de
iis '()—P-—r-R;‘a =0, TP‘—FRld—? =o,
10) (dr_l_R,r)c L N
().31 | ()‘31 e ()Pl An 10P1 04

En substituant les dérivées de z et de z, dans les formules (7),
on trouve

(17) R;y= AR, R} =— R’
et, par suite,

R, R
(IS) Ei ] ﬁ', = 0.

(") Journal de U’Ecole Polytechnique, XXXIX® Cahier, p. 118; 1862,
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Si la surface (S) est une sphére, on aura R=Ret, par suite,
R, + R, =o0; (5/) sera une surface minima. Si, au contraire, (S)
est une surface minima, on aura R = — R’ et, par suite, R, = R';
(Sy) sera une sphére. On peut donc faire dériver de la sphére
toutes les surfaces minima; et les remarques précédentes con-
stituent une véritable intégration de I’équation aux dérivées par-
tielles de ces surfaces.

Proposons-nous maintenant de rechercher tous les cas dans les-
quels la surface (S,) est parallele & (S). Il suffira évidemment
d’exprimer que les équations (7) sont vérifiées quand on y rem-
place z;, yy, 5, respectivement par

z+ac, y-+ac, z-+ac,

@ désignant une constante. On obtiendra ainsi des relations telles
que les suivantes :
Jz de ox oxr de dr
+a A

bt Sy BN e s
dp dp da 034 doy dp4

TRLINS de 0 . . . .
En éliminant -, 2 au moyen des équations d’Olinde Rodrigues,

i UPI
on trouve

a a
I—»ﬁ:)\, I—E,__-—-)\.
Il suffira donc que 'on ait
2 T 1
— e e e
a Rt S RE

Ainsi la surface (S) devra avoir sa courbure moyenne con-
stante; et réciproquement & toute surface (S) a courbure
moyenne constante correspondra une surface (S,) qui sera
parallele ¢ (S). La relation entre les deux surfaces étant réci-
proque, (Sy) sera, elle aussi, & courbure moyenne constante.

Si I'on rapproche cette proposition des résultats précédents, on
peut conclure que toute surface a courbure moyenne constante
a nécessairement ses lignes de courbure isothermes. Nous re-
viendrons sur ce résultat, qui est di @ M. Bonnet (').

(') O. BoNNET, Mémoire sur la théorie des surfaces applicables sur une sur-
Jface donnee (Journal de U’Ecole Polytechnigue, XLII* Cahier, p. 77; 1867).
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434. Aprés avoir signalé les propriétés géomélriques qui se
rattachent a ’étude du probléme de M. Christoffel, nous allons
indiquef le parti qu’on peut en tirer dans la recherche des surfaces
a lignes de courbure isothermes. Cette recherche constitue certai-
nement un des problémes les plus difficiles de la Géométrie; elle
dépend, nous le verrons, de l'intégration d’une équation non li-
néaire du quatriéme ordre. Les surfaces du second degré, les cy-
clides, les surfaces de révolution, les cones et les cylindres, cer-
taines surfaces a lignes de courbure planes dans un systéme qui
dépendent d’une fonction arbitraire ('), les surfaces minima et,
plus généralement, les surfaces 4 courbure moyenne constante ont
leurs lignes de courbure isothermes. Toutes ces surfaces, aux-
quelles on peut ajouter celles qu'on en déduit par I'inversion la
plus générale, ne constituent, cependant, que des solutions extré-
mement particuliéres du probléme proposé, qui doit conduire i
des surfaces contenant quatre fonctions arbitraires dans leur
équation. Bour, qui a considéré le premier les surfaces 4 lignes de
courbure isothermes, annonce, dans la partie de son Mémoire que
nous avons citée plus haut, que, de toute surface a lignes de cour-
bure isothermes, on peut déduire une infinité de surfaces ana-
logues, contenant dans leur équation deux fonctions arbitraires ;
mais on reconnaltra aisément que le raisonnement de I’éminent
géometre manque de généralité et s'applique & la sphére seule-
ment.

I existe toutefois un moyen de déduire de toute surface
lignes de courbure isothermes une infinité de surfaces nouvelles
contenant dans Jeur équation autant de constantes arbitraires qu’on
le veut. 11 suffit, pour cela, de combiner les propositions précé-
dentes avec Papplication de 'inversion.

Désignons, pour abréger, sous le nom de surface sothermique
toute surface & lignes de courbure isothermes. A toute surface
isothermique (1), dont I’élément linéaire est donné par la formule

(19) ds? = )i(_rdp‘—’:— ry dp?),

T ot L S S U B A I

(') G. DarBoUX, Détermination @’'une classe particuliére de surfaces a lignes
de courbure planes dans un systéme et isothermes (Bulletin des Sciences
mathématiques, o série, t. VII, p. 257; 1883).
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l'inversion fera correspondre une nouvelle surface isothermique (1')
dont I'élément linéaire aura pour expression

rds?--rydo}
; {

A(z—a)l—+—(y—bp—+(s—cpl’

(20) ds2=

x, y, 5 désignant les coordonnées rectangulaires du point de la
surface (I) et @, b, ¢ celles du pole de I'inversion.

Or, d’aprés la proposition de Bour et de M. Christoffel, on peut,
par de simples quadratures, déduire de la surface (I') une surface
isothermique nouvelle (1) dont I'élément linéaire aura pour
expression

(21)  ds?=L[(x—a)—(y — b+ (5— PP (rdpt+ ry dp}).

Si I'on recommence, avec celte surface (1"), les opérations que
nous avons appliquées i la surface primitive (I), on introduira trois
constantes nouvelles. On pourra donc, en répétant indéfiniment
ces opérations, faire apparaitre autant de constantes arbitraires
qu’on le voudra.

L'expression de 1'élément linéaire de (I”) est entiére par rap-
port aux constantes @, b, ¢. La méme propriété appartient aussi
aux coordonnées 2, 3", z’ du point de (I"). Si I'on pose, en effet,

(22) b=(z—a)2-+(y—bp+(s—c),

on verra facilement que 'on a

f o N
(23) THI[XO dr P——’)—rd.zl) /(r—a)<()—’(14—0)—jcl )J

et des expressions analogues pour j”, z". Ces formules mettent en
évidence la propriété annoncée. Si on les applique, par exemple,
aux surfaces de révolution, on sera conduit & une classe de sur-
faces dont les lignes de courbure sont planes dans un systéme. Les
plans de ces lignes enveloppent un cylindre, et ces lignes elles-
mémes, qui sont rectifiables, sont identiques de forme a celles que
nous avons considérées a la fin du n° 206 [I, p. 316].
L’application des méthodes précédentes semble étre subor-
donnée i la détermination préalable des lignes de courbure de la
surface ; mais nous démontrerons plus loin qu’une surface isother-
mique étant donnée d'une maniére quelconque, on peut toujours,
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par de simples quadratures, intégrer Uéquation différentielle
des lignes de courbure.

435. Dans un élégant article publié en 1885, M. J. Wein-
garten (') a montré que les surfaces isothermiques peuvent étre
définies par une équation du quatriéme ordre & laquelle doit
satisfaire une des trois coordonnées rectangulaires, considérée
comme fonclion des deux autres; et il a indiqué un moyen de
former cette équation. L’emploi dua systéeme de coordonnées tan-
gentielles étudié au Livre II [L, p. 245] permet d’obtenir un
résultat équivalent et d’éerire sous une forme assez simple Iéqua-
tion du quatriéme ordre 3 laquelle doivent satisfaire les surfaces
isothermiques.

Em‘plo_yons, par exemple, le systéme défini au n® 163 [T, p. 245]
et dans lequel I'équation du plan tangent est

(24) (1+?)X+l'(3—1)3’+(13—')z+5=0,
£ étant une fonction de a et de B. Si nous conservons toutes les

notations de ce numéro, I'équation différentielle des lignes de
courbure sera

(25) rda— tdir=o,
et I’élément linéaire de la surface se présentera sous la forme

(26) ds2 = (e dq)(zdB + dp)
& :[(;+s)clz+tdﬁ][(s—:——s‘}d3+rd1],

ol I'on a posé, pour abréger,

E—pr—gf:

I‘.‘fl{)’

Br=

Les paramétres u et ¢ des lignes de courbure seront définis par
des équations telles que les suivantes

(27) (th:).(/;du—\/f dﬁ), clv:;¢</;clz+/2dﬁ>,

e o R 9 S 5 B 5l

(') J. WEINGARTEN, Ueber die Diﬁ’erentialgleickungen der Oberflichen,
welche durch ihre Kriimmungslinien in unendlich kleine Quadrate getheilt
werden kénnen (Sitzungsberichte der K. p. Akademie der Wissenschaften zu
Berlin, t. 11, p, 1163; 1883).
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A et . devant étre choisis de telle maniére que les seconds membres
soient des différentielles exactes; et il faudra exprimer que I'élé-
ment linéaire de la surface peut étre ramené a la forme

(28) ds®* = E(du? —+ dv?).

En portant dans cette formule les valeurs de du et de dy, et en
écrivant que l'expression obtenue est identique a celle qui est
fournie par la formule (26), on obtient trois équations

Er(d2+ p2)=r(z=+s),
Et(R24 p2)= t(z+5),
2B /Pt(p2—)2) = (54 s+ rt,

qui se réduisent & deux, comme il fallait s’y attendre, et nous
donnent

jEN=— (:—Z—S—;\/rt)',
\/rt

Si donc on pose, pour plas de simplicité,

(54 s+ \/1_2)3
Vrt

&=

41

pA=

(agh 4E = (s 52— g
02\/re \
on aura

4] 0
=

ST o i S SRR e

et toute la difficulté se réduira a exprimer que, pour une méme
valeur de 6, les deux expressions

\/1 dr — \/tdﬁ ‘/1 [11—\/[038

,c.-.s—\/rt ~7—S—\/It

sont des différentielles exactes. Considérons, par exemple, la
premiére; en écrivant la condition d’intégrabilité, nous obtenons
le résultat suivant

‘/-,—‘dlog0+‘/tr)log6+d‘/; 0yt

9B 03 " 0x

= () lOq(q_&._1_‘/”)_‘/;_]0 (»——S—‘/rt)

Pour en déduire la condition d’intégrabilité relative a la seconde

expression, il suffira de changer le signe de \/¢. On est ainsi con-
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duit & deux équations qui permettent de calculer les deux dérivées
et, par suite, la différentielle totale de logfi. On trouve ainsi

S lon 6 :_l)logla’x“r)]ogrdle
V(s =sr—r¢ 02 98

SO (ssy/r

# \/7 o508 (T—w—) G
" £ Irpar bz
‘/1 0210°( +S—&/7'_t> i

\ 2

et il suffira d’exprimer que le second membre est une différentielle
exacte pour oblenir I'équation cherchée sous la forme

02 Tl i, /5 ilog :-—:—s+\/l'_t
dadf™ 2z 01‘ r oz ° Z+s—y/rt
(:)0) \ s

0 70 s+ s+ /rt
Rl = - —log = 0.
‘ 03\/1 ogloﬂ(;+su ;-z)

On voit que cette équation est da quatriéme ordre et qu’elle est

L.

linéaire par rapport aux dérivées de cet ordre. Toutes les fojs
qu’elle sera vérifiée, on pourra déterminer 0, z, ¢ par des quadra-
tures et, par suite, obtenir les lignes de courbure. Ce résultat est,
d’ailleurs, un simple corollaire d’une proposition générale. sur
laquelle nous aurons I'occasion de revenir.

L’équation précédente, qui n’est irrationnelle qu’en apparence,
donne lieu a quelques remarques intéressantes. D’abord il n'y
apparait que deux fonctions des dérivées de 3

z+s-+y/rt
et 3

7
14

—>
Z+Ss—rt
et ces deux fonctions ont une signification trés simple. La pre-
= s d &
miére fait connaitre les deux valeurs du rapport d—p relatives aux
o

lignes de courbure. La seconde représente, d'apreés les formules du
n°® 165, le rapport des deux rayons de courbure principaux de la
surface. On peut ainsi vérifier immédiatement que les surfaces
minima sont isothermiques. Le premier membre de I'équation (30)
se réduit alors au seul terme
02
]

r
lOg;;
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qui est nul, comme on le reconnait en substituant les valeurs de
r et de ¢ qui ont été calculées au n° 194 [, p. 298 ].

436. La méthode que nous avons suivie pour former I'équation
aux dérivées partielles des surfaces isothermiques peut étre rem-
placée par la suivante, qui nous donnera quelques résultats nou-
veaux.

Si, entre les deux équations d’Olinde Rodrigues,

oxr g | , (;).Z‘;l{,()640

SEMISRITE - ER —
du Ju g oy
on élimine ¢, on trouvera I'équation

2x dp 0z dp' oz
LA A SOl L e — (

TR e ey S il i

ot 'on a désigné, pour plus de netteté, par o et p' les inverses de
R et de R/, ¢’est-a-dire les courbures principales. L'équation linéaire
précédente est celle qui correspond au systéme conjugué formé
par les lignes de courbure. Pour exprimer que la surface est 150~
thermique, il suffira donc d’écrire que cette équation a ses deux
invariants égaux, c’est-a-dire que 'on a
dz
0 —ri 0
dup—g g —p

dz'
ou

En d’autres termes, 'expression

-g—idv — %f-du
(31) I
p—°

devra étre une différentielle exacte Q. On peut donner des formes

. . r a . . . 1
tres différentes a cette condition. Si U'on retranche - dlog (s —¢’
9 O\l v

on aura

d(p—+p") (e +¢)
i 1 T dy — 3 du

2dQ—dlog(p—p¢')=

En exprimant le second membre au moyen des coordonnées
tangentielles («, 3, £) employées plus haut, on trouvera, aprés un
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calcul que nous omettons, que l'expression

b | t Hpkalyn L F 0o o)
(p—¢") 1[\/,— Tflﬁ*‘/l— de]

doit étre une différentielle exacte. On est ainsi conduijt 3 une
forme nouvelle R

9(p +¢') I p+¢')
) i )3 ) ; 0B
(32) L = i T = "g Z' ! 7
Ja I e 98 AN

de I’équation (30).

Nous signalerons enfin une dernitre transformation de 1a diffé-
rentielle dQ, qui a été donnée par M. Weingarten. Multiplions,
dans I'expression (31), le numérateur et le dénominateur du pre-
mier membre parp — o/, afin de rendre le dénominateur rationnel,
nous trouverons

(p +¢") 9(p+p")

d(pp)— o By du—p —F 0/ g,

(38juialssionlo bl fa i Wbl (0 R e YL

(19_9)2

Cette relation permet d’écrire, en coordonnées ponctuelles,
I'équation aux dérivées partielles des surfaces isothermiques.
Supposons, en effet, la surface définie par une équation de la forme

la plus générale
oz, ¥, 5).=o0.

Des formules bien connues permettent d’exprimer e’y p =+ o'
(p — 2')2 en fonctions rationnelles des dérivées de ¢ par rapport
a z, y, 5. Or, si 'on désigne par s une fonction quelconque de
Z, ¥, 3, les formules d’Olinde Rodrigues conduisent, par un
caleul facile, 4 la relation suivante

05 ds Jz ds ds
o dutp = dy = g 98, do
ou e o0 ¥ o o dy de 0z i

En remplacant = par p -+ " et en se reportant a I'équation (33),
})n reconnait immédiatement que d[Q — log(p — ¢")] prend la
orme

¥

ol (e oo+0') ;. ) . :
[d(PH)—!—T-—dc+T)dc+(PT)dc](a—p)-2.
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Supposons I'expression précédente ramenée a la forme

P dz + Qdy + Rds.

Pour exprimer qu’elle est une différentielle exacte lorsqu’on se
déplace sur la surface, on écrira la condition
i do /0Q TORY . ds [OR 0P\ . de [P _ 9Q\ _

08 SlaEalr e m %) Y et
qui devra étre vérifiée pour chaque point de la surface. Telle est
I'équation obtenue par M. Weingarten.

437. De quelque maniére qu’on la forme, I’équation aux déri-
vées partielles précédente parait étre d’une intégration difficile.
Mais il résulte des propositions que nous avons établies une mé-
thode nouvelle de recherche des surfaces isothermiques qui peut
conduire sans effort 4 un grand nombre de ces surfaces. Elles sont
caractérisées, nous l'avons vu, par la condition que I'équation
ponctuelle relative au systéme conjugué formé par les lignes de
courbure ait ses invariants égaux. Si I'on écrit cette équation sous
la forme la plus générale en y remplagant § par pd, on obtient
(n° 1584) [I, p. 221] Péquation a laquelle satisfont les cinq coor-
données pentasphériques d’un point de la surface, considérées
comme fonctions des paramétres o et p des lignes de courbure.
En rapprochant tous ces résultats, nous pouvons donc énoncer les
propositions suivantes :

Les cing coordonnées pentasphériques d’un point de toute
surface isothermique considérées comme fonctions des para-
métres p et p, des lignes de courbure satisfont & une équation
linéaire du second ordre dont les invariants sont égauz.

Inversement, si une équation de la forme

020
90 dpy

=20,

ou, plus généralement, une équation & invariants égaux,
admet cing solutions particuliéres xy, Z,, ..., &s lies par

Uéquation
5
>zl =0,
1

i
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les quantités x; sont les coordonnées pentasphériques qui défi-
nissent une surface isothermique rapportée a ses lignes de
courbure ().

Cette proposition permet, par exemple, de reconnaitre immé-
diatement que les cyclides, pour lesquelles les cing coordonnées z;
sont définies par les formules

, ‘/m,-—z><az-—.o>(a,-~m
=3 PR e A
S (a:)
ot nous conservons les notations du n° 154 [1, p. 223], sont des
surfaces isothermiques. Car les cing coordonnées précédentes sont

des solutions particuliéres de I'équation E (— i, - §I> (n° 336)
dont les invariants sont égaux. )

Pour donner une application du théoréme précédent, consi-
dérons I’équation

026

— =0,
dp dpy

qui est la plus simple de toutes celles dont les invariants sont égaux.
Son intégrale générale étant de la forme

f(p)+ o(p1)s
. . ; 3 . ol
on voit que l'on obtiendra une surface 1sothermlque sil’on peut

lrouver cinq fonctions Ji(g) et cinq fonctions ®i(p1), telles que
Pon ait

5
Z[ﬁ(9)+?z(m]2:o.
1

Les équations de ce genre contenant des fonctions arbitraires
d’arguments différents se rencontrent souvent en Géométrie. Nous
laisserons au lecteur le soin de résoudre la précédente, nous con-
tentant d'indiquer le résultat, qui donne les cones généraux, les

(') Rapprocher cette proposition des résultats obtenus par M. CAYLEY dans une
Note Sur les surfaces divisibles en carres par leurs courbes de courbure et
sur la théorie de Dupin, insérée en 1872 au tome LXXIV des Comptes rendus
de U’Académie des Sciences, p. 1445. Consulter aussi Particle Sur un point de
la théorie des surfaces, publi¢ a la page 1517 du méme tome par M. CoMBESCURE.
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surfaces de révolution et les transformées par inversion de ces
deux séries de surfaces.

Lorsqu’on aura obtenu une solution du probléme, ¢’est-a-dire
déterminé cinq fonctions x; satisfaisant a I'équation

on en pourra déduire une infinité de solutions nouvelles. Il suffira
d’introduire la solution particuliére

wi= E ;i Zi,

ou les constantes a; sont liées par la relation

2
Ea;:o,

et d’employer cette solution o pour passer, en suivant la méthode
de M. Moutard, & une nouvelle équation de la forme (35) qui
donnera a son tour de nouvelles surfaces isothermiques. Ce pro-
cédé analytique, que nous signalons rapidement, n’est autre que

la traduction des opérations géométriques indiquées plus haut au
n® 434.
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CHAPITRE XIL

TRAJECTOIRES ORTHOGONALES D’UNE FAMILLE DE SURFACES.

Condition pour que les courbes d’une congruence définie par deux équations
différentielles du premier ordre soient normales a une famille de surfaces.
— Interprétation géométrique de la relation analytique & laquelle on est cor-
duit. — Condition nécessaire et suffisante pour que les droiles d’une congruence
soient les normales d’une surface. — Propriétés relatives aux deux nappes
de la surface des centres de courbure., — Intégrale premiére, obtenue par la
Géométrie, de I'équation différentielle des lignes géodésiques tracées sur une
surface du second degré. — Etude du cas ot Pune des nappes de la surface des
centres se réduit a une courbe. — Surface 2 lignes de courbure circulaires;
cyclide de Dupin. — Condition pour que les courbes d’une congruence admet-
tent une famille de surfaces trajectoires orthogonales lorsqu'on connait les
¢équations en termes finis qui définissent chaque courbe de la congruence.

438. Nous allons maintenant continuer 'étude des congruences
de courbes en nous placant & un point de vue nouveau. Nous
chercherons la condition pour que les courbes d’une congruence
donnée soient les trajectoires orthogonales d’une famille de sur-
faces.

Considérons d'abord une famille de surfaces définie, en coor-
données rectangulaires, par I'équation

si 'on se propose de déterminer leurs trajectoires orthogonales,
on aura i intégrer le systéme d’équations différentielles

( o de o dy __ dz
i TR A

oz t_)} 0z
Les deux intégrales de ce systéme contiendront deux constantes
arbitraires et détermineront, par conséquent, une congruence de
courbes qui couperont & angle droit les surfaces considérées.
.o
Donnons-nous maintenant une congruence de courbes, et sup-
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posons d’abord que les courbes qui la composent soient définies
seulement par leurs équations différentielles, qui seront de la
forme

= T

dr dy dz
e Z

(3) e
X, Y, Z étant des fonctions données de z, ¥, 3. Sl existe une
surface (Z) coupant a angle droit toutes les courbes, on aura,
pour chaque point de cette surface,

" X Y
(4) Permgr ol a=5

p et ¢ désignant les dérivées de = considérée comme fonction de
x et de y.

On voit qu'il n’existe pas, en général, de surface normale i
toutes les courbes de la congruence; car les deux équations (4)
peuvent étre envisagées comme deux équations aux dérivées par-
tielles auxquelles doit satisfaire une méme fonction z de x et de
), et deux telles équations n’ont pas, en général, de solution com-
mune. C'est ce que montre, du reste, le raisonnement suivant.

S’il existe une fonction z satisfaisant aux deux équations (4), les

0 s gt b A .
valeurs de 3—§, d—i; obtenues en différentiant ces deux équations,

devront étre égales; on devra donc avoir

0 (XY . 9 /X\. 9 /Y\. 0 /Y
5z)*5(z)=m(z)+%(1)»

En développant et en remplacant p et q 1ar leurs valeur: tirées
des équations (4), on trouve

/oY JZ g o7, X ; oY i
»  XG-H) (G- (%) =

Supposons d’abord que cette condition ne soit pas vérifide
identiquement. Alors elle fera connaitre z, et il faudra chercher si
les valeurs de z qu'elle détermine satisfont aux équations (4).
Cela peut arriver; mais il n’est pas démontré, et il n’est pas vrai
en général, que les valeurs de s définies par I'équation (5) soient,

D.— IL 17
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A
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en totalité ou en partie, des solutions communes des équations (4).
Ainsi :

Quand Uéquation (5) n'aura pas liew identiquement, les
courbes de la congruence ne pourront étre normales qu’a un
nombre limité de surfaces fournies par les valeurs de = qui
satisfont a cette équation ; mais, st aucune de ces valeurs de =
r’est solution commune des équations (4), il n'y aura aucune
surface coupant a angle droit toutes les courbes de la con-
gruence.

Considérons, par exemple, le systéme d’équations différen-
tielles
dz dy dz

z+bs—cy :y—i—cé—a:: zs+ay—bo

La condition (5) se réduit ici a la suivante
ar + by +c¢z=o,

et il est aisé de voir que les équations (4) ne sont pas vérifiées
lorsqu’on y substitue la valeur de = qui est définie par cette équa-
tion.

439. Supposons maintenant que I’équation (5) soit identique-
ment vérifiée; dans ce cas, les deux équations (4) admettront une
solution commune qui contiendra une constante arbitraire.

Il suffit, pour le démontrer, de répéter un raisonnement déja
fait au Livre I. Considérons une fonclion quelconque z satisfai-
sant a la premiére des équations (4). Elle ne vérifiera pas, en gé-
néral, la seconde de ces équations. En tenant compte de la pre-
miére et de 'identité (5), on sera conduit a la relation

el 7)== (2)(z+3)

qui aura lieu pour toutes les valeurs de 2 et de y. On déduit de la

'I+z=(9+z ok

b

.l'() X
ooy
0

l'indice o indiquant la valeur de ¢+ %pour Z = zy.. On. voit
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donc que, si ¢ + lz est nul pour x =z, quel que soil ¥, 1l sera

nul pour toutes les valeurs de z et de y. Ainsi :

Toute fonction = satisfaisant a la premicre des équations (4)
pour toutes les valeurs de x et de y, et a la seconde de ces
équations pour x =z, satisfera aussi « cette derniére équation
pour toutes les valeurs de x et de y.

D’aprés cela, faisons # = z, dans la seconde équation (4), el
déterminons la fonction z, de y qui satisfait 4 cette équation et se
réduit & z, pour y = y,. Cette fonction 5, contiendra la constante
arbitraire z,. Puis déterminons une fonction z satisfaisant a la
premiére équation (4) et se réduisant a z, pour z = z,. En vertu
de la proposition précédente, cette fonction z, qui dépend de la
constante 3, satisfera également aux deux ¢quations.(4).

Toutes les fois que I'équation (5) sera identiquement vérifide,
il y aura, on le voit, une famille de surfaces coupant a angle droit
toutes les courbes de la congruence considérée. Soit

Sz, y,i5) = &
I’équation de cette famille de surfaces. On pourra déterminer la
fonction f(z, y, z) par les trois équations

6) oo Ly ey

ox dy - 05

b

. s, - 02 ¢
En égalant les différentes valeurs de '—f, -+« que I'on peut dé-
ox dy

duire de ces équations, on verra que X doit satisfaire aux trois
équations

R X oY
S m NG E) =

s : N .ok oY  IZ

(7) (Ya:__z@”(\c_)?_a;):o,
Ak ok Lt ox

On retrouverait la condition (5) en ajoutant ces équations aprés
les avoir multipliées respectivement par Z, X, Y.
Supposons, par exemple, que 'on ait

X =o(z), Y =4d(y), Z = yi(=).
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Les formules (6) nous montrent tout de suite que I'on pourra
prendre J =1, et 'on aura

fer o) = fo@)de+ [Y(r)dy+ ez

440. Aprés avoir obtenu, sous la forme (5), la condition pour
que les courbes d’'une congruence admettent des surfaces trajec-
toires orthogonales, il nous reste a interpréter, cette condition et
a la traduire par une relation géométrique équivalente. Commen-
¢ons par considérer une famille de surfaces () et leurs trajectoires
orthogonales (C). Soit M un point quelconque de I'espace par
lequel passe une surface (£) et une courbe (C). Considérons toutes
les surfaces (S), engendrées par des trajectoires orthogonales,
qui contiennent cette courbe (C); et cherchons toutes celles de
ces surfaces (S) qui admettent en M pour une de leurs direc-
tions principales la tangente 4 la courbe (C). La seconde direc-
tion principale sera, évidemment, la tangente commune en M a
(S)eta(Z); et,comme ces deux surfaces se coupent a angle droit,
celte tangente commune ne peut étre direction principale de (S)
sans I'étre en méme temps de (X) (*). Ainsi :

Quand les courbes d’une congruence sont normales ¢ une
surface (T), toutes les surfaces de la congruence qui passent
en un point M de (2) et admettent en ce point la normale o
(%) pour direction principale forment deuz séries distinctes,

(*) Considérons, en effet, les représentations sphériques des deux surfaces
(2), (S) sur une méme sphére. La courbe d’intersection (T') aura deux repré-
sentations distinctes (y), (y") suivant qu'on la regardera comme appartenant a
I'une ou a l'autre des deux surfaces (), (S); et les points m, m' qui se corres-
pondent sur ces deux courbes sphériques, c’est-a-dire qui sont les représentations
sphériques d’'un méme point M de (I'), seront toujours 4 une distance égale a un
quadrant. La tangente MT en M & la courbe (I') étant, par hypothése, une tan-
gente principale de (S), la courbe décrite par le point 7' aura sa tangente m'¢’
en ' paralléle a MT (n° 142) et, par suite, perpendiculaire a P'arc de grand
cercle mm'. Or on sait que, lorsqu’un arc de cercle de longueur invariable se
meut sur la sphere, il ne peut ¢tre normal a la courbe décrite par une de ses
extrémités sans étre normal & la courbe décrite par l'autre extrémité m. Il ré-
sulte de 1a que la tangente mt en m i la courbe déerite par ce point est aussi
perpendiculaire a I'arc mm/ et, par suite, paralléle i la tangente MT. Il est ainsi
¢tabli que MT est aussi une tangente principale de (2).
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admettant au point M deux plans tangents rectangulaires
[qui sont les plans principaux de ()].

Nous allons maintenant démontrer la réciproque, et prouver que
cette relation géométrique est équivalente a I'équation (5). Re-
prenons pour cela les équations différentielles des courbes de la
congruence

Les surfaces engendrées par ces courbes devront satisfaire a
I’équation linéaire
(8) pX+¢qgY—Z=o.

Si I'on veut exprimer qu'une de leurs directions principales au

point (z, y, 5) est la tangente a la courbe de la congruence, il
faudra, dans I’équation différentielle des lignes de courbure

dv+pds dy+qds
gt 2 gt

remplacer dz, dy, dz par X, Y, Z, ce qui donnera

Xy g2 AL
(9) sy Xty

En différentiant 1'équation (8) successivement par rapport a x
et & y, on obtiendra les valeurs de

rX +sY, sX+¢Y

en fonction des dérivées premiéres; et ces valeurs, portées dans
I’équation (), nous donneront

JL oX Y JZ OX oY JZ X Y

o Poz %% oy Poy 1% % Pa 9%

(10) P g e =0

X Y Z
Cette équation du second degré par rapport a p et a ¢, jointe

a I'équation (8), définira deux systémes de valeurs de p et de ¢.
Supposons, par exemple, que I'on ait pris le point considéré



262 LIVRE IV, — CHAP. XII.

pour origine des coordonnées et la langente i la courbe de la
congruence pour axe des 2. On aura

X
(11) ’Y:ax-:—by+c:+...,
QZ =a'x+by—cs, .

L’équation (8) donnera
P =0,
et I'équation (10)

(12) Cgr = (b—tc g g =y

Aux deux valeurs de g correspondent deux plans tangents; les
surfaces qui satisfont i la condition proposée doivent étre tan-
gentes a 'un ou Iautre de ces plans.

Avec les valeurs (i 1) de X, Y, Z, la condition (5) se réduit a la
suivante

b'—c=o;

et elle exprime, par conséquent, que les deux plans définis par

I'équation (12) sont perpendiculaires. Nous obtenons donc la pro-
position suivante :

Etant donnée une congruence quelconque, les surfaces de
la congruence qui sont assujetties & contenir une courbe (K)
de cette congruence et ¢ admettre en un de ses points M [a
tangente MT a la courbe comme direction principale forment
deux séries distinctes et sont tan gentes a deuzx plans différents
passant par la droite MT. Réciproquement, toute surface de
la congruence langente en M & un de ces deuyr plans satisfait
a la condition proposée.

Pour que les courbes de 1 congruence admettent des sy -
Jaces trajectoires orthogonales, il faut et i] suffit que les deux
plans précédents soient toujours rectangulaires (505

‘K\

(') On peut PTOpOser une autre interprétation géométrique de la condition
d'orthogonalité, Etant donnée la courbe (K) et un point M déterminé de cette
courbe, considérons les courbes infiniment voisines de la congruence, et prenons
sur chacune d’elles Je point M’ pour lequel la tangente a cette courbe vient ren-
conlrer la tangente en M 3 Ia courbe (K). Le lieu des points M/, ou mieux le
lieu des droites MM, est un cone du second degré contenant la tangente en M;
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441. Pour montrer par des exemples l'utilité de la proposition
précédente, supposons que l'on connaisse deux familles de sur-
faces orthogonales se coupant mutuellement suivant des lignes de
courbure communes. Si I’on considére la congruence formée par
toutes ces lignes de courbure, la condition précédente sera évi-
demment vérifiée : il existera donc une troisitme famille de sur-
faces coupant & angle droit les lignes d’intersection et, par consé-
quent, les surfaces des deux premiéres familles. Ainsi :

Lorsqu’on a deux familles de surfaces se coupant mutuelle-
ment & angle droit, et suivant des lignes de courbure com-
munes, il existe nécessairement une troisiéme famille de sur-
Sfaces qui forme avec les deux premitres un systeme triple
orthogonal.

Supposons encore que la congruence soit formée de droites.
Toutes les surfaces de la congruence passant en un point M d’une
droite (d) de la congruence admettront cette droite pour tan-
gente asymptotique. Mais elle sera, en méme temps, direction
principale si la surface réglée est 'une des surfaces développables
de la congruence. Donc :

La condition nécessaire et suffisante pour que les droites
d’une congruence soient les normales d’une surface est que
les développables de la congruence se coupent a angle drotl.

C’est 1a une proposition trés importante au point de vue géo-
métrique (1) et dont il sera utile de développer les conséquences.
Nous savons que les droites d’une congruence sont, en général,
tangentes & deux surfaces (), (¥). Des deux familles de dévelop-
pables, les unes ont leurs arétes de rebroussement (C) sur la pre-

nous laisserons au lecteur le soin de le démontrer. Pour que les courbes admet-
tent des trajectoires orthogonales, il faut et il suffit que les deux droites d’inter-
section de ce cone par le plan normal & la courbe (K) soient rectangulaires,
c'est-a-dire que le cone soit équilatere.

(*) Elle était connue de Malus et de Dupin; mais elle a été établie pour la
premiére fois, d'une maniére compléte, par M. J. BERTRAND, dans le Mémoire sur
la théorie des surfaces inséré en 1844 au Journal de Liouville, (1™ série, t. IX,
p- 133).
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miére surface et touchent la seconde sarface suivant des courbes
(D'); les autres touchent la premiére surface suivant des courbes
(D) conjuguées des courbes (C) et ont leurs arétes de rebrousse-
ment (C'), conjuguées des courbes (D), sur la seconde surface. Si
donc les deux séries de développables se coupent a angle droit,
les courbes (C) et les courbes (C') auront, en chaque point, leur
plan osculateur normal 3 Ia surface sur laquelle elles sont tracées.

Les lignes qui sont tracées sar une surface et qui satisfont a
cette condition que leur plan osculateur soit toujours normal a la
surface ont recu le nom de lignes géodésiques. 1 résulte donc de
ce qui précéde la proposition suivante ;

Quand des droites sont normales ¢ une surface, les arétes de
rebroussement des développables formées avec ces drottes sont
des lignes géodésiques de celle des nappes de la surface focale
sur laquelle elles sont tracées.

Réciproquement, Zes langentes a une famille de lignes géo-
désiques tracées sur une surface sont les normales d’une autre
surface. Dans ce cas, en effet, les plans focauzx de chaque tan-
gente sont le plan tangent a la surface et le plan osculateur de la
ligne géodésique; et ces deux plans sont rectangulaires, d'aprés
la définition méme des lignes géodésiques.

Ces propositions sont immédiatement applicables dans 1'étude
des lignes de courbure. Comme conséquence des remarques pré-
cédentes, nous obtenons les résultats suivants,

Soient (S) une surface donnée, () et (') les deux nappes de la
surface des centres de courbure de (S). Toute normale en un
point M de (S) est tangente en un point C i (%), en un point C' &
(¥); G et C' sont les centres de courbure principaux. Toutes les
surfaces réglées, engendrées par des normales de (8), qui con-
tiennent la normale en M sont tangentes en C & la nappe (2) et
en (') a lanappe (). Les plans tangents en C et en (7 sont rectan-
gulaires; ce sont les plans principaux de (S) pour le point M.

Si on se déplace sur une des lignes de courbure, la normale 3
la surface engendrera une surface développable dont 'aréte de
rebroussement, lieu du point C par exemple, sera une ligne géo-
désique de (2); cette développable sera tangente a la nappe (')
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en tous les points de la courbe (D') décrite par le point C'. Si 'on
se déplace de méme sur I'autre ligne de courbure, le centre de
courbure correspondant C' décrira sur la nappe (¥') une ligne
géodésique, aréte de rebroussement de la développable engendrée
par la normale; cette développable touchera la premiére nappe
(X) en tous les points d'une courbe (D) décrite par le point C.

Si, plagant I'wil en un point quelconque, on regarde dans la
direction de I'une des normales de (S), les deux nappes de la
surface des centres paraitront se couper a angle droit.

Réciproquement, étant données deux surfaces (2), (¥), s'il
existe des tangentes communes a ces deux surfaces, formant
une congruence et telles que les deux surfaces paraissent se
couper a angle droit lorsqu’on regarde dans la direction de
Uune de ces droites, ces tangentes communes seront les nor-
males d’une surface.

442. Cette derniére proposition trouve une application trés
intéressante dans la théorie des surfaces du second degré. On sait,
en effet, qu'étant données deux surfaces homofocales du second
ordre (X), (¥'), elles paraissent se couper & angle droit quand on
les regarde d'un point quelconque de I'espace; en d’autres termes,
les cones de méme sommet circonscrits aux deux surfaces sont
orthogonaux. 1l suit de 1a que les tangentes communes a deux
surfaces homofocales quelconques sont les normales d’une
Jamille de surfaces paralléles. Les arétes de rebroussement des
développables formées par ces tangentes communes seront done
des lignes géodésiques de celle des surfaces (), (¥') sur laquelle
elles sont tracées.

Ces simples remarques donnent immédiatement l'intégrale pre-
miére de I'équation différentielle du second ordre qui caractérise
les lignes géodésiques dans le cas des surfaces du second degré.
Adjoignons, en effet, a la surface donnée (T) une surface homo-
focale (X'). L'équation différentielle du premier ordre qui définit
les lignes de (X) dont les tangentes sont aussi tangentes & (I')
sera, évidemment, une intégrale premiére de I'équation différen-
tielle des lignes géodésiques; car elle contient une constante qui
dépend du choix de (X'). Nous reviendrons plus loin sur ce sujet
au Chapitre XIV et nous montrerons que les remarques précé-
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dentes conduisent 4 la détermination compléte des lignes géodé-
siques pour les surfaces du second degré.

443. Les propositions que nous venons d’établir se rapportent
au cas ol la congruence formée par les normales admet une véri
table surface focale. Il peut arriver que les nappes de la surface
focale se réduisent & des courbes; on obtient sans difficulté la
définition géométrique des surfaces correspondantes.

Supposons, en effet, que les normales & une surface rencontrent
toutes une courbe (C). Alors il en passera une infinité par chaque
point M de (C); et, comme toutes ces normales forment un cone,
qui est une surface développable, leurs pieds décriront une ligne
de courbure de la surface; de plus elles seront toutes de méme
longueur. La sphére décrite du point M avec un rayon égal ala
longueur d’une de ces normales sera donc tangente a la surface
considérée en tous les points d’une courbe; et, par suite, celte
surface est I'enveloppe d’ane sphere de rayon variable dont le
centre décrit une courbe (C). Réciproquement, il est évident que
toute surface susceptible de ce mode de génération jouira de la
propriété indiquée.

Dans ce cas, 'une des nappes de la surface focale se réduit &
une courbe; 'autre nappe est, en général, une véritable surface
dont on peut donner la génération suivante.

Considérons une sphére variable dont le centre (z, ¥, 5) décrit
une courbe (C) et dont le rayon R est une fonction de la position
du centre sur la courbe (C). Elle enveloppera une surface (%)
dont on obtiendra I'équation en éliminant le paramétre variable
entre les deux équations

i3 (. (X—zp+ (Y — )2 + (Z — z)2= Re,
[
e i (X —@)de (Y —y)dy -+ (Z—s)dz+ RdR —o.

Ces deux équations, prises simullanément, représentent une
) ; Tep
des lignes de courbure circulaires de la surface. L’équation

(X—2R (Y — ) (Z — 5)2
(119) 5 2 dz. .= dy . dz 2
( :[(l—.r);lﬁ‘(\—_})({—Rﬁ—(L—&)E],

que I'on obtient en les combinant et qui est homogéne par rap-
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port & X —ux, Y —y, Z — z, représente évidemment le cone de
vévolution formé par les normales en tous les points de cette ligne
de courbure circulaire. Par suite, en prenant I'enveloppe de ce
cone, on devra retrouver la deuxié¢me nappe de la surface des
centres de courbure. Associons & I'équation précédente sa dérivée
par rapport au paramétre ; nous aurons

, ke SRRV Lds ]
[(X——.r)m SR =)oy + (=208
dz+ dyr+dst od (dz N\ o
X[l—-ﬁmi ’T(X_‘”dﬁ (dT> T”.]_n'

Le premier facteur, égalé 4 zéro, nous donne une surface
imaginaire qui est l'enveloppe d'un plan tangent a la courbe
(C) et au cercle de l'infini; le second

(_l(ﬁ e T dr2+ dy? + d=? fsde
dR \du,) e dR?

05) (X—uxz)
fait connaitre la courbe de contact du cone avec la surface des
centres ou le lieu des centres de deuxiéme courbure correspon-
dants a tous les points de la ligne de courbure circulaire; ce lieu,
on le voit, sera une conique.

Ainsi la denxiéme nappe de la surface des centres sera une sur-
face engendrée par des coniques et telle que le plan tangent en
tous les points de chaque conique enveloppe un cone de révo-
lution.

44%. La proposition précédente permet de définir immédiate-
ment la surface dont les normales rencontrent deux courbes (C),
(C'). En effet, (C') devra contenir les centres de courbure prin-
cipaux situés sur toutes les normales passant par un point de (C).
Donc (C) sera une conique, il en sera de méme de (C); et chacune
de ces deux coniques devra étre le lieu des sommets des cénes
de révolution passant par 'autre.

On sait qu'il existe deux coniques satisfaisant a ces conditions :
ce sont les focales de Dupin. Si nous nous contentons d’étudier
le cas le plus général, la premiére est une ellipse, qu’on peut
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définir par les équations
2
(16) Bl = e T

I'autre est une hyperbole

19

2 wl a2 <
(17) Ji =0, PR e i

1

Prenons un point quelconque M'(x/, J') sur la premiére, un
point quelconque M’(2", ") sar la seconde. On trouvera faci-
lement

I ar— b2 \ 2
MM = uz”_ ga\x” ;
e Va2— 52

et, parsuite, les deux sphéres quiont leurs centres respectivement
sur les deux focales et qui sont définies par les équations

(18) (x_x')2+(Y-~y')2+ZZ:(Ea“—'x'-.u/.)“,
> U4 79 { 7 \9 a k4 2
(19) (,\—x)-fx-+(z_~.)-:(mz,+k>7

sont constamment tangentes 'une a l'autre, la distance de leurs
cenlres étant toujours égale 4 la somme ou 4 la différence de leurs
rayons. Elles enveloppent, par conséquent, la méme surface; et
cette surface répond évidemment aux conditions posées : par suite
de son double mode de génération, ses normales rencontrent
nécessairement les deux coniques (1),

La variation de la constante % fera connaitre toutes les surfaces
paralléles dont les normales rencontrent les deux coniques.

Le moyen le plus simple de définir la surface précédente a
laquelle Dupin avait donné le nom de cyclide, mais que nous
nommerons cyclide de Dupin pour la distinguer des cyclides les
plus générales, consiste a employer les coordonnées tangentielles.

L’équation tangentielle de la premiére sphére est

uz'+ oy'+p = z'+ k,

3

(') Nous avons déja employé ces propositions de DuPIN aux ne* 103 et 104
[L, p. 129].



TRAJECTOIRES ORTHOGONALES D' UNE FAMILLE DE SURFACES. 269

en supposant

W+~ w2=1,

L’enveloppe sera donc définie par I'équation

®— b2 \?
(20) a‘-‘(u—_\/_aTb—> +bre2=(p— k).

On trouverait de méme, en employant la seconde sphére,
I'équation

) \'2
(at=b9(u— o ) = U0t = (0 = B

évidemment équivalente a la précédente; car, en la retranchant
de cette équation, on obtient I'identité

b2(u+ 2+ w2 —1)=o.

445. Jusqu'ici nous avons défini les courbes de la congruence
par leurs équations différentielles. Supposons maintenant que
I'on connaisse leurs équations en termes finis; et commencons par
le cas le plus simple, celui ot ces équations sont résolues par
rapport aux constantes arbitraires.

Soient
a= (&, ¥i3);

(21) b=9(z, ¥, 3)

les équations des courbes de la congruence. On déduit de la par
la différentiation

dx w7 dy =y dz :
da 0b _ da 9b ~ da db ()_ati)—da%_c_)ﬁd_/)

dy 05 9z dy 03 dx Oz 05 Oz dy Oy 0x

Appliquons I'équation (5) en y remplacant X, Y, 7 par
da db  da 0b  da b  da 0b  da db  da b

b T L e e ST N T DR e e N T T

oy oy 0305 0z0r 0xds Odxdy Iy oz’

nous trouverons ainsi
da ob _da Ob\[ 0 (da b _da ob\ _ 0 o_ggg_a_a@) Gl
(3; 0z 03 0y)| 05\ dz~ ox 93) dy \dx dy Iy oz e

les termes non écrits se déduisant des précédents par des permu-



270 LIVRE 1V. — CHAP. XII.

tations. La relation parait compliquée, mais on peut lui donner
une forme assez élégante

N da ,0b ' ()adr)b . da f)_b_()l) da 0bd()a Obdda
Y aln %yttt ST T s L

les différentielles totales d se rapportant a un déplacement effectué
sur la courbe méme de la congruence.

Soit, par exemple, une congruence définie par les formules

a= ¢(z) + f(¥) + ¥(2),
b= 01(@) + f1(¥) + 1 ().

(23)

L’équation a laguelle il s’agira de satisfaire sera
(9'91 —9"0}) do + (FII—=F"fdy + (Y, — YY) ds = o.

1l faudra done que la fonction
J@ o= der [(rri-rrydr+ [l — vy

soil constante en tous les points de chacune des courbes; ce qui
exige, on s'en assure aisément, qu’elle soit une combinaison
linéaire a coefficients constants des seconds membres des équa-
tions (23).

On obtient ainsi les équations de condition

ton 73 S e wfs ) =]
Pl —9 e =me' +no),

(24) f:flu_f” e mf 4+ L

1 LA A '
e ‘Pl—”lfdf’“{-‘u

ou m et n sont deux constantes, et qui feront connaitre les fonc-
. 3 e
tions ¢, £, 4, lorsqu’on se donnera arbitrairement £, 0, ¢.

Ces équations sont vérifiées si ’on considére la congruence
définie par les formules

a= 9(z) + f(r) + ¥(s),
b=a9(@)+B f(y) + v ¥(2);

il suffit de remplacer m et n par zéro. Alors les surfaces trajec-
toires orthogonales auront pour équation

ds

e

= const.

RS ﬁ RO \CI.V Ll =1
YY) o T “ff’(y) i

N—
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446. Ecrivons maintenant les équations de la congruence sous
la forme plus générale

S .f(‘zlv Y& a, b)=o,

(25) l '.?(1‘._}’, :'7“7[)):0'

On calculera successivement les dérivées de @ et de b par rap-
port & x, & ) et a 33 et on les portera dans I'équation (22). On
obtient ainsi le résultat suivant

| « 0% l)f af ()f [ Uf 0o J9

de oo d = ll ; d l—— d%
pon : of o |_ 0 o i | _
) 5 oa b B o 0B |

{ Jo Ju || I 99 Jo

Py - b T L 9 | il

ou les différentiations se rapportent encore a un déplacement
effectué sur la courbe et ou l'on a posé, pour abréger,

3 .o\ : af de fa 0o\ 2
(;'l,/) L_S(\;ﬁ‘> ’ F= ﬂﬁ, G_S<LT1'>,

le signe S indiquant toujours une somme étendue aux trois coor-
données.

La forme méme de I’équation (26) nous conduit a une remarque
analogue a celle qui a été développée au n° 313. Supposons, pour
fixer les idées, que les courbes de la congruence soient algé-
briques; 3}2 gi da, 3—; seront des fonctions de degré déterminé
et, par suile, le nombre des points de chaque courbe de la con-
gruence qui satisfont a la relation (206) dépendra de la nature de
la courbe plutét que de la maniére dont @ et b entrent dans les
coefficients. Soit p le nombre des pomts ainsi obtenus; on pourra

énoncer le théoréme suivant :

Les courbes de la congruence ne peuvent étre normales c
8 P

plus de p surfaces sans étre normales a toute une famille de

surfaces.

Supposons, par exemple, que les courbes de la congruence
soient planes et de l'ordre m. Prenons pour plan des zy le plan
qui contient 'une des courbes et supposons que la premicre
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€quation f= o représente le plan de la courbe. On aura des ré-
sultats de la forme suivante :

J=3

z . ()f ’ ’ 3 P ey
:1}1x+lz._y+q.,+/, E)—l;:nlx—Fll.}’j—qa—r—l.

of

da

Si 'on suppose que la seconde équation de la courbe représente

: : 3 0o 9%

le cylindre qui la projette sur le plan des zy, P e =9 =
seront trois fonctions quelconques de z et de Y+ L’équation (26
prendra alors la forme suivante

do \ 2 do \2 d"a : Jo 0% 09>
() + (%) |[2% +3% = c(=2 + )]

D1y — — (5.
‘“dl) ]

[ - ()’f r);?
(28) ‘ : oz oy
il 00, do,
-+ D1 i —_ | = 07
’ . dx dy
PR R
R

A, B, C étant trois constantes qui dépendent de myn, q;m,n,
¢"- L'application du théoréme des fonecti

ons homogénes permet
de réduire cette équation au degré 3(m —1). On aura donc jci

P=3m(m—u).

Pour les congruences de cercles, on peut prendre

-6

— 2 1 a2 .2
=224 y2— r2,

€l 9y, ¢, se réduisent, on le verra aisément, a des fonctions du
premier degré. On a alors

AL St
%) *(5) =4

et le déterminant qui figure dans la relation (28) peut se ramener

au premier degré; le premier membre de cette relation se réduit
donc au premier degré et 'on a

P = 2.
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On est ainsi conduit au théoréme suivant :

Lorsque les cercles d’une congruence sont normaux ¢ plus
de deux surfaces, ils coupent a angle droit toute une famille
de surfaces,

qui a été donné par M. Ribaucour et que nous démontrerons
plus loin, avec tous les développements qu'il comporte, par une
analyse plus élégante.
Lorsque les fonctions f et © sont, 'une et I'autre, de deoré
9 ; ) ) g
supérieur 1, on peut encore, en introduisant les coordonnées
homogeénes z, y, z, t, abaisser le degré de la condition (26). Si
o} ’J - RS, o) ’
pour abréger, on désigne par (P, Q) le déterminant fonctionnel
des quatre fonctions P, Q; /£, ©, considérées comme dépendant des
q ? 1 T l
variables homogenes z, y, 3, ¢, on pourra mettre 1'équation (26)
sous la forme suivante :
do fdf \ . ¢
S e
dx \ dx ) )y
(2 0)- 4

T oz \oz’

m+nf(do do\  m-n.[/df Oof\ _
TTE<—, _A)E'— m G<%’W)>_O’
m et n étant les degrés de fet de ¢, et A désignant le déter-

minant
of 0o _ of 99

da db  9b da’

Le premier membre de Iéquation précédente est du degré
3(m —+ n — 2) par rapport aux coordonnées z, y, 3, ¢. Par suite,
st une congruence est formée des courbes qui sont l’intersection
compléte de deux surfaces d’ordres m et n, les courbes de la
congruence ne pourront étre normales & plus de

I3mn(m—+n—a2)
surfaces distinctes, a moins qu’elles ne sotent les trajectoires
orthogonales d’une famille de surfaces.

Pour n =1, on retrouve la proposition indiquée plus haut, et
qui a, d’ailleurs, été déja énoncée par M. Ribaucour.

D, — IL 18
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CHAPITRE XIII.

DROITES NORMALES A UNE SURFACE.

Théorie directe pour les congruences rectilignes. — Condition pour que des
droites partant des différents points d’une surface soient normales 2 une autre
surface. — Remarque d’Hamilton. — Equation aux dérivées partielles d'une
famille de surfaces paralléles. — Applications. — Théoréme de Malus. — Pro-
positions de Dupin relatives aux cas ou les développables formées par les
rayons incidents ne sont pas détruites par la réflexion. — Définition des axes
optiques d'une surface. — Pour que des rayons incidents normaux & une sur-
face aient leurs développables conservées par la réflexion, il faut et il suffit
que ces développables découpent sur la surface réfléchissante un réseau con-

Jugué. — Ombilics catoptriques de Dupin. — Exemples particuliers. — Cas ou
les rayons incidents émanent d’un point unique. — Cas o la surface réfléchis-

sante est du second degré.

447. Dans le Chapitre précédent, nous avons rattaché la théorie
des congruences rectilignes a des propositions qui s’appliquent
aux congruences les plus générales. On peut aussi la traiter direc-
tement de la maniére suivante.

Tragons dans 'espace une surface quelconque (S), assujettie
I'unique condition de ne pas étre formée par des droites de la
congruence. Les cosinus directeurs u, ¢, w de l'une quelconque
des droites de cette congruence sont des fonclions délerminées
des coordonnées rectangulaires z, ¥, z du point ou cette droite
rencontre la surface (S). Nous allons montrer que la condition né-
cessaire el suffisante pour que les droites soient normales & une
méme surface est que {’expression

wdzr +¢dy +wds

sott une différentielle exacte, pour tous les déplacements qui
s'effectuent sur la surface (S).
Cette condition est nécessaire; car elle est remplie toutes les

fois que les droites sont normales 4 une surface (2). Soient, en
effet, X, Y, Z les coordonnées du point ou la droite de la con-
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gruence est normale a (X). On aura, pour tous les déplacements
considérés,

(1) udX -+ odY +~wdl =o.
Drailleurs on peut écrire

(2) X =z—up, Y=y—vo, Z=s5—wp,

¢ désignant la distance des deux points (z, ¥, 5), (X, Y, Z). Si
l'on remplace X, Y, Z par ces valeurs dans I'équation (1), on trouve

(3) do=udx+vody +~wdsz;

le second membre est donc la différentielle de la fonction ;.
Réciproquement, si le second membre est la différentielle

exacte d'une certaine fonction g, le point défini par les équations

(2) vérifiera la relation (1); et toutes les droites de la congruence

seront normales & la surface lieu du point (X, Y, Z). La propo-

sition que nous avions énoncée se trouve ainsi établie.

448. La démonstration précédente conduit par une voie na-
turelle aux remarques suivantes, qui sont dues a Hamilton.

Imaginons que, par chaque point (z, y, z) de l'espace, on
meéne une droite. Les cosinus directeurs de cette droite sont des
fonctions données, mais quelconques, de x, y, z; et la droite
dépend, en général, de trois paramétres. Dans un Mémoire que
nous allons citer tout a I’heure, Malus a considéré pour la pre-
miére fois de tels assemblages de droites, qui sont bien connus
depuis les travaux de Pliicker et qui ont recu le nom de com-
plexes. Ces définitions étant admises, voici en quoi consiste la
proposition d'Hamilton :

La condition nécessaire et suffisante pour que les droites
Jforment une congruence (au liew de former un complexe) et
sotent normales & une surface est que l’expression

wdzr—+¢dy +wds

soit une différentielle exacte pour tous les déplacements pos-
sibles du point (z, y, ).

La condition est nécessaire; il suffit, pour le reconnaitre, de
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répéter la démonstration que nous venons de faire; il reste donc
a prouver seulement qu’elle est suffisante.
Puaisque I'on a, par hypothése,

(4) wdr +yvdy + wds = db,
on pourra écrire

(5) =

ce qui donnera

o -

La proposition d’'Hamilton se raméne donc 2 la suivante, qui est
bien connue :

Etant donnée une fonction 8 satisfaisant Uéquation pré-
cédente, les surfaces

(7) 0 = const.
sont toutes paralléles & [’une d’elles.

Au reste, on peut démontrer directement cette proposition de
la maniére suivante : Menons aux surfaces représentées par
I’équation (7) des plans tangents paralléles; les points de contact
de ces plans seront distribués sur les courbes représentées par les
deux équations

99 a9
(8) % = — = const., ¢ = — = const.
o dy

Ces courbes, on le reconnait immédiatement, sont des trajec-

toires orthogonales de la famille de surfaces (7)- On a, en effet,

9 ou 00 Ju 00 dw 98 020 b 920 gb 020

0zdz " Yy 9505 0w w3y dmdy T dadwas =0
car le second membre n’est autre que la dérivée par rapport a
z du premier membre de 1'équation (6).

Comme le plan tangent a une direction invariable aux points ot
toutes les surfaces (7) sont coupées par les lignes (8), ces trajec-
toires orthogonales se réduisent nécessairement a des droites; et,
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par suite, I'équation (7) représente une famille de surfaces pa-
ralleles. D’ailleurs la droite menée par un point quelconque de
I'espace et définie par les cosinus directeurs u, ¢, w est évidem-
ment la normale i celle des surfaces paralléles qui passe par le
point; et elle esl, par conséquent, normale commune a toutes les
surfaces. La remarque d’Hamilton se trouve ainsi complétement
justifiée.

449. Les propositions précédentes sont d’un emploi trés com-
mode dans les applications. Supposons, par exemple, que les
équations d’une droite soient écrites sous la forme

r=asz - p,

(9) o N

a, b, p, q élant des fonctions de deux paramétres; si 'on con-
sidére le point de la droite qui se trouve dans le plan des zy et
qui a pour coordonnées p, ¢, 0, on aura ici

(_I.a’p—kb(hl
\/af-%bza-l

(ro) wdr+ ¢ dy +wds =

et celte expression devra étre une différentielle exacte pour loutes
les congruences de normales.
Si la droite est définie de la maniére la plus générale par les

équations
( bz —cy +a =o,

(11) -(cr—a:—:—b':o,

ay —bx—+c =o,
données aun® 139 [ I, p. 194], on aura

(] W T

b c \/E?_:bi—i— c?
En substituant a 'expression

wdr+vdy + wds

la suivante
zdu—+ydv+ sdw,

qui est, en méme temps que la premiére, une différentielle exacte,
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on sera conduit a I’expression

3’ da db dc
(12) (+Brc2) 2 al b e,
B

qui devra étre une différentielle exacte pour toutes les congruences
de normales.

450. On peut déduire des résultats précédents un théoréme
célébre, dont la premiére idée revient a Malus, mais qui n’a été
complétement établi que par les efforts combinés de Dupin, de
Gergonne, de Quételet. En voici ’énoncé :

Si des rayons lumineur sont normauz & une surface, tls ne
cessent pas de conserver cette propriété aprés un nombre quel-
conque de réflexions et de réfractions.

II suffit évidemment, la réflexion pouvant étre assimilée 3 une
réfraction d’indice — 1, de démontrer le théoréme pour le cas de
la rélraction. Voici comment on péut énoncer la loi de Descartes.

Portons sur le rayon incident (fig. 30) une longueur MA =,

Fig. 3o.

etsur le rayon réfracté une longueur MB = n, n désignant I'indice
de réfraction. Composons MA, MB suivant la loi du parallélo-
gramme, la résultante MC sera normale i la surface dirimante.
En effet, dans le triangle MBC, on aura

BC  MB
sin BMC — sinMCB’
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ou, ce qui est la méme chose,
(13) sin AMK = »n sin BMH.

(Clest la lo1 connue de la réfraction.

Soient 2, 3, v, u, ¢, w, ¢/, ¢/, &' les cosinus directeurs de la
normale a la surface, du rayon incident et du rayon réfracté. En
égalant la projection de MC ala somme des projections MA, MB,

on a
R =k,

(14) ? ny'-+~ 0 = AB,

; 3
nw -- W = Ay,

 désignant la longueur MC. Soient z, y, = les coordonnées rec-
tangulaires de M. On a, pour Lout déplacement de M sur la sur-
face dirimante,

(15) adr +3dy +yds=o,
ou, en éliminant «, 3,y au moyen des équations précédentes,
(16) wdz +vdy +wds =—n(u dz + ¢ dy +w'ds).

Cela posé, supposons que les rayons incidents soient normaux a
une surface (¥). Le premier membre sera la différentielle d’une
fonction p qui est, nous 'avons vu plus haut, la distance du point
M au point P ou le rayon coupe normalement la surface (X). En
vertu de la formule précédente,

W dr ¢ dy + w'ds

sera aussi une différentielle exacte — d | ;iz)’ et, par suite, les
\

rayons réfractés seront aussi normaux & une surjface (%). On

obtiendra le point P’ ou le rayon réfracté coupe normalement (X')

P ’ SRRl 2
en portant la longueur — =, dans le sens déterminé par son signe
to] n te} 7

sur le rayon réfracté. On verra facilement que les plans normaux
aux deux rayons, incident et réfracté, en P et en P’, vont se couper
suivant une droite située dans le plan tangent en M 4 la surface
dirimante; cetle relation entre les plans tangents aux trois sur-
faces est d’ailleurs évidente dans le systéme des ondulations. On
en déduit que, si p, p' et & désignent les termes tout connus dans
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les équations des plans tangents en P, P’ et M aux surfaces (), (¥/)
et a la surface dirimante, on a

(15 np' 4 p =13,

A ayant la méme valeur que dans les formules (14).

Les surfaces normales aux rayons réfractés ont recu le nom
d’anticaustiques; les résultats précédents peuvent donc s’énoncer
ainsi :

Si les rayons incidents sont normauz & une surface (%),
considérons cette surface comme Uenveloppe de sphéres ayant
leurs centres sur la surface dirimante. Pour obtenir Ianti-
caustique relative auz rayons réfractés, il faut prendre U'en-
veloppe de toutes les spheres que Uon obtient en réduisant le
rayon des précédentes dans le rapport de l’unité a Uindice de
réfraction ().

Il résulte de cette construction qu’il sera, en général, impossible
q yen g , 1mp

(') Voici quelques indications au sujet de la découverte de cette helle propo-
sition. Dans un Mémoire portant ce simple titre : Optigue et inséré en 1808 au
XIVe Cahier du Journal de I’Ecole Polytechnique, Malus démontre, en pre-
mier lieu, une propriété intéressante de ces assemblages de droites auxquels
nous donnons le nom de complexes. Imaginons qu’a chaque point de I'espace
on fasse correspondre, suivant une loi quelconque, une droite passant par ce
point, et soit M un point quelconque par lequel passe une droite () du sys-
téme. Sil'on cherche les points M, infiniment voisins de M, pour lesquels la
droite correspondante rencontre (d), on trouve que le lieu des directions MM’
est un cone du second degré. Aprés avoir établi cette Proposition, lillustre phy-
sicien étudie les assemblages de droites qui dépendent de deux parameétres, c’est-
a-dire les congruences; et il montre que Ion peut, en général, distribuer les
droites de la congrucnce en deux systémes différents de surfaces développables.
11 cherche la condition pour que ces deux familles de développables se coupent
4 angle droit, et il reconnait qu'elle est remplie lorsque les droites sont les nor-
males d’une surface.

Faisant ensuite l'application de ces principes généraux i I'Optique, Malus dé-
montre que, lorsque des rayons incidents émanés d’un point fixe se réfléchissent
sur une surface quelconque, ils demeurent, aprés la réflexion, normaux & une
surface.

Dans la seconde Partie de son Mémoire, insérée a la page 84 du méme Cahier,
Malus étend cette proposition au cas d’une réfraction unique, et il essaye (p. 101)
de I'étendre aussi au cas de plusieurs réfractions; mais, trompé par une faute de
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de séparer analytiquement les deux sytemes de ravons réfractés
qui correspondent a des valeurs égales et de signes contraires de
Pindice de réfraction.

A51. Dans son étude du théoréme précédent, qu'il a démontré
seulement pour le cas de la réflexion, Dupin s'était proposé la
queslion suivante, qui donne naissance & des recherches intéres-
santes.

Si les rayons lumineux sont normaux a une surface, on peut les
assembler en deux familles de développables orthogonales. La
réflexion sur une surface donnée transforme, en général, ces déve-
loppables en surfaces gauches. Dupin donne de belles propositions
relatives au cas ou les rayons incidents formant une développable
se réfléchissent suivant des rayons formant également une dévelop-
pable; et il a reconnu que les traces des deux séries de dévelop-
pables sur la surface réfléchissante doivent former un systéme
conjugué. Les démonstrations de Dupin reposent sur les pro-
priétés de l'indicatrice et sur celles des surfaces de révolution du

calcul, il croit que les rayons lumineux cessent, en général, aprés une deuxiéme
réfraction, d’étre normaux a une surface.

C’est 2 Dupin que revient le mérite d’avoir énoncé, pourla premicre fois, dans
un Mémoire sur les routes de la lumiére que nous citerons plus loin, le
théoréme général, et d’en avoir donné une démonstration géométrique tres
simple, mais pour le cas de la réflexion seulement. Dailleurs Cauchy, comme
indique Dupin, avait repris et corrigé les calculs de Malus, de sorte qu'aucun
doute ne subsistait plus sur la portée et la généralité du théoréme. Dupin
Sest contenté de le regarder, dans le cas de la réfractiod, comme un simple
corollaire des propositions qu’il avait données dans sa théorie des déblais et des
remblais; cette vue était exacte, mais les théorémes sur lesquels s’appuyait
Dupin étaient incomplétement démontrés.

Quelques années plus tard, Quételet a introduit une idée neuve dans cette
théorie en substituant aux caustigues, dont la détermination est trés pénible,
les caustiques secondaires ou mieux les anticaustiques qui sont normales aux
rayons réfléchis ou réfractés. Clest grace 4 ses efforts et & ceux de Gergonne que
le théoréme a été enfin simplement et complétement démontré. (Voir le tome I
de la Correspondance mathématique et physique, 1825, le tome XVI des An-
nales de Gergonne et les Nouveaux Memoires de I’Académie de Bruzxelles,
t. III et IV, 1826 et 1827.)

Dans V'étude que nous avons citée [p. 237], M. Lévistal a étendu le théoréme
de Malus et de Dupin au cas de la double réfraction.
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second degré (1). On peut leur substituer les suivantes, qui nous
donneront d’ailleurs des résultats nouveaux,

Commencons par considérer des rayons lumineux formant une
seule développable, et cherchons la condition pour que les rayons
réfléchis engendrent également une surface développable.

Soit AA’ ... une ligne de courbure de la développable formée
par les rayons incidents. Les génératrices qui passent aux points
A, A’, ... rencontrent la surface réfléchissante (Z)en M, M, ...
et se réfléchissent suivant des rayons:MB, M'B/, ..,. Prenons
MB = MA, MB'— M'A’; .... La courbe BB’ . - - sera une trajec-
toire orthogonale des rayons réfléchis et, par suite, elle sera néces-
sairement une ligne de courbure si ces rayons réfléchis forment,
eux aussi, une développable. Les sphéres de centres M, M, ... et
de rayons MA, MA enveloppent une surface (S)a lignes de
courbure circulaires, et les deux courbes AA/, ..., BB/, . .::de-
vront étre des lignes de courbure non circulaires de cette surface.
Par suite, les langentes A ces deux lignes, aux points correspon-
dants A et B, seront deux génératrices d'un cone de révolution
circonscrit 4 la surface (S) suivant un cercle, et elles se ren-
contreront nécessairement. Considérons maintenant la surface
réglée (A) engendrée par la droite AB; d’apres la propriété que
nous venons de démontrer, ce sera une surface développable,
puisqu’elle admet le méme plan tangent aux deux points distincts
A et B. Soient AB, A'B’ deux positions consécutives de AB; comme
elles sont respectivement perpendiculaires aux deux plans tan-
gents en M et en M’ & la surface réfléchissante (), elles seront
aussi perpendiculaires 3 Pintersection de ces deux plans M¢, qui
est la langente conjuguée de MM'. Ainsi

La développable (A) engendrée par la droite AB a, & chaque
instant, son plan tangent perpendiculaire 3 la tangente M¢.

Par suite, le plan normal men¢ par MA a la développable des
rayons incidents, plan qui est évidemment perpendiculaire 4 la tan-

—_— A .

(') Consnulter, dans les Applications de Géometrie et de Méchanique, le Qua-
iriéme Mémoire intitulé - Sur les routes suipies par la lumiére et par les
corps elastiques, en general, dans les phenomeénes de la réflezion et de (a
refraction. (Présenté & Académie des Sciences, le 22 janvier 1816. )
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gente en A i la ligne de courbure AA" ... de cette développable,
coupera le plan tangent en Ma la surface réfléchissante suivant la
droite qui est perpendiculaire a la tangente en A, c’est-a-dire sui-
vant la tangente M¢. En d’autres termes, le plan tangent a la
développable suivant le rayon incident el le plan normal qut
contient ce rayon doivent couper le plan tangent a la surface
réfléchissante suivant dewx droites conjuguées.

Cette condition, qui est nécessaire, est aussi suffisante : il suffira,
pour le reconnaitre, de reprendre dans un ordre inverse les raison-
nements précédents. On en déduit la conséquence suivante.

La tangente a la courbe d’incidence et sa tangente conjuguée se
trouvent dans deux plans rectangulaires contenant le rayon inci-
dent; ces deux plans sont évidemment des plans diamétraux con-
jugués de tout cylindre de révolution ayant pour axe le rayon
incident. Par suite, les droites considérées sont des diamétres
conjugués de la section de ce cylindre par le plan tangent en M.

D’apres cela, si l'on se donne un rayon incident quelconque
coupant la surface réfléchissante en M, il n’y aura que deux direc-
tions possibles pour la tangente a la courbe d’incidence en M : ce
seront celles des deux diamétres conjugués communs & I'indica-
trice de la surface et la section du plan tangent par le cylindre de
révolution dont I'axe est le rayon incident.

On remarquera 'analogie de cette théorie avec celle des lignes
de courbure; au reste, les deux théories se confondent si I'on sup-
pose le rayon incident normal & la surface réfléchissante (').

452. La construction précédente nous conduit & considérer une
classe de droites qui possedent des propriétés optiques remar-
quables. Supposons que les deux coniques employées dans cette

e e L e

(') Les résultats établis par notre méthode comprennent ceux sur lesquels
Dupin s'est appuyé; car, si la surface réfléchissante est une surface de révolution
du second degré a deux foyers F, F', les rayons lumineux qui émanent de F se
réfléchiront vers F'. Construisons le cone formé par les rayons incidents qui ren-
contrent la section de la surface par un plan (P); le plan normal suivant chaque
génératrice devra contenir la tangente conjuguée de la tangente @ la section
plane et, par suite, passera par le pole du plan (P). Or, un cone est ¢videmment
de révolution lorsque son plan normal va passer par un point fixe. Ainsi, toutes
les sections planes, vues du foyer, paraitront des cercles.
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construction soient semblables, ¢’est-a-dire que le rayon incident
soit I'axe de 1'un des quatre cylindres de révolution qui con-
tiennent I'indicatrice ; alors les directions de la courbe d’incidence
ne seront plus déterminées. Ainsi :

Si l'on considére en chaque point d’une surface les quatre
drottes, azes des cylindres de révolution qui coupent le plan
tangent suivant Uindicatrice, ou encore lieuz des points d’ou
Uon voit deuz tangentes con juguées quelconques sous un angle
droit, ces droites formeront quatre systémes de rayons recti-
lignes dont les développables se réfléchiront suivant des déve-
loppables.

Ces droites sont imaginaires si l'indicatrice est hyperbolique ;
dans le cas d’une indicatrice elliptique, il ¥ en a deux qui sont
réelles : ce sont les asymptotes de I'hyperbole focale; elles sont
dans le plan principal qui contient les deux foyers de I'indicatrice
et placées symétriquement par rapport a la normale. Elles forment
deux systémes différents et chacun d’eux s'obtient par la réflexion
de I'autre sur la surface. Nous les appellerons, pour abréger, azes
optiques. On peut encore les construire comme 1l suit.

Menons par les deux tangentes asymptotiques de la surface pé-
fléchissante les plans langents au cercle de I'infini. Ces quatre
plans se couperont suivant quatre droites, placées deux i deux
symétriquement par rapport au plan tangent, et qui seront les
quatre axes optliques relatifs au point considéré,

11 suit de 1a que, dans le cas d'une surface du second degré, les
axes opliques de la surface sont les génératrices rectilignes des
surfaces du second degré homofocales i la proposée. On peut dé-
terminer sans aucune intégration les développables formées par
ces droites; car on sait qu’elles sont les tangentes doubles de la
développable dans laquelle sont inscrites toutes les surfaces ho-
mofocales. Or, quand des droites d’une congruence sont les tan-
gentes doubles d’une développable, il est évident qu'il y en a une
infinité dans chaque plan tangent de Ia développable. Ce plan
touche, en effet, la développable suivant une droite (d) etla coupe
suivant une courbe (C); toutes les tangentes de (C) seront des
tangentes doubles de la développable et devront étre considérées
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comme formant elles-mémes une surface développable. Ainsi,
dans le cas des surfaces du second degré, nous saurons distribuer
les axes optiques en deux séries de développables. Remarquons
d'ailleurs que ces deux séries de développables sont imaginaires.

A53. Les axes opliques jouissent, dans tous les cas, d'une remar-
quable propriété. Imaginons que des rayons lumineux émanent
d’un point de l'une de ces droites et forment un pinceau infini-
ment petit autour de la droite. D’aprés la propriélé des axes
optiques, les rayons réfléchis, de quelque maniére qu'on les as-
semble, doivent étre considérés comme formant une surface déve-
loppable; et, par conséquent, le faisceau réfléchi paraitra, lui
aussi, émaner d’un point unique.

On peut établir cette conclusion d’une maniére plus rigoureuse
en donnant le complément suivant a notre premiére proposition.
Imaginons un rayon AM venant rencontrer en M la surface réflé-
chissante et se réfléchissant suivanl un rayon MB; et supposons
que AM fasse partie d’une développable qui se réfléchit suivant une
développable. Lorsqu’on passera de AM au rayon infiniment
voisin A’M/, le plan AMB sera remplacé par un plan A’M'B' qui
coupera le premier suivant une droite ap.B, o, p., p étant les points
de cette droite situés respectivement sur AM, sur la normale en M
et sur BM. Les plans AMB, A'M'B’ passant par deux génératrices
infiniment voisines de la développable engendrée par AM, la
position limite de « est le point de contact du rayon AM avec la
courbe qu'il enveloppe; et, de méme, B est le point de contact du
rayon réfléchi BM avec laréte de rebroussement de la développable
engendrée par ce rayon. Quant a i1, c’est évidemment le point ot la
normale au point M’ de la courbe d’incidence infiniment voisin
de M vient couper le plan AMB. Nous avons donc le théoréeme
suivant :

Quand une développable se réfléchit suivant une dévelop-
pable, la droite qui joint les points de contact. des rayons tn-
cident et réfléchi avec les courbes qu’ils enveloppent vient
couper la normale a la surface réfléchissante au point ow la
surface gauche formée par les normales en tous les points de
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la courbe d’incidence est tangente au plan du rayon tncident
et du rayon réfléchi.

En particulier, quand il s’agit d'un axe oplique, qui est né-
cessairement situé dans un plan principal, toutes les normales
infiniment voisines de la normale viennent couper ce plan en un
point dont la position limite coincide avec celui des deux centres
principaux oy le plan principal est tangent a la surface des centres.
Si y désigne ce centre, on voit que 8 devra étre sur la ligne ory;
€t cette construction est toujours la méme, quelles que soient les
développables formées par les rayons incidents. Sj donc ceux-ci
émanent de «, les rayons réfléchis paraitront émaner de B.

Les propriétés établies donnent lieu & un certain nombre de
conséquences qu'il ne sera pas inutile d’énoncer explicitement.

Si les rayons incidents sont formés par un systeme d’axes op-
tiques de la surface, les développables incidentes se réfléchissent
suivant d’aulres développables, que les rayons incidents soient ogy
ne soient pas normaux i une surface. En dehors de ce cas excep-
tionnel, on peut dire que, si la réflexion ne détruit pas les deux
séries de développables, supposées distinctes, formées par les
rayons incidents, ceux-ci sont nécessairement normaux a une
surface. Nous avons vyu en effet que, sile rayon incident AM est
donné, les deux seules droites qui puissent étre les langenles en
M dela trace d’une développable sur la surface réfléchissante sont
dans deux plans rectangulaires Passant par le rayon incident,
Donc, si les deux séries distinctes de développables formées par
les rayons incidents doivent subsister aprés la réflexion, il est né-
cessaire qu’elles se coupent a angle droit et qu’elles découpent sur
la surface réfléchissante un systéme conjugué. Ces deux conditions
sont d'ailleurs suffisantes. Ainsj -

Toutes les fois que les deux séries de développables Jormées
par les rayons incidents se réfléchissent toutes sutvant des dé-
veloppables, les rayons incidents sonyt normauz a une surface,
@ moins qu’ils ne constituent un des quatre systémes d’axes
optiques de la surface.

Pour que des ra yons incidents normauz ¢ une surface aient
leurs développables conservées. par la réflexion, il faut et il
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suffit que ces développables découpent sur la surface réfléchis-
sante un systeme conjugué.

45%. Considérons, par exemple, une surface (X), que nous sup-
poserons quelconque, et des rayons lumineux émanés d'un point
O. Ces rayons lumineux, qui forment un systéme (T), se réflé-
chissent sur (Z) et donnent un systéme (R) de rayons réfléchis
normaux A une surface (%), enveloppe des sphéres qui passent
par le point O et ont leur centre sur (). Cette surface (Z,) est
éyvidemment homothétique 4 la podaire de O par rapport a (T);
car elle est le lieu des symétriques du point O par rapport a tous
les plans tangents de (Z). Soit OM un rayon incident se réfléchis-
sant au point M de (). Supposons 'eil placé en un point O sur
la direction du rayon réfléchi; il recevra un pinceau de rayons
¢manés de O et réfléchis dans la région de (Z) qui avoisine le
point M. Ce pinceau de rayons réfléchis, formé par des normales
a (%), aura, en général, deux lignes focales, perpendiculaires
'une a I'autre et placées aux deux centres de courbure principaux
de (Z,) qui sont sur la normale O'M. L’image du point lumineux,
pour l'observateur placé en 0/, sera plus ou moins confuse; elle
sera rapportée par cet obseryaleur a un point qu’aucune I'égle
précise ne permet de déterminer. Mais, dans le cas particulier ot
la ligne OM est un des axes optiques du point M, tous les rayons
réfléchis paraitront émanés d'un point unique que nous avons
appris  construire. L'image du point lumineux sera devenue netle
et les rayons réfléchis auront un foyer qui pourra étre réel ou
virtuel. Le point M a recu de Dupin le nom d’ombilic catop-
trigue justifié par I'analogie qu'il présente avec les ombilies ordi-
naires, avec lesquels il se confond d’ailleurs lorsque le rayon
incident est normal & la surface. Si la surface () est du second
degré, il y aura, pour chaque point O, douze ombilics catop-
triques, dont quatre seront réels, situés a I'intersection de cette
surface et des deux génératrices rectilignes de I'hyperboloide
homofocal qui passe au point O.

Ici les rayons incidents, de quelque maniére qu'on les assemble,
forment toujours des cones et, par suite, des développables. Pro-
posons-nous de déterminer les cones formés par les rayons inci-
dents auxquels correspondent des rayons réfléchis formant une
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développable. D’aprés les propositions précédentes, ces cones
devront découper sur la surface réfléchissante deux systémes de
lignes conjuguées qui paraitront se couper a angle droit lorsqu’on
les regardera du point O. D’ailleurs la détermination de ces cones
équivaut a celle des lignes de courbure de la surface (2y) ou, ce
qui est la méme chose, de la podaire de (2) relativement au point
O. Ainsi :

" Etant donnée une surface (3) et un point O, les lignes de
courbure de la podaire de (%) relative au point O corres-
pondent & deux systémes de lignes conjuguées tracées sur (2)
et qui paraissent se couper a angle droit pour un observateur
placé en O.

Cette proposition, que le lecteur établira tres simplement d’une
maniére directe, permet de déterminer les développables formées
par les rayons réfléchis lorsque la surface (Z) est du second degré.
On obtient alors la construction suivante, que nous nous conten- .
terons d’énoncer :

Les courbes d’incidence des cénes qui se réfléchissent suivant
des développables sont & Uintersection de (%) et des cones du
second degré, de sommet O, homofocaur au céne de méme
sommet circonscrit & (2); elles sont aussi les courbes de contact
des développables circonscrites a (2) et alune quelconque des
surfaces du second degré qui passent par intersection de (2)
et de la sphére de rayon nul @yant pour centre le point Q.

435. Dans deux Notes publies en 1872 ('), M. Ribaucour a
indiqué d’autres applications trés intéressantes du théoréme de
Dupin. Elles reposent essentiellement sup la remarque sulvante,
qui est & peu prés évidente :

Pour que les développables d’une congruence découpent sur
une surface du second degré un réseay conjugué, il faut et il
suffit que les deux plans focauz de chaque droite de la con-

(*) RIBAUCOUR, Sur la théorie des lignes de courbure (Comptes rendus,
t. LXXIV, p. 1489 et 1570, 1 semestre 1872).
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\

gruence sotent conjugués par rapport & cette surface, c’est-
a-dire que chacun d’eux contienne le péle de Uautre (').

La condition précédente étant indépendante du point out chaque
droite de la congruence coupe la surface, on en déduit tout d’abord
la proposition suivante :

Si les développables formées par les droites d’une con-
gruence découpent, a leur entrée, un réseau conjugué sur une
surface du second degré, elles découpent aussi a la sortie un
second réseau conjugué.

Considérons maintenant le cas ou les développables se coupent
a angle droit. On aura alors une congruence de normales (I) dont
les développables découperont, par hypothése, un réseau conjugué
sar la surface du second degré (S). Les deux plans focaux de
chaque droite (d) de la congruence, étant a la fois normaux et
conjugués par rapport a (S), seront aussi conjugués par rapport a
toutes les surfaces (S;) qui sont homofocales a (S); par consé-
quent, les développables de (I) découperont, sur toutes les sur-
faces (S;), soit a l'entrée, soit a la sortie, des réseaux conjugués.
Si donc on envisage les droites de la congruence comme formant
un systéme de rayons incidents (I), on pourra faire réfléchir ces
rayons sur une quelconque (S,) des surfaces (S;). On aura ainsi
un premier systéme de rayons réfléchis (I,) dont les développables
correspondront a celles de (I); et, comme elles découpent sur
(S1) le méme réseau conjugué que les développables de (I), elles
découperont encore sur toutes les surfaces homofocales des ré-
seaux conjugués. On peut, maintenant, faire réfléchir le faisceau
(I;) sur une autre surface homofocale (S,); et ainsi de suite. En
continuant de cette maniére, on obtient une suite, en général
illimitée, de congruences de normales (I), (I,), (I,), ... dont les
développables se correspondent mutuellement et découpent sur

(') Soit, en effet, M un point de la surface, (&) la droite de la congruence qui
passe en ce point et M ¢, M¢' les traces des deux plans focaux de cette droite sur
le plan tangent en M. Le plan focal passant par M¢ a, comme on sait, son pole
sur la tangente conjuguée de M¢. Pour que les deux plans focaux soient con-
jugués, il est donc nécessaire et suffisant que M¢ et M¢' soient des tangentes
conjuguées.

D. — IL 19
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toutes les surfaces homofocales des réseaux conjugués. Sil'on veut
suivre un des rayons incidents, on reconnaitra aisément que les
deux surfaces homofocales qui sont tangentes a ce rayon de-
meurent aussi tangentes a toutes ses positions successives.

Ces propriétés si élégantes nous ont paru mériter d’étre si-
gnalées. Dans le Chapitre suivant, nous allons poursuivre cette
étude, qui nous permettra d’ailleurs de compléter les résultats
donnés plus haut sur les lignes géodésiques des surfaces du second

degré.
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CHAPITRE XIV.

LA SURFACE DE M. LIOUVILLE
ET LES SURFACES DONT LES PLANS PRINCIPAUX SONT CONJUGUES
PAR RAPPORT A UNE SURFACE DU SECOND DEGRE.

Les surfaces dont les plans principaux sont conjugués par rapport 4 une surface
du second degré. — Théoréme de M. Ribaucour relatif aux développables
formées par les normales. — Indication de deux surfaces remarquables satis-
faisant a la définition précédente. — Systéme des surfaces homofocales du second
degré. — Surface qui admet pour normales les tangenles communes & deux
homofocales. — Lignes géodésiques de I'ellipsoide. — Equation en coordonnées
elliptiques d'une droite quelconque; théoréme de Jacobi relatif a Pintégration
des équations abéliennes les plus simples. — Propositions analogues aux théo-
rémes de M. Chasles sur les polygones de périmélre maximum ou minimum in-
scrits ou circonscrits 4 une ellipse. — Intégration de I’équation aux dérivées
partielles des surfaces dont les plans principaux sont conjugués par rapport.a
une surface du second degré. — L’intégrale générale est de forme transcendante,
mais le théoréme d’Abel permet de définir un nombre illimité de solutions
algébriques. — Extension de la méthode précédente & la détermination d'un
systéme triple orthogonal qui dépend de trois fonctions arbitraires d’une va-
riable.

456. Considérons, d’une maniére générale, une surface (I)
dont les plans principaux soient conjugués par rapport a une sur-
face du second degré (S), représentée en coordonnées tangen-
tielles par I’équation

(1) Au2+Bo2+ Cw?2 —p? =o.

Soient u, ¢, w, p les coordonnées d’un plan tangent quelconque
de (Z). Nous supposerons que I'on ait

(2) U+ 02 - w2 =1

et que l'on ait choisi comme variables indépendantes les para-
métres 2 et 3 des lignes de courbure. On pourra écrire alors

(3) du? + dp? + dw? = e d2® + g d3?,

et u, ¢, w, p seront (n® 431) des solutions particuliéres de
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I"équation
4 —_— =
(4) 0208 ae 08 d2 g 0z 03

D’autre part, 'équation du plan tangent 4 la surface étant
(5) uX 4+ oY +wZ-+p=o,

les plans principaux sont définis par les équations suivantes

dug v Ow fap e
<

Ju . o . Ow dp__
@X—E—ﬁY—‘—mZ—(—E—O,

que I'on obtient en prenant les dérivées de la précédente par rap-
port a « et a 3. La condition nécessaire et suffisante pour que ces
plans soient conjugués par rapport a la surface du second degré
(S) est, comme on sait,

du du v e . 0w 0w op op 2

Or cette condition est équivalente a la suivante : la fonction

(8) c=Au?+ B2+ Cw2 — p2

doit étre une solution particuliére de I'équation linéaire (4); de
sorte que la recherche des surfaces (2) qui satisfont 4 la condition
indiquée peut se ramener au probléme suivant :

Trouver une équation de la forme

20 o o
(9) mﬂ—l ()1T]c)—§3%0’
admettant cing solutions particulicres u, ¢, w, p, o liées par
les relations (2) et (8).

Cette forme particuliére donnée au probléme va nous conduire
a une propriété de la surface (%). Remplacons successivement,
dans Péquation (4), 0 par u, ¢, w, P; et ajoutons les équations

i 3 3 o ot - A ou
obtenues, aprés les avoir multipliées respectivement par A 5
24

Jp ow 0 .
B2 P

ox

P £ 4 Q
» G2y — 5-- En tenant compte de I'équation (7), nous au-
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salate) - 2(2) oG f)]
~seaMa) +2(5) + () G

En intégrant, on trouve

gor LSRRI o (221 (o MR

«, désignant une fonction de «; et, sil'on remplace e par sa valeur

rons

déduite de I'équation (3), on a

) R L ey T )

Tout étant symétrique en « et 3, on peut joindre a cette relation
la suivante

a2 (A=g)(5) +@—p(5) + =80 (%)~ (%) =0

ou 3, est une fonction de {.
Si I’on se reporte aux équations (6), on reconnait que ces rela-
tions expriment la propriété suivante :

Les normales & la surface cherchée en tous les points d’une
ligne de courbure de la surface () forment une développable
qut est circonscrite a l'une des surfaces du second degré ho-
mofocales a (S).

En effet, 'équation (11) exprime que le plan principal qui cor-
respond a la ligne de courbure (o) demeure tangent & une surface
homofocale dont le paramétre o; ne dépend que de a.

La propriété précédente est due & M. Ribaucour qui I'a énoncée
dans les articles déja cités; le lecteur pourra I’établir aussi par la
Géométrie.

437. Nous laisserons de coté, dans 'étude qui va suivre, le cas
ot ’une des fonctions «;, 3, se réduirait & une constante. Alors
une des nappes de la surface des centres de (X) se réduira a une
surface (S,) homofocale a (S). 1l suffira évidemment, d’aprés les
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remarques que nous avons présentées au n® 441, de tracer sur (S,)
une famille quelconque de lignes géodésiques ; leurs tangentes
seronl les normales de la surface cherchée. L’étude de ce cas Spé-
cial se raméne donc a celle des lignes géodésiques d’une surface
du second degré, que nous présenterons plus loin.

On peut, dés a présent, indiquer des solutions assez étendues
du probléme proposé. Considérons la surface définie en coordon-
nées tangentielles par équation

(13) Au? +-Bo2+ Cw? — p? =2au + 2bp -+ 2cw +— 2hp + £,

ol a, b, ¢, h, k sont des constantes quelconques et on 'on sup-
pose «, v, w liés par la relation (2). Pour tous les points de cette
surface, la solution que nous avons désignée par ¢ sera une fonc-
tion linéaire de u, ¢, w, p et, par suite, elle satisfera aussi a I'équa-

tion (4). Donc :

La surface représentée en coordonnées tangentielles par
Uéquation (13) jouit de la propriété que les normales en tous
les points d’une ligne de courbure soient tangentes a une
méme surface du second degré homofocale a (S).

Ce théoréme équivaut, évidemment, a Pintégration de I'équa-
tion différentielle des lignes de courbure; car, si l'on exprime
que la normale est tangente a une surface homofocale déterminée,
on aura une équation en lermes finis qui déterminera le lieu
décrit par le pied de la normale.

Nous retrouverons plus loin la surface définie par I'équa-
tion (13).

438. On peut répéter la théorie précédente en coordonnées
ponctuelles. Soient z, y, s les coordonnées d’un point de (X) et
posons

(14) 27 =22 4 )2 4 32,
Nous savons (n° 143) que z, y, z, r, considérés comme fonc-

tions des paramétres «, 3 des lignes de courbure, satisferont i une
équation de la forme

o I R N
(15) 01()3 T 00—1 —.—llodﬂ =o0.
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Les plans principaux de la surface auront ici pour équations

dxr oy ., 03 ar
d—l—r—Ya; +Ld—1'-—-5-1——0,

0z Loy Z/):. or
| X5 Y5 2% &

X
(16)

En exprimant qu'ils sont conjugués par rapport a (8), nous
obtiendrons la relation

dr or dy dy dz dz ( Orori |

Sl e P 1 Bl i S P

Cetle équation exprime que la fonction
(17) oy =Ax2+By2+ Gz —1r?

est une solution particuliére de I'équation (15); et le probléme
est ramené A trouver une équation de cette forme pour laquelle
on ait cinq solutions z, y, 3, r, 3, liées par les deux relations (14)
et (17)-

La sarface pour laquelle ces cinq solutions sont liées par une
relation linéaire a coefficients constants

(18) ag=ax by +ecs+dr—+e

est une cyclide générale; elle donne lien aux mémes remarques
que précédemment; et 'on reconnait ainsi, par une nouvelle
méthode, que les lignes de courbure de cette surface sont algé-
briques.

459. Les deux propositions précédentes nous font connaitre
des surfaces pour lesquelles les développables formées par les
normales interceptent sur une surface du second degré un réseau
conjugué. Mais ces surfaces sont loin d’étre les seules qui pos-
sédent la propriété précédente : si 'on exprime, en effet, que les
deux plans principaux relatifs a chaque point d’une surface sont
conjugués par rapport i une surface du second degré, on sera
évidemment conduit A une équation aux dérivées partielles du
second ordre. Lorsqu’on emploie les coordonnées ponctuelles, on
reconnait aisément que cette équation est linéaire par rapport aux
dérivées du second ordre de z, mais elle est d'une forme assez
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compliquée par rapport a x, J» & etaux dérivées premiéres. Nous
allons montrer qu’on peut l'intégrer; mais nous devons, aupara-
vanl, rappeler des résultats trés importants que la théorie des sur-
faces homofocales doit 3 Jacobi et 3 M. Liouville.
Considérons les surfaces homofocales définies par I'équation
xr2 2 &2
T s e Gl

(r9)

ou nous supposerons
a>b>e.

On peut les distribuer en trois familles (n°122) [I, p. 159],
les ellipsoides (p2), les hyperboloides & une nappe (p,) et les hy-
perboloides & deux nappes (p). On a

(20) pelcec< o< b<p<a;
si I'on pose

| S () = §(a—u)(b—u)(c—u),

( o(u)= f'u—p)(u—,ﬂx)(u—.%)a

(21)

on aura identiquement

- x? AL 52 18
{23) a—u+b—u+ Bt b

c—u T

et 'élément linéaire de I'espace sera déterminé par la formule

o' (p;
(23) ds? = #‘) .9127
J(pi)

la somme 3 étant étendue ici, et dans la suite, aux valeurs 0,1,2
de P'indice.

On sait que, lorsqu’on a un systéme orthogonal quelconque
dans lequel I'élément linéaire a pour expression

(24) dst= H* do*-1- H} dp}+- H} dp3,

on peut écrire les formules suivantes

00\2  /98\2 /00?2 1 /08\2
B G ite) A (] =20 =X ()

00 00, 00 08, 08 00, I 00 00
26 T il S o R = g e
(26) Jdz oz 9y dy i 05 0z 4(8, 6;) ZH} dp; dp;
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relatives & deux fonctions ©, O, que l'on suppose exprimées en
fonction de x, y, = dans les premiers membres des équations et
en fonction de p, p, p2 dans les derniers. L'équation

(27) A(0, 8;) =0
exprime la condition pour que les deux familles de surfaces
0 = const., 0; = const.

se coupent a angle droit.

Si l'on applique ces formules aux coordonnées elliptiques, on
aura

3 f(Pt ( %
‘.28 A(O) = —_
(28) (@) (o) 091)
(29) Alaer = NN 0

o'(pi) dpi dpi

Cela posé, voici la remarque essentielle que I’on doit a M. Liou-

ville (*).

460. 1l existe évidemment une fonction © dont les dérivées sont
données par les formules

2

P

/(00\2 o7+ Ap;+ B { .
(30) 55) —"ff;;)—: (=10,05:2)>

ou A et B désignent deux constantes; et cette fonction © salisfait,
on le reconnait en appliquant la formule (28), & I’équation
(31) A(8N=1:

Si I'on remplace A et B respectivement par
on a

(32) G—Zf\/(w_;z(F)fl—P)d”“

les radicaux pouvant étre pris avec des signes quelconques.
Il résulte immédiatement de l'identité (25) que I'équation

(a—+B)etap

O = const.

(*) J. LiouviLLE, Sur un théoréme de M. Chasles (Journal de Liouville,
t. XVI, p. 6; 1851). Foir aussi t. XII du méme Recueil, p. 418 et suiv.
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représente, en coordonnées elliptiques, une famille de surfaces
paralléles. M. Liouville a montré que ces surfaces sonl celles
dont I'existence avait été établie « priori par M. Chasles et dont
les centres de courbure sont distribués sur deux surfaces homofo-
cales (n° 442); les constantes o et £ sont précisément les para-
métres de ces deux surfaces. Voici comment on peut établir cette
belle proposition.

[’équation (31) étant vérifide pour toutes les valeurs de « et
de B, on peut la différentier par rapport a chacune de ces con-
stantes, ce qui donnera les deux relations

( A <e,‘;—(:\) =o,

(33) <
.\(O, gg)zo,

qui ont liea pour toutes les valeurs de o et de g

Si l'on remarque d’ailleurs (n° 356) que chacun des termes
de O, et par suite O, considéré comme fonction de o et de B, satis-
fait & I’équation
020 100 100

) S 2
(34) & ‘3)0263 GRS

on reconnaitra immédiatement que l'on peut ajouter aux deux
équations (33) la suivante

026
35 Ale, — ) =
(35) (85055 =,
(ui s’obtient en les retranchant 'une de I'autre.
Différentions enfin par rapport a 2 la premiére équation (55 )%
nous obtiendrons

020 00 00
(0 5z3g) =2 (52 ) =

Ou, en tenant compte de I'équation précédente
, P )

(36) (r)e 00\

0—1; d?) =0,

¢quation qu'il serait aisé de vérifier directement.
L’ensemble des trois équations (33) et (36) exprime que les
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trois familles de surfaces représentées par les équations

(37) © = const.

:)9—9—c0nct 29
ox ' B 08

(38) = 0, = const.

se coupent mutuellement & angle droit; et, comme la premicre
Sfamille est composée de surfaces paralléles, les deux autres le
sont des deux séries de développables dans lesquelles on peut

distribuer les normales aux surfaces de la premiére famille.

461. 11 ne reste plus qu’a obtenir la signification des conslantes
o et 8. Remarquons d’abord que ces constantes sont réelles toutes
les fois qu'il en est de méme des surfaces paralltles ou, ce qui est
la méme chose, de la fonction ©. En effet, f(p) et S (p2) sont po-
sitives; mais f (o) est négative. Il faut done, pour que les dérivées
de © soient réelles, que l'on ait

—a)p—B)>e, (pi—a)pi—B) <o, (p2—2)(pa— B)>o:

ces inégalités montrent non seulement que o ct G sont réelles,
mais aussi que I'on a
(39) <l i<n<z<p;
2 et B pourront étre les paramétres de deux hyperboloides & une
nappe, mais non ceax de deux ellipsoides ou de deux hyperbo-
loides & deux nappes.

Considérons maintenant une des développables représentées par
I’équation

90

== =18y — const:
0a 1 y

qui, différentiée, nous donne

. e
St 2\/(Pt—1)f(9t)(l"_(

On voit que, si p; devient égal a 2, on a
dp;= 0.

Donc toutes ces développables sont tangentes a la surface homo-
focale dont le paramétre est a.
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De méme les développables

)
(41) 0—? = 6, = const.

sont toutes tangentes & la surface homofocale de paramétre (3. Par
suite, les deux homofocales de parameétres o et 8 forment bien les
deux nappes de la surface des centres de courbure pour les surfaces

’

paralléles représenlées par I'équation (37).

462. Nous allons d’abord développer les conséquences des ré-
sultats précédents en ce qui concerne les lignes géodésiques des
surfaces du second degré.

Les de’veloppables

(42) :)TS = O; = const.

€lant tangentes a la surface homofocale de paramétre o ont, par
suite, leur aréte de rebroussement sur la surface de paramétre {3
(n° 441). Supposons, pour fixer les idées, que cette surface soit
un ellipsoide : en faisant, dans Péquation précédente, p, = B, on
trouvera

P : P_L ‘/ iDLl o
(43). /‘/(\P—l)f(p)dp +/ mjdﬂ_const.

Cetle équation représentera une ligne géodésique de ellipsoide
(8), et il résulte des rémarques présentées au numéro cité que
P'on aura toutes les lignes géodésiques en faisant varier et la con-
stante du second membre ('). 1l suffira d’ajouter que, d’apres la
forme méme de 1'équation 43), toutes les lignes éodésiques qui

2 q ) gnes g qresty

\,_h

(*) Clest a Jacomt que I'on doit, comme I'on sait, la détermination des lignes
géodésiques de Pellipsoide. ( Voir Ia Note von der geodditischen Linie auf einem
Ellipsoid und den verschiedenen Anwendungen einer merkwiirdigen analyti-
schen Substitution, publiée en 1839 au tome XIX du Jowrnal de Crelle, p. 30g.)
Cette Note, tres importante pour I'histoire des idées de Jacobi et de ses décou-
vertes en Mécanique, a été reproduite en 1841 dans le Journal de Liouyille
(t. VI, p. 267). Elle a Provoqué presque immédiatement une foule de travaux in-
téressants qui figurent dans les tomes suivants de ce Recueil. Dans ces derniéres
annces, la théorie des lignes géodésiques a été reprise par MM. CAYLEY et WEIER-
STRASS et par plusieurs autres géometres.
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correspondent & une méme valeur de o seront tangentes a une
méme ligne de courbure de 'ellipsoide; car, si o est, par exemple,
le parameétre d’un hyperboloide a deux nappes, on trouve dp = o
en faisant p = .

463. On peut se proposer de déterminer I'élément linéaire de
I'espace lorsqu’on prend pour coordonnées curvilignes les fonc-
tions O, O, 0,, c’est-a-dire lorsqu’on rapporte les points au sys-
téme triple orthogonal formé par les surfaces paralléles () et les
deux familles de développables. Un calcul facile donne alors

R

’ B gavas g Rl Pl)(l**Pz)de%

o— 9
(i4) e
' __4(#’—H)(IJQ_P;)(;J—“PQ\CIG%'
B

Si l'on remplace p, par 3, on aura I'élément linéaire de Pellip-

soide ()
(45) ds?=de*+ f(p—a2)(a—p1)dO};

et il suffit d’appliquer un théoréme de Gauss que nous donnerons
plus tard pour retrouver les résultats précédents, ¢’est-a-dire pour
reconnaitre que les courbes

0, = const. \

sont des lignes géodésiques. La formule précédente fera ainsi
connaitre la longueur de I'arc et les trajectoires orthogonales des
géodésiques tangentes & une méme ligne de courbure.

46%. Nous nous sommes étendu sur les remarques précédentes
qui complétent les résultats déja donnés au n° 442. Nous allons
maintenant développer d’autres conséquences et considérer les
deux équations simultanées

6] 00
(46) FF i const. , a8 = const.,
qui représentent l'intersection de deux développables appartenant
a des sytémes différents, ¢’est-a-dire une droite tangente aux deux
surfaces homofocales () et ().
D’aprés la définition de ©, la longueur s portée sur la droite a
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partir d’une origine convenablement choisie sera égale 4 ©. On
aura

(4z7) 5= 6.

Si nous différentions cette équation en méme temps que les
deux précédentes, nous obtiendrons un systeme que I'on raménera
aisément a la forme suivante :

/ 2 ) (lp,' e
V(pi—a)(pi— B) flps)
pi dp; ol
ol E/(m—a)(m—ﬁ)f(m) >
’Z n’? dPi : 2 0
\ = y(p: — 2)(p: — B) F(p:)

chaque radical devant étre pris avec le méme signe dans les Lrois
équalions. 7

Les deux premiéres, qui ne contiennent pas s, sont évidemment,
en coordonnées elliptiques, les équations différentielles d’une
droite tangente aux deux surfaces homofocales (a) et (B).
Cette proposition de Jacobi (') donne, dans le cas le plus simple,
Pinterprétation géométrique du théoréme d’Abel. On voit que les
¢quations (48) peuvent étre intégrées de deux maniéres différentes :
on peut d’abord employer des quadratures qui établiront des re—
lations entre des intégrales hyperelliptiques; mais on peut aussi
les intégrer algébriquement; car il suffira d’écrire les équations

(49) r=ms—+n, y=m's +n', Z=m's+n,
et d’adjoindre a la condition

"y

2 —q

m2+m'2+— m

les deux relations qui expriment que la droite est tangente aux
deux surfaces homofocales de paramétres o et £. On remplacera

(') Voir la Note déja citée plus haut et la trentiéme Lecon des Vorlesungen
iiber Dynamik. On pourra consulter aussi le second Mémoire sur quelques cas
particuliers ou les équations du mouvement d’un point materiel peuvent s’in-
tegrer publié par M. LiouvILLE en 1847 (Journal de Liouville, t. XII, 1*¢ série,
p. 410).
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ensuite z, y, s en fonction de p, py, pa et I'on obtiendra les in-
tégrales algébriques du systéme (48). Ces intégrales peuvent étre
présentées sous des formes trés variées ; mais nous nous attacherons
surtout aux propriétés géométriques.

465. Jusqu'ici nous avons fait abstraction des signes des
radicaux. Si I'on veut déterminer, par exemple, les droites de la
congruence qui passent par un poinl de I'espace, il faudra en
tenic compte. Considérons p, p,, p» comme donnés, les deux
premiéres équations (48) déterminent les rapports des difléren-
tielles dp, dpy, dps. En attribuant aux radicaux tous les signes
possibles, on obtiendra quatre directions différentes et, par suile,
quatre droites passant par le point considéré. Ces droites sont les
intersections des deux cOnes circonscrits aux surfaces («) et ()
qui ont leur sommet au point considéré; elles sont placées symé-
triquement par rapport aux trois normales aux surfaces homofo-
cales qui se croisent en ce point. L'une d’elles donnera toutes les
autres si on la considére comme un rayon incident qui se réfléchit
successivement sur les trois surfaces homofocales; et, si 'on veut
passer de l'une d’elles a celle qui est placée symétriquement par
rapport a la normale de la surface (p;), il suffira de changer le
signe du radical qui entre dans les termes en dp;. Ces remarques
trés simples nous conduisent & la généralisation suivante des beaux
théorémes de Chasles sur les polygones de périmétre maximum
ou minimum inscrits ou circonscrits a une ellipse.

Considérons un rayon lumineux, tangent aux deux surfaces
homofocales () et (3), qui se réfléchit successivement sur les
surfaces homofocales (S;), (S.), .... Supposons qu’aprés un
certain nombre de réflexions il vienne coincider avec sa posilion
initiale. Nous allons montrer que, s’il en est ainsi, la méme pro-
priété appartiendra i tous les rayons quisont tangents aux mémes
surfaces homofocales que le rayon considéré. En d’autres termes,
si un polygone est circonscrit @ deux surfaces homofocales et
si ses sommets sont placés sur d’autres surfaces homofocales
aux premiéres, de telle maniere que la normale en chacun de
ces sommets & la surface homofocale qui contient ce sommel
soit la bissectrice intérieure de Uangle formé par les deux
cdlés qui se croisent en ce sommet, il y aura une infinité de
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polygones ayant les mémes propriétés, l'un quelconque des
sommets de ces polygones pouvant se déplacer arbitrairement
sur la surface qu’il est assujetti a décrire.

Nous supposerons, pour plus de netteté, que tous les sommets
du polygone décrivent la méme surface, par exemple un ellipsoide
(E) de paramétre y. Admettons encore que les c6tés soient tan-
gents & un ellipsoide (E,) de paramétre @, qui sera nécessairement
intérieur 4 (E), et 4 un hyperboloide a une nappe (H,), de para-
metre o. Considérons les cotés du polygone comme limités aux
sommets Ay, Ay, Ay, ..., A,,. Le polygone sera tout entier entre
(E) et (Ey); et, si I'on désigne par p, oy, p» les coordonnées ellip-
tiques d’un de ses points, on aura, d’aprés cette remarque et les
inégalités déja établies,

(50) Is<pe<Ble<m<e<b<p<a.

Cela posé, considérons les coordonnées elliptiques de chaque
point du polygone comme des fonctions de la distance de ce point
au sommet initial A, distance s qui crofit de zéro jusqu’a la valeur
totale du périmétre. Si, pour abréger, on pose

(51) A%(u) = f(u)(u—a)(u—B),

on aura, sur chaque coté,

APy o
A(p) " Alpr) “A(p2)

5 pdo  prde  padpy

) it 1 :'07

i ] 8) T AR T AGe)
P’dp | pidpy  pldpy _ e

8(p): A(pr) ' A(py)

les radicaux étant pris chaque fois avec le signe convenable. Ces
équations nous donnent

dp ds
AGp) — (e—p)(p—p2)’
dp, —ds
(53 e e
) A(p1)  (p—p1)(p1—p2)’
dp, ds

(p2)  (p—p2)(pi—pa)
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Par conséquent, lorsque s croitra, les trois différentielles

do _ dp dp>
M) T Ae) A(p)

demeureront toujours positives.

Cette remarque étant admise, intégrons la premiére équation
(52), I'intégrale étant étendue a tout le contour P du polygone, ce
qui donnera

(P) (P) (P)
ds dp do,
54 L 1 :f i =
(24 f Ap) f ACp1) Kpa) ~ °

Nous allons calculer la valeur de chacune des trois intégrales

qui figurent dans cette équation. Pour la troisiéme, p, commencera
par varier dey a {3 lorsqu’on passera de A, au point de contact de
A A, avec lellipsoide (E,). Ensuite, lorsqu’on passera de ce
point de contact au sommet A,, p, décroitra de 3 a vy; mais,
comme [’élément de Uintégrale doit rester positif, il faudra
changer le signe de A(p,). On aura done, pour le premier coté,

v dos : r
2 [ _\(‘”)- Comme il en est de méme pour tous les autres, la
QO3
Jy o2

derniére intégrale de I'équation précédente aura pour valeur

B g
2171'/}: S?AO

A étant pris avec le signe —+.

2)’

Considérons maintenant les deux premiéres intégrales. Leurs
éléments ne présentent aucune discontinuité aux sommets du
polygone. En effet, p et p, varient toujours dans le méme sens
dp dpy
A(p)" Aler)
servent leurs signes, il en est de méme des radicaux A(p), A(p);
o et py varient donc toujours dans un sens déterminé jusqu'a ce
qu’ils atteignent une des limites entre lesquelles ils sont néces-
sairement compris; o, par exemple, doit étre compris entre b et a;
s'il a commencé a croitre, il atteindra @, puis il décroitra néces-
sairement jusqua b, et ainsi de suite; quand on sera revenu au
point de départ, il reprendra sa valeur initiale, a laquelle il par-

quand on passe d'un ¢Olé au suivant; et, comme

on-

viendra nécessairement en croissant, comme cela avait lieu au
départ. On aura donc, tous les éléments de I'intégrale étant
D. — 1L 20
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®l o “ do
f A(p) :ML[ A(p)’

le radical étant pris dans le second membre avec le signe .

7 est un nombre pair; car il est égal au nombre des points du
polygone pour lesquels p prend la valeur &; et ces points, qui,
par suite des inégalités (30), sont les seuls ou le polygone coupe

positifs,

le plan des zs, sont nécessairement en nombre pair.
On trouvera de méme

/1(1’) (lPl __‘)n,fajpl
o Afp oo e Alpr)

le radical A (21)étant pris dans le second membre avec le signe -
et 7' étant encore un nombre pair.

En substituant les diverses valeurs obtenues dans I'équation,
on a donc ’égalité

Bd a o =
P2 dp ,f (l.-‘l
m R O e ==} —_— =
fy A(p2) D[ A(p) AR T

n et n' étant des nombres pairs. Si ’on avait employé la seconde

—
(=13
(553

~~

équation (32), on aurait trouvé de méme

Pty a o
Ce pa dps pdp [ pidp
(55)a m.f “+n =L _—n el — 6.
(55) 5 A(p2) s A(p) J. A1)

Nous pouvons conclure immédiatement de ces deux relations
qu'il nest pas possible en général d’inscrire dans [ ‘ellipsoide
un polygone circonscrit aux deux surfaces (Eo) et (H,).

466. Supposons que les deux équations précédentes soient
vérifiées et qu'il y ait un polygone (P), inscrit dans (E), circon-
scrit & (Ey) et a (Hy). Soient @ et les valeurs de p et de 21 pour le
sommet Ar. Sil'on prend un point B, infiniment voisin de A, et
que I'on méne de ce point la tangente commune a (E,), (H,) qui
est trés voisine de A(A,, puis que, du point B, ou cette tangente
coupe (E), on méne la tangente commune voisine de A, A, et
ainsi de suite; on finira par obtenir sur (E) un point B| qui sera
trés voisin de By, la ligne brisée B, B,...B,, B/ s’'écartant tres peu
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de AjAy...A,A . 1l faut prouver que cette ligne brisée se fer-
mera, c'est-a-dire que B, coincide avec B,. Soient ¢ et o) les
valeurs de » et de p, relatives au point B,. Nous aurons évidem-
ment

‘ do'  dpy _ dp | dp
G 5 GGy T ko) Aok
(56) ) ,(P,) ’(pl') (g) (p1)
( ey | pidey _ pdp | pidps

A(p') = A(py) Alp) = A(py)

¢ et o, désignant les coordonnées elliptiques, du point By et les
radicaux correspondants ayant les mémes signes dans les deux
membres. Ces deux relations peuvent étre considérées comme des
équations différentielles qui déterminent o’ et o, en fonction de
2 et de p,. Et, comme elles ne se présentent pas sous forme indé-
terminée pour p =, py= py, o' =W, )=, elles admettent
un seul systéme de solutions déterminé par ces conditions initiales.
Or ce systéeme est évident; il est le suivant

;
P =04 P

P1-

Donc le point B) coincide avec le point By, et la proposition est
établie.

Tous les polygones ainsi obtenus sont isopérimétres. Cela est
évident par la Géométrie; mais on peut aussi le reconnaitre en ap-
pliquant les raisonnements qui précédent a la troisieme équation
(52). On trouve ainsi que la longueur du périmetre est (')

3 ad x* :,d a _o

05 3 idas 02d,

) P:'sz =2 Pz—zn’f o e S Eo iy
y A(p2) Jo B(p1) Jy Alp)

(') Les théorémes relatifs aux polygones inscrits et circonscrits ont été
énoncés par lauteur dans une Note Sur les polygones inscrits et circonscrits a
lellipsoide (Bulletin de la Societé philomathique, t. VII, p. 92, 1870). Mais
nous préférons renvoyer le lecteur au Mémoire Geometrische Deutung der Addi-
tions-Theoreme der hyperelliptischen Integrale und Functionen 1. Ordnung
im System der confocalen Flichen 2. Grades, publié par M. O. Staupk,
dans les Mathematische Annalen (t. XXII, p. 1 et 145; 1883). Cet intéressant
travail est, & nolre connaissance, le premier qui contienne une application déve-
loppée des propriétés des fonctions © & quatre périodes dans la géométrie des |
surfaces du second degré. Nous renverrons plus spécialement au Chapitre IV,
oi sont étudiées les propositions relatives aux polygones inscrits et circonscrits-

Il importe de le remarquer; le théoréme donné dans le texte suppose essen-
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467. L’étude que nous venons de faire nous a permis de com-
pléter les résultats donnés au n° 442. Nous allons maintenant re-
venir au probléme que nous avions posé et déterminer les surfaces
pour lesquelles les développables formées par les normales dé-
coupent sur les surfaces homofocales un résean conjugué. Voici
comment on peut y parvenir.

Soit (¥) la surface cherchée et M un de ses points. La normale
en M est tangente a deux surfaces homofocales de paramétres et
23 et nous savons, d’aprés le théoréme de M. Ribaucour, que I'un
de ces deux paramétres demeurera constant lorsqu’on se dé-
placera sur I'une ou 'autre des lignes de courbure de la surface.
Cela posé, considérons la surface de Lioupille (), dont les
centres de courbure sont disposés sur les deux homofocales ()

et (8) :

(58) y \/(Ox—l)ﬂaz*?)d”:c’
], JS(pi

()}

et disposons de la constante C de telle maniére que la surface (©)
soit tangente en M a la surface (X). C sera évidemment une
fonction 5(«, ) de « et de B, de sorte que la surface cherchée
sera I'enveloppe des surfaces (@) représentées par I'équation

(39) t):j(fl;‘g):

lorsqu’on fera varier « et 3. Pour avoir le point M de contact, il
faudra joindre a I’équation précédente ses dérivées par rapport i

tiellement que les cotés du polygone soient formés par les pai‘tics reelles et non
virtuelles du rayon réfléchi. Il existe des polygones fermés d’une tout autre na-
ture. Etant donnés, par exemple, deux ellipsoides homofocaux (E,), (E,) si, par
une droite quelconque, on leur méne des plans tangents, on aura quatre points
de contact a,, b, sur (E,), a,, b, sur (E,). Le quadrilatére a,a.b b, sera tel que
les bissectrices des angles @,, b, soient les normales de (E,), et les bissectrices
des angles @, b, les normales de (E,), mais il ne constituera pas une route reelle
pour un rayon lumineux; deux de ses cotés seront formés par les parties vir-
tuelles des rayons réfléchis. De tels polygones mériteraient aussi d’étre étudiés:
leur théorie offre les rapports les plus étroits avec celle de 'addition des fonc—
tions hyperelliptiques et de certaines surfaces algébriques que nous définirons
plus loin.
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o et @,

(~%
=l

| §

00 0F 00
oz 0% g

(60)

<
o

Or il résulte de 'étude que nous venons de faire que ces deux
équations, considérées indépendamment de la premitre, repré-
sentent en coordonnées elliptiques la normale commune en M
auz surfaces (©) et (X). Si I'on fait varier « ou § seulement, il
faut que la normale engendre une surface développable. Faisons
varier o par exemple; les deux équations nouvelles que l'on
obtiendra
20 025 26 oF

(55 a2 0a2’ 0% 03 = 0208’

jointes aux équations (6o), détermineront le centre de courbure
principal et devront, par suite, se réduire a Lrois. Cette condition,
qui est nécessaire, est d’ailleurs suffisante.

Or on a, d’aprés I'équation (34) a laquelle satisfait 0,

(a—8)

20 1 /95 oF
Gl a\d% 9B
Rempla antﬁ9 ar sa valeur tirée de la seconde équation (G1
emplac dadppr aleur tirée de la sec : équation (Gr),
on trouve

b #2F 1 /0F 05
(62) ~Bm =1 (5 — 5"

Réciproquement, si (a, 8) satisfait & cette équation, les quatre
équations (60), (61) se réduiront a trois. La question proposée
est donc complétement résolue, et nous pouvons énoncer le théo-
réme suivant :

Les surfaces dont les plans principaux sont conjugués par
rapport a une surface dusecond degré, et, par suite, par rap-
port a toutes les surfaces homofocales, se divisent en deux
classes. Les unes, considérées au n® 457, ont leurs normales
tangentes a une méme surface homofocale et leur théorie se
ramene a celle des lignes géodésiques de cette surface. Les
autres sont les enveloppes des surfaces de Liouville définies
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par Uéquation

e e e
pi—a)(pi—8 2
) Y e

ot 5(a,B) est une solution quelconque de Péquation li-
néaire (62).

468. Cette équation linéaire a été déja rencontrée plusieurs
fois (n° 356). Nous savons l'intégrer par I'application des mé-
thodes de Poisson et de Riemann. Son intégrale générale est
transcendante et de forme compliquée, mais Papplication du
théoréme d’Abel va nous permetire de reconnaitre qu’il existe une
infinité de surfaces algébriques déterminées par I'équation pré-
cédente.

Posons, pour abréger,

64) F(u)=(u—a)(u—B) flu)= 4(u— a)(u—B)(a — u(b — u)(c — u),
et soient P(u) et Q(u) deux polynomes

S = S e e

) Q(u) = nur—3—+ pur—++. ..

{65)

Considérons I'équation
(66) P*(u)—F(u)Q*(u)=o,
et désignons ses racines par 3

Py P1y P23 Ry hay ooty Baps.

Ces racines, au nombre de 2p, dépendent des 2p — 2 coelfi-
cients qui entrent dans P(u) et Q(u); mais nous supposerons
toujours que 'on ait

(67) =

b

C désignant une constante numérique, de sorte que les deux poly-
nomes contiendront seulement 2p — 3 coefficients arbitraires. Il
y aura donc entre les racines trois relations, qui conliennent d’ail-
leurs o et B. Nous allons montrer que, si on élimine « et B,
et si I'on regarde 4,, ..., hyp_s comme des constantes, on aura, en
coordonnées elliptiques, I'équation d’une des surfaces cherchées.
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En eflet, d’aprés le théoréme d’Abel et 'hypothése que nous

avons faite sur le coefficient 7, les relations entre g, oy, ps, 2, §
présentent sous la forme transcendante suivante :

{ ul Pi ([-'l Ill dhl

) VF(en) _Zf\/l‘(/n

- drz,' 143 dh[
e E VF(pi) 2 VEF(R:)’
p? d°:r i fh;l- dh; '

2 vFe =2 v

On verra aisément que ce systéme est celui que 'on obtient
lorsqu’on introduit dans I'équation (63) la solation particuliére
suivante de I'équation (62)

(69) ju’?’)—zf\/(hl_;()](,fh S)dlz,,

et lorsqu’on joint a celte équation ses deux dérivées prises par
rapport & « et a . A

Les surfaces que nous venons de définir paraissent mériter une
étude approfondie. Elles comprennent comme cas particulier les
surfaces du second degré et les cyclides, lorsque p est égal ou infé-
rieur & 4. Les normales donnent lieu a des propriétés remarquables
relatives a leur réflexion sur les surfaces homofocales de paramétre
;. Nous nous contenterons d’indiquer ici comment on obtiendra
les équations qui déterminent la surface.

Dans 'identité

se

(70) P*u)—Q*(u)F(u)=(u—p)(u—p1)(w—p) D(w— k),
on fera d'abord u = /;, ce qui donnera 2p — 3 équations

P(hi) = Q(h:) VF (hy),
qui, jointes a Péquation (67), feront connaitre les coefficients
de P(u) et de Q(u) en fonction rationnelle des radicaux
V/(hi—a)(h;— (). Puis on substituera dans I'identité (70) les

valeurs @, b, ¢ pour u, ce qui donnera des équations de la forme
suivante :

P(a)=y(a—p)(a—g1)(a—p)V(a—h;),
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¢’est-a-dire
(71) T’(a)=\/(a—b)(a—c)wt/ﬂ(a—/li)v

@ désignant 1'une des coordonnées rectangulaires du point de la
surface cherchée; on obtiendra des expressions analogues pour y-
et z. Les coordonnées rectangulaires sont donc des fonctions ra-
tionnelles, 4 dénominateur commun, desradicaux y/(f—a)(/,— B).
La méme propriété appartient aux coordonnées pentasphériques
et 'on reconnait aisément que la surface ne coupe le plan de
I'infini qu’en tous les points du cercle de 'infini.

469. Les propositions précédentes com ortent une généralisa-
P B g
tion que nous allons indiquer, bien qu’elle ne se rattache pas
directement au sujet traité dans ce Cha itre.
] i
Considérons, d’une maniére générale, un systéme orthogonal
pour lequel Iélément linéaire soit donné par la formule

- B i 1 ?,(9') p
(72) ds ¥ D—IEf(pz) da;,

ou l'on a
P(8) = (& —p) (1 —p1) (w~ ps),
eton f(p) est un polynéme algébrique. La forme précédente de
I'élément linéaire convient a deux systémes déja rencontrés,
celui des surfaces du second degré et celui des cyclides; et ces
systtmes sont d'ailleurs les seuls pour lesquels elle ait lieu. La
condition d’orthogonalité prendra la forme
i) 98 00
73) A(O, 6 :;‘IEM(—,—‘{:O.
=0) St ¢'(ps) 9p; 9p;
D’aprés cela, posons ;

o) 9=Z/ (pi—a)(p;(;)ﬁ)(m—n’)dm_

La fonction 0, considérée comme dépendante de 2, B, v, satis-
fera aux trois équations

(2—B) 026 100 P08, &
®) 5a o8 20¢ " 208
- 020 1 00 1 00
(75) (B—Y)m—;ag'*—;(ﬁzoy
0 1)029 100 100
it d*{t)i—;d_y_‘_;d{i_o'
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Cela posé, J étant une fonction de «, B, y satisfaisant aux trois
équations précédentes, considérons le systeme

(76) gg:ff‘f’ g—e‘-—ﬁ’ E’E’:i)i':’
dx 0% 0B g oy oy
qui détermine «, 3,7 en fonctionde o, py, p,. Nous allons montrer
que o, B, y sont les paramétres de trois familles d’un systéme
orthogonal.
On peut joindre, en effet, aux relations précédentes les suivantes

20 1§ 20 02§ ”2e 0¥

(77) G208 T 9x08’  Oxoy  oxdy’ 8oy opoy’

qui en sont des combinaisons linéaires en vertu des équations (75)-
Or, si l'on différentie les équations (76) en lenant compte des
précédentes, on aura

) 020 02§
\dﬁ (55— ')12>d1_u,
» 00 (920 025\
(78) 1 dﬁ-'—<dlgz—l)$2)di3_o
P 29 02§
[ (2o et
v o2 oy?

le signe d indiquant les différentielles prises par rapport a g, pi;
0. seulement. Ces formules permettent de calculer immédiatement
les dérivées de «, B, v par rapport & p, py, p2 et de vérifier la re-
lation d’orthogonalité.

Le théoréme ainsi établi comprend comme cas particulier le
précédent, qui s'en déduil en faisant y = c. La fonction F(a, By7)
contient dans son expression la plus générale trois fonctions
arbitraires d’'une variable; mais, ici encore, on peut appliquer le
théoréme d’Abel et obtenir une infinité de systémes orthogonaux
algébriques. Nous nous contenterons maintenant de ces indica-
tions.



314 LIVRE IV. — CHAP. XV,
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CHAPITRE XY.

LES CONGRUENCES DE CERCLES ET LES SYSTEMES CYCLIQUES.

Définition de certaines congruences spéciales dans lesquelles chaque courbe est
rencontrée seulement par deux courbes infiniment voisines. — Cas ol les
courbes de la congruence sont des cercles. — Enveloppes d’une famille de
sphéres dépendant de deux paramétres. — Lignes principales de I'enveloppe.
— Elles correspondent 4 un systéme conjugué tracé sur la surface des centres
des sphéres. — Etude détaillée du cas ou les lignes de courbure se correspon-
dent sur les deux nappes de I'enveloppe. — Les six coordonnées de la sphére
variable satisfont alors 4 une méme équation linéaire aux dérivées partielles
du second ordre. — Les systémes cycliques de M. Ribaucour; théorémes
divers. — Différentes manicres d’obtenir des systémes cyeliques. — Pour que
les lignes asymptotiques se correspondent sur les deux nappes de la surface
focale d'une congruence rectiligne, il faut et il suffit que les six coordonnées
de chaque droite de la congruence vérifient une méme équation lindaire du
second ordre.

470. Les propriéiés des équations linéaires du second ordre,
que nous avons employées surtout dans la théorie des congruences
rectilignes, peuvent étre appliquées aussi a I'étude de certaines
congruences particuliéres formées avec des courbes de degré
quelconque.

Considérons des surfaces (X) représentées par une équation de
la forme

i=n

(1) EA,‘?[(.Z’,_)’,:.):O,

=1

ot les symboles o; désignent des fonctions déterminées de x, y, =
et ot les coefficients A; sont des constantes arbitraires. Si 1'on
prend, par exemple, en faisant ; — 4,

Tow L5 &5

pour les fonctions ¢, on aura Iéquation la plus générale d’un
plan. Si, faisant ; — 5, on ajoute aux fonctions précédentes

2 2 -2
72y z2
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on a P’équation d'une sphére, et ainsi de suite. 1l est clair que, si
I'on choisit convenablement le nombre ¢ et les fonctions ¢;, on
peut obtenir I'équation la plus générale des surfaces algébriques
qui passent par un nombre déterminé de points fixes ou con-
liennent certaines courbes fixes.

Deux surfaces () se coupent suivant une courbe (C) définie
par deux équations de la forme

, EA[ vi(x, ¥, 5) =0,

ZB,‘(?[(Z’, 2= 05

(2)

et il est clair que deux courbes (C) ne peuvent se couper en des
points distincts dont le nombre dépasse celui des points communs
a trois surfaces (X). 1l faudra, pour que ce nombre maximum soit
atteint, qu’il y ait une relation linéaire entre les premiers membres.
des équations des deux courbes. Par exemple, si les surfaces (I)
sont des sphéres, les courbes (C) seront des cercles; et, pour que
deux cercles se coupent en deux points, il faut que P'une des
quatre équalions qui, prises deux a deux, représentent les deux
cercles soit une combinaison linéaire des Lrois autres.

Cela posé, supposons que les coelficients A;, B; soient des
fonctions quelconques de deux paramétres variables @ et b : on
obtiendra une congruence de courbes (C). Nous allons chercher
la condition pour que chacune de ces courbes soit coupée dans le
nombre maximum de points par deux courbes infiniment voi-
sines de la congruence.

Substituons aux variables @ et b les deux fonctions p et py de
ces variables qui demeurent constantes lorsqu’on associe les
courbes de la congruence qui se coupent consécutivement. Si l'on
joint aux équations (=) leurs dérivées par rapport ap

94, Tl
9B,
' zd_‘o'?i(r,y, Sl= 18,

on aura A exprimer que les premiers membres des équations (2)
et (3) sont liés par une relation linéaire; ce qui conduit & une

)
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série de relations de la forme

A; B;
(4) Nlc)—l—i—Ni—l:PA[-?—QB[,

0p dp
ou M, N, P, Q sont des fonctions déterminées de petdeg,; etil
faudra qu’il en soit de méme lorsqu’on prendra les dérivées par

rapport a p,, ce qui donnera les relations analogues

0&+m

P1

JB;

(5) M, (),TI =PiA; + QB;,

qui doivent avoir lieu, comme les précédentes, pour toutes les
valeurs de P'indice 7.

On peut résoudre comme il suit le systéme des équalions (4)
et (3). Substituons a la fonction A; la combinaison linéaire

MA; + NB,,

ce qui ne change pas les équations de la courbe (G). L’équation
(4) prendra la forme
0A;

E = ]’A,j = QB[,

et elle déterminera B; ('). Si Von porte la valeur ainsi obtenue
dans la seconde équation (2) et dans 'équation (5), on est conduit
au résultat suivant :

Les équations qui déterminent les courbes (C) doivent étre
de la forme i

ZAi?i(‘T, ¥ :) =)

0A;
2?9!(1‘ Yi1%)=o0,

(6)

(") L’hypothése que on néglige, ot Q serait nul, ne peut conduire qu’a des
congruences comprises dans la formule générale que nous allons obtenir ou i
celles qui sont définies par les deux équations

Zei(rﬂ)?;(m, Yy &) =0,

Ea[(p,) ¢z, 5, 2) =0,

qui ne sont pas données, il est vrai, par le systéme (G6), mais qui sont comprises
comme cas particulier dans les formules (12), que nous substituerons plus loin
aux équations (6).
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les différentes fonctions A; étant des solutions particuliéres
d’une méme équation linéaire

920 d0 d0
- Sy 2 T LC =
(/) do 03, TEaE UP "Hl cf 0,

ot a, b, ¢ désignent des fonctions quelconques de p et de g,.

471. Cette proposition permet d’obtenir sans aucune intégra-
tion les congruences cherchées. Supposons, par exemple, que 'on
veuille déterminer toutes les congruences de cercles pour lesquelles
chdque cercle est coupé aeulemcnt par deux cercles infiniment
voisins, mais en deux points par chacun d’eux. On choisira cmq
{onctions quelconques 6; de deux paramétres « et {3 et I'on éerira
I’équation linéaire de la forme
020 920 020 b .00

M S N e Pib =,

8 M—4+N—— + P — 1
(5) o> 0% 08 032 02

dont les coefficients sont déterminés par la condition que Iéqua-
tion admette les cinq solutions particuliéres fi;. Les cercles de la
congruence seront déterminés par les deux équations

\ 20[1“':0,
? Z(m(—)& ——n%)r[:o,

ot ; sont cinq fonctions linéaires de z* +)* + 32, 2, ¥, 5, 1,
par exemple les coordonnées pentasphériques d’un point, et ol

(9)

le rapport —LL est défini par la condition que 1'é équation différen-

tielle
nda—mdi=o

soit celle de 'une des caractéristiques de I'équation (8). En effet,
si 'on raméne Péquation (8) & la forme normale, en intégrant les
équations différentielles des caractéristiques, les équations (g)
prendront précisément la forme (6).

Revenons & ces équations générales; p et p, n’y entrent pas
symétriquement; mais on peut obtenir des formules plus élé-
gantes. Nous avons vu, en effet, au n® 402, qu’étant donnée une

soluuon quelconque § de I'équation (7), il est possible de trouver
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une fonction s, telle que l'on ait

i) s
b

03
10) — =ml 4 pn— — = ph,
{10 2 dp dpyq r

 satisfaisant 4 une équation de la forme

(x1) Ra Jz n 00 y
(8 SV + o — = 0
dp dp, dp Pdl‘,

A chacune des solations A; correspondra de cette maniére une
solution «; de I'équation en s et les équations (6) prendront la
forme
U(ll'

25 2@ 7, 3) =o,

&J
(12)
()0‘,;
— o, Ji &)= o,
doy !
ol p et py entrent de la méme maniére et o les @; sont des solu-
tions particuliéres de I'équation (11). Cette détermination nou-
velle des courbes de la congruence donne lieu anx remarques
suivantes.

Etant donnée une congruence quelconque, appelons pour un
instant surfaces singuliéres de la congruence les surfaces engen-
drées par des courbes de la congraence qui se coupent consécuti-
vement. Il y a généralement (n° 315) autant de séries de surfaces
singuli¢res qu'il y a de points focaux sur chaque courbe de la
congruence. Ici, au contraire, il y a deux séries seulement de
surfaces singuliéres. Les unes contiennent toutes les courbes de la
congruence pour lesquelles P aune méme valeur; les autres toutes
celles pour lesquelles 21 demeure constant. On obtiendrait les
unes et les autres en éliminant, soit ¢, soit g, entre les deux
équations (12); nous allons montrer que chacune de ces deux
équations (12), considérée seule, représente une surface qui est
tangente, en tous les points de la courbe de la congruence, & l'une
des deux surfaces singuliéres qui contiennent cette courbe.

Posons, pour abréger,
(13) P:Ea{'_a,-(.r, e

P, considérée comme fonction de ¢ et de oy, satisfera a I'équa-
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tion

2P op
dpdpr 0

/7 dp_
(ll) +QZ’E_07

et les équations (12) prendront la forme plus simple

P oP

(l)) @——O, Z);I

= 0.
Si nous différentions totalement ces équations, nous trouve-
rons, en tenant compte de I'équation (14),

apP 02 P JaP 02P
[la‘;'—r*—d—‘a“_‘—d‘d—(), ([;;—)— ;)?%'di/l_‘o!
la différentielle d portant seulement sur z, y, z. L'équation du
plan tangent a la surface 5 = const. sera donc

et il est ainsi établi que la surface représentée par la premiére des
équations (12)ou (15) est tangente en tous les points de la courbe
A une des surfaces singuliéres. S'il s’agit, par exemple, d’une con-
gruence rectiligne, les deux équations (15) représentent les plans
focaux de la droite. Si la congruence est formée de cercles, elles
représentent deux sphéres que l'on pourrait aussi appeler les
spheres focales; elles contiennent un des deux cercles infiniment
voisins du cercle proposé qui le coupent en deux points.

472. L’étude des congruences spéciales de cercles que nous
venons de définir doit étre associée a celle de la congruence rec-
tiligne formée par les axes de ces cercles. Soient (K) un cercle de
la congruence et (d) son axe. Les droites (d) seront tangentes &
deux surfaces fixes (2), (2,); désignons, comme nous Iavons fait
jusqu'ici, par les lettres (C) et (C,) les courbes, tracées respec-
tivement sur (¥) et (X,), qui sont les arétes de rebroussement
des diverses développables formées par les droites (). Lorsque le
cercle (K) se déplace de telle maniére que deux de ses positions
consécutives se coupent en deux points, il est évident que son axe
doit engendrer une développable; car les axes de deux cercles
qui se coupent en deux points vont se couper au centre de la
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sphére qui contient ces deux cercles. On voit done que, pour
obtenir les surfaces singuliéres de la congruence de cercles, il
faudra déterminer les développables formées avec les axes (d) de
‘ces cercles. On obtiendra ces développables lorsque la droite (d)
se déplacera de maniére a rester tangente a une des courbes (C)
ou (Gy). A chaque cercle (K) correspondent deux points M, M,
ou 'axe du cercle est tangenl respeclivement (Z) et a (3,).
Décrivons de ces points comme centres deux spheres (S), (S,)
contenant le cercle (K). Lorsque le point M décrira une courbe
(C), la sphere (S) enveloppera une des surfaces singuliéres qu'elle
touchera suivant les posilions successives du cercle (K). Lorsque
le point M, décrira de méme la courbe (Cy), la sphere (S/) enve-
loppera une surface singuliére de l'autre série qu’'elle touchera
suivant les positions successives du cercle (K). Ces relations géo-
métriques sont & peu prés évidentes; elles résultent de ce que les
sphéres (S) et (S,) contiennent chacune, en méme temps que le
cercle (K), un des deux cercles infiniment voisins qui le coupent
en deux points. On voit quaux deux familles de surfaces singu-
liéres correspondent, sur (3) par exemple, deux familles de
courbes conjuguées décrites par le point M, les courbes (C) tan-
gentes aux axes () et les courbes (D) qui correspondent (n° 319)
aux courbes (C, ) tracées sur (2,).

Les remarques précédentes montrent qu’il convient d’associer
I'étude des congruences de cercles a celles des surfaces enveloppes
de sphéres.

Considérons une sphére définie en coordonnées pentasphé-
riques par I'équation

(16) EZLL'J‘L': 0,

1

et supposons que les cinq quantités u; soient des fonctions quel-
conques de deux paramétres « et p. 1l Y aura toujours une équa-
tion de la forme (8) admettant les cing solutions particuliéres ;.
Supposons cette équation ramenée A la forme normale (7) et
proposons-nous de rechercher Ia propriété géométrique qui carac-
térise les courbes de paramétres p et o, tracées sur I'enveloppe
des spheres.

Chaque sphére touche cette enveloppe (E) en deux points A et
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B, qui sont définis par Péquation (16) jointe aux deux suivantes :

L)I[,':r 0uix
—— =0 — T = 0.
09 '3 3 J 13
Si l'on fait varier infiniment peu o et py, on aura deux nouveaux
points de contact A’ et B; chu'chons la condition pour que les

quatre points A, B, A/, B’ soient sur un méme cercle et, par
suite, dans un méme plan

L’équation générale des sphéres passant par les points A et B
est évidemment

()u, du; \
(18) 2()% Sl g Hla)xizo,

X, i, 1y étant trois arbitraires. Pour que l'une de ces spheres
contienne les points A’, B, il faudrait que I'on ait

ou; d
(19) 2()\ul~y. d; 4+ dl’ >da:‘,_o

lorsqu’on passera de A 4 A’ ou de B a B'.

Or, si I'on différentie les équations (16) et (17), on trouvera,
en tenant compte de I'équation aux dérivées partielies & laquelle
satisfont les cinq quantités w;,

Zu[ dz; = o,
(E ();;fz >d9 +2 r)n, o2l
( 02111 >dol—,-2 t)u, B

L’emploi de ces formules permet de ramener 1’équation (19) a
la forme

2 u; 02 u;
(19)a H(ij?l“'i) dp + H-l( dplf ‘7’:> dpy = 0;

et cette nouvelle équation devra étre vérifiée lorsqu’on y rem-
placera les quantités z; par les coordonnées des points A et B.
Cela ne peut arriver, en général, que si 'équation est identique-
ment vérifiée, ce qui donne les deux conditions

pdp = o, 1 dpy = o.
D. — IL
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On obtient done les deux solutions

pi=o0; dpy =0;

by =0, dp —0.

Pour la premiére, par exemple, on a

d?l =0,

et les sphéres représentées par 1'équation
du;
(20) E(Xu,--{—plg:)x;:o

passent, quel que soit le rapport%, par les quatre points A, B,
1

A/, B'. Ces quatre points sont donc sur un cercle, et nous pouvons
énoncer le théoréme suivant :

Sur toute enveloppe de sphéres a deux parametres, il y a en
général deux séries de lignes que nous appellerons lignes prin-
cipales de U’enveloppe; elles sont définies par cette propriété
que, lorsqu’on se déplace sur I’une d’elles, les quatre points de
contact des deuz sphéres infiniment voisines avec 1 ‘enveloppe
sotent sur un méme cercle que nous appellerons cercle principal.
Les lignes principales sont les caractéristiques de | ‘équation
aux dérivées partielles qui admet comme solutions particulicres
les cing coordonnées homogénes des sphéres variables ()5

Lorsque les quatre points de contact, deux 4 deux infiniment
voisins, A, B, A’, B' sont sur unméme cercle, les cordes de contact
AB, A'B' se rencontrent; par suite, les plans focaux de la droite

(*) Nous avons admis que la sphére représentée par I'équation (19), ne peut con-

d, ; E
tenir, quand le rapport !:: d?l varie, les deux points A et B. Cela est vrai, en

général; mais on reconnaitra aisément qu’il n’en est plus de méme dans le cas
exceptionnel ol les cing fonctions

du; du; *u, Qu,
Eui‘zii a;'”n Z ﬂxn ’(E;‘xn 0—9?1_,_‘1"‘

ne sont pas linéairement indépendantes. Mais alors les quantités u; ne seront
pas linéairement indépendantes; I'enveloppe sera une surface anallagmatique, les
cordes de contact des sphéres iront passer par un point fixe, et les lignes princi-
pales seront indéterminées. ;
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AB sont tangents, sur les deux nappes, aux lignes principales;
ces lignes se trouvent donc sur les développables de la con-
gruence engendrée par la corde de contact des sphéres. Cette
proposition pourrait leur servir de définition; mais elle mettrait
moins bien en évidence la propriété essentielle des lignes princi-
pales qui est de se conserver par U’inversion, comme le montre
immédiatement la définition que nous avons adoptée.

D’aprés les résultats précédents et la formule (20), l'un des
cercles principaux aura pour équations

G Z ou;
21 UiZy= 0 —Z;=o0;
(A b ()Pl i ’

el, si 'on rapproche ces résultats de ceux que nous avons obtenus
au n° 470, on reconnaitra immédiatement que toute congruence
de cercles dans laquelle chaque cercle est rencontré par deux
cercles infiniment voisins seulement est formée par les cercles
principaux d’une enveloppe de sphéres.

473. Clest ici le lieu de faire connaitre une proposition qui est
due a M. Ribaucour ().

Considérons une surface () et soient z, y, 5 les coordonnées
d’un de ses points. L’équation

(22) X2+Y2+72 02X —9yY—9s5Z 422+ 2+ 32— Rt=o

représente une sphére ayant son centre sur la surface. Supposons
que la valeur de R soit déterminée pour chaque point de la sur-
face; la sphére enveloppera une des surfaces & deux nappes que
nous venons de considérer d'une maniére générale. Nous allons
montrer que les lignes principales de cette enveloppe corres-
pondent & un systéme conjugué tracé sur (2).

Prenons comme variables les paramétres 2, p1 du systéme con-
jugué qui correspond a la fonction 22 +y? 452 —R? (02107 )
[I, p. 135]. Alors les fonctions

L, z, ¥, 5 @* 4 y? + 52— R?

(*) A. RIBAUCOUR, Sur wune propricté des surfaces cnveloppes de sphéres
(Comptes rendus, t. LXVII, p. 1334 ; 1868).

o
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satisferont & une équation linéaire de la forme (11) et le premier
membre de ’équation (22) sera un cas particulier de I’expression
générale définie par P'équation (13), correspondant aux valeurs
précédentes des fonctions a;. Les formules (12) deviendront ici

/
(X—x)g—m—;—...—i—RZ—R —0,
sl 09 o;
) 7
(X——.’L’)(E—i—...—rﬁa =0

Elles définissent la corde de contact de la sphére variable (22)
avec son enveloppe. Si I'on remarque maintenant que, d’aprés la
théorie générale, les deux plans représentés par les équations
précédentes sont les plans focauz de cette corde de contact, on
sera conduit au théoréme de M. Ribaucour :

Si une sphére variable dépend de deux parameétres, la corde
de contact de cette sphére avec son enveloppe engendre une
congruence dont les développables correspondent & deux fa-
milles de courbes conjugucées tracées sur la surface des centres
(2), et les tangentes a ces courbes en un point de (T) sont per-
pendiculaires auzx plans focaux de la corde correspondante.

En adoptant les définitions précédentes, nous voyons que les
cercles principaux de ’enveloppe ont pour azes les tangentes aux
deux familles de courbes conjuguées tracées sur la surface des

centres.

474. Sil'on examine la démonstration que nous avons donnée
du théoréme de M. Ribaucour, on reconnait que la sphére n'y
intervient que d’une.maniére accessoire et, en quelque sorte,
comme élément de construction. Rien ne serait changé aux ré-
sultats si 'on substituait a 'équation (22) la suivante

o(X,Y,Z) —22X —oyY —2zZ +0=o,

ot o(X, Y, Z) désigne ‘une fonction absolument quelconque
de X, Y, Z, § étant d’ailleurs une fonction donnée d’une maniére
arbitraire des paraméires qui fixent la position du point (z, y, z)
sur la surface. Cette remarque permet de former un grand nombre
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de théorémes analogues a celui de M. Ribaucour. Nous signa-
lerons seulement le suivant :

U, V, W, P désignant des coordonnées tangentielles, écrivons
? b} 7 to} e ?
I'équation

(24) Uz+Vy+Wz+P—RyU2+ V2 W=,

qui représente une sphére ayant son centre sur la surface (X).
Soient maintenant p, p; les paramétres du systéme conjugué, tracé
sur cette surface, qui correspond a la fonction R (n° 107) et non
plus & la fonction #?+ y* + 52 — R2. Alors z, y, 5, R seront
quatre solutions particuliéres d’une équation de la forme

Ky 920
(ad) t)p dpl {3 dol 7
et, sil’on remplace § par 4R, on reconnaitra que R R R R satis-

2

font encore & une équation toute semblable, de sorte que l'on
pourra appliquer le théoréme général a I'équation (24) divisée
par R. Les deux équations

(26)

+

j IR A 20 figr G B g AT Al
Fug(R) Ve ld) ‘W(R)”’a@—‘”

auxquelles on est conduit, définissent une droite qui est l'inter-
section des plans tangents & la sphére aux deux points ou elle
touche son enveloppe. Elle se trouve dans le plan tangent a (X)
et elle est la polaire de la corde de contact par rapport a la sphére.
D’aprés la proposition générale, interprétée en coordonnées
tangentielles, les deux points focaux de cette droite sont déter-
minés par chacune des équations précédentes, considérée seule.
On peut donc énoncer le théoréme suivant :

Etant donnée une sphére variable dont le centre décrit une
surface (2), les deuz plans tangents a cette sphére aux points
o elle touche son enveloppe se coupent suivant une droite
située dans le plan tangent correspondant de (X). Les dévelop-
pables de la congruence engendrée par cette droite corres-
pondent & deuz familles de courbes conjuguées tracées sur (X);
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et les tangentes & ces courbes en un point de () vont couper la
droite correspondante de la congruence en ses deux points
Jocauzx.

475. Ainsi, a chaque enveloppe de sphéres on peut faire cor-
respondre deux systémes conjugués tracés sur la surface (2).
Lorsqu’on se déplace sur une courbe appartenant au premier
systéme, les quatre points de contact de deux sphéres consécu-
tives avec I'enveloppe sont dans un méme plan; si 'on se déplace
au contraire sur une courbe du second systéme, les quatre plans
de conlact de deux sphéres consécutives vont concourir en un
méme point. Ces deux systémes conjugués sont, en général,
distincts ; mais ils peuvent devenir identiques. Pour qu’il en soit
ainsi, il faut évidemment, lorsque les points de la surface sont
définis par deux variables quelconques « et B, que I'équation
linéaire de la forme (8) dont les coefficients sont déterminés par
la condition qu’elle admette les solutions particuliéres 1, z, y, z,
R, admette aussi la solution particuliére

22 y2 + 52— R2,
Nous reviendrons sur cette condition : lors u’elle sera remplie, on
) ple,
pourra ramener I'équation linéaire & la forme normale

026 L
£ : dpop1  “op T V0p =

p et p; seront les paramétres du systéme conjugué tracé sur (Z) et
I'équation précédente devra admettre les cinq solutions

Ty ¥y 5, Ry @2 + 92 52 Ra,
Silon y substitue z2 -+ 972 + z2 — R2, en tenant compte de ce

fait que z, y, 3, R sont déja des solutions particuliéres, on trou-
vera la relation

0z dx  dy dy 0z dz  OR R
(28) (Eb;+‘—‘*-f~——*‘_o,

que nous allons interpréter géomélriquement.

Soient ( fig. 31) M le centre de I'une des sphéres, A et B les
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points de contact de cette sphére avec I'enveloppe, C et D les
points focaux de la droite CD d’'intersection des plans tangents
en A et en B. Nous allons montrer que les plans focaux de la
droite AB passent respectivement par C et par D.

Nous avons vu que les plans focaux de AB sont représentés par
les deux équations (23). Considérons celui qui est représenté par
I’équation suivante :

A dz 95 . OR _
X—2) + (V=L +(Z—a)5 + Ry =o.

Les points focaux de CD sont représentés de méme en coor-
données tangentielles par les équations (26); celui qui est défini
par la seconde aura pour coordonnées

J .1‘ d (_y ) 2
e ) R
0 N J 1) . 0 1

e G (R

ou, en réduisant,

e R oz R oy J R 0z
% ()pl’ }’—E‘a> A————ﬂli 01
9p1 oy Jpr

Si I'on exprime que ce point est dans le plan focal précédent,
on retrouve précisément I'équation (28).

Il est donc établi que les plans focaux de AB passent par les
points C et D; et, comme ils sont respectivement perpendiculaires
aux deux tangentes conjuguées MC, MD, le point O o AB coupe
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le plan tangent en M sera le point de concours des hauteurs du
triangle MCD. De plus, d’aprés un théoréme de Géométrie élé-
mentaire, les deux angles CAM, DAM étant droits, il en sera de
méme de Pangle CAD.

Les développables de AB correspondent & celles de CD, puisque
les unes et les autres correspondent aux courbes du systéme con-
jugué tracé sur (2); et, de plus, les plans focaux de AB con-
tiennent les points focaux de CD. Donc (n°® 424) les tangentes AC
et AD seront conjuguées par rapport a la nappe décrite par le
point A; et, comme elles sont rectangulaires, elles seront tan-
gentes en A aux lignes de courbure. Comme on peut répéter le
raisonnement pour la nappe décrite par le point B, on voit que
les développables de la congruence formée par la droite AB inter-
cepteront sur les deux nappes de l’enveloppe leurs lignes de
courbure. Si I'on considére les droites MA comme des rayons
incidents qui se réfléchissent sur la surface des centres () suivant
les rayons MB, on retro uve les systémes étudiés par Dupin (n° 459),
dans lesquels les développables formées par les rayons incidents
S€ conservent aprés la véflexion. Ces développables découpent:
sur la surface des centres le systéme conjugué que nous avons
considéré au n° 453.

Réciproquement, supposons que les lignes de courbure de Ia
nappe décrite par le point A correspondent & celles de Ia nappe
normale aux rayons réfléchis. D’aprés la démonstration du n° 451,
les tangentes en A et en B aux lignes de courbure se couperont en
des points C et D situés nécessairement dans le plan tangent en
M, et les plans focaux de la drojte AB seront les plans ACB, ADB.

Donc (n° 423) C et D seront les points focaux de la droite CD.
Les deux systémes conjugués tracés sur (%) deviendront iden-
tiques, puisque les deux paires de langentes conjuguées relatives
a ces deux systémes se confondent en une seule, formée des

droites MC, MD.

476. Les relations géométriques se présentent maintenant en
grand nombre. On voit que, lorsque le point A décrit une ligne
de courbure de la nappe correspondante, toutes les droites AM,
AC, AD, BC, BD, CD, AB, BM, CM, DM décrivent en méme
temps des développables. 11 Y a trois paires de tangentes con-
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juguées : MC et MD pour la surface décrite par le point M; AC,
AD et BC, BD pour les surfaces -décrites par les points A et B.

Décrivons des points C et D comme centres deux sphéres (Sy)
et (S,) passant par A et par B, qui seront nécessairement tan-
gentes en ces points aux lignes de courbure des deux nappes.
Ces sphéres, qui sont orthogonales, se couperont suivant un cercle
(K); ce cercle a pour axe la droite CD et coupe & angle droit en A
et en B la sphére de centre M. Supposons maintenant que le point
M se déplace de telle maniére’que le point A, par exemple, décrive
la ligne de courbure dont la tangente est AD. La sphére (S,) de
centre C enveloppera une surface & lignes de courbure circulaires
et la touchera suivant le cercle (K). En effet, la sphére, étant
constamment tangente a la courbe décrite par A, sera coupée par
la sphére infiniment voisine suivant un cercle passant en A; et,
d’autre part, la courbe décrite par le point G ayant CD pour
tangente, ce cercle aura pour axe la droite CD. Il coincidera donc
avec le cercle (K).

Si I’on fait maintenant décrire au point A I'autre ligne de cour-
bure de la nappe (A), la sphére de centre D enveloppera une sur-
face 4 lignes de courbure circulaires, qu’elle touchera aussi suivant
le cercle (K).

Nous obtenons ainsi deux familles distinctes de surfaces a lignes
de courbure circulaires se coupant mutuellement & angle droit
suivant leurs lignes de courbure circulaires, qui sont les différentes
positions du cercle (K). D’aprés le théoréme du n° 441, ces deux
familles de surfaces sont orthogonales & une troisiéme famille. On
peut donc énoncer le théoréme suivant :

Toutes les fois qu'une sphére variable dépendante de deuz
paramétres enveloppera une surface sur les deux nappes de
laquelle les lignes de courbure se correspondent, le cercle (K)
qui est normal & la sphére variable et la coupe en ses deux
points de contact coupe & angle droit toute une famille de
surfaces. A cette premiére famille on peut associer deuzx autres
familles orthogonales formées des surfaces a lignes de cour-
bure circulaires obtenues en associant les positions successives

du cercle (K) qui se coupent consécutivement.
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477. La découverte de ces systémes triples orthogonaux est
due a M. Ribaucour (*). Ils constituent une belle généralisation
de celui qui est formé par une famille de surfaces paralléles et les
développables trajectoires orthogonales. M. Ribaucour y a été
conduit par le théoréme suivant :

Lorsque les cercles d’une congruence sont normauz & plus
de deux surfaces, ils sont normauz & une infinité de surfaces
sur lesquelles les lignes de courbure se correspondent et qui
constituent, par suite, une des trois Jamilles d’un systéme or-
thogonal.

Pour établir cette proposition, nous envisagerons d’abord les
cercles normaux a deux surfaces quelconques (A) et (B). On dé-
montre aisément que ces cercles forment une congruence. Pour
les obtenir tous, il suffit de construire une des sphéres (S) tan-
gentes a (A) et a (B) : le cercle qui passe par les points de contact
de cette sphere avec (A) et (B) en coupant la sphére a angle droit
est l'un des cercles cherchés. La surface (Z) qui contient les
centres des sphéres (S) a été considérée par Gergonne; elle est le
lieu des points d’ou 1’on peut mener aux deux surfaces (A) et (B)
des normales de longueur égale. Si des rayons lumineux normaux
 (A) et partant de (A) se.réfléchissent sur la surface (2), 1ls de-
viendront aprés la réflexion normaux i (B), et le chemin total
parcouru par la lumiére sera le méme que s’ils étaient partis
des différents points de (B).

Cela posé, soit
5

(29) 2”{1‘1:0

1

I'équation en coordonnées pentasphériques de 'une des sphéres
(S). Les quantités u; dépendent de deux paramétres variables « et
B, et 'on obtiendra les points de contact de la sphére avec les

et i ENISICE o AR )
(*) A. RiBAUCOUR, Sur la déformation des surfaces (Comptes rendus,
t. LXX, p. 330; 1870). Sur les systémes cycliques (Méme Recueil, t. LXXVI,

P- 478; 1873). Sur les Saisceauz de cercles (Méme Recueil et méme tome,
P. 830). :




LES CONGRUENCES DE CERCLES ET LES SYSTEMES CYCLIQUES. 331

deux nappes (A) et (B) de Penveloppe en joignant a I'équation
précédente ses deux dérivées par rapport a o et a 3

du; du;
(30) -—;xizo, Ed_{;x'
Ces deux équations représentent un cercle qui passe par les
points de contact de la sphére. Mais, si I'on a multiplié les quanntes
u; par une fonction telle que I'on ait

5
;ule.

(31) ¥

les deux sphéres représentées par I’équation (30) couperont a
angle droit la sphére (S) en vertu des relations

du; ou;
Z“f?;: b E“Wg S

qui dérivent de I'équation (31) (n° 156). Par suite, les deux équa-
tions (30) représenteront tous les cercles (K) normauz aux
deux surfaces (A) et (B).

Supposons maintenant que ces cercles soient normaux a une
troisieéme surface (C). En raisonnant sur les deux surfaces (A) et
(C) comme nous I'avons fait avec (A) et (B), on sera conduit
des équations nouvelles pour les cercles (K ). Si I'équation

(32) Zviz‘;: 0o

représente les sphéres tangentes & (A) et a (C), et si on a choisi
les fonctions ¢;, de telle maniere que I'on ait

2
E(/L:l,

le cercle (K) sera encore défini par les équations

N | i 3
Pl o

qui devront étre équivalentes aux précédentes (30). Il faudra
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donc que 'on ait

o0 duy . 0wy dv; du; du;

(33) W—Ildx—.—ndp, (E:ﬂloﬁ‘fnod—&;

pour toutes les valeurs de I'indice 7. En éliminant 9, ON sera con-
duit A une équation aux dérivées partielles de la forme suivante

% 02u; 0 u; 0% u; du; duy
= B i LR st L — =
(34) d9ad " “oaoB T Hogr H P gy TEGE =0
qui devra étre vérifide par les cing quantités u;. 8

Nous avons au Livre IT [L, p. 227] introduit la notation des siz
coordonnées de la sphére. Tl suffit de joindre aux cing quantités
u; qui figurent dans I'équation de la sphére la sixiéme u, qui est
définie par la relation identique

5
(35) Zzti:—zc :
1

Ici cette sixiéme coordonnée sera égale & == ¢, d’aprésla rela-
tion (21) et, par suite, elle sera aussi une solution de I'équation
(34). Nous pouvons donc interpréter comme il suit la condition
trouvée. Les siz coordonnées de la sphére (8S) doivent satisfaire
@ une méme équation auz dérivées partielles du second ordre.
Cette propriété a lieu, en effet, lorsque la sixiéme coordonnée est
réduite 2 une constante, et elle subsiste évidemment quand on
multiplie toutes les coordonnées par une fonction quelconque de
a et de B.

II est aisé maintenant de reconnaitre que la condition précé-
dente, qui est nécessaire, est aussi suffisante. En effet, si 1'on
désigne par z, y, zles coordonnées cartésiennes du centre de (S)
et par R son rayon, on déduira facilement des développements
donnés au Chapitre VI [I, p. 213] que les six coordonnées de
la sphére sont des fonctions linéaires de

Fas
)

A, Xz, Ay, As, AR, A(22+ y2+ 52— Re),

A étant un facteur de proportionnalité. Si on le réduit 4 I'unité,
On reconnait que

L%y %, 'R, #iryiiizi. Rs
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doivent satisfaire @ une méme équation linéaire aux dérivées
partielles. On retrouve ainsi la condition qui nous a servi de point
de départ; et, par suite, le théoréme de M. Ribaucour est com-
pléetement établi.

On démontrerait de méme que, si des cercles sont normauz a
deuz surfaces et st chacun d’eux est rencontré en deux points
par un des cercles infiniment voisins, tous ces cercles sont nor-
maux & une famille de surfaces.

478. Les systémes que nous venons d’étudier et auxquels
M. Ribaucour a donné le nom de systémes cycliques jouent le
role le plus important dans la théorie des surfaces a courbure
constante. Pour le moment, nous allons rechercher comment on
peut effectivement obtenir de tels systémes, c’est-a-dire, d’apres
les propositions précédentes, des enveloppes de spheres pour
lesquelles les lignes de courbure se correspondent sur les deux
nappes.

Nous nous donnerons d’abord la surface (%) décrite par les
centres des sphéres, et nous chercherons & déterminer le rayon R
des sphéres de maniére satisfaire 4 la condition énoncée. Cela
revient a4 déterminer les rayons incidents qui se réfléchissent sur
(2) et dont les développables sont conservées par la réflexion.

Soient o et { les paramétres d’ailleurs quelconques qui fixent la
position du point (z, ¥, z) sur (X). Il faudra exprimer qu'il existe
une équation de la forme (34) admettant les cing solutions

z, ¥, & R, 23+ 22— R2
Désignons par la notation
(36) Dag (s, wg, us, wy, us, ts)

le déterminant formé avec six fonctions, leurs dérivées premiéres

et leurs dérivées secondes; on voit que R devra satisfaire a
I’équation du second ordre

(37) Dag(7, 5,1, R, 22+ 2+ 22— R?) = o.
En posant, pour abréger,

(38) dz?+ dy?*+ ds?= E da+ aF dadf + G df?, .
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on rameénera aisément I’équation précédente a la forme

IR\ 2 JR IR OR\2
1) o
i 2z 2z 2z dz oz |
[ 0az 0208 ap2 9z . 9B |
‘ 02y
l
|

|
02 i ‘
i B G
o |

i)
.

(S

2

=9
j=c}

|

Sil'on suppose, par exemple, que a et {8 soient les coordonnées
rectangulalres Z et y, on trouvera, apres quelques reductlons,

(~7)

|

o2

(14 p2— p'2)(st' — ts")

(39) i , s bt i
~(1)9—1)9)(ft—tr)+(1+q?—q-)(rs—sl)=o,

les lettres p, ¢, r, s, ¢ désignant les dérivées de z et les lettres
accentuées celles de R.

Cette équation du second ordre est celle que nous avons intégrée
dans le Chapitre précédent lorsque la surface (2) est du second
degré. On en connait toujours des solutions particuliéres, qui
correspondent au cas ot la sphére mobile ayant son centre sur (2)
couperait sous un angle constant une sphére fixe. Dans ce cas, en
effet, les lignes de courbure se correspondent sur les deux nappes
de I'enveloppe (m° 172); et, du reste, le déterminant (37) est
évidemment nul, puisqu’il y a une relation linéaire entre les six
fonctions avec lesquelles il est formé.

479. Prenons, par exemple,
Ri=nz.

Alors, si 'on considére des rayons incidents paralleles 3 1'axe
des z et qui se réfractent en rencontrant la surface (), I'anticaus-
tique normale aux rayons réfractés sera (n° 450) I'enveloppe de
toutes les sphéres dont les rayons sont définis, en chaque point de
la surface, par la formule précédente, pourvu que la constante 7
soit égale & I'indice de réfraction. Cette enveloppe se composera
de deux nappes qui correspondront 4 des valeurs égales et de signes



LES CONGRUENCES DE CERCLES ET LES SYSTEMES CYCLIQUES. 335

contraires de I'indice de réfraction. Comme la valeur précédente
de R satisfait a Péquation (39), les lignes de courbure se corres-
pondront sur les deux nappes de Penveloppe, et elles correspon-
dront 4 un systéme conjugué tracé sur la surface ).

Soient p et p, les paramétres des deux familles qui composent
ce systéme conjugué. Nous avons vu plus haut que U'on aura

dr oz dy dy 03 03 odR oR
4 — L =
(4o) Jp 91~ 9p Op1 ' dp 9pr  9p 9p1

SiI'on remplace R par nz, il viendra
dr ox Jdy dy .0z 03
— — + e, Sl S
dp dpr  dp Ipu
Construisons la surface (¥') obtenue en diminuant les coor-
données z de tous les points de (Z) dans le rapport de y/1—n*a
1, ¢’est-a-dire la surface lieu du point

o =, = 5= zy/1— n2.

Le systéme (p, p() sera encore conjugué sur cette surface. De

7

plus I’équation 40) prendra la forme
ot oo oy 0% 02 _
O Op1  Op g1 % o

et, par conséquent, le systéme conjugué, étant orthogonal, sera
formé des lignes de courbure de (¥'). Ainsi :

Les lignes de courbure des anticaustiques par réfraction re-
latives & un systéme de rayons incidents, normaux a un plan
(P), qui se réfractent sur une surface (X), correspondent aux
lignes de courbure de la surface (¥') obtenue en diminuant les
ordonnées normales & (P) des différents points de () dans le

rapport de 1 —n* a 1.
Cette proposition, qui est équivalente a celle que nous avons
donnée [I, p. 262], fera connaitre les lignes de courbure des

anticaustiques dans un grand nombre de cas et, en particulier,
lorsque la surface () sera du second degré.

480. Nous donnerons ici une régle commode pour déterminer,
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dans le cas le plus général, les équations tangentielles de ces anti-

caustiques.
Désignons par z, y, 5 les coordonnées d’'un point de la surface

dirimante (X). Soit
(41) ax +by+cz+8=o0

I'équation du plan normal aux rayons incidents. De chaque point
de (2) comme centre, avec le rayon

az+by-tcz+ 8
Bi—jp eSS g 'y—‘*—hvﬂA ’
Var+ b2+ 2

il faut décrire une sphére dont I'enveloppe donnera 'anticaus-
tique (A’). On peut toujours supposer, pour simplifier, que 1'¢é-
quation du plan a été multipliée par une constante convenable, et
que 'on a :

(42) n=ya@1L b2+ e,
ce qui donne pour le rayon R la valeur
(43) R=az+by+cz+38.

L’équation tangentielle d’une sphére de centre (z,y,3) et de

rayon R est
Uz 0y + w5+ p-+ Ry/uw+ 02 @2 — o,

Remplacons R par sa valeur et supposons
(44) W02+ wi—r;
nous aurons & prendre I'enveloppe des sphéres représentées par
I'équation
(45) (@+a)Z+(v4+b)y+(w+c)s+p+08 =o,
quand le point (z, y, z) décrit la surface (Z). Le résultat est
évident; nous trouverons I’équation tangentielle de la surface dans
laquelle on aurait remplacé u, ¢, i, Ppar u—+a, v+ b, w+c,
P -+ ¢. Ainsi :

e

Pour obtenir Uéquation de Uanticaustique relative aux
rayons incidents qui sont normauz au plan représenté par
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Uéquation (41), on cherchera l’équation tangentielle homogéne
Sf(u, o, w, p)=o0
de la surface dirimante. Celle de I’ anticaustique sera alors
flu+a,v+b, w—+e, p+28)=o,
u, ¢, w étant supposés maintenant reliés par l'équation
W2 w2=r.

Considérons, par exemple, une surface a centre du second degré,
rapportée a ses axes de symétrie. Son équation sera

(46) pP:=Aur+ Bo2+ Cww?,

et, par conséquent, celle de I’anticaustique (A) deviendra

(47) (p+02=A(u+a)+B(v+b)2+ C(w+ c)2.
Cette équation développée est de la forme

(48) (p+o)2=aur+ B2+ yw2+oa'u+28v + 27 w,

déja considérée au n° 457. Elle représente, avec des axes conve-
nablement choisis, la surface la plus générale définie par la con-
dition d’étre corrélative d’une surface du quatriéme ordre a
conique double et d’admettre elle-méme comme conique double
le cercle de Uinfini.

Réciproquement, il est possible de démontrer qu'une surface
de cette définition peut étre considérée comme une anticaustique
relativement a quatre surfaces différentes du second degré. Si
I'on identifie, en effet, les équations (47) et (48), on sera conduit
a la relation

(a—A)ur+ (B —B)o2+ (y — C)w?
+2(2'—Aa)u+2(f'—Bb)v+a(y' — Ce)w —Aa’— Bb2— Cer=o.

Elle ne peut avoir lieu que si I'on a
o' =4Aa, R e
a—A=), @—B:)\. ‘(—CZ)\,

\ = Aa2+ Bb2+ Cel.
D. — 1I. 29
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On obtient ainsi .

A=au—), =p—), C=y—1;
] ar _—I_- 2 _Yr
i TR, G T

1'2 8.72 '2

45 i et e

L’équation en ) fera connaitre quatre valeurs différentes de
cette inconnue, auxquelles correspondront quatre surfaces diffé-
rentes da second degré. Ces surfaces seront homofocales; 'indice
relatif a chaque réfraction aura pour valeur

(49) n=yVi—fQx);

et, par suite, la réfraction ne se changera en une réflexion que
dans le cas exceptionnel ot I'équation en ) aura une racine

double (*).

481. Dans les applications précédentes, nous avons considéré
comme donnée la surface des centres (2), et nous avons cherché
le rayon R, c’est-a-dire nous avons déterminé les rayons incidents.
Donnons-nous maintenant les rayons incidents, qui seront normaux
a une surface (A), et proposons-nous de déterminer les surfaces
(%) sur lesquelles on peut faire réfléchir ces rayons de telle ma-
niere que les développables soient conservées par la réflexion.
D’apres le théoréme de Dupin, ce probléme peut s’énoncer ainsi :

Etant donnée la surface (A), déterminer toutes les surfaces
(Z) sur lesquelles les développables formées par les normales
de (A) découpent un réseau conjugué.

Solent z, y, = les coordonnées d’un point de (A), ¢, ¢/, ¢’ les
cosinus directeurs de la normale en ce point. Rapportons la sur-
face au systéme de coordonnées (py p1) formé par les lignes de

(*) Consulter sur ce sujet : :

LAGUERRE, Sur la transformation par directions reciproques (Comptes
rendus, t. XCII, p. 71; 1881).

Darsoux, Détermination des lignes de courbure de toutes les surfaces de
quatriéme classe, corrélatives des cyclides, qui admettent le cercle de Uinfini
comme ligne double (méme Recueil et méme tome, p. 29).
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courbure. Nous aurons les équations d’Olinde Rodrigues

oz de CaA 0z oc’
(50) d—l;-i— R()—P = o, a—P-—r- RE =0, '(E—f— R—&; =0,
ox de dy ac’ 0z de”
51) — + Ry — =o, — +Ri— —o — +Ri— =0
A dos g T

ou R et R, désignent les deux rayons de courbure principaux. Si
I'on pose

(52) X ==z +¢cR, Y=y-+cR, Z=3+c"R,

X, Y, Z seront les coordonnées de 'un des centres de courbure
et devront étre des solutions particuliéres d’une équation de la
forme

026 df df
(53) m+aa—9+@6~9—1=0.
que I'on obtiendrait en éliminant 2 et ¢ entre les trois premiéres
équations des groupes (50), (51) et (52), mais qu’il est inutile de
- former; on reconnait immédiatement que sa solution générale
s’obtiendra en prenant les valeurs les plus générales de 2, | satis-
faisant aux deux équations

(54) LN e R

dp dp o1 g

et en les portant dans la suivante
(55) 6 =2+ uR.

Cette remarque nous donne la solution de la question proposée.
Nous avons vu, en effet (n° 418), comment on détermine toutes les
surfaces () qui sont coupées suivant des courbes conjuguées par
les développables d'une congruence, lorsqu’on connait une des
surfaces focales de la congruence et le systéme conjugué tracé
sur cette surface. Appliquons cette solution générale a la con-
gruence formée par les normales de la surface (A). Les coor-
données homogeénes du centre de courbure étant X,Y,Z, 1, on

aura ici, en appliquant les formules (5) [p- 222],
o e oY LM oz
xozx(ﬁ_ed—g, YO_Yd—P—GES, ZU_Z(TP—O(’—P,

i

0—‘%’
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8 étant la solution la plus générale de 1'équation (53) et Xy, ¥y;
Zy, T, désignant les coordonnées homogénes du point de la sur-
face cherchée (Z). Si I'on remplace X, Y, Z, § par leurs valeurs
déduites des formules (52) et (55), on trouve ainsi

A

A
(56) Xy =rzr—de== Yi=y—c—, Z,=z—c”1,
© i ©

X4, Yy, Z, désignant maintenant les coordonnées rectangulaires
du point cherché et ), p les solutions les plus générales du sys-
teme (54).

On voit que tout se raméne i I'intégration de ce systéme (54).
On en connait déja des solutions particuliéres

"

A=z, p=¢ XK=y, p=c; A=z  p=c

A=22+y'+ 22, u=acxr+acy-+aca.

Par suite, si 'on élimine ) entre les deux équations (54), on
sera conduit a I'équation aux dérivées partielles suivante

d [, 0p 0 /o o\
(57) E<R$>_%(R‘%I>_°’

qui, devant admettre les solutions particuliéres ¢, ¢/, ¢, sera néces-
sairement I'équation tangentielle relative au systtme conjugué
formé par les lignes de courbure de la surface (A).

Nous avons vu (n° 162) que l'intégration de cette équation
équivaut a la détermination de toutes les surfaces ayant méme
représentation sphérique de leurs lignes de courbure que (A).

La sphére qui est normale au rayon incident et au rayon réfléchi
a son centre au point (X, Y,, Z,) et elle touche la surface (A)
au point (2, y, 5). Son équation s’obtient donc sans difficulté; on
peut lui donner la forme suivante :

s (X = 2P+ (Y — ) (Z— 3y]
+e(X—2)+c'(Y—y)+c'(Z—3z)=o0.

Pour déterminer les points ou elle touche son enveloppe, on la
différentiera successivement par rapport a p eta py, ce qui donnera,
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en tenant compte du systeme (54), les deux équations

fiei
0
S (X =)t (Y =y (Z— 5y]

de de’ ac”
+—=X—2)+ —(Y—py)+ —(Z—23)=
‘)P( z) UP( Y) ‘)P(Z )=o,

(59) on
901 ;
X =)+ (Y =y (Z— )]
de dell s, de”
ey ()—P‘l(x—x)'—d—p—l(‘—}’)4—0?1(2—3)—0,

qui représentent un cercle coupant la sphére aux deux points
cherchés.
L’un de ces deux points est évidemment le pied de la normale

D E—T =17, Zi—rz

Les plans tangents en ce point aux trois sphéres représentées
par les équations (58), (59) s’obtiennent immédiatement; ce sont
le plan tangent et les deux plans principaux de la surface (A).
Par suite, les trois sphéres sont orthogonales et le cercle repré-
senté par les équations (59) est celui qui est normal aux deux
nappes de l’enveloppe.

482. Comme on peut toujours ajouler & 1 une constante py
sans que le systéeme (54) cesse d’étre vérifié, on voit que les en-
veloppes des sphéres représentées par I'équation ;

Bt Parx  pyio (Y — ) (Z — )2
(60) 5 P = P )]
+e(X—z)+c(Y—y)+c'(Z—3z)=0

admettront comme trajectoires orthogonales tous les cercles repré-
sentés par les équations (59). Nous obtenons ainsi le systeme
triple orthogonal dont nous avions établi I'existence au n® 476; et
les valeurs de p, py, ps tirées des formules (59) et (60) seront les
paramétres des trois familles qui le composent.
Voici quelques formules relatives a ce systéme : ,
Introduisons la fonction auxiliaire § définie par la relation

(61) X—a)2+ (Y —y)+(Z—3z)2=—2\0.
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Les formules (59) et (60) pourront étre remplacées par le sys-
téme suivant :

e(X—z)+ ¢ (XY —p)+ c" (Z—2)=8(pn+ py),
Xyt Ly gy g0
(62) { dp Tp i ey =%’
de dc’ ac” [
S (Xe iyt sy S e =0-=.
o1 ( ) f)Px( 95) dm( ) %1

Ces équations peuvent étre résolues par rapport 2 X, Y, Z et

nous donnent

e ; 0 o de 6 o de
) Y ;. B op ac’ 0 op o’

v, B0 oe” 0 du dc”
Z—z=0 L I L oL Ry
SR 98 " & dp: gy

eet g étant les quantités définies par 'identité
(64) de2+ dc'? + dc = e dp?+ g dp?.
Si l'on porte les valeurs de X, Y, Z tirées des formules (63)
dans 'équation (61), on aura la relation
2

R 2 Ld_p'z._L_L dl_U'Q_.
(65) 7o L () L ()

qui fera connaitre f.
Des différentiations nous donneront ensuite les dérivées de X,

Y, Z par rapport a @, iy 2. On trouve ainsi

de de
0X 108 Ja oX 1 99 9p;
RO e —_ 7 —_—_— = o il
9% 991
. 0X  p+o0, [ c) ]
6 —=—"0| X — 2+
(67) dps A i T

et des formules analogues pour les dérivées de Y et de Z. Ces
valeurs permettent de vérifier aisément les relations d’orthogo-
nalité. On en déduit, pour I'élément linéaire relatif au systéme
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orthogonal, la formule

o0\ 2 90\ 2
rS X
(68) dst=0rdpi+ | —L |edpr+ | £ | 2dp2,
) g ot g
% 991

ot il faudra remplacer § par sa valeur tirée de I'équation (65).

Lorsqu’on donnera a p, différentes valeurs constantes, on aura
les différentes surfaces qui sont les trajectoires orthogonales des
cercles représentés par les équations (59). La surface (A) corres-
pond a I’hypothése p, =o0. Il résulte d’ailleurs de la forme des
expressions de X, Y, Z, § par rapport a p, que quatre trajectoires
orthogonales fixes couperont chaque cercle en quatre points dont
le rapport anharmonique sera constant. M. Ribaucour a beaucoup
insisté sur cette propriété et en a déduit différentes conséquences.

Si I'on prend pour les cosinus directeurs de la normale & une
des surfaces les valeurs v, ', ' définies, en grandeur ez en signe,
par des formules telles que les suivantes

(69) *.'=C+(X—x)”—+x‘°—2, i

les rayons de courbure principaux R/, R| de la surface seront
définis par les relations élégantes

, 00 0 [0(p—+p2) ) Tadfis i Jid 0(}1—!—92)]_
Giasn nad b e el

Sil'on se reporte a la fig. 31 en supposant que z, y, = soient
les coordonnées du point A, on déterminera aisément tous les
éléments de la figure. Les coordonnées de M et de B seront
données par les formules (56) et (63); celles de C et de D par les
suivantes

e 2
XC:--Z‘—)\Z—'; :z—?.%;—,

o e
Xp—_—x—)\g—% =x—)\%?->

\ 9p1 %1

auxquelles on ajoutera les valeurs analogues pour Y et Z.
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La détermination des systémes orthogonaux précédents repose
sur l'intégration du systéme (54). Si l'on prenait pour X et w les
combinaisons linéaires suivantes

A=hz+ky+1s+m+ n(a?-+ ¥+ 32,

w=he +ke'+Ic" +ps+ 2n(cx+ 'y + ¢'z)

des solutions signalées plus haut, on retrouverait le cas particulier
8 P ’

déja étudié [T, p. 258 et suiv.], dans lequel les cercles de la con-

gruence sont normaux deux fois 4 une sphére ou 4 un plan. La

détermination compléte des systémes orthogonaux correspondants

exige seulement l'intégration de 1’équation différentielle des

lignes de courbure sur la surface proposée.

483. La proposition fondamentale, d’aprés laquelle les siz coor-
données de lajsphére qui enveloppe une surface sur les deux
nappes de laquelle les lignes de courbure se correspondent satis-
font 4 une méme équation linéaire du second ordre, peut recevoir
un grand nombre d’applications. Nous verrons, par exemple, que,
lorsque les six coordonnées satisfont & I’équation élémentaire

023

0298 =
la sphére enveloppe la surface la plus générale ayant ses lignes de
courbure sphériques dans les deux systémes; de sorte que la déter-
mination de toute surface a lignes de courbure sphériques dans
les deux systémes se raméne i celle de six fonctions A; de a et de
six fonctions B; de B vérifiant 'identité

EG(AL-_ B/)= o.

On obtiendra de méme toutes les surfaces & lignes de courbure
sphériques dans un seul systéme en déterminant toutes les sphéres
dont les six coordonnées satisfont i une équation linéaire dont un
des invariants est égal a zéro. Nous nous contenterons maintenant
de ces indications; et nous terminerons ce Chapitre, ainsi que le
Livre destiné aux congruences, en remarquant que l'on peut
étendre la proposition précédente aux congruences rectilignes.
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Soient (G) une congruence de droites, (Z) et (Z) les deux
nappes de sa surface focale; chaque droite de la congruence,
touchant en un point la nappe (Z) et en un point la nappe (%),
établit ainsi une correspondance point par point entre ces deux
nappes. Les lignes asymptotiques de () ne correspondent pas, en
général, a celles de (). Mais, si I'on emploie la transformation
de M. Lie en 'appliquant a la proposition que nous avons étudiée
relativement aux enveloppes de sphéres, on est immédiatement
conduit au résultat suivant :

La condition nécessaire et suffisante pour que les lignes
asymptotiques se correspondent sur les deuzx nappes (%), (Zy)
est que les six coordonnées de chaque droite de la congruence,
qui sont fonctions de deux paramétres variables, vérifient une
méme équation linéaire aux dérivées partielles du second
ordre.

Appliquons cette proposition aux congruences de normales; z,
y, = désignant les coordonnées du pied de la normale, les six coor-
données de la normale sont

—Z =P W sy Py E =y P b

p et g désignant les dérivées de z. Prenons, par exemple, z et y
comme variables indépendantes; la condition pour que les lignes
asymptotiques se correspondent sur les deux nappes de la surface
des centres est

Day(2 + p3, ¥y +q3%, py — 4%, Py 4> 1) = 0-

Cette équation aux dérivées partielles du troisiéme ordre est
celle des surfaces pour lesquelles les rayons de courbure prin-
cipauz sont fonctions U'un de Uautre.
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48%. Nous nous proposons maintenant de reprendre I'étude des
surfaces en la rattachant directement aux développements donnés
dans le Livre I. Nous ferons connaitre d'abord différents systémes
de formules parmi lesquelles se trouvent celles que I'on doit a
M. Codazzi.

Considérons une surface quelconque; on peut lier I'étude de
cette surface 4 celle du mouvement d’un systéme mobile en
opérant de la maniére suivante.

M désignant un point de la surface, construisons un triédre
trirectangle (T) dont le sommet soit en M et dont I'axe des 5 soit
la normale en M; les axes des 2 et des y seront, par suite, situés
dans le plan tangent i la surface. Ces axes seront parfaitement
déterminés si I'on connait, pour chaque position du point M,
I'angle de l'axe des z avec l'une des lignes coordonnées, par
exemple avec la tangente & la courbe ¢ = const. Sans indiquer,
pour le moment, rien de plus précis relativement a leur position
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dans le plan tangent, nous allons montrer comment les propriétés
de la surface et des courbes qui y sont tracées se déduisent de
I'étude du mouvement du triedre (T

Remarquons d’abord que, si l'on conserve toutes les notations
du Chapitre VII [I, p- 66], ce mouvement est caractérisé par

les équations
: =10, t.l =0,

qui expriment que la surface décrite par le sommet du triddre est
tangente au plan des zy.

Alors les formules du Livre I [L, p. 49 et 66] nous donnent
le systéme suivant :

[ dp op, 3 04
08 e T T T e R
dg  og, o ony
A L — or SlE Dl
(4) oy B B T Jap Ju o
or- . .0r;

| o0 ou P17 — 2Py Ph—pi+tq,—qk=o,

et il résulte évidemment des propositions établies au Livre I qu'a
tout systéme de valeurs des quantités P -5 & ..., satisfaisant
a ces équations, correspondra un mouvement parfaitement
déterminé, et par conséquent une seule surface. A

Si un point rapporté au triedre (T) a pour coordonnées LRV T,
on aura, en appliquant les formules (4) [L, p- 67],

dv+Etdu—+tde + (g du+q1de)z — (rdu—+rydv)y,
(B) dy+1r,du+'q,dv+(rdu—i—rldv)x—(pdzt~:—pldv)z,
? dz —f—(pdu—:~p1dv)y—(qdu+qldv):v,

pour les projections de son déplacement sur les axes du triédre
mobile, quand « et ¢ prendront des accroissements du, dy.

485. Considérons, en particulier, la surface proposée, qui est
parcourue par I'origine du triédre mobile ; ds désignant la diffé-
rentielle de 'arc de courbe décrit par cette origine et w I'angle
que fait la tangente & cette courbe avec l'axe des z du triédre
mobile, on aura

(1) dscosw =t du + ¢, dp, ds sinw = 1 du + 1, dy.
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Ces formules feront connaitre 1'élément linéaire de la surface,
qui aura pour expression

(2) ds?= (f du + £y dv)?+ (n du 1 dp)?.

Imaginons que, par un point fixe O de I'espace, on méne des
droites paralleles aux axes du triedre (T). On formera ainsi un
triedre (T,) dont les rotations seront les mémes que celles du
triédre (T). Sil'on considére le point m a la distance 1 sar laxe
des z de ce triédre, il décrira une sphére (S) de rayon 1; ce sera
évidemment le point qui correspond a M lorsqu’on effectue la
représentation sphérique de la surface proposée sur la sphére (S)
d’aprés la régle que nous avons indiquée.

D’ailleurs, si nous appliquons les formules (4) [I, p- 48] re-
latives au déplacement d’un triédre ayant un point fixe, nous
trouverons pour les projections du déplacement du point m sur
les axes du triedre (T,) ou, ce qui est la méme chose, sur ceux
du triédre (T), les valeurs suivantes :

q du -+ q,dv, —pdu— pydy, o.

Par suite, si nous désignons par ds I'arc de courbe décrit par le
) 8 P

point m et par f I’angle que fait cet arc avec P’axe des z du triedre

(T), on aura

(3) ds cosb = q du + g, dv, dasin =— (p du -+ p,dv).

L’élément linéaire de la sphére sur laquelle on effectue la repré-
sentation de la surface aura donc pour valeur

(4) ds?= (p du pydv )2+ (g du—+ g dv).

Enfin 'angle  —§ d’une courbe tracée sur la surface avec sa
représentation sphérique sera déterminé par 'une ou Iautre des
deux équations
(5 dosin(w—0) = (p du+pydy)cosw + (g du+ g dv) sinw,

5 ]

) ds cos(w — 0) = (g du -+ gy dv)coso —(p du —+ pydp) sinw.

Ces formules nous seront trés utiles. Nous allons maintenant
résoudre quelques-unes des questions les plus importantes qui se
présentent dans les applicalions.
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486. Proposons-nous d’abord d’établir la relation qui doit
exister entre deux tangentes conjuguées. Sile point M de la surface
décrit une courbe, on obtiendra la conjuguée de la tangente 4 cette
courbe en prenant l'intersection du plan tangent en M avec le
plan tangent au point infiniment voisin de la courbe; en d’autres
termes, la conjuguée est la caractéristique du plan tangent dans le
mouvement du triedre; elle est le lieu des points de ce plan dont
la vitesse est dirigée dans le plan. Les formules (B) donnent les
composantes de cette vitesse; si 'on écrit que la composante re-
lative & M5 est nulle, on obtiendra I’équation

(pdu~+pido)y —(qdu+ g1dv)x = o,
qui représente la tangente conjuguée. Appelons ' I'angle qu’elle

fait avec 'axe des z du triedre (T); z et y seront proportionnels
a cosw’, sinw/, et I'équation précédente deviendra
(6) (pdu—:—pidv)sinm'—(qa’u~:—gldv)cosw’=0.

Désignons par la lettre 8 les différentielles relatives & un dépla-
cement suivant la direction conjuguée; on aura

8s cosw' = £ du + £, 3p, 8ssinw’ = 71 3u + 7, 3.

En substituant ces valeurs de sinw/, cosw’ dans Péquation que
nous venons d’obtenir, on trouvera
i (pn— qt)dudu —(P111— q1&)) dp 89
/

( +=@n—q&)dude + (pyq — q1%)Sudo = o.

Cette relation est, comme il fallait s’y attendre, parfaitement
symétrique par rapport aux différentielles d, 35 car les coefficients
de du 3¢ etde Su dv sont égaux en vertu de la derniére des formules
(A). Il suit de la que la relation (6) peut aussi étre écrite sous la
forme suivante :

(6) (pou +P13V)Siﬂw—(98u+g,au)cosw:o.

On pourrait encore établir comme il suit la relation entre deux
tangentes conjuguées. On déduit des formules précédentes (3)

(8) ds cos(w'—0) = (g du+ g1 dv)cosw'— (p du + p1de)sinw’.

Or, si les deux directions définies par les angles w, ' sont
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conjuguées, on aura, d’aprés une propriété déja -démontrée [I,
p. 201],

w'—0=

(SR |

En introduaisant cette hypothése dans I'équation (8), on sera
conduit de nouveau a la relation (6).

487. Silon suppose que les deux directions conjuguées coin-
cident, il faudra remplacer partout 8 par d, ' par v; et 'on aura
Péquation différentielle des lignes asymptotiques sous les deux
formes suivantes :

(pn—qt) dwr+(pn—qii-+pin—g18) du do +-(p1i—q14) do*=o,

(9) (p du + p1dy) sinw — (g du + g, dv) cosw = o.

En comparant la seconde de ces équations a I'une des formules
(5), on reconnait immédiatement une propriété caractéristique
des lignes asymptotiques; elles font, en chaque point, un angle
droit avec Uélément correspondant de leur représentation
spherique.

La seconde équation (g) exprime aussi, nous le verrons plus
loin, que le plan osculateur de la ligne asymptotique est tangent
a la surface.

488. Cherchons maintenant I'équation différentielle des lignes
de courbure. On obtient toutes les propriétés essentielles relatives
a ces lignes en se placant a des points de vue divers, que nous
allons successivement examiner.

On peut d’abord chercher les déplacements du triédre mobile
pour lesquels la normale a la surface, axe des 5 de ce triédre,
engendre une surface développable.

Pour qu'il en soit ainsi, il faudra qu'il existe sur I'axe des z du
triedre mobile un point variable

Bi= 0,10 LY =0 Z =10,

décrivant, dans le mouvement considéré, une courbe constamment

tangente A cet axe. Or les projections du déplacement de ce point
Proj

quand u et ¢ prennent les accroissements du, dy sont, d’apres
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les formules (B),

Edu -+t do + (g du~+ q,dp)p,
) du—+—mdv—(p du + pydy)p,
dp.

Pour que la courbe décrite soit tangente al’axe des z, il est né-
cessaire et suffisant que les deux premiéres projections soient
nulles. On a donc -

tdu+E dp -+p(gdu + g,dv) = o,
42 _ndu—!—mdo—p(pdu—:—pidv)zo.

¢ . o . S /
Ces deux €quations font connaitre a la fois ;—Zg et p. Cette

derniére quantité est évidemment le rayon de courbure principal
correspondant a la ligne de courbure considérée.
Sil'on élimine p, on obtient "équation différentielle

(11) " (pdu+pyde)(tdu+¢, de) + (g du~+ g, dp)(q du—+mn,dp) = o,

qui caractérise les deux lignes de courbure. On peut lui donner
la forme suivante

(11), (p du—+pidv)cosw + (g du+ g,dp) sinw = o,
qui, rapprochée des formules (5), montre que les tangentes a
une ligne de courbure et @ son image sphérique sont paralléles.
J JB st : du J 2 3
Si on élimine au contraire %%, on obtiendra I'équation aux

dy
rayons de courbure principaux

(12)  p%(pg1— gp1) + p(gm1— gy 7 —Ep1+E1p) +En— k= o.

489. On retrouve encore les lignes de courbure en étudiant une
des questions fondamentales relatives au déplacement du triédre
(T). Nous avons vu que, parmi les mouvements infiniment petits
qui se produisent & partir d’'une position donnée, il y en a deux,
réels ou imaginaires, qui se réduisent a des rotations, La valeur

du 0 e oot
de 7 €t I'axe de rotation relatifs & ces mouvements sont définis

par les équations (6) [L, p. 68] quise réduisent ici aux sui-
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vantes :

§du+ b dv+ (g du—+ q1de)s — (rdu + ride)y = o,
(13) ndu+mdy—+ (rdu—+ride)e — (pdu + pyde)s = o,
(pdu—-pdv)y —(q du -+ q,dp)x =o.

On en déduit d’abord I'équation
(pdu—+pide)(Edu 5 dv) + (q du+ q,de)(n du +1,de) = o,

i du :
qui définit les valeurs de o correspondantes aux deux rotations.

Or, dans le cas qui nous occupe, I'équation précédente est celle
des lignes de courbure.

De plus, 'axe de rotation relatif a chaque ligne de courbure va
rencontrer la normale a la surface au centre de courbure corres-
pondant. Cela résulte de la comparaison des formules (10) et (13).
En réunissant tous ces résultats, nous pouvons énoncer la propo-
silion suivante :

Dans le déplacement du triédre (T) lié a la surface, les
mousvements infiniment petits qui se réduisent a des rotations
sont toujours réels; ils correspondent & des déplacements de
lorigine s'effectuant suivant les lignes de courbure de la sur-
Jace. Les axes correspondants a ces rotations, qui sont évidem-
ment situés, pour chaque ligne de courbure, dans le plan
normal a cette ligne, vont en outre passer par le centre de
courbure principal correspondant.

490. 1l nous reste maintenant a étudier les propriétés relatives
a une courbe quelconque tracée sur la surface. Nous avons déja
obtenu les formules relatives a la tangente

LR Edu % do
5 = ds ¢
(4) . 7 du —+ 1, dy
smw = ————»
ds

Nous allons maintenant indiquer celles qui concernent la normale
principale.
Nous savons [I, p. 11] que si, par un point fixe de Pespace,
on méne une paralléle 4 la tangente de la courbe, d’une longueur
D. —IL 23
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égale i I'unité, la vitesse de I'extrémité de cette paralléle, en sup-
posant que I'arc de la courbe soit égal au temps, sera égale en

\ I o =
grandeur a la courbure de la courbe - et aura la direction et le
sens de la normale principale.

Or si, par le méme point fixe, on méne des paralléles aux arétes
du triedre mobile, on formera le nouveau triedre (T,) déja défini
) ] 3
dont les rotations seront, quand on se déplacera sur la courbe
) b

pdu--pidv  qdu-gqide rdu-—+r dy
ds ’ ds é ds

L'extrémité de la paralléle & la tangente aura pour coordonnées

relatives
cosw, Ssinw, o.

En appliquant les formules (4) [L, p- 48] qui donnent la pro-
jection de la vitesse sur les axes mobiles, on obtiendra les for-
mules

d?scosi’ =— sino(dw + rdu -+ ry dp),
- dS I
(15) — €087’ =+ cosw (dw + r du + ry dy),
l"

%cos{' =+ sinw(p du—+ p; dv) — cosw(g du + g, dv),

&, 7', ¢ désignant les angles de la normale principale avec les
3 4 8 8 F P
axes des x, des y et des z du triedre (T,) ou du triedre (I

Ces relations prouvent que 1'on peut prendre

(16) cost' =— sinw sinw, cos7'= cosw sinw, cost’ = cosw.
w désignera 'angle de la normale a la surface avec le plan oscula-

tear de la courbe; et les formules (15) pourront étre remplacées
par les deux suivantes :

ds cosw

(17) :sinw(pa’u—!—pldv)—cosw(qdu—é—ql dy),

¥

ds sinw
=dw—+r du— rydp.

(18)

Ces formules appellent plusieurs remarques.

X . s cos™
La premiére nous montre immédiatement que oF 7 demeure le
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méme pour toutes les courbes ayant méme tangente. Nous retrou-
vons ainsi le théoréme de Meusnier et nous voyons que notre pre-
miére formule donne ce que I'on appelle la courbure normale,
c’est-a-dire la courbure de la section normale tangente ala
courbe.

Quant a la seconde formule, elle définit un élément qui, comme
nous le verrons, joue un réle important dans la théorie de la
déformation des surfaces. Considérons le cylindre projetant la

courbe sur le plan tangent. D’aprés le théoréme de Meusnier,
sinw

sera la courbure de la section normale du cylindre tangente

a la courbe, c’est-a-dire la courbure de la projection de la courbe.
sur le plan tangent.

M. Liouville, quiI'a considérée aprés M. O. Bonnet, luia donné
le nom, accepté par tous les géométres, de courbure géodé-
sique (').

Nous appellerons centre de courbure normale le centre de
courbure de la section plane normale tangente a la courbe, et
centre de courbure géodésique le centre de courbure de la pro-
jection de la courbe sur le plan tangent. s

D’aprés le théoréme de Meusnier, ces deux centres se trouvent
sur 'axe du cercle osculateur de la courbe considérée.

On sait que I'on appelle ligne géodésique toute ligne dont le
plan osculateur est, en chaque point, normal a la surface. L’é-
quation différentielle des lignes géodésiques est donc

(19) dw ~+rdu—+rydv = o.

491. La formule (17) nous permet d’obtenir, d’une maniére
nouvelle, I'équation différentielle des lignes de courbure. On sait,
en effet, que ces lignes sont tangentes aux sections normales de
plus grande ou de plus petite courbure. Elles sont donc déter-

(*) O. BonNET, Memoire sur la théorie genérale des surfaces (Journal de
U’Ecole Polytechnique, XXXII* Cahier, p. r; 1848). Présenté en 1844 4 'Aca-
démie des Sciences.

J. LiouviLLe, Sur la théorie générale des surfaces (Journal de Liouville,
t. XVI, p. 130; 1851).
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i COSTS i
ow ) T

\ COS® .
ou l'on regarde —— comme une fonction de u, ¢ et de w. Or

y

minées par I’équation

on a

ST _ P du+p de bt du—+ g, dv
ds ds

dy

- du : Ay
Les expressions de 7 @ e fonction de w se déduiront des

formules déja donuées (14). On aura

du  1pcosw—E sinw dv  Esinw — 7 cosw
e e —— ) —5 = =
ds n1E—E1m ds mE—§7

En faisant usage de ces équations pour calculer les dérivées de

du dy it ¥ y
ke considérées comme fonction de la seule variable o et re-

tranchant du second membre, aprés la dérivation, la quantité

(P11 —pin— gk + ¢1£)(sin?w + cos?w),

qui est nulle en vertu de la derniére des équations (A), on obtient
I'identité

J [coswm\ pdu—+pydy . gdu-+q,do
(20) %< 3 )_zcosz—,—zsmw—r,

dont nous aurons a faire usage. En égalant le second membre 2
zéro, on retrouve bien 'équation différentielle des lignes de cour-
bure.

492. Nous allons maintenant passer aux éléments du troi-
sitme ordre. Remarquons d’abord que les angles ¥, u, v/ de la
binormale avec les axes du triedre (T) sont connus, puisque nous
avons déja déterminé ceux de la tangente 4 la courbe et de la
normale principale. En appliquant les formules (1) [I, p. 3],
on a

(21) cos A’ = sinw cosw, COS ' = — cOosSw COSw, cosy' = sinwm.

Nous savons aussi[I, p. 11] que si, par un point fixe, nous
menons une droite de longueur égale & 1, paralléle a la binormale,
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Pextrémité de cette droite aura, quand on se déplacera sur la
, . L ds . . k

courbe, un déplacement égal & — et la direction de ce déplacement

sera celle de la normale principale. Reprenons donc le triedre (T))
déja considéré, ayant le point fixe pour origine et parallele au
triedre (T). L'extrémité de la paralléle a la binormale menée par
'origine aura pour coordonnées

sinw Cosw, — COSW COS®, SING

et les projections de la vitesse de ce point sur les axes mobiles
devront étre, en tenant compte des valeurs déja données des
cosinus directeurs de la normale principale,

—sinwsinw  CcOSwSIN®  COST
2 2 &

T T T

En appliquant donc l'une quelconque des formules (4) [1,
p- 48] qui donnent la projection de la vitesse, la derniére par
exemple, on aura

COST _ e ds  pdu-p; dvcoswcosw— q du—+ gy dy
ds ds ds

COST Sinw

et, en divisant par cosw,

" 1 do  pdu-+pydp gdu—+qydo .
(22) m e e i e i st

On voit que le premier membre demeure le méme pour toutes
les courbes ayant méme tangente. Ce résultat important est dit
a M. O. Bonnet. On peut encore donner & I'équation précédente
la forme suivante :

I 1 0 [cos®
e T ds —Z%( P >’

la dérivée par rapport a w ayant méme signification que dans
I’équation (20).

493. Pour obtenir tout ce qui se rapporte au troisi¢me ordre,

- A do vz .
il faut encore connaitre 3‘; Pour cela nous différentierons la for-

OS‘(U
mule qui donne

" Y N .L\4(\LA

BIBLIO
UNIV_Ru.TARA

BUGUBEsTl
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Cette quantité étant toujours considérée comme une fonction
de u, ¢ et de w, nous avons

d(cosm) :_c)_(cosm)du—l_i(cosm>d0+i(cosm)d(u
P Ju e dy p Jw o

ou, en remplacant dw par sa valeur

sinw ds

—rdu—ryde
déduite de la formule (18),
cosw 0 /cosw)\ sinw ds d /cosw d [cosw
eyl eyt g einf
P Jw p P Ju P ow P
& ﬁ Ccosw \ d [coswm d
T o (T — 7'1% T P.
On voit que le second membre peut étre écrit sous la forme
i coSw .0 [cosw ;
; du P =il d_(; p au
( L7 d /cosw 0 [cosm o
ey ot /T ol g 2R T B

K ne dépendant que de la direction de la tangente a la courbe.

; s d
Quant au premier membre, si l'on y remplace %(

COS®

; ) par
sa valeur tirée de la formule (23), il ne contient plus que des
quantités ayant une signification géométrique simple, et’on obtient
I'équation

(25) d

copsm . 2sinw <¢i’_s —dm) e

qui permettra évidemment de calculer % .

En divisant les deux membres de 'équation (25) par 222, on
aura

: 1 dp 2 dw Kp

6 L2 Syl R
L4) p ds tangm(r - ds> CoS®

K et co% ne dépendant nullement des éléments du second ordre

mais seulement de la direction de la tangente a la courbe, on voit
dés a présent que le premier membre de I'équation (26), et aussi
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celui de 1'équation (25) divisé par ds, demeureront les mémes
pour deux courbes ayant la méme tangente au point donné, bien
que les éléments dont ils dépendent soient du deuxiéme et du troi-
si¢tme ordre. Nous aurons a développer les conséquences de ce
résultat, qui est dd a Laguerre (').

Pour terminer ce qui se rapporte au troisiéme ordre, nous dé-
terminerons le centre de la sphére osculatrice. En appliquant les
formules connues et en désignant par z,, ¥, 3, les coordonnées
du centre de cette sphére, nous trouverons

2y COSW -+ ¥ Sinw =0,
(27) sin w(— &, Sinw - ¥ COSW) ~+ 5, COST = p,
/

cosw( @ sinw — ¥ COSW) = 5 8INw = — T -
0 0

d’ot I'on déduit

—x . dp
g 0 — Jo :psmm—t—tvi cosw,
(28) ¢

sinw cosSw ds
dp .
%y = p COS® — T ——SIN®.

ds

Les deux premiéres équations (27) représentent I'axe du cercle
osculateur. En prenant intersection de cet axe soit avec la nor-
male, soit avec le plan tangent, on a :

1° Le centre de courbure normale

(29) Zy =1 =04 5y = copsm;

2° Le centre de courbure géodésique

sinw p COSW
3o 2y = — il > =,
(ge) 2 sinw 2 sinw

Al

)
Il
(=}

49%. Aprés le troisiéme ordre, il ne reste plus d’élément géo-
métrique a calculer. Les dérivées des éléments p, m et © s’obtien-
dront par la simple différentiation des formules précédentes. 11
nous parait bon toutefois de remarquer que 'on pourra écrire, si

(*) LAGUERRE, Sur une propriété relative auz courbes tracees sur une sur-
face quelconque (Bulletin de la Société philomathique, t. VII, p. 4g9; 1870).
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Pon veut, pour les éléments différentiels d’un ordre quelconque,
deux formules analogues aux relations (23) et (25). Supposons,
en effet, que I'on ait une équation de la forme

P =K,

® contenant les éléments différentiels de la courbe jusqu'a I'ordre
n et K étant fonction seulement de u, ¢ etde w. La différentiation
de cette équation nous donnera

oK oK oK
dd = aadu—{— Eaa'vfd—(;dw,

et 'on déduira de 1a

dd JK sinw oK du - dK dy JK ( du d())

ds 00 p T duds Twds sm\ @ g

Cette formule conserve la forme de celle d’ou on I’a déduite :
le second membre y dépend seulement de u, v et de w; mais le
premier membre contient les éléments différentiels de la courbe
jusqu’a l'ordre n -+ 1.

Sil’on applique cette méthode aux deux formules (23) et (25),
on en déduira deux équations nouvelles se rapportant aux élé-
ments du quatriéme ordre, et I'on pourra continuer ainsi jusqu’a
un ordre quelconque.

Par exemple, de la formule (23) on déduira la suivante, que
nous nous contenterons d’énoncer,

i I @ _sinm 26085 1 T —K
ds\s &) 5 K p - —R-E) K

K, demeurant le méme pour deux courbes qui ont la méme tan-
gente, et R, R’ désignant les rayons de courbure principaux de la
surface.
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CHAPITRE 1L

LES FORMULES DE M. CODAZZI.

Formules relatives aux coordonnées obliques, I'élément linéaire étant déterminé
par I'équation
ds? = A2 dw? + C* dv* + 2 AC cosx du dy.

Angle de deux courbes. — Condition pour que deux directions soient conju-
guées. — Lignes asymptotiques. — Lignes de courbure. — Théoré¢me de Gauss.
— Courbure totale et courbure moyenne. — Coordonnées curvilignes rectan-
gulaires; formules de M. Codazzi. — Etude particuli¢re relative au systéme
coordonné formé par les lignes de courbure. — Application de la méthode
générale au systéme de coordonnées formé par les lignes de longueur nulle. —
Détermination des quantités p, g, 7y P,y G, Iy & M, &, m, lorsqu’on connait
les expressions des coordonnées rectangulaires z, ¥, s en fonction de deux pa-
ramétres u, ¢. — Application a Dellipsoide que I'on suppose rapporté a ses
lignes de courbure.

495. Nous nous sommes contenlés jusqu'ici de supposer que
I'axe des s du triédre (T) était la normale a la surface. Dans les
questions ot intervient I'élément linéaire de la surface, il importe
de définir d’une maniére plus précise la relation entre le triedre
et la surface, afin de reconnaitre quelles sont les quantités qui
demeurent invariables quand on déforme la surface.

A la vérité, ce résultat pourrait étre atteint avec les notations
précédentes; il suffirait de remarquer que, si la surface se déforme
en entrainant avec elle le triedre (T), les translations E v &y
demeurent invariables et, par conséquent, aussi les rotations 7, ry,
en vertu de la quatriéme et de la cinqui¢me des formules (A).
On reconnailrait ainsi immédiatement que la courbure géodésique
d’une courbe quelconque, le produit des rayons de courbure prin-
cipaux en chaque point de la surface conservent leur valeur apreés
toute déformation de la surface. Mais ces résultats, et d’autres
encore, apparaitront d’une maniére plus nette si I'on part d’une
forme donnée @ priori de I'élément linéaire. Nous allons donc
considérer successivement les divers systémes de coordonnées.
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Suapposons d’abord que les points de la surface soient rapportés
a des coordonnées obliques pour lesquelles I’élément linéaire
prendra la forme :

(1) ds* = A* du®+ C? dv?+ 2 AC cosa du dy.

Pour achever de définir la position du tri¢dre (T), nous donne-
rons 'angle m que fait 'axe des x avec la tangente & la courbe
¢ = const., c'est-a-dire avec l'arc infiniment petit A du. Si I'on
désigne de méme par n I'angle que fait avec le méme axe ’arc in-
finiment petit C dy, on aura évidemment

n—'m=m"gqg,

L’angle « n’entrant que par son cosinus dans I’élément linéaire
3 P . 3
on peut prendre

(2) n—m=a.

N

1l est aisé de comprendre pourquoi nous ne donnons pas a
I’angle m une valeur particuliére. Dans le cas des coordonnées
rectangulaires, il serait naturel de faire coincider les axes des z et
des y du triedre mobile avec les tangentes aux courbes coor-
données; mais, si ces courbes ne se coupent pas a angle droit, la
Géomélirie n’indique aucune position particuliére pour les axes
du triedre mobile. Faire coincider I'un d’eux avec I'une des tan-
gentes aux courbes coordonnées serait détruire la symétrie qui
doit exister dans les formules entre les deux variables u et p.
Cette symétrie serait conservée, il est vrai, si 'on prenait pour
axes les bissectrices des tangentes aux courbes coordonnées:
mais ce choix aurait 'inconvénient de ne pas coincider avec celui
qui est le plus naturel quand les coordonnées deviennent rectan-
gulaires. Il nous parait donc préférable de conserver cette arhi-
traire m, sauf a lui donner la valeur qui sera la plus avantageuse
dans Pétude de chaque question.

Quand u varie seule, l'origine du tri¢dre décrit dans le plan
tangent 'arc A du qui fait I'angle m avec l'axe des #. On aura
donc

(3) E=Acosm, 1 =Asinm,
et de méme

(4) ; ti=Ccosn, n,=Csinn.
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Introduisons ces valeurs des translations dans les formules du
Chapitre précédent. Le systéme (A) prendra la forme

0 d
g,
0 J
4%,
s e

(Al) e ou =Pq1 9P,
iy | on s SN ﬂ o oG cow)
"="0u Csina \ do Bt 1Y
U ___()m y I E—d:\cosa>
1= 90 " Asina \ 0w  0v ’

A(psinm — gycosm) = C(psinn — g cosn).

La quatriéme et la cinquiéme équation ont été résolues par
rapport a r et a ry.

496. L’angle o de la tangente & une courbe tracée sur la surface
et la différentielle ds de I'arc de cette courbe seront maintenant
définis par les formules

{ dscosw = A cosm du + Ccosn dy,

(5)

dssinw = A sinm du + Csinn do,

qui donnent

du  sin(n—w) dp _ sin(w—m)

e 7 C— = o
(6) ds sina ds sina

D’aprés cela, si I'on considére deux courbes différentes passant
par le méme point de la surface et si U'on désigne par la lettre ¢
les différentielles relatives a la seconde courbe, par o I'angle ana-
logue & w, Pangle des deux courbes sera donné par les formules

(  A2dudu—+ AC cosa(du do + do 8u) + C2dp 80
S cos(w —w')= 7555 s
(7) ACsina(duSu—dqu)_

sin(w —w') =
( ( ) ds Ss

Cet angle ne dépend, on le voit, que de I'expression de I'élé-
ment linéaire; par conséquent, il ne changera pas quand on dé-
formera la surface. Ce résultat avait été déja signalé (n° 119).

La condition pour que deux directions soient conjuguées de-
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viendra ici

A(g cosm — psinm) du 3u + G(q,cosn — pisinn) dp 3¢
@ {4 S e
+A(gicosm — pysinm) 8u dp + C(g cosn—psinn) du e = o.
Par conséquent,’équation différentielle des lignes asymptotiques
sera

A(gcosm — psinm) du>—+ G(gicosn — pysinn) dp?

m;

~+[A (gycosm — pisinm) + C(q cosn —psinn)] de du = o.

Enfin les deux équations qui définissent les lignes de courbure
deviendront

A cosm du —+ C cosn dv (g du+ g, dp)o = o,

G g A sinm du —+ Csinndv—(pdu+p1dv)p=0.

L’équation différentielle de ces lignes développée s'écrira

A(p cosm + g sinm) du? + G(p1cosn —+ gysinn) dp?

o |

+[C(p cosn + ¢ sin n) + A(picosm — gisinm)] dudy = o.

Mais nous devons surtout insister sur la forme nouvelle que
prendra I'équation du second degré qui détermine les rayons de
courbure principaux. Elle devient ici

(12).} 2 P aps)
—p[A(picosm gy sinm) — G(p cosn—+gsinn)]+—ACsinz=o.
On en déduit, par conséquent, en désignant par R, R’ les deux
rayons de courbure principaux,

(13) AG sinz(& -+ H[’> = A(picosm + g, sin m)—CG(p cosn + g sinn),
- ACsina
(14) SRR P4t 9Py
Remplacons pg, — ¢p, par son expression déduite de la troi-
siéme des formules (A'); il viendra

ACsina T L L)

(15) et )

ou, en remplacant r et r, par leurs valeurs,

IC 0A A oC
ACsing e ol omw g tos 0[5‘7_()7"0“

6 e gl S e tal
(16) RR’ dudy  Ju A sinz dp Csina
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Cette formule donne immédiatement le beau théoréme de Gauss.
Le produit des rayons de courbure principaux ne dépend que de
Pexpression de 1'élément linéaire et subsiste quand la surface est
déformée sans déchirure ni duplicature.

I

497. L’expression AR @ recu le nom de courbure totale de la

surface; celui de courbure moyenne a été donné & la somme

L, £ e
Ganh i

On a écrit des Mémoires pour chercher laquelle de ces deux
quantités doit servir de mesure a la courbure de la surface en un
point donné. Les géométres qui ont traité ce sujet ne se sont pas
apercus qu’ils renouvelaient, sous d’autres espéces, la célébre
question des forces vives, et qu’ils soulevaient une question qui
doit se résoudre par une définition de mots. Tout au plus pourrait-
on essayer de raisonner par analogie, en examinant les propriétés
relatives a la courbure des lignes planes qui sont susceptibles
d’étre généralisées dans la théorie des surfaces. Si toutes ces gé-
néralisations se rapportaient, par exemple, & la quantité que nous
avons appeléela courbure totale, les géométresauraient eu quelque
raison de réserver le nom de courbure a cet élément. Mais ce
moyen indirect de résoudre la question échappe completement;
parmi les propriétés relatives a la courbure dans les lignes planes,
les unes admettent une généralisation dans laquelle on emploie la
courbure totale; pour d’autres au contraire, il faut faire intervenir
la courbure moyenne; quelques-unes d’entre elles admettent
méme des généralisations différentes dans lesquelles on a a em-
ployer tantot la courbure moyenne, tantdt la courbure totale.

Nous allons d’abord montrer, d’aprés Gauss, qu’on peutadopter
une définition de la courbure totale tout a fait analogue a celle de
la courbure dans les lignes planes.

Etant donné un arc de courbe plane, si, par le centre d’un cercle
de rayon 1, on méne des paralleles aux normales & l'extrémité de
cet arc, ces paralléles interceptent un arc de cercle qui est égal a
I'angle des tangentes aux deux extrémités de la courbe et qui, par
conséquent, mesure ce que l'on appelle la courbure de Parc de
courbe.

De méme, si I'on considére une étendue de surface limitée par
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une courbe fermée et que 'on méne par le centre d’une sphere
de rayon 1 des paralléles aux normales de la surface en tous les
points de sa courbe limite, ces paralléles couperont 1la sphére
suivant une courbe également fermée. II Y aura une portion de la
sphére, limitée par cette courbe, qui contiendra tous les points de la
sphére correspondants aux différents points du segment de sur-
face considéré. Laire de cette portion de la sphére s'appellera la
courbure totale du segment de surface. H

Revenons a la courbe plane. Si l'on divise la courbure totale
d’un arc de la courbe par la longueur de cet arc, on démontre que
ce quotient tend vers une limite finie et déterminée quand l'are
diminue indéfiniment et se réduit a un point; cette limite est, par
définition, la courbure en ce point.

Sil'on envisage de méme un segment de surface entourant un
point M de la surface, et si 'on suppose que l'étendue de ce seg-
mentdiminueindéﬁniment, etdans tous les sens, autour du point M,
la courbure totale du segment diminue indéfiniment ; mais, sion
la divise par I'aire de la méme région, le quotient obtenu tendra,
comme nous allons le démontrer, vers une limite finie et déter-
minée, indépendante de la forme du segment. Cette limite est

I G a5 i :
T c’est-d-dire 1'élément auquel nous avons donné le nom de

courbure totale au point M.

En nous placant au point de vue précédent, il semble donc que
'analogie est compléte entre la courbure dans les courbes et la
courbure totale dans les surfaces. Mais on peut indiquer d’autres
Propositions dans lesquelles cette analogie est détruite et qu’on
peut généraliser en substituant 3 la courbure de la ligne plane la
courbure moyenne de la surface et non plus la courbure totale.

Imaginons, par exemple, qu’on porte des longueurs infiniment
petites sur les normales d’'une courbe, de maniére & obtenir une
courbe voisine. Si £ désigne la longueur portée sur chaque nor-
male, I'accroissement de longueur quand on passera de la premiére
courbe a la seconde sera représentée par I'intégrale

/Z——)

P

ou ds désigne la différentielle de I’arc et ¢ le rayon de courbure.
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Si P'on opére de méme sur une portion de surface, I'accroisse-
ment de l'aire, quand on passera a la surface infiniment voisine,

sera (n° 185)
ffh(%i —+ RL,>ds,

ds désignant I'élément d’aire et R, R’ les rayons de courbure prin-
cipaux. Ici, on le voit, I'élément qui se substitue & la courbure
dans la proposition généralisée n’est plus la courbure totale; c’est
le double de la courbure moyenne.

Il est inutile d’insister sur cet exemple et sur d’autres que I'on
pourrait invoquer. On peut dire que la courbure totale a plus
d’'importance en Géométrie; comme elle ne dépend que de I'élé-
ment linéaire, elle intervient dans toutes les questions relatives a
la déformation des surfaces. En Physique mathématique, au con-
traire, c'est la courbure moyenne qui parait jouer le role prépon-
dérant.

498. 1l nous reste maintenant & bien préciser la définition de la
courbure totale et & démontrer la proposition de Gauss que nous
avons énoncée plus haut.

Soient M un point de la surface et M le point correspondant de
la sphére de rayon 1 sur laquelle on effectue la représentation.
Menons par M’ des paralléles aux axes du triedre (T). Nous aurons
ainsi un triedre (T’) dont les rotations seront évidemment les
mémes que celles du triedre (T), et qui jouera par rapport a la
sphére le méme role que le tritdre (T) par rapport & la surface;
car son axe des 5 sera la normale a la sphere. Soit

ds2= A2du?+ 2A'C cosa’ du dy + C2dp?

I'expression de I'élément linéaire de la spheére. L’élément siper-
ficiel aura pour valeur

A'C'sina’ du dy,
en grandeur et en signe. Cela posé, appliquons a la sphére la for-
mule (14).
Nous aurons, puisque les rotations du triedre (T”) sont les

mémes que celles du triedre (T),

A'C'sina' = pgi— qp1,



368 LIVRE V. — CHAP. IIL
et, par suite, en tenant compte de la formule (14),

ACsina

ACsing = 2

Donc la courbure totale d’une portion de la surface, qui, d’aprés
la définition méme de Gauss, est représentée par l'intégrale

/ A'C'sina’ du dy
¢tendue a cette portion de surface, le sera aussi par U'intégrale

AC sina
'/:/‘T{,du dy,

étendue a la méme région.
Si donc on divise la courbure totale d’un segment de surface
par l'aire de ce segment, le quotient sera

ACsina
!/:[-W du dy

f AC sina du dy

Poursupprimer toute difficultérelative au choix des coordonnées,
désignons par do I’élément superficiel et écrivons le quotient pré-
cédent sous la forme

[
J.J RR

Il est évident qu’il aura pour valeur

w)
RR'/,’

(Fi{/) indiquant une moyenne entre toutes les valeurs d
0

b
€ a8
Iintérieur du segment considéré. Si I'étendue de ce segment
diminue de maniére que les distances de tous ses points & un
point M de l'intérieur tendent vers zéro, on voit que le rapport
précédent aura pour limite la courbure totale de la surface en ce
point. Ce rapport n’aurait aucune limite déterminée si, contraire-

ment & 'hypothése, le segment se réduisait non plus & un point,
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mais & une ligne donnée, par la diminution d'une seule de ses
deux dimensions.

499. Dans le cas ou les coordonnées curvilignes choisies sont
rectangulaires, les formules générales se simplifient beaucoup.
Alors on peut faire coincider 'axe des z# du triédre (T) avec la
tangente & l'arc A du, c'est-a-dire avec la tangente a la courbe
¢ = const. Cela donnera

7
n= -, m — o, o= —-
2

J )
Agyte=h Fg__d% = T,

n 1 0A ore 9
el U dE or  dry d
\ T & o] Jo o o Bdr— 9Pt

elles coincident, aux notations prés, avec celles qui ont été
données en premier lieu par M. D. Codazzi (! ).

(*) Copazzt (D.), Memoire relatif a Uapplication des surfaces les unes sur
les autres, envoye au Concours ouvert sur cette question, en 1859, par UAca-
démie des Sciences (t. XXVIL des Meémoires présentés par divers savants a

" UAcadémie des Sciences, imprimé en 1882).

M. Codazzi donne aussi, dans un Appendice a son Travail, des formules rela-
tives aux coordonnées obliques. Ces formules, différentes du systéme (A'), sont »
équivalentes a des relations que nous ferons connaitre plus loin (n° 508). Les
formules (A"), qui contiennent une arbitraire m, et oit toutes les quantités sont
définies par leurs propriétés cinématiques, ont été données en 1866 dans le
Cours que j'ai eu I'honneur de faire comme suppléant de M. Joseph Bertrand, au
Collége de France. M. Combescure, dans un Mémoire inédit présenté en 1864 &
I'Académie des Sciences, avait déja appliqué des considérations de Cinématique
a la démonstration des formules de M. Codazzi. Le travail de M. Combescure
traite des déterminants fonctionnels et des coordonnées curvilignes; il a été
publié en 1867 dans les Annales de I’Ecole Normale (t. IV, 1= série).

C'est M. O. Bonnet qui, le premier, a mis en évidence tout l'intérét et toute
'utilité des formules de M. Codazzi relatives aux coordonnées rectangulaires.
Aprés les avoir démontrées géométriquement dans une Note sur la théorie de
la déformation des surfaces gauches insérée en 1863 aux Comptes rendus
(t. LVII, p. 805), I'éminent géométre en a fait une étude approfondie dans une
Addition de 120 pages & son Mémoire sur la theorie des surfaces applicables
sur une surjace donnée,inséré en 1867 au XLII* Cahier du Journal de I'Ecole Po-

D. — IL 24
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Les formules (B), [p. 348], qui donnent les projections du dé-
placement d’un point, prendront ici une forme plus simple et de-
viendront

‘ dr - A du—+ (g du—+ q,dv)s — (rdu + rido)y,
(B") ¢ dy +Cdo +(rdu—+ ride)z — (p du—+ pide)z,
ds “+(pdu—+pido)y — (q du—+ g,dv).

Quand on aura a appliquer les formules du Chapitre précédent,
il faudra adopter les valeurs suivantes des translations

S E=A; &1 =o,
(17)
tn=o, 1= C.
Si l'on considére une courbe quelconque tracée sur la surface,
on aura '

Adu N
7 PRl e e

(18) COSt =

w désignant maintenant I'angle de la tangente avec I’arc A du.
Les lignes de courbure seront définies par les deux équations

Adu—+p(gdu-+ gy dv)=o,
plg 7

(19) | Cdv —p(pdu~ pyde) = o;

lytechnigue (p. 31-151), Cette partie du travail de M. Bonnet contient une dé-
monstration compléte et de nombreuses applications; nous aurons i la citer
souvent, M. Bonnet s’est placé au méme point de, vue que M. Codazzi, et il a
défini tous les éléments qui entrent dans les formules par des considérations de
pure Géométrie.

Depuis 1867, un grand nombre de recherches ont été publides sur le méme
sujet. Nous citerons en premier lieu celles de M. Codazzi insérées dans un grand
travail : Sulle coordinate curvilinee d’una superficie e dello spazio (Annali
di Matematica de Milan, t. I, p. 293-316; t. II, p- roi-rig et 26g-287; t. IV,
p- 16-25; 1867-1869). Nous avons aussi emprunté une formule trés ¢légante a un
Mémoire de M. Laguerre Sur les formules fondamentales de la théorie des
surfaces publié¢ en 1872 dans les Nouvelles Annales de Mathematiques (t. XI,
2° série, p. 60). Les méthodes de M. Laguerre ont été développées par M. Ch.
Brisse dans un Mémoire intitulé : Ezposition analytique de la théorie des
sur.faces. Ce Travail, dont la premiére Partic a paru en 1874 dans les Annales
de I’Ecole Normale (t. 111, 2° série, p. 87) se trouve continué, mais non terming,
dans le LIII® Cahier du Journal de ['Ecole Polytechnique (p. 213; 1883).

Mais je dois surtout signaler, comme offrant le plus d’analogie avec les mé-
thodes suivies dans cette partie de mes lecons, celles que M. Ribaucour a déve-
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Iélimination de p conduira a I'équation différentielle de ces lignes

(20) Apdu+Cq,dv? - (Cqg - Apy)dude = o,

it J i F o
et celle de —— a I'équation aux rayons de courbure principaux
dy

: or  dry
(2r) ;ﬁ-(m—d—l:")~p(Ap,——-Cq)+AC:o.

En particulier, la courbure totale de la surface sera donnée par
la formule

(22)

AC _ or  or 0 /1dCY 9 (1 0A
RR' " o0 0w ou T\

=~ulxn)~wlew)
Enfin la relation entre deux tangentes conjuguées prendra la
forme :
(23) Agdudu—Cp;dede +~Ag dule—Cpdedu=o,
et I'équation différentielle des lignes asymptotiques deviendra
(24) Agdur —Cp, der+ (Agy—Cp)dude = o.

500. On peut encore faire une hypothése plus particuliére, et

envisager le cas, trés important pour la théorie et les applications,
ou les deux systemes de lignes coordonnées sont les lignes de

loppées, d’une maniére plus ou moins compléte, dans plusieurs de ses travaux, et
qui se trouvent exposées d’une maniére détaillée, sous le nom de périmorphie,
dans le Mémoire couronné par Académie de Bruxelles : Etude des élassoides ou
surfaces a courbure moyenné nulle (Mémoires couronnes et Memoires des
Savants étrangers publics par UAcademie Royale de Belgique, t. XLIV;
1881). Toutefois, M. Ribaucour ne considére que des coordonnées curvilignes

reclangulaires, il ne donne pas la définition cinématique des quantités qui,

entrent dans ses formules; les deux systémes de formules qui tiennent dans sa
théorie la place de nos systémes (A) et (B) nous paraissent moins simples et
ont une signification moins précise. Au fond, M. Ribaucour a employé la
théorie des mouvements relatifs, mais sans le dire explicitement et sans utiliser
toutes les ressources que présente cette théorie.

Les formules de M. Codazzi sont loin d’é¢tre les seules qui permetlent une
¢tude approfondie de la théorie des surfaces. Nous montrerons plus loin tout le
parti que 'on peut tirer du beau Mémoire de Gauss, Disquisitiones generales
circa superficies curvas, auquel se rattachent presque tous les travaux des
géométres allemands. Les relations qui y sont établies permettent de traiter
complétement toutes les questions essentielles.

A
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courbure de la surface. Nous allons indiquer rapidement les for-
mules qui se rapportent & cette hypothése.

Dans ce cas, 'équation différentielle (20) des lignes de cour-
bure doit étre privée des termes en du?, dy?. Il faut donc que
Pon ait

(25) P=qi=o.

Les formules de M. Codazzi se réduisent alors aux suivantes -

e SR RS D s
‘ AR ou | 1w or Jary
A”/ i | iy wCng o T e
Sk ( 1 dC g dp ou 2Pt
AR i B e gz SNy
\ A du dp

Six des douze rotations ou translations du triedre deviennent
nulles.

On voit que I'élimination de Pis @5 Ty Ty entre les équations
précédentes doit conduire & une relation différentielle entre A et
C. On ne pourrait donc pas choisir arbitrairement 1'élément
linéaire d’une surface rapportée a ses lignes de courbure.

L’élément linéaire do de la représentation sphérique prend ici
la forme trés simple \

(26) ds? = g2 du? + p3 dv?.

On reconnait ainsi que les lignes de la sphére qui servent
d’images aux lignes de courbure se coupent, elles aussi, a angle
droit. Y

Appelons R le rayon de courbure principal correspondant
I'arc A du, R'l'autre rayon correspondant & 'arc Cdp. Les for-
mules (19) nous donnent

L’élément linéaire de la surface peut donc s’écrire

(28) ds® = R2q> du? +— R'2p? dv2.

9’
L’équation différentielle des lignes asymptotiques prend l'une
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ou l'autre des deux formes

Agdu— Cp,de* = o,

(29) cos?w  sin%w

e e g

Notons encore qu'en introduisant R, R’ 4 la place de A et de C
dans les deux premieres équations (A”), on obtient les formules

QE . ()_‘I(p\'_p\‘),
(G ) o¢ q v
(C 4 ;
AL o dlﬂ([{'_ngu
Ju P1 ou

qui constituent les relations entre les rayons de courbure et la
représentation sphérique. Comme on peut déduire des trois der-
niéres formules (A”) la relation différentielle suivante :

0 /1 dg 9 /1 dpg)
D G A TR i
L) de \ py 00 ,) + Lq du ,) kT
entre p, et ¢, on voit qu’il sera impossible de prendre pour R et
R’ des fonctions quelconques de « et de ¢.
Le systéeme (B”) prend ici la forme suivante :

dr +~Adu-+gsdu—(rdu-+rydv)y,
(B™) ¢ dy +Cdv +— (rdu—ridv)e — p1 5 do,
dz+—pyydv— gz du.

501. Lessystémes de coordonnées curvilignes que nous venons
d’employer sont tous réels. Il arrive fréquemment, dans les re-
cherches les plus importantes relatives a la théorie des surfaces,
que l'on est conduit a se servir des coordonnées symétriques pour
lesquelles 1'élément linéaire a la forme réduite

(a) ¢ ds? = 412 du dv.

Dans ce cas encore, il est bon d’indiquer les formules qui
peuvent remplacer celles de M. Codazzi.

Voici comment nous déterminerons ici la position du tri¢dre
(T) qui admet pour axe des z la normale aJa surface. Nous pren-
drons, en chaque point, pour axe des 2 du triédre la tangente a la
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courbe
Y — ¢ = const.,

et pour axe des y la tangente a la courbe orthogonale
U -t~ ¢ =; const.

Ces hypothéses donnent déja entre les translations les relations

E—=
<

oy

1 N+ = 0.

Identifions maintenant 1'élément linéaire de la surface a celui
qui est donné par la formule (2) du Chapitre précédent; nous
aurons les relations

§2+—n2—=o, £2 — 2 = 9)2,

Nous prendrons

et, par conséquent, les valeurs des quatre translations seront
données par les formules suivantes :

55:)‘: 'rl:_')‘l'y

(51:7\, 'r”::f)\i.

(30)

Il suffit de substituer ces valeurs dans les formules du Chapitre
précédent pour obtenir toutes celles qui se reportent aux coor-
données symétriques. Le systéme (A) nous donnera ici

[ ; o )
P pi=, gy, %—0% =qnrgy;
B ! s aiidlegh dg dg1
(Aavy { r =—q g 3. T ag = TPy P4
i idlog)& OF5 paolih.
1= T T I R P

Les expressions données par les formules (B) deviennent

dz + M du -+ dp) -+ (gdu—+qide)zs— (r du—+ rdy )¥s
(B™) < dy+ik(dv —du)—+(rdu— r dv)x — (pdu—+ pydv)s,
ds +(pdu-+p dv)y—(qdu—+q,dv).

Les lignes asymptotiques de la surface ont pour équation diffé-
rentielle

(31)  (g-+ip)du?+ (g, — 1) dv? =+ (ip) — ip + q + q,) du dp = o.
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Le systéme des équations (10) (n°488), qui définit les lignes de
courbure, prend la forme
Mdu+de) +p(q du + g, dv) = o,

% s
(2 | iN(du— dv) +~ p(p du + py dv) =0,

p désignant toujours le rayon de courbure principal.

L’élimination de il-t conduit a I’équation
dy
(33) ex(pg1—gqp1) —hp(pr—p — ig —iq1) + 202 =0,

qui fait connaitre les rayons de courbure principaux. On en dé-
duit

A 1 1 92log )
(34) RR ™ X Ouop
formule dont on fait un fréquent usage.

L’élimination de g entre les équations (32) conduit a I'équation
différentielle des lignes de courbure

(35) du*(p — iq) + dv*(py + 1gy) = o.

L’absence du terme en du d¢ montre immédiatement I’orthogo-
nalité des deux lignes de courbure.

B02. En résumé, nous avons & notre disposition quatre systémes
différents de formules se rapportant, respectivement, aux coordon-
nées obliques, aux coordonnées rectangulaires, aux coordonnées
déterminées par les lignes de courbure, aux coordonnées symé-
triques. Nous allons étudier quelques-unes des questions dans
lesquelles ces formules jouent un réle essentiel. Mais, avant de
terminer, nous ferons une remarque générale : Dans l'un quel-
conque des systémes obtenus, les expressions de 7 et de ry dépen-
dent exclusivement de élément linéaire. 1l suit de la que la cour-
bure géodésique, dont I'expression contient les seules rotations
r, ry, ne change pas quand on déforme la surface. En particu-
lier, les lignes géodésiques, pour lesquelles la courbure géodé-
sique est nulle et dont I'équation différentielle se forme exclusive-
ment avec 1'élément linéaire de la surface, conserveront leur
définition lorsqu’on passera de la surface proposée a toute autre
surface applicable sur la premicére.
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Lorsque les recherches que nous aurons a entreprendre devront
s’appliquer & tous les c¢as, nous pourrons employer les formules
du Chapitre I¢", en remarquant que &, &, 7, 1, 7, r, dépendent
exclusivement de I'élément lindaire dans tous les systémes de for-
mules, et demeurent les mémes quand la surface se déforme en
entrainant le triédre (o).

503. Il nous reste, pour compléter tous ces développements, 4
indiquer comment on déterminera les différentes quantités qui
figurent dans ces systemes de formules lorsque la surface sera
connue et définie; par exemple, lorsqu’on aura les expressions des
coordonnées rectangulaires Z,y, s d’'un point de la surface en
fonction des paramétres u et ¢. Considérons le premier systéme
de formules, celui d’ou 'on peut faire dériver tous les autres et
qui contient les translations Evny o BUF, G désignant les
trois fonctions de Gauss, on aura d’abord
‘o2 [ oy 2
=ity Je
ox 0  Jdy dy . 0z 0z

b
du dv ' Jdu dp ' dm op ot
ox\2  /[oy\?2 . [0z)\2
e R )

Ces trois équations permettront de déterminer, autant qu’elles
peuvent I'étre, les quatre translations. Toute hypothése sur la
maniére dont le triedre (T) est attaché a la surface donnera une
relation qu’il faudra joindre aux précédentes. Nous pouvons donc
considérer les translations comme connues.

Cela posé, conservons, pour déterminer les neuf cosinus qui
déterminent la position du triédre (T), toutes les notations du
Livre I [, p. 2]. La considération des déplacements suivant les
courbes coordonnées nous conduira aux six équations

v

Il

(36) ;F

avy
—1o
=

=)

i ox
S(l -i—-?]b 25&7
d : . 9
(3z) (ta +nb :(%,
; ” dz
ta" +nb =%
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et
\Ela “+ b :3_:"
(37) (bia b=,
(glaur,,b”zg—f,

qui feront connaitre les six cosinus @, b, @', . ...

(38) s= 2 %,
gAb :—Eigz—i—ij—g

(38Y )A f—zlgz+s‘;—{-

ot A désigne le déterminant Eq, — =&, qui,

mules (36), a pour valeur

(39) . A=y — afy == /EG —F2.

377

On trouve ainsi

d’aprés les for-

Quant aux cosinus directeurs ¢, ¢/, ¢’ de la normale a la sur-
face, on les déduira de leurs expressions connues [I, p. 3] en

fonction des six autres. On trouve ainsi

[ A _dyds dy dz
\ T ou de ov Ju

(4) ( S W a0

Il nous reste i déterminer les rotations. On les obtient, par
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exemple, en différentiant les formules (37)et(37), qui conduisent
ainsi aux suivantes :

Scd%g = Scda—:—n Scdb

= —& (gdu—+q,dv)+ (pdu—+ p; dyp),
g q

| 9
(41) ¢ Scd£ - Ejscda.+mScdb

:——Sl(qclu—rq,dv*)~:m(pdu+p1dv),

Il

02 1)
% drTi = & dE+ndn+ (g — 1¢1) (7 du -+ 1y dv).
En remplacant ¢, ¢/, ¢/ par leurs valeurs données plus haut et
en introduisant les déterminants D D/, D" définis par 'identité
) P

ox Jdr Jz 2z 2z ]
e e G B S d —dp2? |
dJu dv  ou2 halie du dy s dp? o

. ; : D' — |0 Oy By . gy 0%y s
(42) Ddu?+2D'dude + D"dp> — S ﬁdu—nduwduda—l— %z'd"

05 0z 02z Q 02z

Tt s

det op! LR g

%

02z
du dy —+ d—vzds«- |

on obtiendra, par la résolution des équations précédentes, les
valeurs suivantes des rotations :

' A (pdu—+pide) = E(D'du D" dp) — £, (D du—+D'dy),
A?(gdu+q1dv):'r,(D’du+D"dv,,»—m(Dduv+D'dv),
0G (OF 1 0E)
13 Al p PR e < U _1__1.* 2eedl SEIW ey
(43) ¢ A (rdu-+ridp) &y dt — g dy 2dudv'(f)u zdv)dl,t

:—l—Eclsl—l—ndm—i @du~<gg—~l dG) dp.

dp 2 du

Nous verrons plus loin que les déterminants D, D, D’ jouent
unréle essentiel dans la théorie de Gauss. D’aprés la derniére
des formules précédentes, on reconnait que les rotations r et r,
dépendent seulement de 1'élément linéaire de la surface, ce qui
est conforme aux résultats déja signalés (n°502). Quant aux rota-
tions p, 7> P1s q1s elles s'expriment en fonction linéaire de DD
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D’. On a, en effet,

Arp =D —ED, Arg =D —qyD,
A2p, =ED'—§ D, A2g; =1 D"— 9, D,

oF an 1 JE
445 { = _’_l_;_ SR ik R
(44) ' ar Sou " " ou 2 09
0% dr 1 dG

A = — - — L i
i 1 El Jdy mdv 5 diw

Si l'on porte les valeurs de p, ¢, Py ¢ dans la troisiéme des
velations (5) [I, p. 49], on sera conduit & I'identité

€45) A3(pg1— gpy) = DD"— D2 = A3 ( - — ——

[ or dry
dy du ) i

établissant entre D, D', D" une relation qui[dépend seulement
de I'élément linéaire, et sur laquelle nous aurons a revenir quand
nous ferons connaitre la théorie de Gauss.

504. Pour indiquer au moins une application, supposons que
la surface soit un ellipsoide rapporté a ses lignes de courbure. On

~ aura icl
gk /a(a-—u)(a—v)
\ ‘ (a—b)la—c)
(46) /67(717_—1L)(b—(
#\ (b—a)b—c)’
‘ /c(c——zﬂ(c—v)
=V e—ate=0)
u(u—c) plp—u)
47 E=e ——— T
G Flw) f(9)

J(w) désignant la fonction
(48) Jlu)=4(a—u)(b—u)(c—u)

Le calcul donne

o 4jays(u —c')f(qu)(a—c;(b —c) A Vabe(u — o)
o P f@y=f@e’
a D' = o, D:ﬂc(_“:ﬁ;
So)/— () f(0)
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Sapposons que I'on prenne
(50) 51 =0y n=o0,

ce qui revient A faire coincider les axes des z et des ¥ du triedre
(T) avec les tangentes aux lignes coordonnées. On aura

(51) E=vVE, m=yG,
et les formules (43) donneront

EG(pdu—+p dv)= VED" dp,
EG(gdu~+ g,dv) = — \/GD du.

On déduira de 13
5 p=o, g1=o0,
(52) Vabe A ‘/a_b? v~ﬂ
(2= \/ o) IR T U T \/uﬂv)'

u

Quant aux rotations r, 7y, elles se déduisent de 1’élément li-
néaire par la troisiéme des formules (43), qui nous donne

rdu-ride = LA C)de I dEdu

2/EG 9 5 /RG 0%
et, par suite,

M I ()E e —u jm
el B St
| oG I / v flu)

T
./“ 2/EG 0% a(u—v) V Tur)

Les formules (27) nous donnent, par exemple, pour les rayons
de courbure principaux, les valeurs suivantes

— 3 1 e
(5%) R—-@—-— Lo R'—_‘/_G~_ﬂ,
T i T o = i
o (abe)? P1 (abc)?

d’ott 'on déduit
R abe 5’ abe

5’- —_— = — = .
(5 R’3 ok 7 R3 wr

Done, sur chague ligne de courbure, le rayon principal
correspondant est proportionnel au cube de Uautre rayon de
courbure principal.
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11 résulte des formules (54) que I'on a

u2p2

abe

(56) RR"=

Par suite, les lignes pour lesquelles la courbure totale demeure
constante sont définies par I'équation

"~ upy = const.

Or, si 'on désigne par 8 la distance du centre de lellipsoide au
plan tangent en un point de coordonnées w, ¢, un calcul facile
donnera
_ ue _ /RR
32 abc VY abe

(57)

Il suit de la que les courbes considérées sont celles que Poinsot
a désignées sous le nom de polhodies et quisont le lieu des points
pour lesquels la distance du centre de 'ellipsoide au plan tangent
conserve une valeur constante.

Des considérations de Géoméirie tirées de la théorie des dia-
métres conjugués,” et auxquelles le lecteur sappléera aisément,
mettent en évidence une remarquable propriété de ces courbes :

Si, par chaque tangente & une polhodie, on méne un plan
normal a Uellipsoide, la section de Uellipsoide par ce plan
aura un de ses sommets au point de contact de la tangente.

En d’autres termes, les polhodies sont des courbes telles que
chaque section normale tangente @ la courbe en un de ses
points est surosculée en ce point par un cercle.

Nous retrouverons plus loin cette propriété au n° 510.

Avant de commencer I'étude détaillée des lignes tracées sur les
surfaces, nous allons donner différents Tableaux contenant les
systemes de formules que nous avons obtenus dans ce Chapitre
et dans le précédent.
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TasLeav I (Chapitre I).

Rotations p, ¢, r; pi, g4, ry; translations £, 1,058, 0

[ Op _ Op1 . % 05 :
&?)F_Z)E T e T e

, 99 _9qy _ . om0 e
(A) i) T e b ot B e et
/ or ary 4 o
To i 0w B ARG S PP — g G daics

dz+Edu +Eidv + (g du—+ qidv)z — (rdu—+ ride)y,
(B) ) dy +n du-+v,dp - (r du - ride)xr — (p du-+p,dp)z,
 ds H(pdu-+pide)y —(gdu-+q dv)x.

Courbe tracée sur la surface :
(1) dscosw =t du £ dp, ds sinw = 1 du + 1, dy.
Image sphérique de la courbe :

(2) ds cosl = g du + q, dy, dssin =— pdu — p, dp,
(3) do*= (pdu—+p de)?+ (g du—+ qde)? .

Condition pour que deux directions soient conjuguées :
(4) (pdu-+pide)(58u—+,80) — (g du—+ g1dv)(ESu—+ £ 8p) = o.
Lignes asymptoliques :

(5) (pn—q8) dur—(pyny— q1fr) d? +(pay—+ pin — q&1— g18) du dp =o,
(6) (pdu~+pidv)sine — (g du -+ g, dp) cosw = o.

Lignes de courbure :

\ Edu— bide+p(q du -+ q,dy) = o,

7) ! 1)du—'rmdahp(pdu‘—pl'dv‘):o.
Equation diff¢rentielle de ces lignes :

(8) (pdu—+pide)(tdu—+Ede)-+ (q du+-qydp)(q du ~+1,dv) = o,
(9) (p du +pidy) cosw + (g du + ¢y dp) sinw = o.

Equalion aux rayons de courbure principaux :
(10)  p*(Pgs—gp1) + p(gmi— gun + pti— piE) + Eny— 1, = o.
Courbure totale :

Eni— 0k, ar  ory

Y fiv = A Pl
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TasrLeau II (Chapitre I).

Courbure et torsion d’une ligne tracée sur la surface; &, v/, €,
angles de la normale principale; ¥/, p/, v, angles de la binormale
avec les axes du triedre (T) :

) { cost' = —sinwsinw, cosn' = cosw sinw, cosf = cosw,
(1 . |
: cosA' = sinwcosw, cos ' =— cosw cosw, cosy' = sinwm,
sinw
(2) ds = dw —+ rdu -+ rydp,
COS® 4 :
{3) ds =sinw(p du—+pyde) — cosw(qg du+ q,dp),
.1 de p du-+pyde q du—+qdy . 10 <cosm
)= e QS ——=———— SN () = =
W 2% ds ds 20w\ p )’
cosw dp sinw /2 dws
_M_;+_<_--g_ k-
P2 ds p T ds
5 ) o cosm ' COST ) du
() - r)u \ ) dw e Ll ds

3 i / cost ‘(ou—x ﬂl‘f,
z)v&p,) t)w\p) ds

Centre de la sphére osculatrice (2, y,, 50 ) :

[ %o Yo < dp
—_— = = pSINT -+ T COST —-»
—sinw  cosw ds
(6) :
z 2 do .
Z0= pEOST — % — Sinw.
=g ds

Centre de courbure normale (2, 3, z,) :

( P
7 &y = y1=0, Gy — —Li i
(/) .}1 3 ~1 coS

Centre de courbure géodésique (xs, y», 22) :

p sinw p COSW
2 -y = —
sinw

(8) &y = —

Centre de courbure de la courbe (x3, 73, 73) :

(9) Z3=—psinwsinw,  y;= pcosw sinw, 33= p COST.

#
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Tasreav I (Chapitre II).

(1) ds? = A2du?+ C2dy? -+ 2 AC cosa du dy,

(2) n—m=—auq,

B &= A cosm, 7 = Asinm, E; = Gcosnr, 1y = Gsinn,
[-Op  Opy (Rl I oA 0C \
\JJHW_‘M_’"Q“ T . e o ~()ucosm)

- dg  dqy i e 1 dC oA
)43 —dgT TP s s (o—u—w"‘)“f

gé — Z—:‘: =pP71—4pP1, A(pisinm—q,cosm)=C(p sinn—gq cosn),

5 dz + A cosm du + G cosn dv (g du—+ g:l dv)zs — (rdu—+ ride)y,
(BY) ¢ dy + Asinmdu + Csinndy + (r du—+ ride)r —(p du—+p, dv)z,
dz (pdu-+pide)y—(q du+q,dp)z,
Ligne tracée sur la surface :
(4) dscosw=A cosmdu+Ccosndp, dssinw=A sinm du-Csinn do.
Angle de deux directions :
{ dsdscos(w — )= A2dudu + AC cosa(du 80 + dv ou) + C2dp op,
| ds s sin(w — w') = AC sina(dp 8u — du 8p).

%)

Directions conjuguées :

A(g cosm — psinm) du 3u + G(g,cosn — pysinn) dp By
+A(gicosm —pysinm)dude + C(g cosn — psinn) do bu = o.

(6) ;

Lignes asymptotiques :

A(gcosm — psinm) du?

- .
7) -+ CG(gicosn — pysinn) v+ 2 A (g, cosm — pysinm) du de = o.

Lignes de courbure :

(8) 3 Acosmdu+ Ceosndy + (g du+q,de) = o,
Asinmdu + Csinndy — p(pdu + pyde) = o.

Equation différentielle ;'

9) ;A(pcosm—;—qsinm)du2+C('plcosn—;qlsinn)dv?
\9 —+[A(prcosm -+ gisinm) + C(pcosn + gsinn)| dudy = o

Rayons de courbure principaux :

(50} 3 P2(Pg1— qp1)
—p[A(picosm—+gysinm)—C(p cosn—+-¢g sinn)]+ AC sinz = o,

/0G _ 0A A /0A oG :
(11) ACsing 0% ol 5560”) o | 35— 3g co%«
RR’ = odudv  ou 5 oA

Asine /o9y
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TasLEAv IV (Chapitre IT).

Coordonnées rectangulaires quelconques :

(1) £=A, =0 ti=o, fa— G, n=x=z;, m=o,
9 li)e
s;\ql—i— Cp=o, 5{;—;}%‘ = qry—rq,
= A dg  dgy !
(A) A '_—CR’ TR e et e
1 dC or  dry
2l e B el et

S dz +Adu—+ (g du—+qyde)s — (rdu—+ ride)y,
dy + Cdy + (rdu+ ryde)a — (p du+ pydv) s,
ds +—(pdu-+pydo)y — (qgdu—+ q,dv)z.

(B)

Ligne tracée sur la surface :

(2) dscosw = A du, dssinw = C dy.
Directions conjuguées :

(3) A g dudu— Cpydp 80 + Agy(dude + do 3u) = o.
Lignes asymptotiques :

(4) Agdu*— Cpydo*—+— (Ag,— Cp)dudy = o.
Lignes de courbure :

(5) Adu—+0o(qdu—+ qide) =o,

Cde —p(pdu—+pydv) =o.

Equation différentielle :

(6) Apdut+- Cgyd2+ (Cq + Ap,) du dv = o.

Rayons de courbure principaux :

: Jfor o :
&8 P-<%—d—u')—p(Ap,—-Cq)—i—AC:o,
AC d /1 aC d /1 oA
® ety SRR
1 119
(9) AC<E—.—E,):A1),—C(1

D. —II 5
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TasLeau V (Chapitre II).

Systéme de coordonnées formé par les lignes de courbure :

(@) e = AL T i=lo e == o e E S 1o P =t

(A) { rp= ig, S_Z: rp;
Directions conjuguées :

(2) Ag dulu— Cpydede = o.
Lignes asymptotiques :

(3D Ag du?— Cp,dv? = o, %Rz—m—%—?%):

Rayons de courbure principaux :

(4) L e
7 P1
r AR S dloggq oR" v dlovp,
() ——(R—R)T’ Ju s Lt Ju
Ligne tracée sur la surface :
e L G
cosw—-——ds ) inw = 2
cosw  cos?w sin2 w
(6) 0 = R g R’ )
LOLED L (L L) S
{7) o AR R sinw cosw,
coST™ £l£+sinm (g_ flg)
g i ids e \=~ °ds
®) __ ,0Rdu} ,OR du? do ,OR" du de? , OR’ do?

du dss - i o dst ds Plou ds dst g op dsd
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TaBLEAU VI (Chapitre II).
Coordonnées symétriques :

(1) ds?= 4 22du dp,
(2) :)‘y Tl:_'i)‘) El=1: "ll:i)H

oYY

. Jr 7]
~P+P1=t({h—q), ﬁ—ﬂ=qn~rqu

op du
] .dlog i) )
(A) g "=—ZT: (%’-di;=’f{31_Prlv
' .0 log X or  odry
=

o Qo g L IE T TPy
| 4z + Mdu-+dv) +(qdu + 7140)5— (r du - rydv)y,
(B) ¢ dy—+iX(dv—du)+(rdu +rido)e — (p du+ pydp)z,
dz —+—(pdu+p1dv)y—(r[du+qldv).z'.
Directions conjuguées :
(3) (g +ip)dudu—+(gq,— ipy) do S —~ (g —ip)(dude +dpSu) = o.
Lignes asymptotiques :
(8)  (g+ip) dur s (qi—ipy) do*+ 2(q — ip) du do — o, -
Lignes de courbure :

Mdu-+dv) +o(qdu+ q1dv) = o,

5
o i)\(du—dv)+p(pdu+pldv):o.

Equation différentielle :

(6) (p—ig)du? + (py+iq,) do? = o.
Rayons de courbure principaux :

(7) P P9 — aP) —Me(pr—p —ig — iq)) + 2id2= o,

(8) 1 d?log)

RR. - 3 dude
Courbe tracée sur la surface :

_2)du

i) gy S 2 X dy

ds ’ ds ’

sin @

dp

ds = dw—+rdu—+ rydy = duw — i<d—ldol;i)\du— plogh dp)
(10)

du Ju

:f[dlogd—v—zﬂ(ﬂduﬁ—z@d‘)].
2 dp
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CHAPITRE III.

COURBURE NORMALE ET TORSION GEODESIQUE.

Théoréme d'Euler sur la courbure des sections normales. — Formule de
M. O. Bonnet. -—— Théorémes de M. J. Bertrand. — Introduction de la torsion
géodésique. — Expression géométrique des six rotations qui figurent dans les
formules données précédemment. — Relations entre les mémes éléments géomé-
triques dans le cas des coordonnées obliques. — Théorémes de Joachimsthal
relatifs aux lignes de courbure communes a deux surfaces. — Formule de
M. Laguerre. Son application a la détermination du rayon de courbure d'une
ligne tracée sur la surface aux points ou elle est tangente & une ligne asym-
ptotique. — Théoréme de M. Beltrami. — Torsion d’une ligne asymptotique. —
Formule de M. Bonnet relative au rayon de courbure d’une ligne asymptotique.
— Application aux systémes orthogonaux et isothermes.

'

505. Nous commencerons par I'étude des deux formules qui
donnent la courbure et la torsion

coswil I . (C]_Il de (c& dp>
(1) = Sl Tpids)—cosw 95~ ng)

S \ /
1 du dp : du dp
(2) I_;=005w<p$+Pl7i})+Smw<[/_d_s+qla)'

La premiére nous fait connaitre la variation de la courbure
normale pour toutes les courbes passant par un méme point de
la surface. Elle contient donc le célébre théoréme d’Euler relatif
4 la variation de la courbure des sections normales. Et, en effet,
si Uon suppose que les lignes coordonnées soient les lignes de
courbure de la surface, et si I'on introduit les simplifications qui
résultent de cette hypothése, les équations précédentes prendront

la forme suivante :

3 cosm 1. coslw = sinlw
) I SR

<oy S O sin w cosw
(4) s T \R R i

La premiére de ces formules donne immédiatement le théoréme
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d’Euler. La seconde, qui a été donnée pour la premiére fois par
M. Bonnet ('), va nous permettre de faire connaitre les lois re-
marquables que M. Bertrand a ajoutées & celles d’Euler G

Si 'on considére, sur une surface, un point fixe M et un point
M’ infiniment voisin, la direction de la normale en M’ pourra
étre déterminée de la maniére suivante : 1° par I'angle que fait
avec la normale en M la projection de la normale en M sur le plan
normal en M qui passe au point M'; 2° par I'angle que fait la nor-
male en M avec sa projection sur ce plan normal.

Le premier de ces deux éléments est évidemment Pangle de
contingence de la section normale en M dont le plan passe par M.
Lorsque le point M’ tourne autour de M, la variation de cet angle
est connue; elle sera donnée par le théoréme d’Euler. Avant
M. Bertrand, on n'avait pas songé a déterminer la grandeur du
second angle et & chercher comment il varie quand le point M’ se
déplace autour de M;; cependant I’étude de cet élément est essen-
tielle si 'on veut connaitre complétement les propriétés du pin-
ceau des normales infiniment voisines de la normale en M. Il est
aisé de reconnaitre que cette étude peut se faire complétement au
moyen de la formule de M. Bonnet.

Appliquons-la, en effet, aux sections planes normales passant
par le point M. Pour ces sections, la torsion est nulle, et la for-
mule (4) nous donnera par conséquent

(5) de = (};[— E) ds sinw cosw.

Orwm désigne, en général, I'angle*du plan osculateur a la courbe
avec la normale i la surface. Considérons, dans le cas qui nous
occupe, un point M’ voisin de M sur la section plane considérée;
w sera I'angle de la normale en M’ avec le plan de la section.
Comme, au point M, cet angle est nul, dw sera, en négligeant les
infiniment petits du second ordre, I'angle méme considéré par

(*) O. BonNET, Memoire sur la theorie des surfaces (Journal de I’Ecole
Polytechnique, XXXII* Cahier, p. 1; 1848).

(*) J. BERTRAND, Mémoire sur la théorie des surfaces (Journal de Liouville,
t. IX, ™ série, p. 133; 1844).
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M. Bertrand qui, du reste, a établi directement la formule précé-
dente.

Cette formule nous montre que dw sera nul pour les deux di-
rections principales. En général, les valeurs de di correspondantes
a la méme valeur de ds et & deux directions rectangulaires seront
égales et de signes contraires.

506. On peut substituer & I'angle dw le moment des deux nor-
males en M et en M. Imaginons une force de longueur égale a
l'unité dirigée suivant la normale en M'. Le moment JIU de cette
force par rapport 4 la normale en M sera égal a 8y, 3 désignant la
plus courte distance et Y I’angle des deux droites. Or, si 'on fait
glisser cette force sur la normale en M Jusqu’a ce que son point
d’application arrive en M’, on pourra la décomposer en deux
autres forces, dont une sera dirigée suivant la projection de la
normale en M’ sur le plan normal en M qui contient M, et dont
Pautre sera perpendiculaire 4 ce plan. Le moment de la force sera
égal a celui de cette seconde composante, qui est égale a dw, et
dont la distance & la normale en M est évidemment ds, en négli-
geant dans les deux évaluations les infiniment petits du second
ordre. On a donc

I T\
M = &Y = ds dw = ds? (}? — g ) sinwcosw.
11 est aisé d’ailleurs de vérifier que cette valeur de 91U ne change
pas quand on passe a toute surface paralléle; car, en remplacant
sinw, cosw par leurs valeurs, on trouve

I =(R'—R)p, g du dy;

etles quantités p,, ¢, R’ —R ne changent pas évidemment (n°500)
dans le passage a la surface parallele.

" 8i Pon voulait connaitre l'angle 4 des normales en M et en M,

on aurait évidemment

(’coszw : siniw") 9

=¥

L et <ds cosm>‘2
= L R R*

P

307. La formule de M. Bonnet conduit & d’autres conséquences;
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en particulier, elle a donné lieu & I'introduction d’un nouvel élé-
ment relatif aux courbes tracées sur une surface.

. 4 : 4 :
La fonction I — %? relative & un point d'une courbe (C) de-

meurant la méme pour toutes les courbes tangentes ala courbe (C)
en ce point, considérons, en particulier, la ligne géodésique tan-
gente. Pour cette ligne on a, par définition,

w = 0,

et la fonction précédente se réduit a la torsion. Ainsi

iigde
= ds

représente, en un point quelconque d’une courbe (C), la torsion
de la ligne géodésique tangente. M. Bonnet lui a donné le nom
de torsion géodésique. Cette définition est consacrée bien qu’elle
ait 'inconvénient d’éveiller I'idée d’une analogie qui n’existe pas
avec la courbure géodésique. La torsion géodésique ne se conserve
pas quand on déforme une surface.

Quoi qu'il en soit, une fois que I'on a introduit cette nouvelle
notion, il est trés aisé de donner des expressions géométriques des
SIX Totations p, ¢, 'y Piy @iy I'i-

I

T I ;.
» — » — les courbures normale et géodésique
Prnu Pgu lw

et la torsion géodésique de I'arc A du et désignons de méme par

Désignons par

1 1 1 12 : Sl
T les éléments analogues relatifs a I'arc C do.

Pnv Pgv tv
Les formules précédemment établies nous donnent

A : (0] :
— = psinm — g cosm, — = pysinn — g, cosn,
Pnu Pae
o A om C on
(6) - 4 MR O
Pgn Ju Pav de
A . G :
— = —pcosm— qsinm; — =—p;cosn—qysinn.
iy ty

Si les coordonnées curvilignes sont rectangulaires, on fera
bl
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n="TZ, m=o, et les formules précédentes deviendront

2
AR ¢ _
‘P"u— i Pre i
A G
( —_— ) _— -y
7) JPgu ? Pev b
AN ; B
BB e

Nous avons ainsi la définition et Uinterprétation géométrique
des six rotations. On sait que M. O. Bonnet, dans sa belle démon-
stration des formules de M. Codazzi, a introduit ces six quantités
sans les considérer comme des rotations, mais en s’appuyant uni-
quement sur leur définition géométrique, telle qu’elle résulte des
formules précédentes.

308. Dans le cas des coordonndes obliques, on pourrait intro-
duire, au lieu des six rotations, les expressions des six courbures
absolument comme dans le cas des coordonnées rectangulaires et

pOSCI‘
Ji A .
5~ =pPsSInm—gcosm=—Q,
Pru
A o R Jdu
Pg"—du—w—l~ —%7
A :
;. = —PcCOSm-—gsinm=—P;
(8 uw
3) c \ ,
o~ =pisinn—gq,cosn=P,,
Pne
C on da
; :d—v+r1:R1+d—py
G :
|\ 7, = —P1cosn—g;sinp=—Q,.
v

On déduil de 13

‘p:Pcosm—Qsinm, P1= Pysinn-+Q,cosn,

(g) g =P sinm —+ Q cosm, 91=—Pycosn -+ Q, sinn,
( {

on om
[r=R—22, fuiel Bt
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et, en portant ces valeurs dans les formules (A’) [p. 363], on ob-
tiendra le systéme

/ A(Pycosa — Qysina) = (P sinz — Q cosa),

l{zf (,._si—n—a (\%‘é—%cosur), 1{[=m<3—3—%cosx>.
{26y, (g — QR4 :sinx(%r;—’ —RQ|> - cosaii%+ RP,),
i—? —+ RP; = sinu« %%‘ -+ RP,> ——-cosx(\i—l: -—RQ1>,

JR  dR 02a

\ 90 = 9w T owop

— (PP; + QQy) cosa + (PQ; — QP,) sina.

Ces équations, qui coincident, aux notations pres, avec celles
que M. Codazzi a données i la fin de son Mémoire, sont évidem-
ment plus compliquées que les formules (A). Ce fait parait indi-
quer que l'utilité des formules de M. Codazzi tient surtout a ce
que les six éléments géométriques qui y figurent peuvent étre con-
sidérés comme formant un systéme de rotations, ce qui n’a plus
lieu dans le cas des coordonnées obliques.

309. M. Bonnet a fait remarquer que sa formule met immédia-
tement en évidence un théoréme important. En effet, d’aprés cette
formule, les seules courbes, passant par un point de la surface,
dont la torsion géodésique soit nulle en ce point sont celles qui
admettent pour tangentes 'une des directions principales de ce
point. Les lignes de courbure sont done caractérisées par cette
propriété que la torsion géodésique est nulle en chacun de leurs
points. Ce théoréme est quelquefois attribué a Lancret, bien que
ce géométre ne l'ait jamais énoncé. Il est dans les rapports les
plus étroits avec les belles propositions que Joachimsthal a
données relativement aux lignes de courbure planes ou sphériques,
et que nous allons exposer rapidement.

Quand deux surfaces se coupent sous un angle constant, la
ligne d’intersection ne peut étre ligne de courbure de Pune
des surfaces sans I’étre aussi de I’autre. En effet, w et o dési-
gnant les angles que le plan osculateur de la ligne d’intersection
fait avec les normales aux deux surfaces, il est clair que I'angle
des deux normales est = — w'. Si cet angle est constant, on aura,
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en chaque point de l'intersection,

_dv_1_do

1
ds = ds

A=

Cette égalité montre que la torsion géodésique de la courbe a la
méme valeur quand on la rapporte successivement aux deux sur-
faces. Elle ne peut donc étre nulle pour 'une des surfaces sans
Pétre aussi pour l'autre.

Réciproquement, si lintersection de deux surfaces est une
ligne de courbure pour les deux surfaces, elles se coupent sous un
angle conslant; car on a alors

dw

— o=

do' do  do'
ds’ ds ~ ds’

) § T
1 e holll
et, par conséquent, 'angle = — &’ est constant.
Dans le cas ot 'une des surfaces est un plan ou une s hére, ces
P )
propositions donnent les corollaires suivants :

St un plan ou une sphére coupe une surface sous un angle
constant, U’intersection est ligne de courbure de la surface.

St une ligne de courbure est plane ou sphérique, le plan ou
la sphére qui contient la courbe coupe la surface sous un angle
constant.

Il suffit, pour rattacher ces propositions aux précédentes, de
remarquer que toute ligne plane ou sphérique est ligne de cour-
bure du plan ou de la sphére sur laquelle elle est tracée.

Au reste, toutes ces propositions ont leur véritable origine dans
la théorie des développées des courbes gauches. Nous avons vu,
en effet [I, p. 18], que toute normale d’une courbe gauche qui
enveloppe une développée fait avec le plan osculateur un angle V

défini par la formule
ds

T

dV =

Etant donnée une courbe tracée sur une surface, pour qu’elle
soit une ligne de courbure, c’est-a-dire pour que la normale a la
surface en tous ses points enveloppe une développée de la courbe,
il sera nécessaire et suffisant que la relation précédente soit véri-
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fiée quand on y remplace V par m, ce qui est le théoréme énoncé
plus haut.

On démontrera de méme les théorémes de Joachimsthal. Par
exemple, si deux surfaces se coupent suivant une ligne de cour-
bure commune, les normales aux deux surfaces en chaque point
de cette courbe enveloppent deux développées distinctes; et, par
suite, elles se coupent sous un angle constant. Les propositions
réciproques s’établissent par des considérations analogues.

Le théoréme de Joachimsthal conduit & une conséquence que
nous avons déja signalée [I, p. 316], sans la démontrer. Toutes
les fois qu’une surface admet une ligne de courbure plane, la
représentation sphérique de cette ligne de courbure est un
cercle dont le plan est paralléle a celui qui contient la ligne
de courbure. En effet, lanormale a la surface en tous les points
de la ligne de courbure fait alors un angle constant « avec la per-
pendiculaire au plan de cette ligne. Par suite, la représentation
sphérique de la ligne de courbure sera le lieu des extrémités des
rayons de la sphére qui font 'angle « avec cette perpendiculaire
ce sera un grand cercle si le plan de la ligne de courbure est
normal a la surface et un petit cercle si 'angle o n’est pas droit;
mais, dans I'un et I'autre cas, le plan de ce cercle sera évidemment
paralléle & celui de la ligne de courbure.

Réciproquement, si la représentation sphérique d’une ligne de
courbure est formée par un cercle de la sphére, la tangente en
tous les points de cette ligne sera paralléle au plan du cercle; et,
par conséquent, la ligne elle-méme sera située dans un plan pa-
ralléle au plan du cercle.

510. Apres avoir étudié la formule de M. O. Bonnet, nous
dirons quelques mots de celle de M. Laguerre. Si 'on rapporte la
surface au systéme de coordonnées formé par les lignes de cour-
bure, elle prend la forme

cosw dp | sinm(a do\ ,OR du? , OR duw? dy

L o s TR s et —he
. OR" du dp? , OR" dp?
Pigy ~ds ~Pige ds”

Il en résulte que le produit du premier membre par ds* demeure
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constant lorsqu'on passe de la surface & I’une quelconque des
surfaces paralleles; il suffit, en effet, pour effectuer ce change-
ment, d’augmenter R et R’ d’une méme constante, sans changer

q et p,.

Sil'on applique la formule 4 une section normale de la surface,

on a
T —0
a(1)
et le premier membre se réduit 3 ——;,‘r I1 suit de 1A que I'équa-
C

tion différentielle du premier ordre et du troisieme degré
JR JR oR’ oR’
2= AL ) ] 2 =L iy ot pR T 3 —
(@) S - du )'q 5 du? dy + 3 p3 = du de? + p2 o dp3 =o

définmit les courbes tracées sur la surface, et pour lesquelles la
section normale de la surface tangente a la courbe en un quel-
conque de ses points est surosculée par un cercle.

Ces lignes ont été considérées en premier lieu par M. de la
Gournerie (*). Il résulte de leur équation différentielle qu’elles
se conservent lorsqu’on passe d’une surface 4 la surface paralléle.
Cette remarque a été faite par M. Ribaucour (2). On les détermine
aisément dans les surfaces du second degré; elles se réduisent
alors aux deux systémes de génératrices rectilignes et aux courbes
sur lesquelles la courbure totale de la surface demeure constante.
On peut rattacher leur théorie a celle du contact d’une surface
avec un cylindre de révolution. Mais cette étude trouvera place
ailleurs.

511. La formule de M. Laguerre permet de résoudre une
question trés intéressante, sur laquelle M. Bonnet a, le premier,
appelé I'attention.

Considérons une courbe (C) tracée sur une surface et supposons

(*) DE 1a GOURNERIE, Etude sur la courbure des surfaces (Journal de Liou-
ville, 1= série, t. XX, p. 1455 1855).

(*) RiBavcour, Proprietés de lignes tracées sur les surfaces (Comptes rendus,
t. LXXX, p. 642; 1875).
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qu’elle soit tangente en un de ses points M & une des lignes
asymptotiques qui passent en M. Alors nous avons

COosS™

g

=0

et, par conséquent, si cosm est différent de zéro, c’est-a-dire si le
plan osculateur ne coincide pas avec le plan tangent a la surface,
o est infini. C’est ce qui arrive, par exemple, pour une section
plane dont le plan passe par une des tangentes asymptotiques et
ne se confond pas avec le plan tangent.

Matis, si le plan osculateur de la courbe se confond avec le plan
tangent a la surface, on a

CcOsS™ = 0,

et o peut avoir une valeur quelconque. La construction géomé-
trique que 'on déduit du théoréme de Meusnier tombe également
en défaut, et conduit aussi a une indétermination. ,

M. Bonnet, a qui I'on doit la remarque précédente, a donné
pour ce cas spécial une formule que I'on peut rattacher aisément
a celle qui a été démontrée par M. Laguerre.

o 1 : 7
Désignons par -, Ela torsion et la courbure de la courbe consi-
e Int i o g 5 : !
dérée, par —, — les mémes quantités relatives a la ligne asympto-
y o Po 2

tique tangente. Nous avons vu (n* 492 et 493) que les deux
[onctions ]

T
T

dw cosw dp  sinw (2 dw
oL — % s B
ds p2  ds g INE ds
ont les mémes valeurs si on les calcule successivement pour deux
courbes tangentes au méme point. Ici I'angle = est égal a un qua-
drant aussi bien pour la courbe considérée que pour la ligne

5 o, i s 4 5
asymptolique; mais 7’:; qui est nul en chaque point de la ligne

asymptotique, n’est pas nul nécessairement pour la courbe consi-

dérée. On a donc
dw 1

al-
|
[
1

(12)

—

O |-
e
R

w

2
3§
~_-

|
o)
Qe
<
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w iy s dw
d’on, en éliminant =i

20

ToPo

3
To

alm

(13)

Cette équation fera connaitre p quand < sera donné.

Supposons, par exemple, que nous voulions déterminer le rayon
de courbure de la section par le plan tangent. Cette section a
deux branches passant au point de contact. On aura, pour chacune
d’elles,

et, par conséquent ('),
Mais, pour que les formules précédentes soient réellement

utiles, il faut qu’on puisse déterminer 20 et 7,. Voici comment on
Y parvient.

312. Dansle cas d’une ligne asymptolique, on a, d’aprés la for-
mule (22) [p. 357],

R A d‘)cosw+ gt gidv dvsinw.
To ds ds

D'ailleurs, Iéquation différentielle d’une ligne asymptotique
nous donne

pdu—+pydo . __gdu—tqidv
P sinw R

COsSw = 0.

Ces deux relations peuvent étre remplacées par les suivantes :

pdu—+pide  cosw

1) ds T i
I
i q du —+ q, dp sinw
TR R
. Yo

En remplacant dssin w, ds cos w par leurs expressions (5) [p- 363]

(*) Cetle élégante relation est due i M. Beltrami qui I'a donnée dans un
article Sur la courbure de quelques lignes tracées sur une sur.face, inséré
en 1865 aux Nouvelles Annales de Mathématiques (2° série, t. IV, p. 258).
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en fonction de du, dv, on trouvera

‘ (p+——Acfsm>du—r<p1+ C(iosn)dv:o,
5 ) \ 0 v
(13) ' (AN ASinm)du—x—(/ : Csinn)dv_0
\(q_r To ' \71*- To
L du
ou, en éliminant — ,

dy
(pgi— gp1)=3 + ACsine = o.

En introduisant, d'aprés la formule (14) [p. 364], le produit
des rayons de courbure principaux, on obtient

(16) Ty ==+ /— RR/,

expression remarquable de la torsion due a M. Enneper. On en
déduit, en particulier, que les lignes asymptotiques des surfaces
a courbure totale constante sont des courbes gauches dont la tor-
sion est invariable.

Sil'on porte l'expression de =, dans la formule (13), elle de-
viendra

i
(17) . SEIEh SEE - S5

Cette formule, due & M. O. Bonnet (*), comprend implicite-
ment celle de M. Enneper; car il suffit d’y faire p=p, pour
retrouver l'expression de la torsion d’une ligne asymptotique.

313. Il nous reste a déterminer ,. Ici encore, la formule a été
donnée par M. Bonnet. !

Prenons le systéme de coordonnées formé par les lignes de
courbure. La direction des lignes asymptotiques sera définie par
I’équation

sin?w  cos?w

ERfE T

(') Nouvelles Annales de Matheématiques (2° série, t. IV, p. 267; 1865),
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qui donne

VR ) V=R VR
——— SINw = ——— —————y
VR—R' VE—R V—R
les radicaux ayant partout le méme signe. La formule (18) [p- 354]
nous donnera

(18) COSW = ’ tangw =

d—.szdu)—l—rdu%—r,d()
Po

et, par conséquent,

I Odwdu  Odwdp du dy

oo duds "avds T as TG

du dy A .
ou, en remplagant <’ 7; bar leurs expressions en fonction de W,

I cosw dw  sinw dw r ry .
= -~ — COSW -+ —= sinw.

PR e TR VR R G
Or on déduit des formules du n° 500

JR oR’
LBl e Tl L Tl
A CRR—R’ CT AR R—R’
et, en remplacant , r, par ces valeurs dans Pexpression de p,, on
obtient

I cosw duw  cos?wsinw dlogR' sinw dw  sin?w cosw dlogR
p_oz_A‘d_u+ A L C G oo’
I cosw sinw dlog(R'tangw)  sin?w cosw dlog(R cotw)
e T Searmas

Remplacons maintenant sinw et cosw par leurs valeurs, nous
trouverons

(19)

3
(R—R)*  R? 9 <~R’3‘ ) <R3‘

Po 2(—R')2§ Adu R zﬁg Cde \ -R

. IR R’3 R3 -
En prenant comme variables auxiliaires T et o on parviendra
aisément a transformer cette formule et a la mettre sous la forme

élégante

7 1 1
: e 4(—RR')‘8‘[ 9 / R \S 0 [—FR 8]
il ) e (el
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qui a été donnée par M. Bonnet, mais qui présente plus de diffi-
cultés que la précédente pour P'observation des signes.

On peut donner aux expressions trouvées une forme entiérement
géométrique si 'on remarque que

li} d

Adu’ Cop
représentent des dérivées relatives a des déplacements effectués
sur les lignes de courbure. En désignant ces déplacements par
ds,, ds,, on trouve, pour les valeurs absolues des deux rayons de
courbure,

vl 1 i &
_ : 4(~RR')3[6 R >s P (—R')s]-
(21) — = = e *= — (=
: Po (R_Ryr % <~ RS/ = 05, \ 'R

Une application importante montre tout l'intérét que peuvent
présenter des recherches de la nature de celle que mous venons
d’exposer. L’illustre Lamé s'était proposé, dans ses études de
Physique mathématique, de déterminer tous les systémes triples a
la fois orthogonaux et 1sothermes, et la solution qu’il avait donnée
de cette importante et trés difficile question ne laissait pas de pré-
senter des longueurs et méme des difficultés. Dans un Mémoire
déja ancien ('), M. Bonnet a montré que toutes les surfaces fai-
sant partie d'un systéme 4 la fois orthogonal et isotherme doivent
Jouir de la propriété suivante : Sur chaque ligne de courbure le
rayon principal correspondant i cette ligne est proportionnel au
cube de lautre rayon. En d’autres termes, on doit avoir

1 i
T o S J (-—R’ & NS
ot ) 631 _Rrs _O: IS'; "R;, =03

\

et, par conséquent, M. O. Bonnet a pu déduire de sa formule que
les lignes asymptotiques de chacune de ces surfaces doivent avoir
un rayon de courhure infini, c’est-a-dire doivent se réduire A des
droites. Les surfaces qui composent le systéme doivent donc étre
nécessairement du second degré.

(*) O. BoxNetr, Mémoire sur la théorie des sur.faces isothermes orthogonales
(Journal de U'Ecole Polytechnique, XXX Cahier, p. 141; 1845).

D. — 1L 26
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CHAPITRE IV.

LES LIGNES GEODESIQUES.

Formes diverses de I'équation différentielle des lignes géodésiques. — Les lignes
de longueur nulle de la surface satisfont a cette équation différentielle. —
Ligne géodésique passant par deux points suffisamment voisins. — Théoréme
de Gauss relatif aux lignes géodésiques qui passent par un point de la surface.
— Plus court chemin entre deux points suffisamment voisins. — Géodésiques
normales 4 une courbe quelconque. — Second théoréme de Gauss; extension
de la définition des courbes paralléles dans le plan. — Trajectoires orthogo-
nales d’'une famille quelconque de géodésiques; elles se déterminent par une
simple quadrature. — Variation de longueur d’un segment de ligne géodésique.
— Systéme orthogonal formé de deux familles d’ellipses et d’hyperboles géodé-
siques. — Théoréme de M. Weingarten. — Coordonnées bipolaires dans le plan
el sur la sphére. — Théoréme de M. Liouville relatif 4 deux familles de lignes
géodésiques qui se coupent mutuellement sous des angles constants.

514. 1l nous reste maintenant a entreprendre 1'étude de la for-
mule
(1) 2 = dw —+r du—+ rydp,

Pe

_qui donne le rayon de courbure géodésique pg d’une courbe quel-
conque tracée sur la surface. Cette formule se distingue des pré-
cédentes par une propriété essentielle, que nous avons déja
signalée : les quantités qui y figurent dépendent exclusivement
de la forme de I'élément linéaire; et, par suite, la courbure géodé-
sique demeure invariable quand on déforme la surface d’'une ma-
niére quelconque. Nous commencerons par étudier les lignes
géodésiques. Leur équation différentielle

(2) dw +rdu-ride =o0

est du second ordre. On ne sait l'intégrer que dans un petit
nombre de cas; néanmoins Gauss, dans son céléhre Mémoire ('),

() Gauss, Disquisitiones generales circa superficies curvas ( Memoires de la
Société Royale des Sciences de Goettingue, t. VI, 1828, et OEuvres completes,
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et les géomeétres qui I'ont suivi ont enrichi la théorie des lignes
géodésiques d’un grand nombre de propositions intéressantes que
nous allons tout d’abord développer.

Nous indiquerons en premier lieu différentes formes de I'équa-
tion différentielle. Si nous conservons toutes les notations du
Chapitre I [p. 3481, nous aurons

(3) coswds =t du—+ % dp, sinw ds = 4 du -+ 1, dp

et, par suite,

N du + 1, dp

( oy =—larc tame. -——— =5 W
(4) i °Edu+Edp

Les formules (A) (n° -48’1‘) nous donnent

[ LB O o 0B OB ) gn
(5 s A ag et Sy T ou 2 dy Lo Sl
(9

’Al‘lz 106G g9, 0t 19G JF o1y ;(921

LSl e R U SR 7 -1 23
2 du Py 1 5p 2 du dp = " op +’dv’

(6) A=fp—qt

Si P'on porte les valeurs de w, r, ry dans 'équation (2) et si
l'on développe les calculs en tenant compte des relations
(7) E+n'=E, E+m=F, rq1=0,
on obtiendra I'équation suivante :
2(EG—F2)(du d2o — dp d2u)
e (Ed—E -+ F()—E —2E@>du3

v du du
(8) +<3F%§%G%—ng~zE£\)du?(lv
—{:3F3—S —- ‘J%—zFZ—S —2Gz—f\)dud92
(el gty

ey ———— e L w0 I, R

t. IV, p. 217). Le Mémoire de Gauss a été souvent reproduit. On le trouve, en
particulier, dans P'édition que M. Liouville a donnde en 1850 de 'Application
de l’Analyse a la Géometrie, par Moxcr.
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qui caractérise les lignes géodésiques et ne contient que les

quantités E, F, G.

515. Si l'on adopte l'arc s de la ligne géodésique comme va-
riable indépendante, on peut substituer a I'équation précédente
deux équations différentielles qui définiront « et ¢ en fonction de
s. On déduit, par exemple, de la premiére formule (3)

td u—i—'g’,dv
= R

W = arc COS
Choisissons le systéme de translations pour lequel on a

(9) EIZO)

il faudra prendre

(10) = n:ﬁ}, b ‘/F‘;G“

La substitution des valeurs de r, 7, » dans la formule (2) per-

d*u -y
mettra de calculer —% €t nous donnera la premiére des deux

équations suivantes

d*u
2(EG — F?)d2
oF JEY du?
= (P —CH -5 o
du dy oG oG oF \ dp?
+2 /F—— x) e <F— Bl
(0 { 2o
2(EG — F")
oE OB du?
:<F£+E$H2Edu) ds®
JE 0G\ dude / _ OF oG oG\ de?
(FW*Eaﬂ Fe el s Fr)%

qui se déduisent I'une de I'autre par I'échange de « et de ¢, de E
et de Gr. Pour déterminer complétement u et ¢ en fonction de s,
il faudra leur adjoindre la relation

du? dudv dp?
(12) Eda—‘— 2F —— +GW:I,

qui sert de définition a la variable auxiliaire s,
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On peut remplacer les deux équations (11) par les suivantes :

d Edu—i—qu)_cLEdu? oF du de (&E
(13) ‘ ds \ ds T ou dst T *0u dw ou ds?’
i | d (FduGde) 0B dut OF duds  0G dot
(%zs T ds )T ds T Tdet T o dst

qui sont d’une forme plus élégante, mais ne sont pas résolues par
rapport aux dérivées secondes.

516. Les différentes équations que nous venons d’obtenir
mettent en évidence une propriété fondamentale des lignes géodé-
siques que I'on peut énoncer comme il suit :

Etant donnée une ligne géodésique et deuxr points quel-
conques A, B pris sur cette ligne, lavariation premiére de Uarec
de la géodésique compris entre ces deuz points est.nulle quand
on passe de cette géodésique a toute autre ligne infiniment
voisine ayant les mémes extrémités; et, réciproquement, toute
ligne joutssant de cette propriété est une géodésique.

Considérons, en effet, une ligne quelconque comprise entre les
points A et B et définie par 'équation

v=o(u); ‘

son arc sera donné par la formule
g ]
f VE + 2F o'+ Go2 du,
A

¢’ désignant la dérivée de ¢ par rapport a «. Si I'on veut que la
variation premiére de l'arc soit nulle, on aura, en appliquant les
principes du calcul des variations, I’équation différentielle

dE_I_ oR N oG
a Go'+ F T PR T
VE -+ 2F o+ G 2f/E+oF ¢+ Go?

p'2

(14)

Si I'on développe les calculs, on retrouve I’équation (8). La
proposition est donc établie.

Mais on peut aussi choisir I'arc s comme variable indépendante;
alors I'équation (14) prend immédiatement et sans calcul la forme
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de la seconde équation (13). La premiére de ces deux équations
se déduisant de la seconde par I'échange de u et de ¢, on peut
considérer comme démontré le systeme (13), systéme que l'on

d2u
s 2
ds?

pourra ensuite résoudre par rapport aux dérivées secondes

dzo : = :
737 ¢e qui donnera les équations (11).

517. Les calculs de vérification que nous venons d'indiquer
conduisent & une conséquence inléressante. Reprenons, par
exemple, 'équation (14) lott nous regarderons # comme variable

indépendante. En la développant, on lui donnera d’abord la forme
suivante :

[2 d(Gy'+ F)—‘du (g—f‘ - 2£v'—i—£§v’2>](lﬂ +oF '+ Go'2)
—(GV'+F)d(E+2F¢'+ Gv'2) = 0.

On reconnail ainsi immédiatement que les lignes de longueur
nulle de la surface, qui sont definies par Uéquation

E+2F¢'+ Go2=o,
satisfont a l ‘équation différentielle des lignes géodésiques.

Il est aisé, en effet, d’établir directement que ces lignes sont
de véritables lignes géodésiques et que leur plan osculateur est,
en chacjue point, normal i la surface. Il suffit de remarquer que
le plan osculateur de toute ligne de longueur nulle est tangent au
cercle de l'infini et, par conséquent, normal & la tangente. Si
donc une ligne de longueur nulle est tracée sur une surlace, son
plan osculateur en chaque point, étant normal a la tangente en ce
point, contient nécessairement la normale 3 la surface,

On peut d’ailleurs vérifier autrement la propriété que nous
venons d’établir. Sil’on suppose que la surface est rapportée a ses
lignes de longueur nulle, on aura

Péquation (8) prendra donc la forme particuliérement simple

(15) F(dudzv—dvd”u)-*dvdu(j—zdu-—gdv>:o.
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On reconnait ainsi que toutes les lignes coordonnées, définies
par 'une ou l'autre des deux équations

dv = o ou du —o0,

satisfont a 1'équation différentielle des lignes géodésiques ().

518. Les équations de différentes formes que nous venons
d’obtenir pour les lignes géodésiques mettent en évidence un fait
essentiel, sur lequel on s’appuie a chaque instant dans la théorie :
c’est que, par un point quelconque de la surface, il ne passe
quune ligne géodésique admettant pour tangente en ce point
une tangente déterminée de la surface. En d’autres termes, une
ligne géodésique est pleinement déterminée par la condition
de passer en un point de la surface et d’y admetire une tan-
gente donnée.

Si, au contraire, on veut assujettir une ligne géodésique a
passer par deux points, il est aisé¢ de reconnaitre que ce probléme
peut avoir une infinité de solutions, alors méme que les deux
points seraient trés rapprochés. Supposons, par exemple, que la
surface donnée soit un cylindre de révolution; les lignes géodé-
siques seront des hélices. On reconnaitra aisément que, si l'on
prend sur le cylindre deux points M et M/, quelque voisins qu'ils
soient, il y a une infinité de lignes géodésiques passant par ces
deux points. Ces hélices se distinguent les unes des autres par le
nombre de tours que fait sur chacune d’elles un point partant de

() Les lignes de longueur nulle se distinguent toutefois des autres géodésiques
par une propriété qu’il est bon de signaler. La variation premiére de I'arc, quand
on passe d’une telle ligne a la courbe infiniment voisine, se présente sous une
forme indéterminée. Cela tient & ce que l'arc de toute ligne infiniment voisine

; R ; 1 2
d’une ligne de longueur nulle est un infiniment petit de ordre 2 Soit, en effet,
v=0
une ligne de longueur nulle. Pour toute ligne infiniment voisine définie par
I’équation
v=ceo(u),

ou ¢ est une quantité infiniment petite, on aura

$= \/Efv'zF o' (u) du.
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M avant d’arriver en M/, et par le sens dans lequel s’effectue ce
mouvement.

Mais, quelle que soit la surface considérée, on peut ‘déterminer
une grandeur / telle que, si 'on prend sur chaque ligne géodé-
sique passant par M, et & partir de M, une longueur A égale ou
inférieure 4 /, il ne passera par le point M et par extrémité de
cette longueur aucune autre ligne géodésiqué dont la longueur
soit inférienre a L. Cette proposition n’est pas absolument évidente,
mais on peut I’établir rigoureusement de la maniére suivante.

Nous avons vu que les coordonnées # et ¢ d’un point de la
ligne géodésique sont définies en fonction de s par les équations
(11), qui sont de la forme suivante :

d*u. (a’u 2 bdu do (@)3
h ‘dﬁ““\% ikt Eah‘—c\ds :
\£8) ‘div [ du\? du dy o de
(——:a( -9b =T L —)

ds? ds

a, b, d, ... étant des fonctions données de u et de ¢. Si I’on
veat étudier I'ensemble des lignes géodésiques passant par un
point M de coordonnées u,, ¢,, les équations différentielles donne-
ront pour « et ¢ des fonctions de I'arc s compté a partir de M et
du
&)y
marquons d'ailleurs que les équations différentielles précédentes ne
changent pas de forme quand on y remplace s par as, « désignant
une constante quelconque. Il faudra donc que les valeurs de « et

9 T dp i B .
des valeurs initiales u,, ¢, — ) relatives a ce point. Re-
09 ) ds 3

ds ds
1 /du)\ 1 [dp S s ‘
vement par as, ~ @) k) - Celane peut avoir lieu que si u,
0 \ 0

¢ dépendent, en méme temps que de u,, 9o, des seules variables
u=1s o ) Pl—s dv>
TG = \ds /s

o — F (9l by, o), v = o(u, v, uy, o).

du® dy ;
de ¢ ne changent pas quand on remplace s, ) > (— respecti-
0 /o

On aura done

Si les coefficients E, F, G et, par suite, les fonctions a, b,
@ L Asont développables suivant les puissances entiéres de
U — uy, ¢ — ¢y, les fonctions f et ¢ seront développables suivant
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les puissances de u’ et de ¢'; et 'on aura des séries de la forme
suivante :
U—Uy=u'+ a2+ v o o2, .,

90— 0y =90+ Bu?+2fuo + B2+

ot les coefficients o, 3, ... seront des fonctions de u,, ¢,, et
qui seront convergentes pour toutes les valeurs de «/, ¢/ dont le
module sera inférieur & une quantité fixe.

Le déterminant fonctionnel

d(u, )

étant égal & 1 pour w'=¢'=o0, les équations précédentes pour-
ront étre résolues par rapport a4 «/, ¢/ et donneront pour ces
quantités des séries ordonnées suivant les puissances de & — ug,
¢ — 9y, séries qui demeureront convergentes tant que les modules
de ces deux différences demeureront inférieurs & une quantité fixe.
En d’autres termes, il ne passera par le point M et par un point
suffisamment voisin M’ qu’une ligne géodésique pour laquelle ' et
¢’ soient inférieurs 4 une quantité fixe, ¢’est-a-dire dont la longueur
soit inférieure 4 une quantité donnée (). Clest la proposition
que nous voulions établir. On peut encore I’énoncer en disant
qu’on peut délimiter une région entourant le point M et telle que,
par un point quelconque de cette région et par le point M, il ne
passe qu’une seule ligne géodésique tout entiére comprise dans la
région (2). '

(*) Comme on a

(@), (@) (&) o (&)~

E,, F,, G, désignant les valeurs de E, F, G au point M, on obtient, en multi-
pliant par s*, la relation

s =Eu"+2F u'v' + G,o",

qui montre que, si #', ¢’ sont inférieures 4 une quantité fixe, il en sera de
méme de s.

(*) Les variables @', ¢ sont celles auxquelles M. Lipschitz, dans des recherches
plus générales, a donné le nom de variables normales. [ Voir, en particulier, le
Bulletin des Sciences mathématiques (1 série, t. IV, p. g7-110 )]
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519. 11 résulte de cette proposition que, sil’on détermine chaque
point de la région précédente par la longueur # de la ligne
géodésique qui joint ce point au point M et par I'angle ¢ que fait
en M cette ligne géodésique avec une des tangentes en ce point &
la surface, on aura constitué un systeme de coordonnées tout &
fait analogue au systéme de coordonnées polaires dans le plan et
dans lequel, & chaque point de la surface, correspondra un seul
systéme de valeurs de u et de ¢, si 'on convient, par exemple, de
prendre « positif et ¢ compris entre o et 27, L’élément linéaire
de la surface sera donné par la formule

ds® = du? + oF dudy + G dy?,
dans laquelle E est égal 4 1. On aura évidemment

=0 G=o
pOLlI‘ll:O.

Cela posé, exprimons que les lignes ¢ = const. sont des géodé-
siques. Sil'on emploie, par exemple, I'équation (8), on aura, en
annulant d¢ et d2¢, la condition

o8

e e
F ne peut donc dépendre que de la seule variable ¢35 et, comme
on a F = o pour u=o, F seraidentiquement nul. Par suite, I’é1é-
ment linéaire de la surface prendra la forme simple

(17) ds? = du? + G do2.

520. On peut encore établir le méme résultat en adoptant la
forme de I'élément lindaire étudiée au Chapitre II [p. 362]. On

aura ici
ds* = du? +2C cosa du dp — G2 dp?.

Remarquons d’ailleurs que, 'arc C dy compris entre deux lignes
géodésiques infiniment voisines devant diminuer indéfiniment
quand « tend vers zéro, il faudra que I'on ait C = o pour u = o,
quel que soit ¢.

Cela posé, exprimons que les lignes ¢ = const. sont géodé-
siques. En appliquant la formule (2) et remarquant qu’ici o est
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£t
égal a m, on a

ou, en remplacant r par sa valeur déduite des formules (A’)
(n° 493) ;
dx  cota G d(Geosa) X

o 7 A G ow_ 2 du
Ainsi C cosa doit étre une fonction de ¢
(18) C cosa = o(9).

Mais, comme C est nul, quel que soit ¢, pour = o, il faut
nécessairement que l'on ait

a(v) =o.

L’équation précédente nous donne, pour une valeur quelconque
de u,

Ccosa=o
et, par suite,
€coS% = 0.

Nous retrouvons ainsi la forme déja donnée

(19) ds?* = du? + Q2 dv?

de ’élément linéaire de la surface.

521. Cette forme est d’une importance capitale. Elle va nous
permettre de démontrer que le chemin le plus court entre deux
points suffisamment rapprochés d’une surface est toujours une
ligne géodésique.

En effet, sur la portion de surface que nous avons définie plus
haut et qui peut étre considérée comme engendrée par une ligne
géodésique de longueur ! tournant autour de son extrémité M,
prenons un point quelconque M’ de coordonnées u,, v4; u, sera
la longueur de la ligne géodésique qui passe par M et M'. Si nous
considérons tout autre chemin réunissant ces deux points et com-
pris entiérement dans la portion de surface considérée, la longueur
de ce chemin sera exprimée par 'intégrale

f " Vdw T G,

“0
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Or cette intégrale est évidemment supérieure a

f 0du.
0

Done le chemin est supérieur a u,.

Sile chemin sort de la portion de surface que nous venons de
définir, il faudra qu’il aille d’abord de M en un point p. de la
limite. Le chemin M., étant au moins égal a [ d’aprés la démon-
stration précédente, sera déja supérieur A w,; il en sera donc de
méme a fortiori du chemin total.

On peut encore présenter le raisonnement précédent sous une
forme géométrique. Construisons autour du point M les courbes
& = const. qui offriront autour de ce point la disposition générale
d’une série de cercles concentriques autour de leur centre dans
le plan. Considérons deux courbes infiniment voisines; I'arc d’une
ligne quelconque compris entre ces deux courbes sera

VG

sa valeur minimum sera done du et elle correspondra au cas ou
I'on suit, pour aller de une 4 I’autre courbe, une géodésique nor-
male. Le plus court chemin de M & M’ est donc nécessairement la
géodésique qui passe par ces deux points.

522. On peut généraliser comme il suit la proposition obtenue
au n° 520.

Etant donnée (fig. 32) une courbe quelconque AA’, construi-
sons les géodésiques normales 4 cette courbe. Nous définirons un
point quelconque de la surface dans le voisinage de AA’ par l'arc
¢ = AP qui détermine le pied de Ia géodésique passant par le
point M et par la longueur © = MP comptée a partir de P sur
cette géodésique. Tant que u sera inférieur 3 une limite fixe, un
point n’aura qu’un seul systeme de coordonnées (*). Il suffit, en

(*) On peut démontrer cette proposition en toute rigueur; il suffit de s’appuyer
sur les résultats obtenus au n° 518.

Nous avons yu que les valeurs de u et de ¢, relatives 4 un point quelconque
d’une ligne géodésique passant en un point M de eoordonnées u,, v,, sont des
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effet, de remarquer que les lignes géodésiques normales 3 AA’ ne
s’entrecroisent pas tant que u est inférieur & une limite que I’on

pourra déterminer.
Fig. 32.

M

On aura encore, en prenant « et ¢ comme variables,

ds? = du? + 2 C cosa du dy + C2 dp?,

fonctions des quatre variables
u, ¢ s(du> s i
s v o) (),
Si le point M est pris sur une courbe (C) et si, de plus, la ligne géodésique doit

du dy . 5

étre normale a (C), w«, ¢, (— ) » (5= ) deviennent des fonctions de la va-
ds ), \ds /s

riable qui fixe la position de ce point sur la courbe. Désignons cette variable

par ¢; wet ¢ seront des fonctions de s et de ¢. Le déterminant fonctionnel

d(u, )
d(s, o)

a évidemment pour valeur initiale
gL
ds /, do )
gey de,
ds /),  ds

(g-:) s (fT:) » déterminant la tangente a la ligne géodésique, ne peuvent étre
o %
proportionnels a du“; de,
ds " ds
La valeur initiale du déterminant fonctionnel n’étant pas nulle, ce déterminant
demeure différent de zéro pour des valeurs suffisamment petites de s. Par consé-
quent, w et ¢ sont des fonctions indépendantes de s et de ¢ dans la région voi-
sine de la courbe (C), et, réciproquement, s et ¢ sont des fonctions indépendantes
de w et de ¢ n'admettant qu'une seule détermination dans le voisinage de la

courbe (C).

qui définissent la tangente a la courbe (C).
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avec la condition
G cosa = 9(v),

qui exprime que les lignes de paramétre ¢ sont des géodésiques.
Drailleurs, pour « = o, on a

cosad = 0
quel que soit ¢. On a donc encore
‘?(‘)) =0,

et, par conséquent, on retrouve pour 1'élément linéaire la forme

déja obtenue
ds? = du? + C2 dp2.

Ainsi, lorsqi’on porte sur les lignes géodésiques normales a
une courbe des longueurs constantes, le lieu des extrémités de
ces longueurs est une courbe également normale aux lignes
géodésiques. Clest la généralisation d’un résultat bien connu,
relatif aux courbes paralléles dans le plan. Les deux théorémes
précédents sont dus, comme on sait, 2 Gauss.

523. On peut encore les démontrer de la maniére suivante.
Considérons sur une portion de la surface une famille de géodé-
siques telle quil ne passe qu’une de ces lignes par chaque point
de la région considérée, et associons 4 ces lignes une autre famille
de courbes quelconques qui, jointe a la premiére, permette de
constituer un systéme de coordonnées propre a déterminer tous
les points de la région. L'élément linéaire de la surface sera
représenté par une formule telle que la suivante

ds? = E du? + 2deu dv + G dv2,

OU nous supposerons que les lignes géodésiques soient les courbes
de paramétre ¢. Si lon se reporte a I’équation (8) et sil’on ex-
prime qu’elle est vérifiée lorsqu’on y introduit ’hypothése dp = o,
on sera conduit a 'équation de condition
oE oE Vo oF
u

Ed—v-—i—F'd—- ZE—u‘—‘O,
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a laquelle on peut donner la forme suivante :

(20)

du~/

OWE o F
dp

=

On peut donc poser

VE=D F o8 00 0B

) JE 00 = ou o’

En substituant les valeurs de E et de F dans I’élément linéaire,
on lui donnera la forme suivante :
EG — F?

ds? = db> 4+~ e dp?.

On voit donc que les courbes définies par I'équation

(22) 0:[<\/E du—:—% dv> = const.

sont les trajectoires orthogonales des géodésiques considérées.
Ainsi : :

On peut toujours, par une simple quadrature, déterminer
les (rajectoires orthogonales d’une famille quelconque de
géodésiques; et, si l'on rapporte les points de la surface au
systéme de coordonnées formé par les géodésiques (¢ = const.)
et leurs trajectoires orthogonales (O = const.), {’élément li-
néaire prend la forme

23) ds? = d02 = G de2.

L’interprétation géométrique est immédiate. Deux trajec-
toires orthogonales quelconques interceptent le méme arc sur
toutes les géodésiques considérées. Ces résultats sont en parfait
accord avec ceux que nous avons déja obtenus.

Dans le cas ou les lignes géodésiques passent toutes par un
point, il y a, évidemment, des trajectoires orthogonales qui, dans
une portion de leur parcours vue du point sous un angle fini,
restent infiniment voisines de ce point; et, par conséquent, le
point lui-méme peut étre assimilé & une trajectoire orthogonale,
ce qui démontre le premier théoréme de Gauss.
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524. Nous voyons que la considération des lignes géodésiques
nous conduit & des systémes nouveaux pour ]esquels on doit faire

ARy

dans les formules du n° 499. Remarquons la forme exceptionnel-
lement simple que prend, dans ces systémes, l'expression de la
courbure totale. On a alors, d’aprés la formule (22) (n° 499),
T 1 02C

7 st i g ST
(24) RR’ C du?’
expression qui est due i Gauss et dont nous aurons souvent a
faire usage.

Nous donnerons, par analogie, le nom de courbes paralléles
aux trajectoires orthogonales d'une famille de géodésiques.

525. On peut déduire des résultats précédents une formule
fondamentale relative a la variation de longueur d’un segment de
ligne géodésique.

Soit (fig. 33) MP un segment de ligne géodésique dont les

Fig. 33.
()

(C/ «
m/ \ P
/r/ //\
v K

o
H

extrémités M et P décrivent deux courbes données (C) et (D).
Employons le systéme de coordonnées curvilignes formé par les
positions successives MP, MR i segment et par leurs tra-
jectoires orthogonales. L’élément linéaire, dans ce systéme,
prendra la forme (23)5 si u, u, désignent les valeurs de # aux
points M et P, on aura

arcMP =y y,;

De méme, si u+ du, u, -+ du, sont les valeurs de w corres-
pondantes aux points M/, P/, on aura

arcM'P' = u + du — uy — duy,
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ce qui donne
d arcMP = du — du,.

Or, dans les triangles infiniment petits MM'H, PP'K formés
avec les trajectoires orthogonales MH et PK, on a

i
MH= du =— MM cosM'MP,
L
KP" = —duy=—PP’' cosP'PM

et, par conséquent, la substitution de ces valeurs de du, du, con-
duit au résultat suivant :

i Ny
(25) d arcMP = — MM’ cosM'MP — PP’ cosP'P M.

Cette formule est identique a celle qui donne la différentielle
d’un segment de droite. Comme il est facile de I'obtenir directe-
ment par le calcul des variations, elle pourrait conduire aux propo-
sitions de Gauss par un chemin inverse de celui que nous avons
sulvi.

526. La formule (25) permet d’étendre aux lignes géodésiques
un grand nombre des propositions qui s’appliquent, dans la géo-
métrie du plan, aux systémes de lignes droites. On peut constituer,
par exemple, sur toute surface, une théorie analogue a celle des
développées et des développantes d’une courbe plane. Nous lais-
serons au lecteur le soin de poursuivre ces généralisations, et
nous nous attacherons, de préférence, a la conséquence suivante
de la formule fondamentale.

Considérons (fig. 34) deux courbes (C), (C') et cherchons le
lieu des points tels que la somme ou la différence de leurs
distances géodésiques i ces deux courbes soit constante. Si, d'un
point M du lieu, on abaisse les normales géodésiques MP, MQ
sur les deux courbes, on devra avoir

MP = MQ = const.;

et, par suite, lorsqu’on passera d’un point M du lieu au point
infiniment voisin M/, il viendra

dMP == dMQ =o.
D. —II. 27



418 LIVRE V. — CHAP. [V,

La formule (25) nous donne

dMP = — MM’ cosm,

/
dMQ = — MM’ cos M'MO.
En substituant ces valeurs des différentielles dans la relation
précédente, on trouvera

e
cosM'MP == cosm =1%0"

Dans le cas ot I'on prend le signe + et on, par conséquent, la
somme des distances est constante, I’équation exprime que la
tangente au lieu est la bissectrice de I'angle formé par une ligne
géodésique et le prolongement de l'autre. Quand on prend le
signe —, c’est-d-dire quand la différence des distances est con-
stante, la tangente est la bissectrice de 'angle formé par les deux
normales géodésiques.

En rapprochant ces deux résultats, nous obtenons le théoréme
suivant :

Si lon construit sur une surface quelconque toutes les
courbes lieuzx des points pour lesquels la somme ou la diffe-
rence des distances géodésiques a deux courbes données de-
meure constante, on obtient dans tous les cas deux familles de
courbes se coupant a angle droit.

Nous donnerons, dans la suite, le nom d’ellipses et d’'hyper-
boles géodésiques aux courbes qui composent ces deux familles.
Leur définition ne change pas si 'on substitue aux deux courbes
de base (C) et (C') des courbes paralléles quelconques. 11 faut
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toutefois remarquer que ce changement peut transformer les
- ellipses en hyperboles et vice versa.

527. Nous allons chercher la forme que prend I'élément linéaire
de la surface quand on adopte le systéme de coordonnées curvi-
lignes que nous venons de définir; mais nous prendrons comme
intermédiaire un systéme de coordonnées obliques formé avec
deux séries de courbes paralléles.

Considérons ( fig. 35) une premiére famille de courbes paral-

Fig. 35.

B

S ©r
l¢les, que nous définirons par leurs distances #.= AP a 'une d’elles
(C), distance comptée sur une géodésique normale. Soit de méme
une seconde famille de courbes paralléles que nous définirons par
leurs distances ¢ = BQ a I'une d’elles (Q).

Construisons les quatre courbes de parameétres «, u ~+ du, ¢,
¢ + dv qui formeront un parallélogramme curviligne MNM'N/
dont I'angle M sera désigné par « et dont les cotés auront pour

valeurs
MN' = A du, MN = C dp.

A et G étant les quantités qui figurent dans I'expression
ds? = A2 du? + C2 dv? + 2AC cosa du dy
de I'élément linéaire. Sil’on méne par le point M les géodésiques

MN,, MN| normales aux cdtés opposés du parallélogramme, les
longueurs de ces géodésiques sont

MN; =dv, MN, = du.
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Dans les triangles MNN,, MN'N| que T'on peut assimiler 4 des

triangles rectilignes, on aura

MN; = MNsina, MN) = MN’ sin a,
c’est-a-dire
du = A du sin z, dv = C dy sinz
et, par suite,
I

A=C= —

" sina
L’expression de 1'élément linéaire sera donc

du? + dv* +— adu dv cosa

2 ds? = 5
£36) sin2q
Sil'on prend maintenant
(27) U+ 9 =ou, w—y9 =2y,

les courbes de paramétre /. ¢' seront les ellipses et les hyperboles
géodésiques définies plus haut, et 'expression de I’élément linéaire
prend la forme

du'? do'?

(28) def —

k-
sin? — cos2
2

N R

qui met en évidence I'orthogonalité déja démontrée.
528. M. Weingarten, auquel est di le résaltat précédent (*),
I'a établi par une autre méthode, que nous allons indiquer. Soit
ds? = Edu? +oF dudp - G dp>

I'expression de I’élément linéaire. Puisque « désigne la distance
géodésique & une courbe (C), I'élément linéaire pourra se mettre

sous la forme
ds? = du? —+ 52 du'?,

Il faudra donc que la différence

ds* — du? = (E—1) du? + oF du dv + G dp?

(*) WEINGARTEN (].), Ueber die Oberflichen fiir welche einer der beiden
Hauptkrimmungshalbmesser eine Function der anderen ist (Journal de
Crelle, t. LXII, p. 160-173 ; 1862),



LES LIGNES GEODESIQUES. 421

soit un carré parfait. Cela nous donne la condition
F? = G(E —1).

En exprimant de méme que ¢ est la distance géodésique a une
seconde courbe, on obtiendra la condition

F? = E(G —1).
Ces deux relations, employées simultanément, nous donnent
E=G, F=/EE_0,
et I’élément linéaire prend la forme

(29) ds* = E(du® + dv?) + 2y/E(E —1) du dy.

T
En remplacant E par ——, on retrouve la formule que nous
sin-a

avons démontrée directement par la Géométrie.

529. La fonction « qui figure dans cette formule dépend de la
nature de la surface, ainsi que des courbes de base (C), (C'), et ne
peut pas éire déterminée en général. Nous allons indiquer deux
applications dans lesquelles on obtient sans difficulté I’expression
de o.

Considérons d’abord les coordonnées bipolaires dans un plan.
Sil'on appelle 7, 7' les distances d’'un point du plan a deux points
fixes, la formule (26) nous donnera

dr? 4 dr'® + odr dr' cosa
7 sin2q

(30) ds?

Soient O, O les deux poles et M le point considéré. Désignons
par 2c la distance des deux poles. Le triangle OO'M nous
donnera

(31) 4e2=r2+ r'2 4 2rr' cosua,

équation d’ott nous pourrons tiver «. Mais auparavant remarquons
que, si’on pose

(r=ae'= 2,

(32)

2 T—ni='ay;
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I'expression de 1'élément linéaire deviendra

2 2
(33) g’ P -

. %
sin2 — cos?
2

N R

et l'on déduira de la formule (31) I’équation

o SR
(34) €2 = p2cos? - +-vy2sin2 -,
2 5

. A . 4 %
qui fera connaitre les valeurs de sin 57 cos ~- En les portant dans

la formule (33), nous aurons

dp2 dv?
35 s PR T el B I T V)
(35) dsqi—= (i y )<1-’~2 it I\

Les courbes p = const. sont des ellipses homofocales, les
courbes v = const. des hyperboles ayant les mémes foyers. On
voit ainsi que le systéme des coordonnées elliptiques n’est qu’'une
modification, et une modification avantageuse, du systéme des
coordonnées bipolaires. Cela explique pourquoi ce dernier sys-
téme est si rarement employé.

Si I'on prenait de méme sur la sphére le systéme de coordonnées
bipolaires en désignant toujours par 2¢ la distance des poéles, il
faudrait substituer I'équation (31) la suivante

(36) €0s2¢ = cosr cosr’ —sinrsin7’ cosz,

que donne immédiatement le triangle sphérique OO’M. On peut
Iécrire

o it
€0S2¢€ = COS2 1. COS2— - CcOS2v sin2 =,
b 2 5

et, par conséquent, on aura pour la sphére

dp? dv2 \
(B I8 =i(osaii= tosoy( - m=Thon o} Js o ks By 0 RN
COS2 L — COS2C  COS2C — OS2y

Les courbes coordonnées sont des ellipses et des hyperboles
homofocales.

830. Aprés ces applications particuliéres, nous signalerons,
comme conséquence générale de la formule (8) relative 4 une sur-
face quelconque, cette proposition due & M. Liouville : S¢ Zon «
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sur une surface deux systemes de lignes géodésiques se coupant
sous un angle constant, la surface sera plane oudéveloppable.
En effet, si nous construisons les courbes paralltles trajectoires
orthogonales de ces géodésiques, elles se‘couperont, elles aussi,
sous un angle constant et, par conséquent, I’élément linéaire de la
surface pourra étre mis sous la forme (26) ou mieux sous la
forme (28), I'angle « étant constant. Posons alors

A a7
U =& Sin —»
2
o' = ycos s
_‘}/ 2’
il restera
ds? = dz? + dy?,

ce qui montre bien que la surface est applicable sur le plan.
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CHAPITRE V.

LES FAMILLES DE COURBES PARALLELES.

Méthode générale de recherche des lignes géodésiques. — Définition du para-
meétre différentiel AB. — Toute fonction dont le parametre est égal a 1 fait
connaitre une famille de courbes paralléles. — Lorsque cette fonction contient
une constante arbitraire, on peut déterminer les lignes géodésiques de la sur-
face. — Proposition réciproque; lorsqu'on connait les lignes géodésiques, on
peut intégrer, par une simple quadrature, Péquation AG =1. — Théoréme de
Jacobi : Lorsqu'on a obtenu une intégrale premiére de I'équation différentielle
du second ordre des lignes géodésiques, on peut toujours déterminer un fac-
teur de cette intégrale. — Conséquences diverses. — Expression de I'élément
linéaire de la surface au moyen de la fonction 6 et de ses dérivées par rapport

a la constante arbitraire @. — Equation du troisi¢éme ordre a laquelle satisfait
la fonction 6. — Indication d’une autre méthode permettant d’établir les résul-
tats précédents. — Distance gcodésique de deux points. — Propositions rela-

tives & cette distance.

531. Les propositions établies dans le Chapitre précédent con-
duisent & une méthode élégante de recherche des lignes géodé-
siques, que nous allons exposer avec fous les détails nécessaires.

Considérons une géodésique quelconque de la surface; on peut
évidemment lui associer une infinité d’autres géodésiques, par
exemple toutes celles qui passent en un de ses points, et consti-
tuer avec les trajectoires orthogonales de ces lignes un systéme de
coordonnées curvilignes pour lequel I’élément linéaire prendra la

forme }
ds? = db2 52 dﬁf.

On sera donc assuré d’obtenir toutes les lignes géodésiques si
I'on sait résoudre dans toute sa généralité le probléme d’Analyse
sulvant : :

Ltant donné élément linéaire d’une surface sous sa forme
la plus générale

ds? = Edu2+2qudv+deﬂ,
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déterminer trois fonctions 9, s, 8§, de u et de v, telles que U'on
aut identiguement

(1) E du? -+ 2F dudy + G do? = df? + o2 db}.

Cette équation se décompose évidemment dans les trois sul-
vantes :

dﬁ 2 60,)

)—r' — )

_06 00 , 00, 98,

(2) F—E% —!—c-m—%

i

R o, a0
entre lesquelles on pourra éliminer & Su et e

0—0‘- On est ainsi con-

duit a la relation

(3) G("6 Wioh 0‘3~F1'«:(‘>9“2

AiX L0 — 11 R
ey du dy dv) B

que I'on obtiendrait d’ailleurs immédiatement en écrivant que le
polynéme homogéne en du, dv

ds? — db?

est un carré parfait. Sil'on pose, pour abréger
pose, ger,

20" 20 00 100\
13 AO_G((E) 2F o = +E(5)

EG —F?

I'équation (3) pourra s’écrire encore
(5) Al —1.

Nous rencontrerons fréquemment dans la suite la fonction A, a
laquelle nous donnerons, avec M. Beltrami, le nom de paramétre
différentiel du premier ordre de 9.

Réciproquement, il est aisé de démontrer qu’a toute solution
de ’équation (5) correspond une famille de courbes paralléles,
c’est-a-dire de courbes dont les trajectoires orthogonales sont des
lignes géodésiques, :

En effet, 'équation (5) exprime, nous I'avons vu, que ds*— df?

est un carré parfait; on aura donc, quelles que soient les diffé-
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rentielles du, dp,

ds? — dp? = (mdu—+ ndp),

m et n étant des fonctions de « et de o, Or on peut toujours
ramener la fonction linéaire m du—+ ndy 4 la forme cdf;. On

aura done
ds? = db? + 2 292

B, sera d’aillears une fonction distincte de 0, car autrement ds?
serait un carré parfait. Notre proposition réciproque est donc
établie, et toute solution de I'équation (5) nous donne une famille
de courbes paralléles. ;

532. Cette équation (5) a, comme on sait, des solutions d’es-
péces trés différentes. On peut en trouver qui ne contiennent
aucune constante arbitraire ; d’autres qui contiennent une ou plu-
sieurs constantes arbitraires, ou méme une fonction arbitraire. Au
point de vue de la question qui nous occupe, 1l est essentiel de
considérer successivement ces diverses solutions.

Si Pon a obtenu une solution de I'équation (5) ne contenant
aucune arbitraire, Papplication de Ia méthode précédente, qui
prescrit de mettre la différenticlle du - ndy sous la forme
= df,, exige I'intégration de Péquation

(6) mdu—+ ndp = o,

qui est celle des lignes géodésiques trajectoires orthogonales des
courbes § = const. On ne connait aucune proposition qui permette
d’effectuer I'intégration de cette équation ou qui la rende plus
facile.

Supposons, au contraire, que I'on ait obtenu une solution de
Péquation aux dérivées partielles (5) contenant une constante
autre que celle qui peut toujours étre réunie 4 § par addition, con-
Stante qui devra figurer par conséquent dans une au moins

s 08 00 ‘
des deux derweesa, - Nous allons voir que, dans ce cas (au-

quel on peut ramener tous ceux o la fonction contient plusieurs
constantes ou une fonction arbitraire), on pourra, par de simples
dérivations, obtenir & et O, et, par suite, les équations finies
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des lignes géodésiques qui sont les trajectoires orthogonales des
courbes § = const.
Reprenons, en effet, 'identité

ds? = d? + o2 db}.

Cette équation a lieu entre cinq variables : u, ¢, du, dv et la
constante arbitraire qui entre dans § et que nous désignerons par
a. Différentions par rapport & @ en traitant les quatre autres va-
riables comme des constantes. La différentielle de

fili} L]
i dB_aT‘du—i—b—‘-)dv
deviendra
020 020 09
dadudu—‘_ da()vdu T d—(ﬁ’

et 'on aura un résultat analogue pour f;,. Nous aurons donc,
puisque ds® ne contient pas «,

] 9\ 3o 30
G o:dOd(ﬁ)—%—cdel[d—&dﬁi+cd(0—a‘>]-

L’équation précédente nous montre que df,, fonction linéaire
e & : d0 e
de du, dy, doit diviser soit df, soit (1<&;> - Or df, ne peut diviser
S 3 S df
d9, car alors , serait fonction de 0. Il faut donc que 6, divise d[)Z 5
. 99 s ;
f, est une fonction de 5a’ € 'on peut prendre, par conséquent,

90

e —
! da

Avant de déduire d’autres conséquences de I'équation (7), nous
allons nous arréter a ce premier résultat. Nous voyons que les
lignes géodésiques qui coupent & angle droit les courbes § = const.

ont pour équation

(8) £ = const. = &/,

et de plus leur arc, compté a partir de 1'une de leurs trajectoires,
est précisément égal a 0.

L’équation (8) contient deux constantes arbitraires dont on
pourra disposer de maniére & faire passer la ligne géodésique par
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un point quelconque et a lui donner en ce point une tangente
quelconque. Pour établir en toute rigueur ce point essentiel, nous
montrerons qu’on peut faire passer une des courbes

6 = const.

par un point quelconque (0 o) et lui donner en ce point une
langente déterminée.
Remarquons d’abord que le rapport

9 09

du " dp

ne saurait étre indépendant de o. En effet, s’il en était ainsi, si

I'on avait

L) 0f
55 = 5 (w0,

en joignant celte équation 2 la suivante

ABi=ir

. ’ . df 06 : s
on pourrait déterminer des valeurs de Ju’ 3; qui seraient, I'une et

I'autre, indépendantes de @, ce qui est contraire 3 I'hypothése.
Cela posé, considérons la courbe () définie par I'équation

0(u, 9, a)= 0z, 09, @) = 0,.

Elle passe évidemment par le point (u,, ¢9), et la direction de

{ v 99, , df,
sa tangente en ce point dépend du rapport W By,

rapport n’est pas indépendant de a, il pourra prendre toutes les
valeurs possibles. Ainsi Jes courbes § = const. peuvent passer en
un point quelconque de la surface et y admettre une tangente
quelconque; il en sera donc de méme des lignes géodésiques
représentées par I'équation (8), qui sont leurs trajectoires ortho-
gonales. Comme une ligne géodésique est déterminée par la con-
dition de passer en un point et d’y admettre une tangente donnée,
11ous pouvons dire que 'équation (8) représente toutes les lignes
géodésiques et énoncer le théoréme suivant :

- Comme ce

Pour déterminer les lignes géodésiques, on considére 1 ‘équa-
lion auzx déripées partielles

Af =1,
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Toute solution de cette équation, égalée a une constante, dé-
terminera une famille de courbes paralléles.
St Uon a une solution contenant une constante arbitraire a,
Uéquation de la ligne géodésique la plus générale sera
n_
da

’
)

et l’arc compris entre deux points de cetle ligne géodésique
sera égal a la différence des valeurs de § relatives a ces deux
points.

r 9 ;| sy r e r
Réciproquement, supposons que 'on ait déterminé par un pro-
cédé quelconque les lignes géodésiques; nous allons montrer
qu’on saura inlégrer I'équation

afi=u.

Cherchons, par exemple, la solution § de cette équation qui
est égale & zéro en tous les points d’une courbe (C) donnée a
I’avance. On construira toutes les lignes géodésiques normales &
(C). L'arc de I'une de ces lignes, compté a partir de (C), sera
une fonction des coordonnées de son extrémité que l'on ob-
tiendra par une quadrature et qui sera la solution cherchée. Cette
remarque, convenablement étendue, est trés importante pour la
théorie des équations aux dérivées partielles; ici, du moins, elle
nous permet de reconnaitre que la méthode de recherche des
lignes géodésiques instituée par le théoréme précédent n’introduit
aucune difficulté étrangeére a la question. \

533. Nous signalerons en premier lieu les conséquences sui-
vantes de la théorie générale que nous venons de développer.
Imaginons que I'on connaisse une équation différentielle

do
du

#

=0= ‘?(ua 0)s

(9)

dont toutes les intégrales particuliéres soient des lignes géodé-
siques et cherchons I'équation différentielle de leurs trajectoires
orthogonales. En appliquant la formule

E dudu + F(dudy + dv 3u) + G dp 8¢ = o,
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qui exprime l'orthogonalité de deux directions, on obtiendra
I'équation cherchée sous la forme

(o) (E+Fo')du+ (F+Go')do — o,

¢' devant étre remplacé par sa valeur tirée de I'équation (9)-
Or on sait que I'on peut trouver un facteur  tel que le produit

A(E+F¢') du —+ (F + Go')dp]

soit la différentielle d’une fonction § satisfaisant a Péquation

AO =TI.
Si done on pose
0f : ; d -
(?—u:)\(E+FV)’ %_)\(F—i—Go),

et si l'on exprime que Iéquation aux dérivées partielles précé-
dentes esl vérifiée, on obtiendra la valeur de A, qui est
I

VE + 2F¢' ++ Go'2

On peut donc énoncer le théoréme suivant, qui a d’ailleurs été
établi sous une autre forme au n° 523.

)\=

St Uéquation différentielle
dy

= v'=o(u,r)

.

représente des lignes géodésiques, Iexpression
(E+Fo)du+(F + Go')do

VE+2F¢'+ Go?

est la différentielle exacte d’une fonction §; Uéquation
6 = const.

représente les trajectoires orthogonales des lignes géodésiques
satisfaisant a 'équation différentielle proposée, et § désigne la
distance géodésique d’un point quelconque de la surface a
Uune de ces trajectoires orthogonales.

Cette propesition va nous conduire 4 un beau théoréme de
Jacobi :
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Si U'on connait une intégrale premiére de U'équation diffé-
rentielle des lignes géodésiques, on pourra obtenir Uéquation
en termes finis de ces lignes par une simple quadrature.

Soit, en effet,
(1) o' =olu, v, a)
I'intégrale premiére, contenant la conslante . La fonction

(E+Fo')Ydu—+ (F+ Go')dv
2

(12) 0= e
VE = oF '+ G¢?

qui, d’aprés ce que nous venons de démontrer, satisfait & 1'équa-
tion A = 1, contiendra la constante arbitraire a. Donc I’équation
des lignes géodésiques sera

n
da

r

En prenant la dérivée par rapport a a sous le signe d’intégration,
on trouve
(EG — F?) g—;
(13) o ’—~——‘%(d0—v du),
(E +2F¢'+Go?)?

ce qui permet d’énoncer le théoréme suivant :
Quand on aura obtenu, par un moyen quelconque, une

intégrale premiére ,
o'=o0(u,v,a)

de Uéquation des lignes géodésiques, on en déterminera immé-
diatement un facteur; de sorte que

(EG — Fz)z—v
w——a~3 (de —v¢' du)
(E +2F¢'+ Go)*

sera une différenticlle exacte aprés que U'on aura remplacé ¢!
par sa valeur o(u, ¢, a).

%34. Nous allons maintenant indiquer quelques conséquences
moins importantes des résultats obtenus et, en particu-
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T 0 : 3 d -
lier, de I'équation (7). Si l'on y remplace 0, par 55 €t silon
divise par df,, elle prend la forme
ds  df 020
g B g
de_’_cda dda_'—c ddcﬂ &

Cette relation devant avoir lieu pour toutes les valeurs de du et
. 026
de dv, on peut y remplacer du, dy respectivement par 5>

02f) B o * ; ; §
— jaon> St Uon désigne, pour abréger, par («, f) le déterminant

fonctionnel

de deux fonctions quelconques =, 8, on aura

o 00 926 06"
(0 52) = (G 5a) =°

8\

(%)
7 2 = .
(14) it iy
it

et, par suite,

L’expression de I'élément linéaire deviendra donc

d0°
(0 i)
oa / 002

8 is2 — y o ERGRED SR <y iy .
(15) ds* = db? 90 o076 (\dda> g

da’ da?
et, sous cette forme nouvelle, il ne reste aucune trace de I’ex-
pression primitive de cet élément; la formule ne contient quell

et ses dérivées.

Nous signalerons également les formules

T 06\ 2
(16) dst=dip 4 Lo (dd—a> ,
A=
da
a0\ 2 )
(17) o-2<6, cfz) = EG — F2,

que l'on déduira aisément des relations (2); mais elles se dis-
tinguent de la précédente en ce qu’elles contiennent a la fois les
coefficients E, F, G et les dérivées de 0.
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La combinaison des formules (14) et (17) nous donne la relation

nouvelle
(0 06>3
' da
(18) ———(00 ‘ﬂ
Ja’ da?

\

= EG —F2;

et, si I'on prend la dérivée logarithmique des deux membres par
rapport a a, on obtient I'équation

020 29 020 foli] a0 036
300 53 (@ ) - (0 ) (B ) =
quine contient plus E, F, G. Cette relation, a laquelle on pour-
rait parvenir de différentes maniéres, doit étre regardée comme
une équation aux dérivées partielles du troisitme ordre a laquelle
doit satisfaire f, considérée comme fonction des variables u, ¢ et

a@. Son intégration compléte ferait donc connaitre toutes les sur-
faces sur lesquelles on saura déterminer les lignes géodésiques.

533. Suapposons I'élément lindaire de la surface exprimé en

: . 71—
fonction des variables § et 6, = ;a- Nous avons vu (n° 524) que

I'expression de la courbure totale sera donnée par la formule de
Gauss _
gicn Ot
RR' = 002
Dans I’étude approfondie du plus court chemin entre deux
* points d’une surface, nous aurons a considérer 1'équation différen-
tielle du second ordre
fan) 02w w

% TRR T *

La formule précédente nous fait connaitre une premiére inté-
grale particuliére

w=ag

de cette équation. Une autre intégrale sera donc donnée par la

formule
db
=

62

ou 'on effectue la quadrature en supposant ; constant. On aura
D. — 1L 28
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donce f

20, T

ﬁdu—%- de—o,
i’ lace, dans I’ i de o, 2, D1 ooy
st Uon remplace, dans l'expression (14) de o, Su’ 9, par les

quantités proportionnelles — do, du, il vient
b

70

Jda?

5

opli—

et, par suite,

1

(]

—f‘-ig:':fddi{):ad .
G2 da? @

La deuxi¢me intégrale de I'équation linéaire (20) sera donc

;|

=

020

(21) W=t

2
comme on peut le vérifier directement,

536. Les propositions que nous venons d’établir ont été ob-
tenues par la considération des systémes orthogonaux formés
avec une famille de lignes géodésiques. En terminant ce Chapitre,
nous indiquerons rapidement une méthode toute différente, qui
repose sur le calcul des variations et qui offre I'avantage de bien
metire en évidence un élément trés important dans la théorie des
lignes géodésiques.

Considérons un segment de ligne géodésique terminé a deux
points M, M,. Si les coordonnées u« et ¢ d’un point quelconque
de ce segment sont exprimées en fonction d'une autre variable ¢,
la longueur § de ce segment sera donnée par la formule

N}
= VEu?® + oF u'v' + G¢ dt,
M,
u' et ¢' désignant les dérivées de u et de p.
Si les points M, M, se déplacent en décrivant des courbes
quelconques, I'application des méthodes du calcul des variations
nous donnera immédiatement la variation de 6 par la formule

(22)

s [(Elt’+FV’)3zt1—(th’+ Gv')ao]n
ol = : >

VEu? - aFu'v' -+ G2 M,
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la notation précédente indiquant qu’il faut prendre la différence
des valeurs de I'expression pour les points M et M,. D’aprés la

relation (10), déja donnée [I, p. 154], on peut écrire la valeur
de 6 sous la forme

(23) 80 = [ 8s cos(ds, 8s)];:a,

et I'on retrouve ainsi, par une voie entiérement analytique, la
relation déja établie au n° 525. Mais nous allons envisager d'autres
conséquences de 'équation (22).

Soient wu, ¢; uy, ¢, les coordonnées des points M, M,. La
valeur de 6 peut évidemment s'exprimer en fonction de «, ¢,
Uy, ¢o; ce sera méme, d’aprés les résultats du n° 518, une fonetion
parfaitement déterminée de ces quatre variables tant que les
points M et M, seront suffisamment voisins, si 'on convient de
prendre la ligne géodésique la plus courte réunissant les deux
points. Nous désignerons dans la suite cette fonction 0 sous le
nom de distance géodésique des deuz points M, M,.

Or, si 'on désigne par E,, Fy, G, les valeurs de E,F, G au
point My, c’est-a-dire pour u = u,, ¢ = ¢,, la formule (22) peut
étre écrite comme il suit :

30 (Ev'+Fo')8u—+ (Fu'+ Go')dp
ol =
VEu? +2Fu'v + Go?
_ (Egudy +Fowh) Sup + (Foug + Gyol) 8oy

VEyu2 + aFyu), ¢y + Gov?

(24)

2

et elle nous donne, par conséquent, les quatre équations

20 Eu' 4+ F¢ Edu Fa’v
- = = E— 1 IN—)
. du VEu? + 2Fu'o' o Gy? ds ds
(25) 90 Fu + Go' du . dy
()_ — = 7 TGZ"
./ VEu? +2Fu'y + Go? e S
a0 Eoufy + Fool du dv
r:—'A'* q=—Eo 7 — Fy OT I
Uo VE,u + oF iy vy -+ Gy o) S0 $/0
(26) «

L e Fouy + Goo)) =—F0<d—u> —G0<-d—0> :
%o VE u - 2 Fouy 0 + Gy o2 ds /o ds /o

d’ott I'on déduit immédiatement, en éliminant «/, ¢’ et ), ¢, les
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deux équations

! AQRL=—q=
(27) Agh =1,

A, désignant le symbole A ot I'on a remplacé u, ¢ par u,, ¢, et
20 06 d0 06
-0—1—" % par tho’ d_vo'

Telles sont les propriétés de la distance géodésique 9. Lors-
qu’on connaitra cette fonction, les deux équations (26), qui se
réduisent & une seule en vertu de la seconde des formules (27),
donneront, sous la forme la plus élégante, I'équation de la ligne
géodésique qui passe par le point (uy, ¢,) et y admet une tangente
déterminée. L’équation

6 = const.
représentera les trajectoires orthogonales de toutes les lignes géo-
désiques passant par le point (u,, 90)-

537. Une fois obtenue I’équation
(28) A =1,

on pourra traiter le probléme des lignes géodésiques comme tout
autre probleme de Mécanique et lui appliquer, sans aucune modi-
fication, les méthodes d’Hamilton et de Jacobi. On retrouvera
ainsi tous les résultats précédents. Nous étudierons d’une maniére
approfondie, dans les Chapitres suivants, les relations qui se pré-
sentent ici entre la théorie des lignes géodésiques et les méthodes
de la Mécanique analytique; et nous nous contenterons mainte-
nant d’indiquer comment on détermine la distance géodésique
lorsqu’on connait une intégrale compléte, d’ailleurs quelconque,
de I'équation aux dérivées partielles (28).
Soit
0= f(u,v,a)

cette solution. Les lignes géodésiques de la surface qui passent
par le point (u,, ¢,) seront déterminées par I’équation

) " 0 5
(29) %f(tlv v,a)= E/(um 9, @),

et leur arc compris entre les points (u,, ¢,), («, ¢) aura pour ex-
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pression (n°® 532)
(30) 0 = f(u, v, a)— f(uy, 0o a).

I1 suffira de porter dans cette expression la valeur de a tirée de
I'équation (29) pour obtenir la distance géodésique cherchée.
Ainsi :

Lorsqu’on connaitra une intégrale avec constante

0=f(u,9,a)

A=,

de l’équation

la distance géodésique des deux points (u, ¢), (ug, vo) s’0b-
tiendra en éliminant a entre I’équation

0 = f(uy V, CL) ‘—f(uo, Yo, a)
et sa dérivée par rapport & a.
Cette proposition pourrait aussi éire établie par la Géométrie;

car la régle qui y est indiquée revient a prendre I'enveloppe de
toutes les courbes paralléles

f(u, ¢, a) = const.

qui passent & une méme distance § du point (u,, 99)-

1
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CHAPITRE VI

ANALOGIES ENTRE LA DYNAMIQUE DES MOUVEMENTS DANS LE PLAN
ET LA THEORIE DES LIGNES GEODESIQUES.

Equations du mouvement dans le plan. — Définition d’une famille de trajectoires.
— Equation aux dérivées partielles de Jacobi. — Usage que l'on peut faire
d’une solution particuliére, d’une solution compléte. — Théorémes fondamen-
taux de Jacobi. — Détermination des solutions de I'équation aux dérivées par-
tielles par différentes conditions initiales, — Des systémes orthogonaux formés
avec une famille de trajectoires. — Application au mouvement des corps pe-
sants. — Théoréme de MM. Thomson et Tait, — Principe de la moindre action
pour le cas des mouvements plans. — Principe d’Hamilton. — Correspondance
établie entre le plan et une surface de telle maniére que les trajectoires du mo-
bile dans le plan correspondent & des lignes géodésiques de la surface. — La
solution de tout probléme de Mécanique fait connaitre une infinité de systémes
orthogonaux dans le plan. — Brachistochrones, — Quelques résultats géné-
raux relatifs aux cas ot I'on associe des trajectoires qui ne correspondent pas
4 une méme valeur de la constante des forces vives. — Généralisation de ces
résultats et application & la théorie des surfaces minima.

538. Dans les deux Chapitres précédents, nous avons établi un
ensemble de propriétés des lignes géodésiques. Nous les avons
définies d’abord par la propriété de leur plan osculateur, ce qui
revient a les considérer comme les trajectoires d’un point qui se
meut sur la surface sans étre soumis a I'action d’aucune force;
puis, par des considérations entiérement élémentaires, nous avons
rattaché a cette définition les propriétés d’orthogonalité et de
minimum, Il nous a paru intéressant d’appliquer la méme méthode
a I'étude de tous les problémes de Mécanique dans lesquels il
existe une fonction des forces. Pour metire en évidence la simpli-
cité des raisonnements, nous commencerons par les mouvements
qui s’effectuent dans un plan:

On a alors les équations

@z _ U dy U

% @ dmr =y

(2) (%)2+<%>2:2(U+IZ)7

\
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dont la derniére est I'intégrale des forces vives. Si nous regar-
dons la constante des forces vives comme donnée, les intégrales
des équations précédentes admettent seulement deux constantes
arbitraires, en dehors de celle que I'on peut ajouter au temps.
En d’autres termes, la trajectoire du point matériel sera déter-
minée par la condition de passer par un point et d’y avoir une
tangente donnée. En effet, si 'on compte le temps a pactir du
moment ou le mobile passe en ce point, la condition énoncée

dy
détermine les valeurs initiales de z, y, 5 ety comme I'équation
d d
des forces vives donne les valeurs de 47 d}t, en fonction de ;117 on
dL

d
peut calculer les valeurs initiales de — = 2. Le mouvement est

¢ dt

donc complétement déterminé. Remarquons que 1'on a pour pr

—’; deux systémes de valeurs égales et de signes contraires, qui

correspondent & la méme trajectoire, parcourue dans les deux sens.

On peut, du reste, obtenir par un calcul facile Péquation diffé-
rentielle des trajectoires. On trouve, en effet, en combinant les
équations (1), ‘

ddiy — dy bz = <";’ s dﬂdy>d1

et, en remplacant d¢? par sa valeur tirée de I'équation des forces
vives,

2
(3) dxdiy—dydﬁ.z':((gdx—%}d)%-

Cette relation ne change pas de forme, on le reconnait aisé-
ment, quand le temps cesse d’étre la variable mdependante elle
constitue donc 1'équation différentielle des trajectoires qui corres-
pondent a une valeur donnée de la constante des forces vives.
Comme elle est du second ordre, on voit queé les trajectoires dé-
pendront de deux constantes seulement; mais elle est de plus
linéaire par rapport aux différentielles du second ordre et, par
conséquent, une trajectoire sera pleinement déterminée par la
condition de passer en un point et d’y avoir une tangente donnée.

Parmi tous les mouvements correspondants 2 une méme valeur
de A, considérons tous ceux dont les trajectoires satisfont a une
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condition, par exemple passent par un point, sont normales 4 une
courbe, ete. Ces trajectoires formeront une famille de courbes
qui dépendra d’un seul parameétre; il en passera un nombre limjté
par chaque point du plan. Soit '

Mdz +Ndy = o

Péquation différentielle de cette famille de courbes. En tenant

; ! : . de d
compte de I'équation des forces Vives, on pourra exprimer o Zi)zf

en fonction de z et de ¥ on aura

et el

dz_ dy _ de/s(U+h)
NYT M VN2 - M2
s 1s dz dy :
On peut donc considérer 27’ 7; comme des fonctions de x et
de y. En les substituant dans les équations (1) et (2) et en les
désignant, pour abréger, par 2/ et 3/, on aura

(4) 22 HF=p (U &),
dz' U dy'  JU_
PR rA T ot

ou, en remarquant que z', 3/ sont exprimées en fonction de z et
-/ b

de y,

', 0, oy
0w T = 6

5
©) %, o, U

oz dy _@'

L’équation (4) nous fournit, par la différentiation, les valeurs

: oU oU
sulvantes de —, —
oz dy
ou. oz i dy ()U_ , 0z’ .0y
oz Tax TV og’ @—zﬂ—'—yﬁ'

Si nous portons ces valeurs dans les €équations (5), nous aurons

(9% 9\ [0z oy 2
‘}’<W—'(E>—O, Z‘<W~E>—O

Ces deux équations, qui se raménent l'une 3 I'autre, expriment
que ', 5, considérées comme fonctions de z et de y, sont les dé-
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rivées d'une méme fonction. On peut donc poser

. .0 .o
(6) .’lr'—-d'—z.’ _}'—@:

et § devra satisfaire a Punique équation

(7) <%>2+<%>2=2(U+h).

Les équations (6) nous montrent que les trajectoires du mobile
coupent a angle droit toutes les courbes = const. Nous pouvons
donc énoncer le théoréme suivant :

Etant donnée une famille quelconque de trajectoires du
mobile, les courbes qui les coupent a angle droit sont définies
en égalant & une constante une solution de I’équation (7) et
les composantes de la vitesse du mobile sont données en chaque
point par les formules (6).

Réciproquement, toute solution de Iéquation (7) définit une
famille de trajectoires qu'on obtiendra par I'intégration de I'équa-

tion
00 20

539. Si 'on n’a qu'une solution particuliére, sans constante
arbitraire, de I'équation aux dérivées partielles, on n’obtiendra
qu'une famille de trajectoires. Pour trouver toutes les trajectoires
du mobile, il faut donc connaitre une solution § contenant au
moins une constante arbitraire. Nous allons montrer ici encore
qu’étant donnée une telle solution il n’y aura aucune intégration
a faire pour obtenir toutes les trajectoires.

Soit, en effet,
V="f(z; ¥, )
une solution de I’équation (7), contenant une constante arbitraire
: : R (1
a qui figure dans I'une au moins des deux dérivées el On
aura, en différentiant I'équation (7) par rapport a a, -

0 20 90 20 _
(9) d_xdad.r_l—@dady_
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Cette équation exprime que les courbes

a0
0 = const., o = const.

se coupent & angle droit. Donec les trajectoires du mobile auront
pour équation

0
(10) i A = a.

=5

On le verrait encore en remarquant que I'identité (9) peut
aussi s’écrire

20 dr 20 dy _d 98
da()x'z—'—dad_)f%“o*dt da

Différentions maintenant équation (7) par rapport i /4, nous

aurons
018 D0y oxel on ! A
d/zc)xerd/zd_}/Q_}—/_ ;

Ou encore, en vertu des équations (6),

0’0 dz | 920 dy_l
()lzdxm_'_()/zd_ym— 2

L'intégration des deux membres nous donne

00
(11) 5 f =,
t désignant une constante arbitraire. On reconnait les proposi-
tions fondamentales de Jacobi.
En résumé, si I'on veut déterminer le mouvement défini par
les équations
Pz WU @y 5y

2T o de T gy
on considérera I'équation aux dérivées partielles
20 \ 2 00 \2
(—O) -+ —> =2l +24.
ox \dy
Toute intégrale de cette €quation, égalée & une constante, don-
nera une famille de courbes dont les trajectoires orthogonales

seront des trajectoires du mobile correspondantes a la valeur 4 de
la constante des forces vives, et que l'on obtiendra en intégrant
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£
B
w

les deux équations
dz 0 dy 9

dt oz’ di oy
Mais, si 'on connait une intégrale de 1'équation aux dérivées

partielles contenant une constante @, on aura les équations finies
de la trajectoire et le temps par les form ules

N .
%a- % 9k

=T+ %

On obtient ainsi I'interprétation géométrique de la méthode de
Jacobi. Elle consiste 4 former des systémes orthogonaux dont une
des familles est composée de différentes trajectoires du mobile,
correspondantes toutes a la méme valeur de la constante des forces
vives.

540. Nous voyons, d’aprés ce qui précéde, que lorsqu’on aura
trouvé une solution, contenant une constante arbitraire, de I'équa-
tion aux dérivées partielles en , on pourra obtenir la solution
compléte du probléme de Mécanique considéré. Réciproquement,
sil'on a obtenu par un moyen quelconque les équations en termes
finis de toutes les trajectoires correspondantes 4 une valeur déter-
minée de %, on peut montrer que toutes les solutions de I'équa-
tion aux dérivées partielles s’obtiendront par une simple quadra-
ture. Cherchons, par exemple, celle de ces solutions qui s’annule
sur une courbe (C) donnée & I'avance. Nous déterminerons toutes
les trajectoires du mobile qui sont normales & la courbe (C) et
nous exprimerons 2/, ' en fonction de 2 et de y. L’expression

z' dr + y' dy

sera, nous l'avons vu, la différentielle exacte d'une fonction de
deux variables et la fonction

xr,y
(12) O:f (@' dx+y' dy).
Lo Yo .
ol &y, ¥ désignent les coordonnées d’un point quelconque de la
courbe (C), sera évidemment la solution cherchée. Comme on
peut prendre pour z/, ' deux systémes de valeurs égales et de
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signes contraires, on aura deux valeurs de 6 ne différant que par
le signe.

On sait que I'on peut, d’une infinité de maniéres, ramener 1'in-
tégration d’une différentielle 3 plusieurs variables i celle d’une
différentielle ordinaire. Appliquonsici cette remarque. Supposons
que I'on se déplace sur la trajectoire normale 3 la courhe (C)
passant par le point (#,7); dans ce cas, zy, ¥, seront les coor-
données du point de départ de cette trajectoire: on aura

x’dx+y’dy:(x’2+y’2)dt= 2(U—+ %) de.

Calculons I'intégrale
x, ¥
2(U—+ %) de,
X0y Yo
en remplacant ety en fonction de ¢. Le résultat sera une fonc-
tion de ¢ et du paramétre qui fixe la position du point (Z0, 7o)
sur la courbe (C). 11 suffira de Pexprimer en fonction de 2 et de
J seulement pour obtenir Ia fonction 0. Si I'on suppose que la
courbe (C) diminue indéfiniment et se réduise a un point, cette
seconde méthode coincide ayec celle qui a été donnée par Jacobi;
car alors toutes les trajectoires normales & (C) se transforment
dans les trajectoires passant par un point fixe du plan.

541. Les systémes orthogonaux que nous venons de définir, et
dont une des familles est formée d’une série de trajectoires du
mobile, jouent un réle important dans ’étude de certaines ques-
tions, comme nous allons le montrer. Mais, auparavant, nous
indiquerons comment on peut les obtenir tous sans intégration
nouvelle lorsqu’on connait une solution compléte de I'équation
aux dérivées partielles (7)

Soit '

(13) 0:f(z’,y,a)+b

une telle solution. Voici la méthode prescrite par Lagrange pour
obtenirla solution la plus générale. On posera

b= ¢(a),

¢(@) désignant une fonction quelconque de a; le résultat de Péli-
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mination de @ entre les équations

0 = f(z, y,a)+9(a)
(14) iy '
g b (a)
fournira la solution demandée. Nous pouvons ajouter ici la re-

marque suivante, que I'on vérifiera aisément. Soit
b0 =F(z,y)
la solution ainsi obtenue; les trajectoires orthogonales des courbes

6 = const.

seront définies par la seconde des équations (14)

(15) g€+9'(a):o,

ott I’'on donnera a la constante & toutes les valeurs possibles.

542. Ces points étant admis, supposons que I’on veuille déter-
miner le systéme orthogonal dont une des familles est composée
des trajectoires normales & une courbe donnée (C).

Ce probléme est évidemment équivalent au suivant : « Trouver
une solution f de I'équation aux dérivées partielles qui prenne
une valeur constante donnée, zéro par exemple, en tous les points
de la courbe (C). » Soit

¥y =Ma)
I'équation de cette courbe. Proposons-nous, d’une maniére plus
générale, de déterminer la fonction § qui se réduit & une fonction
donnée p(z) lorsqu’on ‘a

= A(z).

En substituant les valeurs de f et de y dans les équations (14),
on trouvera les équations de condition

(@) = f(=, ), @) +p(a),
(16) I L qlade .
s e R (a),
qui feront connaitre la fonction ¢(a). 1l semble au premier abord

que, pour résoudre la question posée, il faudra intégrer une équa-
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tion différentielle; car, si I'on élimine z entre les deux équa-
tions (16), on sera conduit 3 une équation de la forme

F(a, 9(a), o' (a)) = o.

Mais, sil'on différentie la premiére des équations (16), on trou-
vera, en lenant compte de la seconde,

= S L) Loy = i),

Il est aisé de montrer qu’au systéme (16) on peut substituer le
suivant :

J(@, 4, a) +o(a) = u(z),
(17) if+y

C).Z' ())\ )\’(‘Z.) — [J.’(.Z‘).

Ces deux systémes ont, en effet, une équation commune, et la
différentiation totale de cette équation nous montre que la seconde
équation de chacun d’eux est toujours une conséquence de la
seconde équation de I'autre.

Or les deux équations (17) nous donnent, par I'élimination de
Z, une relation qui fera connattre ¢(a) en fonction de @. La
question proposée est done résolue.

Il ne sera pas inutile, pour Ia suite, de remarquer qu'il y a
deux intégrales distinctes, et deux seulement, prenant des valeurs
données & l'avance en tous les points d'une courbe (C); car, si
l'on veut déterminer, en chaque point de la courbe (C), les dé-
rivées par rapport 4 z de I'intégrale cherchée §, on devra joindre
a I'équation aux dérivées partielles

0\2 790\ ‘
(18) (%) T(W> = 2(U+4)

la relation

0 9b

(19) 5%+ g V(@) = p(a)

i

qui doit avoir lieu pour tous les points de la courbe (C). Or
les deux équations précédentes déterminent deux systémes

. , = , 00 00 s .
de valeurs différentes pour les dérivées 2, %2 prises en un point
dz” dy

quelconque de (C). Comme une intégrale est entiérement définie
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quand on donne sa valeur et celle de ses dérivées premiéres en
tous les points d’une courbe, on voit que la question proposée
admettra bien deux solutions et deux seulement.

Dans le cas, que nous ayons en vue, ol la fonction 9 doit avoir
une valeur constante, zéro par exemple, en tous les points de la_
courbe cherchée, on a

P'(x) =9y

les deux solutions obtenues sont égales au signe prés et ne peuvent
pas étre regardées comme réellement distinctes. )

543. Comme conséquences des propositions précédentes, nous
pouvons énoncer le théoréme suivant :

Toutes les fois que ’on connaitra une intégrale compléte
de U'équation aux dérivées partielles (7), on pourra toujours
déterminer sans intégration un systéme orthogonal dont une
des familles contiendra une courbe quelconque (C) donnée a
Uavance. L'autre famille sera jformée des trajectoires du
mobile qui coupent & angle droit cette courbe (C) et corres-
pondent & une méme valeur de la constante des forces vives.

Dans le cas ot la courbe (C) deviendrait infiniment petite et se
réduirait & un point, on aurait le systéme orthogonal dont une
des familles est composée des trajectoires du mobile qui passent
par ce point. Si I'on remarque que, dans ce cas, 'équation (15),
qui représente toutes ces trajectoires, doit étre vérifiée quand on

y remplace z, y par les coordonnées z,, ), du point considéré,
on voit que I'on devra avoir

1 9
‘?(a)“*‘(ﬁf(xm.}’o,“)zo;

et, par suite, on pourra prendre

?(a) =—j(1‘ 3 Vi 7‘7')'
On aura alors b1

0= f(z,y,a)—f(@ Yo @),
et, d’aprés la régle donnée au n° 542, il faudra éliminer a entre

cette équation et sa dérivée par rapport aa.
Pour donner une application, considérons le mouvement des
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corps pesants, dans lequel la fonction des forces est
U=g(y+nr).

L’équation en 6 devient ici

Elle admet la solution sulvante :

== _IF. 3
— :a$+f/y+h—a2dy=ax+%(}/+Iz—a?)7+b.

(20)

28

Pour trouver les courbes Coupant a angle droit toutes les tra-

jectoires paraboliques passant par un point fixe, I'origine par

exemple, il faudra, d’apres la régle précédente, déterminer b par
la condition que 0 s’annule en ce point; ce qui donne

3
b=— ;(lz~a?)'~7,

puis éliminer ¢ entre Péquation (20), ot 'on a remplacé b par la
valeur précédente, et sa dérivée par rapport a @. On trouye ainsi,
apres un calcul que nous omettons,

i e
(21) t:[Z/},—e—y.;. ‘/1-2__,_‘],_)]
g

3
2

—[2h+y— iz 5]

Telle est I'équation des trajectoires orthogonales de toutes les
paraboles passant par un méme point.

544. Considérons d’une maniére générale les systémes ortho-
gonaux que nous venons de définir et dont une des familles est
composée de trajectoires du mobile, L’élément linéaire du plan
prendra la forme

(22) ds? = H2d0? + 03 b,

Si Pon se déplace sur une trajectoire ), — const., on a
(23) ds2:H2d€)‘~’=2(U—:—Iz)dﬁ.

D’aillears Péquation
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peut s’écrire
, : 0 de 0 dy _db
(21) 2(U»+h)_ﬁm+3}$—m'

. : db- v
En substituant la valeur de = dans la relation (23 ), nous aurons

2H¥(U+ k) =1,

I :
— —=aU -+ 2h.

ig]
La formule (22) prendra donc la forme
(25) 2(U + k)ds® = dh2+ o2 b3,

dont nous allons déduire plusieurs conséquences.
Nous voyons d’abord que, si 'on considére deux des courbes
de paramétre 0
§=a; 0= A3,
et la portion de I'une quelconque des trajectoires du mobile
comprise entre ces deux courbes, I'intégrale

JVaU=h s = [,

prise du commencement a la fin de cet arc, sera constante et égale
a la différence 8 — «. des valeurs de 6. Nous donnerons & ’inté-
grale précédente le nom d’action. Comme la courbe § = o peut
étre choisie arbitrairement, nous pouvons énoncer le théoréme
suivant :

Etant donnée une courbe quelconque (C) et les trajectoires
du mobile normales a cette courbe, si l’on porte sur ces trajec-
toires, a partir de leur point d’incidence, des longueurs pour
lesquelles I’ action ait une valeur donnée a ’avance mais quel-
conque, le lieu des extrémités de toutes ces longueurs formera
une courbe qui sera encore normale & toutes les trajectoires.

Cette remarquable proposition, qui est due & MM. Thomson et
Tait ('), est analogue a celle que nous avons donnée au n° 522

(") Sk WiLLax TrousoN and Tarr, Zreatise on natural Philosophy, Vol. I,
Part I, p. 353 de la deuxiéme édition; 1879. ;
D. — IL. 29
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pour les lignes géodésiques. On pourrait, ici encore, la dé-
montrer directement par le calcul des variations et en déduire
tous les résultats précédents; on retrouverait ainsi la méthode
suivie par Hamilton et par Jacobi.

En particulier, si U'on considére toutes les trajectoires passant
par un point A et si 'on détermine sur chacune d’elles un point
M, tel que l'action étendue a I’arc AM ait une valeur constanle
donnée, le lieu des points M sera une courbe normale & toutes les
trajectoires. ]

545. Si l'on rapporte les points .du plan au systéme de coor-
données formé par les trajectoires passant en A et par les courbes
qui les coupent & angle droit, 1'élément linéaire du plan sera
douné parla formule (25), ou § désignera 'action comptée & partir
de A. Nous allons déduire de cette remarque une démonstration
directe du principe de la moindre action.

Ce principe peut étre énoncé comme il suit :

Parmi tous les mougements qui amenent le mobile d’un
point A en un point M, la vitesse sur chaque trajectoire étant
réglée par Uéquation

! p2=12(U+4),

le mousement naturel est celui pour lequel ’action, c’est-a-dire

Uintégrale
M ]
f Va(U + k) ds :f v ds,
A A

est un minimum.

La démonstration est identique a celle que nous avons déve-
loppée dans le cas des lignes géodésiques. Construisons toutes les
trajectoires du mobile correspondantes a la valeur donnée de £,
passant au point A; elles donnent naissance a un systéme ortho-
gonal pour lequel on 2« :

2(U + &) ds? = dbi2—+ c2db}.

Cela posé, il est clair que le minimum de I'intégrale

f\/2U+2k ds =f\/d62+ a2db3,
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prise entre les points A et M, correspondra au eas ot dfl; sera nul,
le chemin suivi étant la Lrajectoire qui unit ces deux points. Je
n’insiste pas sur toutes les conditions qui doivent avoir lieu pour
que la démonstration soit valable; elles sont identiques i celles
qui ont été énumérées dans le cas des lignes géodésiques.

546. Le principe d’'Hamilton se rapporte a des hypothéses
toutes différentes de celles qui interviennent dans le principe de
la moindre action. Il concerne I'intégrale

/ 2
f ( 2‘%;— U> du.

Le mouvement de la nature est celui pour lequel cette intégrale
est maximum ou minimum. Mais ici le mouvement est comparé
@ tous ceux qui ont liew entre les mémes points et dans le méme
temps, et, de plus, aucune loi n’est imposée & la vitesse. Nous
allons montrer qu'il y a réellement minimum.

Si A et M désignent encore les positions extrémes et si 'on con-
serve le systéme orthogonal dont une des familles “est composée
des trajectoires passant en A, I'intégrale précédente deviendra

A

A0+
st = ]

Nous allons la comparer a celle qui correspond au mouvement
naturel, pour lequel §, demeure constant. '

Soient By, U, les valeurs de 9 et de U dans le mouvement naturel,
4, U, 8,, U, étant supposées correspondre 4 la méme valedr du
temps; posons 4

=

0:00‘—{—(1), [I:Uo—r Ul'
On a, nous I'avons vu,

df)
{26) ‘d—:=2(Uo+h)-

L’accroissement de I'intégrale d’Hamilton, quand on passe du
mouvement naturel i 'autre, est- .

dB+a2d} dn?
f[4(U +h)dir e L Fg /z)cm] o
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Remplacons § par sa valeur 0,4+ w; puis substituons la valeur

de d)" déduite de la formule (26). L’accroissement de l'intégrale

dev1endra
H de2 }
“dr 3y, iz i Uy+ % dw LU U, (Uo+h)
J U= k) " AULER) " UxXk di L i J

ou, aprés quelques réductions,

, dbi , dw?

“adc T af Ul de Uy do
KU=R)  Uxhkh " di Uk di

Comme les deux mouvements se font entre les mémes points et

dans le méme temps, » est nul aux deux limites; on peut donc

. dw : . -
supprimer le terme — et il reste pour 'accroissement de I'inté-
grale 'expression

»

,do} dw 2
°ar , <E—2U‘>

A#(U+h) " 4(U—+h)

(27) de.

Sous cette forme on voit clairement que 'intégrale d'Hamilton a
augmenté. Pour que l'intégrale précédente soit nulle, il faut que
Pon ait & chaque instant

dby dv
P A Pl
ou
dby dl i ds ) ———r
= @_Z(U k), E-\/z(UTh),

el ces équations caractérisent le mouvement naturel.

547. Nous ne nous étendrons pas davantage sur les principes
précédents et nous remarquerons, en terminant, que la démonstra-
tion du principe de la moindre action peut se rattacher directe-
ment & la théorie des lignes géodésiques de la maniére suivante.

x et y étant les coordonnées rectangulaires d’un point du plan,
U la fonction des forces et / la constante des forces vives, consi-
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dérons la surface dont ’élément linéaire est donné par la formule
ds? = 2(U + h)(dz?+dy?).

Cette surface sera représentée sur le plan avec conservation des
angles; mais de plus la correspondance est telle qu’a toute trajec-
toire du mobile dans le plan correspond une ligne géodésique
de la surface et vice versa.

Cette proposition s’est déja présentée plusieurs fois dans les
raisonnements précédents. Nous aurions pu I'établir, soit en com-
parant I'équation différentielle (3) des trajectoires a celle (8) des
lignes géodésiques (n° 514), soit en rapprochant I'équation aux
dérivées partielles (7) de 'équation (5) (n° 531) dont dépend la
recherche des lignes géodésiques. Nous pouvons maintenant
la démontrer immédiatement; car, si I'on rapporte les points du
plan & un systéme de coordonnées dont une des familles est formée
de trajectoires du mobile, I’élément linéaire du plan sera donné
par la formule (25); celui de la surface correspondante aura donc
pour expression

ds*= df?+ 2 d07;

par suite, les lignes ;= const., c’est-a-dire les trajectoires du
mobile dans le plan, correspondront nécessairement a des géodé-
siques de la surface; et vice versa.

Comme application, considérons le mouvement d’un point attiré
par un centre fixe en raison inverse du carré de la distance; r dé-
signant la distance au centre fixe, on aura

21K 1L
Bt E,
r a

La surface dont les lignes géodésiques correspondent aux tra-
jectoires du mobile aura pour élément linéaire

gl f 2t I 2 dy2
ds ( 2 a)(d:c —dy?)
ou, en passant aux coordonnées polaires 7, ¢,

2 — 2_}_1 — E 2 2 2
(28) ds —( = = (dr2—+r2de?).

Les surfaces de révolulion admettant cet élément linéaire sont
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définies par les formules

——— i il e

( " /Iu.r(za—r) (5
x:m‘ B § e

Vi a m

; pr(ca—r) . ¢
(29) .}/:m\/‘(k)sm_l,
m’.

a
52\/Ef (za—r)z—m‘l(a——r)?dﬁ
| a r(2a—r)
Toutes les fois que m sera commensurable, & un point du plan
correspondront des points de la surface en nombre limité; et, par
suite, toutes les lignes géodésiques qui ne viendront pas ren-

contrer la limite de la surface seront fermées, comme les ellipses
du plan auxquelles elles correspondent.

548. Cette correspondance, établie entre un plan et une surface
de telle maniére que les trajectoires du plan correspondent aux
lignes géodésiques de la surface, met immédiatement en évidence
le principe de la moindre action, qui n’est autre chose que la tra-
duction dans le plan de la propriété de minimum relative aux
lignes géodésiques; mais elle conduit sans calcul & un grand
nombre d’autres propositions. Nous avons vu, par exemple, que,
sur une surface, les courbes lieux des points tels que la somme ou
la différence de leurs distances géodésiques a deux courbes fixes
(CG), (C') soit constante forment un systéme orthogonal. Ce
systéme peut évidemment se déterminer sans intégration toutes les
fois que 'on connait les deux courbes (C), (') et que T'on a
Pexpression dela distance géodésique de deux points de la surface.
On peut méme ajouter que, si l'une des deux courbes (G) est
donnée, on peut déterminer I'autre (@) de telle maniére que 'une
des familles du systéme orthogonal contienne une courbe (D)
donnée a I'avance. En reportant ce résultat dans le plan, nous ob-
tenons la proposition suivante :

Toutes les fois que Uon aura, dans le plan, la solution com-
plete d’un probléme de Mécanique et la fonction 8 relative i ce
probléme, on pourra déterminer, sans intégration nouvelle,
une infinité de systémes orthogonaux dans le plan, contenant
une courbe (D) donnée a Uavance ; les équations qui définissent
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ces systémes contiendront une fonction arbitraire d’une va-
riable.

Au reste, cette proposition peut se démontrer directement de
la maniére la plus simple. Soient en effet f et & deux solutions
quelconques de I'équation aux dérivées partielles (7). On aura

(Z) G ~E) +(5)

et, par conséquent,

(0 —5) 9(0-+3) (8 —2) I(0+2) _
oz dx dy I

Cette équation exprime que les courbes
6 — ¢ = const., * ' 0 -~ ¢ = const.

se coupent 4 angle droit et forment les deux familles d’un systeme
orthogonal. Si I'on veut qu'une certaine courbe (D) fasse partie
de U'une de ces familles, il suffira de déterminer deux solutions
f, o de I'équation aux dérivées partielles qui aient la méme valeur
en chaque point de la courbe (D). On prendra o arbitrairement,
ce qui introduira une fonction arbitraire;  sera ensuite déter-
minée par la condition d’avoir la méme valeur que o en tous les
points de la courbe (D). Nous savons (n° 542) que 6 sera une
fonction distincte de s.

549. Les propositions générales qui précédent permettent d’é-

tablir que I'on pourra déterminer une infinité de systémes ortho-
j gonaux algébriques dont fera partie une courbe algébrique quel-
conque, donnée a l'avance. Remarquons d’abord qu’il y a une
infinité de problémes de Mécanique pour lesquels Vaction est
une fonction algébrique, c’est-a-dire pour lesquels I’équation

‘ 90 \2 00 \2 5
(30) (E) —J—(\(TJ—,) =2(U—=+~h)

admet une intégrale compléte algébrique. Sans parler méme du

cas ou la fonction des forces est nulle, prenons, par exemple,

i 1

(31) U= A"+ By",
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A et B étant des constantes quelconques et m, n deux entiers. On
aura la solution compléte

YR TN oy
(32) 9_—_f\/zAx’_"+/L+adz'+/‘/2B_y;+/z—adJ/,

qui est évidemment algébrique. Si I'on applique les méthodes
précédentes en employant cette valeur de B, on voit que toutes
les solutions de I'équation (30) assujetties 4 prendre une valeur
algébrique en tous les points d'une courbe algébrique seront algé-
briques. On pourra donc obtenir une infinité de systémes ortho-
gonaux algébriques dont fera partie une courbe algébrique
donnée. Ces systémes sont de deux espéces différentes. Les uns,
dont I'une des familles sera formée par les trajectoires du mobile
qui coupent a angle droit la courbe donnée, sont analogues aux
systémes orthogonaux formés avec une famille de courbes paralléles
et leurs normales communes. Les autres seront analogues au sys-
teme orthogonal formé par les deux familles de courbes lieux des
points tels que la somme ou la différence de leurs distances géodé-
siques & deux courbes fixes (C),(C') soit constante. Ils contien-
dront dans leur définition une fonction algébrique arbitraire, alors
méme que 'on aura assujetti une courbe donnée a 'avance i faire
partie de 'une des deux familles du systeme orthogonal.

550. Il est aisé de voir que la méthode précédente s’étend a
I'étude du mouvement d’un point sur une surface et, en général, a
tous les problémes de Mécanique dans lesquels il y a une fonction
des forces, la position du systéme mobile dépendant de deuz va-
riables seulement. Nous ne développerons pas les caleuls, qui
seront donnés plus loin lorsque nous traiterons du probléme le
plus général de la Mécanique; et nous nous contenterons d'in-
diquer ici d’autres questions de Mécanique dans lesquelles on re-
trouve les propriétés que nous venons d’étudier.

On doit 4 différents géometres (') des propriétés des brachisto-

(*) Voir, par exemple, RoGER, Thése sur les brachistochrones (Journal de
Liouyille, 1 série, t. XIII, p- 413 1848).

ANDOYER, Sur la réduction du probléme des brachistochrones auz équations
canoniques (Comptes rendus, t. G, p. 1577 ; 1885).
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chrones, analogues a celles que Gauss a fait connaitre .pour les
lignes géodésiques. L'explication de ce fait repose sur la remarque
suivante.

Proposons-nous de déterminer les brachistochrones sur une
surface (¥). La vitesse du mobile étant donnée par I'équation des

forces vives
vi—= U1/,

les brachistochrones seront les courbes pour lesquelles I'intégrale

[‘ds ds
— = —
s VU &

prise entre deux points quelconques de la courbe, sera minimum.
Or, si I'on considére la surface (') pour laquelle I'élément linéaire
ds' est déterminé par la formule

(33) ds'? =

Uk

elle correspondra a la surface () avec conservation des angles; et
les brachistochrones de ( £) correspondront aux lignes géodésiques
de ('), l'arc de chaque géodésique étant égal au temps dans lequel
est parcourue la portion correspondante de la brachistochrone.
Cette simple remarque permet d’étendre aux brachistochrones
toutes les propriétés des lignes géodésiques. On reconnait ainsi, en
particulier, -que les brachistochrones satisfont réellement a leur
définition et que le temps dans lequel un arc quelconque de ces
courbes est parcouru est réellement un minimum, pourvu toute-
fois que cet arc ne soit pas trop étendu.

On peut aussi assimiler les brachistochrones aux trajectoires
dans un mouvement plan; et cette comparaison offre I’avantage
de s’étendre d’elle-méme aux brachistochrones dans 'espace.

Supposons ’élément de la surface (2) ramené a la forme

(34) ds?>= \(dz?+ dy?).
L’intégrale qui doit étre minimum est

‘/X\/dxj—%dy?.
VU +h

En vertu du principe de la moindre action, on reconnait immé-
=

BIBLIOT ~4 rpy
L:J% B A CENTR ABIRLIO T~ » “TNTRALK
-t _.TARA ke,
ST e ~
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diatement que les brachistochrones correspondent aux trajectoires
d’un mouvement plan dans lequel la fonction des forces U’ aurait
pour valeur

L Py
e Uk

>

la vitesse du mobile étant donnée par la formule
(35) 02— o5

ot la constante des forces vives a la valeur particuliére zéro.

Des remarques analognes peuvent étre faites aussi en ce qui
concerne les figures d’équilibre d’un fil flexible et inextensible.
Mais nous laisserons ce point & 'examen du lecteur.

951. Dans les développements précédents, nous avons associé
seulement celles des trajectoires pour lesquelles la constante des
forces vives a la méme valeur. Cette restriction est bien d’accord
avec Uesprit de la Mécanique moderne, qui attache moins d'impor-
tance aux forces qu’a I'énergie et qui permet de regarder comme
distincts deux problémes dans lesquels, la fonction des forces
étant la méme, I'énergie totale est différente. Quoi qu'’il en soit,
en groupant les trajecloires pour lesquelles la constante des forces
vives prend des valeurs différentes, on obtient les résultats sulvants
que nous allons rapidement signaler.

Considérons des trajectoires quelconques, formant une famille
analogue a celles que nous avons définies au n°538; 2/ et ' seront
encore des fonctions de z et de y; mais la constante l, variant
quand on passe d’une trajectoire a l'autre, devra étre considérée
ici comme une fonction de z et de y. On aura encore les équations

02 oz’ 9U
(36) { ,d_y” ,dy’_c)U

22ty —oh 1 o],

Mais la différentiation de I'équation des forces vives donnera
des résultats différents; il ne faudra plus y regarder 2 comme une
constante indépendante de z et de y. La différentiation donnera
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donc les équations

07 9y ok oU
3 (e S =
e LT T )

dy dy  dy oy

i el U oU oU c .
Si 'on élimine LAY enlre ces équations

oz’ dy
on trouvera

(W "‘”') _. 9k
P\ oz dy ) oz
(% _ 9\ __ ok
A 7 S BT
Posons maintenant
oy’ EAN e
(38) gy oty
on aura d’abord
) A
(39) YAyl B e
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et les précédentes,

la substitution de ces valeurs de 2/, ' dans ’équation des forces

vives donnera la relation

AR =2)2(h-+TU),

ol Ak désigne le paramétre différentiel de Lamé

0h\2 oh\2
(40) A]l—<d—-x> "i“(@) )
et qui fera connaitre ). On obtient ainsi
(50) y,_\/z(h+Ujdlz
S . C e | 1a o™ YR e T e 1 T
i Vih 9% VAR O

x,__\/z(h-'r—U) oh

En portant ces valeurs dans la formule (38 ), qui sert de défini-
tion & A, on trouve 'équation aux dérivées partielles du second

ordre

S 0 (YU=+h ok o0 (VU-+hoh
2 o) —_— o e —————

il 090( Vah dw) 0y< VoA 0)’>

qui définit la fonction 4. Lorsqu’on aura une solution quelconque
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de cette équation, les courbes

/o = const.

seront les trajectoires de la famille correspondante, et les équa-
tions (41) feront connaitre en chacun de leurs points les compo-
santes de la vitesse du mobile. Inversement, si I'on sait déterminer
les trajectoires, on saura aussi intégrer 1'équation aux dérivées
partielles (42). Lorsqu’on aura obtenu, avec deux constantes ar—
bitraires a et b, I'équation générale des trajectoires

Y= C?(Ty a, b, h),

il suffira d’y remplacer « et b par des fonctions quelconques de %
pour obtenir I'intégrale générale de I'équation (42).

Supposons, par exemple, que la fonction des forces soit nulle :
les trajectoires seront des lignes droites représentées par I'équation

y=ax-+b.

L’intégrale de 'équation aux dérivées partielles correspondante
sera donnée par la formule

Y =zo(h)+U(R),

ce qu’il est aisé de vérifier.

Une circonstance particuliére donne quelque intérét aux re-
marques précédentes. L’équation aux dérivées partielles (42)
intervient dans Pétude d’une question de minimum relative a
I'intégrale double

(43) ff%(%>2+<%)2/mdxd)f,

qui est d'une forme analogue & celle que Riemann a considérée
dans le principe de Dirichlet.

Imaginons que la fonction % soit donnée pour tous les points
d’un contour fermé limitant une aire plane A. Sil'on exprime que
Pintégrale double précédente étendue a tous les points de cette
aire est minimum, on sera conduit, en égalant a zéro la variation
premiére, i une équation aux dérivées partielles qui sera pi"écisé-
ment ’équation (42).

Ainsi, & tout probleme de Mécanique dans le plan (et plus
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généralement & deux variables indépendantes), on peut rattacher
une propriété de minimum relative & une intégrale double.

Quelques considérations de Géométrie auxquelles le lecteur
suppléera facilement permettent d’ailleurs de déduire cette pro-
priété de minimum du principe de la moindre action.

552. Dans les deux Chapilres suivants, nous associerons seule-
ment des trajectoires pour lesquelles la constante des forces vives
aura la méme valeur; nous allons donc indiquer ici sans démon-
stration 'extension que l'on peut donner aux propriétés précé-
dentes. Pour plus de netteté, nous nous contenterons, dans 'énoncé
des propriétés généralisées. de considérer les mouvements dans
I'espace.

Si Uon cherche a déterminer les fonctions het pde z et de
y de maniére a rendre minimum Uintégrale triple

T oE 9 dmr, (90 _ ok duye (0\ u_Ja
<dy dz 0z dy) 0z dx Oz 53) T<d.z.' dy oz

< o(@, ¥, 5 A, ) dz dy ds,

étendue & un volume fermé, les fonctions ket p.étant assujetties
@ prendre des valeurs données en tous les points de la surface
ou des surfaces qui limitent ce volume, il suffira d’intégrer les
équations du mouvement relatives @ un probléme de Méca-
nique oi la fonction des forces serait ¢(z,y, 5, & p), la con-
stante des forces vives étant nulle et A et p. étant traitées
comme des constantes, puis de remplacer dans les équations
générales de la trajectoire les constantes arbitraires par des
fonctions quelconques de ) et de p; on obtiendra ainsi deux
équations qui feront connaitre \ et e i

Si Uon cherche la fonction \ qui assure le minimum de Uin-
tégrale triple

o [TV G s

étendue & un volume fermé, \ étant assujettie @ prendre des
valeurs données en tous les points de la surface qui limite ce
volume, les surfaces

)\ = const.
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degront étre celles pour lesquelles Iintégrale double sutvante,
ot ds désigne Uaire d’un élément de surface,

f/c?(:r, Y55, A) da,

étendue a la portion de la surface comprise dans un contour
donné quelconque, sera un minimum.

En considérant, par exemple, Pintégrale

qui correspond A I'hypothése ¢ =1, on reconnaitra que les sur-
faces A= const. devront étre des surfaces minima. On est ainsi
conduit au résultat suivant :
St Pégquation
A = const.

représente une famille de surfaces minima, ) devra satisfaire
a Uéquation auzx déripées partielles

40) S X oA

J ( oz ) o ( oy J ( o=
. == T St e S = = 0,
o AN oty T Wi e V/AX i

ot Ak est le paramétre différentiel du premier ordre

oA\ 2 ok \2 oA\ 2
Al S la e (3) )
Ce résultat est dti & Riemann ('), qui a méme montré, comme

on le vérifie aisément par un calcul direct, que, si lon a une
seule surface représentée par Péquation

A—o, .

il suffira, pour que la surface soit minima, que I'équation aux
dérivées partielles précédentes, au lieu d’éire vérifide identique-
ment, le soit seulement en vertu de I'équation de la surface,

X\

(1) Riemann’s Gesammelte Werke, p. 311.
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La forme précédente (%7) de I'équation aux dérivées partielles des
surfaces minima se rattache directement & celle de Lagrange
(I,n° 178), que I'on retrouve d’ailleurs immédiatement en suppo-
sant I'équation de la surface mise sous la forme

5 =9(z, ¥);

les remarques par lesquelles nous I'avons obtenue montrent que
I'on pourra écrire immédiatement, en coordonnées curvilignes
quelconques, I'équation aux dérivées partielles des surfaces mi-
nima; car, si Pélément linéaire de l'espace est donné par la
formule

(49) dst= H2dp?+ Hidp}+ H} dp3,

'intégrale (46) prend la forme

(50) fff\/DTHH,U.zdp dpydos,

et la propriété de minimum, que nous avons signalée sans calcul,
conduit a I'équation

ﬂ 78 ok

sy 9 HiH, dp | .o ( HHy dg; | 0 ( HH; ops
T R T e e ] = = I —_—

9p H /A dpy \ Hy /A% op \ Ha /A)

qui remplace I'équation (47). On pourrait suivre la méme méthode
si 'on employait des coordonnées curvilignes obliques.
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mules analogues, d’ott I'on déduira le systéme suivant

o) 03 07 dr 9zl oy
\ 9z 9oy o0x 0ds _dy ox
(6) z Y = 7 = Lt = b
¥y z

qui contient toutes les relations indépendantes de la fonction des
forces entre &/, ¥/, '

On reconnait immédiatement que l'on peut satisfaire a ces
équations en annulant les numérateurs, c’est-a-dire en supposant
que &/, y', 7 soient les dérivées d'une méme fonction 0. Posons
donc

A N s 08 L ob
(/) z—dx, .)/_()y’ "'_()_;'

Sil'on porte ces valeurs de 2/, »/, &' dans les équations (2) et
(5), I'équation (2) prendra la forme

(8) <%>;+<%>2+<3%>::2U+2/1,

et le systéme (5) se composera des équations que I'on déduit de la
précédente en la différentiant par rapport a z, a y oud . 1l
suffira donc que 8 satisfasse uniquement a ’équation auz
dérivées partielles (8).

Les équations (7) nous montrent immédiatement quelle est la
signification géométrique de la fonction 8. Si I'on considére la
famille de surfaces représentée par I'équation § = const., § étant
une intégrale quelconque de I'équation (6), les courbes qui sont
les trajectoires orthogonales de cette famille de surfaces sont aussi
des trajectoires du mobile, et la vitesse du mobile en chaque

. ] . ) .
point est égale a la dérivée — de 0 suivant la normale. En d’autres

termes, il y @ un potentiel § pour les vitesses.

La méthode précédente reposant sur la considération de cer-
taines congruences particuliéres formées avec les trajectoires du
mobile, il est naturel de se demander si elle donnera toutes les
solutions du probléme de Mécanique, c’est-a-dire toutes les tra-
jectoires possibles. Soit (C) une de ces trajectoires passant au
point M,(zo, ¥, 3,) €t soient Z,, ¥;, 5, les composantes de la
vitesse du mobile en ce point, composantes qui vérifieront néces-
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’

sairement I'équation des forces vives
2+ ¥+ 22 = o Uy+ 2 k.

Il'y a évidemment une infinité de solutions  de I'équation (8)

= L ,
dont les dérivées premiéres SR prennent les valeurs i

Yo» %y au point M,. Considérons 'une quelconque ' de ces solu-
tions. Les trajectoires orthogonales des surfaces §' — const. seront
des trajectoires du mobile. Celle de ces trajectoires qui passe au
point M, coincidera évidemment avec la courbe (C), les condi-
tions initiales du mouvement étant les mémes sur I'une et sur
I"autre de ces trajectoires.

534. On est encore conduit a la considération des congruences
particuliéres pour lesquelles il y a un potentiel des vitesses par le
raisonnement suivant, qui mettra de nouveau en évidence le ré-
sultat précédent.

Désignons par % la valeur commune des rapports (6). On a

oy, 105" '
o 3 =
] 0z’ dx' ;
(9) &~ o =N
92 0 s
dy oz :

et, par suite, en faisant usage d’une identité bien connue,

o02) | 90y | 905
i N T T g

(10)

Cette relation, qui rappelle I'éguation de continuité de I'Hy-
drodynamique, vient confirmer 'analogie que nous avons déja
signalée plus haut et sur laquelle, d’ailleurs, nous n’insisterons
pas. Si U'on effectue les différentiations, elle prend la forme

) S SN A )
(T.ix_r@‘y—i_d—zz_ ‘\oz 9y "0z )’

le premier membre, que 1'on peut écrire ainsi

oA d.z'_Ld)\ (11:_*_0_)(5
oz dt ~ dy dt 0z dt’
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A ; o s i - St oL
a une signification trés simple; il exprime la dérivée - de '\
lorsqu’on se déplace sur une trajectotre du mobile. Si donc on

pose, pour abréger,

7 ’ .
(11) ey s S
oz oy 5
on aura
dh
O
dt ;
d’ou l'on déduit
i
Qde
(12) k= Aget

) désignant la valeur de ) pour ¢ = t,. Donc :

Si )\ est nul pour un point quelconque d’une trajectoire, il
sera nul pour tous les autres points de la méme trajectoire.

D’aprés cela, considérons, parmi les trajectoires du mobile (qui
correspondent toujours & une méme valear de la constante des
forces vives), celles qui sontnormales & une surface (X), et remar-
quons que, par suite de la définition de h et de I'équation des
forces vives, on a

P S i , ' ,
o(G-5 )G —5) (=)

{£3) his 2(U—+h)

Il résulte de cette expression que ) sera nul pour le point ou
chaque trajectoire rencontre normalement la surface (Z). Pour le
reconnaitre immédiatement, il suffit de remarquer que, les équa-
tions différentielles des courbes de la congruence étant

dr ' dy @ dz
i4) 50 = }7 =i
', 5/, & jouent ici le réle des quantités X, Y, Z du n°® 438.

)., étant nul pour un point de chaque trajectoire, sera nul par
cela méme sur toutes les trajectoires, qui seront, par suite, d'apres
le théoréme du numéro cité, normales a une famille de surfaces.
Nous retrouvons ainsi la proposition de MM. Thomson et Tait,
que nous établirons, d’ailleurs, d’une autre maniére :

Toutes les trajectoires du mobile, correspondantes a une



APPLICATION A L'ETUDE DES MOUVEMENTS DANS L'ESPACE. 469

méme valeur de la constante des forcesvives, qui sont normales
a une seule surface, sont, par cela méme, normales & toute
une famille de surfaces.

Il résulte des raisonnements précédents que, pour obtenir
toutes ces familles de surfaces normales a des trajectoires, il
faudra intégrer I'équation aux dérivées partielles (8). Nous allons
examiner les différentes solutions de cette équation.

555. Nous n’avons qu’a répéter icice qui a été dit dans le cas
des mouvements plans. Si la solution § ne contient aucune con-
stante, il faudra, pour avoir les trajectoires correspondantes,
intégrer les trois équations (5) ou les équations (14). Mais je
vais montrer que, si la solution  contient, en dehors de la con-
stante qu’on peut toujours lui ajouter, deux autres constantes
arbitraires @ et b, on peut obtenir sans aucune intégration la so-
lution compléte du probléme de Mécanique.

Substituons, en effet, § dans I'équation (8) et prenons la dérivée
par rapport a @; nous aurons

20 920 a5 020 a0 020

ay ()ady+5~: da 0z T

a0 00 b s o lg o T
%0 0= respectivement par z', ', 7, 'équa-

tion précédente prend la forme

4oy _
di\oa)=°

d ; A 3
Donec 55 ©st constant sur chaque trajectoire du mobile. En ap-

pliquant le méme raisonnement a b, on voit que les équations

Sil'on remplace

N
= =

’

(13) a,
out @, b’ désignent deux constantes nouvelles, définissent une
trajectoire du mobile. On vérifierait du reste immédiatement que
les deux surfaces représentées par chacune des équations précé-
dentes coupent a angle droit toutes les surfaces § = const.

En différentiant de méme par rapport & % I'équation’(8), on
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d (Y _
?z?(o/z T

et I'on aura, par suite, en intégrant,

trouvera

. 00
(16) —(ﬁi:l—t—’z,

7 désignant une nouvelle constante.

Les équations (15) et (16), contenant six constantes arbitraires
a, by h, @', V', =, définissent bien la solution la plus générale du
probléeme posé. En essayant de le démontrer d’une maniére plus
rigoureuse, on reconnaitra & quelles conditions doit satisfaire la
solution § qui contient les constantes @, b. Si I'on veut, en effet,
déterminer la trajectoire du mobile qui passe au point M (X% %),
le mobile admettant les vitesses 2/, y/, 2/, liées nécessairement par
'équation des forces vives, on aura les trois équations

90 , 90 , 00

oo e Sl

~ oz’ }/—@’ ° T s

r

qui se réduisent & deux, en vertu des équations (2), (8), et qui
devront pouvoir déterminer @ et b en fonction des six quantités
données z, ¥, 5, 2/, /'y 5.

Prenons, par exemple, les deux premiéres. Pour qu’on puisse

en déduire généralement des valeurs de a et de b, il faut et il
H b . S T

suffit que —, — soient des fonclions indépendantes 'une de
dx” dy

I'autre des variables @ et 4. Il faudra done que le déterminant

N
(&
d(a, b)

e 2 X - 96 db
soit différent de zéro. En raisonnant de méme avec i on est

conduit a la conclusion suivante :

La solution § doit étre telle que les deux équations

026 020 026
759 dadr _ dady  dads
. 020 0926 920

0b Iz db dy 0b 0z
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qui se réduisent d’ailleurs a une seule, ne soient pas identi-
quement vérifiées.

On peut encore énoncer cette condition sous 'une ou lautre
des formes suivantes :

Il ne faut pas que 6, considérée comme fonction de « et de b,
satisfasse a une équation du premier ordre

d0  9h
F<%; d'—'by a, b) =0,

indépendante de z, y, z.

On peut dire encore que 6, considérée comme fonction de z,
¥, 5, ne doit pas satisfaire & une équation du premier ordre

00 9b g
@ 'z‘y.}’:“)xzj 0._}/’5;, =0,

distincte de I'équation (8) et ne dépendant ni de @ ni de b.

Supposons, par exemple, que la fonction des forces soit nulle.
L’équation (8) sera

AR UL ACT
()—-17 o Lg’ —t—(x) = 2N,

et elle admettra la solution

0=zsy2h—1-+(z—ap+(y—b)e.

Cette solution ne conviendra pas, bien qu'elle contienne deux
constantes. On- le reconnait immédiatement en appliquant un
quelconque des trois critériums que nous venons de signaler.

556. Nous voyons ici se présenter un fait nouveau. Dans le
plan, toutes les familles possibles de trajectoires du mobile font
partie d’un systéme orthogonal, auquel correspond une certaine
solution § de I'équation aux dérivées partielles de Jacobi. Il n’en
est plus de méme dans I'espace : on peut certainement associer
les trajectoires du mobile en congruences qui admettent des sur-
faces les coupant a angle droit, nous venons de le démontrer;
mais il exisle aussi des familles de trajectoires ne possédant pas
cette importante propriété.

Ce résultat pouvait étre prévu. Considérons, en effet, le cas ou
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il n’y a pas de force. Les trajectoires correspondantes & une méme
valeur de / sont les droites de I'espace, parcourues toutes avec la
méme vitesse. Or on sait bien qu'un systéme de rayons recti-
lignes n’est pas toujours formé des normales 3 une surface. Mais
on’sait aussi que, si des droites sont normales & une surface, elles
le sont encore 4 une infinité d’autres surfaces. Cette propriété
n’est, on le voit, qu’un cas particulier de celle qui appartient aux
trajectoires d'un mobhile et que nous avons démonlrée au n° 554.

Si on laissait de c6té les résultats établis dans ce numéro, on
pourrait encore démontrer, comme il suit, le théoréme de
MM. Thomson et Tait.

Etant donnée une surface (%), on sait toujours déterminer une
solution § de I’équation de Jacobi qui soit nulle pour tous les
points de cette surface. Alors les trajectoires du mobile, qui sont
normales & toutes les surfaces § — const., seront, en particulier,
normales & (2). Comme leur ensemble est déterminé par cette
derniére condition, la proposition est démontrée.

En particulier, si la surface (%) devient infiniment petite et se
réduit 4 un point, on aura toutes les trajectoires passant par ce
point. On voit done que :

Toutes les trajectoires du mobile qui passent en un point
quelconque sont normales & une famille de surfaces.

Ici encore, on peut introduire une intégrale analogue a celle
que nous avons définie au n° 544. On a

<ﬂ“2+<@ e ol R TUNE TR

Lorsqu’on se déplace sur une trajectoire, I'équation précédente
prend la forme

(18) ;Zlg:z(U—i—/z),
(19) d0 =2(U~+h)di = /2U =24 ds.

Il suit de 1a que la différence des valeurs Oy, OBy de O relatives a
deux points M, M’ d’une méme trajectoire est exprimée par la
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formule

N
(20) by — Oy = [\/z(U+iz_) ds.

M
L’intégrale qui figure dans le second membre sera appelée, ici
encore, I'action étendue de M’ a M. Les développements donnés
par MM. Thomson et Tait montrent toute I'importance de cet
élément, qui doit étre considéré, au méme titre que le travail,
dans I'étude des problémes de Mécanique. La formule précédente
donne, en particulier, les théorémes suivants, analogues a ceux

du n°® 544 :

Si, sur les trajectoires passant par un.point My ou normales
@ une surface quelconque, on considére les ares, comptés a
partir du point d’incidence, pour lesquels I’action a une
valeur donnée, le lieu des extrémités de tous ces arcs sera
normal a toutes les trajectoires.

557. Nous allons indiquer maintenant comment on pourra
employer une intégrale compléte

(21) b =f(2, 3, 5,a,0b)
de I'équation aux dérivées partielles de Jacobi pour résoudre
les deux problémes que nous venons de rencontrer.

D’aprés la régle de Lagrange, la solution la plus générale de
I'équation aux dérivées partielles est fournie par les relations

b= f(z, y, 3, a,b)+o9(a, b),

SR

(22) = 92 T da’
of . do

0—%-}-&—57

entre lesquelles il faudra éliminer a et b.

Si l'on veut que la solution 6 soit nulle ou, plus généralement,
ait une valeur donnée p.(z,y), en chaque point d’une sur-
face (%), donnée par son équation

(23) &= Xz, %);

on remplacera § par i1 et s par ) dans les équations précédentes,
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RN

ce qui donnera le systéme

g {*=f($7.}’,7\,a,b)+ﬁ°(a;b)y

(24) of , 99 of 0%
; 0 = &l —+ (ﬁ’ 0= U'—b- == —d—[)'
En différentiant la premiére relation par rapport a z et a y
successivement et tenant compte des deux autres, on aura
o  9f ok op
P W R P
o  9f Ok g
gy oAdy Oy

(25)

L’élimination de z et de y entre ces deux équations et la pre-
miére des équations (24) fera connaitre © en fonction de a etde b
et déterminera, par suite, la solution cherchée.

Si Pon veut avoir la solution 6 correspondante i toutes les tra-
jectoires passant par un point (2, 4, 5o), il faudra prendre

(26) 9= — f(@y, Yo, 50, @, b);

Je me contente d'indiquer ces propositions, qui appartiennent a la
théorie des équations aux dérivées partielles et sont analogues a
celles qui ont été données plus haut (n> 541 et 542).

558. Nous sommes conduits par les résultats précédents a
envisager les systémes de coordonnées curvilignes dans lesquels
on définirait un point de I'espace par la valeur des trois quan-
Lités

By LR gl
da 0b

Un point est alors déterminé par I'intersection de trois surfaces
appartenant & des familles différentes; les surfaces des familles

0; = const., 0, = const.
sont engendrées par des trajectoires du mobile normales aux sur-

faces
) = const.

On aura donc, en considérant z, ¥, 5 comme des fonctions
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de 61 el; 62’
dx dx Oy dy 03 03

90 90, 96 o0, 00 90,
dz dz  dy dy 05 03 R
{ 90 00, ~ 00 096, ' 9B a0,  ’

(27)

et, par suite, I'élément linéaire de Iespace sera donné par une
équation de la forme

ds? = H? d0* + M d0} + 2N dby d, + P d03.

On trouvera, comme précédemment (n° 544), la valeur de H

1

4o 2U~+2h

et, par suite, la valeur de ds* pourra s’écrire
(28) (2U +2h)ds? = di2+ m db} + 2n db, diy + p dO3,

les quantités m, p, mp — n? étant essentiellement positives. On
peut déduire de cette formule le principe de la moindre action et
celui d’'Hamilton par des raisonnements analogues a ceux que
nous avons développés dans le cas de deux variables. Au lieu
d’insister sur ce sujet, qui sera repris d'une maniére générale dans
le Chapitre suivant, nous indiquerons en terminant une formule
importante relative a 'action.

539. Reprenons la relation

(29) Oy — Oy =f
g

qui donne I'action M'M étendue a I'arc M'M d’une trajectoire.
Soit

M
V2U + 2k ds

0 :f(r7 },’ ;’ a) b)
une solution compléte de I'équation de Jacobi et soient

» Bl

T o gl

(30)

les équations mémes de la trajectoire considérée. Désignons par
x, ¥, = les coordonnées de M et par 2, y, 5, celles de M'. On
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aura, en vertu des équations (30),
0 0J
(T&f(xr Vs 5 a,b) = (')Zf(xm JYor B0y @, b),

(31) 9 0
(')_b'f(xr R aab): (Ef(-z’m Yoy %0, Q, b)

Ces deux équations feront connaitre « et b en fonction de 2,

Y1 3, Zo; Yos 59 €L permettront, parsuite, d’exprimer ’action M’ M
par une formule

(32) 1\1,1\1:9('2'7,}’75; Zoy Yoy zl))r
ne contenant que les coordonnées des points M, M. 11 est impor-
tant de calculer les dérivées de cette fonction. Oron a

MM = f (@, Y153, 8, 0) — flay, o, 205 @ b)

et, par suite, en différentiant totalement,

MM = Yoy gy Uy s fis Ofs
M'M= oz L 05— 22 Oy — L2 — 28z
sM'M o5 °F o Oy + -0 e oz 5 %o — 505

Comme les coefficients de Sz, 55 sont nuls en verta des équa-
tions (31), il reste simplement

8I\IIM= ()f\ of'\ c?fa, d/‘O a ()fo“

=0z 4 — =By — By SO G,

s, U 9o
oz ay T 0z ¥

ou, en remplacant les dérivées de fet f, par les vitesses,
(33) oSMM=2o'82+ '3y + 2 85 — ), 8y — ), 8y — 5} 83,.

Cette relation, d’ott la fonction J a complétement disparu, et
que I'on peut établir aussi par le calcul des variations, est ana-
logue 4 celles que nous avons démontrées aux n® 525 et 540. Elle
donne la variation de I'action étendue & un segment de trajectoire
M'M ( fig. 36) lorsqu’on passe a un segment de trajectoire infini-
ment voisin PP’. On peut lui donner une forme entiérement géo-
métrique. Si M'MP, MM'P/ désignent les angles que fait en M,
M’ la trajectoire avec les déplacements infiniment petits MP,
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M'P’, on a évidemment
b]

e
z' 8z + y' 8y + '8z =—\IP§;COSM’MP,
/D PN 1. N ! ! ds /I\I
Zly 820+ Yo OYo—+ 29 850= M'P i cosMM'P".
0

y 1. ds\ ) ake
En remplacant les vitesses ;—l;’ <¢T§) par leurs valeurs déduites
0

de I’équation des forces vives, on aura

ol 1. N /\
SM'M =— MPy/2Uy + 2/ cosM'M P
i
— M'P'y/2Uy + 2h cosMM'P'.

Fig. 36.

(34)

M

P’

Cette formule comprend, comme cas particulier, celle qui est
relative a la différentielle d’un segment de droite, et elle donne
naissance a des conséquences analogues. Nous signalerons seule-
ment la suivante, que le lecteur établira-en étendant la méthode
donnée au n°® 450 pour la démonstration du théoréme de Malus.

560. Etant donnée une trajectoire quelconque et une sur-
face (D), on peul imaginer que la trajectoire, & son point de ren-
contre avec la surface (D), se réfléchisse, ou se réfracte d’aprés
la loi du sinus, de la méme maniére qu’un rayon lumineux. La loi
de la réflexion ou de la réfraction détermine la tangente a la tra-
jectoire réfléchie ou réfractée; et, comme une trajectoire corres-
pondante & une valeur donnée de la constante des forces vives est
pleinement définie lorsqu’on connait un de ses points et la tangente
en ce point, on voit que I'on pourra toujours déterminer par une
construction géométrique ce que nous appelons la trajectoire
véfléchie ou réfractée. Cette définition étant admise, les raison-
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nements du n° 450 et 'emploi de la formule (34) nous conduisent
au théoréme suivant :

Considérons toutes les trajectoires du mobile qui sont nor-
males & une surface (2), et supposons qu’elles se réfléchissent
ou se réfractent sur une surface (D), les trajectoires réfléchies
ou réfractées seront aussi normales & une surface (2,) que
lon construira de la maniére suivante : Si M est le point ou
la trajectoire est normale & (%), P eelui owe elle rencontre (D),
on prendra sur la trajectoire réfractée un arc PM' tel que

laction, étendue & U'arc PM/, soit égale au produit de I’action
- . =1 , . .
étendue a U’arc MP par la constante =2 R étant Uindice de

réfraction.

361. On peut imaginer des conditions dynamiques qui obligent
les trajectoires & se réfléchir ou & se réfracter d’aprés les lois que
nous venons d'indiquer. Supposons, en effet, que, dans le voisi-
nage de la surface (D), la fonction des forces varie brusquement
de telle maniére qu’elle soit remplacée par

n2(U—+ %) —p,

n étant I'indice de réfraction. Apres le passage a travers la sur-
face (D), la loi des trajectoires redeviendra la méme; les équations
du mouvement (1) et (2) changent, il est vrai; mais il suffit, pour

L dt
ramener la forme primitive, d’y remplacer d¢ par —. On aura
i I n

donc les mémes trajectoires, mais parcourues avec des vitesses
qui seront augmentées dans le rapport de Iindice 7 i I'unité. Pour
savoir comment les trajectoires se substituent les unes aux autres
dans le voisinage de (D), il suffit d’appliquer le théoréme de
MM. Thomson et Tait. Si les trajectoires incidentes sont nor-
males & une surface (X), elles demeureront normales 3 toutes les
surfaces que I'on obtiendra en prenant 3 partir de leur point d'in-
cidence sur (%) un are tel que laction étendue a cet arc ait une
valeur donnée. Soient M le point d’incidence pour une des trajec-
toires, P le point o elle rencontre D, M un point de la trajectoire
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réfractée. On aura

.

B
MP = f VaU+ohds,
M

W
PM/ = nf voU~+2hds.
P

Si donc on détermine le point M’ par 'équation

P W
f \/2U+zhds+nf y2U —+ 2h ds = const.,
M P

on devra obtenir une surface normale aux trajectoires réfractées.
Cette condition, combinée avec la formule (34), détermine, on le
reconnaitra aisément, la loi de la réfraction, et 'on retrouve ainsi
précisément la loi de Descartes que nous avions admise @ priort,
dans le numéro précédent.
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CHAPITRE VI

LE PROBLEME GENERAL DE LA DYNAMIQUE.

Equations de Lagrange. — Transformation d’Hamilton, — Définition d’une famille
de solutions. — Equations aux dérivées partielles qui définissent la famille, —
Familles orthogonales. — Equation aux dérivées partielles de Jacobi. — Usage
que I'on peut faire de ses différentes solutions, — Expression de la force vive
due a M. Lipschitz., — Principe de la moindre action. — Formule de M. Liou-
ville. — Définition de I'action. — Expression de I'action élémentaire au moyen
d’une intégrale compléte de P'équation de Jacobi et de ses dérivées par rapport
aux constantes. — Autre méthode d’exposition des résultats précédents; élimi-
nation du temps a 'aide du principe des forces vives. — Définition des angles
par rapport 4 une forme quadratique, travaux de M. Beltrami. — Définition
et propriétés d’invariance des paramétres différentiels A0, A (9, 6, ). — Transfor-
mations remarquables de la forme quadratique. — Lignes géodésiques de la
forme, extension des théorémes de Gauss. — Application au probléme gé-
néral de la Dynamique.

562. Les méthodes que nous avons appliquées dans les deux
Chapitres qui précédent s’étendent d’elles-mémes i I'étude du
probléme général de la Mécanique. Il ne sera pas inutile de déve-
lopper ici ce nouveau mode d’exposition des résultats fondamen-
taux qui sont dus & Hamilton et 3 Jacobi; car nous serons ainsi
conduits & certaines propriétés générales des formes quadratiques
qui éclaireront les résuliats précédents et nous seront utiles dans
la suite. ;

Envisageons un probléme de Mécanique dans lequel il existe
une fonction des forces, que nous supposerons indépendante du
temps. Soient 917 925 ++-, ¢, les variables indépendantes dont
dépend la position du systéeme mobile, ¢\, ..., ¢ leurs dérivées
par rapport au temps et 2T la force vive, définie par la formule

(1) 9,T:a“q'ﬁ—i—2a,2q’lg’2+...:ZEa;/,q}q',..,

ou les coefficients @ix sont des fonctions données de Qis G2y %5 qn-
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Le mouvement sera défini par les équations de Lagrange

d oT oT U _
(a) di 0g, oq; oq; % (E=iin s n ).

Hamilton a montré que, si I’on introduit les variables auxiliaires
JT n .
¢3) 17[=07]7_ =2a,-/,-q,,., (2 =0, e
3 g
on peut transformer ces équations de la maniére suivante.
Posons

(4) =

On peut exprimer H en fonction des variables Pis qx; 1l suffit,
pour cela, de déduire des équations (3) les valeurs de Gis For Loyl
et de les porter dans I'expression précédente. Sil'on pose

a1 Q3 Qyp

(5) Die |9t i )
Qny Qs Qpp

ou, en adoptant la notation de M. Kronecker,

D= {.a;; (e =5 v L

et si l'on désigne par Ay le coefficient de a;; dans le déterminant
précédent, les formules (3) nous donnent

A“ -‘\in.

(6) q;‘=>'DAPl—:—...+ TP'I'

Comme on a, d’aprés le théoréme des fonctions homogénes,
(7) 2T =pig+.. .+ pugl,

on obtiendra sans difficulté la valeur suivante de T

(8) 2T = %22 Auepipr,

que l'on peut encore écrire comme il suit

]

[ @ oo @in py
{

i ;
(9) 2 Qny o-. Qun Py :
1 Pr e pu o

D. —II. 3

I
D
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et de 13 on déduit

1
(10) H=T—U= EEZAMP,-M~U.

Une fois connue cette valeur de H, les équations du mouvement
se présentent sous la forme canonique

dg; oH dp;  oH o2
(11) W T 3 _—dq;" (=),

et 'équation des forces vives

(12) T=U+~2
s’écrit ainsi

(13) H = &

Tel est le premier résultat établi par Hamilton.

563. Considérons maintenant toutes les solutions du probléeme
pour lesquelles la constante des forces vives a une valeur donnée
I et soient

(14) (]i:fi(C“Cg,.-.,Cz,l_g,/l,l—io), (i:1,2,-..,n)

les équations qui font connaitre les valeurs des variables ¢; en

fonction du temps.
Les valeurs des variables p; définies par les formules (3) seront

i) dfs of; :
I _‘_aia.‘é+,_.+am—£f, (T=ayasicsim)

(15) Pl':ail'd—t I 29t

Au lieu de conserver les solutions les plus générales, imaginons
que l'on établisse, entre les 272 — 1 constantes c¢; et 2, n —1 rela-
tions, d'ailleurs quelconques. Par exemple, on annulera n — 1
constantes, ou bien I'on considérera I'ensemble des solutions qui
correspondent & une méme position initiale donnée dusystéme, etc.
On obtiendra ainsi des formules contenant seulement n — 1 con-
stantes

(16) q[:’?[(C[,CE,...,C,z—j,ll,t—‘to), Co—RCEa B Ernt

qui définiront ce que nous appelléerons une famille de solutions.
On peut éliminer ¢ — ¢, et les constantes ¢; entre les équations
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précédentes et leurs dérivées

’ d ' do,

On sera ainsi conduit & un systéme d’équations différentielles

. dag; .
(17) q,-=7;];'=‘Pi(Q1,qz,---,qn,/L), (t=1,2,...,n),

dont Pintégration permetirait de retrouver les équations (16) et
qui peut étre considéré comme définissant la famille de solutions
au méme titre que le systéme (16). Si I'on porte les valeurs pré-
cédentes dans les formules (3), on en déduira des expressions de
Pis « -+, pn en fonction de ¢, ..., Qr

(18) ~Pi=YWi(q1,q35 o v, qus h),

qui pourront tenir lieu du systéme (175). Nous allons maintenant
donner les équations qui déterminent les fonctions ;.
q q ] :
Considérons d'abord les 7 équations suivantes
dp;  oH

dt — " oqu
du systtme (11); les p; étant exprimées en fonction des variables
i, elles prennent la forme

opy . Opr opi ,  OH

d?l— l—r‘aaqu-..—f— ()q”qn—— bé,,

: / H
et, sil'on remplace ¢; par sa valeur 317’ on trouve
i
op: oH _ oH

e =0gs dps " 0g:

= 0.

D’autre part, si 'on porte les expressions de py, ..., p, dans
I'équation des forces vives

(20) TE=—"h"

on doit obtenir une identité. Il faut donc que la dérivée du pre-

mier membre par rapport a ¢; devienne nulle, ce qui donne la re-

lation
oH v oH opp

dq: kf)P/cdqi_O
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- En la retranchant de I’équation (19), on trouve

oH [(dpr  Ip: !
(21) - f)ﬁ (ié_d%):o’ (=l 2= 050t

Ainsiles variables p;, considérées comme fonctions de ¢y, ..., qp,
doivent satisfaire aux équations (20) et (21).

Considérons maintenant le second groupe des équations diffé-
rentielles (11)

: dg; oH
().2) —(ﬁ = a'

Lorsqu’on y auraremplacé les p; par leurs valeurs, on aura formé
un systéme de n équations différentielles du premier ordre, I'équi-
valent du systéme (17), dont I'intégration fera connaitre les valeurs
de ¢, g2, +..y qn en fonction du temps et de n —1 constantes ar-
bitraires qui viendront s’ajouter a la constante des forces vives.
Toute la difficulté est donc ramenée, on le voit, & déterminer
d’abord les expressions de py, ps, - .., p, satisfaisant aux équa-
tions (20) et (21). c

564. Le probléme étant ainsi transformé, on n’apercoit nulle-
ment que 'on ait fait un pas vers la solution : I'intégration des
équations (20) et (21) constitue, en apparence, une question beau-
coup plus difficile que celle qu’il s’agissait de résoudre.

Seulement ce probleme a des solutions particulieres qui sont
mises en évidence. On reconnait, en effet, immédiatement que
les équations (21) seront vérifiées si 'on prend pour py, ..., p,
les dérivées d’'une méme fonction quelconque §

: o o )
(23) R R S Wl

Quant & I'équation (20), si I'on y porte les valeurs précédentes
des variables p;, elle se transformera en une équation aux dérivées
partielles qui définira la fonction 6. Si I'on pose, pour abréger,

i A 90 90
(24) AD —EET)- (E (m’
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on trouve ainsi

(25) A =2o(U + 4),
et 'on peut énoncer le théoréme suivant :

A chaque intégrale de Uéquation aux dérivées partielles
(25) correspond une famille de solutions du probléme proposé
pour lesquelles I est la constante des forces vives et que l’on
déterminera complétement en effectuant l'intégration du sys-
teme d’équations différentielles.

dg; c)f) s
(26) Pi —Zaz/. df][ dai (=1, RS

D’aprés les raisonnements que nous venons d’exposer, il est
clair que le théoréme précédent fournit seulement des famillles
particuliéres de solutions; mais nous verrons, et I'on peut dé-
montrer dés a présent, que ces familles particuliéres compren-
dront toutes les solutions possibles du probléme proposé. Soit en
effet (y) une telle solution; elle est entiérement définie par les
valeurs initiales p?, ¢, des variables p;, ¢4, valeurs qui doivent
d’ailleurs satisfaire a I’équation des forces vives

Hli="/

Or il existe une infinité de solutions § de ’équation aux dérivées
partielles (25) telles que 'on ait

df

@=p? pour - gy— g% G — g

Dans chacune des familles correspondantes la solution (y') dé-

finie par les valeurs initiales ¢} des variables ¢; coincidera avec la

solution (y); car, pour les deux solutions, les valeurs initiales
pl, qy de toules les variables p;, ¢ seront les meémes.

565. Nous donnerons le nom de familles orthogonales &
toutes celles qui sont définies par 'équation (25) et le systéme
(26). Lorsqu’on connaitra la solution 0, la détermination compléte
de la famille correspondante exigera l'intégration du systéme (26).

Cette derniére intégration sera facilitée, et pourra méme étre
rendue inutile, si la solution § contient un certain nombre de con-
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stantes arbitraires. C’est en cela que consiste le théoréme fonda-
mental de Jacobi, que nous allons d’abord démontrer.
Soit
O == = 2 Ty Cae o Gy )
une solution de I’équation (25) contenant les constantes arbi-
traires ¢;, ..., ¢). En différentiant les deux membres de cette
équation par rapport a I'une quelconque ¢, des constantes pré-
cédentes et remarquant que U/ ne contient pas ¢, on trouve

ZZAik 08 020 e
STOF d—q: oG 0617 £k

. D’aprés la formule (6), 'ensemble des coefficients de %‘;c— est
b & top
précisément ¢;. On aura donc
s
dg dep T
k

ou, plus simplement,
aqay_o
dt \ dep,

o8 const @)
pE—— e — pe
dcp

et, en intégrant,

On démontrerait de la méme maniére I'équation

d(wN_
dt\on) =" G

Ainsi :
St la fonction § contient dans son expression les constantes
arbitraires ¢y, csy ..., ¢y, les équations

(ar) foli] b ) 00 L
7 oe; v sy ‘E_C)\

sont autant d’intégrales du systéme (26); de plus, si 'on n'a
pas atiribué a la constante des forces vives une valeur numé-
rique, Uéquation

dh

8 —_ = <
(28) 7 =t

Jera connaitre le temps.
'S¢ Uintégrale O est compléte, c’est-a-dire si elle contient
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n—1 constantes arbitraires cp, les équations

d0 . 90 ; i}

_— = A AT = —= =+
(20) de; v 2 ey T A I

donneront Uintégration compléte du systéeme (26).
& P )

La proposition de Jacobi se trouve ainsi établie. -

Ici encore, par des raisonnements analogues & ceux du n® 555,
on reconnaitra a quelles conditions doit satisfaire 'intégrale com-
pléte. Il faut que, si on la considére comme fonction des con-
stantes ¢p, elle ne satisfasse a aucune équation de la forme

F( a9 df

g e eln g i Gl C ik Gy B )= 0.
Je dc,_ ] » Crn—1)
1 1—1

Cette condition est d’ailleurs équivalente a la suivante : 0, con-
sidérée comme fonction de ¢y, ..., ¢n, ne doit vérifier aucune
équation aux dérivées partielles indépendante des constantes ¢, et
distincte de ’équation (24).

566. Les équations (29), auxquellesil faut joindre les suivantes

(30) _pl:ﬂ, 39 %55 pn___()_(-)’

944 Iqn
qui feront connaitre les vitesses, définissent la solution la plus
générale du probléme proposé. Considérons, parmi toutes les
solutions, celles qui correspondent 4 une méme position iniliale
du systéme mobile. Soient ¢9, ..., ¢, les valeurs des variables ¢;
qui définissent cette position et soit

Qi g e s €y oy Gty 1)
la solution qui figure daus les formules (30). Nous poserons
To— SO 0nigY, Gl oty Crivsthi)s

les équations (29 ) devant étre vérifiées quand on y fait ¢;=¢/, on
aura

s,
()C[’

et, par suite, ces équations prendront la forme

(31) d%i(f—fo)zo, (P=i, 9y do ==l
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En attribuant aux constantes ¢; toutes les valeurs possibles
dans ces équations, on obtient ainsi ce que nous avons appelé une
famille de solutions. Cette famille est orthogonale; on peut le
montrer de la maniére suivante.

D’aprés la définition méme des familles orthogonales, tout re-
vient a établir que I'expression

(32) Epi quE:'—;_ dq:

est une différentielle exacte aprés qu'on y a remplacé les con-
stantes ¢; par leurs expressions en fonction de Gy ey qn déduites
des équations (31). Or, si I’on considére la fonction

Tzf—fo,

ot I'on a remplacé les constantes ¢, par leurs valeurs déduites des
¢quations (31), et si on la différentie totalement, on trouve

N, NS~ So)
ds -—-2()—% dgLTET ()C]J-

Les coefficients des différentielles dc, étant nuls en vertu des

équations (31), do devient égal 4 expression (32). La proposition
) 8 p p

que nous avions en vue est donc établie. Nous la retrouverons
plus loin par une voie toute différente.

La solution particuliére = que nous venons d’obtenir, solution

) ={ie 2 0 0

que I'on peut exprimer en fonction de ¢, ..., GaTitdys b G5
Joue, comme on sait, un réle fondamental dans la théorie d'Ha-
milton.

Les raisonnements précédents subsisteraient sans modification
si l'on substituait & f; une fonction quelconque

Q(€1; €255+ 2y Cmy R)3
de sorte que les équations
d
F(f—?)zo, (p=1t9..c;n—1)
P

définissent toujours une famille orthogonale. Cette famille corres-
pond a cette solution § de I'équation aux dérivées partielles que I’on
obtient, d’aprés la régle de Lagrange, en éliminant ¢, ¢, . . ., ¢p_,
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entre I'équation
B =S e
et ses dérivées par rapport aux constantes arbitraires.

567. Les remarques précédentes s’appliquent toutes a 1'’hypo-
thése ou la solution 6§ contiendrait des constantes arbitraires.
Quand il n’en sera pas ainsi, il faudra, pour déterminer la famille
- de solutions correspondante 4 la solution 6, intégrer le systéme

(26). Toute intégrale
F = const.

de ce systéme devra satisfaire a I’équation linéaire
o % 00 OF
= =0
0g/¢ ZE ()q, dq/c
Nous désignerons, pour abréger, par A(f, ') 'expression

: A 00 OF
(33) A(O, F)= EE % Sl

L’intégration du systéme (26) équivaut donc a celle de I'équation
linéaire

(34) A(D, F) =o.

Remarquons que le symbole précédent se réduit & Af lorsqu’on
y suppose F = .

La considération des familles orthogonales va nous conduire a.
une expression remarquable de la force vive du systéme mobile qui
a été signalée par M. Lipschitz (*). Soient § une solution quel-
conque de I'équation (25) ‘et §,, 85, ..., 8, , les n — 1 intégrales
distinctes de I'équation linéaire correspondante (34);

0: 01; ey Oll—l

forment un systéme de 7 fonctions indépendantes; car, si § pouvait

(*) R. Lipscurrz, Untersuchung eines Problems der Variations-rechnung in
welchem das Problem der Mechanik enthalten ist (Journal de Crelle,
t. LXXIV; 1871). On pourra consulter aussi une analyse de ce Mémoire rédigée

par 'auteur dans le Bulletin des Sciences mathématigues, 17 série, t. IV, p. 212;
1873,
1
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s’exprimer en fonction de Uiy ..o, 0,4, on aurait

A(,0)= A0 —o,

ce qui est impossible, A étant égal 4 U 4 4. Nous pouvons done
introduire dans la forme quadratique

22 a4, dg; dqr,

qui, divisée par d¢2, donnerait la force vive, les variables 0, 0; a
la place des varlab]cs ¢:- On obtient ainsi une expression

(35) ¥ ¥ audgidgi =B doe-+ 2 3By db i, + 3N aan; s

nous allons chercher d’abord les valeurs des coefficients B, B,.
D’aprés I'équation précédente, on a

P E5u g %
B

Or, lorsque § varie seule; les équations du mouvement sont vé-

(36)

rifibes; cela résulte de ce que Oy, ..., 0,_, sont les intégrales du
systéme (26). On a donc

0g; , dt
(37) ‘%l =(If%1

0 Pl
7 Uésignant la dérivée de 0 par rapport au temps dans le mouve-
ment naturel. On déduit de 13 :
g . N\ dt dt
;dik% = (Zaqu[) a6 = Pig

k
ou encore

5 : dgr 0 dt
(35) PITTE S
k

Sil’on multiplie cette équation par —¢ q, et si I'on ajoute toutes
les équations semblables, on aura

¥ 990 995 _ (N 90 0g:\ dt
ko6 o8 = og; 06 ) db’
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ou, en remarquant que, d’aprés les formules relatives au change-

ment de variables, le coefficient de 7 Lestl' unité,

22 dg: dqr _ dt
*96 90 T ab”
L’emploi de la formule (37) nous permet d’éliminer les dérivées

t)q,

—p et nous donne

Ezaikq'iq'k = % )

ou, en tenant compte de I'équation des forces vives,
db
(39) 7t:z(U-+—h).

Telle est la formule qui fera connaitre la dérivée de 6 dans le
mouvement naturel. On en déduit la valeur suivante de B :

I

B2t h)df)’_2(U—i—/z)'

Calculons maintenant la valeur de B,. Si I'on multiplie les deux

()(],'

membres de I'équation (38) par 5~ on aura, en ajoutant toutes

les équations semblables,
fol dq, ()q;, dit d0 dg:
e ZE k90 90, — %[ dg; 06,

et, comme le second membre est évidemment nul d’aprés les
formules relatives au changement de variables, on aura

By=o.

En portant les valeurs de B et de B, dans I’équation (35), on
sera donc conduit & 'identité fondamentale

(40) (2U +2h)22a,,, dgidgi = d02+ f(dby, ..., dbyey).

J désignant une forme quadratique des n —1 différentielles
dby, ..., dB,_, qui sera nécessairement définte positive.

568. Telle est la formule établie par M. Lipschitz. On peut en
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déduire une démonstration nette et précise du principe de la
moindre action. Sous la forme qui lui a été donnée par Jacobi (1),
ce principe peut s’énoncer comme il suit :

Etant données deux positions (Py) et (P,) du systéme mo-
bile, imaginons tous les déplacements continus qui aménent le
systeme de la premiére position a la seconde, les vitesses sa-
tisfaisant a chaque instant Uéquation des forces vives

2T =22aikq}q’,,. = 2(U + &).
Si Uon considere Uintégrale

(41) /-(PﬂE me? dt:j": \/2U+2/z\/22a,-1,-dg,-dgk,

'/[Po‘

(Py)
o)

relative & chacun de ces déplacements, elle sera moindre pour
le mouvement naturel que pour tous les autres déplacements.

Nous verrons plus loin, en effet (n° 871), que la variation pre-
miére de I'intégrale précédente est toujours nulle lorsqu’on passe
du mouvement naturel & tout autre mouvement infiniment peu
différent amenant le systéme de (P,) en (P, ). Nous allons démon-
trer ici une proposition plus précise et prouver que l'intégrale
sera réellement un minimum lorsque la position (P,) sera suffi-
samment voisine de (P,).

Soit, en effet, (v) un des mouvements naturels; considérons
une famille orthogonale de solutions (F) & laquelle appartiendra
le mouvement (y). On peut, par exemple, choisir toutes les solu-
lions correspondantes a une position initiale (P’) qui soit 'une
de celles que prend le sysiéme dans le mouvement naturel.
Constituons un domaine continu de positions, caractérisé, par
exemple, par certaines inégalités auxquelles doivent satisfaire ¢,
G2y « -y @n, assujetti a I'unique condition que la solution § de
I'équation (25), qui caractérise la famille orthogonale, y reste finie
et uniforme, ainsi que ses dérivées premiéres, sauf peut-étre pour
une certaine position déterminée (P"). Supposons, de plus, que

(*) Vorlesungen iiber Dynamik, sixiéme Lecon.
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ce domaine comprenne dans son intérieur une partie des positions
qu’occupe le systéme mobile dans le mouvement (y). Si (Po) et
(P,) désignent deux de ces positions, nous allons montrer que
I'intégrale

(42) A= it \/2U -+ 217,\/ 22“”‘ dqidqr,

{Pg)

a laquelle nous donnerons le nom d’action, sera plus petite dans
le mouvement naturel que pour tout autre mouvement s'accom-
plissant, entre les mémes positions, & I'intérieur du domaine dé-
fini plus haut. En effet, il est impossible que deux positions dif-
férentes (P,), (Py), comprises & l'intérieur du domaine défini,
appartiennent a4 deux solutions distinctes de la famille ortho-
gonale, correspondantes i la détermination de 6 que nous avons
choisie. S’il en étaitainsi, une des deux positions (Py), (P,) serait
distincte de (P") et, comme les vitesses relatives a cette position
sont déterminées par les équations (26), ol les dérivées di;;ne
sont, d’aprés ’hypothése, ni infinies, ni indéterminées, il en ré-
sulterait que les deux solutions distinctes correspondraient a la
méme position initiale et aux mémes vitesses initiales, ce qui

est évidemment impossible.
D’aprés cela, évaluons I'action A en nous servant de la for-
mule (40). Nous aurons '
(Py)

(43) A= V02 5 f(dby, dby, ..., dByy).
(Py)

Dans le mouvement naturel on a
diy=dby=...=ddy =0;
et, d’autre part, 3—(: étant toujours positive d’aprés la formule.(3g),
§ est une fonction croissante. On aura donc
(Py)
% [ 0 Bt B
Jipy)

Si I'on considére maintenant tout autre mouvement s’accom-
plissant dans le domaine défini, il ne peut, d’aprés la démonstra-
tion précédente, réunir les deux positions (P,), (P,) et constituer
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une solution de la famille orthogonale correspondante 4 la déter-
mination de § que nous avons choisie. Par suite, les différentielles
By, oL dl, ), B seront pas toujours nulles dans ce second
mouvement; et, comme f est une forme définie positive, I'inté-
grale A, évaluée dans le nouveau mouvement, sera supérieure 3

®) -
y/db?
W (i
et a fortiori A
Py
db.

(Py)

)

Or, la fonction § étant bien déterminée Bl
cette derniére intégrale est toujours 6, — 6, . La proposition
que nous avions en vue est done établie.

Supposons, en particulier ue la famille orthogonale consi-

Pp ) p y q : 8
dérée soit celle qui est formée par toutes les solutions qui ont en
commun la position initiale (Py). Soit 0 1'intégrale correspondante
de I'équation aux dérivées artielles, a laquelle on pourra toujours
q P ) q P ]
ajouter une constante, de telle maniére qu’elle s’annule pour la
position (P,). Le domaine continu pourra étre ici caractérisé par
¥ soie
I'inégalité )

intérieur du domaine,

0 <A,

A étant une constante positive choisie par I'unique condition que
B et ses dérivées ne deviennent ni infinies, ni indéterminées a I'in-
térieur du domaine. Alors 'action, dans le mouvement naturel qui
seffectue & lintérieur du domaine entre la position (Py) et une
autre position (P,) comprise dans le domaine, sera un minimum
absolu. Car, d’aprés la démonstration précédente, elle est plus
petite que celle qui est relative 4 tout autre mouvement s’accom-
plissant dans le domaine: mais elle est aussi inférieure 3 celle qui
Se rapporte a tout mouvement sortant des limites, puisque déja
Paction dans ce mouvement, étendue seulement jusqu’a la pre-
miére position pour laquelle il sort du domaine, est au moins
égale a A et, par suite, supérieure 4 65 . Ce raisonnement ne differe

(*) La définition compléte et précise de ce domaine exigerait quelques dévelop-
pements qui sont analogues 4 ceux que nous avons donnés aux n> 518 et 521 rela-
tivement aux lignes géodésiques.
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que par le nombre des variables de celui que nous avons présenté

au n°® 521.

869. La démonstration précédente établit donc, sans linter-
vention du calcul des variations et par des méthodes purement
algébriques, le principe de la moindre action; sous ce point de
vue, elle doit étre rapprochée de celle que M. Liouville a fait con-
naitre dans un article inséré en 1856 aux Comptes rendus (').
Nous allons indiquer rapidement une méthode nouvelle qui con-
duit aux résultats obtenus par I'illustre géométre.

Désignons par w; les expressions

(41) w; = ay dgy) + @i dgs ...+ aindqn,

qui sont égales aux quantités p; multipliées par d¢, et considérons
la forme quadratique

ayy QAn —di @y
g,
(45) K=l @i g 600 By
9n
df 00
Jq—l Sy ()q'—"‘ (8] (6]
op PSR 0 [

On reconnaitra aisément qu’elle est toujours positive ou nulle
et qu’elle ne peut s’annuler que sil'on a

Wy | U s Wn .
h — o T 9
0q 0g G n

Cela posé, désignons par les notations by, bya, bay, bas les
pose,

quatre éléments qui sont des zéros et qui appartiennent aux deux
derniéres lignes et aux deux derniéres colonnes. Une formule

(*) J. LiovviLig, Ezpression remarquable de la quantite qui, dans le mou-
vement d’un systéme de points materiels a liaisons quelcongues, est un mi-
nimum en vertu du principe de la moindre action ( Comptes rendus, t. XLII,
p. 1146, et Journal de Liouville, 2° série, t, I, p. 297; 1856).
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déja rappelée (p. 124) nous donnera la relation

; e B e
(46) 9by1 0bs; — 0by; 0By — \6r;

On établit immédiatement, ou par des combinaisons faciles de
colonnes, que l'on a

92K oK
0byy 0bsy D, d_b“ =— DEE i dg; dqr,
oK 0K
m——Dd@, (%;__DAG’

D et Af étant les expressions déja définies par les formules (5) et
(24). En portant ces valeurs dans I'équation (46), on trouvera

AGEZ i dg; dgr = db2 + %

Sil'on suppose maintenant que O satisfasse a I’équation

A0 = o(U + &),
on aura

=

. K
(47) 2(U+/l)22au.-dgfdgk:d02+—D.

Cette équation, qui donne, comme la formule (40), une expres-
sion de I'action élémentaire, peut remplacer cette identité et
jouerait le méme role dans la démonstration que nous avons
donnée du principe de la moindre action. Au reste, on peut
déduire trés aisément la premiére formule de la seconde.

En effet, d’apres I'expression (45), on reconnait immédiatement
que K est une fonction quadratique des bindmes

w20
ldg/e dei
Toutes ces quantités, s’annulant lorsqu’on se déplace sur une

trajectoire, en vertu des équations différentielles (26), seront
nécessairement de la forme

Pydby +...-P,, db,—_y;
K . S 5
p Sera donc une forme quadratique des différentielles dly, dls; ...
db,_,. Cette remarque suffit & montrer que I'équation (40) est une
conséquence de la formule (47)-
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570. Nous négligerons ici ce qui concerne le principe d’Ha-
milton. II suffirait, pour établir ce principe et reconnaitre quil ya
réellement un minimum de I'intégrale correspondante, de répéter
la démonstration du n° 546, en substituant partout au terme
5% dh? la fonction J(db,, ..., db, ) qui figure dans la formule (40).
Nous insisterons, au contraire, sur la généralisation suivante d’un
résultat établi au n° 534.

Lorsqu’on connaitra une intégrale compléte 6 de I'équation (25),
on pourra prendre pour les fonctions iy vvey 0,y les dérivées
de § par rapport aux constantes ¢;. Posons

o9
£ oe’
026
Ou = de; dey.’

nous allons voir que I'on peut exprimer entiérement le second
membre de la formule (40) en fonction de 0 et de ses dérivées.

Remplagons partout dans cette formule la caractéristique d par
d+ )3 et égalons les coefficients de X dans les deux membres;
nous aurons la relation

. o ; o A Of
(48) z(U+/L)ZZa,kdqloq/;_(Z()JOTEEMOO,,

qui est équivalente & I'équation d’ou on I'a déduite, mais qui
contient deux systémes de différentielles. Les deux membres
peuvent étre considérés comme dépendant des 4n — 1 variables
qir dqry Oqu, 0. Laissant toutes les autres variables constantes,
différentions par rapport & ¢;. En remarquant que le premier
membre ne contient pas ¢, et que 'on a, généralement,

(% du = a’ﬂ P

ey,

nous trouverons le résultat suivant

0= diy 80+ db 30y + - odTJ; 30,

I O o 1 2 f
D. — IL 32
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Cela posé, choisissons pour les différentielles 87,, ..., g, des
valeurs annulant 86,, &0, ..., ¢0,_,. Si I'on pose

. )
g, 9,
oy o
(49) ©@=| % o,
den—l 09,,,_1
df[l 0911

les valeurs de 8¢, ..., 8¢, seront proportionnelles aux coefficients

99 6 > . ‘i . b
de AL dans le déterminant précédent. Sil'on désigne par
1 n
la notation (ik) ce que devient ce déterminant lorsqu’on y rem-

place 6 par i, I'équation précédente nous donnera

1 O o
(50) 0=(o)d8)\—l—aztwfei(m), (AN =y, . —1),

tous les autres termes disparaissant en vertu de 'hypothése faite
sur 8¢y, ..., 6¢,. Sil'on joint aux équations précédentes 'identité

LT of :
EZ 3 av; W
on pourra éliminer toutes les derlvees s a.{;) et obtenir I’équation
(1, 1) (t,n—1) dby
(2,1) (2, n—1) b,
......... Pt
(n—1,1) ... (n—1,n—1) dip—y
i
dby S ‘ dbp—y — @
qui fera connaitre f. On trouve ainsi
(1, 1) (1,n—7) dby
(2,'1) (2,n—1) dby
(51) f= (Di’) e PR S o s e ’
(n—1,1) ... (r—1,n—1) dipy

del .o dO,,_1 o
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D’ désignant le déterminant

| (i) | @ k=a, Stvn —

Ainsi la forme quadratique 2 (U + /I.)EE @i dq; dqy, qui re-

présente ce que 'on peut appeler le carré de 'action élémentaire,
sera entiérement exprimée en fonction de § et de ses dérivées par
une formule ol ne subsistera plus rien d’inconnu. Ce résultat

comprend, comme nous I'avons annoncé, celui quia été démontré
au n° 534.

ST1. La variable ¢ joue un réle trés effacé et disparait presque
complétement dans les raisonnements précédents. On aurait- pu
I’éliminer dés le début et retrouver ainsi, d’'une autre maniére,
les résultats que nous venons d’établir. La question est assez im-
portante pour que nous indiquions rapidement ce nouveau mode
d’exposition.

On peut, en employant le principe des forces vives, faire
disparaitre le temps des équations de Lagrange. Si l'on pose, en

effet,
LZ(T) = ZZ a; dql' qu,
les équations de Lagrange s’écrivent comme il suit :

9(T) 1 1 0(T) oU
krAd :

odg; de | di 0q: [Tq,-

Or on a, d’aprés le principe des forces vives,

(T)

e W7

Si l'on porte cette valeur de ¢ dans les équations de Lagrange,
elles prennent la forme

ROt R e

9dgi /(T) 9¢: \/(T) Urhog

ou, plus simplement,

(52) ddle‘/-(U+h)(T')—0—';—i‘/(U+k)(T)=o.
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Ce sont celles auxquelles on serait conduit en égalant a zéro la
variation premiére de 'intégrale

(Py) (Py)
(53) VIO AT =2 f \/2(U+Iz) i
®y) 2 Jpy 22 g g
Posons
(54) ds? = (2U +2/z)22 ai dgidqr;

ds désignera ce que nous avons appelé 'action élémentaire, et
I'on voit que la solution du probléme général de la Mécanique est
ainsi ramenée a la recherche du maximum ou du minimum de
I'intégrale
(Py)
ds,
< (Py)

ot ds? désigne une forme quadratique assujettie a la seule condi-
tion d'étre définie positive. Clest en cela que consiste l¢ prin-
cipe de la moindre action; et 'on reconnait immédiatement,
grice 4 ce principe, que le probléeme général de la Mecz_xmque
n’est qu'une extension a un nombre quelconque de variables du
probléme de la recherche des lignes géodésiques. C’est & ce point
de vue que nous allons nous placer maintenant en prenant pour

guide un beau Mémoire de M. Beltrami (!).
572. Etant donnée la forme quadratique

(55) ds? =22mk dq: dqr,

si Pon fait un changement de variables qui donne

EE“”‘ dq;dqp =226m dr;drp,

on aura aussi, en introduisant deux systémes de différentielles,
22“:‘1‘- dqioqr =226,~k driory.

(') E. Bertrami, Sulla teorica generale dei parametri differensiali (Me-
morie dell’ Accademia delle Scienze dell’ Istiluto di Bologna, serie 2%, t. VIII,

p- 549; 1869).
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Par suite, I'angle (ds, 8s), défini par I'équation
(56) ds s cos(ds, 8s) =22a,~k dqi3qp,

sera un invariant. Dans le cas ou la forme est définie, on s'assure
aisément, par'emploi d’une identité de Lagrange, que cos(ds, )
est en valeur absolue inférieur & I'unité. Nous dirons que 'élément
(ds, os) est I'angle des deux directions définies par les deux
systemes de différentielles d et 8. Deux directions seront perpen-
diculaires lorsqu’on aura

(57) EZaikdq,-aqk:o.

Etant donnée une relation quelconque

(58) ?(91,72,-,-y7n):°s

elle définira ce que nous appellerons une surface. Supposons que
Q15 «++5 gn varient sans cesser de satisfaire a cette équation ; leurs
différentielles devront, a chaque instant, vérifier la relation

(59) Zd(;f S

Nous réserverons le nom de ligne a I'ensemble des valeurs de
15 +++» n qui sont des fonctions données d’un paramétre variable
t. Nous ne considérerons dans ce Chapitre que des lignes et des
surfaces. Une ligne et une surface ont, en général, un nombre
limité d’éléments communs. La condition d’orthogonalité de deux
lignes ayant un élément commun sera exprimée par la formule
(57), ou les caractéristiques d et 3 se rapportent respectivement
aux déplacements effectués sur les deux lignes.

Si une ligne et une surface ont un élément commun, nous dirons
que la ligne est normale a la surface lorsqu’elle sera normale i
toutes les lignes de la surface contenant 1'élément commun. Pour
qu’il en soit ainsi, il faudra que I'on ait

(60) Y D andqidqi=o,
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la différentielle d se rapportant & un déplacement sur la ligne et
la différentielle ¢ & un déplacement sur la surface. Si la surface
est représentée par I'équation (58), les différentielles 3¢; satisfont
a la seule condition (59). Il faudra donc que les coefficients des
différentielles 3¢; dans les deux équations (57) et (59) soient pro-
portionnels. On est ainsi conduit au systéme

" d. Jo .
(61) Ea,k ;gl‘_qu‘., (t=nolx . 0y,
[
k

ol \ est un facteur de proportionnalité.
: F LA ;
Si on le résout par rapport aux dérivées 2Z%, on obtient les
ds

valeurs suivantes

s 0 S 2

les symboles A;; et D deswnant les quantités déja définies, c’est-
a-dire le déterminant | @ix | et ses mineurs du premier ordre.
Comme on a

= dg; d
®) s

la multiplication des équations (61) et (62) donnera
3 Au; 0(? d(?
3 22 TR 01_7, 09L
En posant ici encore

1 Ay 90 09
(04) 0= ¥k i

on trouvera

ae LA
(65) by =5

3

Si l'on remarque maintenant que l'ensemble des termes qui

muluphent q; dans DP'équation (63) est égal, d’aprés la for-

mule (61), a 7\7, on peut encore écrire cette équation sous la

forme suivante
o dql il
)\Edql ds ="
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ce qui donne

(66)

)

b

&

§

la différentielle ds se rapportant & un déplacement qui s’effectue
sur la courbe normale a la surface. La comparaison des formules
(65) et (66) nous donne donc
: e
e 1

et cette expression montre immédiatement que Ao est un inva-
riant ().

(67) A

-5

873. Ce fait essentiel peut aussi étre établi de la maniére sui-
vante. Considérons la forme quadratique ds*> et cherchons la
fonction m, telle que la différence

dh?
ds?— ’
it
considérée comme fonction de dg,, ..., dg,, se réduise & une

somme de n — 1 carrés. Sil'on prend les dérivées de la différence
précédente par rapport a dg,, dgs, ..., dq,, on obtient les n
équations

00 . .
Ea[lchk—%(Ede=0, =hesve s
k

dont le déterminant devra étre nul. On peut leur adjoindre
I'équation

boli]

9421 — A =o,

qui définit di. En éliminant db, dg,, ..., dg,, on est conduit a

une équation qui donne précisément

m = AD.

La fonction m étant, d’aprés sa définition méme, un invariant,
il en sera de méme de Af.

(') E. BeLTrAMI, Memoire cite.
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8T74. Puisque la différence

, e
Aty

se réduit & une somme de n—1 carrés, qui sont méme positifs

quand la forme est définie positive, on est conduit & introduire
I'élément (6, ds) défini par I'équation

iﬁ = dssin(0, ds).

V/AB
L’élément (0, ds) sera dit I'anglede la surface (6) et de la courbe
a laquelle se rapportent les différentielles dg;. Cette définition

est d’accord avec celle que nous avons déja donnée plus haut pour
Porthogonalité, puisque alors on aura, d’aprés la relation (67),

(68)

sin2(0, ds) =r1.

De I'invariant A§ on déduit immédiatement le suivant ()

' Ay 09 006
(69) A(0,0,):ZZ% i W;’

qui est le coefficient de 2 dans le développement de A6+ 28,),
ordonné suivant les puissances de la constante .

Cela nous conduit & introduire encore 1'élément (6, 0,) défini
par la formule

A(Ov 01)
70 COS(O 01 =)
(/ ) ) ) \/Ae ;/.’\01
qui sera Pangle des deux surfaces (0), (0,).

En résumé, nous avons défini, au moyen des invariants qui se
sont présentés successivement, 'angle de deux lignes, de deux
surfaces, d'une ligne et d’une surface. On vérifiera aisément que

(*) On peut donner pour A (0, 0,) une formule analogue & I'équation (67). On
a, en effet,

— db),
A(B,G,):‘/Aﬁay

la différentielle o se rapportant & un déplacement normal A la surface (8).
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ces angles ne changent pas lorsque la forme est multipliée par
une fonction quelconque des variables indépendantes. Sil'on
considére des lignes et des surfaces ayant un élément commun,
I'angle d’une ligne et d’une surface est le complément de I'angle
que fait la ligne avec la direction normale  la surface: I'angle de
deux surfaces est égal a celui des lignes qui leur sont normales.
Des calculs élémentaires établissent ces propositions, qu’il était
aisé de prévoir et que le lecteur vérifiera sans peine.

575. Nous allons maintenant indiquer une conséquence inté-

ressante de l'un des résultats précédents. Nous avons vu que la
différence

)2
(7x) B

est toujours réductible & une somme de 7 — 1 carrés

P} +P}+...+ P2

n—1-

Egalons a zéro chacun de ces carrés; nous aurons un systéme,
d’équations différentielles

B d91+- ..+ B dqn =0,

au nombre de 7n — 1. Désignons par 0, 0,, ..., 0,_, les n—1 inté-
grales de ce systéme, c’est-a-dire les fonctions qui, égalées a des
constantes, donnent les relations les plus générales entre les va-
leurs de ¢y, ..., ¢, qui satisfont & ces équations. On aura évidem-
ment 2 — 1 identités de la forme suivante :

Pi = C“ dﬁ,—i— C[2d63+. A== C[‘,Il—l CZO,L_[ (l =055yl — l);

et, par suite, la différence (71) prendra la forme

ds?— tf\—?: = - oy A0
J1 désignant une forme quadratique des rn — 1 différentielles ;.

Cette égalité ne peut exister que si les fonctions 8, 0,, ..., §,_,
sont indépendantes les unes des autres; et, par suite, en les sub-
stituant aux variables primitives, on pourra exprimer Af et les
coefficients de f, en fonction de 6, 8, ..., 0,_,.
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Ainsi, par un changement de variables qui exige seulement
lintégration de n — 1 équations différentielles ordinaires, on
peut toujours ramener la fonction quadratique ds® a la forme
suivante

db?
) ds?= Y1 = dly, g0y,

ot B est une fonction arbitrairement choisie, assujettic «
l’unique condition que A ne soit pas nul.

En particulier, sil’on a
Ab = I,
on trouvera

(73) ds?= dB2+ fi(dOy, ..., d0p_y).

Cette remarquable proposition, a laquelle on pourrait aisément
ramener la précédente, est due & M. Beltrami. Elle joue dans la
théorie des formes & 7 variables le méme réle que la proposition
de Gauss relative aux lignes géodésiques (n% 519 et 531).

On peut définir d’une maniére élégante le systéme des équations
différentielles dont 'intégration fera connaitre les n — 1 fonctions
0; lorsqu’on aura choisi la fonction 0. Il suffit, pour cela, de s’ap-
puyer sur les propriétés d’invariance du symbole A (6, ).

Sil'on cherche, en effet, les fonctions « satisfaisant a I’équation

A(B, u) = o,

on trouve aisément, en calculant A(f, «) avec le second membre
de équation (73 ), que I'équation précédente se réduit 4 la forme

simple
du o
00

Par suite, elle admet les 7 — 1 intéorales indépendantes 6,
b to} b
O3, ..., 8,_,. Il suffira donc d’écrire avec les variables primitives
I'équation linéaire

20 9
(74) A(9, z)= %ZZAME (-}?l: =02

les n —1 intégrales indépendantes de cette équation linéaire se-
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ront les fonctions que ’on devra associer i § pour obtenir le nou-
veau systeme de variables.

Si la fonction quadratique ds? est telle qu’il existe une équation
aux dérivées partielles

(75) Ad =T,

que l'on puisse intégrer complétement, U étant d’ailleurs une

fonction de ¢, ..., ¢n choisie comme on le voudra, on pourra

lui donner sans intégration et d’une infinité de maniéres la forme
dh?

(76) ds? = i + f1(dBy, ..., db,y ).

Car soit § une intégrale complete de I'équation (75); en diffé-
rentiant les deux membres de cette équation par rapport a I'une
quelconque ¢; des constantes qui entrent dans 6, on trouvera

df
A(“’a—q) s

seront les différentes intégrales de

et, par suite; —, ---
; p 2 dcl, A ()cn—l

'équation linéaire (74). Ce sont 13, sous une forme un peu diffé-
rente, les résultats fondamentaux de Jacobi.

576. Les transformations que nous venons de signaler vont
nous permettre de traiter le probléme déja posé plus haut relative-
ment au minimum de P'intégrale

/ds,

prise entre deux systémes de valeurs extrémes donnés. Pour con-
server I'analogie, nous donnerons le nom de géodésiques i toutes
les lignes qui nous donneront une des solutions de ce probléme.
Il est clair d’ailleurs que ces solutions sont invariantes, c’est-a-dire
qu'elles subsistent lorsqu’on change les variables indépendantes.

D’aprés cela, nous supposerons d’abord que l'on ait choisi ces
variables de la maniére suivante : 7 — 1 des variables, 4, ..., ¥,_,
seront telles que les équations

(77) Yi= C1, Ty Yn—1= Cn—l
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définissent, guelles que soient les constantes C;, une solution du
probléme, c’est-a-dire une ligne géodésique. La derniére variable
f sera simplement une fonction indépendante des précédentes.
Pour plus de simplicité on peut supposer que 0§ soit la valeur de

I'intégrale fds comptée sur chacune des lignes géodésiques (77)

a partir d’une origine fixe, mais quelconque. Alors ds* prendra la
forme

(78)  dst=d¥+a(aydy;+...+ apy dyn_y) db +22bik dyidyy.

/

Prenons § comme variable indépendante et posons

’

ds
dy’

. dy;
P

En égalant a zéro la variation premiére de I'intégrale

fds:fs’do,

nous aurons les équations

d os' ds’

EE‘—Ezo’ (i=1,2,...,0—1).

Sinous écrivons qu'elles sont vérifides par 'hypothese
dn=dys=...=dy,_1=o,
nous trouverons les équations

0 (2= 002,00 e

qui s’intégrent immédiatement et donnent
(79) ai:?t‘(}’b.}’:’.y“'v]’ﬂ—l)’ (i:I’2¢~~wn_1)~

Ainsi, il faut et il suffit que tous les coefficients a; soient
indépendants de .
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D’aprés cela, considérons sur le lieu, défini par I'équation § = o,
qui contient les points de départ de toutes les géodésiques

yi= const., (P=lng 0 sotaviasi),

une courbe quelconque; et cherchons I'angle de cette courbe avec
lz§ géodésique qui passe en un de ses points. On a, pour la géodé-
sique, -
df = ds,
d_}’l = d}’gz cee = d}’n—lz o,

et pour la courbe

oz

g =103

8V, OFay »«+) 0¥n_y élant quelconques. L'angle w de ces deux
lignes, qui est défini en général par la formule (56), aura donc ici
la valeur donnée par I’équation

a8y 1+ @sBYa .o Ay OY g
\/ E Ebik 0yiby L

Pour que les lignes géodésiques soient normales-au lieu géomé-

(80) cosw =

trique (= o) qui leur sert de point de départ, il faut et il suffit
que I'expression précédente de coso soil nulle pour toutes les va-
leurs des différentielles 8y;, c’est-a-dire que I'on ait, pour § = o,

a=ay=...= ap—1 = 0.

Mais, comme ces coefficients ne contiennent pas 0, ils seront
alors identiquement nuls.

Ainsi, si des lignes géodésiques sont normales a une surface
quelconque (4 = o), tous les coefficients a; disparaissent dans
’ ” > 5 2 . h :
Uexpression (78); ds* prend la forme suivante

(31) 612:d02+f1(d]/1:~-'7d.)’n—l)7

et, par suite, les lignes géodésiques sont aussi normales a toutes

les surfaces
0 = const.
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que Uon obtient en portant sur chacune d’elles ¢ partir de
son point d’incidence une longueur donnée.

Telle est la proposition démontrée par M. Beltrami. Elle s’ap-
l')lique aussi au cas ol I'on considére toutes les lignes géodésiques
passant par un méme point; car, si I'on prend ce point pour
origine des arcs, on doit avoir, d'aprés la définition méme de b,

ds = db, pour 0§ =o,

quelles que soient les variables Ji- Par suite, les coefficients «; et
bix doivent s’annuler pour = o. Mais, comme les premiers a; ne
contiennent pas 0, ils seront identiquement nuls. Ainsj :

Si, sur toutes les géodésiques passant par un point, on porte
des longueurs égales, a partir de ce point, le licu géométrique
de Uextrémité de ces longueurs est normal & toutes les géodé-
siques.

5T7. Les théorémes précédents, qui constituent une généralisa-
tion de la théorie de Gauss, mettent immédiatement en évidence
le résultat suivant, déja établi aux n® 531 et 532‘pour le cas de
deux variables.

La détermination des lignes géodésiques de la Jorme qua-
dratique et intégration de Iéquation auz dérivées partielles
8

A =

constituent deux problémes équivalents. La résolution de I’un
entraine nécessairement celle de I’ autre.

Il ne nous reste plus qu’un mot & ajouter en ce qui concerne le
probléme le plus général de la Mécanique. Il revient, nous I'avons
déja remarqué, 4 la détermination des lignes géodésiques de la
forme

(82) dszz(U+h)22aM. dq; dgr = (U + h) ds.

Si l'on remarque maintenant que le paramétre différentiel Af
évalué relativement & dS2 est égal au quotient par U + / du méme
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paramétre différentiel relativement a ds?, on reconnaitra immédia-

tement que la solution du probléme de Mécanique se raméne i
'intégration de 'équation

(83) AD = U + &,

A étant le parametre différentiel par rapport & ds?. ‘
D’aprés la remarque que nous avons déja faite (n® 574), les
angles des lignes et des surfaces sont les mémes par rapport aux
deux formes dS2 et ds. En tenant compte de ce résultat, on peut
étendre au probléme général de la Mécanique les deux propositions
relatives & l'orthogonalité que nous avons démontrées d'aprés
M.. Beltrami dans le numéro précédent. On retrouvera ainsi deux
théorémes que M. Lipschitz a énoncés dans le Mémoire que nous
avons déja signalé plus haut et auquel nous renverrons le lecteur.

FIN DE LA SECONDE PARTIE.
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recherche auxquels conduisent les propositions développées dans ce
Chapitre. -

CHAPITRE X.

Applications géometriques ...................... et T Ll L 219
Détermination de toutes les surfaces sur lesquelles les développables
d’une congruence donnée interceptent un réseau conjugué. — L’inté-
gration d’une seule équation linéaire aux dérivées partielles permet
de résoudre ce probléme pour une suite illimitée de congruences
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reculignes. — Probléme inverse : Etant donné un systéme conjugué
tracé sur une surface, trouver toutes les congruences dont les dévelop-
pables interceptent sur la surface ce réseau conjugué. — Double solu-
tion de ce probléme par I'emploi des deux équations, ponctuelle et
tangentielle, relatives au systéme conjugué. — Troisiéme probléme :
Etant donnée une surface (S) et un réseau conjugué sur cette surface,
déterminer toutes les surfaces (S,) telles que les développables d’une
méme congruence inconnue interceptent sur (S,) un réseau conjugué
et sur (S) le réseau donné. — Relations géométriques entre les deux
surfaces (S) et (S,). — Application au cas particulier ot I'on établit
une correspondance entre deux surfaces quelconques par la condition
que les plans tangents aux points correspondants se coupent suivant
une droite située dans un plan fixe. — Cas ou le plan fixe est rejeté a
I'infini. — Correspondance de Steiner. — Application a I'Optique géo-
métrique.
CHAPITRE XI.

Les surfaces a lignes de courbure isothermes............................ 93¢

Probléme de M. Christoffel. — Recherche de tous les cas dans lesquels
la correspondance par plans tangents paralléles établie entre deux
surfaces détermine un tracé géographique de I'une sur 'autre. — Dif-
férentes solutions déja connues de ce probléme; les surfaces homothé-
tiques, deux surfaces minima quelconques. — Solution nouvelle. — Eile
est fournie par des surfaces 4 lignes de courbure isothermes. — Théo-
réme de Bour et de M. Christoffel. — Application aux surfaces mi-
nima. — Les surfaces dont la courbure moyenne est constante ont
leurs lignes de courbure isothermes, c¢'est-a-dire elles sont isother-
miques. — On peut faire dériver de toute surface isothermique une
infinité de surfaces isothermiques nouvelles. — Formation de I'équa-
tion aux dérivées partielles du quatriéme ordre qui caractérise les
surfaces isothermiques. — Seconde propriété caractéristique : L’équa-
tion ponctuelle relative au systéme conjugué formé par les lignes
de courbure doit avoir ses deux invariants égaux. — Applications.

CHAPITRE XII.

Trajectoires orthogonales d’une famille de surfaces.................... 2506

Condition pour que les courbes d'une congruence définie par deux
équations différentielles du premier ordre soient normales a une fa-
mille de surfaces. — Interprétation géométrique de la relation ana-
Iytique a laquelle on est conduit. — Condition nécessaire et suffi-
sante pour que les droiles d'une congruence soient les normales d'une
surface. — Propriétés relatives aux deux nappes de la surface des
centres de courbure. — Intégrale premicére, obtenue par la Géométrie,
de T'équation différentielle des lignes géodésiques tracées sur une
surface du second degré. — Htude du cas ot Pune des nappes de la
surface des centres se réduit a une courbe. — Surface & lignes de
courbure circulaires; cyclide de Dupin. — Condition pour que les
courbes d’une congruence admettent une famille de surfaces trajec-
toires orthogonales lorsqu'on connait les équations en termes finis
qui définissent chaque courbe de la congruence.
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CHAPITRE XIII.

DIR0Ites 70T TALES (0 18 SUT GOE ks < ane s ciriemit o ks ootk ein s iste oo e S SR
Théorie directe pour les congruences rectilignes. — Condition pour
que des droites partant des différents points d’une surface soient nor-
males & une autre surface. — Remarque’ d’Hamilton. — Equation
aux dérivées partielles d'une famille de surfaces paralléles. — Appli-
cations. — Théoréme de Malus. — Propositions de Dupin relatives
aux cas ou les développables formées par les rayons incidents ne
sont pas détruites par la réflexion. — Définition des axes optiques
d’une surface. — Pour que des rayons incidents normaux 4 une sur-

- face aient leurs développables conservées par la réflexion, il faut
et il suffit que ces développables découpent sur la surface réfléchis-
sante un réseau conjugué. — Ombilics catoptriques de Dupin. —
Exemples particuliers. — Cas ot les rayons incidents émanent d’un
point unique. — Cas ou la surface réfléchissante est du second degreé.

CHAPITRE XIV.

La surface de M. Liouville et les surfaces dont les plans principaux sont
conjugués par rapport @ une surjface du second degré................
Les surfaces dont les plans principaux sont conjugués par rapport a une
surface du second degré. — Théoréme de M. Ribaucour relatif aux
développables formées par les normales. — Indication de deux sur-
faces remarquables satisfaisant a la définition précédente. — Systéme
des surfaces homofocales du second degré. — Surface qui admet pour
normales les tangentes communes 4 deux homofocales. — Lignes
géodésiques de Dellipsoide. — HKquation en coordonnées elliptiques
d’une droite quelconque; théoréme de Jacobi relatif a Iintégration
des équations abéliennes les plus simples. — Propositions analogues
aux théorémes de M. Chasles sur les polygones de périméire maximum
ou minimum inscrits ou circonscrits & une ellipse. — Intégration de
Péquation aux dérivées partielles des surfaces dont les plans princi-
paux sont conjugués par rapport a une surface du second degré. —
L’intégrale générale est de forme transcendante, mais le théoréme
d’Abel permet de définir un nombre illimité de solutions algé-
briques. — Extension de la méthode précédente & la détermination
d’un systéme triple orthogonal qui dépend de trois fonctions arbi-
traires d’une variable.

CHAPITRE XV.

Les congruences de cercles et les systémes cycliques......................
Définition de certaines congruences spéciales dans lesquelles chaque
courbe est rencontrée seulement par deux courbes infiniment voi-
sines. — Cas ou les courbes de la congruence sont des cercles. —
Enveloppes d'une famille de sphéres dépendant de deux paramétres.

— Lignes principales de T'enveloppe. — Elles correspondent a un
systéme conjugué tracé sur la surface des centres des sphéres. —
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Etude détaillée du cas ou les lignes de courbure se correspondent
sur les deux nappes de I'enveloppe. — Les six coordonnées de la
sphére variable satisfont alors &4 une méme équation linéaire aux
dérivées partielles du second ordre. — Les systémes cycliques de
M. Ribaucour; théorémes divers. — Différentes maniéres d’obtenir
des systémes cycliques. — Pour que les lignes asymptotiques se cor-
respondent sur les deux nappes de la surface focale d’'une congruence
rectiligne, il faut et il suffit que les six coordonnées de chaque droite
de la congruence vérifient une méme équation linéaire du second

ordre.
LIVRE V.
DES LIGNES TRACEES SUR LES SURFACES. v
CHAPITRE 1.
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Définition d’un triédre trirectangle (T) lié & chaque élément de la sur-
g q st

face. — Application des formules données dans le Livre I relativement
aux déplacements qui dépendent de deux paramétres. — Systémes _
de formules (A) et (B). — Directions conjuguées. — Lignes asympto-
tiques. — Lignes de courbure; équation aux rayons de courbure prin-
fipaux. — Proprié¢té cinena ¢ des lignes de courbure. — Formules
relatives 4 une courbe quelconque tracée sur la surface. — Théoréme«
de Meusaier.— Courbure normale; courbure géodésique. — Eléments
du troisiéme ordre. — Formules de MM. O. Bonnet et Laguerre. —
Sphére osculatrice.

CHAPITRE II.

Bes formales de M. COdaTEU vin v i s 1is viveniv s s wvwisias v ssaints o ot aedeety 361
Formules relatives aux coordonnées obliques, I'élément lincaire étant
déterminé par I'équation ;

ds? = A2 du + C2 dv* + 2AC cosa du dy.
\

Angle de deux courbes. — Condition pour que deux directions soient
conjuguées. — Lignes asymptotiques. — Lignes de courbure. — Théo-

réme de Gauss. — Courbure totale et courbure moyenne. — Coor-
données curvilignes rectangulaires; formules de M. Codazzi. — Etude

particuliére relative au systéme coordonné formé par les lignes de
courbure. — Application de la méthode générale au systéme de coor-
données formé par les lignes de longueur nulle. — Détermination
des quantités p, g, 7, p, G, 7, & 0, &, 0, lorsqu'on connait les
expressions des coordonnées rectangulaires z, y, z en fonction de
deux paramétres u, ¢. — Application & ellipsoide que I'on suppose
rapporlé a ses lignes de courbure.
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CHAPITRE I1I.

Courbure normale et Lorsion geOAESIqUE. ... .................cooveeeenn,
Théoréme d’Euler sur la courbure des sections normales. — Formule de
M. O. Bonnet. — Théorémes de M. J. Bertrand. — Introduction de
la torsion géodésique. — Expression géométrique des six rotations qui
figurent dans les formules données précédemment. — Relations entre
les mémes éléments géométriques dans le cas des coordonnées obliques.
— Théorémes de Joachimsthal relatifs aux lignes de courbure com-
munes a deux surfaces. — Formule de M. Laguerre. Son application
a la détermination du rayon de courbure d’une ligne tracée sur la
surface aux points ol elle est tangente i une ligne asymptotique.
— Théoréme de M. Beltrami. — Torsion d’une ligne asymptotique. —
Formule de M. Bonnet relative au rayon de courbure d’une ligne asym-
ptotique. — Application aux systémes orthogonaux et isothermes.

CHAPITRE 1V.

Lesilianes BCOBEsUILS s\ +sivarbn n s siam o R e tiaraiaiata i i b s o s i g e o
Formes diverses de I'équation différentielle des lignes géodésiques. —
Les lignes de longueur nulle de la surface satisfont a cette équation
difféventielle. — Ligne géodésique passant par deux points suffisam-
ment voisins. — Théoréme de Gauss relatif aux lignes géodésiques
qui passent par un point de la surface. — Plus court chemin entre
deux points suffisamment voisins. — Géodésiques normales A unec
courbe quelconque. — Second théoréme de Gauss; extension de la
définition des courbes paralléles dans le plan. — Trajectoires ortho-
gonales d’une famille quelconque de géodésiques; elles se détermi-
nent par une simple quadrature. — Variation de longueur d’un seg-
ment de ligne géodésique. — Systéme orthogonal formé de deux
familles d’ellipses et d’hyperboles géodésiques. — Théoréme de
M. Weingarten. — Coordonnées bipolaires dans le plan et sur la
sphére. — Théoréme de M. Liouville relatif & deux familles de lignes
géodésiques qui se coupent mutuellement sous des angles constants.

CHAPITRE V.

Les familles de courbes paralléles..........couuuuioivessninnssiinninss
Méthode générale de recherche des lignes géodésiques. — Définition
du paramétre différentiel AS. — Toute fonction dont le parameétre

est égal a 1 fait connaitre une famille de courbes paralléles. —
Lorsque cette fonction contient une constante arbitraire, on peut dé-
terminer les lignes géodésiques de la surface. — Proposition réci-
proque; lorsqu’on connait les lignes géodésiques, on peut inlégrer,
par une simple quadrature, 1’équation A8 = 1. — Théoréme de Jacobi :
Lorsqu’on a obtenu une intégrale premiére de Péquation différentielle
du second ordre des lignes géodésiques, on peut toujours déterminer
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un facteur de cette intégrale. — Conséquences diverses, — Expres-
sion de I'élément linéaire de la surface au moyen de la fonction 0 et
de ses dérivées par rapport a la constante arbitraire a. — Equation
du troisicme ordre a laquelle satisfait la fonction 0. — Indication
d’une autre méthode permettant d’établir les résultats précédents. —
Distance géodésique de deux points. — Propositions relatives a celte
distance.

CHAPITRE VI.

Analogies entre la dynamique des mouvements dans le plan et la theorie
des lignes gEOGESIQUES. ... ..vuvu it ies s sisian st 438
Equations du mouvement dans le plan. — Définition d’une famille de tra-
jectoires. — Equation aux dérivées partielles de Jacobi. — Usage que
Pon peut faire d'une solution particuliére, d’une solution compléte.
— Théorémes fondamentaux de Jacobi. — Détermination des solu-
tions de I'équation aux dérivées partielles par différentes conditions
initiales. — Des systémes orthogonaux formés avec une famille de
trajectoires. — Application au mouvement des corps pesants. —
Théoréme de MM. Thomson et Tait. — Principe de la moindre action
pour le cas des mouvements plans. — I_hitﬁigg&ﬂ&ﬂﬂkm1_: — Corres-
pondance établie entre le plan et une surface de telle maniére que les
trajectoires du mobile dans le plan correspondent i des lignes géo-
désiques de la surface. — La solution de tout probléme de Mécanique
fait connaitre une infinité de systémes orthogonaux dans le plan. —
Brachistochrones. — Quelques résultats généraux relatifs aux cas ou
I'on associe des trajectoires qui ne correspondent pas 4 une méme
valeur de la constante des forces vives., — Généralisation de ces
résultats et application 4 la théorie des surfaces minima.

CHAPITRE VII.

Application des méthodes précédentes a étude des mouyvements dans
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Equations différenticlles du mouvement. — Toutes les trajectoires qui
correspondent & une méme valeur de la constante des forces vives et
sont normales & une surface sont, par cela méme, normales 4 une
famille de surfaces. — Equation aux dérivées partielles d’Hamilton et
de Jacobi. — Usage que I'on peut faire d’une intégrale compléte.
— Conditions auxquelles doit satisfaire cette intégrale. — Définition
de laction. — Considération de certains systémes orthogonaux. — For-
mule relative a la variation de 'action. — Généralisation du théoréme

de Malus et de Dupin.

CHAPITRE VIII.

Le probléme general de la Dynamique......................... ... woie 480
Equations de Lagrange. — Transformation d’Hamilton. — Définition

d’une famille de solutions. — Equations aux dérivées partielles qui
définissent la famille. — Familles orthogonales. — Equation aux
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dérivées partielles de Jacobi. — Usage que l'on peut faire de ses dif-
férentes solutions. — Expression de la force vive due a M. Lipschitz.
— Principe de la moindre action. — Formule de M. Liouville. —
Définition de action. — Expression de Paction élémentaire au moyen
d’une intégrale compléte de I'équation de Jacobi et de ses dérivées
par rapport aux constantes. — Autre méthode d’exposition des résul-
tats précédents; élimination du temps a P'aide du principe des forces

vives. — Définition des angles par rapport a une forme quadratique,
travaux de M. Beltrami. — Définition et propriétés d’'invariance des

paramétres différentiels A9, A (0,6, ). — Transformations remarquables
de la forme quadratique. — Lignes géodésiques de la forme, extension
des théorémes de Gauss. — Application au probléme général de la
Dynamique.
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