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PRÉFACE. 

* Gette seconde Partie de mon Ouvrage se compose seulement 
de deux Livres. 

Le Livre IV, qui traite des congruences et des équations li- 
néaires aux dérivées partielles, est presque entièrement con- 
sacré à des développements d'analyse quitrouveront plus tard une 
application presque immédiate dans l'étude de deux questions 
importantes : la déformation infiniment petite d’unc surface quel- 
conque et la détermination des surfaces admettant une représen- 
tation sphérique donnée. . 

Le Livre V, qui traite des lignes tracées sur les surfaces, 
contient, en particulier, la démonstration des belles formules que 
nous devons à M. Codazzi. L'étude des lignes géodésiques s'y 
trouve commencée, mais non terminée. J'ai surtout insisté sur les 
rapprochements qui se présentent ici entre les méthodes employées 
par Gauss dans l'étude des géodésiques et celles que Jacobi a 

appliquées plus tard aux problèmes de la Mécanique analytique. 
J'ai pu ainsi mettre en évidence tout l'intérèt que présentent les 
belles découvertes de Jacobi lorsqu'on les envisage à un point de 
vue plus particulièrement géométrique. 

Je m’empresse de remercier, en terminant, M. Paul Morin, pro- 
fesseur à la Faculté des Sciences de Rénnes, et M. Édouard 
Goursat, Maître de Conférences à l'École Normale, qui ont bien 
voulu me prêter leur concours le plus dévoué dans la correction 
des épreuves. 

28 octobre 1888.



ERRATA, 

Première Partie. 

Page 3r, ligne 6 en remontant, au lieu de [p. 12], dises [p. 22]. 

Page 32, formule (4), changer le signe du second membre. — F 
IM' MM 

ormules (5) et 
. , M) M1 ‘ suivantes, échanger sin? —— et cos ——. 

Page 40, dernière ligne, au lieu de [p. 13], dises [p. 22]. 

Page 65, ligne > en remontant, au lieu de Fu Vos 4, v, 0), lisez F(u Pou,v',e). 
Page 69, dernière formule, au lieu de B(du êv + C dv Bu), lisez 

B (du v + dv êu). 

: : . dr —— Page :6, lignc5 en remontant, au lieu de ——", lisez © — y +J" 4. 
PIS 

mu, +n MU, + n Page 336, seconde formule (26), au lieu deS Es) lisez & Pour RU + mi m— nu, 
Page 364, ligne 6 de la noic, ajouter des cordes après le mot milicux. 
Page 367, ligne 22, au lieu de l'ordre est, lises la classe est un nombre, 

Seconde Partie. 

Page 115, dernière formule (45) et dernière formule (16), au lieu de Au dises 
an," 

Page 127, lignes 14 et 17, changez les signes des seconds membres des équations.” 
Page 282, ligne 10, au lieu de MB’, lisez M'B", 

Page 298, formule (34), changer le signe du terme en TE 

Page 309, changer le signe du second membre dans l'équation (Ga) et dans la précédente. 

Page 312, changer le signe des termes qui contiennent | cs dérivées premières de 0 dans le système (75). 

ms GC
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CHAPITRE I. ° 
NOTIONS GÉNÉRALES SUR LES CONGRUENCES,. 

Définition de la congruence. — Nombre limité de courbes passant par un point. 
— Cas d'exception. — Surfaces de la congruence. — Définition des points fo- 
taux. — Détermination du nombre et du degré de multiplicité des points fo- 
Caux; application aux congruences engendrées par des courbes planes algé- 
briques. — Surface focale, ses relations de contact avec les courbes ct avec les 
surfaces de la congrucnce. — Détermination des surfaces de la congruence dont 
les génératrices admettent une caveloppe. — Cas particulier des congrucnces 
rectilignes. — Les deux séries de développables que l’on peut former avec les 
droites de la congruence. — Cas particulier où une des nappes de la surface 
focale se réduit à une courbe. — Proposition fondamentale relative à deux sys 
tèmes conjugués tracés sur les deux nappes de la surface focale. — Relation 
de cette proposition avec la méthode de transformation des équations linéaires 
aux dérivées partielles qui est due à Laplace. 

311. Considérons un système de courbes, défini par les équa- 
tions | 

\ (2,3, «a, b) = 0, 

{ (7, ÿ: 3, a, b) =, 
D. — 11. 1 

(Q)
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où a et D désignent deux constantes arbitraires. Nous désignerons 
sous le nom de congruence, emprunté à Plücker, l’ensemble des 
courbes correspondantes à tous les systèmes de valenrs de « et de 
b. Jkest-elair- qu'il passe un nombre limité de courbes de la con- 
gruence par un point quelconque de l'espace; car, si l’on rem- 
place, dans Les équations précédentes, x, 7, z par les coordonnées 
Zos Jos 0 de ce point, on aura deux relations qui détcrmineront, 
en général, un nombre limité de systèmes de valeurs de a et de à. 
Cependant, il peut arriver que, pour certains points exception- 
nels, ces_équalions admettent un nombre illimité de solutions. Il 
pourra donc ÿ avoir certains points par lesquels passeront une 
infinité de courbes de la congruence. 

Imaginons, par exemple, que l’on considère Ja congruence 
formée par les droites qui rencontrent une courbe (K) ct sont 

x tangentes à unc surface (S). Les droites de la congruence qui 
passent par un point M de l'espace sont, en général, en nombre. 
limité; elles sont les arêtes d'intersection de deux cônes de 
sommet M, l’un circonscrit à la surface (S), l'autre contenant Ja 
courbe (K). Mais, si le point M appartient à la courbe (K), il y 
passera unc infinité de droites de la congruence qui formeront le 
cône circonscril à la”surface (S) ayant son sommet en ce point. 

Si l'on considère de même la congruence formée per les cercles 
de l’espace qui passent par deux points fixes À et B, on reconnaît 
immédiatement qu’il passe, en général, par un point M un seul 
cercle de la congruence. Cette conclusion cesse d’être exacte si le 
point M vient se réunir à l’un des points À, B; on obtient alors 
tous les cercles de la congruence. Ci 

Les deux exemples différents que nous venons de signaler cor- 
respondent aux deux cas qui peuvent se présenter lorsqu'il y a 
indétermination. Dans le premier, les deux équations auxquelles 
doivent satisfaire & et b se réduisent à une seule; dans le second, 
elles sont, l’une ct l'autre, identiquement vérifiées. … 

312. Revenons aux congrucnces les plus générales. Si l’on 
établit une relation quelconque entre «a et b Ce 

(2) B=F(a), 

les courbes de la congruence qui correspondent aux valeurs de a
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‘ et de b pour lesquelles cette relation est vérifiée cngendreront 

une surface que l’on obtiendra en éliminant a et bentre les équa- tions (1)et(2). Le plan tangent en un point (+, y, =) de cette sur- 
face sera défini par l'équation 

“ 

) ) . ‘0 | . 2f de + ar + Nas Ur 3: dr . dy * 03 . de. db ( } - d le ds y = do J= En d3 | De , 
dm gp dE 5 ds da * db (a) 

dont la forme va nous conduire à une proposition très intéres- 
sante. 

Donnons, pour abréger, le nom de surfaces de la congruence aux surfaces que nous venons de définir ct qui sont engendrées par des courbes de la Congrucnce, choisies d'ailleurs de la manière la plus arbitraire. Considérons quatre de ces surfaces, passant par une même courbe (C) de la congruence, CL prenons leurs plans tangents en un point déterminé M de cette courbe; x, 7, 3, a; b auront, en ce point, la même valeur Pour toutes les surfaces, (a) varicra seule quand on passera d’une surface à une autre. De cette remarque ct dela forme de lPéquation (3), nous Pouvons donc conclure que le rapport anharmonique des plans tangents en M aux quatre surfaces, plans tangents qui contiennent tous la tangente en M à Ja courbe (C), est égal à celui des valeurs de (a) relatives aux quatre surfaces et est, par conséquent, le même pour tous les points de la courbe (G). Ainsi : 
TN 

SE l'on considère Quatre surfaces quelconques de la con- gruence contenant une même courbe de la congruence, le rapport anharmonique des plans langents à ces surfaces en un point quelconque de la courbe commune demeure constant quand le point se déplace sur cette courbe. 

L'équation du plan langent nous conduit encore à une autre Conséquence essentielle. Détcrminons sur la courbe commune (C) les points pour lesquels on a 

f of . da d6 (5) do — %° 
da db
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Pour ces points, le plan tangent sera indépendant de F’(a) et, 

par conséquent, sera le même pour toutes les surfaces de la con- 

grucnce contenant la courbe (C). Ainsi : 

St l’on considère toutes les surfaces de la congruence qui 
contiennent une même courbe (C).de la congruence, ilexistera 

sur. (C) un certain nombre de points pour lesquels toutes ces 

surfaces admettront le même plan tangent, quelle que soit la 

loi suivant laquelle on ait assemblé les courbes qui les engen- 
drent. | 

Nous désignerons ces points sous le nom de points focaux. 

* 

313. Le nombre des points focaux situés sur chaque courbe 
dépend de la forme des équations (1) par rapport à x, y,.3 plutôt 
que de la manière dont y figurent & et b. En d’autres termes, il 
dépend surtout de la forme et de la définition des courbes de Ja 
congruence, plutôt que de la manière dont elles sont assemblées. 
Supposons, par exemple, que les équations (1) soient du premier 
degré par rapport à +, 7, 3 et représentent une droite : l'équation 
(4) sera du second degré, en général, et définira deux points 
focaux sur chaque droite de la congruence. Si f est du degré m 
et du premier degré, la congruence sera formée par des courbes 
planes d'ordre m». L’équation (4) étant alors du degré m+1,ily 
aura, Cn général, »m(m +1) points focaux sur chaque courbe de 
la congruence. 

Lorsque les courbes de la congrucnce rencontrent une courbe 
fixe (K), leurs points de concours avec la courbe fixe sont 
évidemment des points focaux. Il en est de même si ces courbes 
passent par des points fixes; mais nous allons montrer que, dans 
ce dernier cas, chacun de ces points fixes équivaut au moins à 
deux points focaux. | . 

Soit, en effet, M un point par lequel passent toutes les courbes 
de la congruence. Si on le prend pour origine des coordonnées, 
les équations (1) ne contiendront pas de terme constant et les 
termes de degré moindre seront au moins du premier” degré. 
Par suite, les termes de degré moindre dans l'équation (4) seront 
au moins du second degré; et deux, au moins, des points d’inter-
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seclion de la surface représentée par cette équation avec la courbe 
(C) de la congrucnce se confondront à l’origine des coordonnées, 
c'est-à-dire au point A. 

Indiquons quelques applications. . 
Pour une congruence de coniques, il y'a six points focaux sur 

chaque conique. | 
Si les coniques deviennent des cercles, c’est-à-dire rencontrent deux fois le cercle de l'infini, deux des points focaux sont rejetés 

à l'intersection de chaque cercle et du cercle’ de l'infini; il en reste 
quatre seulement à distance finic. 

Si les cercles passent par un point fixe A, il ne reste plus, en 
dehors de À, que deux points focaux à distance finie sur chaque 
cercle. C'est ce que l’on reconnaît d'ailleurs immédiatement en 
‘effectuant une inversion dont le pôle est en A. 

314. \Aprèslces indications sommaires sur le nombre des points focaux, étudions leur distribution dans l'espace. Si l’on élimine « 
et b entre les équations (1) et (4), on obtient en général une seule équation, qui représente le lieu des points focaux de toutes les courbes de la congrucnce. Nous donncrons à ce lieu le nom de surface focale de la congruence. IL se compose d'autant de nappes qu’il ÿ a de points focaux sur chaque courbe de la con- gruence. La surface focale peut se décomposer, se réduire, en to- talité ou'en partie, à des courbes ou à des points : nous laisscrons de côté l'examen de tous ces cas, qui nous entraîncrait trop loin, ct nous établirons les propriétés générales suivantes. 
Écrivons les équations (1) et (4) sous la forme 

où * désigne une inconnue auxiliaire. Si l'on regarde & et b comme donnés, ces équations déterminent les points focaux d’une cer- taine courbe (C) de la congrucnce. Le plan tangent en un de ces points à l’une quelconque des surfaces de la congrucnce qui con- tiennent la courbe (C) est défini par l'équation (3), qui prend ici la forme : 

2 pd gr (A po A
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Nous allons montrer que ce plan est aussi tangent à la surface 
focale au point considéré. 

On obtient, en effet, l'équation de la surface focale en éliminant 
a, b, À entre les quatre équations (5); mais, au lieu d'effectuer 
cette élimination, on peut conserver loules ces équations en con- 
venant d'y regarder a, b, Æ comme des fonctions à déterminer. 

* Par suite, pour avoir le plan tangent à Ja surface focale au point 
considéré, il faudra différenticer les équations (5) en y regardant a, 
b, Æ comme des variables. Or, si l’on différentie seulement les 
deux premières et que l’on forme Ja combinaison 

df — k ds = 0, 

les cocfficients de da, db disparaissent en vertu des deux der- 
nières équations, et l’on retrouve l'équation (6). Cette équation 
représente donc, comme nous l’avons annoncé, le plan tangent à 
la surface focale, ct nous pouvons énoncer la proposition sui- 
vante : 

Les courbes de la congruence sont tangentes en tous leurs 
points focaux à la surface focale. Les différentes surfaces de 
la congruence qui contiennent une courbe déterminée de cette 
congruence sont toutes tangentes à la surface focale en tous 
les points focaux situés sur cette courbe; et, par conséquent, 
elles devaient être, comme il a été déjà établi, tangentes les 
unes aux autres en ces points. 

315. On retrouve encore la surface focale en étudiant le pro- 
blème suivant : 

Assembler des courbes de la congruence de telle manière 
qu'elles aient une enveloppe, c’est-à-dire qu’elles soient toutes 
tangentes à une certaine courbe. 

Prenons pour b une fonction de & : nous obticndrons une 
famille de courbes représentées par les équations 

(7) f=0, 2 —0, 

qui ne contiennent plus qu’un paramètre 4. Pour que ces courbes 
ent une enveloppe, il faut que, Pour toule valeur de a, on puisse
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déterminer des valeurs de T, J, 3 satisfaisant aux deux équa- 
tions (7) en même temps qu’à leurs dérivées prises par rapport 
à «a, ‘ 

(8). da dde gl 
. pe , . db , « Si l’on élimine entre ces équations =» on retrouve l'équation (4) 

qui caractérise les points focaux. Donc : 

Si l’on veut assembler des courbes de la congruence de telle 
mantère quelles aient une enveloppe, cette enveloppe sera 
nécessairement formée par des points focaux de ces courbes 
ct sera, par conséquent, située sur une des nappes de la surface 
focale. 

D'autre part, si l’on élimine T;, J, 5 cntre les équations (5) et (8), on scra conduit à une relation de la forme 

. db\ (9) d(a, 0, D) =; 
ce qui montre que la solution complète du problème exige, en 
général, l'intégration d’une équation différentielle du premier 
.ordre. 

Les propositions établies précédemment conduisent encore à ce 
dernicr résultat. Nous avons reconnu que, si des courbes de la 
congruence admettent une enveloppe (E), cette enveloppe (E) 
doit sc trouver sur unc des nappes de la surface focale. Mais il est 
clair qu’elle doit encore satisfaire à une autre condition : il faut 
qu’en chacun de ses points elle soit langente à la courbe de la 
Congruence qui vient toucher en ce point la surface focale. Cette 
dernière condition, qui est évidemment nécessaire ct suffisante, 
équivaut à une équation différentielle dont l'intégration permettra 
seule de résoudre complètement le problème. Cetie équation dif- 
férenticlle sera du premier ordre et du premier degré pour chacune 
des nappes de la surface focale; mais, si Ces nappes nc peuvent 
être séparées analytiquement, on aura à considérer une seule 
équation du premier ordre, dont le: degré sera égal au nombre des 
nappes de la surface, ‘
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Dans le cas où l’une des nappes de la surface focale se réduira 
à une courbe (K)), il suffira, pour avoir une solution partielle du 

problème, d'assembler toutes les courbes de la congruence qui 

passent par un même point de (K). Si l’on considère, par 

exemple, la congruence formée par les cercles qui rencontrent 
quatre courbes données, on aura toutes Jes solutions en assemblant 

les cercles, en nombreinfini, qui passent par un point quelconque 
de l’une de ces courbes. : 

316. Lorsque les courbes de la congruence sont simplement 
tangentes à une des nappes de la surface focale, les points de 
contact de ces courbes doivent être considérés comme des points 
focaux simples; mais, si les courbes ont un contact d'ordre p avec 
la nappe considérée, chaque point de contact sera un point focal 
multiple tenant licu de p points focaux ordinaires. Voici comment 
on peut établir cette proposition. | s 

Soit | 
== /f(x,7) 

l'équation de la nappe considérée. Si l’on remplace partout 3 par. 
3 + f(x, 7), cette substitution ne change pas l’ordre de contact 
des courbes et des surfaces; mais la nappe précédente est rem- 
placée par le plan des x. Nous pouvons donc, sans restreindre la 
généralité des raisonnements, supposer que toutes les courbes de 
la congruence soient tangentes au plan des zJ'; et nous allons les 
étudier dans le voisinage de ce plan. 

Substituons aux paramètres a et b qui entrent dans les équations 
de chaque courbe de la congruence les coordonnées Lo Jo du 
point de contact de la courbe avec le plan des æy. Les équations 
qui définissent cette courbe donneront alors pour y et s des 
valeurs ‘qui pourront. être développées en série et seront de Ia 
forme 

Y—Jo+A(T— ro)-E Br ro) +... 
SE A(T — co) Biz vo)P+2…. its 

À, Au, B, B,, ... étant des fonctions quelconques de z4, Jo ct P 
désignant l’ordre du contact de la courbe avec le plan des y. 
écrivons l'équation
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qui détermine ici les points focaux. Elle sera de la forme 

—(p--1) Air — ro) +... 0, 

les Lermes non écrits contenant tous en facteur une puissance de 

æ— 2x9 d'exposant supérieur à p. On voit que la valeur +, de æ sera 

d’un ordre de multiplicité précisément égal à l’ordre de contact 

de chaque courbe de la congruence transformée avec le plan des 

æy, c’est-à-dire de chaque courbe de la congruence primitive avec 
la nappe considérée de la surface focale. C’est la proposition que 
nous voulions établir. 

317. On peut raisonner d’une manière analogue lorsque les 

courbes de la congruence c rencontrent toutes une courbe fixe (K). 

Si 

s= f(x), y=g(r) 

sont les équations de cette courbe, on commencera par remplacer 

3 par s+ f(x) et par 7 + 2(x) et la courbe se transformera 

dans l’axe des x sans que les ordres de contact aient été changés. 

Substituons à l’un des paramètres a et D qui entrent dans l’équa- 

tion de chaque courbe de la congruence l’abscisse To du point de 

rencontre de celte courbe avec l'axe des x, les équations de la 

courbe prendront la forme * 

= ACr—ro)+- B(r-- ro) +... 

, 3 = Aire to)- Bi(t -- do) +... 

À, B, A4, B,, ... désignant des fonctions de x, et de l’autre pa- 
ramètre « dont dépendent les courbes de la congruence. L'équation 

qui déterminera les points focaux sera ici 

Gear) (ASE AM) + .,..=0, 

les termes non écrits contenant (x — x,)* en facteur. On voit que 

Je point de rencontre scra un point focal simple, à moins que l’on 

n'ait 

u, en intégrant, 
A: = À CTEME



10 LIVRE IV. — CHAP. I s 

Cette condition s'interprète aisément; elle exprime que les 
tangentes à loutes les courbes de la congruence transformée qui 
coupent au même point l'axe des x sont dans un même plan 
passant par Ox. En étendant cette conclusion à la congrucnee 

‘ primitive, nous obtenons le résultat suivant : 

Quand les courbes de la congruence rencontrent une courbe 
Jixe (K), Les points d’intersection sont des points focaux 
simples, à moins que les tangentes à toutes les courbes de La 
congrucnce qui passent en un point quelconque de (K) re 
soient toutes situées dans un plan passant par la tangente en 
ce point à la courbe (K). 

Si l’on étend ce mode de recherches au cas où toutes les courbes 
de la congruence passent pat un point fixe, on démontrera de 
même que ce point fixe, qui tient lieu, comme nous l'avons vu, de 
deux points focaux au moins, ne pourra avoir un ordre de mulli- 
plicité supérieur que si les tangentcs menées en ce point à toutes 
les courbes de la Congrucnce forment un cône, d’ailleurs quel- 
conque, au lieu de remplir l’espace. Nous laisserons également au 
lecteur le soin d'établir, par une simple application des méthodes 
précédentes, une élégante proposition qui nous a été communiquée 
par M. G. Kœnigs : 

STune congruence est telle que chacune des courbes qui la 
composent soit rencontrée par toutes les courbes infiniment 
voisines de la congruence, les différentes courbes de la con- 
sTuence sont langentes à une où à plusieurs courbes Jixes ou 
bien elles passent par un ou Plusieurs points fixes (1). 

318. Appliquons les propositions précédentes aux congruences de droites où systèmes de rayons rectilignes. Le nombre des droites de la COngrucnce qui passent par un point quelconque de l’espace a reçu dans ce cas le nom d'ordre de la congrucnce; on appelle classe de la congruence le nombre des droites qui sont 

    

(*) On laisse de côté Ie cas exceptionnel où toutes les courbes de la congruence seratcnt tracées sur une même surfoce et où, par suite, tous leurs points satis- feraient à Ja définition des points focaux.
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dans un plan quelconque. Le système des normales à l'ellipsoïde 
forme unc congruence d'ordre 6 et de classe 2. 

Sur chaque droite il ÿ a, en général, deux points focaux réels 
ou imaginaires. Quand Ja droite se déplace, ces deux points fo- 
caux décrivent les deux nappes de la surface focale. Les droites de 
la congruence sont des tangentes doubles de cette surface focale, 
mais la réciproque n’est pas vraic, en général : toute tangente 
double de la surface focale n’est pas une droite de la congrucnce. 
Par exemple, la surface des centres de courbure de l’'etlipsoïde 
admet bien comme tangentes doubles les normales de l'ellipsoïde ; 
mais elle admet aussi d’autres tangentes doubles qui ne font pas 
partic de la congruence des normales. 

Soit (4) une droite quelconque de la congruence, touchant en 
M la première nappe et en M'la seconde nappe de la surface fo- 
cale (F). Soient (P), (P') les plans tangents en M et M' à (F). Si 
l’on veut assembler les droites de la congruence de telle manière 
qu'elles aient une enveloppe, c’est-à-dire qu'elles engendrent une 
surface développable, les arêtes de rebroussement de toutes les 
développables ainsi obtenues devront, d’après les propositions gé- 
nérales établies précédemment, se trouver sur l’une ou l'autre des 
nappes de (F). Il suit de là que la droite («) fera partie de deux 
développables seulement, l'une ayant son aréte de rebroussement 
sur la première nappe et tangente en M à la droite (4), l'autre 
ayant son arête de rebroussement sur la seconde nappe el tangentce 
à (d) en M. La détermination de ces deux séries de développables 
exigera d’ailleurs l'intégration de déux équations différentielles 
du premier ordre et du premicr degré ou, ce qui revient au mème, 
celle d’une équation du prémicr ordre et du second dégré. - 

Toutes les surfaces réglées engendrées par des droites de la con- 
gruence ct contenant la droite (4) seront tangentes les unes aux 
autres aux deux points focaux M et M’. Il faut cependant faire une 
remarque particulière relativement aux deux développables. qui 
admettent (d) pour génératrice. Celle, par exemple, qui a son arête 
de rebroussement passant en M et située sur la première nappe de 
la surface focale, admet en M’, et par conséquent en tous les 
autres points de (4), le plan tangent en M' à seconde nappe de la 
surface focale. Ce plan n’est pas, il est vrai, tangent en M à la pre- 
mière nappe; mais celle exception au théorème général, qui se
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présenterait aussi pour les congrucnces les plus générales, dispa- 
rail si l’on remarque que l’arête de rebroussement d’une surface 
développable est une ligne multiple en tous les points de laquelle 
le plan tangent doit être regardé comme indétcrminé. 

319. Désignons par les lettres (CG), (C') les arêtes de rebrous- 
sement, siluées respectivement sur Ja première et la seconde 
nappe, des deux séries de développables que nous venons de dé- 
finir. Les premières développables, ayant pour arêtes de rebrous- 
sement les courbes (C), touchent la seconde nappe suivant des 
courbes (D'). Les secondes, ayant pour arêtes de rebroussement 
les courbes (C'), touchent de même la première nappe suivant des 
courbes (D). Il y a une relation géométrique à peu près évidente, 
mais Lrès essentielle, entre les deux familles de courbes tracées 
sur la même nappe (C) et (D) ou (C') et (D'}. Les langentes aux 
différentes courbes (C) aux points. où ces courbes rencontrent une 
même courbe (D) engendrent, par hypothèse, une surface déve- 
loppable ayant son arête de rchroussement sur Ja seconde nappe. 
Donc les courbes (C) et (D) forment un système conjugué sur Ja 
première nappe; et, de même, les courbes (C') et (D') forment 
un système conjugué sur la seconde nappe. Ainsi : 

Sur chaque nappe de la surface focale, les courbes corres- 
pondantes aux deux séries de développables forment un sys- 
lème conjugué. Les unes sont les arêtes de rebroussement de 
l’une des deux familles de développables; les autres sont les courbes de contact des développables de l’autre série. 

320. L'étude détaillée des relations précédentes est très féconde €n conséquences et elle permet de résoudre différentes questions. Proposons-nous, par exemple, le problème suivant : 

On considère sur une surface (S) une famille de courbes (C). Les tangentes à ces courbes forment une congruence dans laquelle on connatt déjà une des deux familles de dévelop- pables, celles qui sont engendrées par les langentes aux diverses courbes (C). On propose de définir les développables de l'autre famille. 
|
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Il est clair, d'après ce qui précède, qu'il faudra associer aux 
courbes (C) leurs conjuguées (D) sur (Y). Les tangentes aux . 
courbes (C) en tous les points d’une courbe (D) engendreront les 
développables de la seconde famille. La détermination de ces dé- 
veloppables exigera l'intégration d’une équation du premier ordre 
et du premier degré, celle des courbes (D). 

La construction précédente montre immédiatement que, si les 
courbes (C) sont des lignes asymptotiques, ct seulement dans ce 
cas, elles coïncident avec les courbes (D). Ainsi les congruences 
dans lesquelles les deux points focaux sont constamment con- 
fondus, les deux nappes de la surface focale se réduisant à une 
seule (£), sont formées de l’un des deux systèmes de tangentes 
asymptotiques de (£). Ce résultat est en parfait accord avec celui 
qui a été démontré au n° 316. : - 

321. Les propositions précédentes subissent des modilications 
qu'il est aisé de prévoir dans le cas où l’une ou l’autre des deux 
nappes de la surface focale se réduit à une courbe. Alors les dé- 
veloppables qui avaient leur arète de rebroussement sur cette 
nappe se réduisent aux cônes engendrés par les droites de la con- 
gruence qui coupent en un même point la courbe à laquelle se 
réduit la nappe considérée. 

Proposons-nous de déterminer, dans ce cas spécial, la seconde 
famille de développables de la congruence. Donnons-nous les 
équations de la courbe focale sous la forme 

eo f(s) y =eG); 

les équations qui déterminent une droite de la congruence seront 
de la forme 

X—z=)(Z--3:), Y—y=u(Z— 3), 

X, Ÿ, Z étant les coordonnées variables et a une fonction de à et 
de 3 déterminée par la définition de la congruence. Pour obtenir 
les développables, nous exprimerons que la droite représentée par 
les équations précédentes est rencontrée par une droite infiniment 
voisine de la congruence; c’est-à-dire que nous associcrons aux
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deux équations précédentes les suivantes 

dr + d\(Z—:)—)d5=0, 
dy + du(Z — 5) — nds = 0, 

que l’on obtient en faisant varier infiniment peu et 3. Si nous 
éliminons Z— 5, nous obtiendrons l'équation différentielle 

(dz—}ds)dn (dy — x ds) dh = 0, 

dont l'intégration fera connaître les développables de la con- 
gruence. On aperçoit immédiatement une première solution 

dx = dy = dz =; 

elle correspond au cône formé par toutes les droites de la con- 
grucnce qui passent au même point de la courbe focale. Si nous 
écartons cette solution évidente, et déjà signalée, et si nous rem- 

dx du ss plaçons du par sa valeur 35 45 + x ds nous serons conduits à 
l'équation différentielle du premier degré 

  

  

98 
Go) .…. dÀ QT 

| 05 — # ” ' ou? Bey — (ie) SE 
dont l'intégration paraît impossible dans le cas général. 

Si l'on suppose que toutes les droites de la congrucnce qui Passent au même point de la courbe focale y forment un plan, la seconde nappe de la surface focale sera évidemment la dévelop- pable (A) enveloppe de ce plan. Dans ce cas, la relation entre L, À, 3 prendra la forme 
| ° u= A+ DB, 

À et B étant des fonctions de , et l'équation (10) se réduira à la suivante 
- D O—æ)(A RER) 

dd Ar+E-y ? 

qui est une équation de Riccati, Ainsi : 
, 

€ La détermination de toutes les courbes, tracées sur une dé- seloppable (A), dont les lanSentes vont rencontrer une courbe
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donnée quelconque (K), dépend de l ‘intégration d’une équation 
de Riccati. ‘ | 

Par conséquent, elle pourra être effectuée (n® 16 et 17) par 
3 — n quadratures, dès que l’on connaîtra x courbes particulières 
donnant une solution du problème. Le lecteur fera de lui-même 
l'application au cas où la développable (A) est l'enveloppe des 
plans normaux à la courbe (R). Les courbes cherchées deviennent 
alors les développées de (R); on peut d’ailleurs obtenir deux de 
ces courbes sans aucune intégration : ce sont les arêtes de re- 
broussement des deux nappes de la développable circonscrite à la 
courbe (R) et au cercle de l'infini. Par suite, les développées les 
plus générales peuvent se déterminer par une simple quadraiure, 
ce qui est conforme aux résullats du n° 12 [L p.18]. 

Si la courbe (R) est plane, son plan coupe (A) suivant une 
courbe plane dont les tangentes rencontrent (R); on connaîtra 
donc une solution du problème et, par suite, on oblicndra l’in- 
tégrale générale au moyen de deux quadratures. 

Si, la courbe (R) étant quelconque, la développable (A) est un 
cône de sommet À, on connaîtra aussi une solution particulière 
fournic par le cône de sommet À, contenant la courbe (R). Ainsi 
on peut déterminer au moyen de deux quadratures seulement les 
courbes, tracées sur un cône quelconque, dont les langentes vont 
rencontrer une courbe tout à fait arbitraire. 

L’équation (10) permet de reconnaître les cas dans lesquels les 
deux points focaux de chaque droite de la congrucnce sont con- 
fondus; pour qu’il en soit ainsi, il faut évidemment que l'équation 
se réduise à 

Ÿ ds = 0, 
c’est-à-dire que l’on ait 

u—y —(à—x) de = 0. 
En intégrant, on a 

… By = hQ >), 
h étant une fonction de 3. L'interprétation géométrique de ce ré- 
sullat conduit au théorème Suivant, compris d’ailleurs comme cas 
particulier dans celui qui a été établi au n° 317. | 

Les droites qui rencontrent une courbe (C) ec font partie
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d’une congruence n'ont leurs deux points focaux confondus 
que dans le cas où toutes celles qui passent en un point de (C) 
y engendrent un plan tangent à (C). 

322. Telles sont les propriétés les plus simples des systèmes 

de rayons rectilignes. On voit que, si un tel système est défini, il 
sera toujours possible d'obtenir par des calculs algébriques l’équa- 

tion de la surface focale; mais la détermination, des deux familles 

de développables dans lesquelles on peut distribuer toutes les 
droïtes exigera, en général, l'intégration de deux équations diffé- 

rentielles. L'intégration de ces équations différentielles entraînera 
la connaissance d’un système conjugué sur chacune des nappes 
de la surface focale. 

Réciproquement, toutes les fois que l’on connaîtra sur une sur- 

face (S) un système formé de deux familles de courbes conjuguées 
(C) et (D), on en déduira deux systèmes différents de rayons rec- : 

tilignes pour lesquels on connaîtra les deux séries de dévelop- 
pables. Considérons en effet les tangentes à toutes les courbes de 

l’une des familles, aux courbes (C) par exemple. Elles formeront 

une congruence pour laquelle les deux séries de développables 
seront connues : les unes seront formées par les tangentes en tous 

les points d’une même courbe (CG), les autres par les tangentes 

aux différentes courbes (C) aux points où elies sont coupées par 
une même courbe (D) de la seconde famille. De là résulte cette 
nouvelle propriété : 

Toutes les fois que l’on connaîtra un système conjugué sur 
une surface (È), on pourra obtenir une suite, en général illi- 
mitée, de surfaces sur lesquelles on connaîtra également un 
système conjugué. 

Conservons en effet les notations précédentes et.soient (C) et 
(D) les deux séries de courbes conjuguées tracées sur (©). Les 
tangentes aux courbes (C) forment une congruence dont la sur- 
face focale se compose de (£) et d'une autre surface (5) qui, en 
général, ne se réduit ni à une courbe ni à unc surface dévelop- 
pable. Aux courbes (C) et (D) de (©) correspondent des courbes 
(Di) et (C;) de (£,) formant sur cette surface un réseau conjugué;
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et les droites de la congruence considérée sont tangentes aux 
courbes (Gi). Construisons maintenant les tangentes aux courbes 
(D) de (Si); elles touchent en même temps que (5) une autre 
surface (£,) dont la relation à (Si) sera la même que celle de 5) 
à (£). On pourra continuer indéfiniment ces opérations tant que 
l'on ne parviendra pas à une surface qui dégénère en une courbe 
ou en une développable, et l'on obtiendra ainsi une suite de 
surfaces . 

Œ) EG) @), CG), 

que l’on pourra, en général, prolonger indéfiniment. 
Revenons maintenant à la surface (E). Si, au lieu des langentes 

aux courbes (C), on mène les tangentes aux courbes (D), en 
opérant comme nous venons de l'indiquer, on obtiendra une série 
de surfaces 

Sih (Sn) (EX), ETES 

qui ne se terminera pas, en général. Si l'on réunit les deux séries 
pour en former une suite unique 

….. (Se), X_,), (S), 5) (Æ), ….s 

chacune des surfaces obtenues se déduira de la suivante ou de la précédente par une construction uniforme, et l’on connaîtra sur 
chacune d’entre elles un système conjugué correspondant au 
système primitif de (E). 

Ainsi, toutes les fois que l’on aura intégré les équations diffé- rentielles qui déterminent les développables formées avec les droites d’une congruence donnée, la méthode précédente fournira unc séric de congruences nouvelles dont les développables se dé- termineront sans nouvelle intégration. Ajoutons même que, pour définir toutes ces congrucnces, il ne sera nullement nécessaire d’avoir trouvé les développables de la première. Car, si M désigne un point quelconque de la surface (©) ct M£ la droite de la con- gruence tangente en M à (£), on peut toujours construire la tan- gente conjuguée de cette droite et définir, par conséquent, la con- gruence’nouvelle qui doit succéder à la précédente. 

323. Nous allons chercher la traduction analytique des opéra- uons géométriques qui précèdent. Pour cela nous emploierons D.— II. 
2. 

       
CENT 44 X 

UN, ERSITARX 
y. «\ 
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les coordonnées homogènes; nous désignerons par æ#, y, 5, tles 
coordonnées d’un point quelconque de (£) et nous prendrons 
pour variables indépendantes les paramètres p, p, des deux 
familles de courbes conjuguées (C) et (D). Nous savons (n° 98), 
[L, p. 122] que x, y, 5, t sont quatre solutions particulières 
d’une équation linéaire de la forme 

020 où on 
(Gi) Don 7 gg +00: 

Considérons la congruence formée par les langentes aux courbes 
(GC); ces tangentes à (5) vont toucher une autre surface (Si) qu'il 
s’agit de définir analytiquement. Pour cela nous prendrons un 
point quelconque M(x, y, 3, t) sur (Z). Il passe en ce point une 
courbe (C); on définira un point quelconque P de la droite M4 
tangente en M à cette courbe par les formules 

- 2% 6 _ d à. ds _s,, d. 
(12) X=he+ Ye + Las Taht+s 

où } désigne une arbitraire dont la variation donnerait tous les 
points de cette tangente. Pour déterminer }, il faut exprimer que 
le point P décrit une courbe tangente à la droite M4 sur laquelle il 
se trouve, quand le point M se déplace sur la courbe (D), c'est- 
à-dire lorsque le paramètre p varie seul. Cette condition se traduit 
par des équations telles que les suivantes 

ox dr aY dy , (3) D —PT+ QE D PP +q5 3. ") P 

“où p et g sont des indéterminées pouvant recevoir des valeurs 
quelconques. Considérons seulement l'équation relative à X et 

oX te 0 : remplaçons-y 95 Par sa valeur tirée de la première équation (12): 
nous aurons ° V 

où dr 2? dr 
+ —— TPEFIT 

æT 

Fos 0 po 
x . ., pe Do 4 valeur tirée de l'équation (11),   

ou, en substituant à 

ax . dx dx 
fs op)+ 0e (+g) ee. 

Cette équation doit subsister quand on y remplace + par y, 3,
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telle doit donc être vérifiée identiquement {n° 99), ce qui donne 

Les formules (12) et (13) se transforment donc dans les sui- 
vantes 

. 0. (14) X= D +ar, ... 

_ oX da dr 
(15) œ (x —e)r-05, ct 

où tout est connu et qui définissent complètement la nouvelle 
surface (5). Pour obtenir (5), il suffirait d'échanger les deux 
variables o et 04. 

32%. Supposons, par exemple, que les coordonnées x, y, 3, 4 
soient données par les formules 

[TAG a) ar, 
J = B(p— b}n(pi— Byr, 
3= C(i— c)(5i— cr, 
L = D(s _ dyn(o; … dyr, 

G6) 

où &, D, c, d désignent maintenant des Constantes quelconques, 
et qui ont été déjà employées au n° 119 [Lp.142];x, y,5,1 sont des solutions particulières de l'équation aux dérivées partielles 

Ge 20,0 20 
Ë Fran D MT = 0e 

Pour définir la surface dérivée, on emploicra les formules (14) 
qui nous donnent ici 

. _:  n(p—a) | Y — n(2 —0b) 
GG Ge 5 

On peut multiplier les quatre coordonnées homogènes par le 
facteur ? — cc qui conduit aux formules définitives 

  

: = A(P—a}n+t (pi — a}, 

QD Y=B(o—0pm+t(o— pjrs, 
EEE
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Ce sont les équations primitives dans lesquelles 7», x sont rem- 
placés respectivement par m1, » —1. En poursuivant l’appli- 

cation de la more on obtiendra pour la surface (X:;) le système 

= A(p _ an+i (21 _ a}r-i, 

. LE Vs = — Bo — bjr (ps — bjr-i, 

G8) Zi = O(e — c}n+i (pi _ c)t-i, 

— D(? _—_ dya+i (ER _ d)r-i, 

qui convient; on s’en assure aisément, à toutes les valeurs entières, 

tant positives que négatives, de £. La suite obtenue scra illimitée 
dans les deux sens toutes les fois que les nombres » et x ne 
seront pas entiers. Mais si 2, par exemple, était entier et positif, 
la surface (3,) se réduirait à une courbe, et l'application de la mé- 

thode serait arrêtée à partir de (5). 

325. Revenons aux formules générales (14) et (15); les coor-. 
données +, y, 5, t d’un point de la surface primitive (5) sont des 

solutions particulières de l'équation (11): cherchons l’équation de 

même forme à laquelle satisfont les coordonnées X, Y, Z, T d’un 

point de Ja surface (£,). La formule (14) nous montre qu'il faudra 
. faire la substitution 

- S = 0 + —. G9) a+ 

dl (ao+i)+o + (eo )0 = ot 
dp d:; CE d: 

on a donc . 

ds da. où 
— ={ 7 — G— h—— (20) | 9 (> c) 5 Dr 

et cette formule est d’ailleurs identique à l'équation (15) que nous 

aurions pu poser a priori. Pour obtenir l'équation à laquelle 
satisfait 6, il faudra éliminer 0 entre les équations (19) et (20). 

Supposons d’abord que la quantité 

(21) | h= + ab—e ee 
\ i 

soit-nulle : alors il sera impossible de résoudre les équations (19)
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et (20) par rapport à 0 et à 2; mais, si on les ajoute, après avoir Par rapp rÉ : Joutc, ar 
multiplié la première par b, on aura 

os 
— +bs—=o. 
%œ . 

La solution générale de cette équation du premier ordre est de 
la forme 

e-fhde o(s1), 

2 désignant une fonction arbitraire de 81. Comme X, Y,Z,T sont 
des valeurs particulières de o, on voit que les rapports mutuels de 
ces quantités seront dés fonctions de p15 et, par suite, la surface (5) 
se réduira à une courbe. 

Supposons maintenant que la fonction 4 ne soit pas nulle. Des 
équations (19) et (20) on pourra déduire les valeurs de ÿ, 7, : 

ri qui seront | . 

DE (22) Mabsti 
| 

0 da ds 

(23) Ce )-« 

où 

dpi 
celle que l’on obtient par la différentiation de la première, on q P I ; 
trouvera pour c l'équation | 

en égalant la valeur de fournie par la seconde formule à 

da , 0logh\ os 

Laon + FT on / 
p% d& | db pobEh). 

+ Je + (e FA da da = 

  

(24) 
  

Telle est l’équation à laquelle satisferont les coordonnées X, Y, 
Z, T d'un point quelconque de (5, ). 

Nous sommes ainsi conduits, par une voie purement géomé- 
trique, à une méthode de transformation des équalions linéaires 
aux dérivées partielles. Cette méthode, très importante, est duc à 
Laplace qui l’a développée dans les Hémoires de l’Académie des
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Sciences pour 1773 (‘). Comme elle joue un rôle fondamental 
dans l'étude d’un grand nombre de questions géométriques, nous 
allons l’exposer, dans le Chapitre suivant, avec tous les dévelop- 
pements qu'elle comporte. . 

  

.. () Recherches sur le Calcul intégral aux différences partielles, par M. DE 
LA PLace. Mémoires de Mathématique et de Physique de l’Académie des 
Sciences pour 1773, p. 341-403. Imprimé en 1957.
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CHAPITRE IL 
LA MÉTHODE DE LAPLACE. 

Les deux cas d’intégrabilité immédiate. — Définition des invariants X ct k; Icurs propriétés. — Formes réduites. — Équations à invariants égaux. — Méthode de Laplace; première substitution, les invariants de l'équation transformée; deuxième substitution. — Définition de la suite de Laplace, expression de : en fonction de 5. — Suites périodiques. — Forme générale de la valeur de: lorsqu'une des équations de la suite a un de ses invariants nul et peut être intégrée. — Proposition réciproque. — Détermination de toutes les équations pour lesquelles la suite de Laplace cest limitée d’un seul côté. — Recherche des équations pour lesquelles la suite se termine dans les deux sens. — Pre- mière solution; théorëme fondamental, — Deuxième solution; vérification di- recte du résultat. — Étude des expressions auxquelles on est conduit, — Rappel des recherches de M. Moutard. 
: 

  

326. Considérons l’équation linéaire aux dérivées partielles 

a) UE La LE no ay gt bg res=0 
où &, b, c désignent des fonctions quelconques de x et de y; elle 
peut être mise sous l’unc ou l’autre des deux formes suivantes : 

. 9 fs. y. da 0. | LE 2 ST + CT #0; 

() 2 (05 Ne ds 0. 
Lg (ax 05 rai + (es Fe 

Introduisons les deux fonctions L et 4 définies par les relations 

‘ da EE 
| h=+ab—e, 

G) : , 

ob 
| k y tbe. 

_ Sik est nulle, la première ‘des équations (2) peut se mettre
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sous la forme 

d 
(ras) +0(H+as) 20 

et, par suite, la détermination complète de toutes les intégrales 
de l’équation (1) se ramène à l'intégration successive des deux 
équations du premier ordre 

54 

d5 
Jr + bs: = 0, 

(5) | ds Le. 
dy % — + 

intégration qui n ’exige que des quadratures. 

De même, si k est nulle, la seconde des équations (2) prend la 
forme 

d /dz dz 
SE +) +a(5 +0) = 0, 

et l’on pourra remplacer l'équation proposée par le système 
suivant 

03 +a3=0, À y 1 — 0; 

(5) | dz 
—_ bz =: - 
or 03 TD ‘ 

tout à fait semblable au système (4). 

321. Supposons maintenant que h'et Æ ne soient pas nulles : 
nous allons montrer que ces fonctions jouissent de propriétés d’in- 
variance, qui ont unc'grande importance dans l’étude de l° équation 
proposée ; nous envisagerons successivement les substitutions 

3 = Às'; 

T=g(r) y=v(y); 
T=Y, J=z"; 

qui ne changent évidemment pas la forme de l'équation proposée. 
Faisons d’abord 

: 

cas (6) ‘ ‘ 3=)3 | . } 

.} étant une fonction quelconque de x et de Y- L'équation en.
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sera 

d?2' + a+ 208 dx’ ba dlomÀ 
() 0x dy dy 9x (9+ dr ne 

7 

  

+(e+a°08 . g 2 lo “1 d?à ) u 
dr, dy Trad) 

On calcule sans difficulté les nouvelles valeurs des fonctions 
et À : on trouve ainsi que. ces fonctions n'ont pas.changé. TL IrOUPE at fonctions nr 0! 

Effectuons maintenant la substitution 

r=o(z) y =t(r). 

L’équation (1) deviendra 

ds ve ’ ' CE nt ARR 1e — rar + YU) me + VE) eg) Y(y)e no. 

Les nouvelles valeurs Ah , k’ de Let de Æ seront 

[= kg()# Oo") 8 E® LE hear) Y Or). 
Enfin la substitution 

' 
G T=Y, y=r 

échangera les valeurs de A et de /.. 
Toutes ces propriétés justifient le nom d’ invariants que nous 

Le — ne) donnerons à A et /. 

328. Lorsqu’ on remplace: par hs, on a, nous l'avons vu, une 
équation de même forme : 

ds ME g 
y * a + D +és=o, 

47 où a’, D’, c' ont les valeurs suivantes : 

, dlogx 
A+ ——<—;, 

dy 
9 log À 

dr ? 

= 6 + a 2108 À pologn I D 
dr dy ‘X0 

  (9) j#=b+ 

  

et qui admet encore les invariants 4 et 4. On pourra toujours.
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déterminer la’ fonction }, de telle manière que l’on ait 

(10) a'b'—c'—0. 

En effet, en remplaçänt a’, b’, c! par leurs valeurs, nous obtien- 
drons l’équation ! 

9? log À (rr) dy = abc, 

qui fera connaître log par une double quadrature. Nous appelle- 
rons équations réduites toutes celles dans lesquelles la rela- 
tion (10) sera satisfaite. 11 y a une infinité de formes réduites 
correspondantes à une équation donnée. Pour supprimer cet 
inconvénient, nous conviendrons de faire la quadrature double 
indiquée par la formule (11) de telle manière que a! s’annule 
pour æ— x, quel que soit y, que B! s'annule pour y = 7, 
quel que soit +. Ces conditions détermineront parfaitement les. 
deux fonctions arbitraires introduites par l'intégration de l’équa- 
tion (11). | | 

La forme réduite ainsi définie peut se calculer exclusivement 
au moyen des invariants; car on a, par suite des expressions de 
et de , | 

a'b'= 0, 

da’ ob! Le 
- Je = =} 

.el, par conséquent, 

Tr Y . 

(12) «= [ hd, = f kdy,  c'=«b. 
ro Yo 

Il suit de là que deux équations linéaires ayant les mêmes 
iñvariants peuvent toujours se ramener l’une à l’autre par la 
substitution 

# , 
3= À: 

  

: : . , . dlogÀ Les formules d'identification (9) donneront d’ailleurs TE 
dlomx , : en 37 Cl Par conséquent, À sera déterminé à un facteur constant 

> 

y 
près. 

F 

329. On pcut encore adopter d'autres formes réduites pour 
l’équation proposée. Les formules (9) montrent immédiatement
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que l’on pourra, par exemple, disposer de } de telle manière que 

a” s’annule identiquement et que D’ s’annule pour y = y,. Alors 
on aura 

Li = rate! # 

dr 

k = 22 + a'b'— ce 0e 
dy : 

et, par suite, 
. > 

=, = f (&—h)dy, «0. 
Yo 

La forme réduite serait donc 

(13) PS ET Lo ndyl EL pse0 l 02 0ÿ [ AN } y % — LS = 0, 

Il est clair que l’on pourrait, par l'échange de x et de y, obtenir 
la forme analogue | 

(14) As x) ar po ° dxoy ‘ |, si ox ? 

s ds’ . : | . . où le terme en JF? disparu. On reconnait ainsi que, dans le cas 

où les invariants sont égaux et dans ce cas seulement, on peut 
, ramener l’équation proposée à la forme 

d?5 

0x dy 

he
 

= À. 

330. Après ces remarques et ces définitions préliminaires, nous. 
allons exposer la méthode de Laplace. 

Supposons que les invariants Æ et 4 ne soient pas nuls. Nous 
pourrons substituer à l’équation proposée (1) deux équations de 
même forme dont l'intégration entraînera celle de l'équation (1). 

Faisons d’abord la substitution définie par la formule 

- ds 
(3) AE TT 

L’équation proposée pourra s'écrire 

ds 
hs. 

dx ! 
(6) + Ds:
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L'élimination de 3 entre ces deux équations conduit, nous 
l'avons vu, à l'équation nouvelle | 

ds ds: , ds: , _ 
(13) Hd Mr UT +40, 

où l’on a | 

dlogh da db ,0logh 
(18) A=aA— dy bi = b, AS Ty D 

Les nouvelles valeurs des invariants seront 

dlogA 

dx dr É 
| = 2h —k— 

19} 

( ki = 2. 

Elles s'expriment, comme il fallait s’y attendre, uniquement en 
fonction des invariants de l'équation donnée. 

Effectuons de même la substitution 

95 (20) 31 TE bz; 

nous aurons 

ds 
(21) Hs = TT us, | dy . 

et nous serons conduits pour z_, à l'équation 

23 234 d3-; 

Ca) Jr 

âvec les valeurs suivantes des coefficients 

5, d log db da dlogk (23) A1, bib, HR or dr 

Les valeurs correspondantes des invariants seront 

° ( h.; =, 

d*logk 

dry 
  léi=ek-n— 

Ainsi, par les deux substitutions indiquées, on déduit de l’équa- 
tion proposée, que nous désignerons par la lettre (E), deux équa- 
tions nouvelles (E)et(E_i). On peut évidemment appliquer la
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même méthode à ces deux équations; mais il importe de remar- 
quer qu'elle ne donnera pas deux équations nouvelles pour cha- 
cune d'elles. La formule (2 1), mise sous Ja forme 

d3-; 
ki = Ta 5 = —13-1 d 3 

Les 

nous montre que la première des deux substitutions appliquée à 
l'équation (E_,) nous ramèncrait à équation proposée dans 

laquelle < scrait remplacée par 5 et la formule (16) montre de 
même que la deuxième substitution, appliquée à (E,), nous ra- 
mènerait à l'équation proposée dans laquelle 3 serait remplacée 

par z- 

Si donc on regarde comme équivalentes deux équations qui 
se ramènent l’une à l’autre par le changement de 3 en À3 et qui 
ont, par conséquent, la même réduite et les mêmes invariants, on 
voit que les substitutions de Laplace appliquées successivement 
nous donneront seulement une suite linéaire d'équations 

“….s (LE), (E_:), (E), (Er), (E2), .….. 

âindices positifs et négatifs, dans laquelle chaque équation (E;)se - 
déduira de l'équation (E:) par la première substitution et de 
l'équation (E;,,) par la deuxième. Si l’on remplace partout, pour 
éviter toute confusion, les variables x ety par p ct ps, et si l’on se 
reporte à l'interprétation géométrique de la méthode de Laplace 
donnée au Chapitre précédent, on reconnaîtra que, (E) étant 
l'équation relative au système conjugué tracé sur la surface (=). 
(Li) sera l'équation relative au système conjugué tracé sur la sur- 
face (S;). 

331. Les invariants des équations (E:) se déduisent les uns des 
autres par l’emploi répété des formules (19) et (24). On trouve 
ainsi 

0? log A 
| lix = 2h ki — drdy > : (25) 
hu = 

Ces formules peuvent être résolues par rapport à h; et k;; et
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elles donnent 

hi = kiri, 

(26) d log k;ss 
ki = 2 ke — hrs — Toxdy Le 

On pourra d’ailleurs attribuer à l'indice £ toutes les valeurs : 

entières, positives ou négatives; on relrouve, par exemple, les 

formules (19) et (24) en faisant ê=o et i——1. On pourrait 

aussi, au lieu de considérer deux séries de quantités k; et k;, 

introduire seulement les quantités L;: On aurait alors une suite de 

quantités 

, ls, ki, k, hi, ls, …. 

‘se déduisant les unes des autres par la formule de récurrence 

° 02 los A; 
(27) lis + his = 2h; — ae   

et les invariants de l'équation (E5) seraient A; et L;_,. L'équation 
(E) fournira donc les deux termes consécutifs À et L_,; et la 
relation précédente permettra de calculer les autres de proche en 

proche. 
Il est difficile d'obtenir directement l’expression de k; en 

fonction de 4 et de _,. On peut signaler cependant la relation 

dloghhi;...h; 
(28) - hum hi+h-k- dr 0j : 

qui s’obtient par la combinaison linéaire des équations (25). 

Les formules relatives à la substitution par laquelle on passe de 
l'équation (E;) à l'équation (E) peuvent être écrites sous une 
forme où ne figurent plus que les invariants des équations inter- 
médiaires. Si l’on se reporte, en effet, aux équations (18), on 
reconnaît que le coefficient d de l'équation linéaire demeure tou- 

jours le même si l'on applique indéfiniment la première substitu- 
tion. La formule (16) donnera donc, en général, 

03; 
dx + dbz; = = ls 1 St 

ou T7 

‘ .. efbde = —" ! sefbaz, 
i— TT 

hi 5
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L'application répétée de cette formule conduit à la suivante 

se fodel 0 1 0 dd. foaz (29) se hk 0x l, 0x hi a (re » 

qui détermine 3 en fonction de 3; et de ses dérivées par rapport à æ prises jusqu’à l'ordre £. En opérant de même avec la formule (15), 
on obtiendra l'équation 

= efeuy pe 1 0 1 9 fauy . 
(30) z=e his D D "x AL ) 

qui fait connaître 5; en fonction de z. 
Il existe, évidemment, des formules analogues relatives à la 

e] 1 
© deuxième substitution; il suffira d’ailleurs, pour les obtenir, d'échanger, dans les formules précédentes, tout ce qui se rapporte aux variables x et y. 

332. On peut se Proposer un grand nombre de questions dif- férentes au sujet de la suite d'équations linéaires fournie par la méthode de Laplace. Examinons, par exemple, les cas les plus simples dans lesquels la suite sera périodique. Si l’on veut que toutes les équations de la suite soient identiques, il suffira que . l’équation (E,) soit identique à (E), c'est-à-dire que l’on ait 
=, | Hé 

Les formules (19) nous donneront alors 

k=R, 2 = 0, k= XY. 
T 

En adoptant pour nouvelles variables +, y des fonctions con- 
venablement choisies de x et de J', On pourra réduire la valeur de k à l'unité (n° 327). L'équation (E) aura donc pour forme réduite 
(n° 329): 

d?s 

dx dy 
= S. 

On reconnaît, en effet, immédiatement que la méthode de La- 
place transforme cette équation en elle-même. 

Si l’on veut que les équations (Es) se reproduisent de deux en 
deux, il suffira que l’équation (E2) soit identique à l'équation. (E),
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c’est-à-dire que l’on ait 

Ro = k, Ra=k. 

On est ainsi conduit au système 

  

  

| dlogk | 
2k —92h— Jo — 0, 

nn dlogk 
2h — 2% — dx dy = 0, 

qui doit déterminer X et Æ. En ajoutant les deux équations, on 
trouve ‘ 

POSE Le pee x. 
L ox dy : 
  

Ici encore, en remplaçant les variables +, y par des fonctions 

nouvelles de ces variables, on peut ramener la relation précédente 

à la forme - 
hk = 1; 

tout se réduira donc à l'intégration de l'équation 

d°lork I 

roy 7 2 (4 = ÿ) 

que nous rencontrerons plus tard dans la théorie des surfaces à 
courbure constante et dans l'étude d’autres questions de Géo- 

métrie. Si l’on pose | 

h = eo, 

elle prend la forme | | 

(31) À (60 — 6-0) 

333. Nous laisserons de côté, pour le moment, l'étude de cette 
équation et l'examen des questions analogues que l’on peut se pro- 
poser relativement à la suite de Laplace, pour nous attacher sur- 

tout au problème le plus important, et rechercher dans quel cas la 

méthode de Laplace peut donner l'intégrale générale de l'équation 
linéaire proposée. Cette méthode ramène l'intégration de l’équa- 

tion proposée à celle de l’une quelconque des équations (E;); il 

suffira donc que l’on sache intégrer l’une de ces équations. C’est 

ce qui aura lieu, en particulier, si l’un des deux invariants h; où
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fi; est nul : il importe seulement de bien définir les conditions 
dans lesquelles la méthode réussira. : 

Supposons d’abord qu'après avoir appliqué une ou plusieurs fois la première substitution, on rencontre unc équation (E;) d'indice positif pour laquelle un des invariants soit nul; ce ne. pourra être que l’invariant 4; puisque l'invariant X; de cette équation ‘est égal, d’après les formules (25), à linvariant L;., de l'équation précédente (Eis), qui, par hypothèse, n’est pas nul. 
Écrivons donc 

li; = 0. 

L'application de la méthode de Laplace sera alors arrètée, et il 
sera impossible de former l'équation (Ep); mais l'équation (Ei) 
pourra, nous l'avons vu au n° 396, se mettre sous la forme 

d d3; Las; Lb, d3; LS; LS de 27 © isi] + 0; 07 7 Hi = O,. 

et clle admettra l'intégrale première 

d5; fé: 
= += Ye Jésdz 
0y 

Y désignant une fonction quelconque de y. Une nouvelle inté- 
gration donnera la valeur générale de 3i Qui sera 

(32) ° = etats (x + frere), 

Cette solution est de la forme 

(33) a=a(s+ fvea), 

z et $ étant des fonctions déterminées de + et de J'3 X et Y dé- signent les fonctions arbitraires, qui dépendent respectivement de la seule variable + et de la seule variable F- 
De la valeur de 5; on passera à celle de <. Nous avons vu plus haut (n° 331) que s scra une fonction linéaire ct homogène de z; et de ses dérivées par rapport à x jusqu’à l'ordre £. La forme 

D. — If. 
3
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générale de la valeur de 3 sera donc la suivante sc 

[s=a(x+ fvsar) 
(35) 

a , 03 au , 03 | +A(s + fs dy) ++ A (st +f* md), 

À, À1,..., À; désignant des fonctions déterminées de x et de 7 
On voit que la fonction arbitraire Ÿ sera engagéc en général sous 
plusieurs signes d'intégration. Si l’on annule cette fonction, on 
obtiendra la solution 

(35) : 3=AX-+ AIX"... AXE, 

qui.est moins générale, mais où la fonction arbitraire X est dé- 
gagée de tout signe d'intégration. 

334. Réciproquement, toutes les fois que l'équation linéaire 
proposée admettra une solution particulière de la forme précé- 
dente, l'application répétée de la méthode de Laplace conduira 
certainement, après des opérations en nombre au plus égal à £, à 
une équation linéaire dont l’invariant L sera nul. Pour démontrer 
ce point essentiel, remarquons que, si l’on substitue une expres- 

sion de s de la forme (35) dans l'équation proposée, elle prend la 
forme | 

HX ++... + si XD 2 0, 

Si l'équation doit être vérifiée, comme nous le supposons, 
quelle que soit la fonction arbitraire X, il faudra que H, H,, ..., 
H;,, soient nuls. En éffet, si ces expressions n'étaient pas toutes 
nulles, il suffirait d'attribuer à à y une valeur arbitraire dans l’équa- 
tion précédente, pour obtenir une relation linéaire entre la fonc- 
tion X et ses dérivées : cette fonction ne pourrait donc être choisie 
arbitrairement, ce qui est contraire à l’ hypothèse. 

On calcule aisément les valeurs de H;,, et de I,. On a 

dA; 
Hi4i = pra + aA;, - e' 

CAN 0? A; dAÀ dA; Hy= Et La; Ai OM Ai en, i dy + ai; + De dy x dy AT + + cÂ.
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On voit donc que la fonction A; devra satisfaire à l'équation 

(36) : D'rase \ 

En outre, si l’on égale à zéro la valeur de I; en y remplaçant DAY ° , . 5 2 par sa valeur tirée de l'équation précédente, on trouve dy 
7 

JA; (37) y + GA = LA. 

Ces points étant établis, appliquons la première substitution, 
définie par la formule (15). On aura 

d5 
= —+<as 
19 

et, en vertu de la relation (36), la valeur de 5, ne contiendra plus 
; ? I les dérivées de X que jusqu’à l’ordre i— ; au plus. D'ailleurs, d’après la formule (37), le coefficient de XU-1 sera — /, A. Il ne sera donc nul que dans le cas où l'invariant X le sera. 

© Par conséquent, l'application répétée de la substitution nous { ? P . conduira à une équation (E;), d'indice 7 inférieur à £, pour la- quelle l’invariant 2 sera nul; ou bien nous finirons par obtenir l'équation (E;) admettant une solution de la forme 

Si = AX. 

La substitution directe montre alors que, pour cette équation aussi, l’invariant X est nul. Donc, dans tous les cas, au bout dei opérations au plus, la méthode de Laplace conduira à une équation intégrable. | | 

335, En rapprochant les résultats précédents, on peut parvenir à une proposilion précise; mais il faut que nous présentions au- paravant quelques remarques sur les expressions de la forme 

Ü = AX + AiX +... A/XO, 

qui contiennent une fonction arbitraire et ses dérivées jusqu’à un ordre déterminé. 
Il est évident qu’il est toujours possible de remplacer de telles



36 . LIVRE IV.— CHAP. IL. 

expressions par d’autres qui contiennent les dérivées jusqu’à un 
ordre plus élevé. 

Substituons, en effet, à X une expression telle que la suivante 

aX, + EX + + À XPH, 

où &, B,..., } désignent des fonctions données de x et X, une 

fonction arbitraire nouvelle. La fonction U sous sa nouvelle forme 

conticndra les dérivées de X, jusqu’à l’ordre £ + uw. Réciproque- 

ment, il pourra se faire que le nombre des dérivées puisse être 

diminué dans U par un choix convenable de la fonction arbitraire. 
Par exemple, la fonction 

A(X + X')+ B(X'+ X") 

peut être ramenée à une forme plus simple, si l’on pose 

X+X'= X:. 

Nous dirons dans la suite que la fonction U est de rang it: 
par rapport à x, lorsque l’ordre de la plus haute dérivée de X 
qu'elle contient est £ et lorsqu'il sera inipossible de l’amencr à 

une forme dans laquelle figureraient un nombre moindre de dé- 

rivées de la fonction arbitraire. Nous ne chercherons pas à indi- 

quer ici comment on reconnaît, d’une manière générale, si une 

fonction U est écrile sous sa forme la plus simple. Cette question, 

qu'il est aisé de résoudre, ne se présentera pas dans la théorie 
qui nous occupe. ‘ 

Nous avons vu que, si l'équation (E;) est la première pour la- 

quelle linvariant L devienne nul, il existera une solution de 

l'équation proposée contenant une fonction arbitraire de X et ses 

dérivées jusqu’à l’ordre £. Je dis que cette solution est irréduc- 

lible quant au nombre des dérivées et que son rang est bien 
ê+ 1. En d’autres termes, il sera impossible de l’exprimer, ou 

même de trouver toute autre solution de l'équation, sous une 

autre forme contenant une fonction arbitraire de x et ses dérivées 
jusqu’à l'ordre ë— p. En effet, si cela était possible, il y aurait, 
en vertu de la réciproque déjà établie, une équation (E;) d'ordre 
au plus égal à 2— 1 et, par conséquent, cértainement inférieur à 
ë pour laquelle l’invariant A serait nul; ce qui est contraire à l’hy- 
pothèse.
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Il résulte de là évidemment que, lorsque la première équation 

pour laquelle linvariant A s’annule est (Li), toute équation 
(Es-4) d'indice positif ou négatif admettra une solution de 
rang k +x par rapport à x. 

Les résultats précédents s'appliquent sans modification lors- 
qu'on emploie la deuxième substitution; le mode de formation 
des équations d'indice négalif (E_,), (E_+), ... se ramène en 
effet à celui des équations à indice positif par l'échange de x ct 
de y. On voit done que la suite des équations d'indice négatif 
cessera d’être illimitée et se terminera à une équation (E_;) pour 
laquelle l'invariant {sera nul toutes les fois que l'équation linéaire 
proposée admettra une intégrale particulière - 

3=BY+BiY+...+pB;Yv, 

de rang j +1 par rapport à 7, et vice versa. 

336. Les développements précédents permettent de former très 
aisément [es équations linéaires dont la méthode de Japlace peut 
fournir l'intégrale générale. Supposons, par exemple, que l’on 
veuille obtenir toutes les équations admettant une solution de 
rang £+1 par rapport à æ, c'est-à-dire pour lesquelles la suite 
des équations d'indice positif se termine à (E;). On choisira arbi- 
trairement a; et b;; l'équation 

da; 
hi = 7 + üubi—-a=o . 

déterminera ensuite c;. La valeur de l'intégrale générale sera 
donnée par la formule (32); les relations (26) feront ensuite 
connaître de proche en proche les invariants X et # des équations 
(Er); +, (E). D'après l'application répétée de deux des for- 
mules (18), on aura ‘ 

b= bi, ° 
(38) 0 

a = a; + > log(Ahs...h;1). 

La valeur connue de l’un des invariants X ou # permettra ensuite 
de calculer c. On aura, par exemple, 

(39) Æ = S + ab; —c.
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On pourra même obtenir, sous forme développée, la valeur gé- 
nérale de 3. Il suffira d'employer la formule (29), ce qui donnera 

; seul 0 1 0 1 OF, FX (40) sre k 0x hi 0x hi-1 dx 1 \+ 0 dy) |: 

Si on laisse de côté l'intégrale e-féidr qui représente le facteur 
arbitraire par lequel on peut multiplier z, cette formule ne con- 
tient que les invariants et la fonction 0 dont la valeur est 

(41) 0 — eftidz-faius 

et qui peut, elle-même, être regardée comme un invariant: car 
on à 

2 los : : 
9% log0 _ db: — dai =ki-h;= ki; 
0x dy dy ox 

L'application de la seconde formule (38) nous fournit encore 
la valeur suivante de 0 | 

(42) 0 = eJbdx-faay;,}, his, 

et celte relation permettra de calculer 0 quand l'équation sera 
donnée. Pour obtenir la partie de l'intégrale générale qui dépend 
de X, il suffira de remplacer Y par zéro. 

337. Il n’y a donc, on le voit, aucune difficulté à former l’en- 
semble des équations linéaires dont la méthode de Laplace fournit 
l'intégrale générale, après des opérations dont on peut fixer le 
nombre à l'avance. Proposons-nous maintenant de déterminer, 
parmi toutes ces équations, celles pour lesquelles Ja suite de 
Laplace se termine dans les deux sens et qui admettent, par con- 
séquent, une solution générale de la forme | 

3= AX + AIX +. + ANOEDY +. BY, 

entièrement débarrassée de tout signe d'intégration. 
L'expression précédente est de rang i+r par rapport à æ et 

de rang J+x par rapport à 7. La somme {+ j sera appelée le 
nombre caractéristique de l'équation. Il est aïsé de voir qu'ilne 
change pas quand on applique les substitutions de Laplace; car, si 

, lon passe de l'équation (£) à (Ex), par exemple, le nombre £ aura
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diminué de A unités, mais le nombre J aura augmenté de la même 
quantité (n° 335); la somme de ces deux nombres n'aura donc pas 
changé. D’après cela, si l’on considère l'équation (E;) de rang 4, 
pour laquelle l'invariant 2 est nul ct qui est de la forme 

d 35 3; . 2 (os + dis; ) + b:; 05: + &isi)=0, dx \oy dy 

tout se réduira à exprimer qu’elle admet une solution de rang 1 
Par rapport à x et de rang + j +1 par rapport à y. Posons, 
pour abréger, x = i+ j ct faisons la substitution 

Si = Defaidr, 
s 

l'équation se ramènera à Ja forme 

4 d 1 dû … 
(13) | | de ( ) = 0, 

x désignant une fonction de x et de y. En intégrant, on aura 

. 20 _ . . | 
(14) = +2), 0= faYidy+xX, 

‘ Yi désignant une fonction arbitraire de get À une fonction arbi- 
taire de x. La question à résoudre sera ramenéc à la suivante : 

# Æzxprimer que l'équation (44) admet une solution de la 
forme | 

(45) O=X+BY+B Ye ER BYU, 

où B, B,,...,B, sont des fonctions déterminées de x et de y 
et X, Ÿ des fonctions arbitraires de x et de > respectivement. 

En substituant l'expression précédente dans l'équation (44) et 
en donnant à æ une valeur numérique quelconque, on reconnaît 
immédiatement que les deux fonctions arbitraires Ÿ et Y, doivent 
être liées l’urie à l’autre par une relation de la forme 

(46) Yi AY + Ve + Ans X+, 

À du e.., bugs désignant des fonctions de y parfaitement déter- 
minées. Si l’on remplace 4 et Y, par leurs valeurs dans l'équation
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(44), on devra donc avoir 

(43 Se CBY BY DAY) = a OAV OV pi YUHD), 

et cela pour toutes les formes possibles de la fonction Y. Pour 
qu'il en soit ainsi, il faut évidemment que les coefficients de Y et 
des dérivées Y®? soient égaux dans les deux membres. En égalant 
ces cocfficients, on obtient ainsi le système 

A 

Fe = 3, 

9; Le = th 

(48) CS 
BB» | 
pr + Bi vu, 

B, — the . 

. L'élimination des quantités B montre que x devra satisfaire à 
Péquation ° 

d d? . . dr+1 
(49) a — 0ÿ (a) + — (as) + (— r)#+1 Jya+1 (ans) = O0, 

  

dy? 

qui est linéaire et d'ordre nr +1 par rapport à +, tous les cocffi- 
cients étant des fonctions de y. On aura ensuite les valeurs! 

1 Ba thn+t 

) 
Bai = Lin — (that » 

doocorssesssscsessossssee ; e . 

| Bad D Cd) (SE (ne) 

qui permettront d'écrire l'expression de 0... 
D'après la méthode précédente, on voit que, pour résoudre 

complètement le problème proposé, il suffira de choisir arbitraire- 
ment + 2 fonctions de y }, 14, ..., DORE d'intégrer ensuite 
l'équation linéaire du n + ri" ordre à une seule variable indé- 
pendante (49), ce qui donnera & et permettra de former l'équation 
(Ei). Les formules (48) et (45) donneront”énsuite l'intégrale gé- 
nérale de cette équation, et l'application répétée des substitutions 
de Laplace permettra de former par voie de récurrence l'équation
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(E), ainsi que son intégrale générale. Mais cette solution, qui se 
présente ainsi de prime abord, peut être notablement simplifiée et 
perfectionnée. | 

\ 

338. 11 faut d’abord lever une objection qui se présente immé- 
diatement. L'expression obtenue pour l'intégrale générale sera- 
t-elle irréductible quant au nombre des dérivées de la fonction 
arbitraire Ÿ, et ne pourra-t-on pas, par un choix convenable de 
la fonction Y, réduire ces dérivées à un moindre nombre? Il est 
aisé de reconnaître que cela aura licu dans certains cas et de 
donner un caractère précis permettant de distinguer les valeurs 
de « pour lesquelles l'intégrale générale sera bien réellement de 
Yang 2 +1 par rapport à y. = 

Nous rappellerons d’abord une identité empruntée aux deux 
théories voisines de l'équation adjointe et des conditions d’inté- 
grabilité des expressions différentielles. Si l'on définit les fonc- 
tions nouvelles de y, Les His <<, Ha par l'identité 

D + QU pe + png or + 

(51) d d? dr+t 
= wÀ — (+ Da (oe}—..+(— rt Dani jy (ohne), 

où w désigne une fonction de forme quelconque, on aura aussi 

he + ge + Dot +. pay ttt+tl 1 2 +1 

(52) | 
  

à d? . ! dn+1 

= ou (on) + (one) + (TE Cora) 

et, par conséquent, les fonctions } pourront s'exprimer au moyen 
des fonctions a. On aura, par exemple, 

! du. , dn+luys mp te (pet En | HS +(—i1) 

du = ( — 1}#+1 n+t- 

  , (53) dya+1 : 

Ainsi, les fonctions u pourront être choisies arbitrairement ; on 
en déduira ensuite les fonctions } par l'emploi de l’identité (52). 

Ces points étant rappelés, si l’on se repoïte à l'équation (49), on 
voit qu’elle prend la forme 

(5) UAH pu + + pong AD = 0,
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et, par suite, l’équation à laquelle doit satisfaire «, considérée 
‘Comme fonction de y, est une équation linéaire quelconque 
d'ordre r+ 1. Cet ordre ne s’abaissera dans aucun cas; car, en 
vertu des formules (48) ct (33), ftnys est égal au signe près à Da 
et ne peut s’annuler qu'avec B,. Si l’on prend pour & une solution 
quelconque de l'équation (54), on déterminera les fonctions } par 
l'identité (52), puis les B par les formules (48); et l’on aura, en 
substituant dans la formule (45), l'intégrale générale, qui con- 
tiendra la fonction Y et ses dérivées jusqu’à l'ordre n. 

Le résultat des raisonnements précédents se traduit par les deux 
propositions suivantes. 
Si l'intégrale générale est de rang R +1 ou de rang inférieur 

par rapport à y, «, considérée comme fonction de Y; satisfera à 
une équation linéaire d'ordre n +1 dont tous les cocfficients 
seront des fonctions de y. : 

Inversement, si #, considérée comme fonction de F2 satisfait à 
unce-équation linéaire d'ordre r— 1 et dont les coefficients sont 
des fonctions de y, Pintégrale générale sera au plus de rang r +1 
par rapport à y. : 

En rapprochant ces deux propositions, on obtient évidemment 
le théorème suivant : 

Pour que l’équation linéaire 

9 fr 00 
—{-— | —=0 
dE \a dy 

admette une solution de rang R+1 par rapport à y, c’est- 
à-dire pour que sa solution générale soit de la forme 

0=X+BY+BiY +... pB,yU 

ct ne puisse pas étre mise sous une forme analogue où il F 
aurait moins de dérivées de la fonction arbitraire de 3", faut 
et il suffit que x, considérée comme fonction de y, satisfasse à 
une équation linéaire d'ordre n +1 dont les coefficients soient 
des fonctions de Jet ne satisfasse pas à une équation linéaire 
semblable, maïs d'ordre moindre. us : 

D'après cela, si l’on désigne par Y,, Ye, ..… » You +1 solu-
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tions particulières quelconques de l’équation à laquelle satisfait «, 
on devra prendre 

= VX YoNo te Vo Not 

Xi, Xe, ..., Xyys désignant des fonctions de x qui seront a5su- 

jetties à la seule condition d’être linéairement indépendantes, afin 

que x, considérée comme fonction de y, ne satisfasse pas à une 

équation d'ordre inférieur à ñn +1. | 

Si Pon se donne a priori les solutions Y,, Yo, ..., Vuss, on 

pourra déterminer les fonctions 1 par les équations 

BY Yi+...z 0 

HYa+ Yo... = 0, 

et la solution complète du problème n’exigera plus aucune inté- 

gration. Mais nous allons voir que l’on peut présenter cette solu- 
tion sous unc forme beaucoup plus élégante et plus commode 

pour les applications. 

839. Reprenons l'identité (45) et désisnons par 7, Jo, ..., P / D P J J 2 

J'uxs A +1 solutions particulières distinctes de l'équation linéaire 

(55) AY UV ee Ang YU D 2 où 

Ji. Jag Seront des fonctions de y dont le déterminant 

Ji J2 .. J'n+1 

(0) sl De ee Ju 
JYY JE ee Jun 

ne scra pas nul. ‘ 

L’équation (45) devant avoir lieu pour toutes les formes pos- 
sibles de la fonction arbitraire Y, remplaçons-ÿ Ÿ par l’une quel- 
conque 3"; des solutions particulières précédentes. Nous aurons 

d : a BTE Biyi+. + B,y!®) = 0, 

ct, par suite, en intégrant 

(57) Bye + Digh+...+ Day 4x; 0,



v
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Zi désignant une fonction de la seule variable +. En attribuant à z 
toutes les valeurs 1, 2, ..., » + 1, on obtient ainsi n+ 1 équations 
différentes d'où l’on pourra tirer les valeurs de B, B,,..., B,. , 
Porter ces valeurs dans la formule (45) qui donne 9, c’est éliminer 
B, B,,..., B, entre les équations précédentes ct la suivante 

O=DBY-+BiY +... BY EX. 

On est ainsi conduit à la valeur suivante de Ü 

X OO OY YO yum: 
1m Ji Ji e.. y __H 

A! . RS 
. ni tn) Tn+t J'ai June ve. Je 

À étant le déterminant déjà défini par l'équation (56). De la valeur 
de 4 on déduit celle de z; 

(58 bis) si= MU, 

M désignant une fonction déterminée de x et de y dont la valeur 
ne joue aucun rôle dans la théorie. 

Il cest aisé de vérifier que la valeur précédente de 8 satisfait bien 
à l’équation (44) 

5 90 / 2 a+) (59) D = Yen NH], 

où l’on a remplacé Y, par sa valeur (46), et de déterminer l’ex- 
pression de & au moyen des fonctions x;, Ji La valeur de 0, 
ordonnée suivant les fonctions X etæ;, est évidemment de la forme 

OX ur... + Un+1Tn+1s 

les coefficients u; contenant la fonction Y et ses dérivées. D'après , . . , . l'expression (58) de cette fonction sous forme de déterminant, on 
reconnaît immédiatement que l’on a 

O=X—x; pour Y=7y. 
_ 

Il suit de là que ja dérivée ÿ sera nulle toutes les fois que l’on 
remplacera Y par y;, et, comme elle est linéaire par rapport à Y
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et à ses n +1 premières dérivées, on aura 

Y Y" vu+1) 

D ol pi 71 . pit 
dy | so ss see. 

FE 

    

+ 

dJ'a+1i dJ'a+i 

8. désignant une fonction qui ne contiendra plus Ÿ. Le détermi- 

nant qui figure dans l'équation précédente est évidemment propor- 

tionnel au premier membre de l'équation (55); ct, par suite, 

l'équation précédente est bien équivalente à l'équation (59) qu’il 
s'agissait d'établir, Quant à la valeur de z, on l’obtiendra, par 
exemple, en égalant les cocfficients de la dérivée Y(#+1) dans les 
deux membres de l'équation (59), ce qui donncra 

t tn , 
T1 Ji Yi .. pin 

. ort —1 La F2 L£E Ne JD 

(Go) 2 = . 
ue | .… en ere os. 

LTn+r1 Ÿna+t Ju .…. FH 

S'il y avait unc relation linéaire quelconque entre les fonc- 
tions x, & considérée comme fonction de y satisferait à une 
équation linéaire d'ordre inférieur à 7 + 1. Ainsi Les fonctions x; 

doivent être indépendantes au même titre que les fonctions yi. 

340. La solution que nous venons de donner offre ce grand 
avantage qu ’elle permet de former non seulement l'équation (E;), . 
mais encore toutes celles d'indice moindre et, en particulier, 

l'équation primitive (E). Il résulte en effet de la formule (29) que 
la valeur de 5, satisfaisant à l’ équation 7 E sera de la forme 

(61) 

  

L’ express essiôn de 3 résulte aisément, on va le voir, du rapproche- 

— ces deux formules.
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Si l’on se reporte en effet aux équations (58) et (58 bis), on 
recohnaîl immédiatement que 3; s’annule toutes les fois que l'on y 
attribue à X et à Y les valeurs suivantes 

X= xp, Y= Yn 

P désignant un des nombres 1,2, ..., n+1. Il en scra de même, 
évidemment, pour toutes les dérivées de 5; et, par suite, pour 5 
qui est unc fonction linéaire de ces dérivées. On aura donc, quel 
que soit l’indice p, 

Ban Bit + + Ba + ot Joe + Ye 0. 

Les équations ainsi obtenues déterminent les rapports mutuels de 
B, Pise, Yi Yisee., ÿj et conduisent à l'expression suivante de 

X X'  .., x Y Y7 y 
F j' ! -. 63) sx) 21 2. 2 ji jh .. yŸ 

, 5 , : Ænti Tngs ee Th Part Jar ce. Ji 

N étant une fonction que l’on peut choisir arbitrairement et dont 
la valeur n’a aucune influence sur les invariants de (E) ("). 

Il cst intéressant de vérifier directement que la valeur précé- 
dente de : satisfait, quelles que soient les fonctions X, YŸ, à une 
équation linéaire du second ordre. On y parvient aisément de la 
manière suivante. 

*) Nous avons admis dans le texte que les équations cq q 

Br, + Ba, ++ af y, +. +77 = 0 

déterminent les rapports mutucls des coefficients Êss Te On pourrait objecter que, 
Pour ccrtaincs formes des fonctions æ,, Ju Ces équations deviendront indéler- 
minées. Si on les résout suivant la méthode ordinaire, on trouvera, cn désignant 
Par A le déterminant qui figure dans l'expression de LA 

  
  

BL EE BL TL dA JA CE 
ox UX' gXUI oY Ya 

Nous verrons pl i 2 x dé i 0 23 plus loin, au n° 349, que les deux déterminants NE pro 1€ sont 
jamais nuls tant que Jes fonctions æ, ct les fonctions J'y SOnt linéairement indépen- dantes. Cette hypothèse étant ici réalisée, les équations considérées ne scront jamais 
indéterminées.
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Si l’on différentie l'équation (62), on aura successivement 

ds _ 03e. _A.KU+n. JE vip De = jan tee PiX + GR Het , 

03 _ 03, 0 vu y ee Ÿ 41) gg tt 27" gite ; 

02: 028 d?Y 
+ QE xUen + + dy Dry 

. DV 2 re dj vy+v drop dt ++ Y : « 

Il suit de {à que l'expression ‘ 

“023  dlog8; 03 dlogy; 03 
  

ne contiendra les dérivées de X cet de Ÿ que jusqu'aux ordres 
ê et j respectivement. D'ailleurs elle s'annule, comme x, pour 

X = Tps Y = pe 

Elle est donc proportionnelle à 3, et l’on a 

. ds dlogB; 0: dlogy; d3 \ (6) _—_ 2 log 8 = — LOS — 05, 
0x dy dy dr dr dy 

à étant une fonction déterminée de x et de y. On peut l'obtenir 
comme il suit, : 

Si, dans l’expression de :, on attribue à X la valeur 1 et à Y Ja 
valeur 0, on trouve 3 == 9. Si l’on fait de même X -— 0, ŸY=1,on 
trouve 5 —Y. Les deux fonctions £ et y sont donc des solutions 
particulières de l'équation précédente. En les substituant dans 
l'équation à la place de 5, on aura deux relations dont chacune 
suffira à déterminer à. 

En résumé, voici le résultat auquel on parvient : si l’on veut 
obtenir toutes les équations linéaires pour lesquelles la suite de 
Laplace èst limitée dans les deux sens et se compose de m équa- 
tions, on choisira rm couples de fonctions x,, y,, les fonctions Th 
ne dépendant que de x et les fonctions y, ne contenant que y, 
de telle manière qu'il n’y ait aucune relation linéaire à coefficients 
constants, soit entre les fonctions x}, soit entre les fonctions Yp: 
Les différentes équations qui composent alors la suite de Laplace
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sont celles qui admettent les intégrales générales suivantes 

X OX... XO Y y . vw 

Cr D ee 2 Ja ÿr .. y) 

(65) SÆM| a æ ... aû pp, … fl, 

Q té ,# Î 

Tm Œm +. LP Fm Jim ee. J'Y 

la somme + 7 étant égale à m—1etM désignant une fonction 

déterminée, dont la valeur n’a aucune importance, au point de vue. 
auquel nous nous plaçons, puisqu'elle n’influe pas sur les inva- 
riants de chaque équation. Comme on peut donner à £ les valeurs 
0,1... M—1, la suite de Laplace se composera de 2 équa- 
tions. | 

Le cas le plus simple est celui où l’on a #2 —1. Alors on peul 

:=M (£ _ =) 
Ti Ji 

écrire 

ou plus simplement 
3=M(Ni— Yi). 

La suite de Laplace se compose d’une seule équation pour laquelle 
les invariants sont nuls. 

Puis vient le cas où l’on a deux équations admettant respective- 
ment les intégrales générales 

| X OX OY]. X Y y 

=; Ti æ Yi b s=N Li Ji Ji ; 

las 2, Je Ta Ja Ja ‘ 

et ainsi de suite. 

341. Nous rencontrerons, dans la suite, des expressions sem- 
blables à celle qui est donnée par la formule (65), mais les fonc- 
tions æ;, ainsi que les fonctions -y:, pourront ne plus être linéai- 
rement indépendantes. Nous terminerons ce Chapitre en indiquant 
quelques propriétés très simples des expressions ainsi définics. 

D'abord, il est clair que le facteur M seul est changé si l’on 
combine linéairement les couples (x;,ÿ:), c'est-à-dire si l’on 
effectue une même substitution linéaire sur les x; et sur les Vi 

Il en est de mème si l’on multiplie toutes les fonctions x; par
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une même fonction de x, et toutes les fonctions J'i par une même 
fonction de y; car on reconnaitra par un calcul facile que, si l’on 
remplace x; par px, X par 8X, yipar sJiet Y par cY, o dési- gant une fonction de x et & une fonction de J' le déterminant se reproduit multiplié par sitt itt, 

Il en est encore de même si l’on effectue un changement des va- riables indépendantes en remplaçant + par une fonction de x ay 
par une fonction de y. . 

En combinant les deux dernières propriétés, on reconnait que, par un simple changement de notations, on pourra toujours ré- duire l’un des couples (x; J'i) au couple simple (1,1). De plus, 
. ’ 

. 
T' si l’on prend comme nouvelles variables x et J' les rapports _ . 

7m 
2 et que l'on. réduise le couple (x, 71) à l'unité, le second J'1 

. 
couple sera réduit à (x, 3°). 

Supposons maintenant qu'il y ait des relations linéaires, soit entre les fonctions x; soit entre les fonctions J'& Par des combi. 
naisons linéaires des couples, on pourra réduire à zéro autant de 
fonctions x; qu'il y a de relations linéaires distincies entre ces 
fonctions. On aura ainsi des couples 

(o, Ya), (0, ati), .… (0, Ym); | 

pour lesquels les fonctions J'us J'apis «+, J'm seront linéaire- 
ment indépendantes; car, s’il en était autrement, l’un des couples 
précédents serait une combinaison linéaire de tous les autres et 
l'expression considérée serait nulle. . . 

Considérons maintenant les relations linéaires entre les fonc- tions 7;; d’après la remarque que nous venons de faire, elles con- 
liennent loutes au moins l’une des fonctions 7, Va ... J'ai et l’on peut, par conséquent, en combinant linéairement les 4 — à premiers couples entre eux et avec les suivants, ramencr ces rela- tions à la forme simple 

J3=0, Jan ter Jar1=0. 

Après cette double transformation, il nous resle donc 3 —: couples : 

(ri y), (2, Je} es (8-5 d'a) 
D.— I. | 4
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pour lesquels les fonctions x; et les fonctions 7;sont linéairement 
indépendantes; puis les couples 

(T8 oh (ras Or +. (2-1 0) 

et 

(o, J'ah (o, J'art » …., (o, J'm } 

pour lesquels une des fonctions est nulle, les autres étant linéai- 

rement indépendantes ct, de plus, n'étant liées par aucune relation 

‘linéaire avec les fonctions correspondantes des B—1 premiers 
couples. Nous allons voir qu'on peut faire disparaître les couples 

des deux dernicrs groupes par les transformations que nous avons 

déjà signalées. 

Considérons, par exemple, le couple (o, y). Si l’on multiplie 
. { , . " - 

toutes les fonctions y4 par 7 ce couple se réduira à (o, 1) et 
, 4 

lexpression considérée prendra la forme 

X OX... XOOY x" vx 

ar 2 . 2 y 7h ….. ap 
M , 

dans laquelle la dernière ligne a un seul élément différent de ZÉrO ; 

elle se réduit donc à une expression analogue dans laquelle Y est 

remplacée par Ÿ’et yx par 74. Les nouvelles fonctions x sont 

égales aux anciennes; quant aux nouvelles fonctions Jr elles 

sont respectivement égales aux dérivées des anciennes divisées 

par Jm. En d’autres termes, chaque couple ancien (x4, Ja) est 
! 

remplacé par [ee (22) | Il ne peut évidemment exister aucune 
LH 

ke ’ . e 

relation linéaire entre les fonctions (); sans cela, il y auraït 
° ° an 

une relation analogue entre les 7x ct y». L'application de la. 
méthode ne scra donc pas arrêtée, et l’on pourra faire disparaitre 
successivement Lous les couples pour lesquels'une des fonctions 
est nulle. Si l’on remarque que la suppression de chaque couple 
(0, 7x) diminue d'une unité l’ordre des dérivées de la fonction 

arbitraire de 7, on peut énoncer la proposition suivante : 

Une expression de la forme (65), en apparence de rang +: 
par rapport à x et j + 1 par rapport à y, dans laquelle les couples
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sont linéairement indépendants, sans qu'il en soit de même des 
fonctions x; et J'i considérées séparément, peut toujours étre ré- 
duite à une expression de même forme dans laquelle toutes les 
fonctions x; et y':sontlinéairement indépendantes, et dans laquelle 
le nombre des couples est diminué du-nombre total des relations 
linéaires distinctes qui existent entre les fonctions æ; et les fonc- 
tions y:, considérées séparément; d’après les résultats de ce Cha- 
pitre, l'expression ainsi obtenue est irréductible, de sorte qu’elle 
sera, par rapport à æ, d'un rang égal au nombre & + 1 diminué du 
nombre total des relations linéaires entre les fonctions J'r et, par 
rapport à y, d’un rang égal à j +1 diminué du nombre des rela- 
tions linéaires entre les fonctions Cp : 

On voit qu'en dehors du cas, que nous avons signalé en premier 
lieu, où l’un des couples serait une combinaison linéaire des 
autres couples, l'expression sera encore identiquement nulle s’il 
y a entre les fonctions d’une variable, par exemple entre les 
fonctions +,, des relations linéaires en nombre supérieur au rang 
apparent y +1 de l'expression par rapport à la variable dont ne 
dépendent pas les fonctions considérées. 

342, Nous examinerons enfin une dernière question relative aux 
expressions définies par la formule (65). Supposons üne telle 
expression réduite à sa forme la plus simple, c'est-à-dire à la forme 
dans laquelle les fonctions x, et les fonctions y, ne sont liées par 
aucune relation linéaire, et cherchons quelle valeur il faut attri- 
buer aux fonctions arbitraires X, Y pour que l'expression s’annule. 
Nous allons montrer que cela ne pourra avoir lieu que si le couple 
(X; Y) est une combinaison linéaire des couples (x, y»). Cette 
proposition est évidente pour les fonctions à un seul couple 

T 

X Y 

Ti Ji 

  

  

Il suffira donc de montrer .que, si elle est établie pour les 
expressions à » — 1 couples, elle est vraie aussi pour les fonctions 
à m couples. 

Les coefficients de X{ et de Y() dans l'expression (65) ne sont 
pas nuls; car, si l’on y regarde le couple (x4, J1).comme tenant 
lieu du couple (X, Y) des fonctions arbitraires, ils peuvent être
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considérés comme des expressions formées avec m—1 couples 
(tes Vas ++, (ms Ym) pour lesquels les fonctions de chaque 
groupe sont linéairement indépendantes; et, d’ailleurs, le couple 
(Xi: :71) n’est dans aucun cas une combinaison linéaire des pré- 
cédents. Par suite, si l'expression (65) est nulle pour un système 
de valeurs attribuées à X et à Ÿ, on pourra déterminer des coeffi- 
cients /ênis À, ..., }m, Lels que l'on ait 

X= dti Ho mm) 
1 ’ ’ 
X'= NEA Te dhnlyn 

; . Y = NT Her Am ms 
Ft 

+ " Y'= NA hs mins 

ns sons …….…. 

VO = a pe 4 np 

Différentions toutes ces équations, sauf la £ + rième, bar rapport 
à æ; nous aurons | 

ox }, in À eu 2À PR et Em RS 0, .., DS tee OT 0; 

0x ‘du  0À , Où, TR em Se © 0, LUE A ++ y 05 

dl dun t-à- 1 Ou 7? Cqualions à 22NCconnues —; ..., —". c’est-à-dire i + j + 1 ou m» éq Se 

Le déterminant de ces équations, qui est le coefficient de X( dans 
l'expression (65), n’est pas nul d’après une remarque déjà faite. 
On a donc - 

‘ 0): Jhn 
— = 0 —— —= 

0x ? 

ct, par suite, les coefficients }4 ne dépendent pas de x. On éta- 
blirait de même qu'ils sont indépendants de J'; ils se réduisent 
donc à des constantes, et la proposition que nous avions en vue 
est ainsi établie. | 

343. Les résultats donnés dans ce Chapitre ont été exposés à 
plusieurs reprises dans notre enseignement et, en particulier, dans 
le cours de 1883. Nous avons été conduit à traiter de la méthode
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de Laplace par l'étude approfondie du théorème de Géométrie 
donné au n° 322 [p. 16]. Mais nous devons signaler ici un 
travail très important, présenté en 1850 à l’Académie des 
Sciences par M. Moutard (1). Dans la seconde Partie de son Mé- 
moire, cet habile géomètre avait traité et résolu précisément la 
question que nous avons étudiée dans ce Chapitre; et il avait 
formé toutes les équations linéaires dont l'intégrale s'obtient sans 
signe de quadrature. Malheureusement, l'extrait qui a paru aux 
Comptes rendus ne donne aucune indication ni sur la méthode 
suivie par M. Moutard, ni sur la forme définitive donnée à la 
solution. Le Mémoire original a disparu en 1891, dans les incen- 
dies de la Commune; et, dans la rédaction nouvelle qu'il a publiée 
d’une partie de ses recherches au XLV* Cahier du Journal de 
l’École Polytechnique, M. Moutard a traité seulement les équa- 
tions de Ja forme ) D 

—— = 3, 
dr 0) 

sur lesquelles nous.reviendrons plus loin. 
, 

  

(*) Ce Mémoire, portant pour titre Recherches sur Les équations aux dérivées 
partielles du second ordre à deux variables indépendantes, a ëté présenté le 
18 avril 1870. Un extrait en figure au Compte rendu de la séance de ce jour, 
t LXX, p. 834. Un Rapport fait sur le Mémoire par M, Bertrand se trouve à la 
page 1068 du même tome.
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CHAPITRE IL. 

L'ÉQUATION D'EULER ET DE POISSON. 

Indications historiques. — Forme réduite de l'équation à étudier. — Cas particu- 
lier où les deux constantes B, $’ qui y figurent deviennent égales; formes di- 
verses de l'équation. — Solutions particulières homogènes ou entières. — So- 
lutions particulières qui sont le produit d’une fonction de æ par une fonction 
de y. — Invariants de l'équation. — Propriété fondamentale relative aux 
substitutions linéaires; cas particulier où Ê, B' sont égaux. — Application de 
la méthode de Laplace, — Recherche directe de l'intégrale dans le cas où la 
méthode de Laplace peut fournir cette intégrale. — Étude du cas où Ja suite 
de Laplace relative à l'équation est illimitée dans les deux sens; on peut ra- 
ramener $ et $’ à être compris entre zéro et 1. — Intégrale de Poisson ct de 
M. Appell. — Cas limite où l’on a += 1. — Indication d'un problème de 
Géométrie, déjà étudié au tome I, qui se ramëne à l'intégration de l'équation 
E(—:, +). 

344. Avant de continuer l'exposition des théories générales, 
nous allons faire l’application des propositions déjà obienues à 
une équation remarquable, que nous rencontrerons d’ailleurs dans 
l'étude de plusieurs questions de Géométrie, 

Cette équation est la suivante 

  

@ En à, mn p 
où 72, n, p désignent trois constantes auxquelles on peut attribuer 
des valeurs quelconques. Sous sa forme la plus générale, elle a été 
traitée par Laplace dans le Mémoire que nous avons cité au n° 323 
[p. 22]. Le cas particulier où me est égal à n s'était déjà présenté 
dans les recherches d'Euler relatives à la propagation du Son. Le 
grand géomètre a étudié ce cas particulier sous toutes ses formes 
dans le t. IIT de son Calcul intégral (Chap. HE, IV et V de la 
seconde Section); il a montré que la solution la plus générale de 
l'équation peut être obtenue, sans qu'il ÿ ait une intégrale pre- 
mière, toutes les fois que, p élant ramené à zéro par une transfor-



L'ÉQUATION D'EULER ET DE POISSON. 55 

mation que nous allons indiquer, la valeur commune de m et de n 
est un nombre entier; et il a donné cette solution générale sous 

‘une forme développée qui était alors tout à fait nouvelle dans la 
Science et qui contenait les dérivées des fonctions arbitraires 

jusqu’à un ordre quelconque. D’autres travaux très importants, 

que nous aurons l’occasion de citer, ont pour objet, soit l'équation 
générale, soit le cas particulier où m est égal à n. De toutes les 

équations que nous aurions pu choisir, il n’en est aucune dont 

l'étude présente plus d'intérêt et puisse fournir autant d'indica- 

tions précieuses sur l’intégration des équations linéaires les plus 
générales. 

345. Si l’on effectue la substitution 

(2) s=(x— 7)", 

on obtiendra pour 0 l'équation suivante 

079 *’ n° 00 m' où P' * 

@) | dx z=y0 x 7y T9 &- 7x" 

où l’on a 

CD) O m'em+s n=nta, p=p++a(m+n—r). | ; 

L’équation (3) est de même forme que la proposée, mais on peut 
disposer de x, ce qui permet de la simplifier. Par exemple, il existe 
en général deux valeurs de & pour lesquelles le terme en Ü dispa- 
raîtra. Nous pourrons donc, dans ce qui va suivre, nous borner à 
considérer l'équation 

2 ! à a _ 

débarrassée du terme en 5. Nous l’ appellerons l'équation E(8, 8") 
ct nous désignerons par la notation Z(8, £') une quelconque de 
ses solutions. 

Il résulte des formules (4) que, si l’on pose 

5 =0(r— y}-8-#, 
l'équation en 0 sera 

5) 026 1—$ 00 , 1—$" 00 
0x0 2j ai ÿ 
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Cette éqüation est de même forme que l'équation (E), mais Berg’ Y Sont remplacés respectivement par 1 — B'eti— 8. En faisant usage de la notation indiquée plus haut{ on peut dire que l’on a 
(6) OO ZG SR, 18) = 7(8, 9). 

- Celte propriété si simple joue un rôle important dans l'étude de l'équation. 

346. Si l’on applique à l’équation (E) la substitution générale définie par la formule (2), elle prend la forme (3), m', n!, p'ayant les valeurs particulières suivantes : 
(5) m'= ut, n=i+g,  p— aa +8), 

On peut donc disposer de x de manière à faire disparaître soil 5 ‘ d5 . . a lc terme en #, soit le terme en =. Onne peut les faire disparaître dx dy . ‘ simultanément que si l’on à 

| p=g. | 
Supposons celte condition vérifiée. En effectuant la substitution 

S=(r— yy#0, 
on obliendra pour l'équation 

220 Bi—2) o de (er 
cn sorle que, si l’on désigne par Lg une solution quelconque de celte équation, on aura - 
(8) L8= (x y} 2(8, 8), 
c’est-à-dire que l’on obtiendra toutes les solutions dé l'équation (e) cn multipliant par (x — y À toutes les solutions de l’équation 

E(, 8). 
Par des changements de variables que l’on apercevra facilement, + . 

. 
l'équation (e) peut se mettre sous l’une des formes suivantes 
(9) Us Ps am ds on L Dr ont x tu 

23 25 10 
— = yn LT (ro) dy? 7 dr?”
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qui ont été données par Euler et qui la rapprochent de l'équation 
de Riccali. ‘ 

347. Revenons à l'équation générale E(8, B’); on peut obtenir, 
et de différentes manières, un grand nombre d’intégrales particu- 
lières de cette équation. Cherchons, par exemple, les intégrales 
homogènes en y et x. Si l’on pose 

(1) Ter see), 

on sera conduit, par la substitution de la valeur de z dans l'équa- 
tion (E), à la relation ' 

(2) 4G— 0e) + B—(G—2+8)]e" (4) +22 g(t)=o. 

C'est, avec des notations différentes, l'équation différentielle à 
laquelle satisfait la série hypergéométrique. On peut prendre 
pour & deux quelconques des intégrales particulières de cette 
équation, par exemple les deux suivantes . 

F(- , pins, 2), 
T 

Y +8 F "+8 En 7) (2) FR P+E rep), 2 ; 

qui conduisent aux valeurs suivantes de : : 
: 

s=#F(2, 851—8B—), z), 
(13) n 

2= rhyser(g, P+B+hi+8 +), 2). 

Quelques-unes de ces solutions jouent, comme nous Le verrons 
plus loin, un rôle important dans la recherche de l'intégrale gé- 
nérale de l'équation. 

Si l’on donne à } une valeur entière et positive, la première 
solution 

. y 
BE (- à, &,1—8— 2, ) 

devient un polynôme homogène et entier de degré X. On voit ÿ 5 5 
donc que l'équation proposée admet une infinité de solutions 
entières. 

REMOTE OALCERTRALEE 
s Cr À
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348. On peut aussi, en suivant une méthode très usitée en 
Physique mathématique, chercher si l'équation proposée admet 
des solutions qui soient le produit d’une fonction X de x par une 
fonction Y de 7-. Si l’on substitue à la place de : le produit XY, on 
obtient Ja relation 

(CE — FIX Y'— PNY + BXY' = 0, 
à laquelle on peut donner la forme suivante : 

EX LP 
PER EI+ Sr: 

  

La valeur commune des deux membres ne peut être qu'une 
constante; on aura donc ‘ 

X BY z+PX r+ za, X! YŸ 4 

ce qui donne, en intégrant et négligeant les constantes qui entrent 
en facteur, 

X=(x— a}, Y=(y—a)-f! 

Aünsi, quelle que soit la constante a, | 

(13) S=(x- a) (y —a)-$ 

$cra unc solution particulière de l'équation proposée. Si l’on ap- 
plique la proposition énoncée à la fin du n° 345, on verra qu'il en 
est de même de 

(15) C7 — zR- (x — a) -1(7 — a )8-1, 

349. Le calcul des invariants k et /: de l'équation n'offre aucune 
difficulté. On a 

| 
à B'{1— 2) ._Ba—p). 6 = EL), ke = PCF 7, (6) he (x — y} 4 (æ— y} 

Ces valeurs si simples meitent sur la voie de la plus importante 
des propriétés de l'équation E(£, 8"). 

Nous avons vu en effet au n° 327 que, si l’on effectue sur les 
variables indépendantes la substitution | 

z=g(s), y=v y'},



L'ÉQUATION D'EULER ET DE POISSON. 59 

les nouvelles valeurs X', £’ des invariants sont 

h=he(e)Y (y) l=kg(z)Y("). 

Il suit de là, et de la valeur particulière que prennent ici Let}, 

que ces invariants conserveront la même valeur lorsqu'on cflec-. 
Lucra sur æ et sur ÿ une même substitution linéaire, d’ailleurs 

quelconque. Par conséquent, si (x, 7°) désigne une solution 
quelconque de l'équation E($, f'), la fonction 

  (ET ee), 

ax+b’ ay +b 

où les constantes a, b, c, dont des valeurs quelconques, scra une 
solution d’une équation linéaire ayant les mêmes invariants. On 

retrouvera donc une solution de l'équation proposée (n° 328) en 
muluüpliant l'expression précédente par une fonction déterminée, 

la même pour toutes les solutions. Voici comment on peut obtenir 

ce multiplicateur. 
Considérons la solution particulière déjà donnée au numéro 

précédent 
(x — 2) (7 — a)8". 

Si l’on effectue sur æ et sur j° une même substitution linéaire dé- 

finie par les constantes a, b, c, d, elle-prend la forme 

A(az + b)-B(ay + D)-É' (x — 2ÿ8Q — 2)-8, 

A étant une constante et &” étant définie par la relation 

4 
ca + d 

= ———— + 

ax + db 

1 suit de là qu’on retrouve une solution de Péquation proposée 
multipliée par le facteur (ax + bÿ 8 (ay + b)F'; et l'on est ainsi 
conduit à la proposition suivante, qu'il est aisé d’ailleurs de con- 

firmer par un calcul direct et rigoureux. 

"St l’on a obtenu une solution quelconque 

2Cm 7) 

de l’équation E(B, $'), on pourra en déduire la solution plus
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rt + : 

générale 

: B(ay+b)yge (td ey+d (15) (ar + D) B(a) + 07e (HET aÿ + b 

  

) = gx, 7) 

4, b, c, d'désignant des constantes quelconques. 

Ce résultatest dû à M. Appel, qui l’a établi dans une Note élé- sante consacrée à l'étude de l'équation E(B, 8) (1). Nous l’avions obtenu d’abord pour le cas particulier de l'équation E(P, 8) (2) où il revêt une forme particulièrement simple, et voici comment nous y avons été conduit. 
Reprenons la forme (e) de cette équation que nous écrirons ainsi : 

HS dx dy = m{1— n) EL 2. 

Le premier membre demeure invariable lorsqu'on remplace x et y respectivement par des fonctions quelconques de ces variables. Quant au second membre, il contient le facteur 

dr dy. 

(æ— 7} 
  

qui est le carré de l'élément linéaire d'une sphère [1, p. 30] setil demeure invariable (n° 24) lorsqu'on effectue sur x et sur y une même substitution linéaire. Donc, de toute solution de l’équa- 
tion (e), on peut déduire une tnfinité de solutions nouvelles, en effectuant sur les variables x et J une même substitution linéaire quelconque. | 

350. Voici une première conséquence de ces propositions. Si l’on différentie la solution générale (13) par rapport à l'une quel- Conque des constantes &, b, c, d et si, après les différentiations, On attribue à ces constantes les valeurs o, 1, 1,0, on obtient des 

  

(*) APPELL, Sur une équation linéaire aux dérivées Partielles (Bulletin des Sciences mathématiques, 2° série, t. VI, p. 314; 1882 ). ‘ ’ () Danvoux, Sur une équation linéaire aux dérivées partielles (Comptes rendus, t, XOV, p. Gp; juillet 1882). 
|
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combinaisons linéaires des trois expressions suivantes : 

| 0, 20. 0 «8) 0x dy “ox dy 
#% 
D Gr + py)s. 

Ainsi, lorsqu'on aura une solution quelconque de l'équation 
E(®, a), on en déduira des solutions nouvelles en opérant sur 
celte solution au moyen des symboles 

Û + d d d 
üx dy” EU 

3 9 : 12 __ Or 

Pour le cas de l'équation (e), le dernier symbole se réduit à 
la forme simple 

Si l'on emploie la notion si importante des transformations 
infinitésimales : due à M. Lie, on pourra dire que l'équation 
E(B, £') admet trois transformations infinitésimales. Cette pro- 
priété a d’ailleurs été signalée par M. Lie. 

351. Proposons-nous maintenant d'appliquer à l'équation con- 
sidéréc la méthode de Laplace. Les valeurs des invariants X et / 
ont été déjà données au n° 349; et l’on reconnaît aisément, cn 
commençant les calculs, que les invariants X; et /; de l'équation 
(E; )s sont de la forme k 

. Ai  — B; 

HG Sr 

A; et B; désignant des constantes. Les formules (25) du n° 331 
nous donnent ici 

Ava =2A;— B;+ 2, 

G9) | Bi = Az. 

Ces relations de récurrence conduisent, par un calcul facile,
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aux valeurs générales de À; et de B;; on trouve ainsi 
\ 

Ai = + (A —B- 1)E+ A, 

Bi + (AB) +B, 

ou, en remplaçant À et B par leurs valeurs, 

Ai = + B')(+i— 8), 

(20) lB=(i+8 ii 8) 

Si aucun des nombres 8, £' n'est un entier réel, la suite de 
Laplace sera illimitée dans les deux sens. Pour qu’elle soit limitée 
dans un sens, il suffira que l’un des nombres soit entier. Par 
exemple, pour que la suite soit limitée du côté des indices po- 
sitifs, il faudra (n° 333) que lun des nombres 

soit un entier posilif ou nul; pour qu'elle le soit du côté des in- 
dices négatifs, il faudra que l’un des nombres 

1—$, ÿ 

soit un entier nul ou négatif, La suite ne peut donc être limitée 
dans les deux sens que si les deux nombres B, $’ sont des entiers 
de même signe, la valeur zéro n'étant exclue pour aucun d'eux. D 3 

Dans ce cas, l'intégrale générale s’obtiendra sans aucun signe ; 5 5 5 de quadrature; c’est ce que l’on vérifie aisément de la manière | 
suivante. 

352. Reprenons l'équation E($, 8"), écrite sous la forme 

o193 n 93 . 23 . … 
FN À a gg © 

et différentions-la par rapport à x, par exemple. Elle devient 

. 0335 ,d3 

Cg — Pis 
d?5 

+ 0) = 0. xt (HT ° 

, . . CS . , Cette relation exprime que 3x satisfait à l'équation E(8 +1, &). 
Si nous employons la notation proposée au n° 345, nous aurons
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donc 

dx 
     (21) | ‘ 7 228.8 1 = 2(+1,8), 

et l’on trouverait de même 

22(B,8) 

dy 

1 (22) AG P +1) 

L'emploi répété de ces deux formules conduit à la suivante 

om+n7(8, 8") 
(23) ue = 2(8 + mi 8" A), 

qui les contient loutes les deux. Nous allons déduire les consé- 
quences de ces diverses relations; mais, auparavant, il est indis- 
pensable de présenter les remarques suivantes. 

Considérons, pour fixer les idées, la formule (21); elle nous 
: ds apprend que, si 3 est une solution de l'équation E(8, D) 3; sera 

une solution de l'équation E(3 +a, 8’). Mais on n’a pas le droit 
de conclure qu’en prenant les dérivées par rapport à æ de 
toutes les solutions de l'équation E(8, 8"), on aura toutes les solu- 
uons de l'équation E(8 +1, $'). Pour décider ce point essenticl, 
il suffira évidemment de chercher si, étant donnéc une solution z, 
de l'équation E(8 + 1, 8"), on peut toujours en déduire une solu- 
tion s de E($, 2”) par la formule 

23 

dr 

Il à 

Portons celle valeur de ? = E dans l'équation E(, f"), elle prendra 

la forme 
NUS on. d5 

Gr) a+ BT = 0 

+: 05 
et elle fournira = tant que 8 ne sera pas nul. On aura 

  

dy 

9% _f._r—r0x 
%— B" è 

et, par suile 
9 Ty 05 

desde + [52 8 | . :
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Le second membre est une différentielle exacte, en vertu de 
l’équation E(8 ++, $) à laquelle satisfait 3,. En l'intégrant, on en 
déduira la valeur de 3. 

Ainsi, tant que Ê sera différent de zéro, la formule (21), ap- 
pliquée aux différentes solutions de E(8, '), donnera toutes 
les solutions de E($ +1, 8"); et, par conséquent, l'intégrale 
générale de cette dernière équation pourra se déduire de celle 
de E(R, 8"). 

Il est aisé de reconnaitre que, si 8 est nul, la proposition cesse 
d’être exacte; car la valeur générale de 3 est alors 

Z(o, B= for dr +Y, 

et la dérivation par rapport à æ élimine la fonction arbitraire Ÿ. 
La proposition que nous avons établie s'étend naturellement à 

la formule (22), par l'échange de x et de y; «, par suite, elle 
nous conduit, relativement à l'équation générale (23), à la con- 
clusion suivante : 

La formule (23) permet de déduire l'intégrale générale de 
l'équation E(f+ m, $+n) de celle de l'équation E(R, 8") 
toutes les fois qu'aucun des nombres 

8 Bi, .., B+m—i, 

D, Pt, a, ni 

n'est ésal à zéro. 
Co 

353. laisons, en particulier, 8 =1, 8 —1 et remplacons me, n 
par m—1,n—1. La formule (23) nous donnera 

Jm+n-2 ZG, 1) 

Z(m, n) — PET dya-1 3 

et il suflira de remplacer Z{1,1) par sa valeur la plus générale 
pour obtenir l'intégrale générale de E(m, ñ). Or l'équation E(i,1) 

( ds 95 , ds 
Foy — 0,7 dy = 0 

s'intègre immédiatement et nous donne 

3(z—y)=X—7Y,



L'ÉQUATION D'EULER ET DE POISSON. 65 

X désignant une fonction de x et YŸ une fonction de J-. On aura 
donc, pour l'intégrale générale de E(m, n), la formule élégante 

, - dn+n-2 IX—Y 
(2i) Z(m, n)= DT PTE (5) . 

Le développement du second membre donnera une expression 
de rang m» par rapport à x et de rang n par rapport à J, ce qui est 
conforme à la théorie développée dans le Chapitre précédent. 

Supposons maintenant que B et ' soient des entiers négatifs : 
si nous faisons usage de la formule (6) démontrée au n° 345, nous 
pourrons donner à l'équation (23) la forme nouvelle 

nt-mn-8- rJ , - gm+n (Z(i—f',1— 8) —phenn BB (8 n, 18 mm) — Jam Qi 2), 

ou, en remplaçant 6,8", », n respectivement pari—f,1—6, 7, 1m, 
| 

: ‘ 
, gm+n Z 8, ' C5) Am F—n) = pense RS 1 

Si l’on fait dans cette équation 8 — 3’ — 0, on est conduit à la 
Î formule 

, , Qn+n X—Y 

GO Lomme nn (Se 
qui donne l'intégrale générale de l’équation E(— mn, —n). 

On peut enfin obtenir l'intégrale générale lorsque la suite de 
Laplace est limitée d’un seul côté, c’est-à-dire toutes les fois que 
l’un des nombres f, $/ est entier. Supposons, par exemple, $ égal 
à un entier positif »#. On aura 

‘ gm-1 

An fe 2, 8). 

L’équation E(r, 8’) ayant son invariant égal à zéro, on déter- 
minera sans difficulté son intégrale générale Z(1, 8"). En la substi- 
tuant dans la formule précédente, on trouvera 

dri-1 CD 2m Pen] PIX + [VC 8 dl. 
D’après la remarque développée plus haut (n° 392), il scrait 

impossible de faire dériver cette intégrale générale de celle de 
l'équation E(o; £'). 

D. — IT. 

. 
©
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394. Lorsque 2 aucun des nombres $, f n’est un entier réel, la 

méthode de Laplace associe à l'équation proposée une suite d é- 
quations qui est illimitée dans les deux sens. Il faut alors, pour 

obtenir l'intégrale générale, employer des méthodes spéciales que 
nous allons maintenant développer. 

Remarquons d’abord que les formules générales (21) et (22), 

qui, dans le cas actuel, ne sont plus sujettes à la difficulté signalée 
au n° 352, permettent de ramener l'intégration de l'équation 

E(8, £!) à celle de l’une quelconque des équations 

E(B+Em,£f=n), 

où mn et x sont deux entiers quelconques. En disposant convena- 

blement de ces entiers, on ramènera $ et f', ou leurs parties 
réelles si ces quantités sont imaginaires, à être comprises entre o 
et 1. Nous pourrons donc nous contenter, dans la suite, de Lraiter 

les équations pour lesquelles les parties réelles de B et 8’ sont 

positives et inférieures à l'unité. 

Poisson a donné (1}, pour le cas où $ et @/ sont égaux, une 
‘forme générale de l'intégrale, qui contient deux fonctions arbi- 
traires sous des signes d'intégration définie; et M. Appell, dans 
la Note déjà citée, a étendu cette formule de Poisson au cas où 8 

et $’ sont quelconques. Voici comment on est conduit: à ces ré- 
sultats : 

Nous avons déjà remarqué au n° 348 que l'expression 

° H(z— a)-8(7 — a) 

est, pour toutes les valeurs des constantes IT, a, une solution par- 

ticulière de l'équation E(B, f). Il Suit de là que l'intégrale 

définie 
B 

f g(u)(r — “84 — u)-$' du, 
A . 

prise entre deux limites constantes À, B, sera encore une solution; 

car l'équation E($, 8") est linéaire, et l'intégrale définie précé- 

  

(*) Poissox, Mémoire sur l'intégration des équations linéaires aux dérivées 
partielles (Journal de l’École Polytechnique, t. XII, XIX° Cahier, p. 215; 

1823). ,
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dente peut être considérée comme une somme de solutions par- 
ticulières. 

Nous obtenons ainsi une solution qui est assez générale puis- 
qu'il ÿ figure une fonction arbitraire sous le signe de quadrature. 
Le raisonnement par lequel nous établissons qu'elle satisfait à l'é- 
quation cesscrait d’être applicable si l’une des limites constantes 
À, B entre lesquelles elle est prise était remplacée par une fonc- 
tion de x et de y. Le résultat subsiste cependant, et l'intégrale 
définie ne cesse pas de satisfaire à l'équation, si l’on substitue à 
unc de ces limites À, B, soit , soit 3. Voici comment on peut le 
reconnaître a priori. 

Supposons, pour fixer les idées, que 8 ct £' soient des nombres 
réels et impairs, c'est-à-dire que, réduits à leur plus simple ex- 

. . . + _ pression, ils soient de la forme ER Admettons que les limites 
constantes À, B comprennent x dans leur intervalle et que y soit 
supérieur à la plus grande. Décomposons l'intégrale prise de À à 
B en deux parties, l’une prise de À à æ, l’autre de x à B. L'une de 
ces parties sera réelle, l’autre imaginaire; elles devront donc, 
prises séparément, vérilier l’une et l’autre l'équation proposée. 
C'est ce que nous confirmerons tout à l'heure par un calcul direct 
où nous prendrons les précautions nécessaires pour calculer les 
dérivées de l'intégrale définie. 

Nous adopterons dans la suite les limites J" et x, ce qui 
donnera + | 

f gCu)(u— r)-8(7 — u)-8" du. J, 

À ce premier terme on peut ajouter le suivant. 
Nous avons vu au n° 345 que 

Dr) Zi 810 

est toujours unc solution de l'équation E(8, 8"). Si l’on prend 
pour Z(1— $', 1 — 2) la valeur 

IÉOC — rh —t(y — u)8-1 du,
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on trouvera la nouvelle solution 

y : . 
(7 — a)" f dAu)(u—x)-1(7 — u)8-1 du 

A 

de l'équation proposée. En réunissant les deux termes ainsi ob- 

tenus, on aura pour Z($, f") la formule générale 

y 

[ Z(B, 8") = f o(uy(u— x) #(y—u)$ du 

(28) F. y 
| + (3 — ev##" [ Vu)(u—r)#-1(7 — u)$-1 du, 

qui contient deux fonctions arbitraires distinctes. 

Pour vérifier que cette intégrale satisfait effectivement à l'équa- 
Lion proposée, il suffira de la transformer comme il suit. 

Posons 
u—=x(i—-t)+yt, 

l'intégrale prendra la forme 

Z(B, = (y —x) #8 ['ete+o ra — Dr8 dt 

(29) ‘ 1 “9 | 

| + f Tr + (gr) 1)8-1 de, 

où les limites variables des quadratures sont remplacées par les 
constantes o et 1. On peut maintenant calculer sans difficulté les 

dérivées successives de 3 et les substituer dans l'équation pro- 

posée; on reconnaîtra que cette équation est vérifiée. Il est permis, 

d’après les remarques précédentes, de se contenter de vérifier un 
seul des deux termes. Si nous nous bornons au second, nous 

trouverons, pour le résultat de la substitution, 

L'avte+o 2) —2)8) dt; 

G et f étant positifs, ce résultat e est évidemment nul. 

355. Dans le cas exceptionnel-où l’on a 

B+f=i1, 

les deux termes de l'intégrale se ramènent l’un à l’autre, et la va-
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leur de Z(2, ©) se réduit à la suivante 

| 1 
Fe-peso-osa, 

9 

qui ne contient en réalité qu'unc seule fonction arbitraire 2+ 8. 
Pour conserver les deux fonctions arbitraires, on opércra de la 

manière suivante. 

Posons 

BH —I=:, S=I—$+:, 

- . ‘ CR Je ct remplaçons © et 4 respectivement par 3723 +5 puis déve- 
loppons Z($, 8) en conservant seulement les termes qui ne s’an- 
nulent pas pour s — 0. On obtient ainsi la formule 

1 
21 8)= f IS + — x) 8e 8-1 dt 

1 - 
+f LT +OQ'—- x) BG — 1)8-1 log[t(i—t)(ÿ — x), 

. 0 

qui a été déjà donnée par Poisson, dans le Mémoire cité plus 
» + s I haut, pour le cas spécial où l’on a p= > 

356. La méthode par laquelle Poisson a obtenu l'intégrale gé- 
nérale de l'équation E($, 8), ainsi que celle que nous avons 
suivie, laissent prise à des objections évidentes. Bien que la for- 
mule générale (28) contienne deux fonctions arbitraires, rien ne 
permet d'affirmer qu’elle donnera toutes les intégrales de l’équa- 
üon proposée. Si l’on remplace, par exemple, les limites x et y 
des deux intégrales de la formule par des constantes & ct b, 
n’aura-t-0n pas des solutions nouvelles distinctes de celles qui 
sont données par la formule primitive? Nous allons montrer dans 
le Chapitre suivant que l'on peut faire disparaître toutes ces dif- 
ficultés, et confirmer la généralité de l'intégrale, par l'étude appro- 
fondic d’une idée de Riemann. Mais, en terminant ce Chapitre, 
nous rappellerons que déjà, dans un problème de Géométrie, nous 
avons rencontré un cas particulier de l'équation E(B, 8). Au 
n° 162 [I, p. 242] nous avons ramené la détérmination des sur- 
faces qui admettent pour représentation sphérique de leurs lignes
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de courbure un système de coniques homofocales à l'intégration 

de l'équation aux dérivées partielles 

90 où 00 

28 — 1) 5x d£i + 02 En d5i 

Cette équation n’est autre que E{— *, — * Son intégrale Ï q à 5 

, , 1 
générale se déduit de celle ‘de l'équation ” 2) qui, comme 

nous venons de le rappeler, a été donnée par Poisson. Cette inté- 

grale est assez compliquée; mais il résulte des propriétés que 

nous avons données aux n° 347 et 348 que l'on pourra obtenir 

un nombre illimité de solutions algébriques. 

Si l’on choisit, par exemple, la solution particulière 

6= AVR) — Ah), 

on retrouve les surfaces du second degré; si l’on prend la solution 

encore plus simple 
O—A+B(s+p), 

on obtient la surface remarquable de quatrième classe que nous 

avons étudiée au n° 459 (1, p. 235].
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CHAPITRE IV. 

LA MÉTIODE DE RIEMANN. 

Définition de l'équation linéaire adjointe à une équation linéaire donnée, — Cas 
particulier du second ordre; relation entre une intégrale double et une inté- 
grale curviligne. — Méthode de Riemann; détermination d’une solution de 
l'équation par les conditions aux limites auxquelles elle est assujettie. — 
Double forme de l'intégrale générale. — La fonction U(T, F5 Ty Y,) peut être 
définie, soit comme solution de l'équation adjointe, soit comme solution de l'é- 
quation proposée. — Détermination effective de la fonction w relative à l'équa- 
tion E(8, 8"). — La formule de Poisson, généralisée par M. Appell, donne 
effectivement l'intégrale générale de la même équation. — Démonstration géné- 
rale de l’existence de la fonction x sur laquelle repose la méthode de Riemann. 
— Relation entre les invariants d’une équation linéaire et ceux de son adjointe. | 
— Les suites de Laplace relatives aux deux équations. — Quand l’une des 
équations s'intègre par l'application de la méthode de Laplace, il en est de 
même de l’autre. ‘ 

, 

357. Ltant donnée une expression différentielle 

() gr, Jr x, ….s J), 

contenant une variable x, une fonction }: de x et ses dérivées 
jusqu’à l’ordre », on sait que l'équation 

: 

5 de d /095\ ., di 2\ : D lg amy) 
exprime la condition nécessaire et suffisante pour que la fonction 
? soit la dérivée d'une autre fonction Ÿ contenant, en même temps 
que la variable indépendante x, la fonction y et ses n —1 pre- 
mières dérivées. De même, si l’on considère une expression 

(3) ele.» - 93 03 d?3 dd: d!z 
FA 9% 5? dy” 0x” Or dy” 0y*” ’ 

contenant deux variables indépendantes, une fonction : de ces 
variables et ses dérivées partielles jusqu’à un ordre quelconque »,
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l'équation 

d» 0 d9 d f d2 \ . 0? d9 E-2(2) (2) 4(8) 5 0x dy dr? 

j + fu Naf 
| *& (; os ) ‘ n (SE) 

dx dy dy? 

exprime la condition nécessaire et suffisante pour que & puisse 
prendre la forme 

JM aN 

) 9 
M et N étant des fonctions de x, de J', de 3 et de ses dérivées 
partielles j jusqu” à un ordre que l’on peut toujours réduire à x ou 
à n—1. 

D'après cela, considérons une équation linéaire quelconque 
d'ordre 7 

5 = di+k 5 
Fe DV au A 

Si l'on multiplie le premier membre par une indéterminée u el 

si l’on écrit ensuite que la condition (4) est vérifiée, on aura 
l’équation linéaire 

, .., Oith = 

GCu) =DYCiyr deroga (Ait) = 90, 

qui définira w. Nous dirons que cette équation est l'adjointe de 
la proposée, pour rappeler l’analogie qu’elle présente avec l’équa- 
tion toute semblable considérée par Lagrange dans le cas d'une 
seule variable indépendante. 

Quelles que soient les fonctions = el u, une suite d’intégrations 
par parties conduit facilement à l'identité 

Se JM ON (6) uF(s)—3 GC open 

où Met Nont les valeurs suivanLes 

d3 J(Aoou) 1: 93 1 _d(Aru) 
M = 4 3 Av = E —— © + — ; — = © D À 10 U+ Aou de 3 Muus, 5 PI 

d 

s 05 3 or AA o2 te) 235 1 (A1 u) 
N=, su a — — 7: _— — = 3 —— - . | Ao1 3 + A ga rs y. +2 ut 5 De +
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et dépendent de :, de w et de leurs dérivées jusqu'à l’ordre » — 1. 
Il importe toutefois de remarquer que les expressions de M et de 

:N ne sont pas complètement déterminées. Le second membre de 
l'identité (6) ne change pas, en effet, si l'on remplace M et N 
respectivement par 

99 00 M+T, x 
+ 07” N 0x”? 

et l’on pourra prendre pour 4 une fonction linéaire de 3, de «ct 
de leurs dérivées jusqu’à l’ordre 7 — 2, sans changer la forme. 
générale des valeurs de MectdeN. | 

On déduira facilement de l'identité (6) que la relation entre les 
deux équations en 5 et en w est réciproque, c'est-à-dire que cha- 
cune de ces équations est l’adjointe de l’autre. Mais nous 
Omettrons ici le raisonnement très simple par lequel on est con- 
.duit à ce résultat essentiel, parce que nous aurons à le présenter 
sans modification, au Chapitre suivant, dans l'étude de l'équation 
adjointe de Lagrange; nous insisterons, au contraire, sur la con- 
séquence suivante, qui joue un rôle essentiel dans la théoric ("). 

  

(*) Pour établir l'identité (6) dans toute sa généralité, on peut employer le 
calcul élémentaire suivant : 

On sait que l'expression 

est la dérivée exacte d'une fonction deu, de v et de leurs dérivées jusqu’à 
l’ordre £—1, dont nous omettrons, pour abréger, l'expression développée. Si 

‘ de . 
l'on remplace v par Di” on aura donc 

J+k 6 y dy d'u JP 

“ dx" dpi 7 { 0j ur ur’ 

P contenant les dérivées de & et dev jusqu’à l'ordre £-+ 4 —a. Changcons dans 
cette équation & en v, x en 7”, à en £; nous aurons 

pu LE jo De _ 00 
Ur tu y* Oxi dy 7 dy ? 

et la combinaison de ces deux équations nous donnera l'identité plus générale 

  ditkp . dk dP s42 9Q ——— — (—jhiE = — — (—i} ER, 
(a) ox OF (1) or dy 0x ) dy
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Considérons l’intégrale double É . 

Æ , CAE 
CET dx dy =[[(C +5) a 

étendue à une aire plane (A) que nous supposerons simplement 
connexe ct limitée par un contour (S); cette intégrale double aura 
la même valeur que l'intégrale simple ‘ 

Jai dy Nr). 

étendue à tout le contour (S) parcouru dans le sens direct. On 
, 

aura donc l'équation 

(A) 

(8) [ft $C) —:G(0)] dx dy = fa dy —N dx), 

qui est tout à fait équivalente à l'identité (6). On reconnait ici. 
que l’indétermination signalée plus haut pour les valeurs de M et 
de N n’a plus aucun effet sur l'équation précédente; car, si l’on 

, ° û remplace M et N par leurs valeurs les plus générales M + D 
on s ne N — —; le second membre s'accroît de l'intégrale dx 

{S) 

Î dû 

qui est évidemment nulle toutes les fois que 6 est une fonction 
uniforme.et finie à l'intérieur de l'aire (A). 

  

P ct Q contenant les dérivées de « et de 9 jusqu’à l’ordre à + 4 — 1. Or on a 

À 2) — 2 QU) = \' A UNE png (Au u) “(a —2Guo se Dr r —(nis oo Jr 
et il suffit de faire usage de l'identité (a); où l'on remplacera u par A4 u et e par 
#1 Pour reconnaître que le terme général du second membre, et par suite le se- 
cond membre tout entier, peut se mettre sous la forme 

ce 

ox 
0x dy 

‘où Met N contiennent les dérivées de z ct de « jusqu’à l'ordre n — 1.
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358. L’équation adjointe à une équation linéaire donnée s’est 

présentée pour la première fois dans un Mémoire de Riemann 
relatif à la propagation du Son (1). M. P. du Bois-Reymond, qui 
déjà dans un Ouvrage (2?) sur les équations aux dérivées partielles, 
avait, à juste titre, appelé l'attention des géomètres sur le Mé- 
moire de Riemann, est depuis revenu sur ce sujet dans un court 

article publié à T'ubingue (3). Dans ce qui va suivre, nous traite- 

rons seulement de l'équation 

d?3 DE d3 
— <a +b—+cs=0 

(9) dx dy ox dy ‘ 

déjà étudiée dans les Chapitres précédents; nous donnerons les 

résultats de Riemann et nous indiquerons les conséquences que 

l'on peut en déduire. On a alors - 

d? 
=: + 

èt QG
 

è ù 

G(u) du a?!" gp da a) 

J 7 drdy . dx de Dr dy 

(re) 1 03 du 
M=aus+ 5 CG _ 3 :) 

: 1 ds du N = bus (Es): 

Voici l'usage que Riemann fait de l’équation (8). 
Supposons que l'on ait pris pour 3 et pour w respeclivement 

des intégrales quelconques de l'équation proposée et de son ad- 
jointe. On aura 

R(=\— e — (5) =0, G(u)= 0, 

el le premier membre de l'équation (8) scra toujours nul. Cette 

  

(*) RiEMmANX, Ueber die Fortpflanzsung ebener Luftswellen von endlicher 
Schwingungsiweite (Abhandlungen der K. Gesellschaft der Wissenschaften su 
Gôttingen, t. VILL, 1860, et Gesammelte Werke, p. 145). 

G) P. pu Bors-Reymoxn, Beïträge sur Interpretation der partiellen Dife- 

rentialgleichungen mit drei Variabeln, p. 250. Leipzig, 1864. 

(*) P. pu Bois-Revwmoxp, Ucber ein in der Theorie der linearen partiellen 
Differentialgleichungen auftretendes wolständiges Differential. (Mathema- 
tisch-naturwissenschaftliche iitteilungen herausgegeben von D° O. Bôüklen. 
Tubingue, t. I, p. 34; 1883.)
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NI
 

équation nous donnera donc 

{si 
(ri) f (M dy — Ndz)= 0. 

Soit À un point quelconque du plan (fig. 25) et B'C' une 
courbe tracée arbitrairement dans ce plan. Menons par À des 
droites AB et AC parallèles aux axes jusqu'à la rencontre de la 
courbe, ct supposons que les intégrales 5, 4, aussi bien que les 

  

€ 

cocfficients de l'équation proposée et leurs dérivées, soient finics 
et continues à l’intérieur de l'aire ABC. On Pourra appliquer 
l’équation (11) au contour ACBA, ce qui donnera 

. C B À (2) J May+ [ Old Na) f Ndx=o. 
A î € B. 

Si l’on se reporte aux valeurs de M et de N, on peut écrire 
G c _ 

f May= f Lo (au) dy], 
+/4 4 L2 

B B _ ° 
J N dr = [5 mn de s(— bu) de] 

A N Le ox dx 

Si donc on désigne, d’une manière générale, par €, la valeur d’une fonction © au point P, on aura 
4 c dons né | 

f M dy = Cs)e— (s)a =f 1% _— au) dy, 
A 2 A y 

3. _ _ B ‘ 
f N dr — CCE _ f (Ru) de. +/4 | 2 4 0x
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Si lon porte ces valeurs des deux intégrales dans l'équation 
précédente (12), on aura 

_ _ C 

(us) = Mu t Gr —f (M dy — N dx) 
(3) B 

n © . 
du \ du 

—_ 3 — — bu dr — (TS — au )dy. 
J (E ) A \9y ) ° 

Etudions les différents termes du second membre. 
Imaginons que l’on se propose, avec Riemann, de déterminer 

la solution 3 de l’équation aux dérivées partielles proposée, qui 
prend des valeurs données, ainsi que l’une de ses deux dérivées, 
pour tous les points de la courbe B'C!. L'équation 

93 
ds = 7 dx + S dy, 

appliquée à un déplacement suivant cette courbe, détermine évi- 
demment celle des deux dérivées premières qui n’est pas donnée 
a priori; nous pouvons donc considérer les deux dérivées de = 
comme connues en chaque point de la courbe BC’. Il suit de là 
que, si l’on a choisi la solution & de l'équation adjointe, les trois 
termes 

( 

(us). (us, [Et -Nar), 
BR 

qui entrent dans le-second membre de l'équation (13), sont parfai- 
tement connus et dépendent seulement des conditions aux limites 
données pour 5. Si donc on pouvait calculer les deux dernières 
intégrales qui figurent dans ce second membre, on connaîtrail 
Sas c’est-à-dire la valeur de 3 en un point quelconque du plan. 
Or ces deux intégrales dépendent en général des valeurs, tout 
à fait inconnues, que prend la solution cherchée 3 sur les 
segments rectilignes AB et AC. Pour que ces valeurs n’inter- 
viennent pas, il est nécessaire que la solution & ait été choisie de 
telle manière que l'on ait 

du : 
— — bu=0o en tous les points de AB, 
dx s . 

du : 
Y— au—0o, en tous les points de AC,
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Si ces deux conditions peuvent être remplies, l’é “équation fonda- 

mentale (13) se réduira à la suivante 

_ _ B 

(4) (us), = ME CSe — f (N de — M dy), 
c 

-qui déterminera la valeur de 3 pour un point quelconque À du 

plan, en fonction seulement des conditions aux limites. 

Ainsi, pour obtenir l'intégrale générale de l’équation sous 
sa forme la plus appropriée aux problèmes de la Physique 

mathématique, il suffit de déterminer une solution u de l’équa- 
Lion adjointe satisfaisant aux deux conditions que nous venons 
d’énoncer. 

Ces conditions peuvent être transformées de la manière sui- 
vante. 

On doit avoir 

— —bu=o 
ox ? 

en Lous les points de AB; x variant seule sur ce segment, on peut 
intégrer l'équation précédente, ce qui donne 

M 
budx 

üuy = ue" ; 

pour tous les points M compris entre À et B. De même, la seconde 
condition peut être remplacée par la suivante 

2% 

ady 
üuy = ujes ; 

pour tous les points M situés sur le segment AC. 
On peut toujours réduire la constante w, à l'unité, de sorte 

que, si l’on désigne par Æo, Jo les coordonnées de À, par æ, y 
celles d’un point quelconque, la question est ramenée à déter- 
miner une solution 

u(r, Ji To Jo) | 

de l'équation adjointe, dépendante-de deux paramètres æ&, Jo. 
se réduisant à l'unité pOur = %o, . = Yo, prenant la valeur 

+ + 

f bdx Ÿ a 4 ' 

e% pour y =, ct la valeure*x pour x =.
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Tel est le résultat fondamental établi par Riemann. Le grand 
géomètre a pu déterminer la fonction & pour l’équation qu avait 
à Lraiter ct qui n’est autre que l'équation E(8, 8). Nous allons 
voir que la détermination de cette fonction peut aussi être faite 

pour l'équation plus générale E(@, 8); mais, auparavant, nous 
allons, en restant dans la théorie générale, ajouter une remarque 
essentielle aux résultats que nous venons d'exposer. 

309. Supposons que la ligne primitive BC se réduise aux deux 

| Fig. 26. 

  
c’ C D 

parallèles aux axes B'D et DC' et soient x, 31 les coordonnées du 
point D. On aura ici 

B D B 

(15) JL R&æ-ua= f Nar— [ M dy. 
Co te . D 

D'ailleurs on peut écrire 

[ are [| [É (x 25) + ous] dx 
c 

= [ [2 ! LD Lu (H+83)] a 

et, par conséquent, : 

De— b 
J Ndr = ee QE (us En J « (5 + d :) dz. Ar 

On aura de même | - 

  

B b 
(uz\n—(u3)n d3 _ M QE + [à (5 +as) à. 

J 9 2 B LA % 

Si l’on substitue ces valeurs des deux intégrales dans les équa-
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tions (15) et (14), on aura 

_f?. [oz V [oz (16) Aa sh f «(ares)u- [ u (+) dy. 

Cette formule s'applique à toute solution de l'équation proposée. 
Elle offre la plus grande analogie avec l'équation générale (14), 
mais elle s’en distingue par une propriété essentielle. On recon- 
naît en effet immédiatement qu'il n’est plus nécessaire maintenant 
de donner l’une des dérivées de 3 sur le contour C/DB’. La con- 
naissance seule des valeurs de la solution cherchée sur les droites 
C'D er DB' permet de calculer les deux intégrales que contient la 
formule précédente et d'obtenir la valeur de cette solution. II faut 
chercher l’origine de ce résultat si intéressant dans cette circon- 
stance que le contour nouveau est formé avec les caractéristiques 
de l'équation linéaire proposée. 

Supposons maintenant que l’on prenne pour z cette solution. 
particulière 

3(2, JT Ji) 

de l'équation proposée qui se détermine par des conditions toutes 1 Ï 
pareilles à celles que nous avons indiquées pour u(Z, 3; Lo, J'o) 
considérée comme solution de l’équation adjointe. Comme il faut 
changer le signe des cocfficients & et b quand on passe de l’une 
des équations à l’autre, on voit que cette solution devra se ré- q ; 
duire 

Pour y=}r à.......,.....,.. er 
y 

-f ady 

pour T=rT, à................ er 

et, par suité, à 1 

On aura donc 

95 +bsz=0 en tous les points de CD, ox ; . 

d5 7 ÿ +a3=0 en tous les points de BD, 

°S=i. pour le point D.



LA MÉTHODE DE RIEMANN. 

(2
1 

Par conséquent, la formule (16) se réduira ici à la relation 

. SAT Up c’est-à-dire . 
30, Jo5 Ti, F1) == UTr5 713 Los Fo). 

Cette égalité contient la proposition suivante. 
La solution U(X, 3 Toy Yo) de l'équation adjointe que nous avons définie précédemment peut être considérée comme fonction des paramètres xo, J'u3 elle est alors une solution de l’équation primitive (où l’on aurait remplacé x, y par Zo, Yo) et possède, par rapport à celte équation ct aux variables Los Jo, les propriétés par lesquelles elle à été définie comme fonction des variablesx, y et solution de l'équation adjointe. En d’autres termes, la définition de & ne change pas si l’on échange l'équation linéaire et son adjointe à la condition d'échanger les deux Systèmes de variables 

LT, FA Los Voc 

I suit de là que la détermination de ceue fonction 

U(X, ÿ;3 Lo, Jo) 

. permettra d'intégrer aussi l'équation adjointe par une formule analogue à celle qui a été donnée plus haut : l'intégration des deux équations linéaires, la proposée et son adjointe, se ra- mène donc à un seul et même problème, la détermination de la fonction u(x, y; x, Jo). Cette fonction peut étre Pleine- ment définie, soit comme solution de l'équation proposée, soit comme solution de l’équation adjointe, par les conditions aux . limites auxquelles elle est assujettie. 

360. Appliquons cette proposition générale à l'équation E(B, 8”) et proposons-nous de définir la fonction u(æ, y: Lo Jo) relative à cette équation, en la considérant comme une solution de l'équation adjointe assujettie aux conditions que nous avons in- diquées. L’équation adjointe est alors 

CRE 8 Ou B+$ (7) FU Eur Ep tee 
  

Pour faire disparaître le dernier terme, il suffit de poser 
(18) L u=(r— pts, 

D. — II.
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et l’on obtient l'équation 

d2p B de Bd 
Go) Oxo x—ÿ0x  x—ydÿ 

    

dont une solution quelconque se représentera, suivant la notation 
du n° 345, par Z(f, B). On aura donc 

u=(r—7)}t8#2(8f", B). 

Parmi les solutions particulières Z, il en est d'assez générales que 
l’on peut faire dériver de celles qui sont homogènes. 

Nous avons vu au n° 347 que 

ar (2, , 8-1) 

est une solution de l'équation E($, $"). Si l'on échange B et &, 
l'expression | 

er (2, 8,1— 2"), 2) 

sera une solution particulière de l'équation (19); elle ne contient 
qu’une constante À; mais la proposition du n° 349 permet d’en 

: introduire deux nouvelles. Nous avons vu, en effet, que l’on peut 
effectuer sur les variables x et y la substitution linéaire 

æ— y 
LCR y Ye, 

T—% F —T 
  

à la condition de multiplier par un facteur, qui sera ici 

Cr — ro) 8 (7 — ro) 8. 

En effectuant cette double opération, on obtient la solution plus 
générale 

2 (or — m8 y 0) BFC 8, 18 — 2, 6), 
où l’on a posé, pour abréger, 

° (æ— ro y— Jo) 

(20) ap) 0) 
JT suffit de multiplier par (y — x)8t#" pour obtenir enfin la
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valeur suivante de « à 

| u= {Yo— (ro — 8"). 
(0 X(— r+8(7 — 20)-8 F(—), p, 1 f— 2, s) 

qui va nous conduire au résultat cherché. . 
Nous nous proposons, en effet, de déterminer une solution 

particulière & de l'équation adjointe, se réduisant pour x = x, à y 
J ady ., . . r—x9 \B 11 l'intégrale e*r0 qui à ici pour valeur (=) » et se rédui- 

: 0— #9 
A s Fo — x . . sant de même à (=£) pour y = Yo. Or si, dans l'expression 0— 40 

précédente de &, on fait x — Lo, 5 S’anuule; la série F se réduit à 
l'unité, mais il reste le facteur (Ro — x) 8" qui annule Ja fonc- 
tiôn & ou la rend infinie, à moins que l’on n'ait 

x = 
Adoptons cette valeur de À, u prendra la valeur 

G2) US (por) (y — ay —r0)-8 F(8, 8 1, d): 
si l’on fait x = x,, on aura 

(2 ÿ 
« 

U—= | “———— 5 
Jo — To . 

si l’on fait de même y = 74, on aura 

, 

3 
ar ST =, as (= z 

0 — To 

par conséquent, la valeur (22) de u sera la solution cherchée. 
Ainsi, appliquée à l'équation E(B, $’), la méthode de Riemann 

réussit pleinement ct permet de déterminer les intégrales de 
l’équation par les conditions aux limites les plus générales. Il suf- 
fira de porter la valeur précédente de x dans l'une ou l’autre des 
équations (14) ou (16) pour obtenir l'intégrale générale de l’équa- . ion. Si l'on emploie, par exemple, la formule (16), la valeur de z 
se présentera sous la forme suivante 

‘ T1 dt 
(23) Srauyo — (users +f Ur,y J{x) dx + f Uri,y (y) dy; 

To Je - 4
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f et o désignent les deux fonctions arbitraires qui dépendent des 
valeurs aux limites pour 5 et la notation D,8 indiqué, d’une ma- 
nière générale, le résultat de la substitution de a, B à la place de 
æ et de y dans la fonction D(x, y). 

36H. Il nous resle maintenant à établir un point que nous 
avons regardé comme essentiel et à montrer que la formule (28) 
[p- 68] de Poisson et de M. Appell donne effectivement toutes les 
intégrales de l'équation proposée. Nous présenterons d’abord les 
remarques suivantes sur cette intégrale. 

L'équation E(£, 81) 

ds B ds $ 9: 
0TOy Zz—ÿÜx  x—y dy 

  Oo 

D 
s 

a ses cocfficients finis et continus tant que x est différent de y. Si 
l’on trace (fig. 25) la bissectrice de l'angle J:ox, on peut dire que 
cette droite est une ligne de discontinuité pour l'équation précé- 
dente, de sorte que les coefficients de l'équation demeurent tou- 
jours finis et continus tant qu'on reste d’un même côté par rapport 
à cette droite. Examinons ce que devient l'intégrale de Poisson 
‘lorsque y se rapproche de zx. 

Si l’on se reporte à la forme (29) [p. 68] de cette intégrale, le 
premier terme du second membre a pour partie principale 

rG—$)T(G—$) 
1 . 

o—ay-8-# [ c(r)t-d(1— 08" dt = TG—E—E) 
“0 

S(r)(y— x) 8-7". 

Cette valeur approchée peut être regardée comme le premier 
terme du développement suivant les puissances de (y —æ), les 
termes non écrits ayant des degrés supérieurs d’un nombre entier 
à celui du terme conservé. | a 

De même l'expression approchée de la seconde intégrale de la 
formule (29) [p. 68] sera 

1 , n ’ 

ge) [ BG 0821 dt = Es (x). 
0 

  

Il résulte de là que, pour toute solution donnée par la formule 
de Poisson, le développement suivant les puissances de J—zx se
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compose, de deux séries de termes, les uns de degrés enticrs, les 
autres d’un degré égal à 1.— 8 — £' augmenté d’un nombre entier; 
et, en limitant le développement au premier terme de chacune 
des deux séries, on aura pour l'intégrale l'expression approchée 

. , . 
($) 3=° RE e(a) —a) 88 + 

Cette formule nous indique la voie qu'il faudra suivre pour vé- 
rifier que toute solution de l'équation est donnée par la formule 
de Poisson. On cherchera à établir d’abord que, dans le voisinage 
de la ligne de discontinuité, la solution considérée est réductible à à 
la forme 

F(B)Te8") 
NES 

o(x)(y—r)i-B-8 + D (x). 

La comparaison de cette forme à la précédente fera connaître 
les fonctions & et 4 qui doivent figurer dans la formule de Poisson; 
etil ne restcra qu'à vérifier une équation où me subsistera plusrien 
d'inconnu. 

Appliquons cette méthode à l’intégrale générale, telle qu'elle est 
donnée par la formule (23). Le troisième terme se déduisant du 
second par l'échange de x et de y, on peut sc contenter de vérifier 
que Îles deux premiers termes du second membre sont donnés, 

l’un et l’autre, par la formule de Poisson. 
Pour plus de netteté, nous supposerons que l’on se place au- 

dessus de la ligne de discontinuité, comme il est indiqué dans la 
Jig+ 275 &is Ya étant les coordonnées de D, xs, y, celles de À, on 
aura 

TL To Fo <J15 

Los Jo sont ici les variables indépendantes. 
Le premier terme de l'intégrale (23) est u(æ1, 13 &o, Jo) mul- 

tiplié par la constante :,.... Nous avons donc à vérifier d’abord 
que l'expression | 

u(æ, J'; To Jo) 

considérée comme fonction des variables Los Jo, Vérifie l’équation 
proposée et, de plus, est donnée par la formule de Poisson. Con- 
formément à la méthode générale que nous venons d'indiquer, il 
faudra donc obtenir d’abord son expression approchée lorsque 
Yo— æ devient infiniment petit. Si l’ "on se reporte à l'expression
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(22) de w et à la définition de o, on voit que l’on aura 

(= æ)(yo— vo). 
D —x)(Jo— x)? 

1—G— 

. 1— 5 est donc du même ordre que Yo — Æo, et l'on est conduit à 
développer F($, ff, 1,«) suivant les puissances de 1 — 5. Pour 

Fig. 27. 

1È 

À 7 

cela, nous emprunterons la formule suivante à la théorie de la 
série hypergéométrique (): 

  

TG—8—$8") 

+ TB) D Fr ht h2—B Br) 5)-8-#, (B)T(8) 

| PB, 8,2, 0) = PB Bu 8 +81 0) 
  

Si l’on porte cette valeur de F(B, 8, 1, ©) dans la formule (22), 
on en déduira immédiatement l'expression approchée de u, lorsque y, se rapproche de x,. Il suffit de réduire les séries F à l'unité et l’on trouve ainsi, pour les deux premiers termes de w, 

ea TCB 
F(—$)l(G 5") 

+ + Fe Go a y — 2) y — 208470 ro) -8-8 

Go 2) y 087 2-8 

? La comparaison de cette formule avec l'équation (24), où l’on aurait remplacé x ct y par Zo Et Jo, nous donne immédiatement 

  

  

(*) Voir le Mémoire de M. Goursat, déjà cité [I, p. 188] (Annales de L'École Normale, 2 série, 1. X; 1887). 
‘
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les deux fonclions qui doivent figurer dans la formule de Poisson. 

On trouve ainsi ‘ 

92) —— A(a— my —r)y—2)8"-1, 
65) Ya) AG) F7) — ay, 
À désignant la constante 

T(i—3—8>r(8+8") singrsin@’r 
Â= FIG DIE TG) rsin(8 +89 
  

Si l’on porte ces valeurs de o(x), Y(x) dans la formule de 
Poisson, on trouve le résultat suivant 

| u= A (y — 248 (Jo— ze)! 8-8" 

Jo 

(27) x [ (x — æ)-8'(y — a)-B(Yo— 2 "1 ( 4 — Lo)B"-1 da 

  

Yo 

— A(y — 2 [ Ca — x) —a)8 170 2) Ba — ro) 8 dx; 

et il n’y a plus qu’à vérifier la concordance de cette expression 

avec celle qui est donnée par la formule (22). La vérification est 
aisée, si l’on opère de la manière suivante. 

Égalons les deux expressions de w : l'équation à vérifier prendra 

la forme 

F8, Bu o)= A(Yo— ro) 8-8 (yo —- 2 (y — ro)? | 

x [ Cao) PQ — 29-870 23812 — 20) da 
_ AG. 2) BB yo— 2 (y — 20) 

x [ta — 2}-1(y — a) 1(yo— x )-B' (x — ao)8 dx; 

et l’on reconnait presque immédiatement que les deux termes du 

second membre ne changent pas de forme si l’on effectue sur o, x, 

Ÿ3 Los J'o une même substitution linéaire. Choisissons les cocffi- 

cients de cette substitution de telle manière que Z, Los Jo SC rÉé- 
. Ï 

.‘duisent respectivement à «, o, 1. Alors y se réduira à > © Étant 

le rapport anharmonique déjà défini par la formule (20). Le
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second membre de l'égalité à vérifier deviendra 
î 

af [t— 2(1 — c)]8(i— 2)8-148-4 da 

‘ i 

TAG Lai c) 8 (1 2)-B 2-6 da. 
1-5) sf tu a(1— 6) (1 2)-8' 78 da 

D’après une formule bien connue d'Euler, les deux intégrales précédentes s'expriment au moyen de séries hypergéométriques et l’on retrouve les deux termes du second membre de l'identité (25). L'égalité que nous avions en vue est donc vérifiée. 

362. Passons maintenant au second icrme 

f a, 5 /(x) dr 
lo 

de l'intégrale de Ricmann. Nous avons donné l'expression ap- rochée de #,. lorsque x, + se rapproche de zéro. Si on la 
P T, Ji 0 J 0 
orte dans l'intégrale récédente, on aura de même l'expression 5 ; P approchée de cette intégrale 

Fe, [ Cro— PB a a — 20) (e) dr 

+ ge madt#-# [| ‘(æ— TB (yi—x)( y — To) -1 f(x) dx. 

La comparaison avec la formule (24) donne encore les deux fonctions qui doivent figurer dans la formule de Poisson. On trouve ainsi 

PC) A [ani ça f(æ)dz, 
| (x) = à [ta — æ)-B Gi )8r8 (y —2)8 f(x) dr, 

À étant la constante déjà définie. Il suffit maintenant de vérifier que, en introduisant ces valeurs de 9 ct de % dans l'intégrale de Poisson, on retrouvera le terme 

L'unfta)dz. ‘
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La substitution des valeurs de @(«), Y(x) donne deux termes 

qui sont, l’un et l’autre, de la forme 

Je a 
Î da f P dr. 

' x a 

Onaici . 

TA Lo LA L Jo J'i- 

Quant à la variable d'intégration x, qui est comprise entre 2 et 
1, elle peut être, soit plus petite, soit plus grande que æ9. On 
peut donc décomposer ainsi l’intégrale précédente 

Je dr] ° Yo + 
J da [ P dr +f da | Par. 

ve œ To Te 

Pour le premier terme, l’ordre de grandeur des variables sera 
défini par les inégalités 

MUR TOL ET LA Fo < F1. 

On pourra donc intervertir l’ordre des intégrations, ce qui 
donnera 

Yo de 

— [ dx f P dx. 
Te æ 

Pour la deuxième, on aura 

LT TK 2 < Jo Ji 

ct, par suite, on pourra la remplacer par la suivante : 
" Ja . 

J dx [ P da. 
2 Jr 

Appliquons ces transformations aux deux termes qui composent 
l'intégrale de Poisson; nous aurons le résultat suivant : 

Ti Je ‘ 
—Af f@æ)(r1i—2) az [ (Jo 2) Ba — ro) Ba — 281 (y — 2)8 1 da 

« De ; Je 

+A f J@)Q1—x)dx Q'o-- 2)-8(a — ro) -#(z RP — 2)" lu 

+ a [A Lo) 8-8" (Ji — x )8+8 dr or —2)81(2 — ro) 1 

” aa) (yn— 2-8 da 
‘ Jo A 

a f JC) 0o— To) (ya 88 dr | (Jo— a JT (4 — ro) 1 

| | Ka — z) 8 (71 2)-8 dx.
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Le premier ct le troisième terme représentent précisément 
l'expression : 

dt ‘ : 

J ftordz, 
To 

qu'il s'agissait de retrouver. Il suffit, pour le reconnaître, de se 
reporter à l'expression (27) de w; quant au deuxième et au qua- 
trième terme, leur somme est nulle, en vertu de l'équation 

(Yi — 88 [on a) Ba — ro) B(a— x 8-7 — 2) 1 da 
x » . : 

= (Jo— zo-#-8" f ('o— 2) 1(a — x0)8-1( 4 — TZ} 8 (y1— 2)8 da, 

que l’on vérificra comme il suit. On effectuera sur là variable de 
la première intégrale la substitution linéaire par laquelle yo, to, 
J1, & se changent respectivement en +, F3 Los Jo et l'on retrou- 
vera la seconde intégrale. 

1 

363. L'intégrale de Poisson une fois établie d’une manière ri- 
goureuse, on peut, en l'étudiant, obtenir différents résultats qui 
ontun récl intérêt pour la théorie des équations aux dérivées par- 
uelles. Nous signalerons seulement le suivant, que l’on déduit 
aussi de la formule (23). . 

La formule de Poisson contient deux fonctions arbitraires o(a) 
et Y(x). Supposons que l’on connaisse cef fonctions seulement. 
pour les valeurs de « comprises entre les deux constantes do Ct 3 
l'intégrale générale ne pourra être déterminée que pour les valeurs 
de x et de y comprises entre & et «. Admettons, pour fixer les 
idées, que l’on ait pris y supérieur à z. Si l’on construit ( fig. 27) 
la bissectrice OC'B' de l'angle des axes et les points C’, B', d’ab- 
scisses & et &, la valeur de l'intégrale sera connue pour tous les 
points du plan compris à l'intérieur et sur les‘côtés DP’, DC' du 
triangle D BC; mais il sera impossible de la déterminer en dehors 
de ce triangle. 

Nous avons supposé les fonctions © et 4 déterminées seulement 
pour l'intervalle (Go, 1). Il est clair qu’on peut les prolonger au 
dehors de cet intervalle d’une infinité de manières, en s’assujet- 
uissant même à conserver la continuité des dérivées jusqu’à un
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ordre quelconque, soit pour à — %, soit pour = «. En adop. 
tant ces différents prolongements, on aura différentes intégrales 
de l’équation proposée qui auront, toutes, les mêmes valeurs à 
l'intérieur du triangle D B/C', dont les dérivées seront les mêmes 
jusqu’à un ordre quelconque pour les points de chacun des côtés 
DP’, DC, mais qui différeront à l’extérieur du triangle. Ainsi, une 
intégrale de l'équation proposée qui est assujettie à prendre des 
valeurs données sur les côtés DB', DC! du triangle DB'C! est bien 
déterminée pour les points placés à l’intérieur de ce triangle; cela 
résulte de la formule (23); mais elle ne l’est en aucune ma- 
nière à l'extérieur du triangle. Elle pourra prendre à l'extérieur 
une infinité de systèmes de valeurs que l’on pourra définir d’une 
manière très générale, en s’assujettissant même à respecter la con- 
tinuité de s et de ses dérivées jusqu’à un ordre quelconque pour 
tous les points de DB'et de DC. Ce résultat si intéressant tient 
à cc que les droites DB' et DC’ sont des caractéristiques. La for- 
mule générale de Riemann nous montre en effet que, si, sur toute 
autre courbe qu’une droite parallèle à l'un des axes, la fonction 
est donnéc ainsi que ses dérivées premières, elle est déterminée 
par cela même des deux côtés de la courbe. 

364. L'étude approfondie que nous avons faite de la méthode 
de Ricmann, dans le cas particulier de l'équation E(£, £'), va 
nous permettre de revenir sur la théorie générale développée dans 
les n° 358 et 359, et de faire disparaître une objection que l'on 
peut adresser à cette théorie. La valeur de 5 donnée par la for- 
mule (14) vérifie, on peut s’en assurer, l'équation aux dérivées 
partielles (9); elle satisfait'également aux conditions aux limites 
qui ont été posées a priori; mais on peut objecter que l'existence 
de la fonction &, sur laquelle reposent tous les raisonnements, et 
que nous avons déterminée dans le cas particulier de l'équation 
E(B, f), n’est nullement établie pour les équations les plus géné- 
rales. On peut lever cette objection, au moins pour le cas très 
étendu où les coefficients a, b, c de l’équation linéaire sont des 
fonctions finies et continues, par conséquent développables en 

| séries. 
La fonction 4, considérée comme solution de l'équation adjointe, 

doit se réduire, pour y — 70, à une fonction déterminée de x,



92 LIVRE IV. — CHAP. IV. 

av 

bd 
ady rh . et, pour æ= %9, à unc fonction déterminée de y, ed, ?, 

Ces deux fonctions sont évidemment développables en série sui- 
vant les puissances de T— Lo; Y — Jo toutes les fois qu'il en est 
de même des fonctions & et 6. Il suffira donc, pour mettre hors 
de doute l'existence de la fonction u, d'établir la proposition gé- 
nérale suivante : 

Etant donnée l'équation linéaire 

23 ds ds ra , »S ! — + b = 
Cr or 0y er ba 

  6370, 

dont les coefficients a, b, ce sont développables en séries or- 
données suivant les puissances entières et positives de x — x, 
Ÿ — Jo. existe une solution de l'équation aux dérivées par- 
tielles, se réduisant, Pour Y = Yo; à une fonction déterminée 
2(x) de x, développable suivant les puissances de x— xs, et, 
Pour &— 2%, à une fonction Y{y) de y, développable suivant 
les puissances de y — y. 

Pour démontrer cette proposition, nous effectucrons d’abord la 
substitution 

, TT > T | Fr y | dot 

ë ct s étant deux constantes que l’on choisira de telle manière 
que les développements des fonctions a; D, c, (x), b(y), qui 
sont ordonnés, après Ja substitution, suivant les puissances de x 
et de y, soient convergents pour toutes les valeurs de ces variables 
de module inférieur ou égal à l'unité, Cela posé, proposons-nous 
de déterminer toutes les dérivées de la fonction cherchée z pour 
Æ=y=o.. . - 

Puisque 3 doit se réduire à &(x) pour y= 0, cette condition : 
déterminera toutes les dérivées de = par rapport à la seule variable z; de même, puisque 3 doit se réduire à (y) pour += 0, on connaîtra toutes les dérivées par rapport à la seule variable Jr; enfin, l'équation aux dérivées partielles fera connaître, en fonction des précédentes, toutes les dérivées prises à la fois par rapport à 
2 CLà y. On peut, avec toutes ces dérivées, former le développe- ment en série de la solution cherchée suivant Jes puissances de x
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et de y, et tout se réduit à établir que ce développement est con- 
vergent; car, s’il en est ainsi, 1l satisfera évidemment, et aux con- 
ditions aux limites, et à l'équation proposée. 

Or, les séries qui développent les fonctions a, b, c, #, étant 
convergentes dans un cercle de rayon 1, il est toujours possible 
de trouver des constantes M, N, P, II positives et telles que les 
dérivées d'ordre quelconque de a, b, c, », 4 aient des modules 
respectivement inférieurs aux dérivées correspondantes des fonc- 
tions . 

M N P IH H 

1x7 1x} Üü—xz—7y}? 12 lt) 

Si donc on se propose le problème suivant : « Déterminer une 
fonction satisfaisant à l'équation 

\ . 

ds M 05 N d5 P 
D 
dx dy 1—z—ÿ ur 12-77 dy  (1—=r—y}" (29) 

se réduisant, pour y = 0, à   , 
= Ch pour = 0, à =» 00 ob- 

ticndra, pour définir cette fonction, une série dont Lous les coefli- 
cients seront certainement supérieurs à ceux de la série relative à 
l'équation donnée. Il suffira donc de démontrer que cette nouvelle 
série est convergente pour les valeurs de x et de y suffisamment 
voisines de zéro. , | 

Le nouveau problème auquel nous sommes ainsi conduits est 
virtuellement résolu dans ce Chapitre; car, si l’on remplace, dans 
l'équation, x par 1—x, elle prend la forme même de l’équa- 
tion (1) considérée au commencement du Chapitre précédent 
[p+ 54] et'peut, par suite, se ramener à l'équation E(B, 8"), pour 
laquelle nous avons résolu le problème proposé. Le résultat, que 
nous nous contenterons d'indiquer, conduit à une fonction qui 
est récllement développable en série (*). 11 est donc possible de 

  

(*) Si l’on augmente les constantes M et N en les amenant à vérifier la rel 
tion 

a- 

M=Nœ:, 

si l’on remplace ensuite les deux fonctions ï ; ns par HN, 
IT 1-7 G—rs 
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déterminer une solution de l'équation aux dérivées partielles pro- 
posée par les conditions aux limites que nous avons indiquées, et 
d’établir le théorème général sur lequel repose l’existence de.la 
fonction u. 

| 

365. Les relations que nous venons d'établir entre une équation 
linéaire et son adjointe ont un caractère très général: il en est gJ ; d’autres que nous allons signaler et qui se rapportent au cas où 
l’une des deux équations peut être intégrée par la méthode de 
Laplace. Considérons,'en même temps que l’équation aux dérivées 
partielles 

' 3 d5 ds Do tas +b—=+es=o, 0x dy dr dy 
son adjointe 

CS 95 D % .f da db 
0707 “dx — (RS FT 

€E proposons-nous d’abord de calculer les valeurs des invariants et À de cette équation. Si l’on désigne ces valeurs par #! et #, on trouve 

(30) | L=Kk, £ =. 
. 

x 
ÂAïnsi les invariants de l’équation adjointe sont égaux à 

ceux de l’équation proposée, mais pris dans un ordre différent. 

I suit de là que, si l'on a À — 4, on pourra passer de l’équation à son adjointe par la substitution de Xz à 3, À étant une fonction déterminée. C’est ce que l'on vérifie aisément; car, si l’on ramène l'équation linéaire à sa forme réduile, qui est, dans ce cas, (n° 329) 
| 

DER 
—— = As, 
0x 0y 

On reconnaît immédiatement que l'équation est alors tdentique à son adjointe. | 
  

  

Il : : - Ga; on peut obtenir, pour la fonction auxiliaire, la forme très simple 

HG —z— y} z)(iy)epls e, 22 Create à, nl 
où « ct 8 désignent deux constantes réelles, fonctions de M et de P.
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: 866. On peut déduire une autre conséquence des relations entre 
les invariants de l'équation ct ceux de son équation adjointe. 
Désignons par (E) l'équation, par (E') son adjointe et appliquons à 
l'une et à l’autre la méthode de Laplace. Nous obtiendrons deux 
suites d'équations 

….) (a (E-i}, CE), (BE) (E2), “…s 

(Es) (Es), CE), CES) (Es) 

Or nous avons vu au n° 331 que, si l’on désigne par 4_, et k 
les invariants X et L de l'équation (E), ceux de l'équation (E;) 
seront h;_, et h;, les quantités 2; se déterminant au moyen des 

. deux premières, X et L_1, par la relation de récurrence 

dlock; 
hihi + his = — 0x dy | 

La symétrie de cctte formule nous permet de reconnaître immé- 
diatement que, si l’on passe de (E) à l'équation adjointe (E’), 
c'est-à-dire si l'on échange les deux premiers invariants #_, ct 
k, au lieu d'obtenir la suite 

…. ls, le, l-;, k, li, la, . …. 

On aura 

cr A3, ho, y, A, By, ho, .... 

Il résulte de là que l'équation (E;) aura ses invariants égaux, à 
l’ordre près, à ceux de l'équation (E!,). Par conséquent, l’adjointe 
de (Es) sera l’équation (E';) dans laquelle on aura changé z en 
X5, À désignant une fonction convenablement choisie de x et de J: 
et, si l’on néglige, comme nous l'avons fait ; jusqu'ici, les change- 
ments qui résultent de cette substitution, on pourra dire que 
(E';) est l'adjointe de (E;). Cette remarque à peu près évidente 
conduit aux conséquences suivantes. 

. Supposons que la première suite se termine dans un sens, dans 
celui des indices positifs. par exemple; soit:(E;) la première 
équation dont l'invariant L est nul; il est clair que, parmi les 
équations d'indice négatif de la seconde suite, (E';) sera la pre- 
mière dont l'invariant Æ sera nul; la seconde suite se terminera 
donc à (E';). On peut donc énoncer la proposition suivante :
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Quand l’une des deux suites de Laplace relatwes & une 
équation et à son adjointe se termine dans un sens, l’autre se 
termine en sens contraire, et après un méme nombre d’opé- 
rations; si donc la première suite se termine dans les deux sens, 
{l'en sera de même de la seconde, et il J aura autant d’équa- 
tions d’indice positif dans l’une des suites que d'équations pe pe re D onpro d'indice négatif dans l’autre (*). 

Nous allons nous attacher à cette dernière hypothèse et montrer 
comment, dans ce cas, on obtient effectivement l'intégrale de : Péquation adjointe. Mais, pour résoudre cette question et celle 
qui la suivra, il est nécessaire que nous donnions des développe- 
ments étendus sur l'équation adjointe de Lagrange relative à une 
équation linéaire d’ordre quelconque, mais contenant une seule 
variable indépendante. Ce sera l'objet du Chapitre suivant. Nous 
termincrons celui-ci en résumant les relations que nous avons 
mises en évidence entre une équation et son adjointe. 

367. Nous présenterons d’abord quelques remarques sur la no- 
tion même d'intégrale générale. Étant donnée unc équation aux 
dérivées partielles, il peut arriver, dans quelques cas spéciaux, 
que l’on ait des méthodes permettant d'obtenir une formule géné- 
rale qui donne toutes les solutions de l'équation. C'est ainsi que, 
si l’on a à intégrer l'équation élémentaire 

3 

dy —? 

On est assuré que toutes les solutions seront fournies par la for- 
mule | 

| S=9(x)+ (7). 

Plus généralement, si la méthode de Laplace, appliquée à ces équations linéaires que nous avons étudiées dans les Chapitres 

()} Un jeune géomètre, M. R. Liouville, qui a été conduit par ses recherches Personnelles à la considération de l'équation adjointe, a établi ce théorème, comme nous le faisons ici, par l'emploi de nos invariants } et &. (Voir le Mé- moire Sur les formes intégrables des équations linéaires du second ordre in- séré au LVIe Cahier du Journal de l’École Polytechnique, P. 6; 1882.)
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précédents, permet d'intégrer l'une des équations de la suite, la 
formule à laquelle on est conduit, et dont nous-avons indiqué la 
forme, représente effectivement la solution générale de l'équation 
considérée. Mais il existe d’autres moyens, plus ou moins indirects, 
de parvenir à des formules générales qui représentent des solutions 
d’une équation aux dérivées partielles; tel est celui que nous 
avons employé, par exemple, pour obtenir la formule de Poisson 
généralisée par M. Appell. A quel caractère pourra-t-on recon- 
naître que de telles formules fournissent l'intégrale générale de 
l'équation considérée? Ampère, dans le célèbre Mémoire inséré aux 
XVI et XVIII: Cahiers du Journal de l'École Polytechnique ('). 
a adopté la règle suivante : - | 

« Pour qu’une intégrale soit générale, il faut qu’il n’en résulte, 
entre les variables que l’on considère et leurs dérivées à l'infini, 
que les relations ‘exprimées par l'équation donnée et par les 
équations qu’on en déduit cn la différentiant (?). » 

Cette intéressante définition porte la marque de l'esprit philo- 
sophique de son illustre auteur; on pourrait la justifier en s’ap- 
puyant sur les travaux ultérieurs de Cauchy; mais il vaut micux, 
nous semble-t-il, déduire de ces travaux une définition nouvelle 
de l'intégrale générale. Si nous supposons, par exemple, que l’é- 
quation aux dérivées particles soit du second ordre et à deux va- 
riables indépendantes, Cauchy a montré que, sous certaines con- 
ditions de continuité qu'il est inutile de rappeler ici, 1l existe une 
intégrale de l'équation, déterminée par la condition de prendre des 
valeurs données à l'avance, ainsi que l’une de ses dérivées pre- 
mières, pour toutes les valeurs de x et de y liées par une relation 
donnée ou, si l’on veut, représentées géométriquement par tous 
les points d’une courbe analytique plane. Cette importante pro- 
position, que nous avons déjà rappelée [I p. 388], conduit par 

  

(') AMPÈRE, Considérations générales sur Les intégrales des équations aux 
différ entielles partielles, lu à l'Institut le 2 janvier 1814 (Journal de L'École 
Polytechnique, XVII Cahier, p. 549.) ‘ 
AuPÈre, Mémoire contenant l'application de la théorie exposée dans le 

-XVIF Cahier du Journal de l'École Polytechnique à l'intégration des équations 
aux différentielles partielles du premier et du second ordre (Journal de 
l'Ecole Polytechnique, XVII Cahier, p. 1; 1820). ‘ 

(*) Journal de l'École Polytechnique, XVIE Cahier, p. 530. 
D. — IL. - 7
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une voie naturelle à une définition nouvelle et rationnelle de l'in- 

tégrale générale : pour qu’une formule obtenue par une voie quel- 
conque représente l'intégrale générale, il suffira évidemment que 
l'on puisse disposer des arbitraires qui y figurent, fonctions ou 
constantes en nombreillimité, de manière à retrouver les solutions 

dont les théorèmes de Cauchy nous démontrent l'existence, c'est- 
à-dire de manière à attribuer à la fonction inconnue et à l’une de 

ses dérivées premières des valeurs se succédant suivant une loi 

quelconque, donnée à l'avance, pour tous les points d’une courbe. 

Il pourra arriver, sans doute, que la formule obtenue laisse 

échapper certaines solutions exceptionnelles : cette circonstance 
se présente déjà pour les équations différentielles à une seule 
variable indépendante qui peuvent avoir des solutions singulières 

dans certains cas exceptionnels. Il pourra arriver aussi que la 
solution obtenue ne convienne que pour les valeurs de x et de 

Y' représentées géométriquement dans une région déterminée du 
“plan; plusicurs formules pourront être nécessaires pour repré- 
senter l’ensemble des intégrales. Le critérium qui se déduit immé- 

diatement des résuliats de Cauchy est précisément le moyen le 
plus sûr que nous ayons de reconnaître, dans les cas difficiles, le 
degré de généralité que présente une intégrale donnée a priori. 

Appliquons ces remarques aux rclations que nous avons établies 

‘entre une équation linéaire et son adjointe. Toutes les fois que 
l’une des deux équations s’intégrera directement, c’est-à-dire par 
l'application de la méthode de Laplace, il en sera de même de 
l’autre. D'ailleurs, lorsqu'on aura obtenu par un procédé quel- 

conque l'intégrale générale de l’une des équations, on pourra dé- 
terminer la fonction w de Riemann et, par suite, intégrer aussi 
l’autre équation. Nous pouvons donc, en tenant compte des re- 
marques précédentes, énoncer d’une manière générale la propo- 
sition suivante : 

Ætant données une équation linéaire et son adjointe, l’inté- 
-gration par un procédé quelconque de l’une des deux équations 
entraine comme conséquence celle de l’autre équation.
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CHAPITRE Y. 
L'ÉQUATION ADJOINTE DE LAGRANGE ET LES ÉQUATIONS LINÉAIRES 

D'ORDRE IMPAIR ÉQUIVALENTES À LEUR ADJOINTE. 

Définition de l'équation adjointe à une équation linéaire donnée, à une scule va- . riable indépendante. — Relation de réciprocité entre les deux équations; cha- cune d'elles est l’adjointe de l’autre. — Relations entre deux systèmes fondamen- taux d’intégrales se rapportant respectivement aux deux équations.— Intégration 
d’une équation linéaire avec second membre par l'application des propositions 
établies. — Forme remarquable que l’on peut donner aux premiers membres de deux équations linéaires adjointes l’une à l’autre. — Équations linéaires d'ordre impair équivalentes à leur adjointe. — Propriété caractéristique; le 
premier membre devient une dérivée exacte aprés sa multiplication par la 
fonction inconnue. — Étude de l'intégrale du second degré. — Relations qua- dratiques entre les intégrales particulières et leurs dérivées de mème ordre. — 
Expression sans aucun signe de quadrature du système le plus général de solu- 
tions particulières d’une équation linéaire d'ordre impair équivalente à son adjointe. — Formation de toutes les équations d'ordre impair équivalentes à 
lcur adjointe. 

  

368. Étant donnée l'équation linéaire du nine ordre 

(1) Ju) = hu hu + heu" +. hu = 

OÙ hs Dis us ces D désignent des fonctions quelconques d’une 
variable indépendante x, proposons-nous de déterminer toutes les 
fonctions » de x, telles que le produit 

vf(u) ‘ 

devienne la dérivée exacte d’une fonction linéaire de w et de ses 
dérivées jusqu’à l’ordre x — 1. Une suite d’intégrations par parties 
conduit à la formule 

; IDIOr | - 

_ u[re HE doLe) F (0) _.. LL (y 1 de 
œ dx? dx" 

dOnsv) di-1(),6 (2) + U [ue ++ (on) ] 

nn, d(so) | 0 4 2(}n0) TT [re de ti Ps 

osssssses esse sers ose messe senes eee cesser. 

À + uti-uT),01.
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Si donc on définit les fonctions nouvelles p, 1, ..., pu et Je 
A : . 

polynôme g(v) par la relation 

ge) = nv pue... + pot) 

(3 + 0 2(),5v | (3) = uv), d O9) (ip d'One) Que) 

dx dx? | dr" 

il faudra que l’on ait 

(D) g(#)o. 
Car il n'existe, évideniment, aucune fonction de w et de ses dé- | 

rivées dont la dérivée puisse se réduire à w g(v), lorsque g(v) est 

. différent de zéro. L’équation (4) a été considérée pour la première 

fois par Lagrange ‘) : on l’appelle aujourd’hui l’adjointe de la: 

proposée; nous dirons aussi que g(v) est le polynôme adjoint à 
Jf(u). On voit que toute solution particulière de l'équation 
adjointe fournit une intégrale première de l'équation proposée 

sous la forme 

(5) V(u,v)= const., 

où l’on a posé, pour abréger, 

  F(u,v)= Que 00) Hess + (ir | d0ue)] 

(6) + u Pa - 2) +. et pes ÉCu | 

+ ua-1fà,e]. 

Si l’on adopte les notations précédentes, l'équation (1) s’écrit 
comme il suit 

(5) | ftefen x g(v)] dx = Y(u, v} 

et, par suite, le binôme v f(u) — u g(v) est une dérivée exacte 
pour toutes les formes possibles données aux fonctions w et e (2). 
  

: (*) LaGnaxcr, Solution de différents problèmes de Calcul intégral (iliscel- 

lanca Taurinensia, 1. I; 1762-1765. Œuvres complètes, t. I; p. 451). 
(2) La forme bilinéaire W’(u, v) se présente au début des belles recherches de 

M. Halphen sur Jes équations linéaires. Voir en particulier le Mémoire sur un 

problème concernant les équations différentielles linéaires (Journal de 
M. Jordan, 1.1, p. 11; 1885). Otto Hesse l’a aussi considérée dans un Mémoire 
que nous citerons plus loin.
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369. Réciproquement, étant donnée la fonction linéaire 10) 
de w et de ses dérivées jusqu'à l'ordre n, si l'on se propose de 
déterminer une fonction semblable ®(u) par la condition que 

.- Pf(u)— use) 

soit une dérivée exacte pour toutes les formes possibles de & et 
de v, on devra avoir nécessairement 

go) go). 
Écrivons, en cet, l'équation 

fire - ue(v)] dr =Wo(u,e), : 

qui exprime la propriété par laquelle on veut déterminer o(u); 
si on la retranche de l'équation (5), on aura ‘ 

futec) TT g(v)] dr = w(u, &) En Vote, Ph 

ct, comme il n’existe aucune fonction de & ct de ses dérivées dont 
la dérivée contienne 4 seulement, il faudra nécessairement que 
l’on ait 

pCY= g(v). 

Si l'on applique la proposition précédente à l'équation (7), en 
remarquant que f(u) ct g(u) y entrent de la même manière, on 
conclura que la relation entre ces deux polynômes est réciproque, 
c'est-à-dire que chacun d’eux est l’adjoint de l’autre. 

Par conséquent, on pourra écrire la relation 

Ju)=du+ hu +... +), ut) 

(8) dpiu) d'ou) dr(uau) = pu — Ttin) + 2022 ee 

tout à fait analogue à l'équation (3). Chacune des identités (3) et 
(8) peut être considérée comme une conséquence de l’autre; nous 
avons déjà fait usage de cette remarque au Chapitre I [p. 41]. 

370. Lagrange a déjà montré comment la résolution complète ou 
partielle de l'équation adjointe permet de simplifier larésolution de 
l'équation proposée. Nous ne reviendrons pas sur ce sujet; mais,
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en vue des applications qui vont suivre, nous étudierons d’une 
manière approfondie les relations entre toutes les solutions de 
l'équation proposée (1) et celles de l'équation adjointe (4). 

Considérons un système fondamental d’intégrales particulières 
Fo . ; 

Uys Us ..., Un 

de l'équation proposée, c’est-à-dire un système pour lequel le dé- 
terminant | 

uy ui ui .. up 
(0) a=l'" y OU, .. uÿr1) 

Un Un Un ... un 

ne soit pas nul. On formera sans difficulté unc fonction linéaire 
d:(u) de w et de ses dérivées jusqu'à l’ordre »—1, s’annulant 
lorsqu'on ÿ remplace u par une solution particulière autre que 
u; et devenant égale à 1 lorsqu'on y remplace w par uw; : cette 
fonction a pour expression ‘ 

ae 1 Foi 24 , dA (10) 0;(u) = x Lee+ Ru rer uen], 

À étant le déterminant déjà défini. L'équation 

‘ 0;Cu) = const. 

est une des intégrales premières de l'équation proposée; le pre- 
mier membre se réduit, en effet, à la constante C; quand on y 
remplace w par 

. Giui+ Cote. + Cou 
L'équation ° 

dû;(u) 
——— — 0 

dx 

est donc équivalente à la proposée, et la comparaison des coeffi- 
cients de la plus haute dérivée u(*) dans les deux équations nous 
conduit à l'identité ‘ 

T0; 
un = vrftu), 
ÿ: ayant pour valeur 

(12) o 1 OlogaA 
RS en" 

An dut
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Le produit v;f(u) étant une dérivée exacte, #; est une solution 
particulière de l'équation adjointe. En donnant à l'indice à toutes 
les valeurs, on formera ainsi un système 

Pis Pas es Pr 

de » solutions de l'équation adjointe, que l’on reconnaîtra aisé- 
ment être linéairement indépendantes; ce point résultera d’ailleurs 
de la suite des raisonnements. Nous dirons que les solutions +; 
sont les adjointes des solutions w;, et nous allons étudier les re- 
lations entre ces deux groupes de solutions. 

: Si l’on se reporte d’abord à l'équation (11), en la comparant à 
la formule (7) on reconnaît que l’on a 

ditu) = Wu, vi), 

et il suit de la définition des fonctions 0;(4) que l’on a 

G3). Vu) =, Wu, vx) = 0. 

Ces relations très importantes contiennent les cocfficients de 
l'équation proposée; les suivantes ont lieu seulement entre les 
intégrales ui, Vie 

L'expression (12) des fonctions v; et les propriétés élémentaires 
des déterminants montrent que l’on aura 

Pi + Pal ++ Palrn = 
, PAU + Polr ++ bnlln =O, 

use so... sosssssssesessesseesee) 
(4) 

pute) ie pe ne ne put = 0, 

puprn  pe ufr, put = T° 
4 “R 

De ces relations on déduira less suivantes, par des différentia- 

tions répétées, 

put ph nt ne  oDalS 0, + A<n—i; 
15) nn. un. NL — 1} . 

(5). 0 ee pb ee po ut = 5), E+k=n—r. 
VE 

Ces formules permettent évidemment de déterminer les solu-
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tions w; en fonclion des solutions v;; ct, si l’on pose 

fi le Pa 
# 

8 Pas ..  Pn | 
(6) NT) .. . …. .. u 

| pp 1) porn phet) ! 

on obtiendra les expressions suivantes 

(—1}"-1 0 log; 
= 

, Ua—1)} 
ha dv; 

  (17) üj 

toutes pareilles à celles qui déterminent les +; au moyen des w. 
On a d’ailleurs 

as) Ah (E) 
hu 

Nous signalerons encore les relations suivantes. 
Considérons les deux systèmes de n°’ éléments 

Ps Vas cu. Ps uÿ7i, ut, ,,., tft): 
#; Po “….s Ph ua}, ubr-2r, cs uft-3): 
.., . un sesseeg nee onees ces 
péen, pui, oft-1); Uy, 2, c.., Une 

Les mineurs formés avec les p premières lignes e. . colonnes 
quelconques du premier déterminant sont proportionnels aux 
coefficients des mineurs correspondants dans le second détermi- 
nant. Pour établir cette proposition, considérons, par exemple, le ” 
mineur principal du premier déterminant, que nous écrirons 
comm il suit : | 

Pi Fa + Pp Ophi + On | 

pp) DD, png . 1 a LE 

sous 0 1 oo o |: 
0... ... 0 0 1 .... 

0 ..... ... 0 0 _. ... 1 | 

Si on le multiplie ligne à ligne par le déterminant A, on trouve,
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après quelques réductions faciles, la relation 

    

di Va .  Pp Up4i Up+g ee Un 

(9) #, Da ose. Pp | _ (—rru-n| un Upya .. LR 

.… de ue EU .... ones eee 

pin pin, pp | ap upon ... uf-P=b 

qui comprend comme cas particulier les formules (12) et (15). 

On aura de même 

Ui lo … Up Pp+1 Vp+2 … Pr 

+ , t F ( , (20) ui Up | on] Pr Dhpz ee Le 
= }# 

upon gp. up Cr pt) ...  ppi-P=n 

311. L'emploi des propositions précédentes conduit rapidement 
à l'intégrale générale de l'équation avec > second membre 

JG) =R 

où R désigne une fonction quelconque de la variable indépen- 

dante. 

Si l’on multiplie, en effet, les deux membres de l'équation pré- 

cédente par v;, on aura, en intégrant, 

P; f(u) dx = fre dr, 
, ul 

c'est-à-dire | 

(21) Pau, vi) = fre dx. 

IL suffit d'attribuer à à toutes les valeurs 1, 2, ..., AR et de ré- 

soudre les équations obtenues, qui sont du premier degré par 

rapport à la fonction inconnue & et à ses dérivées w/, w”, ..…., 

ufr, Jia résolution se fait très simplement de la manière sui- 
vante. 

Posons 

(22) ut = hou heure. ee huh, 

hi, ho, ..., Lx désignant des inconnues nouvelles que l’on sub- 

stilucra à & et à ses dérivées. La substitution des valeurs de w, 

u', ..., données par la formule précédente dans l'équation (21),
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nous donnera 

la Vus, 05) + ls Wu, Pa) ++ ln (uns 95) = fre dx. 

Si l’on tient compte des relations (13 , il reste P 

li = fre dx. 

Par suite, la solution cherchée et ses 7 —1 premières dérivées 
sont déterminées par les formules 

(23) tu = Ùu Rv; dx, ua) = Yu froid. 
. i i x 

Le résultat se présente sous la forme même que l’on doit ob- 
tenir lorsqu'on applique la méthode de la variation des constantes 
arbitraires due à Lagrange. Fo ° 

972. Pour compléter cette étude des relations entre une équa- 
tion linéaire et son adjointe, nous indiquerons une forme remar- 
quable que l’on peut donner aux deux fonctions Ju) et g(v). 

Il suit de la théorie même de l’équation adjointe que l’on peut 
meltre f(u), et d’une infinité de manières, sous la forme 

Xn+1 dr 

En appliquant la même transformation à Jfi(u) cet à toutes les 
fonctions que l’on introduira successivement, on obtiendra pour 
f'une expression telle que la suivante 

TA 

ep fw=L id. 1 du ° T7 3 Cn+1 ÀT An AT Ga dr a 

chaque différentiation portant sur tout ce qui suit. Multiplions 
par # et posons 

| 

(25)
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soit de même 

  

    

  

ga(s)= La+1 ’ 

apr d id ir de (26) gi(s) = ae dE ue dE an dE txt” 
g(v) = (— 1 dr d I «4 v 

° — œ dx % dx . an dr ani 

D'après ces définitions des fonctions fi(u), gx(v), on aura 

  "fu = 2 LAUI io = 1 dfisi(u) 
dr ? î _— ? 

  
An+1 Ln—i+1 dx 

1 dgi(v) 1 d£iri(v) 
DO — — ——— TV) — —— ———— 
(9) #4 dr ? gi(v) di4t dx 

Une suite d’intégrations par parties nous donnera les formules 

of az = [sata tu) 
LOTO ICE O) 

— fat) fat 
= gua(e) fat) — [AGE gute) 

| — frite sit) = u g(v)dr. 

Si l’on ajoute toutes ces équations, on obtiendra l'identité 

s (5) irons | 
CU gu(o) AGD+ gate) AG + gi (0) Patte) 

d’où il résulte que g(v) est le polynôme adjoint à f(u) et que 
l’on a 

(28) Wu,r) = En(v) fi(u) + Sna(s) fa() ++ gitv) Ja(u). 

Cela posé, les différentes solutions particulières de l'équation
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proposée peuvent être représentées par les formules 

U— %, 

U = a fa dx, 

(29) Us = [= dx fs dx, 

chaque signe intégral portant sur tout ce qui suit.-De même les 
solutions de l'équation adjointe, que nous désignerons par m,, 
Vaso.) ns SeTONt ‘ 

4 
PI Antts 

Mo = au fan dr, 

(30) V3 = 24 [= ar [a dr, 
« 

Pour plus de netteté, nous Supposerons que toutes les intégrales 
soient prises entre x, et , Zo étant une constante. Si l'on se re- 
porte à la définition des fonctions Ji fa +, fay on reconnaît 
que l'intégrale particulière w; annule identiquement les n — ÿ 
premières et réduit à l'unité la (n— à + r)ième, Quant aux sui- 
vantes fh_ire, ..., fn, elles auront toutes la forme d'une intégrale 
prise entre les limites x, ct x. On trouvera, par exemple, 

Tr 
2 € 

Jaes [| 2; dr, Jn-i+s = Ain ae [ a dr, 
Ta To ” To 

et ainsi de suite, Toutes ces fonctions, qui ne sont pas nulles en général, le deviendront cependant pour x = x. . 
De même, la solution 4, substituée dans les fonctions g:(v), les annulera toutes, pour x=%6, sauf la fonction Zn-kys qui se réduira à (— 1)At, | 
D'après cela, substituons, dans la formule (25), us à la place de U3 x à IX place de p. La dérivée vo f(u)—ug(r) du premier
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‘membre étant nulle, le second membre doit se réduire à une con- 

stante. On peut donc, pour calculer cette constante, donner à x 
la valeur particulière z,. La seule fonction f, qui ne soit pas 

nulle est alors fh_iy, qui se réduit à l'unité. On a donc 

Wu, x) = give). 

Mais la fonction g;(w4) est nulle tant que l’on n’a pas 

i=n—k+i1, 

et elle est égale à (— 1)*-é si cette relation a lieu entre les indices. 
On aura donc | 

À Ces, we) = (— ft pour i+k=n--1; 

| Wu, wx) = 0 pour ik nt. 

Si l’on pose : P . 
vin (ini Ù 

ce qui donnera le système suivant 

! 

Pi = slam flan dx f . É dx, 

Pa == ( me 2atu+i fe “J- É dx, 

(32) donnsssesseessssssseree cesse 

CE arts fa æf .. [an ds 

cnsseesese ssessesesseleeeeeereseeess 

. { Pa = Antts 

il viendra ; 

(33) Pu,vi=t, (uv) 0, 

c’est-à-dire que les v; seront les solutions correspondantes ou 
caointes aux U;, dans le sens que nous avons donné à ce mot au 
n° 310. 

313. Nous allons maintenant appliquer les propositions précé- 
dentes au cas où l'équation adjointe admet les mêmes intégrales 
que l'équation proposée. On a alors 

g(u)=pf(u),
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2 étant une indéterminée que l’on obtient par la comparaison des 
coefficients de u{*) dans les deux membres. On trouve ainsi, en se 
reportant à la valeur (3) de z(v), 

2=(—1}; 

de sorte que l’on a nécessairement 

(35) | g(u)= f(u) 

si l'équation est d'ordre pair, et 

G5) g(u)=— f(x) 
si l'équation est d'ordre impair. 

Il y a donc une différence essentielle entre les équations d’ordre 
pair et celles d'ordre impair. Les premières se rencontrent dans la théorie de la variation seconde des intégrales simples; Jacobi en a donné les principales propriétés (*). Les secondes, que nous rencontrerons dans la suite, ne paraissent pas avoir été étudiées. Supposons que l'équation linéaire soit d'ordre impair 272 —1 €t reprenons l'équation fondamentale (7) où nous remplacerons Z(v) par — (ve). Nous aurons alors | 

(36) [ty +u f(v)] de = Wu, 0). 

Cette relation ayant lieu pour toutes les formes possibles des 
fonctions w et », remplaçons-y © par w; elle deviendra 

(37) Jef) dx = = V(u, u}, 

Ainsi toute équation linéaire d'ordre impair équivalente à Son adjointe admet une intégrale du second degré, et son 

  

(*) Jaconr, Zur Theorie der Variations-Rechnung und der Differential- Cleichungen (Journat de Crelle, t. XVI, p. 68; 1836.) Une traduction de ce Mémoire à paru dans le Journal de Liouville, rre série, t, III, p. 44. On pourra consulter aussi : 
‘ BentraxD (J.), Démonstration d’un théorème de 1. Jacobi (Journal de l’École Polytechnique, XXVIIIe Cahier, p. 2563 1841). 

ÏESSE (O.), Ueber die Criterien des Maxzimums und Minimums der einfachen Integrale (Journat de Crelle, t. LIV, p. 327; 1857). ‘
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premier membre devient une dérivée exacte quand on le mul- 
tiplie par la fonction inconnue (\). 

Cette élégante propriété caractérise, il est aisé de le prouver, 
les équations de degré impair équivalentes à leur adjointe. Si le 
premier membre d’une équation linéaire devient une dérivée 
exacte quand on le multiplie par la fonction inconnue, l’équa- 
tion est nécessairement d’ordre impair et elle est équivalente à 
son adjointe. 

Soit, en cffet, 

s Ju f(u) dx =n(u) 

J'équation qui exprime la propriété précédente. Remplaçons & par 
u +29, À désignant une constante, et égalons Les coefficients de X 
dans les deux membres. Nous aurons une égalité de la forme 

tu fe+0 fu) dx = I(u, ps) 

D'après la proposition genérale du n° 369, cette relation 
exprime que l’adjointe de la fonction linéaire fu) est — fu). 
L’équation linéaire considérée sera donc équivalente à son ad- 
jointe et, en vertu de la remarque faite plus haut, elle sera néces-. 
sairement d'ordre impair. 

374. Si l’on substitue une solution de l'équation proposée 
dans l'intégrale du second degré Tu), celle-ci se réduit à une 
constante. Cette constante pourra-t-elle devenir nulle lorsque la 
solution substituée sera quelconque, mais réelle? Afin de décider 
ce point, qui est essentiel pour la suite, nous allons indiquer une 
forme remarquable du polynôme quadratique II (x). 

Si l’on sépare dans N(w) les termes qui contiennent la plus 
haute dérivéc de 4, on pourra Jui donner la forme 

Tu) — Tu) + utn-2 (a ut@r-2) + dut) 5, + CPR A 

  

(*} Toutes les équations linéaires admettent des intégrales du second degré, en 
nombre illimité; mais, dans le cas général, le premier membre de l’équation ne 
devient une dérivée exacte que si on le multiplie par une fonction linéaire de & 
et de ses dérivées jusqu’à l’ordre x — 1 qui contient nécessairement ut,
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(x) contenant les dérivées de w jusqu’à l’ordre 22 — 3 seule- 
ment. En prenant la dérivée de I, on aura l’expression suivante 

uno a utr-9 L 'auRS EE Gone U'+ Connu) 

des termes qui contiennent la plus haute dérivée de #. Comme 
an 
7x est égale à u f(u) et doit contenir & en facteur, on aura né- 

cessairement 

= A =... = Aon-2 = 0, 

et Tu) sera, par suite, de la forme 

I(u) = e(x)uulte-2 Ir (x), 

IT, étant le polynôme déjà défini. Cela posé, mettons à la place 
de « une solution de l’équation proposée s’annulant, ainsi que 
ses 2n — 3 premières dérivées, pour une valeur particulière quel- 
conque +, donnée à æ. La fonction II(&) sera nulle, pour & = Lo! 
cela résulte de la formule précédente; et, comme elle doit se 
réduire à une constante, elle sera nulle pour toutes les valeurs 
de x. 

Il est donc établi que, si l'équation proposée a ses coefficients 
réels, il y a une infinité de solutions réelles annulant l'intégrale 
homogène du second degré I(u). Soit e une telle solution, pour 
laquelle on a 

(38) . | H(p)= AC v)= 0. 

Si on la porte dans la formule (36), on obtiendra, pour toute 
fonction u, 

for) dr = Yu, v) 

ou, en remplaçant w par eu, | 

(39) Jortuo) de = (uv, +). 

D'après l'équation (38), le coefficient de w dans le second 
membre est nul. On aura donc 

(40) : | foftus) dx = fit),
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fi(w) désignant une fonction linéaire de w et de ses dérivées jusqu’à l’ordre 22 — 3, Nous allons montrer que cette fonction nouvelle est, elle aussi, égale et de sighe contraire à son ad- jointe. | 

Considérons, en effet, l'intégrale 

 . Joñtu)a. 

Si l'on y remplace, pour un instant, w par la dérivée w! d'une autre fonction, elle devient, en vertu des équations (39) et (4o) 

u'fitu')dx = [a W(ue, v)dr = fau fo jtuv) ar. 

En intégrant par parties, on a 

ÉTPICLE af ef) de [as jeue) de 

Ou, en tenant compte des formules (39) et (33), 

of) de = u Wuv, »)— = (uv, up). 

Tous les termes qui contiennent w disparaissent dans le second membre; on le reconnait immédiatement si l’on remarque que les termes en & dans W(uv, uv) ont pour cxpression 

au (uv, op) uv, v}. 

Si donc on substitue w à w dans le second membre, la relation 
précédente prend la forme  ‘ 

foñt)ar = Hu, w', ..., wtir-4} 

qui, nous l'avons vu, caractérise les fonctions f,(w) égales et de signe contraire à leur adjointe. La Proposilion que nous avions énoncée cest donc démontrée. On cn déduit aisément la consé- quence suivante, qui n’est autre qu'une transformation de l’équa- tion (40): 

Toute fonction d’ordre impair on—1 égale et de stone 
D. — 11. : 8 

,



11 LIVRE IVe — CIAP. Ve 

contraire à son adjointe peut se mettre sous la forme 

(41) Jus A((E ) )r 

fi(w) désignant une fonction d'ordre an —3 qui est aussi 

égale et de signe contraire à son adjointe; quant à la fonc- 
Lion +, on peut toujours lui attribuer d’une infinité de ma- 

nières une forme réelle quand le polynôme linéaire f(u) a ses 

coefficients réels: 

L'application répétée de celte proposition permettra évi- 
demment de former toutes les fonctions égales et de signe con- 

traire à leur adjointe. On sera conduit à une expression de f(«) 
qui s’écrira comme il suit : 

d 1 d Lildid du) 

(2) OEEE de aux de a de à de as de (a 

C'est la forme générale donnée au n° 372, mais avec cette res- 
triction que, dans Ja suite 

His His ++. Lans 

les fonctions à égale distance des extrêmes sont égales. Pour la 

‘démontrer dans toute sa généralité, il suffira de prouver, .ce qui 

n'offre aucune difficulté lorsqu'on emploie la formule.( 41), que, 

st elle est vraie pour les équations d'ordre 2 n — 3, elle s'étend 
d'elle-même à celles d'ordre 27 —1. 

3175. La forme précédente de f(u) une fois établie, reprenons 
les deux systèmes de solutions d’une équation linéaire et de son 
adjointe définis au n° 371 

Us Ur, 3 Un; 

Pis Pas es Vonie 

Il faudra remplacer, dans les formules (29) et (32), n par 
on—1 cet supposer aussi 

Ln-i = Lits. 

On trouvera ainsi que l'on a, pour toutes les valeurs de #, 

(43) Di (— 1) ons.
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Si l’on porte ces expressions des v; dans les formules (13), on trouvera 

D VC, ux)=o, (ik 2n), (48) " 
F (us, Uni) = C— 1}, 

et, si l’on effectue ensuite la même substitution dans les formules (14) et (15), on obtiendra, en particulier, les relations suivantes : 
2Ui ont — 2 Uonnot, + (—i}t-tu2 = 0, 

(5) auf us — ouf Une ut (— Du = 0, (É<n— 1) - 
(—1)e-1 auf un 2 up Den nn E (— 1Je-t(uft-0 y = Cu 

‘r 

Il'existe donc, dans. tous les Cas, au moins unc relation homo- sène du second degré entre les intégrales d’un système fonda- mental quelconque; ct cette relation ne cesse pas -d’être vérifiée lorsqu'on remplace les intégrales par leurs dérivées du premier, du second ordre, et ainsi de suite Jusqu'à l’ordre n = 2, On s'assu- rera aisément que les formules (45) conduisent par des différen- tiations répétées à toutes celles que l'on pourrait déduire des systèmes (r4) et (15) et contiennent, par conséquent, toutes les relations réellement distinctes entre les intégrales du système fon- damental considéré ct leurs dérivées. . | De ce système particulier on peut évidemment Passer au sys- tème le plus général par une substitution Jinéaire quelconque effectuée sur les intégrales w;. Alors les relations précédentes re- vêtent une forme élégante et se résument dans l'énoncé suivant : 

L'tant données les intégrales 

Us Ui os Uany, 

formant un système fondamental absolument quelconque, elles vérifient nécessairement n équations de la forme 

EC, Ur, Uon-1) =0, 
: , , : QU, us, .., Uin_3) = 0, 

(46) cesser ess sos sseses ; 
(tr? 2 —2)) — Su), nes), .; UM) = 0, 

1 E #1) (a A1) — gun, ut 1... ut) = 3° . 
#
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ou @ désigne une forme quadratique à coefficients constants 

que l’on peut toujours réduire à une somme de n carrés po- 
.sitifs et de n — 1 carrés négatifs. 

De plus, les intégrales 

Pis Vas ces Von-1 

du système adjoint au précédent sont définies par les formules 

= (TM de fe 
vi , LE 

(47) . 2 dus 

Cette dernière relation a lieu, en effet, quand la fonction » se 
réduit à la forme simple 

OUR — Une Un4r + Uno Unso te. (— 1)t—1 2 Ui Han) 

et, par sa nature même, elle doit subsister lorsqu'on effectue sur 
les fonctions w; une substitution linéaire; car les fonctions y; sont 
alors transformées, en vertu des relations (14), par la substitution 
inverse. 

376. Si, dans les formules (29), on remplace n par 27 — 1 en 
faisant a; — œ2n_iys, On aura une expression très simple des inté- 
grales particulières avec lesquelles on peut composer la solution 
complète de l'équation linéaire la plus générale d'ordre 2 n — 1 
équivalente à son adjointe. Pour les applications que nous aurons 
à traiter, on peut désirer des expressions équivalentes, mais 
débarrassées de tout signe de quadrature. Voici comment on les 
obtiendra. . 

Le problème se résout immédiatement pour l'équation du 
troisième ordre équivalente à son adjointe. Cette équation est en 
effet de la forme | 

et elle se ramène, par un choix convenable de la variable indépen- 
dante, ‘à la forme réduite 

(48) 1 (£) =,
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dont les intégrales sont 

  (49) 1 

. Nous pouvons donc supposer que le problème proposé est ré- 
solu jusqu’à un ordre donné 2n—1. Soit 

L ° . f(u)=0 

l'équation la plus générale de cet ordre et soient 

Uys Ug ce. Uon- 

ses 2n—1 solutions particulières, débarrassées de tout signe 
de quadrature. D’après la proposition du n° 374, l'équation 

- , 1 d 1 1 fu\' 

F9 seb) 
où.y et Ô désignent deux fonctions arbitraires, sera la plus géné- 
rale de l'ordre 272 +1 équivalente à son adjointe. 

Pour obtenir les différentes solutions particulières de cette 
équation, nous la remplacerons par la suivante 

/(G(G))-6 
où C désigne une constante arbitraire. Si l’on fait d’abord C— 0, 
on obtiendra les 27 solutions 

HO Vltaôdr, ..., y {tend dr. 

Si l’on attribue ensuite à C la valeur r, il faudra déterminer 
unc solution de l'équation 

1) + 
On y parvient en mettant la fonction à sous la forme suivante : 

B désignant une nouvelle fonction arbitraire. On pourra prendre 
alors ot 

(Dr
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ou 

ous y [8/B)ar. 

En résumé, nous obtenons les 2 +1 solutions 

D TJuf(B)ds, + [8n8)ar, 
qui forment, on s'en assure aisément, un système fondamental toutes les fois que /{B) n’est pas nul. Il est vrai que ces solutions nouvelles contiennent des signes de quadrature; mais on les fera disparaître en s'appuyant sur Jes identités fondamentales (36) et (35), qui donnent ici 

Ju ar = vu 8, Jr ee = Lg, ps. 
On peut donc représenter le système des solutions cherchées par les formules suivantes : 

: 

(&1) | Ui=r, 
‘ Uni y Vu, 8), =, 2,..., 2R— I), : 

(52) Un LYS, 8), 

qui ne contiennent plus aucun signe de quadrature. Le premier membre de l'équation correspondante est alors 

(53). Jotu) = 5 < o/Gs ())e 
et la nouvelle valeur de W(u,s) relative à cette équation sera 

ee Go) 9) GE (9 0 ) 
On vérifiera sans difficulté que, si les solutions u; sont celles que nous avons définies au n° 373 et qui sont caractérisées par les relations 

ui, ux) = 0, (+ kon), 
VC, ton) = (— r}é-1 

les nouvelles solutions U; définies par les formules (51) vérifieront
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les relations analogues 

ToCUis Uoute-s) =(— 11, | . 

oQUs Ux) = 0, (i+kéan+eo) 

et la relation quadratique entre les intégrales U aura, ici encore, 
la forme simple 

U?,s — 2 Ua Unse +. + 2(— 1) Ui Usn+1 = 0. 

1 

* Appliquons la méthode précédente à la formation des solutions 

particulières de l’équation du cinquième ordre ; en prenant comme. 
point de départ les valeurs 

- T 

b 12 Ua 

données plus haut pour les solutions particulières de l'équation 

du troisième ordre, on obtiendra le résultat suivant. : 

‘ .a8 : 

Ü SVT | Ui= 7, 

, [8 d8 profes id (55) U=r(agi SE), Gr (sTE—; De) 
DÉCR: Ur (E T2 +8) 

On vérifiera aisément la relation 

U?—oUU, +oUiU;: = 0, 

qui a lieu identiquement entre les intégrales et subsiste quand on 

les remplace par leurs dérivées premières. 

317. Dans les Mémoires que nous avons cités, M. Ber trand et 

Otto Hesse ont montré, d’après Jacobi, que toute équation li- 
néairc d'ordre pair équivalente à à son adjointe peut être écrite de 
la manière suivante : | " 

da dn-1 
AA ut dx a dent Ai utr-n +, + A U = 0. 

La forme analogue relative aux équations d'ordre impair est la
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suivante : 

7 dn-1 

dti 
, dn-1 dn—2 d HR Ag et) À utr-1n 5, + dei Pt Frs dx 

dr 
Tri An uti-1) LH A n uta)   

Aiu-tAqu'= 0. 

Nous nous contenterons de la signaler, en laissant au lecteur le 
soin de la démontrer. D’autres propositions permettent encore 
de former des polynômes égaux, au signe près, à leur adjoint. Par 
exemple, il résulte du mode de formation même des polynômes 
adjoints que, si deux polynômes JS{u), filu) ont respectivement 
pour adjoints les polynômes g(u), g (a), la combinaison linéaire : af + bfi, où & et b désignent des constantes, aura pour ad- 
jointe ag + bg. Il suit de là, en‘particulier, que le polynôme 
af(u)+bg(u)a pour adjoint a g(u) + D f(u) et que les deux 
fonctions 

. | 
Ju) +g(u), J{u)—g(u) 

“sont l'une égale, l'autre égale et de signe contraire à son adjointe. 
On peut indiquer encore les Propositions suivantes : 
Reprenons l'équation du n° 368 

(56) - Je ft — u gioÿ az = vu, s),° 

et soient Ji(u), £g1(u) deux nouveaux polynômes linéaires, ad- : joints l’un à l’autre. Si, dans l'identité précédente, on remplace & par g1(u), elle prend la forme 

Ga ste = rçgit eo) 
Échangeons dans cette identité f'et fi, g ct Sr Ut 9; ce qui st évidemment permis. Nous aurons ‘ 

Phentete) = ste situ) de = vo (g(o) ve) 
En retranchant membre à membre les deux égalités que nous venons d'établir, nous trouvons | ‘ 

Jet 6 gartuytar2 vw.
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D'après la proposition du n° 369, nous pouvons conclure im- 
médiatement que /,(g(u)) est l’adjoint de f{g,(u)). 

En remplaçant dans l'identité (56) & par ta, on verrait de 
même que les deux polynômes 

&i(a) dg(u} 

(EE dx <a), —A( dx 

sont adjoints l’un à l’autre. Supposons maintenant que f, soit 
identique à f et, par suite, z, à g; nous obtiendrons la proposi- 
tion suivante : 

Étant donnés deux polynômes linéaires u), g(u) adjoints 
l’un à l’autre, la fonction | 

J(&(u)) 

sera identique à son adjointe, et la fonction 

149) 
sera égale et de signe contraire à son adjointe. 

L'application de la formule (42) nous permet d’ailleurs de 
montrer que toute fonction égale et de signe contraire à son ad- 
jointe peut se mettre, et d’une infinité de manières, sous la forme 
que nous venons d'indiquer; car, si l’on pose | 

u=r Li, 1 d (E) . 
& dx Le dx Lai dx An 

le polynôme o(u) adjoint à L0(u) sera égal (n° 372) à 

c(u)= (ray À ï CE) 
n AT an 

et la.formulc (42) pourra s’écrire 

Ju) = (yo (0 deu,
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CHAPITRE VI. 
COMPLÉMENTS ET SOLUTIONS NOUVELLES DES PROBLÈMES 

RÉSOLUS AU CHAPITRE II. ‘ 

Étugce nouvelle du cas où la suite de Laplace se termine dans un sens. — Calcul 
direct des invariants pour les différentes équations de la suite. — Expression 
précise de la solution générale pour chacune de ces équations. — Relations 
entre les intégrales générales de deux et de trois équations consécutives de la 
suite, — Intégrale générale de l'équation adjointe. — Application au cas où la 
suite de Laplace doit se terminer dans les deux sens; nouvelle solution du 
problème résolu au Chapitre II. — Relations entre l'équation proposée et son 
adjointe. — Indication de trois formes différentes sous lesquelles on peut mettre 
l'intégrale générale de l'équation aux dérivées partielles. 

378. Dans le Chapitre précédent, nous avons étudié d’une ma- 
nière détaillée les relations qui existent entre une équation 
linéaire et son adjointe, pour le cas d’une seule variable indépen- 
dante. Nous avons vu qu'à tout système fondamental de solutions 
particulières de l'équation proposée on peut faire correspondre 
un système analogue de solutions particulières de l'équation 
adjointe, que nous avons nommé le Système adjoint au premier. 
La notion des systèmes adjoints et les propriétés que nôus y avons 
rattachées vont nous permettre de compléter les solutions que 
nous avons données au Chapitre II et les proposiliôns que nous 
avons développées à la fin du Chapitre IV. | 

Nous traiterons d’abord le cas où la suite de Laplace relative à 
une équation (E) se termine dans un sens, par exemple à l'équa- 
tion d'indice positif (Ei). Nous avons vu (n° 337) que cette équa- 
tion peut se ramener à la forme | 

(0) nes 0
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et son intégrale générale sera 

(2) : 0=x+fYady, 

X et Y désignant les deux fonctions arbitraires. Si l’on conserve, 
pour les invariants, les notations du n° 331, on aura ici 

dloga 

dxdy 
  (3) A; = 0, ki =— 

La formule de récurrence | 

| log, 
(4) Lpxi — 2h) + lp = — dx dy 

permettra ensuite , de caleuler successivement les invariants des 

équations (LE), (Ei-+), .... On aura, par exemple, 

d? log hi: d*. d?4 dx dz 
E eo = 2h — =— o® _— — — |). 

(5) hi 2h . 0x dy dx 0y log (a "dx m) 
  

Mais nous allons voir que l’on peut obtenir directement l’ex- ] Ï 
ression de l’un quelconque de ces invariants. P q q 
Introduisons, en effet, les quantités Il; définies par les formules | 

suivantes : 

  

  

| IH = 4, 

4 dx 

dr 
H; —= 

dx 2% 

dy dx dy 

sonssssssssssseosee , 

(6) | à 0x dx dPa 

dx ot dxr 

0x 22 ‘ dP+lg 

H,=| %  .oroy 0xPOy 

7 dPa | dP4 
- Dr .. … .. Jar dé 

Si l’on convient de désigner par la notation 

TET Tes ax) 

le déterminant formé avec # fonctions «,, ..., #4 de & et leurs dé-
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._ s . sp À : ,n! ue l rivées par rapport à 4 jusqu’à l’ordre #—1, on voit que l'on 

pourra écrire : 

! 0x dx Pa | [ue De (x 3° D"? nr) 

(7) | =D da da . dPx 
Re F9 02° 0°" Gan) 

Ccla posé, nous allons établir .que l'on a, pour toutes les va- 
leurs de p, 

log, { 8) hip = — dx dy 

Cette. relation se vérifie pour les deux premiers invariants h;., 
“et je, dont nous avons déjà donné l'expression. Pour établir 
qu'elle est générale, il suffira donc de montrer que les valeurs 
ainsi définies des invariants satisfont à la relation de récurrence 
(4), c'est-à-dire que l’on a 

o? 

(9) : ro 8 Up) = 
: I, ol, ol, 2 log{ 

ox dy °8 P 0x dy 0x dy 
  

  

Or, si l’on considère le déterminant H»,, et si l’on désigne, 
pour un instant, par Ghps Qpipas pyi,ps pyi,pss les éléments 
qui appartiennent aux deux dernières lignes et aux deux dernières 
colonnes, une formule très importante, mais bien connue, de la 
théorie des déterminants nous donne la relation 

  

i PU L OMpes OUpvs Open Opus 
Pape apenptt — Jap dap+ip+t  Vap,p+i ap+ip 

/ 
La dérivée seconde qui entre dans le premier membre est évi- 

demment H,_. Quant aux quatre dérivées premières qui figurent 
dans le second membre, on reconnaît aisément qu'elles ont res- 
pectivement pour valeurs ‘ 

oH, of, 1 : 
md" Un D — 

On est donc conduit à l'identité 

I, OM, OI, 
ee —— ——< ; 

(10) | pipes = Hy dr dy æ dy 

d'où découle la relation (9) que nous voulions vérifier.
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319. Une fois connue l'expression des invariants, on pourra 
obtenir l'intégrale générale; il suffira d'appliquer la formule (40) 

donnée au n° 336 [p. 38]. Mais on parvient à un résultat plus élé- 
gant par la méthode synthétique suivante, à laquelle nous ävons 
été conduit par induction. 

@ étant la fonction déterminée par la formule (2), introduisons 
la quantité suivante : 

: ‘ 2 jp=1 an 0p= De(0, 2 dx d?z dr <) 

\ 

dy? dy+° ….) dy 

D étant le symbole déjà défini par la formule (7); 9, est un déter- 

minant d'ordre p +1. Nous allons voir que les valeurs de 0, corres- 
pondantes aux valeurs o, 1,2, .…. de p sont les solutions générales 

des différentes équations de la suite de Laplace; 0, sera la solution 

générale de l'équation (E:_,). Pour établir ce résulta, il suffira, 

évidemment, de montrer que 0, satisfait, quelles que soient les : 

fonctions arbitraires X et Y qui figurent dans l'expression de 0, à 

une équation qui admet les invariants de (E;_,). Or, si l’on met 

6, sous forme de déterminant et si l’on désigne par @»,» l'élément 

de ce déterminant qui appartient à la ligne »2 et à la colonne n, 
une formule déjà rappelée nous donnera les identités 

  

  

    

90, 00, 20» 2» “020, 
dAp+1,p+1 VAp,p _ da p,p+1 dap+t,p _ P dap,p JA p+1,p+t ? 

- 00, où, 20, M» 020» 
dapriptt Vip  daprip VAiptt | dap+ti,pti VA, p 
CLPELE 90» OÙ» . 020» 

Vapp Vaipti  Vapp+i VUp | da p,p dpt 

Pour éviter toute confusion, écrivons le déterminant comme il 
suit 

0 où dr0 

dx TT dxb 
dx ‘ dPa. 

« — …. — 
. ox « dxP 

d2 d?a dP+l % 

- dy 0x dy h ÜrP 0y 

dt dP x d2P-1% 

dyP—1 ox dyr-t 7. dxP dyr-1
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Si l’on remarque que les dérivées par rapport à y des éléments 
de la première ligne sont proportionnelles aux éléments cor- 
respondants de la seconde ligne, on calculera sans aucune diffi- 
culté les valeurs suivantes des mineurs qui figurent dans les 
identités précédentes [ 

CU 
  

  

  

CLS =0 

da p+1,p+1 OR da p,p 7 0 0y” 

d0, — Jp, 0 = vs, 
da p,p+1 dy VA p+1,p dx 

00, : d°0, 
- =(—1)2]l, —# — 0, 

. d&i,p+1 ( ) P-1 da p,p da p+1,p+1 P 7. 

209 0H, - d20 ’ 
2 ppp PT Pt, 
d@i,p 1) 0x ? d&i,p DA p+ pt 1 Hp, 

020, OH» 
=(— 1] p—1. PT, 

Va p,p dA,p+1 | En dy 

La substitution de ces différentes valeurs nous donnera les trois 
relations suivantes : 

DOp-r 005 dpi « 
| og ve ps 

dy 00, 
(12) pi — Ho . =0plhe, 

1 pr Op Dr p, ps 
PT ordy dr dy —  ? ° 

Si l'on élimine 6, entre les deux dernières, on sera conduit à léqua- 
Lion aux dérivées partielles 

| 6,  Olosll,_ 00»; 

Ed dy 0x (13) A Y … | _ Dosllpne pus dogs Dogg ns 
0x d% dy dœ PI 

dont 0,_,, qui contient les deux fonctions arbitraires X et Y, sera 
évidemment l'intégrale générale. Les invariants Let # de cette 
équation ont pour valeurs 

  

dtlogHy  dlogll, 
Vruy ? drdy ? 

ce sont précisément les invariants de l'équation (Li par).
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380. Le problème que nous nous étions proposé est ainsi com- 
plètement résolu. Nous savons, en effet, former toutes les équa- 
tions qui composent la suite de Laplace : l'équation (E;.,) est 
donnée par la formule 

CHE ®3 _ dlogllp-s 25  OlogH, ds , Ologil» 0loglly- à 
Ürdy dy dx dx dy dr dy F% 

et elle se présente précisément sous la forme réduite que nous 

avons signalée au n° 398 [p. 26]. Nous connaissons de plus son 

intégrale générale, qui est 

4 dP-1% 3=0,=D es = |. (14) LA = (0, % 07’ ? =) : 

Enfin les identités (12) établissent des relations précises entre 

les intégrales générales de deux ou de trois équations consécutives. 
° . RTE ad 

On peut, en les combinant et en éliminant 6,.,, = Vo, en déduire ? . P dx FY 

la relation nouvelle 

0H, 0 00, 
a pi Du ps y = = Hp-10pe. 

Si l’on joint cette équation à la seconde des identités (ta), © on 
obtient les relations 

| OHy-e bi y Op 
    — I û _9 à Ô P-1AYp—-2) 

(15) a. n. 
[Te 1210, —H PA =l,-:0p à 

qui représentent ici les deux formules du n° 330 par lesquelles on 

passe d’une équation de la suite aux deux équations voisines ct 
qui, à elles seules, suffiraient à établir que 0, est bien l'intégrale 
générale de l'équation (E;_,). Remarquons encore que la pre- 
mière des identités (12) établit une curieuse relation entre les 
intégrales générales de trois équations consécutives de la suite. 
On peut la généraliser et l’étendre au cas où la suite de Laplace 
est illimitée dans les deux sens, mais nous laisserons ce point à 
Pexamen du lecteur. 

381. L'étude de la suite de Laplace relative à l'équation (E), 
adjointe de (E), ne présente plus aucune difficulté. Nous savons 

°
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# (n° 365) que cette suile se termine à l'équation d'indice négatif 
(E';). | 

L'invariant # de cette équation est égal à l'invariant k de (E;), 
c'est-à-dire à ‘ 

: dloga 
0x dy 
  

Il suffira maintenant de répéter, en partant de (E';), les opéra- 
tons que nous avons failes en Prenant comme point de départ 
l'équation (E;), c’est-à-dire, en définitive, d'échanger partout x 
et y en conservant la valeur de &: si donc on pose 

(16) c=Y+ fax x, 

5 sera l'intégrale générale de (E!,) et la fonction 
. dz, dP-12% (17) = Ds (sa, 5e DE) 

satisfera à l'équation 

M d?z à lot, 95 dlog;-; d5 dlogl,-; dlogll, : ip) dy 0 2% Op & — dd 
qui a les mêmes invariants, à l’ordre près, que (E;_,) et qui est, 
par suite, équivalente à l’adjointe de cette équation. Pour avoir 
exactement l'adjointe de (E;_,), il suffira de faire la substi- 
tulion 

3[:H,l,, 

en sorte que celle adjointe aura pour intégrale générale 

72 

u8) Th," 

382. Examinons maintenant le cas où la suile de Laplace se 
‘termine dans les deux sens, par exemple aux équations (E;), 
(E_;). On peut, en s'appuyant sur les résultats précédents, re- 
trouver la solution déjà donnée au Chapitre II. Posons, en effet, : 

i+j=m—i; 

les invariants de l'équation (E_;) sont, d’après la formule (8), 
d'los 1 … d? log Hs
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Pour que la suite se termine à celte équation, il faudra dorc 

que l’on ait 
log 

dx dy F0 

Si l’on tient compte de l'identité déjà démontrée (10) 

H Une —= H° 2 log Hi) dx dy » 

on voit que l’on devra avoir 

| dx Jar 4° 
| Un = Da (a, 2 .… ÿn) = 0, 

sans qu'aucune des quantités antérieures Mi, Hu-o,.... soit 
nulle. 

L’équation précédente s'intègre immédiatemént : elle exprime 
,. . dx - .  _ qu'il y a entre les fonction 9, gg‘ une relation linéaire 

d4 . d"t z 
(19) PEU Em dy — O0, 

dont les coefficients sont indépendants de x et sont, par suile, de 
simples fonctions de y. Cette relation peut être considérée comme 
une équation linéaire à laquellé doit satisfaire # ct dont Pinté- grale générale est, évidemment, 

LT TT HE Loe H Ttinnr 

ts G2s +. Nm désignant m solutions particulières, linéairement 
indépendantes et fonctions de y seulement: et Lis ces Tm des 
fonctions quelconques de x. Ces fonctions devront être aussi 
linéairement indépendantes; sans cela un des déterminants II 
antérieurs à I, serait nul, 

Reprenons maintenant la valeur déjà donnée de ( 

mp 

OX + frac; 

nous allons montrer qu'on peut la débarrasser de tout signe de. 
quadrature. Soit, en effet, ‘ | | 
(20) ‘ (0) = fan QU on OUR + ui =0o 

D. — I. |
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© 

l’équation linéaire dont les coefficients sont fonctions de y et qui 
cst adjointe à l’équation (19). Si, dans l'expression de 0, on rem- 
place Y par — »(Y}),ona 

k=zm 

0x 1 fe(Y ru dy. 
k=1 

N 

Or, les n étant les solutions de l’adjointe à l'équation (20), 
toutes les quadratures qui figurent dans cette formule peuvent 
être effectuées; ct, si l’on pose 

PET dY = y, ru), 

7, étant la fonction bilinéaire définie au n° 368, on aura 

h=m 

(21) . D=x—Y T1, Gin). 

h=1 

Introduisons maintenant le système 

Ji as ces om | 

de solutions de l’équation (20) qui admet pour adjoint le système 

Ts Ge co Que 

On aura, nous l’avons vu au n° 370, 

1 Ga)=t, Las ün)= 0. 

Si l’on fait Ÿ = yz, l'expression de 0 deviendra donc 

9 = X— xp: | 

et Ü s’annulera pour X=x;, Y = y, ; c’est le résultat qui nous 
à servi de’ point de départ et qui permettra de retrouver la solu- 
tion donnée au n° 340. È | 

Supposons maintenant qu’au lieu de considérer la suite de 
Laplace comme commençant à (E:), on adopte comme point de. 
départ l'équation (E._;) : on obtiendra évidemment des résultats 
analogues, que l’on déduira des précédents par l’échange de x et 
dey, de tet de 7. A l'équation (20) correspondra la suivante : 

(22) Lo) = on tot) + ps de 0,
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à laquelle salisferont les fonctions æ;. Soient 

Ets as .. Em 

les solutions adjointes àTi, Lo, y Lme A « correspondra la fonction 
(23) _ b = Ji £ + Je £a +. + J'nËm) 

et l'invariant 4_; de (E_;) aura la valeur suivante 

toute semblable à l'expression (3) déjà donnée pour 4;_,. Ala fonction ÿ, il faudra substituer la suivante 
h=m 

(24) ‘ | s=Y—Y va [af ar, 

OT 
ha et, si l’on pose 

(25) Jar ar = vx, 5, 
On reconnaîlra que s s’annule, comme 9, pour X = >, Y= 74. 

383. Ces remarques étant admises, formons la suite de Laplace relative à l'équation adjointe (E/). Nous savons (n° 365) qu’elle se terminera aux équations (E;), (E!;); et l’invariant Z de (E:) scra égal à l’invariant L de (E_j), c'est-à-dire à 
__ 0? logs 

0x dy 

  

Si donc on compare à Ja Première suite, on voit que l’on ob- tiendra tout ce qui se rapporte à l'équation adjointe en échangeant let}, x et B, c’est-à-dire en remplaçant les fonctions Tps Jp par leurs adjointes E£,,r,. Ainsi :' 

Pour passer de l'équation proposée (E) à son adjointe (E'), il faudra échanger à et J et remplacer les couples (Xp, Yp) par les couples adjoints (£,,1,). 

L'intégrale de l'équation (E") sera donc de Ja forme 
X OX. OX y , y ... Yo 

° > 42 (7 , f Ji # 0 Ni ni …. @ (26) N 
; 

> 14 tf , f SM Sun ce. Et) Vue Tim ee rio 

N étant un facteur que l’on saura déterminer.
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384. Mais on peut obtenir une solution plus précise en faisant 
usage des résultats que nous avons donnés plus haut pour le cas 
où la suite de Laplace se termine dans un sens. Si nous considé- 
rons celle suite comme se Lerminant à l'équation (E;), il faudra 
prendre pour « la valeur déjà donnée - 

= Titi es Toni 

et les invariants de (E) seront . 

  

(7) _dlogH;s 0? logis 
/ . dxdy ? dx dy 

Si, au contraire, nous considérons la suite comme se terminant 
à l'équation (E_;), on aura 

il B=pyit + Pole + nm, 
et, si l'on pose 

/ , /, 03 CLÉ) (28) Ko=B, Kp= De(, D ge)» 

les invariants de (E) seront de même 

os 9? logK; d1logK};-1 
(29) xd ” — dx dy ° 

Nous allons vérifier d’abord que ces expressions différentes (27) 
et (29) donnent les mêmes valeurs pour les deux invariants. 

D'après le théorème de Cauchy ct de Binet relatif à la multipli- 
cation des systèmes linéaires, la fonction Il; sera le produit des 
deux systèmes rectangulaires 

Ty Le ce. L | VE: 02  ... mn 
’ 1 : , , ‘ : Ty Lg se Tm | Ta Ga eee Tin 

…. . .s.. .. , . N ; 

d Ë (A î 4 Ti Lo ee. Lim m0 9 ri 

c’est-à-dire qu’elle sera la somme des produits de tous les détermi- 
nants formés avec {+1 colonnes du premier système el avec les 
colonnes de même rang du second. De même, la fonction K;_, 
sera le produit des deux systèmes rectangulaires 

L: êi £o … Eu ° | ÿi Fe . Jm 

ë Er ... En |. y Le . Jm. 
on . …. .… … .… .. …. 

gy-1 Egn Eu Ji FE JE
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Or, d’après les formules (19) et (20) du Chapitre précédent, à 

chacun des produits de la première somme correspond un pro- 
duit de la seconde qui est au premier dans le rapport de pi! A' à 

(— 1) #0) A, A et A étant les déterminants formés respective 

ment avec les dérivées des fonctions æ; et des fonctions y: jusqu’à 

l'ordre »m— 1. On aura donc 

Tr .K- 30 : ee = (= ré 
(30) | EM ( D ports 

et, par suite, 
dlogll; _ d*logK;_ 

drdy  0rdy 

On trouvera de même, en changeant £ ent—1,/jenj +1, 

PlogHes %logK;, 

drdy _ oxdy ». 
  

ct ainsi se trouve établie la concordance des deux expressions 
différentes que nous avons obtenues pour chacun des invariants 

de (E). 

385. On peut, en faisant usage de l'identité que nous venons 

d'établir, mettre sous une forme plus simple l'expression déjà 
donnée 

X OX... OX OY x ... 0 

Di D ee 2 Ja Ji ce J'Y 

'É 0 1) 
Tm Tm ee Th Fm Fm +. a 

pour l'intégrale générale de (Œ). Multiplions le déterminant pré- 

cédent par Te suivant 

1 O0 Oo .….. 0 0 0 ... 0 
x! j— té) 

o ÉËr EE £g D ons ni ce 1 

> ’ ji ‘ 
0 Gr Or .. ED me on, .. nf |, 

LU > , 0) 
O nm Em +. eu D nm Gin ce. Un 

en ayant soin de faire la multiplication colonne par colonne. Si 

l'on tient compte des relations (14) et (15) établies au n° 370
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[p- 103] entre les fonctions de 
pose, pour abréger, 

| An = fon +. 
(31) | 

Be — En y +. 

on a le résultat suivant 

X 

  

+ 
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deux systèmes adjoints et si l’on 

d+k y 
+ cf LE T7, in Lin dx dyr”? 

hat 
EUR 4,0 — O8 
sut LL xt dyf 

x" Y Y x 
! 0 o … 0 Boo Bi ….., B;; 

o 0 Ses 0 B1 Bi +, Bi; 

0 . .. o B;-i, Bi: . Bi, 
M A0 A0 EVA o Oo …. 0 

Ao Au … A o Oo . . 0 . 

Aoë-1 Au,ët … Ait o 0 Oo o 

— 1} Ai Au ss. Ai o a a Œi1Y 

Un 

Ce déterminant se développe sans 

  

X X'.... x 
x . , A0 A0 … Ai 

ŒDUHIMK; Au so. An 
Un 

° 

Aoët OC Ai 

Y Y’ … YY 

Bo Bi . B;; 

+ (ir) 0040, M Bic Bi +. BD;; 

B;-1,0 Bi .…. B;_1, 

. . — pit) Si l’on attribue à M la valeur 2" CH 
À j—1 . Il cnsuite le rapport + par sa valeur 

K;-1 

difficulté et nous donne 

  

  

- et si l’on remplace Ha P 
tirée de la formule (30), on
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aura enfin l'expression suivante de l'intégrale générale 

  

X X' ... x® Y Y ....  vY 

1 A0  Aio ... Aio (141) Boo Boi -.. Bo; 
3,4 . os. né AT en. os | 

doit . Ai: Bj-io ... ... DB, 

qui est parfaitement symétrique par rapport aux indices set 7 ct 
ne contient plus que des déterminants d'ordre i+ 1 et j +1, 
tandis que l'expression primitive exigeait le calcul d’un détermi- 
nant d'ordre + j. L'expression précédente peut encore s'écrire 

  

1 . 0 di-1 
Z=——D es Xp ve +) 

(32) D TE 
(— Dirt 0 08 dJ-18 
a D (8 É ee =) 

Comparons cette formule à celle que nous aurions obtenue en 
appliquant la formule générale (11). L'expression de 0 à déjà été 
donnée par l’équation (21), et l'on peut écrire 

(32 bis) _. 0=X—7y(Y; a). 

En la substituant dans la formule (14) où l'on fera ensuite 
P=t, on aura la valeur de 0;. Cette valeur est nécessairement 
proportionnelle à Z, et la comparaison des parties des deux ex- 
pressions qui dépendent de la seule fonction arbitraire X nous 
permet de conclure 

dx di-1 :) 
7e. . (33) De = pr Da (ne © D'or 

A, A An 

À cette nouvelle expression de l'intégrale, on ajoutcra la sui- 
. vante qui se démontre de la même manière 

7 _ (—DŸH no 98 0i—18 
(85) L= Ab y (ce Ps 02? y ms)   

s étant la fonction analogue à 0, définie par les formules (24) 
et (25). 

386. Ces différentes expressions permettent de former sans 
nouveau calcul l'équation aux dérivées partielles dont Z est l'inté-
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grale générale. Comme on a 

0;,=7Z A, 

il suffira de substituer cette valeur dans l'équation à laquelle satisfait 0;. Si l’on fait P.= # dans l'équation (Er p)[p- 127], on trouve 

00;  Ologil; 4 00, dog; dd; Ologll, ÉLLELLTE PUS ‘dxdy dy. 0e 0Z dde dy FT 
En effectuant la substitution indiquée, on obtiendra pour Z l'équation suivante : 

: 
(35) 22 _ dloglle 02 Ologkyn 2 Dogs Ologkyiy 2x dy dy ÿ> dy" dy dy dx ! 
qui est également sous forme réduite et parfaitement symétrique Par rapport à £ et à 7. 

On passera de la Proposée à son adjointe en échangeant ÿ et.7, 4 et $. Si l'on pose : | | 
LS - n 03 di-18 

36 (= ira De ( TE 7? m1) - 4 
(36) | Com, y 2 PATES 

OST » ( 9 Ge ri) 
l’adjointe à l'équation (35) aura pour intégrale générale 

Zo (7) TK 
Ce résullat s'établit par la méthode que nous avons employée au n° 381. On peut, d’ailleurs, ajouter à la formule (36) deux autres expressions équivalentes, toutes semblables à celles que nous avons données pour Z.
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CHAPITRE VIT. 

LES ÉQUATIONS A INVARIANTS ÉGAUX. 

tappel des propositions déjà signalées relativement aux équations dont les inva- 

riants sont égaux. — Emploi des solutions données au Chapitre précédent. — 
Condition nécessaire et suffisante pour que l'équation proposée ait des invariants 
égaux ct soit intégrable par la méthode de Laplace. — Détermination de toutes 

* Tes équations à invariants égaux dont l'intégrale peut être obtenue sous forme 
explicite. — Deuxième solution de ce problème. — Théorème de M. Moutard. 

— Expression précise de Ja solution générale. — L'emploi du théorème de 

M. Moutard permet d'obtenir toutes les équations dont la méthode de Laplace 
peut donner l'intégrale générale. 

387. Nous avons déjà signalé plusieurs propriétés très simples 
des équations linéaires du second ordre dont les invariants sont 
égaux. Nous savons (n° 329) qu'on peut les ramener à la forme 
simple 

() . Ps Às. 
, 

  

Nous avons aussi remarqué (n° 365) que, si on les écrit sous la 

forme précédente, celles sont identiques à leur adjointe, ct que, 
dans tous les cas, on peut passer d’une équation dont les inya- 

riants sont égaux à son adjointe en remplaçant 3 par 5, À étant 
unc fonction convenablement choisie de æ et de y. On peut en- 

core signaler la propriété suivante, qui est une conséquence immé- 
diate des propositions déjà obtenues. 

Soit (E) une équation à invariants égaux; comme elle est équi- 

valente à son adjointe, la suite de Laplace relative à cette équa- 
tion se confond, évidémment, avec la suite analogue relative à son 
adjointe. Si donc la suite se termine dans un sens, à l'équation 
(En_,) par exemple, il faudra nécessairement (n° 363) qu'elle se 

termine en sens contraire à l'équation (E_»41). Ainsi, les équa- 

lions à invariants égaux ne peuvent Jamais admettre ces
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intégrales générales dans lesquelles une des deux fonctions arbitraires est nécessairement engagée sous un signe d’inté- &ration. Si la méthode de Laplace peut donner leur intégrale générale, les deux fonctions arbitraires J" entreront dégagées ‘de tout signe de quadrature; et cette intégrale sera du même rang à la fois par rapport à x et Par rapport & y. Cette re- marque est essentielle, et elle va nous permettre de déterminer toutes les équations à invariants égaux que l’on pourra intégrer par l'application régulière de la méthode de Laplace. 
Écrivons, en cffet, la suite de Laplace 

(En), (E-n+s), ….) (E_1), (E), (Li), …… (En-2), (En-1), 
, relative à l'équation (E), et supposons que celte suite se termine aux deux équations (Eu), (E_»31). On aura ici, en conservant Loutes les notations du Chapitre précédent, 

t=j=n—:i, M=2n—1 el 

(2) fa Le Pet una an 2 
È + u + B= GŸ1 + 2e Ter Gant Von. 

© L'invariant 4 de (Ex) et l'invariant k de (E_n41) auront res- Pectivement pour valeurs ” 

dlogz d2log8 
dx"  Üxdy | 

La suite de Laplace relative à (E) se confond, nous l'avons déjà remarqué, avec la suite analogue relative à son adjointe. Il résulte de là (n° 365) que l'équation (Ex) de la suite précédente aura Pour adjointe l'équation (E_) de la même suite; ou, plus exacte- Ment, ces deux équations auront leurs invariants égaux, à l’ordre près. Si l’on applique cette remarque aux deux équalions qui ter- minent la suite, on reconnaît immédialement que l’on devra avoir 
__9loga __ d'logB 
7 drdy — dr dy ? Ou, en intégrant, 

(3) ‘ aæ=$0(x)s(r), 
bete désignant deux fonctions inconnues de + et de 7. On peut les faire disparaître comme il suil.
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Si l’on divise par Ü(x) le premier membre de l'équation 
linéaire d'ordre 2r — 1 dont æ,,Æ2, ..., &on_ sont les solutions 

particulières, les nouvelles fonctions adjointes E, £,, ... sont 
égales aux anciennes multipliées par 0(x); l'équation précédente 
se réduira donc à la forme 

x=$8c(y). 

Unc opération analogue, appliquée à l'équation dont les solu- 
tions particulières sont ÿ4, ÿo, ..., Yan_1, permetlra de même 

de faire disparaître la fonction 5(y). Ainsi, par un simple chan- 
gement d'écriture et sans diminuer en rien la généralité, on peut 
ramencr l’équation (3) à la suivante 

(4) . ‘ za =8, 

d’où les fonctions 0 et « ont disparu. 
-Réciproquement, si la condition précédente est vérifiée, l'équa- 

tion (E) aura ses invariants égaux. D’après les résultats du n° 386, 
cette équation peut, en effet, être ramenée à la forme simple 

3 __ dloglla-e 03 dlogK,-: 93 Ologily-se 0 lorKy- 

O Dy y à dr “dy de 
    

et elle admet pour invariants 

: dlogHy-e 2 logKy-0 

: . xd ? 0x dy 
Oronaici 

dx dn—24\ Us = Def dx, dx 
, d dy't-2 (6) y Y 

| 93 ; dut ù dn—26\. 
Kys = D (3, dr? .. » +) = Das, D Des); 

x étant égal à $, on a nécessairemont 

Hy-e = Ka; 

et, par suite, l'équation proposée a bien ses deux invariants égaux. 
Si, dans l'équation (5), on effectue la substitution 

elle prend la forme simple 

. (7) ° ° 25 ÀlogHus : 

Oxdy _  oroy
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et, d’après les résultats du Chapitre précédent, son intégrale peut se mellre sous l’une des trois formes suivantes : 

t . dx d7—-2% 

(8) [== SR Peso D He) | 
. (— 1} f dx dr? 

LU + Tate Dee DS), 
1 . . 0% dn—?4 (9) HT nes De [X— 16), D 0 D 

D (a) re dx dt? (10) “1 — ut D; Y—W(z, X), Ho ….) dr 

Toute la difficulté se ramène, on le voit, à la détermination des fonctions x}, y4 pour lesquelles on aura identiquement 
\ 

4 = 8, 3 « . 
. c'est-à-dire | 

, . . = tion tn + , G1) æirs Late Fe Toni Ton = SIP Va He Son V'ante 

Voici comment on peut résoudre celte équation. 

388. Prenons les dérivées des deux membres, par rapport à y par exemple, jusqu’à l’ordre 2 » — 2 inclusivement, et donnons ensuite à y une valeur particulière quelconque. On obtient äinsi 2n— 1 relations linéaires à cocfficients constants entre les fonc- tions æx, Ex. Ces équations peuvent être résolues par rapport aux inconnues; car leur déterminant 

D,;(J1 Fer ces J'on—1) 

ne peut étre nul pour toute valeur particulière de J', les fonctions Ji étant, par hypothèse, linéairement indépendantes. 
Les valeurs ainsi obtenues des fonctions £; sont évidemment des combinaisons linéaires des fonctions x}: on peut donc énoncer le résultat suivant : 

| L’équation linéaire d'ordre impaii considérée au n° 389, et dont Lis Lay ce, Lor_1 sont les solutions particulières, doit être équi- valente à son adjointe; et il en est évidemment de même de l'équation linéaire d’ordre impair à laquelle satisfont les fonc- lions y. 
Ïl faut, nous allons le voir, ajouter quelque chose encore à cette
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double condition. Soit 

o(Zi, Lay ss, Tan—1) 

la forme quadratique à coefficients constants définie au n° 355 et 

qui permet d'exprimer les solutions ere par les formules 

Lt— D 

Soit, de même, 

DJ 15 Jar +. Jan1) 

la forme analogue relative aux solutions 74. On aura : 

or 1}r—t dy 

Th = — 
2 dy 

et l'égalité à vérifier prendra la forme 

  

  

CD + u. x 2% __. de. L dz 

on dyi #19 Yan 91 dr Jan DTan—1 

On peut encore l'écrire comme il suit 

dy Le dY 2 + 05 
D eee Ton —— Less Lon— 2: 
Fa 1 # dan — Fan 21 dYan—1 ? 

ct, sous cette forme, on reconnaît immédiatement que les deux 
fonctions et 4 doivent être les mêmes. S’il en était autrement, il 

suffirait d'attribuer à à la variable y une valeur particulière quel- 

conque et l’on obtiendrait, contrairement à l'hypothèse faite au 

début, une relation linéaire entre les fonctions æ4, æo, .…., æon_4. 

On est donc conduit à la proposition suivante qui, rapprochée des 
résultats obtenus dans les deux derniers Chapitres, donne la so- 
lution complète et précise du problème proposé : 

On détermine toutes les équations à invariants égaux qui 

s'intègrent par la méthode de Laplace en prenant, pour les 

fonctions æn et y», les solutions particulières de deux équa- 

tions linéaires d’ordre impair équivalentes à leur adjointe et 
en choisissant ces solutions particulières de telle manière qu'il 

existe entre les solutions yx et leurs dérivées jusqu’à l’ordre 

n— 2 la même relation quadratique qu'entre les solutions x, 

et leurs dérivées jusqu’au même ordre.
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389. Appliquons la proposition précédente aux cas les plus simples. Si l’on a 
HZ, 

il ÿ a un seul couple (x,, J'1) que l’on peut réduire à (1,1). On a 
° 3=X—7Y, 

et l'équation correspondante est 

5 
—— = 0, 
0x dy 

Si » est égal à 2, il ya trois couples (x,, 71), (Tes Ja); (ta ya). Les fonctions x,, 2 æ3 devront être reliées par une équation du 
2 *729 

, . second degré que nous Supposerons ramenée à la forme 

Li —9%%3 = 0. 

Les fonctions J'i3 Vas Ya devront alors être liées par l'équation 

Ji—2iJs=0. 

Si l’on prend comme nouvelles, variables +, y les rapporls D 
Fe et si l’on réduit (n° 341) le couple (x,, y1) à l'unité, on oblient, 
Cn tenant compte des relations quadratiques, les trois nouveaux couples 

QG 1), (zx, y} (E 2) . 
On aici ‘ 

9 : 

h=T) = —7X, fai. 

Les premiers membres des équations auxquelles satisfont les solutions x; et les solutions 7; sont 

On . HOEDS 2(0) = 9". n'a encore 

2= Cr} 
2 

  

Ah; tr, Uy-+ = 

L'application de la formule (8) nous donne donc 
X ‘X! Y Y! 

ï I 

« dx dy
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ou 

AX—Y) 
(2), A NV 

L'équation dont :, est l'intégrale générale est 

da __ dlogz_ 2 L 
(3) dx drdp 1 (y! 

Si l’on n'avait pas fait un choix particulier des variables indé- 
pendantes, on aurait obtenu l’équation 

251 __—2XiY; 

Ga) ‘ " drdy MY 

ct l'intégrale générale serait 

(15) He — = — —- 

Passons maintenant au cas où il y'a cinq couples. Les expres- 
sions des fonctions +4, 7 résultent des formules données au 

n° 316. On aura, si l’on choisit convenablement les variables in- 
dépendantes x et y, 

Li =]; ‘ its 

ta =", = t 

Ta = x$"— à, Js= JT 
x? . , 2 

mes —-op es, = Arte 

8 désignant une fonction de æ et; une fonction de y. De plus, la 
formule (43) du n° 373 nous donnera 

ên = (— Dir ns Gh = (— 1-1 yoxe É 

On aura donc 

LT L1ÿs — Loi lis — Ti Ve + dsYi 

= (br) ME OT cer eg a
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L'application de la formule (8) nous donne, lout calcul fait, 

-()-(@) ST 87 Y" 
| 

- r , X a! 4 ” : Y* ’ a’ x PEN EEE TEEN DE po 2) 
  

a ———— 

  

Br Te) 
L'écriture de cette formule se simplifie si l’on introduit la fonction suivante 

(16) Dear) (Br x y). 
On a alors 

+R) #1 8" x” 

  

(13) . 2, , 2X" Olagh 2» 9 loxh GA —-Y)(&—y)— Fa or tp dy? 

et 5, salisfait à l'équation 

925 2 logÿ | d 
SI =— 9 °57 (18) y roy 

Le calcul détaillé, que nous Omettons, révèle un fait intéressant et qu'il serait possible d'établir d’une manière générale. Le déter- | minant I, est Loujours un carré parfail; ou, plutôt, il est de la forme 

F(x)G(y)k?, 

et le facteur K figure à la première puissance seulement dans les dénominateurs des différents termes de z,. 
Si l’on employait les expressions générales sous forme d’inté- grales, indiquées au n° 316, des fonctions Ti Jhs ON pourrait écrire la valeur générale de #1 Sous une forme où tout serait Connu; nous nous contenterons ici des exemples que nous venons de traiter. 

: 

390. Dans la troisième Partie du'Mémoire que nous avons cité au n° 343, M. Moutard s'était occupé spécialement des équa- tions de la forme ‘ 
| 

(19) | Ps = }s, 
dx dy
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et il a publié une nouvelle rédaction de cette Partie de ses re- 
cherches dans le XLV® Cahier du Journal de l’École Pob-- 
technique ('). La méthode de M. Moutard repose sur un beau 
théorème que nous n'avons pas eu à employer dans la solution 
précédente; nous allons la faire connaître ici d’une manière 
détaillée. 

Désignons, pour plus de netteté, par (3) l'expression 

(20) i S(=: a 

et supposons que l'on connaisse une solution quelconque w de 
l'équation 

(21) : FH = ar). 
Cette équation étant identique à son adjointe, le produit 

d?3 }= 

(Re ) \ 

pourra se mettre sous la forme . 

COM OX: 
0x 7 07”? 

et, en effet, on a 

( d3 ) d?s d2w w Às Æ QT — 5 — 0xdy 

Lt 9 w CES _ du 1 9 25 _ du 
Cal y) Tama ue) 

Écrivons donc l'équation 

d w = __ _ d ._ 9 dz de \ 
dx \ dy dy] dy vu) = 0 

  

() Mouran», Sur la construction des cquations de la forme 

1 d!5 
3 roy = (sr), 

6 qui admettent une intégrale générale explicite (Journal de l’École Poly- technique, XLV* Cahier, P. 15 1858). 
‘ 

D.— II. 
10
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qui est identique à la proposée (21). Elle exprime évidemment 

25 _ do Le dz _ du D 
oz “0x TG ST 9 

est une différentielle exacte. On peut donc, à chaque solution , 
associer une fonction Ü, telle que l’on ait | 

que 

D ML, D, NL de (2 Ode dx or. dy dy “dy 

Ilest aisé d'éliminer 3 et de trouver une équation linéaire du 
second ordre définissant la fonction 6. Les formules précédentes, 
écrites comme il suit _- 

  S1
S Il I 

w 19
 

montrent, en effet, que l’on aura 

| 2 fa %\ fr a. 
97. \u? 0x) ox ui y) T° 

ou, en développant, 

’ . 2 » OÙ (23) ou 2% 0 20 2 

Or, si l'on pose ’ 
6 = w.5, 

l'équation en & prend la forme 

1 25 es 

5 gg DER 
Pour déterminer p, il suffit de remarquer que l'équation en 4 

admet la solution particulière 4 — 1; l'équation en ç doit donc 
admettre la solution = etl'ona | 

I (21) . S=$(); 
\ 

: 5 peut s'exprimer en fonction de 3 par la formule 

° ) L o(£) | o(&) . (25) s=: Se ° D dure dy ; . 

l
=
 

T D &
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et, Inversement, : peut s'exprimer en fonction de & par la relation 
analogue ‘ 

Le 1 d(ws) 1 d(ws) (26) su f[s on de ET æ]. 

On peut donc énoncer la proposition suivante: 

  

Si l’on connaît une solution particulière w de l'équation 

S(:) = } \ 4 

et que l’on forme l’équation nouvelle 

1 $)=$ (£) , 

toute solution de l’une des deux équations permettra de déter- 
miner, par une simple quadrature, une solution de l’autre. 
Si donc on connaît l'intégrale générale de l’une des deux 
équations, on pourra déterminer l'intégrale générale de 
l’autre équation. 

La relation entre les deux équations est évidemment réciproque; 
si, pour abréger, nous disons que l’on passe de la première à la 
seconde par la solution w, on passera de la seconde à la première 

. 1 
par la solution -. 

w 

391. On peut rattacher la proposition précédente à la considé- 
ration de certains systèmes du premier ordre qui se présentent 
dans différentes questions de Géométrie. Ces systèmes contenant 
deux fonctions inconnues p et q sont de la forme suivante 

op  )2 99 Jp _ 299 
= =) (7) dx ox oy dy 

où? est une fonction donnée. Comme les équations précédentes 
? é LI ne changent pas lorsqu'on échange p et qg en remplaçant À par ÿ» 

il est clair que, sé on sait les intégrer pour une valeur de, on 
saura aussi le faire pour la valeur inverse de. Nous allons voir 
que celte simple remarque doune la proposition de M. Moutard.
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Éliminons en cffet p. Nous aurons l'équation 

9 29q à #2) = 7 

zC a) + Ce = © 
qui a ses invariants égaux et se ramène à la forme 

(28) | 807) = FO); : 

si l’on change dans cette équation g en p, ken ÿ on aura 

P\ J en S(H)=8G) 
La comparaison de ces résultats établit immédiatement le théo- 

rème énoncé plus haut : De chaque solution de l'équation 

F=50, | 
, 

on peut, par une simple quadrature, déduire une solution de 
l'équation 

Ca
 

G
T
 

2
 _$a- 

392. Les propositions que nous venons d'établir permettent 
évidemment de déduire de toute équation 

(30) St) = À, 

que l’on sait intégrer, une suite illimitée d'équations nouvelles et 
de même forme dont l'intégrale se déterminera par de simples 
quadratures, Donnons en effet aux arbitraires, fonctions ou con- 
stantes, qui entrent dans l'intégrale générale de l'équation précé- 
dente, des valeurs particulières, mais quelconques; et soit w le 
résultat obtenu. Nous pourrons, par une simple quadrature, 
obtenir l'intégrale générale de l'équation nouvelle 

G _$=ÿ(): 

Donnons de même aux arbitraires qui entrent dans cette seconde 
intégrale générale des valeurs particulières, et soit w, la valeur
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qu’elle prend alors. Nous pourrons de mème déterminer par de 

nouvelles quadratures l’intégrale générale de l'équation 

Gr) Sa=$(<);: 

et ainsi de suite. En continuant indéfiniment, on obtiendra tou- 
jours des équations de la forme (30), dans lesquelles } contiendra 

ua nombre de plus en plus grand de constantes ou de fonctions 

arbitraires. 

On peut signaler quelques relations intéressantes entre toutcs 

ces équations. Écrivons-les sous la forme 

F)=2, Ga=m … FUEL 
ct soit w4 la solution par laquelle on passe de l'équation de rang 

FE + 1 à l'équation de rang # + 2. On aura 

(33) Sun = un ÿ(E)=x 

On en déduit 

2? logwz- : 
he ps 8(-) - DCE) =— 2 9x dy 

el, si l’on ajoute toutes les équations obtenues, on trouvera 

(31) : ho   

0? 
Jr og los (ur ….@j1). 

Si l’on a obtenu, par exemple, avec deux fonctions arbitraires, 
l'expression générale de w, w, contiendra deux fonctions arbitraires 

nouvelles, et ainsi de suite : l'expression de }; contiendra donc, 

en tout, 24 fonctions arbitraires. Si l’on a choisi des solutions 

particulières, on sera conduit à des équations nouvelles qui 
ne contiendront pas nécessairement plus d’arbitraires que la pre- 
mière, mais qui seront, en général, d’une forme différente.
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Nous choisirons comme exemple Péquation 

CES RM —I) n(n—i) L 
65) 0xOy [ (@—y? Faro 
qui comprend comme cas particulier l’équation d'Euler (n° 346). 

Elle admet la solution particulière 

(36) WE (T—y}(r+ yyr. 
Si l'on emploie cette solution, on sera conduit à l'équation 

nouvelle | ‘ 

w 

CES 1 _—m(mær). n(n+r) 
3-8) GS (+ 

qui ne diffère de la précédente que par le changement de met n 
en M +1,n + 1.8i l’on désigne par A(m, n) l'équation (35), on 

“voit que l'intégration de A(m+i,n<+i) cet celle de A(m,n) 
sont deux problèmes équivalents. On développera aisément les 
conséquences de cette remarque; il en résulte que l'on peut 
intégrer l'équation A(m, n) toutes les fois que 7»? et x sont des nombres entiers (1). ot | 

393. Revenons au théorème général. Il serait aisé de montrer 
que, si l’on connaît la solution de Riemann, définie au Chapitre IV, 
pour l'équation primitive, on saura déterminer cette solution pour 
chacune des équations suivantes. Mais nous laisserons de côté. 
celte question Pour nous attacher, au problème particulier qui a 

  

(1) Si l'on pose 

(T—y}=u  (z+y}=v, S=(z—y}"(x+ 7)", 

on obtient pour 0 l'équation 

«o ot (u D) —(r+ 5)% 0, 

dont l'intégrale est 

‘ dits = ne Le (a+ Vo) + 4 (Va V5] us der 

lorsque m ct n sont entiers positifs. Comme Péquation A(m, n) ne change pas quand on y remplace mn Par 1— mm, où x par: —X; On peut toujours supposer m ct x positifs.
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_ fait l’objet des recherches de M. Moutard, et montrer comment 

l'application de la proposition générale fournit un procédé régu- 
lier qui permet de former toutes les équations de la forme con- 

sidéréce pour lesquelles l'intégrale scra donnée par la méthode de 

Laplace. 

Nous établirons d’abord la proposition préliminaire suivante, 

qui nous scra d’ailleurs utile dans d’autres recherches. 

Étant données les expressions 

Wo= AX— A Xe + AgX@, 

Vi BY DIX +...+ B,XW, 

où À, DB, A,,B,, ... désignent des fonctions déterminées de x et 

de y et X une fonction arbitraire de x, si l'expression 

Vo de + Vi dy 

est une différentielle exacle pour toutes les formes possibles 

de la fonction arbitraire X, on pourra toujours, par des opé- 

rations purement algébriques, mettre l'intégrale 

e= for dx + V, dy) 

sous l’une ou l’autre des formes suivantes : 

Xi CGiXi + C X + +... + CrXE, 

 CGiXi + CoX! Less CxXE- 1). const., 

X, désisnant une nouvelle fonction arbitraire qui, dans la 
seconde forme, peut être prise égale à X. 

En effet, on peut toujours, en cffectuant des inlégralions par 
parties, ramener W, à la forme - 

Vy= 2 px + DiXte ee Den NU] + OX 

Q ayant la valcur suivante 

JA: 0Ao AE 
A — 

dr? 

à ME. 
      

dx 

Si donc on considère la différence 

€ — DX — D,X'—. ..— Dy-1, XUG-D = &!,
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On aura 

dé= OX dr + Ve dy, 

V2 étant ordonné, comme Wi, par rapport aux dérivées de la fonction arbitraire. Le second membre étant encore une diffé- renticlle exacte, on devra avoir 

Or 00 
0x —* dy" 

Cette équation ne peut être vérifiée que si Vo est identiquement oul : si W, contenait, en effet, un seul terme en X ou en X',..., la mo _ , . dw . différentiation Par rapport à x introduirait dans D au moins une 
dérivée de X; ct le premier membre de l'égalité précédente ne pourrait être égal au second Pour toutes les formes possibles de la fonction arbitraire. On a donc nécessairement 

Q eo Lo 
y 

A dépend donc seulement de la variable +; si Q est nulle, on a 
É=DX+D,X'+.. De: XUG-D + const, ; 

. C’est la seconde des formes signalées dans l'énoncé. Si Q n’est. o , pas nulle, elle dépendra seulement de Z; On aura 

| r= fox dz, 
{= DX+ DiN'.. ee Di NU-v + fax a. 

Si l’on pose 
\ 

X, désignant unc nouvelle fonction arbitraire, € prendra la forme 
. X,- X'\' XA\ UD E=x+DS+ D (it) es Dé ( , 

qui est la première indiquée dans l'énoncé. | 
La proposition énoncée se trouve ainsi entièrement établie ; elle s'étend évidemment au cas où W', et Ÿ', seraient des fonctions 0 

linéaires d’une fonction arbitraire Y de J et dés dérivées de cette fonction, ou même contiendraient simultanément deux fonctions 
. ? 

4
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arbitraires X, Ÿ de x et de 7° et leurs dérivées jusqu’à un ordre 
déterminé. 

394. Soit maintenant | 

(37) . NO: 

une équation dont on puisse obtenir l'intégrale générale sans 

aucun signe de quadrature. Écrivons cette intégrale 

3=MX+MX' +... Me eXU-DENY + NY +. ser Ne YU, 

Pour abréger, nous désignerons par f (), fe(u) les polynômes 

linéaires suivants : 

e du dt 
JfiGu)= Mur +. Me 1 F1? 

du di 
PE NUM + + Ne oyr ai? 

on aura ainsi 

(38) 3=/f\(X)+ 20). 

Introduisons les polynômes g,(u), g:(u), adjoints respeclive- 

ment à fi(w), fe(u). Ils donneront naissance à des identités de la 

forme 
8 + à 

| \ vfiCu)—usite)= 2 Bi(u, A 

(39) ) 

| v fe(u)— u ga(v) = PTMAUE #) 

où B, et B; sont les fonctions bilinéaires de &, v et de leurs dé- 

rivées qui ont été définies au Chapitre précédent. Ces notations 
étant admises, donnons, dans la solution générale 3, des formes 
particulières X1, Y, à X et à Y; nous aurons une solution parti- 

culière | 

Go) o = (XD) + fa(V); 

el nous savons que la fonction s définic par l'égalité 

05 dw 05 du 

a = f[t-)e-(i 5)



15{ LIVRE IV. — CHAP, VII 

sera l'intégrale générale de l'équation 

I i R(s)=R(L). (42) S)=ÿ(À) 
Pour calculer + nous remplacerons successivement = par ses deux parties 

(43) = AN) ef). 
Soient 54, 5: les deux parties correspondantes de 5; on aura 

(44) SGH 

et 

, dw ” ds (45) ASS (amer) 

, . .. . rs du , Dans la première des identités (39), substituons X à w ct = à 
_»#, clle prendra la forme 

de dw d . dw , = — m(— = £L X, — (16) gs Ye (à) D: (x. me) 

et donnera une expression de 3, 2 que l’on peut substituer dans 
l'expression de 5. On à ainsi 

D, f<0 ._ [è E viseas / [ns =) ra(R)]e-eta, : - \ 

Ou, en intégrant partiellement, 

UT 0 5 — 9 B(x, FR) Î 

La quadrature qui figure dans cette formule est de celles aux- quelles s'applique la proposition précédente. Le coefficient de dx et celui de dy y sont ordonnés suivant les dérivées de la fonction arbitraire X; comme celui de dx ne contient que X, il faut, d’après la remarque même qui constitue le point fondamental de la démonstration du numéro précédent, que l’on ait 

d5: à . dw 

"ons S)-e 

, dw 05 0  dw X3 jer+ [en (s,2) Je) 
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et que gi (E =) dépende de la seule variable æ. On vérifie aisément 

l'égalité précédente. Comme le premier membre y est ordonné 

suivant les dérivées de la fonction arbitraire X, il suffit de montrer 

que sa dérivée par rapport à x cest nulle. Cette dérivée a pour 
expression 

+ Bi ( Fe) 

0xdy dx dy dyox 

y 5 . do 95: 9 [_ de Xz£ dw 2% d?51 _ Po 

Tordy 0er dy odyl "ox ‘?' à T° 

  

On a donc, en définitive, 

. . dw . dw 
(47) WT SAC (X SE) — [Xe (5) dx, 

\ 

et l’on trouverait de même, en échangeant x et y, 

(8) wn=—0f(Y)+2B (r%) af (5) #. 

L'expression définitive de & sera donnée par la formule 

&3 — 2 AC 6/2 (X, =) +2B(Y; A) 

— fsa(s) dæ+afx a(% ) ar, 

et il suffira de remplacer X et Y respectivement par 

(49) 

X' Y! | 

‘ o dw ’ . ‘du ’ 
4 oi 0x af 

pour obtenir une expression de s débarrassée de tout signe de 
d 

quadrature. On pourrait objecter que (5) ou £ (5) seront 

toujours nuls; mais on reconnaîtra #isément, en prenant Île cocf- 
Ô 

ficient de la-plus haute dérivée de X, dans g, (<= }; que celte ex- 
2° \ox 

. ee dw à , 
- pression, ainsi que gi (5) » ne peut être nulle dans le cas général. 

On a évidemment 

a(a)=a (020) a (2602)
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Le second terme est ordonné suivant les dérivées de la fonction arbitraire Ÿ,; le premier membre dépendrait certainement de 3 si.toutes ces dérivées ne disparaissaient pas. 11 faut donc que l'on ait identiquement 
(22), 
o1 dx 9% 

et de même - 
(240) n RG) = 

Ïl serait aisé de vérifier toutes ces identités en s'appuyant sur notre première solution et sur les formules que nous avons données au n° 387. Elles Permettent évidemment de simplifier les calculs et nous donnent 

[a ()=e (2), 
la ()-2(2200) 

(50) 

Si l’on pose, pour abréger, 

60 [rene (e), lac = (2400) 
il faudra, dans l'expression de wT, remplacer X et Y respective- ment par 

X’ Y! 

o(X1) 21)” 

et l’on obtiendra l'expression définitive 

(52) | An) A () 
X' dv ‘ Y! du . , (aa) 0 D) ax 

  

‘qui est de rang À +1 au plus par rapport à x et à 7. Remarquons que celte dernière transformation de l'expression s suppose cssen- ticllement les fonctions 2 (Xi) et o2(Y) différentes de zéro. Ces fonctions Pourront devenir nulles Pour certaines valeurs par- ticulières de À, et de Y,; nous aurons à examiner plus loin cette
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hypothèse; mais nous allons auparavant indiquer les applications 
des résultats précédents. 

395. Prenons comme point de départ l'équation 

ds 

dry 
On aura ici 

3=X—-Y, wo = Xi— Yi, 
fit) = u, feu) =— u, 

.Bi(u,v)= 0, AUADET 

gi(u) = u, ge(u)=—u. 

L'application de la formule (49) donnera done 

- FR + Pr de. 

1 
X' Y 

Remplacçons X par NA Ypars r” nous aurons 

(53)  5=X+Y—   2 X—Ÿ 

, NOV X=Y 
(51) TNT PK Y 

et 7 salisfcra à l'équation | | 

Roy RL) XV, 
65) SO=-5(E)- RS , 

Pour continuer les calculs, supposons que l’on ait choisi comme 
- nouvelles variables x et y les fonctions X, et Y,. L'expression 

de s deviendra 

  (56) = N'y NT, 
T—Y 

Prenons pour valeur de la solution w 

£ 1 8—+ 
(57) RH 

8 désignant une fonction de x et y une fonction de y. 

On aura ici 

    

  

: au au AGDE Es AUDE 
: a , au 

g(u)=—-uw— = gtu)=—u— 7-3" 

Bu, v) = uw, Ba(u,v) = uv, 
dù om du (= dx 

+ BIBLIOZ 74 CENTRALE 
UNIV. LARÀ 
"ss ! EME pes os
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L'application de la formule (49) donnera donc 

2X 2Y 2X do  2Y do 
SEÂ— =, T—7y & 07  w dy 

  

si l’on introduit la fonction 

=uw(y —x) 

. 7 X y l' : et si l’on remplace X par 3; Y par 7 On retrouvera l'expression 
, , , , P 

‘ ° de l’intégrale générale gracg 

LL /XN [YNT oX'olog0  2Y' dlogd 2, Ge) (SE Te TAN, 
déjà donnée au n° 389. L'application de la formule (34) montre 
que s satisfera à l'équation 

(59)  Fo=-2 TE, 

tous ces résultats sont en parfait accord avec ceux que nous avons 
déjà obtenus. 

396. L'application de la méthode peut encore se poursuivre. 
Les deux exemples que nous venons de traiter nous permettent de 
reconnaître qu’elle conduit aux équations les plus générales pour 
lesquelles l'intégrale générale est de rang 2 ou 3. Mais donncra- 
t-clle toutes les équations dont la méthode de Laplace peut fournir 
l'intégrale générale? Ce point n'est nullement évident, et M. Mou- 
tard n’y a peut-être pas assez insisté. On peut faire disparaître 
toute difficulté à l’aide des remarques suivantes, qui nous donne- 
ront d’ailleurs des indications utiles sur le passage de chaque 
équation à la suivante. 

Nous prenons comme point de départ la valeur générale de = 
donnée par la formule (38), et nous supposerons que celte expres- 
sion soit effectivement de rang /;, soit Par rapport à x, soit par rap- 

. Port à y. Il résulte, en effet, des développements donnés au n° 387 
que l'intégrale générale d'une équation à invariants égaux est néces- 
sairement du même rang par rapport aux deux variables indépen-.
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dantes. L'expression de 3 sera formée avec 24—1 couples 

(ar, ga), (Æ2s Jah ces (@oress Vars); c'est-à-dire qu’elle s'annu- 

lera quand on y remplacera X paræz et Y par y», k prenant les 

valeurs 1,2, ..., 24 —1. Par suite, si l'on remplace dans l’ex- 

pression de w les fonctions X, et Y, par æ et Ja, © s'annulcra 

identiquement, ainsi que toutes ses dérivées. On aura donc néces- 

sairement . 
dw\ 

a(%) — Di(Ta) = 0. 

On voit que l'équation linéaire 

dfitu 
gi(u)= 81 (5) =0, 

dont les cocfficients sont fonctions de x (n° 394), admet les solu- 

tions particulières &4, a, +.., Cort (1). 

On peut énoncer évidemment la même propriété pour le poly- 

nôme (4), qui s’annule quand on y remplace & par Ji, Ja +.) 

J'ek-1- | 

Admettons d’abord que les deux fonctions X, et Ÿ,,quientrent 

dans l'expression de w, ne vérifient aucune des équations 

m(Ni)=0,  9(Vi)= 0. 

Alors la formule (52) présentera & sous la forme d’unc expres- 

sion de rang au plus égal à +1, soit par rapport à Z, soit par 

rapport à y. Nous allons montrer que o est effecuvement de rang 

égalàÆ +1. | | 

La valeur de 5 s’annule, par hypothèse, lorsqu'on y remplace X 

“par æ4, Ÿ par ya. Si l'on tient compte du changement de notation 

par lequel on passe de la formule (49) à la formule (52), on 

pourra conclure que la valeur de wz donnée par cette dernière 

  

(*) D'après une des propositions énoncées à la fin du Chapitre V, on reconnait 

immédiatement que le polynôme ?,(w), défini par cette égalité 

eu) = a (240), 0x 

est égalet de signe contraire à son adjoint. Ce résultat, que nous retrouverons 

plus loin sous une autre forme, confirme ceux que nous à fournis notre première 

solution.
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formule s'annule quand on y remplace X et Ÿ respectivement par 

Janods frac, 

pourvu que l’on détermine convenablement l’une des deux 
constantes que l’on peut toujours ajouter à ces intégrales. 

Les dérivées de ws's’annulent encore lorsqu'on remplace dans 
la formule (49) X par X, et Y par Y,, ce qui donne 5 —w, ou 
lorsqu'on remplace dans la formule (52) X et Y par 

fRnGnar fre): 

5 s’annulera donc encore si l'on choisit des déterminations conve- 
nables de ces deux intégrales. 

On reconnait enfin, à [a simple inspection de la formule (52), 
que 5 s’annule aussi lorsqu'on y remplace X et Y par 1. 

Nous obtenons ainsi 24 +1 couples pour lesquels s'annule la 
valeur de 5; et, dans ces couples, les fonctions de chaque groupe 
sont linéairement indépendantes; car, s’il y avait une relation 
linéaire entre les fonctions | 

D fs Si(Xi1) dr, fan az, .. feu o1(X1) dr, 

par exemple, il ÿ en aurait une aussi entre leurs dérivées; ce qui 
est impossible tant que X, ne satisfait pas à l'équation 

(Xi) = 0; 

et n’est pas, par conséquent, une combinaison linéaire des fonc- 
LIONS Li, Las ve) Lopye 

L'expression de ws, admettant 24 +1 couples pour lesquels les 
fonctions de chaque groupe sont linéairement indépendantes, est 
donc nécessairement (n°* 340 à 343) d’un rang égal à 4+1. 

Il est ainsi établi que l'application de la méthode conduit géné- 
ralement d’une solution 3 à une solution « de rang immédiatement 
supérieur. Mais là n’est pas le point essentiel de la démonstration : 
il faut établir, au contraire, que l’on peut aussi, en choisissant 
convenablement la solution w, passer de la solution : à une solu- 
tion de rang inféricur. Nous allons montrer qu'il suffira, pour ob- 

'
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tenir ce résultat, de prendre, pour les fonctions X, et Y, qui 

entrent dans l'expression de w, des solutions convenablement 
choisies des équations ‘ 

P(Ni)=0,  G(Y1)=0. 

Supposons d’abord que l’on ait seulement 

o1(Y:) = O0, 

c’est-à-dire 
Yi gi + hope tes + hop Vots, 

Du, -.., hox_s désignant des constantes. On pourra, en remarquant 

que w ne change pas si l’on y remplace X,, Ÿ, respectivement 
par 

Kia —...— oki Tet—ts 

Yi— NA eee oki Ports 

réduire Ÿ, à zéro. Supposons donc 

Y=0, 
ra 

X, demeurant encore tout à fait arbitraire. Si l’on fait, dans la 
formule (49), 

X=X, Yo, 

c'est-à-dire 5 = w, la fonction w7.devra se réduire à une con- 
stante. On aura donc 

w f(X)—2B4 (& “) _ [Xi or(Xi) dr = const. 
dx 

ou encore 

[fitXi ]? — 2B: (&, “F0 af 91 (Xi) dx = const. 

Cette équation, où X, désigne une fonction arbitraire de x, 
-suffrait seule à établir que la fonction #,(Xu) est égale et de 

signe contraire à son adjointe : elle exprime en effet que cette 

fonction devient une dérivée exacte quand on la multiplie par X,. 
L'expression | | 

AGE = BA (xs, LAC) 

est l'intégrale du second degré considérée au n° 378. 
Choisissons maintenant pour X, une solution particulière de 

D. — IL. ° 11
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l'équation . 

(Ni) =0, 

qui annule en même temps l’intégrale du second degré. Nous 
avons vu au n° 374 que les solutions de ce genre peuvent être 
réelles. Alors la partie 5, de & qui dépend exclusivement de X se 
réduira, d'après la formule (43), à (1) 

Lie A0 an (x, A0) |; 
et, comme elle s’annule pour X—X,;, on pourra y remplacer X 
par . 

Xi f* dr, 

sans introduire aucun signe de quadrature. Après cette substitu- 
tion, elle ne contiendra plus les dérivées de-X que jusqu’à l’ordre 
k— 2. L'intégrale & sera donc de rang X — 1 au plus par rapport 
à æ, ou par rapport à y, puisque son rang est nécessairement le 
même par rapport aux deux variables. Elle ne saurait être de rang 
inférieur, puisque, dans l'opération inverse par laquelle on passe 
des às, le rang ne peut s'élever, nous l’avons vu, de plus d’une 
unité. c 

En résumé, l'application de la méthode conduit généralement 
d’une solution d’un certain rang à une solution de rang immédia- 

  

(*) En toute rigueur, il faudrait ajouter à cette expression £, C désignant la 

constante arbitraire introduite par l'intégration. Mais, si une équation linéaire, 
intégrable par la méthode de Laplace, admet la solution générale 

S=AX+ A NX +... A Xe BY) + 0, 

@ étant une fonction déterminée quelconque, on peut toujours supprimer Ô sans 
diminuer la généralité de la solution. En effet, si l’on fait X — 0,Ÿ =0,onaz—0, 

"et, par suite, Ô est une solution particulière. Soient alors X, et Y, les valeurs de 
X et de Y qui donnent pour s la solution particulière 20. En remplaçant X par 
X—X,, Y par Y—Y,, on fera disparattre le terme en 0 set il restera simplement 

52 AX +...+ A NON BY + BY"... D, Y(n), 

Cette expression a le mème degré de généralité que la précédente.
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tement supérieur; mais elle peut conduire aussi à une solution de 
rang inférieur (!). 

Puisqu’il est toujours possible d’abaisser le rang d’une unité, on 

pourra, après À —1 opérations, passer de toute équation admettant 
une solution générale de rang Æ à Péquation 

d?3 0 

drdy  ? 

* qui est la seule dont la solution générale soit de rang 1. Les opé- 
rations inverses permettront de passer de cette équation à toutes 

celles dont l'intégration peut être obtenue par la méthode de 

Laplace. 

  

(*) On reconnait aisément que l'on peut aussi choisir la solution w de telle 

manière que le rang demeure le mème dans le passage de l'équation à celle qui 
lui succède.
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CHAPITRE VIIL 
LA RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS LINÉAIRES LES UNES PAR LES AUTRES. 

Définition des expressions (m, n). — Transformation que subit une telle expres- 
sion quand on applique la méthode de Laplace. — Une expression (m, n} est 
définie, en général, à un facteur près, par la condition de s’annuler quand on y 
remplace 5 par m+ 7x solutions particulières de l’équation proposée. — Dis- 

cussion des cas exceptionnels dans Jesquels cette proposition se trouve en dé- 
faut. — Détermination de toutes les expressions (22, n) qui satisfont à une 

équation linéaire du second ordre. — La méthode de Laplace est comprise 
comme cas limite dans celles qui résultent de l'emploi des expressions (mn, n) 
les plus générales. — Recherche de la fonction la plus générale satisfaisant à 

une équation du second.ordre et définie par la quadrature fe dx +Q dy) 

où P et G sont des fonctions linéaires de 3 et de ses dérivées. — Application 
au cas où P et Q contiennent les dérivées jusqu’au premier ordre seulement. 
Extension au cas de deux variables des propriétés des systèmes adjoints. — 
L'intégration de l’une ‘quelconque des deux équations, ponctuelle ou tangen- 

tielle, relatives à un système conjugué tracé sur une Surface quelconque se ra- 
mène à celle de l’autre. : 

397. Nous nous proposons, dans ce Chapitre, d'indiquer 
quelques propositions générales qui permettent de rattacher à 
toute équation linéaire du second ordre une série d'équations de 

même forme et de même ordre, que l’on saura intégrer en mème 
temps que celle dont elles dérivent. 

Étant donnée une intégrale quelconque s de l'équation aux dé- 
rivées partielles 

025 Lady 
10 FENTE te | 

cette équation permettra, nous l'avons déjà remarqué, de caleuler 

toutes les dérivées de = prises à la fois par rapport à + et à y en 
fonction des dérivées prises par rapport à x ou. par rapport à y 

seulement. 

On est ainsi conduit à des relations de la forme suivante : 

dnmtns . d3 d?5 om: dr 5 

ge ME PE + Pa che + PQ + QUE et QE



LA RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS LINÉAIRES, ETC. 165 

Un calcul facile donne les valeurs de P,, et de Q,. Si l’on sup- 

pose m» ct n différents de zéro, on trouve 

efadr d# erfadr, 
nm dy a 

Q= feux 2e -fods; 

Ph et Qune sont pas nuls, en général, mais ils peuvent le devenir, 

ainsi que quelques-uns des autres coefficients, dans certains cas. 

particuliers. C’est ainsi que, lorsque a est égal à zéro, les dérivées 

de 3 par rapport à x disparaitront de la formule, si l'on a n?m, 

et n’y figureront que jusqu’à l'ordre »m— 2, si m est supérieur 

à 7. ‘ 

Si l'on combine linéairement, en les multipliant par des fonc- 

tions quelconques de x et de y, l'intégrale + et ses dérivées suc- 

cessives jusqu’à un ordre déterminé, on pourra toujours, par 

l'application de la formule précédente, ramencr la fonction linéaire 

de = et de ses dérivées ainsi obtenue à la forme _- 

m3 dns d3 ‘ dz 
Mzs+ Pins test Pnau +U et Qi? 

dans laquelle ne figurent que des dérivées prises par rapport à 

. une seule des variables indépendantes. Nous désignerons, pour 

abréger, par la notation (m1, n) une expression de ce genre ou; 

plus exactement, pour comprendre le cas où les coefficients Ph, Qu 

deviendraient nuls, une expression qui contiendra les dérivées 

de s par rapport à æ au plus jusqu'à l’ordre m, et les dérivées 

de 3 par rapport à y au plus jusqu’à l’ordre n. Par exemple, la 

, ° om+nz ‘ . ’ . 

dérivée Sam aya CSL une Expression (m, n}. La dérivée par rapport 

à æ d’une expression (m”,n) est une expression (m+1;, n) et la 

dérivée par rapport à y une expression (m,n +1). 

On aperçoit aisément les transformations que subit une expres- 

sion (ma, n) quand on applique la méthode de Laplace. Imaginons, 

par exemple, que l’on emploie la substitution par laquelle on 

passe de (E) à (E.), celle qui est définie par les formules 

95 
(2) - | HET TS Hipn=hs,
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données au n° 330. L'emploi de la première de ces formules 
permet d'éliminer les dérivées de < par rapport à y et de les rem- 
placer par les dérivées de 3, se rapportant à la même variable, 
mais prises jusqu’à l’ordre 7 — 1 seulement. La seconde formule 

‘ permet ensuite de remplacer 5 et ses dérivées par rapport à æ par 
les dérivées analogues de 5,, mais prises jusqu’à l’ordre m +1. 
Ainsi une expression (me, n}rclative à l'équation (E)se transforme 
en unc expression (m + 1,72—1) formée avec la solution corres- 
pondante de l'équation (E, ); et, inversement, on démontrerait de 
même que toute expression (m—+1, n—:1) relative à (E,) se 
transforme en une expression (mr, n), relative à (E). On peut 
donc conclure que l'expression (m, n) la plus générale formée 
avec une solution de (E) admet pour transformée l'expression 
(m+i,n—1) la plus générale relative à (Li) et, par suite, 
l'expression (m+i, n — t) la plus générale formée avec la solution 
correspondante de l'équation d'indice positif (E;), au moins tant 
que ? sera inféricur ou égal à n. Si l'on suppose {= 7, on 
obtiendra une expression de la forme _. 

03; ds; 

0x? 
- Om+ns; 

++ Prin CET 

qui ne contiendra que les dérivées prises par-rapport à la seule 
variable æ. Si l’on continuait à appliquer la méthode de Laplace, 
on serait conduit à des expressions {me  n + Æ,0); elles seraient 
de même forme, mais ne seraient pas les plus générales de leur 
définition. Nous supposerons donc que l’on s'arrête à (Eu). 

Si l’on emploie de même la deuxième substitution de Laplace, 
On reconnaîtra que l'expression (me, n) la plus générale admet pour 
transformée l'expression (m— j, n+ j)relativeà l'équation (E_;), 
qui sera aussi la plus générale tant que j sera inférieur à m+1. 
En résumé, £ étant positif ou négatif, l'expression (m», n)la plus 
générale formée avec une solution quelconque de (E) a pour 
transformée l'expression (+ à, n — à) la plus générale formée 
avec la solution correspondante de (Ei), tant que l’on attribue à 
l'entier à les valeurs | 

M —MHI, ., 0, 1, ..., 7 

398. Une expression (7, n) contient m + n +1 cocfficients,
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M, P;, Qx, qui sont des fonctions arbitraires de x et de y. Elle 

sera donc déterminée à un facteur près, au moins en général, si on 

l’assujeutit à s'annuler lorsqu'on y remplace 5 par me + 7 solutions 

particulières | 
Sy H2s oo. Sm+n 

de l’équation proposée. Si, pour abréger, on pose 

(3) M+n= p, 

son expression sous forme de déterminant est alors 

ds | om 3 oz 05 
5 3x …. . Dm à .…. di 

d3: d" 3; 051 da 51 

71 dx ° dr" Le ._. dy 

G)Cmn)=M|, 0 a dm ds 
° dx dx dy dy* 

3» L dM3y d3p 05» 
vp 0x Or" Ü2 . dy* 

Il peut cependant arriver qu’une expression (7, ») ne soit pas 

déterminée par les conditions que nous venons d'énoncer : c’est 

ce qui aura lieu si les mineurs qui sont, dans l'expression précé- 

dente, les cocfficients de 3 et de ses dérivées sont tous égaux à 

zéro. On peut définir d'une manière précise ces cas exceptionnels 

dans lesquels l’ expression précédente devient illusoire. | 

: Désignons par là notation (me, n); le résultat de la substitution 

de 5; à 3 dans une expression (m, n). Si l'expression doit s’an- 

nuler, comme nous le supposons, pour les valeurs déjà indiquées 

de <, on'aura les équations de condition 

(m, nh=0, (nm, nh= 0; es (A, #r: = 0; 

auxquelles devront satisfaire les coefficients i inconnus de la fonc- 

tion (2, n). La première ne sera pas vérifiée d'elle-même tant que 

5, sera différent de zéro; la seconde ne sera pas, en général, une 

conséquence de Ja première; mais, en poursuivant, on arrivera 

nécessairement, si le système précédent est indéterniüné, à une 

équation qui sera la conséquence de celles qui la précèdent. Cette 

équation, dont nous désignerons Je rang par L, s'obticndra néces-
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sairement par une combinaison linéaire des équations précédentes. 
On aura donc l'identité 

(5) him, ni + (mn, nhate+n(m, n}y= 0, 

applicable à toute fonction (m, n). D’après la manière même dont on l’obtient, il est évident qu'él n'y aura aucune autre relation linéaire de même forme entre les quantités (m, n),, ..., (m, n}x. | | 
Ccla posé, appliquons la transformation de Laplace, en passant de (E) à l'équation (Ex). L'identité (5) se transformera dans Ja Suivante 

GS 

(6)  Xi(m+n, 0} (mm + n, 0)... + AM + n; 0); = 0, 

“qui se rapporte à la nouvelle équation, mais qui ne contient plus que les dérivées de l'intégrale par rapport à la seule variable æ. Si l’on substitue successivement à (m+n, 0) les fonctions 5 
5, .…. te, en nombre nécessairement supérieur à À, on obtient . 
un système qui se présente dans la théorie des équations linéaires à une seule variable indépendante; et l’on reconnait immédiate- ment que les rapports mutuels des quantités À, he, …, À doivent être constants lorsque æ varie, c’est-à-dire ne peuvent dépendre que de la variable y. En passant de même de (E) à (E_») et en répétant le raisonnement précédent, on reconnaîtra de même que les rapports mutuels de As hope, ne peuvent dépendre de y. Ces rapports sont donc constants: et, par suite, les solutions 34 #23 ++, 54 ne Sont pas linéairement indépendantes. Ainsi : 

Dans le cas où la suite de Laplace relative à l'équation Proposée (E) s'étend au moins depuis l'équation ( E_») jusqu'à l'équation (Ex), une expression (m, n) est toujours définie à un facteur près par la condition de s'anñuler lorsqu'on y remplace 3 par m+n solutions particulières de l'équation, Pourvu que ces solutions soient linéairement indépendantes (*). 

    

. (*) On peut aussi discuter très simplement le cas où la suite de Laplace se termine entre (E_,)ct(E,). Supposons d’abord qu’elle se termine d’un seul côlé, à l'équation (E;) par exemple, £ étant positif et inférieur à n. On recon- naîtra, comme on l'a fait dans le texte, que les rapports mutuels de Arr es Àp
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399. Après cette discussion, revenons au cas général et sup- 

posons que les solutions 

Diy #2 over Sm+n 

aient été choisies de telle manière qu’une expression (m, n) soit 

définie, à un facteur près, par la condition de s’annuler quand on 

  

ne peuvent dépendre de y et sont, par conséquent, des fonctions de la seule va- 

riable z. Si l’on applique maintenant la relation (5) à l'équation (E,), elle prend 

la forme - ‘ 

(a) AGm+in—ij+...+A(mæ+in—i),=0, 

L'intégrale générale de (E,) a été donnée au n° 333; elle est de la forme 

s(x+ [ve àr), 

zx et 8 étant des fonctions déterminées de æ et de y. Comme n—i est au -moins 

égal à 1, on peut prendre d’abord, pour l'expression (mr + i, n—i) qui figure 

dans l'identité précédente, la fonction 
, 

d 2) 
A 

On aura alors «T dE 

(8) | Yi hTitesH hi} = 0 

Fa Var ces Ja désignant les valeurs que prend la fonction arbitraire Y pour les 

solutions particulières :,, 5,, ..., &,. On peut supposer que les coefficients à,, 

À ce) À, soient linéairement indépendants. S’il en était autrement, on les ex- 

primerait tous en fonction d’un certain nombre d’entre eux; et l'identité (5) se 

transformerait en une identité analogue où serait remplacé par un nombre plus 

petit A et:les solutions 5,,5,, ..., &, par des combinaisons linéaires de ces so- 

lutions. . . / 

Supposons donc à,, Ày +. Àj linéairement indépendants; l'identité (b) nous 

.donne alors . 

(ce) == EPS 0j 
car, s’il en était autrement, il suffirait d'attribuer À y une valeur particulière 

quelconque pour obtenir une relation linéaire entre-A,, .+., ne - 
Soient maintenant z,, &,, ..., æ, les valeurs que prend la fonction arbi- 

traire X pour les diverses solutions particulières. En substituant dans l’éga- 

lité (a) les diverses fonctions 

"(9 
ox* 
  ; (k=o,1,2%..., M4),
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y remplace < par l’une quelconque de ces solutions. Soit 

on 5 ds ons dz 
(7) PAS Bo ee Ba Go He On 

le résultat obtenu. Nous allons, en répétant le raisonnement du 
n° 340, montrer que Ü satisfait à une équation linéaire du second 
ordre. Si l’on différentie, en effet, la formule précédente succes- 
sivement par rapport à æ ct par rapport à y, on obtient des ex- 
pressions des dérivées premières qui sont de la forme 

00 OH 5 

  

Je nn (m, n), 

(8) où on+is 
ÿ = Cx url +(mn,n). 

on obticnt des relations de la forme 

(d) A, œf0 D at ff 2 0, 

Si les fonctions x,, z,, .…, æ; ne sont pas linéairement indépendantes, il en 
est de mème, évidemment, des solutions S,5 Sp -... 5, de l'équation primitive(E). 

* Si les fonctions x,, ..., æ, sont linéairement indépendantes, les équations précé- 
dentes, qui déterminent, par hypothèse, les rapports mutuels de à,, À, ..., À 
donnent, comme on sait, des valeurs constantes pour ces rapports tant que l'on 
n'a pas : | | 

. L>mæ+itir. 

Ainsi, dans le cas où la suite de Laplace se termine entre (E_..) et(E,), 
+ et d’un seul côté, par exemple à l'équation { E;), l'expression (m, n) ne cessera 

d’être déterminée par les conditions énoncées que si les solutions 3,, 3, ..., 54, 
ne sont pas linéairement indépendantes, ou s’il y a plus de m+i+1 solu- 
tions 3,.se déduisant de cette partie de la solution générale qui est de la 
forme | 

AX + A X'+...+ A,X0, 

par l'attribution de valeurs particulières quelconques à la fonction arbi- 
traire X. ‘ . 
Dans le cas où la suite de Laplace se termine dans les deux sens entre (E_,,) 

* et (E,), il est inutile de recommencer la discussion. Car alors soient (E_;), (E;) 
les équations auxquelles se termine la suite. Si l’on désigne par X et Y les fonc- 

tions arbitraires qui entrent dans l'intégrale générale, par (æ,, y.) les couples 
pour lesquels s’annule cette intégrale et par (æY, y) le système des valeurs 
particulières qu’il faut attribuer à X et à Y pour obtenir la solution z,, une ex- 
pression (m, n) contiendra les dérivées de X jusqu’à l'ordre £+ m, celles de Y 
jusqu'à l’ordre j + n. Les conditions pour lesquelles nous l'avons définie l'assu- 
jettissent simplement à s’annuler quand on ÿ remplace le.couple (X, Y) par les 
couples (æ,,7,) et (x, 4), au nombre total de 

MER+I+j+I. 

L'étude détaillée de l'expression obtenue et des cas dans lesquels elle s’annule 
a été donnée au n° 341 et 342. ‘
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Un calcul facile donne ensuite (!) 

920 0B» dm+is  [oC gris 

(9) 0r0y = (5 dy — ab) drm+i + Te — BC DES +(m,n). 

En combinant ces trois formules, on sera conduit à une expres- 
sion de la forme 

(0) 0?0 ee — 00 b dlorCx\ 00 - 

roy dy 2 (0x 7 = CU n). 

Or, si l’on remplace 3 par l’une quelconque des solutions £;, la 

fonction 0 s’annule ainsi que toutes ses dérivées. Le second 

membre de l'équation précédente s’annulera donc quand on y 

remplacera 5 par 5;; et, comme une expression (m, n) est définie 

à un facteur près, d’après l’hypothèse, par ces conditions, ce 

second membre sera nécessairement proportionnel à 0. Si l'on 

désigne par — y le facteur de proportionnalité, on voit que l’on 

aura 

CA dlogBy»\ 00 0108 Ce 
— _ 27 |) — — ü — (ir) ss +(e TH. x+(e JE “E)e += 0; 

0 satisfera donc bien, comme nous l'avons annoncé, à une équation 

Jinéaire du second ordre, dont elle sera évidemment l'intégrale 

générale. 

Iniaginons, par exemple, que l’on parte de l'équation 

d?3 
dx dy 9 

On aura alors 
H=ti+yas  S3=X+Y, 

et le déterminant (4) se réduira au suivant 

XHÆY X .. XP y , y 

Tips 2 oc Ut) pi 7 ! 

. ss. . .…. us se .. sv. 

qe {n) LpHfp Lp ee EU Ypo ve Yp 

  

(€) Ces formules doivent subir des modifications que le lecteur trouvera aisé- 

ment lorsqu'un des nombres m ou.r est égal à zéro.
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Par l'addition d'une colonne, on peut le transformer ainsi 

DOX Y OX... XP y... y 
— I 1 0 ss. o Oo … Oo 

, 1 ' K Ti Ji Di ... ge ph JET 

.. .… …. .… .. .. …. …. 

0 UOœtm) a {n)  Æp Fr. Th ce Ep Jp ve. Yrp 

on retrouve, avec une très légère différence de notation, les ex- 
pressions que nous avons étudiées au Chapitre IT et qui sont les 
intégrales générales des équations pour lesquelles la suite de La- 
place se compose d’un nonibre limité d'équations; elles dérivent 
toutes, comme on voit, de l'équation élémentaire 

d?s 0 

dxdy  ? 

par une simple application de la proposition générale que nous 
venons d'établir relativement à une équation linéaire quelconque. 

400. Cette proposition générale définit certains cas dans les- 
quels une expression (m, n) satisfait à une équation aux dérivées : 
partielles du second ordre; nous allons nous proposer maintenant 
de déterminer toutes les fonctions (m, nr) jouissant de la même 
propriété. 

Soit 
. 

° ds . on > dz dns (12) RE ge + Bu + Ge Ca 

une expression (71, n) que nous supposerons d’abord tout à-fait 
quelconque. Si l’on calcule les dérivées de @ jusqu’à un ordre : 
quelconque p, on obtiendra en tout P+I +2) équations. On 

? peut éliminer, au moyen de l'équation aux dérivées partielles, 
toutes les dérivées prises à la fois par rapport à æ et à y;ilres- 
tera donc seulement, dans les. expressions des dérivées de 0, 
MH R+ 2p dérivées de s, soit, en comprenant z, 

NM+R+HIP+HI 

‘ 

quantités. Ce nombre finit toujours par être inférieur à celui des
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dérivées de 0; l'élimination de s et de ses dérivées conduira done 

à une ou plusieurs relations entre 0 et ses dérivées, c’est-à-dire à 
une ou plusieurs équations aux dérivées partielles pour 0, qui 

seront, en général, d'ordre supérieur au second. 
Si l’on connaît une fonction À satisfaisant à toutes ces équations, 

on pourra déterminer 5 et ses dérivées en fonction de 0, sans 
aucune intégration. | 

Ces conclusions ne s'appliquent évidemment qu’à l'hypothèse la 

plus générale; elles sont complètement modifiées, nous allons le 
voir, si Ô satisfait à une équation aux dérivées partielles du second 

ordre. Il faut alors retrancher des + +2) équations qui 

pourraient, lorsque Ü est connu, déterminer s et ses m+n—+2p 

dérivées, toutes celles que l'on obtient en prenant l'équation du 
second ordre à laquelle satisfait 0 et, lui adjoignant toutes ses dé- 
rivées jusqu’à l’ordre p — 2, ce qui donne en tout 

@—p. 
2 

équations. Îl restera donc seulement 

(p+1)(P+2) _ p(p=r 
2 

=2p+Ii 2 P 

relations qui ne peuvent déterminer 5 et ses m+n<+2p dé- 
rivées. Il ÿ aura toujours »m + n de ces fonctions qui demeureront 

arbitraires. Dès que l’on aura écrit les trois équations qui ex- 
‘ 0 d0 . : . . pe 

priment (, 0, il sera inutile de continuer les dérivations; elles 
. dx" dy ‘ ‘ 

introduiraient autant de dérivées nouvelles de 5 à déterminer que 
de nouvelles relations. 

. : 0 . . 
Les équations qui donnent 0 %, % constituent donc ce que 

? 0x dy 

M. Mayer a appelé un système complet, c'est-à-dire un système 
dans lequel’ toutes les conditions d’intégrabilité sont satisfaites. 

Si l’on prend comme inconnues auxiliaires les fonctions suivantes 

  

5 d?z CLS 
= dx? Ua = 2? ... Um rm? 

5 4 
(13) : -. ds d?5 . dns; 

V1 = dy? Pa = s …., Va = dyn?
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que l'on ajoutera à <, ce qui donnera m +" n+ 1 fonctions in- 
connues, l'équation qui donne 0 fournira une relation entre ces 
inconnues; on aura 

  

d3 . . du don 
0x — Li, de — Ua, .…s x — Um; 

% _, | Mi, | Dr, 07 — ds 0y — V2 3 0y va 

Les autres dérivées des fonctions Uy co Um_i3 Pr ces Pres 
seront définies par l’équation aux dérivées partielles à laquelle 

pe , 7 où . . PRET satisfait 5. L’équation qui donne < et qui contient en général ; x . dm+is ., . du . , on , ‘ . . -— déterminera —*, celle qui exprime — déterminera de même dxm+1 0x dy . 
db» 2 .  . =; enfin les deux autres dérivées de w,, et de vx s’obtiendront 0y 
au moyen de l'équation aux dérivées partielles. re 

Nous avons bien, on le voit, un système complet, de la nature 
de ceux que M. Mayer a étudiés (). Les fonctions inconnues sont 
au nombre de m+n+1; mais, comme celles sont liées par 
l'équation qui donne 0, l'intégrale générale contiendra seulement 
m + n constantes arbitraires. Par suite de la forme linéaire des 
équations, la valeur générale de z sera de la forme 

(14) S=L+as+as+e. +ansnsmen 

is -..; Amyn désignant des constantes arbitraires que l’on devra 
pouvoir déterminer de telle manière que 3 et ses m+n pre- 
mières dérivées prennent les valeurs les plus générales salisfai- 
sant à l’équation qui donne 0. Si l'on porte la valeur précédente 
de 3 dans l’expression (12).de 0, le cocfficient de a; devra être 
nul; ct, par suite, 0 s’annulera lorsqu'on y remplacera 3 par 5:. 
Comme on a m+n quantités s;, 0 sera déterminée à un facteur : 
près par cette condition; 0 rentre donc dans la catégorie des 
fonctions que nous venons d'étudier. | 

On pourrait objecter que les solutions 5; peuvent rendre illu- 
soire la forme (4) de Ü; mais on verra aisément que ce fait excep- 

  

(*) Mayer (A.), Ueber unbeschränk! integrable Systeme von linearen to- 
talen Differentialgleichungen und die simultane In tegration linearer partieller 
Diferentialgleichungen (Mathematische Annalen, t. V, p. 1183; 1852). ‘
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tionnel ne se présente pas ici; car les déterminants qui sont, dans. 
dms ns 
Or? Oyi 

nuls. Ce sont ceux que l’on obtient lorsqu'on veut déterminer les 

constantes a;, de telle manière que 3 et ses dérivées, moins la der-. 

nière prise par rapport à æ ou par rapport à y, prennent des 

valeurs données à l'avance; et nous avons indiqué que, d’après les 
propriétés de la solution générale, ces déterminants ne peuvent. 

être. nuls. Mais on peut adresser au raisonnement précédent une 
autre objection plus sérieuse que nous allons examiner. : 

Nous avons admis que les deux équations par lesquelles on 

cette formule (4), les coefficients de = ne sont jamais 

dû 90 x , . . 
exprime 5° dy peuvent être résolues respectivement par rapport 

 d+IS ÿn+is 

a drmri” DR 

n sont supérieurs à zéro; mais, dans le cas exceptionnel où l’un 

de ces entiers se réduit à zéro, la proposition peut être en défaut. 

Supposons, par exemple, que 0 ne contienne pas les dérivées 
de 3 par rapport à x; et donnons-lui, pour la commodité du rai- 

sonnement, la forme suivante 

03 
| eng) 

03 dn—-1 /03 
| + B: — or  (S +as) +. Beat dy. Œ +az), 

qui est tout aussi générale que si on l'avait ordonnée simplement 
par rapport aux dérivées de 5. Si l'on forme la dérivée de 0 par 
rapport à æ, on aura, en général, 

- Cela a toujours lieu, en effet, si les nombres m et 

(15) 

dP d3 | | gP-1 da 

Bears Qt) = Bean ((-e+ 50]: 
. . 90 

et, par suite, l'expression de = sera de la forme 

où ds 3 dns ds 
on gg GE Go Het Gnoon 

A äyant la même valeur que précédemment. Si À n’est pas nul, 
, . dz ; ‘ . . 

cette équation donnera 35 ct l'on pourra appliquer sans modifi- 

cation le raisonnement général. Il reste donc seulement à examiner
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Je cas où l’on a 
. À = 0j: 

mais alors substituons à l'équation proposée (E) sa transformée 
(E;) par la méthode de Laplace; c’est-à-dire posons 

Dan à as —=3S., 

L'expression de ( prendra la forme nouvelle 

: , ds’ dr—1 5" 
0 = B;: +R +. Bar? 

qui contient une dérivée de moins. En recommençant sur cette 
nouvelle expression de ( les raisonnements précédents, on recon- 
naîtra que cette fonction doit s’annuler lorsqu'on y remplacera s/ 
par » — 1 intégrales particulières de (E;); ou bien on sera encore 

| conduit à appliquer la transformation de Laplace et à passer à 
l'équation (E:). On peut donc énoncer la proposition suivante : 

St la fonction 

ds dns 
E 

Vs As+Big ++ Bars 

satisfait à une équation du second ordre, elle s'annulera lors- 
quon y remplacera 3 par n intégrales particulières de l'équa- 
tion linéaire proposée, et elle sera définie à un facteur près 
par ces conditions; ou bien elle pourra étre ramenée, par l’ap- 
plication successive des substitutions de Laplace, à une ex- 
pression de la forme 

à n dsi mis; AG BO br +...—+ BH, dr” 
1. 

définie par les mêmes propriétés relativement à l'équation (E:). 

Si l’on suppose {— 7, on retrouve la substitution de Laplace. 
En résumé, le théorème du n° 399, combiné, dans certains cas 

exceptionnels où l'un des nombres m et n doit être nul, avec 
l’application de la méthode de Laplace, donne toutes les fonctions 
(m, n) satisfaisant à une équation linéaire du second ordre,
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Supposons, par exemple, que l’on prenne 

0—=A ds + Bz, 

. y ou, plus simplement, 

. 05 (6) 0= = +23; 

en vertu de la proposition précédente, 0 ne pourra satisfaire à 
une équation du second ordre que si l’on a 

(15) ° À = «&, 

ce qui donne la première substitution de Laplace, ou si l’on a 

as) = 1°, 
51 0y . 

51 désignant unc intégrale particulière de l'équation proposée. Ce 
résultat avait été déjà obtenu et étudié par M. Lucien Lévy (1) dans 
un intéressant Mémoire sur lequel nous aurons l’occasion de re- 
venir. 

© 401. Au milieu de toutes les transformations précédentes, celle 
de Laplace apparaît done, on serait tenté de le penser, comme 
une sorte de transformation singulière échappant à la loi générale 
qui donne toutes les autres. Nous allons montrer qu'une telle vue 
serait inexacte : la transformation de Laplace est comprise, 
comme cas limite, dans celles que nous venons de définir. 

Pour donner plus de précision au raisonnement, bornons-nous 
aux expressions de la forme (16). Il faudra, semble-t-il, pour que 
la substitution de Laplace soit comprise dans les transformations 
générales, que l’on puisse obtenir une solution particulière de 

* l'équation aux dérivées partielles satisfaisant à la relation 

C2
 

à 

# dz! 
5 _ 

=—a, — + as = 0. (19) y =
 

D 

Or il suffit de substituer dans l'équation aux dérivées partielles 

  

(*) Lévy (LuciEx), Sur quelques équations linéaires aux dérivées partielles 
(Journal de l'Ecole Polytechnique, LVI° Cahier, p. 63; 1886). 

D. — II. 12
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re ds’ 
la valeur précédente de 9 > 00 trouvera 

s'h = 0. 

Comme z' ne peut être nul, il faudra que l'invariant X le soit; 
c’est là un cas exceptionnel que nous pouvons écarter. 

Il n’y a donc pas, en général, de solution particulière de l'équa- 
tion proposée pour laquelle on ait 

s 
+ 

&
 

ù 
=—d«a; 

u
e
 

$I
 

mais nous allons montrer qu’il existe une infinité de solutions 
pour lesquelles le premier membre est aussi voisin qu’on le 
veut de — a. 

Posons, en effet, 

(20) =—a—p 

h
i
m
 

L
i
e
 

S
I
E
 

5 L’inconnue #, que nous substituons ainsi à :, satisfait à une. 
équation non linéaire du second ordre. Si l’on porte, en effet, 

, : x JC pe 05 3,7 
. dans l'équation à laquelle satisfait 5, la valeur de F déduite de 

l'équation précédente, on a ' 

ds 
— (a+ ps +a$ +(c— ab—bn)z= 0, 

ou, en développant, 

    

  

dlogs lon: ; k 

dr 0x nr 

On aura donc 

d log | 
(21) ° dlogs =—( Éd :) dx —(a- nu) dy, 

et il suffira d'écrire la condition d’intégrabilité pour obtenir l’équa- 
tion à laquelle doit satisfaire u. On trouve ainsi 

CT op du oh — fc e— 2+ Lu 0x 0y — dr dy +(k£— h)u2+ + k 
du 

Ÿ 
Lune, 

dx 
  (22) pu 

* à chaque solution, différente de séro, de cette équation corres-
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pondra une valeur de 3 définie, à un facteur constant près, par la 
formule (21). - 

L’équation (22) admet évidemment la solution u= 0, à laquelle 
ne correspond aucune valeur de 3; mais cette solution n’est pas 
isolée; il y a des valeurs infiniment petites de ge qui sont exprimées 
d'une manière approchée par la formule 

= AX, 

X désignant une fonction arbitraire, mais infiniment petite, de æ. 
IL y aura donc des intégrales de l'équation aux dérivées parelles ÿ D I 

d3 , . 1. . . . proposée pour lesquelles = 9; sera infiniment voisin de — «. 

On pourrait encore le reconnaître en étudiant les différentes P 
équations particulières dont nous avons donné l’intésrale générale. 
Nous avons vu, par exemple, au n° 339, que l'équation E(o, 8") 
admet pour intégrale générale ‘ 

Z(0,B)=Y + [X@- 778" a. 

Faisons = — 1 et remplaçons X par X”, nous aurons 

Z(0, —D = Y+X(x— y) x. 

La valeur de pu sera 

1 — _—1! Y'— X!’ 

Z—y  Y+X (= y)—X 

I n’y a aucune solution pour laquelle w soit nul; mais, si l’on 
annule la fonction Y, il reste 

I T 

  

3 
  H= = y 

il suffira de choisir la fonction arbitraire X de telle manière que È 

soit très grand, et l’on aura des valeurs de & très voisines de zéro. 

402. La proposition générale que nous avons étudiée depuis le 
commencement de ce Chapitre nous a permis de rattacher à toute 
équation linéaire une série d'équations semblables dont l’inté- 
grale se forme avec l'intégrale générale de la proposée et avec ses
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dérivées prises jusqu’à un ordre déterminé. Nous allons indiquer 
maintenant une autre proposition qui conduit au même résultat, 

mais par des moyens tout à fait différents, puisqu'elle repose 
essentiellement sur l'emploi de certaines quadratures. Désignons 
par P ct Q deux fonctions linéaires de 3 et de ses dérivées prises 
jusqu’à un 6rdre quelconque, ct proposons-nous de déterminer P 
et Q de telle manière que 

Paxr+Q dy 

soit une différentielle exacte db, et que son intégrale Ô satisfasse 
à une équation linéaire du second ordre. 

Écrivons d’abord la condition d'intégrabilité. Si, pour abréger, 
on désigne par #(5) le premier membre de l'équation à laquelle 
satisfait 3, il faudra évidemment que l’on ait une identité de la 
forme 

2Q  dP 2 2$ of p : Dm y +R + +D Dre Tee 

4 

À, B, G, D, ... étant des fonctions quelconques de x et de y. On 
peut, au moyen des intégrations par parties, donner au second 
membre la forme suivante : 

5 d fe 0 Ô 
ef+ (i+n +.) SCT +. 

Par suite, si l’on écrit 

PCF... 

| 0$ 
Q+BF+ BE +... 

au lieu de P et de Q, ce qui change seulement la forme de P et 
de Q sans changer leur valeur, on aura l'identité plus simple 

(23) CT 

Si pe était nul, il faudrait évidemment que l’on eût 

P=%, =
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# étant une fonction linéaire de 3 et de ses dérivées. On aurait 

0 =», 

et l’on retrouverait les expressions que nous avons étudiées au 

commencement de ce Chapitre. Si p n’est pas nul, il résulte des 
propositions rappelées au n° 357 que L sera nécessairement une 

solution particulière de l'équation adjointe. On aura alors 

2 d dz à du , 
ue = (8 mans) (4 rs —vus), 

et l'identité à vérifier se ramènera à la suivante : 

Si donc » désigne unc fonction linéaire de z et de ses dérivées 
jusqu’à un ordre quelconque, on aura nécessairement 

(24) 

et, si l’on pose 

(25) e=fT: (ue) dr+p(5+as) dr 

on pourra écrire 

(26) 0= fa ar +Qdy)=s+e. 

11 faut maintenant déterminer u et v de telle manière que ù soit 

l'intégrale d’une équation du second ordre. : 

. Nous allons montrer d’abord que & satisfait, pour chaque valeur 

de &, à une telle équation. On a, en effet 

‘ ds 9 3 
(25) HE =s(—on), D =u(raz). 

En tirant de la première équation la valeur de 3 et la portant 
dans la seconde, on trouve 

| ds 
a CE d oz . 

Ton , de dy où _,, | 
— — bu 
0x . \oz 

ds 
S — (28) 72 L 

pe d
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et celte relation constitue bien une équation linéaire du second 
ordre à laquelle satisfait la valeur générale de 6. 

Revenons maintenant à l'expression de 0. Comme les équations (23) permettent d'exprimer z et ses dérivées en fonction linéaire 
des dérivées de &, on voit que 0 pourra être exprimée en fonction linéaire des dérivées de o. Il suffira donc d'appliquer les proposi- tions des n°* 399 et 400 pour obtenir toutes les fonctions Ô satis- faisant à une équation linéaire du second ordre. 

Les deux propositions que nous venons d'étudier permettent, on le voit, de rattacher à toute équation linéaire (E) deux séries différentes d'équations qui s'intégreront en même temps qu'elle. Si l'équation primitive (E) s'intègre par la méthode de Laplace, c'est-à-dire si clle admet des solutions de la forme 

AX+ Ai X'"+...+ A;X0, 

la même propriété subsistera pour toutes les équations qui en dérivent. Ce résultat est évident pour celles que nous avons obtenues au n°399; ct, pour celles que nous venons de définir, il est une simple conséquence de la proposition démontrée au n° 393. Ainsi, lorsque l'équation primitive (E) est intégrable par la méthode de Laplace, il en est de même de toutes les équations qui en dérivent par l'application des deux Propositions pré- 
cédentes. | 

Comme application, Proposons-nous de déterminer toutes les fonctions Q pour lesquelles P et Q contiennent les dérivées de = Jusqu'au premier ordre seulement, Il faudra évidemment que p soit égal à 95, p étant une fonction quelconque de x et dey; et, Par conséquent, on aura 

Go) 7 Dncrpsnss 
az 

Pour que cette fonction soit l'intégrale d’une équation du second ordre, il faudra, ou bien que la valeur de 0 soit celle que l’on déduit de & par l'application de la deuxième substitution de La- place à l'équation (28) et, dans ce cas, il faudra prendrep=—y; ou bien que le second membre s’annule pour une solution parti- culière s’.de l'équation en 6. |
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Dans le premicr cas, on a 

(30) 0 fu( ris) de+2( au) dy, 

et la valeur de 0 est, au signe près, celle que l’on déduirait de 5 

par l'échange des variables x et y. 
Dans le second cas, on devra avoir 

| d s' Gn p=— (ou) 

ou, si l’on désigne par z/ la valeur de 5 correspondante à v’, 

  (32) pas =. 

On a ainsi 

en te [E-u)-2 (Te [fee (Pet 
en réduisant, on trouve 

(34) o=ff- is Jets 2 (2)0l 

La valeur de À est d’ailleurs 

(35) O—o— oo 7, 

Nous indiquerons plus loin, au Chapitre X, l'interprétation 
géométrique de ces résultats. 

403. Nous pouvons maintenant traiter d’une manière simple 
une question que nous avons laissée de côté dans les développe- 
ments qui précèdent. Étant donnée l'expression 

0—(m,n) 

qui satisfait à ‘une équation linéaire du second ordre, proposons- 

nous de déterminer les valeurs de qui correspondent à une so- 
lution donnée 0. Nous allons voir que l’on peut résoudre cette 

question par de simples quadratures lorsqu'on connaît les valeurs :
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particulières de 3 qui annulent l'expression de 0. Mais, au lieu de 
traiter la question directement, nous allons employer la méthode suivante, qui mettra mieux en évidence ce qu'il y a de réellement intéressant dans la solution. : 
Désignons par 

Fi 39 cs Sm+n 

des solutions particulières de l'équation q 

(36) DE La LE Lo Lo. dr dy "ox "gp 50: 
soit encore 

(37) M+n=p, 

et déterminons des quantités }4, dos :. +; hp par les équations 

3 + 39 ho +. + Sphp = 0, 

ds 03) Mt ss. + hr=o, 

ss. Fesses sense 

15, . LL om-1> … (38) dxmi "1 Te nos russ + demi \p = O0, 

d5: 
d5, GN+ sense + \p = O, 

terne roses ss. 
l 

| dr—15, . da—1 3h 
oyni à osseuses + dpt *p = © 

Si l’on conserve les notations du n° 397, les équations pré- cédentes Peuvent être écrites d’une manière abrégée comme il suit : ‘ ‘ | | 

(39) (m1, n—1)}; ++ (mi, R—1)php = 0, 

. Cette unique équation devant être vérifiée Pour toute expression. (m1, n— 51) et (M —1, n— 1); désignant encore:le résultat de la substitution de z; à : dans cette expression. Les équations (38) ou l'équation (39) déterminent, en général, les rapports mutuels de ,, Do) c., Xp. Nous laisserons de côté le cas 
«
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exceptionnel où ces équations formeraient un système indé- 
terminé (1). | 

Nous allons montrer que toutes les quantités }; ainsi détermi- 
nées satisfont, elles aussi, à une équation aux dérivées partielles 
du second ordre. Pour plus de netteté, nous supposerons m et n 
au moins égaux à 1; s’il en était autrement, il suffirait de passer à 
l’une des équations voisines, dans la suite de Laplace relative à 
l'équation proposée. 

Une expression (m—2, » — 1} étant un cas particulier d’une 
expression (m—1,nr—1), on déduit de la formule (39) que l'on 
aura 

(R—2,n—1}hhi+...+(m— 0, R—1)php=0, 

pour loute expression (m—92, n —1). Différentions cette équa- 
tion par rapport à æ, nous aurons ‘ 

2, Fo di - 
Dune, n—1} +Ÿ (m2, nb = 0. 

Comme la dérivée par rapport à x d’une expression (m—», n—1) 
est une expression (m—1,n— 1), le premier terme de la somme 
précédente sera nul, et il restera | 

i=1 

v 0) à | 
(40) DCE RIT = 0. 

i=1 

On aurait de même 

‘ i=p 

cs ° où 
(41) Dm-in-opit eo. 

En traitant dela même manière l'équation 

i=p 

Q dÀ : (42) | Y (m—32,n— 2h = 0, 
i=t 

qui est un cas particulier de la formule (40), et en la différentiant 

  

(*} Ce cas ne peut se présenter, si les solutions 3, sont lintairement indépen- 
dantes, tant que la suite de Laplace s’étendra entre les équations Eu) (En) 
On s’en assure aisément en répétant les raisonnements du n° 397.
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par rapport à y, on trouvera de même 

4 
(433) : Dany mo. 

Il résulte des formules (40) à (43) que, si l’on pose 

0?À dx dÀ 
(41) GE a +85 + 

on aura | : 

1=p 1 . 

(45) , DCE n—2)}GQu) = 0, 

i=i 

Pour toute expression (m—2, »—2). Cette équation tiendra donc 
lieu de m+ n —3 équations distinctes que l’on obtiendrait en y 
remplaçant successivement (mm — 2, n — 2) par 

__ 03 dm—2s ds . da—-25 5. gen ÿ? .. De" 

Il ya pou m+n quantités G(};); mais on peut disposer des 
fonctions a, 8, y de manière à annuler trois quelconques d’entre 
elles. Les autres, au nombre de p — 3, seront liées par un nombre 
égal de relations homogènes; elles seront donc aussi égales à 
zéro (1). Ainsi, les fonctions À; dont les rapports sont définis par 
les équations (38) satisfont toutes à une équation aux dérivées 
partielles, entièrement semblable à celle dont les fonctions 3; sont 
des solutions particulières. 

Nous avons déjà étudié [I, p. 119] un cas particulier de cette 
proposition générale. Nous avons vu que, si les coordonnées homo- 
gènes æ, y, 5, t d'un point variable d’une surface donnée satisfont 
à une équation de la forme 

020 00 90 
(46) Don a Von + C0=0 

il en est de même des coordonnées tangenticlles w, », w, p. Or 

  

(*) Pour que cette conclusion cessât d’être établie, il faudrait que les détermi- 
nants des différents systèmes que l'on obtient en annulant trois quelconques des 
quantités (@(à;) choisies arbitrairement fussent tous nuls. S'il en était ainsi, les 
équations (38) ne détermincraient plus, contrairement à l'hypothèse, les rapports 
mutucls des quantités X.. ‘ ‘
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ces coordonnées sont liées aux premières par les relations 

UT +VY +(ws +pl=o, 

dx dy 93 dt 
(45) ge À 905 + Vos + Pos 

u — Lo D y pl Lo, 
doi VER doi d51 

C’est, aux notations près, pour le cas particulier où m et n sont 
égaux à 2, le système (38) que nous venons d'étudier. 

Signalons également J’analogie de ce système (38) avec celui 

que nous avons considéré au n° 370 et qui établit, dans le cas 
d’une variable indépendante, les relations entre deux groupes de 

, D 

fonctions adjointes. Cette analogie peut encore se poursuivre; el 

l'on établira aisément des équations analogues au système (15) de 

la page 103. On peutles écrire ainsi, sous forme abrégée S P ; 9CC) 

(38) Demi 2, n—1—#k);(l, k); = 0, 

(m—1i—h,n—:1—#)se rapportant à l'équation qui admet les 

solutions particulières z; et le symbole (4, Æ) à l'équation à laquelle 
satisfont les };. Mais nous laisserons de côté toutes ces relations 

pour nous attacher surtout au point essentiel et montrer que l’in- 
tégration de chacune des équations en s ou en À 

f(3)=0, G()=0o 

peut se ramener à celle de l’autre, ou, plus exactement, à celle 

de l’adjointe à l’autre équation. 

404. Écrivons en effet l’adjointe de G(2) 

' | 9? du dx 9 (49) HD — aa RE + + (1-5 Ju   

et soit p son intégrale générale. D’après la proposition du n° 409, 
l'expression | 

mn (+ +fh) dr + ( _ 7) dy 

sera une différentielle exacte. Introduisons la fonction suivante : 

k=p 

(50) Z = S , (22 à Àn dr +) SE un d 

dd dy y 

k=t1
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la valeur de Z satisfera, nous allons le montrer, à l'équation 

(51) F(s5)=0, 

dont elle sera l'intégrale générale. 
Posons, pour abréger, 

(52) a [[e(%+a) de (TE —an)dy | 

Comme on a 

- 05} dr 05h (53) TH — n(5e + Bu), F = = (SE — “), 

les relations auxquelles satisfont les }; nous donneront immédia- | 
tement les suivantes : 

dm nn va =0 ? le dy ? 

05h 
= 

(55) Domain PE 0, 
dr 

Den —2, 2 y LA 3 D = 

On aura, en particulier, 

D a = 0, D oe —= 0; 

Dates Dm = dx dy 

; 

(55) 

D'après cela, si l’on différentie la valeur de Z, 

ze NI (56) Z D : 

on aura, en tenant comple des relations précédentes, 

DR. 5= (57) ne dan. 
0x 0y dd "0z0y 

ct, par suite, 

F(Z) D F(5n) = 0.
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La proposition que nous avions en vue est ainsi établie. Propo- 

sons-nous maintenant de reconnaître comment on déterminera la 

valeur de x correspondante à chaque valeur de Z. 

Si, tenant compte des formules (38), on différentie successive- 
ment l'équation qui donne Z, on obtiendra une série de formules 
comprises dans le type suivant 

hk= 

(58) (me —1, nd Ÿ on, n — Du 

h=1 

où l’on peut employer la fonction (mi — 1, 7 —1) la plus générale, 

et qui lient lieu par conséquent de m+n—1 équations dis- 

tinctes. Considérons deux de ces équations et d’abord la suivante : 

om—-17 Y di 57 

PENTE — 2° dx 

Si on la différentie par rapport à x, on trouvera 

omZ =Ÿs o, 5% Sn gm— MA Sy dÀ a. 

(59) dx PET ÉETTENS -1 0x 

Prenons ensuite l'équation 

  

dr—-1Z Es d'-15 5h 

dpi =Ÿe Sh Sy dy- F " 

et différentions-la par rapport à y ; nous trouverons 

n ns n—13 ns Go) Dr Deage+ = Vote. 

Si l’on joint les deux équations (59) et (6o) aux m+nR—1 

équations (58), on forme un système qui peut être résolu par 

rapport aux p +1 inconnues 6; ct p; et qui donne, en particulier, 

pour p une fonction linéaire de Zet de ses dérivées, prises jus- 
qu'aux ordres m et n respectivement par rapport à æ ct par rap- 

port à y, c’est-à-dire une expression de la forme 

(G:) | u=(m, n}z. 

D'ailleurs, le système des équations considérées ne change pas 
lorsqu'on remplace Z par Z + O3, à la condition de remplacer cy 
par 64 + G; cela résulte de ce que les 5; sont des intégrales aux-
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quelles on peut toujours ajouter une constante. La valeur de u ne 
changera donc pas si l’on ÿ remplace Z par Z + Cz,; par suite, 
elle devra s’annuler quand on y remplacera Z par 54. ‘ 

Ainsi la valeur de pr est cette expression (m, n) qui est définie 
par la condition de s’annuler quand on y remplace Z par l'une 
quelconque des solutions particulières 

Sy 99 +.) Sp. 

La proposition que nous venons d'étudier peut donc être con- 
sidérée comme le complément et l'inversion de celle que nous 
avons donnée au n° 400. 

405. Nous indiquerons l'application suivante. Soit (E) l’équa- 
tion à laquelle satisfont les coordonnées +, y, 5, & d'un point 
d’une surface, considérées comme fonctions de p et pi. Soit (E’) 
son adjointe, et désignons de même par (G), (G) les équations 
analogues relatives aux coordonnées tangentielles. Si U désigne la 
solution la plus générale de (G), l'intégrale générale de (E’) sera 
l'expression (2, 2) définie par la condition de s’annuler pour 
ÜU= «, v, w, p, c'est-à-dire 

QU QU AU AU 

  

du du 

? .. ... … p? 

m …. 
. ôp ‘ . dp 

P 3 …. s… Di 

et, réciproquement, l'intégrale U s’exprimera au moyen de l'inté- 
grale générale de (E”) par une équation de la forme 

U=ucit+ yo wost+po, h 

Où Gi, Gas Sa, 6 désignent quatre intégrales semblables à celle qui 
est définie par la formule (52). Il y aura des relations analogues 
entre (G') et (E). . | 

Si donc, conformément aux remarques présentées à la fin du
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Chapitre IV, on regarde l'intégration d’une équation et celle de 
son adjointe comme deux problèmes équivalents, on voit que Les 
deux équations auxquelles satisfont, soit les coordonnées tan- 

gentielles, soit les coordonnées ponctuelles, s’intésreront en 

même temps, et que, si l’une des équations s'intègre par la mé- 
thode de Laplace, il en sera de même de l’autre.
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CIIAPITRE IX. 
LES ÉQUATIONS HARMONIQUES. APPLICATIONS ANALYTIQUES DES 

PROPOSITIONS DÉVELOPPÉES DANS LES DEUX CHAPITRES PRÉCÉ- 

DENTS. . . k 

Définition des équations et des solutions harmoniques. — Groupes de quatre so- 
lutions liées par une équation quadratique. — Application du théorème de 
AL. Moutard au cas où l'on emploie une solution particulière harmonique. — 
Théorème relatif aux équations linéaires de la forme ' 

J'=y7{et4) +2]. 

— D'une telle équation, lorsqu'on sait l'intégrer pour toutes les valeurs de A, 
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406. Nous avons développé, dans les deux derniers Chapitres, 
différentes propositions générales relatives aux équations linéaires 
du second ordre. Il ne sera pas inutile d'indiquer, dès à présent, 
quelques-unes de leurs applications. Nous commencerons par 
celles qui se rapportent à l'analyse, et nous envisagerons plus spé- 
cialement les équations de la forme suivante 

d?3 Q) Dry LE +) es, 

où les symboles et Ÿ représentent deux fonctions quelconques.
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Ces équations, que nous désignerons, pour abréger, sous Ie nom o . 4 . . N . d'équations harmoniques, jouent un rôle capital en Physique 
mathématique (*). Elles ont la propriété d'admettre une infinité 
de solutions particulières de la forme | | 

Se +7) fix —7) 

Si l'on exprime, en effet, qu'une telle fonction satisfait à l'équa- 
tion proposée (1), on est conduit à la relation 

ED —e(e+y)= AN), 

Il suffira donc de prendre pour f et fi des solutions quelconques 
des équations linéaires 

) S'C= JC) +4], 
| FC = ACOYCO +2) 
  

(*) Étant donnée une équation de la forme 

! n9s 05 op ds oz _ (a) - Pont tiesP HOUR, 

où P, Q, R désignent des fonctions quelconques de zet P,, Q R, des fonctions 
quelconques de y, on peut toujours, par de simples quadratures, la ramener à la forme (1). Si l’on pose, en effet, ‘ 

z dx +f dy ) dx dy 1—= = =? = = — =? : vP vr, vP VF, 
l'équation (a) se transforme en une équation 

5 os d5 _ 
0x,dÿ, FAx, +3 CS =0, 

qui a ses invariants égaux et peut être ramenée à la forme 

d's 

roy 2 

Le calcul, qui n'offre aucune difficulté, conduit à une équation harmonique. 
Oa peut aussi ramener l'équation (a) à la forme réduite 

@) JOEL 
mais cette forme n’est nullement typique et peut être obtenue d’une infinité de 
manières. ° ‘ 

D.— II. 13
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où À désigne une constante quelconque. À chaque valeur de A 
correspondent deux fonctions f(x+7), deux fonctions f,(æ— y) 
et, par suite, quatre solutions particulières de l'équation proposée. 
Si l’on désigne par À et B les deux valeurs de /, par À, et B, 
celles de fi, Îles quatre solutions seront 

37 AB, S2 = AB, S3—= Ai B, 3,= AB; 

et seront liées par la relation quadratique 

Ainsi les équations harmoniques admettent un nombre illi- 
mité de groupes de quatre solutions satisfaisant à une équation 
homogène du second degré à coefficients constants. 

Nous désignerons également sous le nom de solutions harmo- 
niques une quelconque des solutions que nous venons de définir 
et qui sont le produit d’une fonction de x + y par une fonction 
dex— 7. ‘ 

407. Soit 
w=f(c+y) f(x —7) 

une telle solution. On peut évidemment l'employer pour appliquer 
Ja méthode de M. Moutard et passer de l'équation (1) à une équa- 
tion nouvelle qui sera 

L 
2{ — 

1 O7 9 (:) = 27, 
Zordy ‘ oroy 

Le calcul du second membre se fait très simplement de la ma- 
nière suivante. Nous avons déjà remarqué que l'on a 

1 de CSST 

  

œ 0x 0y FO 

Si l’on change f en 74 Jen 7 il viendra, sans nouveau 
1 

calcul, 

x (5) , : 
w Li I D es /G)-A() 

Ainsi l'équation nouvelle que l'on obtient par l'emploi de la
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solution w 

() #54) 4) 
conserve la forme de l'équation dont elle dérive; elle est encore 
une équation harmonique. 

Nous avons vu que l'on passe d’une solution 3 de l'équation 
(1) à la solution correspondante de l'équation (4) à l'aide de la 
formule 

ds du D nf ja (E-)a 
proposons-nous de rechercher ce que deviennent les solutions 
harmoniques de la première équation. 

Soit 
3=0(2+y)0(z—y) 

unc telle solution de l’ équation proposée. Les équations qui défi- 
nissent 0, 0, pourront être mises sous la forme suivante 

: F {À 7 # 

(6) Tin, og 
0 Cr A 

h désignant une constante quelconque. Si l’on porte Ja valeur de 
3 dans la formule (5), il viendra 

gra furuu- una pui prop te sp 
La quadrature qui figure dans le second membre peut être 

‘effectuée dans tous les cas. On déduit, en effet, des formules (6) 

ETATS Aer CAO — 0/7); 

et, si l'on porte les valeurs de 0, f,0, dans l'équation qui donne 
Z, on aura 

“I2= JU maU- ro + At fT ay0— 07), 

ou, en négligeant la constante k, 

| DE UV USA UPS, 
_@ Z= CDI ).
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On obtient donc pour Z une solution qui est le produit d’une 
fonction de x +7 par une fonction de x — 7, c'est-à-dire qui est 
aussi harmonique. 

408. Il est aisé de vérifier le résultat précédent. Si l’on in-. 

troduit en effet la fonction 

(8) u=v—0h, 

on reconnaît par un calcul facile que l’on a 

u" 1 \° 
(9) - _ . n =/(5) + 4. 

On est ainsi conduit au curieux théorème d'Analyse suivant : 

Étant donnée l'équation différentielle du second ordre 
. oo | 

Go) . TE = G)+ 417 

supposons qu'on sache l'intégrer pour toutes les valeurs de h. 
Soit f(t) une solution de cette équation, correspondante à une 

valeur particulière de h, par exemple h = h,;. On saura aussi 
intégrer, pour toutes les valeurs de h, l’équation 

dy r\° 

en R=[/G) ru 
Si y désigne la solution générale de l'équation (10) corres- 

pondante à une valeur déterminée de h, différente de h;, 

(12) | _J— r& 

sera la solution générale de l'équation (11) pour la même 
valeur de }. 

Cette proposition, qu’il est aisé de vérifier directement(!}, permet, 
évidemment, de rattacher à toute équation de la forme (ro), que 

  

(*) On trouvera la démonstration directe dans une Note de l’auteur Sur une 
Proposition relative aux équations linéaires, insérée aux Comptes rendus 
(t. XCIV, p. 14565 1882). -
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l’on sait intégrer pour toutes les valeurs de A, une suite illimitée 
d'équations différentielles de même forme que l’on saura aussi 
intégrer pour toutes les valeurs du paramètre k. Chaque passage 
d’une équation à la suivante introduira deux constantes arbitraires 
nouvelles; en général, les équations successives s’éloigneront de 
plus en plus de la forme initiale et deviendront de plus en plus 
compliquées. Il ÿ a cependant des cas exceptionnels dans lesquels 
la forme de l'équation se conserve lorsqu'on choisit convenable- 
ment les solutions particulières au moyen desquelles s'effectue le 
passage de chaque équation à la suivante. 

Prenons, par exemple, comme équation initiale 

(13) J=hy; 

si l’on fait À — o, on a la solution 

J=t; 
on est donc conduit à l'équation 

per [( fi] 
Celle-ci admet à son tour, pour  — o, la solution 

y=t; 

on saura donc intégrer l'équation 
, . 

F=Yy [e(&) +4] = [5 +4]. 

En continuant de celte manière, on parviendra évidemment à 
l'équation 

= y [0 +4], 

qui est trop connuc pour que nous y insistions. _ 
Reprenons l'équation initiale (13). Pour À ——1, elle admet la 

solution sin; on saura donc intégrer l'équation. 

, : 1 \” 1.2 : "= [sr() +iti]y= É +4].   

Pour des valeurs particulières de A, cette équation admet les
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solutions sin?4, sin?{ cost. En les employant et en poursuivant 

l'application de la méthode, on parviendra successivement à des 
équations de la forme . . 

(14) per [CE + 00 a], 

sin? é cos? £ 

où 7? et » désignent deux enticrs. On peut établir ce résultat en 
toute rigueur de la manière suivante. 

Si l’on prend . 
hk=—{(m+n}, 

l'équation précédente admet la solution particülière 

J(t) = sin" ét cosrt. 

En employant cette solution particulière, on obtiendra l’équa- 
tion nouvelle 

= y HO k+(m+ >|, 

ou 
MM +I nor ï 2 7 [et + ee +]: 

C’est l'équation précédente dans laquelle m et n sont changés en 
m+1elr+1. On peut doncintégrer cette équation par voie de 
récurrence toutes les fois que m et x sont entiers; et, si l’on dé- 
signe par Ym,n la solution générale de l’é équation (4), il faudra 
employ er la formule 

Y'm+1,n+1— J'nn— (me cott—n tang£)Ymin: 

On a évidemment 

Jo=Jo=Ju=yus AetVi+Be-#v#, 

JmA Jm,os Jon Jin 

L'emploi de ces formules ‘permet d'obtenir l'intégrale pour 
toutes les valeurs entières de m et de x sous la forme 

. Prin etva + Qun et VA, 

Lun et Qu,n étant des polynômes entiers par rapport à tang£, 
cots et WA. 

Ici encore nous rencontrons des équations bien connues, quoi-
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qu'on les étudie rarement sous la forme précédente. Si l’on déter- 
mine, en effet, les constantes «, , y par les formules 

! 
= Mn, Ye RH 

D 
t
æ
 

— 

+5 =, 
  

1 
2+f—v+S = n, a = 

  

(a—8ÿ=— }h, pt VE, 

2. 

la solution générale de l'équation (14) sera 

J'=sinm£cost£ Fa, G,y,sin?t), 

F désignant la série hypergéométrique de Gauss, ou toute autre 
solution de l'équation du second ordre par laquelle elle est déter- 
minée (1). 

409. Considérons maintenant, d’une manière générale, Loute 
équation de la forme 

(15) | LT = [e(D +217, 

que l’on saura intégrer pour toutes les valeurs de L; et proposons- 

nous de rechercher un caractère précis permettant de reconnaître 
toutes les équations qui en dérivent par la méthode que nous 
venons d'exposer. Il est évident que toutes ces équations admet- 

tront une intégrale générale de la forme 

(16) s=Ay<+By, 

où y désigne l'intégrale générale de l'équation précédente, À et B 

des fonctions de £ qui sont entières par rapport à h. Nous 
allons établir la proposition réciproque et montrer que, si l’équa- 
tion 

(7) DE =[Y(0 + A] 
  

(*) Il est vrai que, si l'on présente sous cette forme la solution générale de 
l'équation (14), on n’aperçoit pas immédiatement pourquoi elle s’intègre lorsque 
m et nr sont entiers. Pour établir ce résultat, il faut employer plusieurs des for- 
mules que Kummer a données et qui permettent de transformer la série hyper- 
géométrique. ‘
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-admet une intégrale de la forme (16), À ct B étant d'ailleurs des 
fonctions entières de hk, elle dérivera nécessairement de l’équa- tion (15) par la méthode que nous avons exposée. 

Substituons, en effet, dans l'équation (17) la valeur (16) de z. 
En égalant à zéro les coefficients de y, æ, on trouvera les deux 
équations 

A+ A(Q—%) + 2B'(o+ x) +Bo'= 0, 
(8) 2A'+B(9—%)+ Be 0, 

d’où l’on déduira aisément que B ne saurait être, Par rapport à k, d’un degré supérieur à celui de A. | 
Soient maintenant y;, J2 deux intégrales quelconques de l'équation (Gi5)cetz,, z les intégrales correspondantes de l’équa- uon (17) déterminées par la formule (16). Un calcul facile donnera 
dz - ds n , , d d HT TT = (A+ AB — BA — B?o-— B?}) (ns, 2): 

Le premier membre devant être Constant, ainsi que 

dy: dys 
Pa AT 

on voit que la fonction 

A?+ AB'— BA! Bio pi 
se réduira à une constante. Cette constante est d’ailleurs une fonction de A; car le terme qui contient la plus haute puissance de À ne se réduit avec aucun autre else trouve, soit dans A?, soit dans B°%, suivant que A est de degré supérieur ou égal à celui de B. On peut donc écrire . | 
(9) A+ AB BA Br(o D) F(2), 
F(A) désignant un polynôme entier et à coefficients constants. Soit À — À, une racine de ce polynôme. On peut admettre que l'hypothèse À = X, n'annule pas à la fois À et B. Sans cela il n’y aurait qu'à diviser À y + By par À — Ju et à reprendre le raison- nement précédent. Substituons Partout X, à A, ct soient A, et B, les valeurs que prennent À et B. Si l’on désigne par 1 une solu- lion particulière de l'équation (15) où l’on a remplacé 4 par ki, la
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fonction correspondante 

S1—= Aii+ BiJis 

qui ne sera pas nulle si l’on a choisi convenablement y,, sera une 
solution de l'équation 

ds 
TE = LUC) + l]z: 

et, par suite, si l’on applique le théorème général du n° 408, la 
fonction 

te 
ZL=s— 3: 

à
 

sera l'intégrale de l'équation 

d2 1" | 
TE = [= (=) + li — ii] Z, 

qui est de même forme que l'équation (17). Nous allons ramener 
la valeur de Z à la forme (16) et examiner quel est le degré de ses 

deux termes par rapport à L. 

La valeur de Z peut s'écrire 

AyitByiY 
Z= (Ay + By')— (Ay + By') Aie Bi y: 

En développant et tenant compte de l’équation (15), on la ra- 
mène à la forme 

Z=Ay+ BY, 
où l’on a . 

(Ai ir Bi1)A0= [AA + BAi(o + k) — AA! — AB:(e + ki): 

- "+(BiA'+ BB 1(9 + À} — AA: — ABi)71, 

Ait Bi }1)Bo= [AA + AB’ — BA! — BBi(o + k)]y1 

+ (AB: + B1B'— BA: — BB')ÿ1- 

Remarquons d’abord que ces valeurs de A5, B, s’annulent pour 

h—lh; on le reconnaît immédiatement en remplaçant A, B, L 

par Au, Bi, À, et tenant compte de la formule (19) où l’on aura 

fait k= A. On pourra donc diviser les valeurs de As, Bo par. 

R—h, et, par conséquent, réduire d’une unité leur degré par rap- 

port à À. 

Cela posé, supposons d’abord que A et B soient d'un même.
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, degré n par rapport à k. Le coefficient À sera au plus de degré R+1; mais ce degré se réduira à n après la division. Le degré de 
B, sera n et, après Ja division, il se réduira au plus àn—r. 

Supposons maintenant que À soit du degré n et B de degré in- férieur. Le cocfficient A, ‘sera du degré n au plus, ainsi que B,; et par suite, après la division, ils se réduiront l’un et l’autre au degré 7 — 1. 
| 

. Par conséquent, si les degrés de À et de B sont d’abord n et A, on les réduira par la première opération à x et à x — 1, puis à R—1et à 7 —1, ct ainsi de suite. On voit donc que l'on finira Par parvenir à une équation pour laquelle le degré de A et de B Par rapport à } sera zéro. : 
Les formules (18) nous donnent alors 

B'- 0, 
24'+ B(o—%)= 0, 

A+ A(o —%)+Be'z 0. 

Il est très aisé de résoudre ces équations et de montrer qu’elles 
conduisent, soit à l'équation (15) pour B— 0, soit, pour B =1, à celle que l'on obtient par la première application de la méthode. La proposition que nous avions annoncée est ainsi établic. 

Proposons-nous, par exemple, de caractériser les équations 
que l’on peut faire dériver en nombre illimité de équation (13). D'après la proposition précédente, leur intégrale générale sera de la forme | 

’ JG )y + ft, L)y", 

f'et fs désignant deux polynômes entiers en 4. Si l’on remplace j Par sa valeur, on trouvera ° 

FC VE)en + i(o, VA), 
Fer, désignant des polynômes entiers par rapport à/A. Ainsi ces équations sont les seules qui admettent des intégrales de la . forme 

F(4, Va)etvr, 

F étant entier par rapport à ÿ/A (1). 

    
(*)'On pourra consulter une Note sur les équations différentielles linéaires du second ordre publiée en 1875 par M. Moutard et insérée aux Comptes rendus,
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410. Revenons aux propositions générales que nous’ avons 

établies; elles peuvent être résumées comme il suit : à toute 

équation harmonique on peut rattacher une suite illimitée d'équa- 

tions harmoniques qui s’intégreront toutes en même temps que 

l'équation initiale. De plus, si l’on sait déterminer les solutions 

harmoniques de la première équation, on pourra connaître aussi, 

sans aucune intégration, les solutions harmoniques de toutes les 

autres. Ces résultats, que nous avons déduits du théorème de 

M. Moutard, peuvent être complétés par l'emploi de l’une des 

transformations générales définies au n° 399. 

Étant donnée l'équation 

ds _ 
(20) 270 = ÀS, 

nous avons vu (n° 399) qu'il existe une infinité de fonctions de 

la forme 

‘ | 03 ds 
,— = > 

(21) = HUs+I œ + 

satisfaisant également à une équation du second ordre : cherchons 

s’il est possible de déterminer les fonctions H, P, Q de telle ma- 

nière que l'équation nouvelle soit de la forme 

d?3: _ 

(22) Dr dy MS 

La substitution de la valeur de 3, dans cette équation nous 

donne un résultat de la forme 

dt  O(PX). d(QX)].  Joll , d?P \ 05 

pre ee STE (+ ae +97) 
dI . 2Q : ds dPdts  dQ 03 oz 03 
D LEE: RTS LUE LHs+hP=+MQ—: +R +) tu gi s+hPe+ 13 

Cette relation doit être vérifiée identiquement : il faut donc que 

l'on ait d’abord ‘ 
oP _0Q _ 
Yo œ ” 
  

(t. LXXX, p. 729). Le savant géomètre y établit, par une méthode Loute différente, 

un résultat équivalent à celui que nous venons dénoncer en dernier lieu, relati- 

vement aux équations différentielles qui dérivent de l’équation initiale 3" = 0.
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c'est-à-dire 

Pag(z), Q=v(yr). 

Ne nous arrêtons pas au cas, dont l'analyse est facile, où l’une des fonctions o(æx), ®(y) serait nulle; on peut alors, en prenant comme nouvelles variables + et y les fonctions | 

dx dy 
TOMATE 

réduire P et Q à l'unité. Supposons donc 

P=i, Q=1; 

nous aurons encore à résoudre le système 

dx oÀ d?IT de + gp NI 
0H  AII 
dx = dy = l1— À. 

On voit que IT doit être une fonction de la seule variable x+ y; pour la commodité des calculs, nous poserons 

=—,0(@+7r) Ten 
Les formules précédentes donnent alors 

M) 90, 0? oIt AT TG = 7? 

OX Où di II + =H— — _—. 0x dJ — 0e — der 

Cette dernière équation admet la solution particulière 

On a donc pour la valeur générale de } 

HU? 1H — 4 — — —— — 

ou encore 

| 2 = RERO op 

  

— 0z+y)
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On trouve de même pour }, la valeur suivante : 

î I LA . 

hu = 0() —Uz— y). 

Nous sommes ainsi conduits au théorème suivant : 

Etant donnée l'équation aux dérivées partielles 

(23) eg lee +7)— 4er 

on déterminera une fonction 0 de x + y par l'équation 

o" | 
(21) T=w+y)+A. 

La fonction 

\ _ _ 95 , 95 0 
(25) AT Toy ?6 

formée avec l'intégrale générale 3 de l’équation aux dérivées 

partielles, satisfera à l’équation nouvelle 

à CET INT, , 1. 
(26) dd — [0 (;) en —4]s 

et en sera évidemment l'intégrale générale. 

A. Cette proposition .entraîne un grand nombre de con- 
séquences. Nous allons montrer tout d’abord qu’elle conduit aux 

résullats que l’on a déduits plus haut du théorème de M. Moutard. 

Si l'on change en effet y en — y, l'équation ne change pas de 
forme et, par conséquent, on peut obtenir unc transformation 
nouvelle. . 

Déterminons une fonction 5 de x — y par l'équation 

  
d? 

(27) = ep) + 

la fonction 

= 950 22, 
(28) k "3 gr dy, os ” 

+ 

où à désigne l'intégrale générale de l'équation (23), sera l’in-
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tégrale générale de l'équation 

(29) pers =L@+n+4-2(1)] 3. dx dy 

Ainsi chaque équation harmonique donne naissance à deux 
sérics de transformations différentes, les unes formées avec des 
fonctions de (x + 3°), les autres avec des fonctions de (&æ—7y). I 
suffira, évidemment, de les appliquer successivement pour obtenir 
la transformation que nous avons définie au n° 407, On est ainsi 
conduit au résultat suivant : | 

Déterminons deux fonctions Üx+y), c(x—7y) par les 
équations différentielles : 

Go) T=re+n+h eye) 
la fonction 

. 
‘ 90.  20'/ds 0: ‘29/03 ds "d?3  d?z (81) tige (e-r)-L(E+5)+ de, 

où 5 désigne l'intégrale générale de ! ‘équation (23), sera l'in- 
tégrale générale de l'équation 

| 027 . 1. 1\° — = Z =] —c(- . Ga ma A) —<()] 
Cest la proposition du n° 407, mais avec une remarque com. 

plémentaire qui ne.manque pas d'intérêt : on peut Passer de 
l’une des équations à l'autre par la formule (31), qui ne con- tient aucun signe de quadrature. oo 

42, Revenons à la proposition qui nous à servi de. point de départ. Les deux équations (23) et (26) qu’elle transforme l’une dans l’autre peuvent être écrites comme il suit : | 

(23) ds pu _y)— 1} 0x dy [0 o(z 2) QE 

25 ‘ ". (26) es = 4[0(5) te 1]: 
I .On Passe de l’une à l'autre en changeant G-en ÿ 3 la relation,
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entre ces deux équations est donc réciproque. La proposition 
nous apprend d'ailleurs que, s étant une solution de la première, 

la fonction 

. _ _ 209"... ds , ds 
(33) AT TI À y 

sera une solution de la seconde. Si l’on échange les deux équa- 

Uons, on voit donc que la fonction 

EU + d3! + ds 

0 ox dy 

sera encore une solution de la première. En remplaçant z, par sa 
valeur déduite de la formule (33), on trouve 

, ds d?3 
3 = ai Ton 2e +8)s— ils 

Nous pouvons donc énoncer le théorème suivant : 

L'tant donnée l'équation harmonique 

34 CS 1 —— —=|0(T— — T— # (35) dx dy [et +y) g y) ; 

une solution quelconque 3 de cette équation donne naissance à 

une solution nouvelle :! par l'emploi de la formule | 

dx? dy. 
  (35) . - = 

Nous avons déjà donné au n° 350 [p. 61] des propositions ana- 
logues relatives à l'équation E($, f); mais on remarquera que 
la formule précédente contient les dérivées secondes de 3. 

413. Les équations harmoniques possèdent, on le voit, un 
grand nombre de propriétés intéressantes ct forment un groupe 
nettement défini par ces propriétés, qui les distinguent de toutes 

les autres équations du second ordre dont les invariants sont 
égaux. Étant donnée une telle équation 

/ . d?Z 
COR 2 ana = m7) 

il est donc intéressant de rechercher si elle appartient au groupe
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des équations harmoniques. Le problème peut être formulé comme 
il suit : | ° 

Si l'équation précédente est harmonique, elle peut être ramenée 
à la forme 

3- NZ + y) D — pNIZ (37) | … rap = Le+y) 4 7)I2. 

Il faudra donc que l’on puisse déterminer pour x’ une fonction 
‘de x et pour y’ une fonction de y, telles que l’on ait 

(38) [PC +7) — (a y) 2 dy = (x, y) dx dy. 
Cette équation admet linterprétation géométrique suivante : 
Considérons la surface dont l'élément linéaire est donné par la 

formule ! . 
ds = }(x,y)dr dy 

“et introduisons les nouvelles variables & et e définies par les for- 
mules | 

D'=UHE  y'=u— pi; 

le problème proposé pourra s’énoncer ainsi : 

Reconnaître si l'élément linéaire de la surface peut étre 
- ramené à la forme ‘ 
(39) | [PCu) — W(o)(dur + dot). 

M. Liouville, en suivant les méthodes de Jacobi, a montré que l'on peut déterminer par de simples quadratures les lignes géodé- 
siques de toutes les surfaces dont l'élément linéaire est réductible à la forme (39). La question d'analyse que nous avons à étudier 
donne donc la solution de deux problèmes différents. 

Revenons à l'identité 38); on peul la-transformer comme il 
suit. Posons 

| | 

(EE, Le fe ({o) . T = VX’ += VY’ 

X et Y étant de nouvelles fonctions de x et de y respectivement que l’on substituera à æ'et à J' pour la commodité des calculs. L'identité prendra la forme 

px +y) — #7) = (x, VE VT.
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Il suffira évidemment d'exprimer que le second membre satis- 
fait à l'équation 

  

c’est-à-dire que l’on a 

ge CVS VT) = 3 VEN). 
: dx dy En remplaçant dx', dy" par leurs valeurs 2, Ma on est con- 

À 

duit à l'équation 

= d 0 TS 75 d #0 V/T VX VX OV VY) = Yi Vi 77 CVXVŸ) 

qui, développée, prend la forme suivante : 

(1) XP + IN D Lx YA Lay . pres DE œ + Y". 

Ainsi la question proposée se ramène à la suivante : 

lechercher s’il existe une fonction X de x et une fonction 
Y de y, telles que l'équation précédente ait lieu tdentiquement. 

La forme linéaire de cette équation nous conduit à la consé- 
quence suivante : | 

Si l'équation est vérifiée pour deux systèmes différents (X,, Y) 
et (X:, Y2) de valeurs de X et de Y, elle l’est aussi par le système 
(aX, + 0X:, aY, + BY2). Donc, lorsqu'une équation est ré- 
ductible de deux manières distinctes à la forme harmonique, 
elle l’est d’une infinité de manières différentes. 

Lorsque l'élément linéaire d’une surface est réductible de 
deux manières différentes: à la forme de Liouville, il l’est 
aussi d'une infinité de manières. 

La véritable origine de cette proposition apparaîtra dans Ja 
théorie des lignes géodésiques. | 

Une autre remarque évidente est la suivante : Si l'équation est 
vérifiée par-une valeur de }, elle l’est aussi par &, & étant une 
constante. Si elle est vérifiée, pour un même système de valeurs 
de X et de ŸY, par à, }, elle l’est aussi par ak + bu. 

AT. Comme première application, choisissons l'équation 
D. — If, ‘ ‘ 14
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d'Euler 

,. 023 __m(i—m). 

c dr (es) 
L'équation à vérifier prendra la formé 

(43) 12(X—Y)— 62 y Xe Y')+ (re — 7} (X— Y)= 0. 

Si l’on différentic deux fois par rapport à + et deux fois par 
rapport à y, on trouve 

XuY = Yu); 

il faut donc que XU ct YW soient constants et, par suite, que 

X et Y soient des polynômes du quatrième degré. D'après l’équa- 
tion (43), ces polynômes devront être égaux quand on fera x — y. 
On pourra donc écrire: 

X=ax+br+certdr+e, 

Y=ay"+bp-+ cyt + dy +e, 

et l’on reconnaîtra que les constantes a, b, c, d, e ne sont assu- 
jetues à aucune condition. Comme on a 

z'= = fe 

. et comme l'équation ne change pas lorsqu'on effectue sur x et sur 

.y une même substitution linéaire, on voit que l’on pourra tou- 

- jours attribuer à trois racines distinctes du polynôme X telles 

valeurs que l'on voudra. Cette remarque permet de simplifier la 

discussion. 

1° Si le polynôme X a toutes ses racines égales, on peut sup- 

poser infinie la valeur commune de ces racines. On a 

(4e X=Y=:1, z'=x, = y. 

La forme correspondante de l'équation est 

d?5 : m(i—m). 

Ge GR 
2° Si le polynôme X a une racine triple, rendons-la infinie ct 

4
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réduisons à zéro la racine simple. On aura 

(14% . X= 1x, Y=47, r=xt, y=y. 

La forme correspondante de l'équation sera 

25 _[m(m—1) mn] _ Gr - 

3° Si le polynôme X a deux racines doubles, on pourra les ré- 
duire à + £ et à — {; on aura 

(41)e X=i+z}, x=tangz’, y= tang}”. 

La forme correspondante de l'équation sera 

PNR 3 m(i—m) 

Ses Hop — AE) 
4° S'il y a unc seule racine double, rendons-la infinie ct pre- 

nons o et 1 pour la valeur des racines simples. On aura 

(4{)« X= {rfi x), x =sin?x, J=sin?y" 

et l'équation aura pour forme correspondante 

ve ds _[ m(m—r) m(m—1) 7]. 
(45) 0x" dy" Lsint(z'+y")  sint(x 39] 

5° Enfin, dans le cas général, la substitution dépendra des 
fonctions elliptiques. On pourra prendre 

GDe X=ir(ti-zi— Br), væsna+iK), yæsnty, 
et l'équation se réduira à la forme 

(15) Er = m(m—t1)[4?snt(x" + y) — 2 sn2(2 — y) 5, 

Telles sont les cinq formes différentes que l’on peut.obtenir. La 
dernière est la plus générale et pourrait donner toutes les autres 
par le passage à la limite. La détermination des solutions harmo- 
niques correspondantes à la dernière forme se ramène à l'intégra- 
tion de l'équation ‘ 

(46) ee = [mm —1)#?snte + ZX],
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qui est unc équation de Lamé. Le rapprochement ainsi établi 
entre cette équation différentielle que les travaux de M. Hermite' 
ont rendue célèbre et l'équation aux dérivées partielles d'Euler 
mériterait, croyons-nous, d’être étudié avec soin. 

Si l'on se reporte à la double interprétation que nous avons 
déjà donnée au n° 413, on reconnaît que les calculs précédents 
donnent la solution de la question suivante : 
amener l'élément d’une sphère à la forme (39). 
La solution la plus générale correspond à l'emploi des coor- 

données elliptiques. 

A5. Nous allons maintenant envisager une équation aux déri- 
vées partielles nouvelle qui se rattache directement à l'équation 
d'Euler. Si, dans cette équation, on change successivement + en 

I 1 . ve —&, en > ou en — => on peut lui donner différentes formes dans 
# 

0x dy 

2 

  lesquelles le quotient À prend l’une des quatre valeurs sui- 
vantes : 

m(i— m) _Am(G—-m)  mli—m) .___ R(I—m) 

G—J} 7 GE} Gray}  G—zy} 

Considérons l'équation suivante 

L 1 025 BG) ur. Cr LL YC'—r 

UD og + CG) Gap 
où pe, a’, v, sont des nombres quelconques. Nous allons montrer 
que celte équalion peut toujours être ramenée à la forme harmo- 
nique. 

Si le second terme existait seul, il faudrait prendre, nous ve- 
nous de le voir, | 

. , dx 4 dy 
$ z'= | — = [7 

X désignant un polynôme quelconque du quatrième degré. Si l’on 

choisit ce polÿnôme de telle manière que la quadrature JR ne 

I * change pas de valeur quand on change x en — x ou en > la trans-
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formation correspondante ramènera évidemment l'équation (43) 

à la forme harmonique. 

Les conditions précédentes exigent que X soit de la forme 

X=axt+ bat + a. 
On aura alors 

Go) > > f 
Va(zt 51) + br Vaty+n+byt 

Voici le moyen d'introduire les fonctions elliptiques quin nous à 

paru le plus commode pour la suite. 

On peut résoudre les équations (49) par l'emploi de la fonction 
doublement périodique suivante : 

(50) pu) = RE = An à) en(u— à). 
Ki (i+ )sniu 

Cette fonction, qui se réduit à un sinus amplitude par unc trans- 4 
formation du second degré, satisfait aux équations suivantes : 

  

E pCu+ ik) = gtu+K)=— su), 
TUE (51) « s 

sp 1. 
CHR + IN) TS 

Cela posé, prenons 
| ï 5 = (2 = ——. (52) rer) = 

On trouvera facilement 

dx dy 

._ &w—y} 

Changeons x’ en æ' + iK/; si l’on tient compte des formules (51), 

on aura 

(53) = [snt(z'— y") — snt(x' + y")] dz' dy". 

dx dy I | did". 
(54) lee G—zxy} sn?(z'—y') sn(r+y) 

Remplaçons enfin, dans les deux équations (53), (54), x! par. 
x'+ K, nous trouverons 

  

dr dy __ n°(z'—3) - ar) ont 

0 pan ee lire mere 4 
dr dy _[ant(æ'—-y) dn(r'+y ?| re 

(56) TESTS [REA - sn?(z' +7) d'a.



214 LIVRE IV. — CHAP. IX. 

En tenant compte de ces relations, on peut ramener l’équa- 
tion (47)älaforme ‘ ‘ 

023 

dx dy" 

  

(57) = (a +y)—o(z 3"), u
l
 

la fonction &(#) étant définie par la formule 

  

, £?cn?4 
80) = pur) 

(58) 

—— 
’ t ® VC — 1) , dn?4, 

+u'(u'— ir) sn + Tente C1) cn°{? 

de sorte que la détermination des solutions harmoniques dépendra de l'intégration de l'équation 

a 1 du (59) x da =o(t)+ 2, 

analogue à l'équation de Lamé. Nous avons déjà remarqué [L, p. 442] que cette équation s'intègre, par l'application du beau théorème de M. Picard, toutes les fois que p, u/, y, Y sont des nombres entiers. ‘ 
| 

416. Ici encore se maintient la Correspondance que nous avons déjà signalée à propos de l'équation d'Euler. L’équation (45) est explicitement intégrable, comme l'équation linéaire (59), toutes les fois que les nombres sk, v, v'sont entiers. Nous établirons : ce résultat en faisant connaître une transformation singulière de cette équation. 
Introduisons les fonctions 

(Go) pense een 0 

PSY —X), pp =(ay+ii 
de x et de y. Si l'on considère 3 J' Comme les coordonnées symé- triques d’un point de la sphère de rayon 1, 4, 9, (W, — pi seront les coordonnées homogènes du même point [I, p. 37]. On a 
(Gr) U+iV= or, . W+ip=—), 

u—W=27y, Wa ip=2Ty, 
(G2) LH pm pt = 0. 

Au moyen de ces formules, on Peut toujours exprimer une
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fonction donnée quelconque de x et de y, F(x, 7°), sous une infi- 

nité de formes différentes, parmi lesquelles nous distingucrons les 

u+ iv u—i 
2 » . . 

se + pl uw —+ iv u— iv 
———< |) F(— 0) — — )o 

\ 2 sy + Ip + 1p 

dont la dernière est une fonction homogène de degré quelconque 

h, ne contenant w et p que dans la combinaison n° + ip. 

suivantes 

  

    

D'après cela, supposons qu'une fonction Z de x et de y' ait été 

exprimée en fonction de u, v, 4, p. On aura 

0Z _0Z .o7, 07, .0Z 

\ôx où  ‘ov Gen) 
22 07, .0Z. 27 .0Z 

[= (UE ) 
(63) 

La multiplication nous donnera 

0 Oh _ (OL N® L (ORN*, (OR Ye (ot 
dx dy — Ju ) de we) + ‘ P) 

| + 0,02 u 22 +02. : v 22 97 
div op du de FGw TP Gp)" 

Si donc la fonction Z a été ramenée à être homogène et de 

degré zéro, ou bien si elle ne contient w et p que dans la combi- 

naison #P + ip, On aura l'équation suivante : 

(61) 

  q@ey Ad (ON, ON, (os, (LV 
À dr dy — \du +) + Je) »)° 

dZ 
Calculons de MÊME —— HS L'application des formules (63) nous 

donnera : 

d?Z _Y2, 97, #7 d?7, 

Ürdy Vu? dvi ‘ wi + dpi 

ds 05 ès DE 
—G—U— bp —W— 

du dv dw Pop ? 

(65) 

5 désignant, pour abréger, 

07  .07 
= ie 
dw dp 

Done, si l’on adopte les mêmes hypothèses que précédemment
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sur l'expression de Z, on aura 

d2Z … PT , 07 AZ  dZ 
Ux dy Qu? de? de op? 

  

(66) 

et l'équation proposée sera ramenée à la forme 

(67) az =2[#40 BR =D O0, ve 2), 
‘ u° , # pi p? 

qui est parfaitement symétrique par rapport à u, 0, w, p. Il suffira de rechercher les solutions de’cctte équation qui sont homogènes et de degré zéro. 
Si l’on effectue le changement de variables suivant 

(68) Ze nf pv 0, 

on sera conduit à l'équation nouvelle 

(Go) A0 24 00 2x 00 ay 99 29 90 0 9 De du Te D de pp = 
dont il faudra rechercher les solutions homogènes de degré — 5, s désignant la somme 

50) S=p+pydpur, 

Une dernière transformation, définie par les formules 
(31) u= Vu, vo = y" w=yw,  p=yp, 

ramènera l'équation à Ja forme 

  

. 20 20 20 00 ous + Ps or D 3 
1\ 0 1, IN dh (52) . +(u+ JE +(aeie 

(op +! dd ( 1\ 90 
CT: dE dpi —° 

qui donne naissance à des formules analogues à celles que nous avons développées au n° 353 relativement à l'équation E(8, 8). Si l’on désigne par Ou, p', v, v) une quelconque de ses solutions, on aura 
| 

. 
d , # 

! t 
(73) Ha 0C Hi) = Oui, pv, 9 h
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et des formules analogues relatives aux dérivées par rapport à +”, 

w, pl. En revenant aux variables &, 6, w, p, on voit que l’on 

pourra écrire la formule générale 
. d mt d mt à n ù " , . . 

(29). (x) (5) (x) (5) (ui) 

=û(u+mu+m,v+n,v+n), 

‘ m . , . 
dans laquelle les symboles tels que ( ) désignent l'opération 

uw ou 

Q reve : : : a max répétée m fois, et qui est analogue à la formule (23) de la 

_page 64. " 

On aura, en particulier, 

Q(m,m',n,n ) 3 3 

(55) : à \m-i à \a—1 d n-1 à \e'-1 

| = (5) (5) (x) : (5) Gsm) 

La valeur de Ü(1,1,1,1)se trouve aisément. En remontant aux 

équations (66) et (63), on voit que l’on peut prendre 

  

I 

uvwp 
  (26) G,1,1,1) = [F(x)+F(y)} 

F et", désignant deux fonctions arbitraires. Si l'on écrit celte 

fonction sous forme homogène, on aura 

se + ip }# u + iv u—iv\], 
(57) Gr, = CP} r(- me) + Fi (— +): 

upyp “p —+1p 

il suffira de prendre 

(78) -. k=mEm+ n+n—{, 

pour obtenir une expression de Ü(m, m', n, n') qui soit homogène 

et de l’ordre que nous avons supposé. La substitution de cette 
expression dans la formule (55) donnera l'intégrale cherchée. 

47. Nous terminerons ce Chapitre en indiquant quelques 
sujets de recherches, quise rattachent directement aux propositions 
précédentes : 

1° Nous avons indiqué les moyens de former un nombre illi- 

mité d'équations harmoniques qui s'intègrent par l'application de
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la méthode de Laplace. Il ÿ aurait intérêt à déterminer l’ensemble 
des équations harmoniques possédant cette propriété. 

2° Les équations harmoniques, admettant une infinité de solu- 
lions particulières avec lesquelles on peut former des solutions 
plus étendues, se prêtent à l’application des méthodes de Fourier. 
1 semble donc que l’on pourrait déterminer, au moins dans des cas très étendus, la fonction w(x, y; Los Yo) (n° 338) relative à ces équations. Telle est, d’ailleurs, la foie suivie par Riemann 
dans le cas particulier de l'équation E(8, 8). 

3° Il résulte enfin des calculs du n° AD que l'élément linéaire 
défini par la formule 

A ms B , G , D: | 

GHIR GTR (y E Gay 
est réductible d’une infinité de manières à la forme 

(79) ds= [ dx dy 

LPC) —(p)](dur + de?). 

On ne connaît pas encore toutes les formes de l'élément li- 
néaire qui possèdent cette propriété. La recherche de ces formes . 
entraîne des calculs assez longs que fait prévoir, d’ailleurs, l’é- 
tendue de la solution donnée par la formule précédente. Nous re- viendrons sur ce sujet lorsque nous traiterons des lignes géodé- 
siques, ct nous nous contenterons de renvoyer le lecteur à un beau 
Mémoire de M. Lie, Untersuchungen über geodätische C ursen, 
inséré en 1882 aux Mathematische Annalen (LU XX, p. 355), 
où se trouve. indiquée une forme de l'élément linéaire qui est 
comprise comme cas particulier dans celle que nous venons de 
signaler.
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CHAPITRE X. 
APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES. 

Détermination de toutes les surfaces sur lesquelles les développables d’une con- 
gruence donnée interceptent un réseau conjugué. — L'intégration d’une scule 

équation linéaire aux dérivées particiles permet de résoudre ce problème pour 
une suite illimitée de congruences rectilignes. — Problème inverse : Étant 

donné un système conjugué tracé sur une surface, trouver toutes les congruences 

dont les développables interceptent sur la surface ce réseau conjugué. — Double 
solution de ce problème par l'emploi des deux équations, ponctuelle et tangen- 
tielle, relatives au système conjugué. — Troisième problème : Étant donnée une 
surface (S) et un réseau conjugué sur celte surface, déterminer toutes les sur- 
faces (S,) telles que les développables d’une mème congrucnce inconnue inter- 
ceptent sur (S,) un réseau conjugué et sur (S) le réseau donné. — Relations 

géométriques entre les deux surfaces (S) ct (S,). — Application au cas parlicu- 
lier où l’on établit une correspondance entre deux surfaces quelconques par la 
condition que les plans tangents aux points correspondants se coupent suivant 

une droite située dans un plan fixe. — Cas où le plan fixe est rejeté à l'infini. — 
Correspondance de Steiner. — Application à l’Optique géométrique. 

48. Les principales applications géométriques des propositions 

que nous avons démontrées dans les Chapitres précédents se déve- 

lopperont dans la suite de cet Ouvrage. Ces propositions jouentun 

rôle fondamental dans l'étude de la déformation infiniment petite 

d’une surface quelconque et dans la recherche de toutes les surfaces 
qui admettent une représentation sphérique donnée pour leurs 

lignes de courbure. Nous allons, dès à présent, faire connaître 

quelques résultats très simples, qui doivent être regardés comme 
donnant l'interprétation géométrique des théorèmes d’Analÿse 

que nous avons démontrés au Chapitre VIIT. 

Reprenons les notations du Chapitre 1; soit 

40° LL 99  , où 
+ d 

o Un "D on 
+ci=o  
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l'équation ponctuelle relative à un système conjugué tracé sur une 
surface donnée (E); les coordonnées homogènes x, y, =, 1 d’un 
point M de la surface seront des solutions particulières de l’équa- 
tion précédente. 

Les coordonnées X, Y, Z, T d’un point quelconque P pris 
sur la tangente en M à la courbe de paramètre p seront (n° 393) 

(2) X= Det he, Y= + Z = + as T = Dh 

À étant une arbitraire dont la variation donnera tous les points de 
‘la tangente. 

Cela posé, envisageons la congruence (G) formée par l’ensemble 
des tangentes aux courbes de paramètre 9. La surface focale de 
Cetle congruence sc compose de deux nappes, la surface (S) et une 
surface (5,), que l’on obtiendrait (n° 323) en attribuant à À la 
valeur & dans les formules (2). Nous allons chercher quelle valeur 
il faut attribuer à cette arbitraire pour que les développables de la 
congruence (G) découpent sur la surface (S) décrite par le point 
(X, Y,Z,T) un système conjugué. Les lignes suivant lesquelles 
la surface (S) est coupée par les développables de la congruence 
sont, évidemment, les courbes de paramètre p et 5, : il sera donc 
nécessaire et suffisant que X, Y, Z, T soient quatre solutions 
particulières d’une même équation linéaire du second ordre 

428 08 98 (3). Don + 9 +5 + C0 = 0, 

de même forme que l'équation (1). 
Si l’on substitue dans le premier membre de l'équation précé- 

dente la valeur de X, par exemple, et que l’on élimine au moyen 
de l'équation (1) toutes les dérivées de x prises à la fois par rap- 
port à p el à 9, on obtiendra un résultat de la forme | 

dx dx dx 
M N— —— —; Mz + D F3 + 

et celle expression devras’annuler, ainsi que celles que l'on obtient 
en y remplaçant x par y, 5, 4.
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SiM,N, P, Q n'étaient pas nuls, on aurait nécessairement 

    

  

  

x dx dx dx 

0 dpi dpi 
._. 2 dr y 

? 02 CEA die. 

|, 95 ds 2 
Jp On dpi 

t ge 9 gt 

0 On 0 t
s
 

Mais alors, d’après un résultat donné au n° 109 [I, p. 139], 
l'équation des lignes asymptotiques de la surface (£) deviendrait 

d?= 0. 

La surface serait développable et les courbes de paramètre 

seraient des génératrices rectilignes. Nous pouvons écarter cette 

hypothèse, dans laquelle le problème proposé n'aurait aucun sens. 

Il faudra done que M, N,P, Q soient tous nuls, c’est-à-dire que, 

pour toute solution à de l'équation (1), la fonction 

Ce + 0 
CET 

vérifie une équation de la forme (3). 

La question d'Analyse à laquelle nous sommes conduits est une 

de celles que nous avons examinées au Chapitre VIIL. D'après le 

théorème du n° 400, le problème -ainsi posé n’admet que deux 

solutions. On doit prendre }= a, ce qui donnera la seconde 

nappe (©) de la surface focale de la congruence (G), ou 

&
 0 

4 2 

L
P
 N = …
 IL. 

E
l
 

sl 
"
Ù
 

(' désignant une solution quelconque de l’équation (1). Cette der- 

nière valeur de ? donne la véritable solution du problème pro- 

posé. Si on la porte dans les formules (2), on obtient Je théorème 

suivant, qui a été donné par M. Lucien Lévy, dans le Mémoire 

que nous avons déjà cité [p. 175].
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Les formules 

. dx 00 
NS rx 

(5) “ri 7 vs 7 = 05 dû 

O0 0 
dt où 

TE tan 
où À désigne une solution quelconque de l'équation (1), défi- nissent la surface la plus générale sur laquelle les dévelop- pables de la congruence (G) découpent un réseau ou système conjugué. - 

La Géométrie explique ainsi très bien pourquoi la méthode de Laplace peut être considérée comme un cas limile des transforma- uons.plus générales que nous avons définies : parmi Jes surfaces sur lesquelles les développables d’une congrucnce découpent un réseau conjugué, se trouvent évidemment comprises, comme sur- faces limites, les deux nappes de la surface focale de cette con- . gruence. 
‘ 

Si l'on combine le résultat précédent avec l'application de la méthode de Laplace, on est conduit à la Proposition suivante : 
Eiant donnée une surface (©) sur laquelle on connatt un réseau conjugué, désionons par 

DRE (Gi), (G), (Gi), .… 

la congruence (G) formée par les tangentes aux courbes de . Paramètre ÿ, et toutes celles que l’on en fait dériver séométri- quement par la méthode du n° 399. L'intégration de l’équa- tion linéaire à laquelle satisfont les quatre coordonnées lLomo- gènes d'un point de la surface permet : 

1° De déterminer toutes les surfaces (S;) découpées suivant un réseau conjugué par les développables de l’une quelconque des congruences (Gi); 
* 2° De résoudre le même problème lorsqu'on substitue à (=) l’une quelconque des surfaces (S;), le système conjugué tracé
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sur (S;) étant celui qui est déterminé par les développables 

de (G:). 

Chaque solution de l'équation linéaire permet de déter- 
miner une surface (S:) pour chacune des congruences (Gi). 

419. La dernière partie de cette proposition peut recevoir l’ap- 

plication suivante. 

Associons au point P, défini par les formules (5) et qui décrit 

la surface (S), le point P, défini par les formules analogues 

. . d 00 0 n, (6) Xi= ta V=0 —r 5 ….. 

où l’on change a en p en conservant la même À solution ÿ. Le point 
P, décrira une surface (S_,) et se trouvera sur la tangente en M à 

la courbe de paramètre 9, tracée sur (£). La droite PP, est donc 
située dans le plan tangent en M à la surface (TE). 

Lorsque 9 et p, varient d’une manière quelconque, cette droite 

engendre une congruénce rectiligne : nous allons montrer que l 
et VD, sont les points focaux de la droite PP,.- En d’autres 

termes, (S) et (S_;) constituent les deux nappes de la surface 
focale de la congruence formée par toutes les droites PP,. 

En effet, on peut toujours, en multipliant les solutions de 

l'équation (1) par une fonction de x et de y, réduire G à l'unité; 
cette équation, devant alors admettre la solution 1, se réduira à la 
forme simple 

d?0 90 90 
(3) Do 0 + on 
et les coordonnées des points P et P, deviendront 

X = dm. , dy 7 _ 93 _ d, 

*= on Pr 
. dy 95 dt 
Xi= _— Z = — = —° i 05? 1 5? Ti 3 

   

    

En vertu de l'équation (5), on aura, par exemple, 

0X . . 
D =—aX;— 0x, 

et les équations analogues en Y, Z, T. Ces équations expriment
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évidemment que, lorsque p varie seul, le point P décrit une 
courbe tangente à la droite PP,, Ce point est donc un des points 
focaux de la droite PP, ; et une démonstration analogue prouverait 
de même que P, est le second point focal. 

420. Proposons-nous maintenant le problème inverse du pré- 
cédent. Supposons que l’on demande de trouver les congrucnces 
rectilignes dont les développables découpent sur la surface (=) le 
réseau conjugué considéré (p, ps). Il résulte des équations (5) et 
des développements précédents que le problème peut être formulé 
ainsi. 

Étant donnée l'équation ' 

d?0 0ÿ 08 (8) Bon 98 V5 + c0=0o, 
  

à laquelle satisfont x, J'r 5, t, trouver une fonction s définie en 
fonction de 0 par une équation de la forme 

0 = 9’ CE 9 

"0 ‘0x 
et satisfaisant à une équation linéaire 

Ac x d5 05 . 5=0 
Da De A D + YT — 02 do: 93 À CEA ï ? 

dont sera une solution particulière. 
u x s , , p. ç ; 

Nous remarquons d’abord qu’on peut remplacer & par > ce qui 
revient à supposer &— 1. On aura donc, pour déterminer 7, les 
deux équations plus simples - | 

oz (9) . ,. = 

° dc ds d5 : (10) don + + bga O0; 

d’où l’on déduit par un calcul facile 

1 Fo(u0) ds =— ; [SE + put] do + uû dos. 

IL faudra que le second membre soit une différentielle exacte et que s salisfasse, quel que soit 6, à l'équation (10). 

°
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Cette question est un cas particulier de celle que nous avons 
traitée au n° 402. Les résultats que nous avons obtenus montrent 
que l'on aura 

e=f[t (SE — an) da+u(S +50) d|, 

& étant une solution quelconque de l'équation adjointe à la pro- 
posée, (8). 

Ainsi, si l’on se propose de déterminer toutes les congruences 
dont les développables découpent sur une surface (£) un réseau 
conjugué donné, la solution de ce problème dépendra de l’inté- 
gration de l'équation linéaire adjointe à celle que vérifient les 
quatre coordonnées homogènes d'un point quelconque de (£). Si 
&# désigne unc solution quelconque de cette équation, l’une des 
nappes (S) de la surface focale de la congruence cherchée sera 
définie par les équations | | 

- du dx ! x= f[r (SE —ar)an+e(S +bx)de], 

- (SE —« Jen a(X +0 d' YF GER FETE d2 F7) 
\, d , CE 2e ff CE —ax)di+ e(S +bs)de], 

du ot k T=f[e(5E —an)dn+ n(S +) a]; 

et il résulte des remarques présentées au n° 402 que Pautre nappe 
est définie par des équations toutes semblables, où l’on conserve 
la même solution de l'équation adjointe, mais où l’on échange a 
et, petos. | . 

D'après les rémarques qui terminent le Chapitre IV, l'intégra- 
tion d’une équation linéaire ct celle de son adjointe sont deux 
problèmes qui se ramënent l’un à l’autre, à quelque point de vue 
que l’on se place. On peut donc dire que la résolution des deux 
problèmes de: Géométrie que nous venons d'étudier dépend de 
l'intégration d’une même équation linéaire, l'équation ponctuelle 
relative au système conjugué tracé sur (£). 

(Gr) 

421. On peut encorc résoudre les deux problèmes précédents 
en employant l'équation tangentielle relative au système conjugué 

D. — IL. 
15
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et obtenir ainsi, par une voie purement géométrique, la confirma- 
uon du résultat établi au n° 405 [p. 190], relativement aux deux 
équations, ponctuelle et tangentielle, qui se rapportent à un même 
système conjugué. ‘ 

Considérons, par exemple, le second problème, celui dans 
lequel on se propose de déterminer les congruences dont les dé- 
veloppables interceptent sur (£) un réseau-conjugué donné. Soit 

CET) 4% ù 

Ga) 00m + op À dpi 
  + {w =0 

l'équation tangentielle relative à ce système conjugué. Les coor- 
données u, v, sw, p du plan tangent en M à (5) sont des solutions 
particulières de cette équation. La tangente à la courbe de para- 
mètre Pis par exemple, sera définie par les deux équations 

uX + pY + wZ + PT = 0, 

(13) n du. dv _ 
—X+—Y + 2 PT—0. 
dpi dpt + a 

L'une des développables de la congruence doit contenir cette 
courbe; son plan tangent en M sera donc défini par l'équation . 

(13 dis) UX+VY+WZ-PT=0, 

où l'on a 

= ou, V= de, 
di dpi 

Le plan défini par l'équation (13 bis) doit envelopper une des 
deux nappes de la surface focale de. la congruence cherchée: et 
nous savons que, sur Ces nappes, les courbes de paramètres 9 et 
p doivent tracer un réseau conjugué. Il faudra donc que U, V, 
W, P considérées comme fonctions de », p, Satisfassent à une 
équation linéaire de la forme (12); ct, par suite, on aura 

‘du dw 
Usuz 9x? 

r de dw 
V=w——p—, 

, dpi doi 
(14) 

W= w 2 w 2 
on on 

P vw ? pe
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w désignant une solution particulière quelconque de l’équa- 
tion (12). 

422, Nous allons maintenant résoudre un troisième problème de 
Géométrie qui se rattache directement à ceux que nous venons 
d'étudier. 

Étant donnés une surface (S) et un réseau conjugué tracé sur 
cette surface, proposons-nous de déterminer loutes les surfaces 
(S:), telles que les développables d’une même congruence, d'ail- 
leurs inconnue, interceptent sur (S;) un réseau conjugué et sur 
(S) le réseau donné a priori. 

La solution de ce nouveau problème s'obtient évidemment par 
la combinaison de celles que nous avons fait connaître dans les 
numéros précédents. On déterminera d’abord toutes les con-. 
gruences dont les développables interceptent sur (S) le réseau 
donné; et il n’ÿ aura plus ensuite qu’à chercher les surfaces (Si) 
sur lesquelles les développables de chaque congruence obtenue 
interceptent un réseau conjugué. 

Désignons parx, y, 5, tles coordonnées d’un point quelconque 
M de (S); ces coordonnées seront des solutions particulières de 
l'équation ponctuelle 

(15) La 0 0, 
CEMEN dp CER 

relative au système conjugué tracé sur (S). La surface focale (©) 
d’une congruence dont les développables interceptent sur (S)le 
réscau conjugué donné sera déterminée par les formules (11), où pr 
désigne une solution déterminée, mais quelconque, de l'équation 
adjointe; et nous savons (n° 402) que l'équation linéaire dont X, 
Ÿ, 2, T sont des solutions particulières admettra pour solution 
générale | 

(16) = [u(SE au) du n(% +oi)a], 

0 étant la solution générale de l'équation (15). 
D'après le théorème du n° 418, la surface (S;) la plus générale 

sur laquelle les développables de la même congruence découpent
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un réseau conjugué sera définic par les formules 

c oX =Y g oY' 

De de PET DE D 
dpi dp1 

(7) T=X— 

Si l’on remarque que l’on a, d’après les formules (11) et (16), 

ds [du oX _ {ou 
ue) = on 44) an = (on — 4H) 

on pourra écrire 

(9) mx pey- 2,  .….,; 

et l’on déduira de là 

dx __ fdx d fx æ fa. : d fx 

eo Genre) () ef et) a x (7) 
et de même 

( dr Je, )-50 du _, 52 T\ 5: z 

21) dpi \dpi F 9 \dn ë di 0 0x Go) 

On voit donc que, si l’on multiplie æ, y, 3, 4 par 0, les relations 
entre les deux surfaces (S) et (S;) appartiennent au type suivant : 

  

[2m )0%, Om, 0 
dp — 09” di ‘doi 

on _Y O1 _ 97 
d dd dpi ‘on 

(22) dS1 d35 d5: 5 

0 0 on lon” 
7 [9m yat, Ou _ 
Rd lon 

Réciproquement, toutes les fois qu’il ÿ aura, entre les points 

‘correspondants M et M, de deux surfaces quelconques (S) ct | 

(Si), des relations de la forme précédente, quelles ‘que soient 
d’ailleurs les valeurs de X et de u, ces surfaces auront entre elles la 
relation que nous nous proposons d'étudier. 

Si l’on élimine, en effet, +, entre les deux premières équations, 

on obtient l'équation 

à dx 9 dx 

(3) Ca) (He)=0
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qui est encore vérifiée quand on remplace x par y, 5 et €. Par 
suite les courbes de paramètres p ct'p, déterminent sur (S) un 
système conjugué. ° 

La relation analogue 

; {1 à) _2f1ûm\ 
en) on \X @/ 7 œ\mon/T 

montre qu’il en est de même pour la surface (S, ; 
y, CE œ. 

” 03? ds? 03 ° 

trouve sur la tangente à la courbe de paramètre : firacée sur (S); 
et, comme il est identique, d’après les formules (22), au point de 

èr T1 dyi ds: CIN , a 
D” 0° 0° D qui sc trouve sur la tangente à la 

courbe correspondante tracée sur (S,), on reconnaît immédiate- 
ment que ces deux tangentes se rencontrent toujours. De même 

les deux tangentes aux courbes de paramètre © se coupent en un 

D'ailleurs le point P (fig. 28) de coordonnées SE 

coordonnées — 

0x, y, 25 dt 
point P,, de coordonnées — D n° On 

Fig. 28. 

M 

Pi M: 

r 

D'après cela, déplaçons-nous sur une courbe de paramètre p 
par exemple. 

La surface réglée engendrée par la droite MM, admettant en 

M le plan tangent P, MM, et en M, le même plan tangent P,M,M, 
scra nécessairement développable. Comme on peut faire le même 
raisonnement pour les courbes de paramètre p,, on reconnait 

ainsi que les développables de la congrucnce engendrée par la. 
droite MM, interceptent effectivement sur les deux surfaces les 

deux réseaux conjugués considérés. ’ 

493. Nous allons maintenant établir la propriété la plus essen-
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Uelle de cette théorie et montrer que les développables de la ConSruence engendrée par la droite PP, correspondent à celles de la congruence engendrée par MM; et, de plus, que P et P, sont les points focaux de la droite PP, 
Nous avons, en cflet, déterminé dans le raisonnement précédent les coordonnées des points P et P,. Elles sont 

0) dYy  d3 dt . % D 95° %° pour P, 

dr dy ds dé 

1 di” a” 
Écrivons l'équation (23) sous la forme suivante : 

, pour P:. 

où" du 
Ô (&) dn dx do ox (5) da Vo] ER D ET 

Ceite relation, où l’on pourrait remplacer x par y, 5,4, exprime que le point P décrit, lorsque p, varie seul, une courbe dont la langente est la droite PP,. En effet, si l’on remplace dans le second membre + Par &, y, 5, £, on a les coordonnées d'un point de la droite PP,. On verra de même que le point P, décrit, lorsque e varie seul, une courbe dont la tangente est PP,. La proposition que nous avions énoncée est ainsi complètement démontrée. Si on la transforme par la méthode des polaires réciproques, on obtient le théorème suivant : oo 
Étant données deux surfaces (S), (S,) qui se correspondent Point par point, soient M et M, deux points correspondants sur les deux surfaces et soit PP, {a droite d' intersection des plans langents en ces points. Elle engendre une congruence recte- ligne et nous désignerons par P, P, ses deux points Jfocaux. Si les droites MP, MP, sont des langentes conjuguées de (S), c4 de méme les droites M, P, M,P, des tangentes conjuguées de (Si), Les développables de la congruence engendrée par la droite MM, correspondent à celles de la congruence formée Par les droites PP,: et elles découpent sur les deux surfaces les réseaux conjugués formés des courbes admettant en M les tangentes MP, MP, et en M, les tangentes M,P, M,P,. 

Il résulte immédiatement de ce théorème que la relation entre
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les deux surfaces (S) et (Si) est dualistique. On pourra donc 
joindre aux formules (22) les équations analogues, relatives aux 

coordonnées tangentielles des plans tangents en M et en M,, 

jou pu, du ou 
D»  dp° da 0x 

Mi, nd, 
(26) dd Jp: Jp: 

rue, re, 
do 05” on op) 

Pi y, Pi, 
02 9 dp1 Fox 

494. Les propositions que nous venons de développer pour- 

raicnt être démontrées par la Géométrie; pour ne pas étendre 

notre exposition, nous nous contenterons d'appliquer la méthode 
géométrique à la démonstration du théorème suivant : 

Étant donnée une correspondance entre deux surfaces (S) et 
(Si), soient (fig. 28) M, M, des points correspondants et PP, 
l'intersection des plans tangents en M et Mi. Si les dévelop- 
pables de la congruence (G) formée par la droite MM, corres- 
pondent aux développables de la congruence (K) engendrée 

par la droite PP,; et si, de plus, les points focaux P et P, de la 

droite PP, sont dans les plans focaux de la droite MM, (c’est- 

ä-dire dans les plans tangents aux deux développables qui ” 

contiennent MM), chaque point focal se trouvant dans le plan 

focal qui ne lui correspond pas, les deux surfaces (S) et (S;) 
sont dans la relation que nous venons de définir, c’est-à-dire 

que les développables de la congruence (G) interceptent sur 

(S) et (S:) des familles de courbes conjuguées. 

Considérons, en effet, les deux plans focaux de la droite MM,. 

Ils rencontrent les deux plans tangents suivant des droites MP et 
M,P, MP, et M,P, qui se coupent deux à deux aux points P'et 

P,; et ces points sont, d’après l'hypothèse, les points focaux de la 
droite PP,. 

Lorsque la droite MM, se déplacera infiniment peu en dé- 

crivant un élément de développable dans le plan MPM, par
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exemple, la droite PP, décrira aussi un élément de développable el tournera, d’après l'hypothèse, autour du point P,. 
Soit M'M! la position nouvelle de MM. Il est aisé d'établir que les quatre plans tangentis aux deux surfaces en M,M,M,M: viennent se couper au point P,. En effet, les deux premiers plans se coupent suivant la droite PP,, les deux autres suivant la posi- tion infiniment voisine de cette droite, qui, par hypothèse, ren- contre PP, en P,. Prenons maintenant les quatre plans dans un -autre ordre. L’intersection des plans tangents en M et M'est la tangente conjuguée de MP; cette tangente viendra nécessairement Passer par le point P,. Les droites MP, MP, sont donc des tan- £entes conjuguées, et il en est de même de MP, M,P,. C'est la proposition que nous avons énoncée. 

425. Les différents résultats que nous venons d'établir sont d'une grande généralité et interviennent comme éléments cssen- tiels dans différentes recherches géométriques. Nous allons, dès à présent, en indiquer une application très simple. 
Étant données deux surfaces (S), (S:1) et un plan (P), par toutes Îles droites (4) du plan (P) on mène des plans tangents à (S) et à (S;), et l'on établit ainsi une correspondance entre les points des deux surfaces. Nous allons montrer que les dévelop- pables de la congrucnce formée par l’ensemble des droites qui 

joignent les points correspondants interceptent sur (S)etsur(S,) 
deux réseaux conjugués. 

Soient, en effet, M, M, les Points correspondants de (S) et de (Si). Les plans tangents en M et en M, se coupent suivant une droite (4) du ‘plan (P); construisons sur cette droite les deux 
points ©, Q, qui divisent harmoniquement l'angle des deux tan- gentces asÿmptotiques en M à (S) et l'angle des deux tangentes 
asymplotiques en M, à (Si). Les points Q, Q, peuvent être con- 
sidérés, au même titre que tous les autres points de la droite (d), comme les points focaux de la .congruence engendrée par cette 
droite. Par suite, comme les droites MQ, MQ, sont des tangentes conjuguées de (S) et les droites M:Q, MQ, des tangentes con- juguées de (Si), il résulte des théorèmes du numéro précédent que la droite MM, appartient à unc congruence dont les déve- loppables découpent des réseaux conjugués sur (S) et sur (S;).



APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES. 233 

Et de plus les plans QMM,, Q, MI,” seront les plans focaux de 

MM,, c'est-à-dire lés plans tangents aux deux développables qui 

contiennent MM,. L | 

. ILest clair que ces développables ne pourront pas être détermi- 

nées en général; pour les obtenir, il faudra chercher dans le plan 

(P) les courbes qui sont tangentes aux différentes droites (d) en 

un des points Q, Q:, c’est-à-dire les courbes dont les tangentes 

admettent leur point de contact comme point focal. 

Imaginons, par exemple, que les deux surfaces (S) et (S:) 

soient du second degré. Si l’on mène une droite (d) dans le 

plan (P), les points focaux de cette droite seront les extrémités 

du segment qui est divisé harmoniquement par les deux surfaces. 

On.les obtient, comme on sait, en menant par les quatre points 

communs à (S) et à (S,) situés dans Le plan (P) les deux coniques 

tangentes à la droite (d). Si l’on considère une quelconque de ces 

coniques, chacune de ses tangentes admettra son point de contact 

comme point focal; et, par suite, les développables de la con- 

grucnce seront formées des droites MM, qui correspondent aux 

diverses tangentes d’une même conique. On peut donc énoncer 

la proposition suivante. 

Si, par toutes les droites d’un plan (P), on mène des plans 

tangents à deux surfaces (S), (S\), la droite qui joint les 

points de contact engendre une congruence dont Les dévelop- 

pables découpent sur (S) et sur (S\) des réseaux conjugués. 

Si(S)et (Si) sont du second degré, ces développables peuvent 

étre déterminées algébriquement. Les droites qui, dans le 

plan (P), correspondent à leurs génératrices rectilignes, sont 

Langentes à une même conique passant par les quatre points 

communs à (S)et à (S,) situés. dans le plan (V). 

Les plans tangents aux deux développables qui contiennent 

une même droite MM, coupent les plans tangents-aux deux sur- 

faces suivant des droites conjuguées. Ils sont donc conjugués à la 

fois par rapport aux deux surfaces (S) et (S:), c’est-à-dire que 

chacun d’eux contient le pôle de l’autre. 

- Si les deux surfaces sont homofocales, les plans conjugués par 

rapport aux deux surfaces sont nécessairement rectangulaires ; 

par suite, les deux familles de développables se couperont à angle
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droit. Nous verrons que cette propriété caractérise les con- gruences formées des normales à une surface. Nous sommes ainsi conduits à l'élégant théorème suivant, que Laguerre, notre ami regretté, a obtenu comme conséquence de ses études sur les divers modes de génération des cyclides (1). 

Étant données deux surfaces homofocales du second degré et un plan (P), si l’on mène, par les droites du plan (P), des plans tangents aux deux surfaces, les droites qui Joignent les points de contact Correspondants seront normales à une famille de surfaces parallèles. [ 

426. Nous allons maintenant envisager d’autres applications en Supposant que les surfaces (S) et (S,) demeurent quelconques, maïs que le plan (P) s'éloigne à l'infini. On a alors le théorème suivant : 
| 

Si l’on mène à deux surfaces (S) et (S,) des plans tangents parallèles, la droite qui Joënt les points de contact correspon- dants M, M, engendre une ConSruence dont les développables' interceptent sur ( S) et sur ( Si) un réseau conjugué: : 
Si l’on choisit pour variables P el p4 les paramètres des courbes conjuguées qui se correspondent sur.(S) ct sur (S:), les équa- tions (22) prennent ici la forme : 

{ dr dx dx _ dx 
D on Von? 

- dyr _ dy 01 __ dy (27) . dd — ‘d” d7 F5” 

: 051 __. ds di _ ds RU la 
PS CTI, ÿ1, Si désignant les coordonnées cartésiennes des points M et M,. Ces équations sont évidentes : clles expriment 

  
() LAGUERRE, Sur quelques propriétés des surfaces anallagmatiques (Bul- letin de la Société Philomathique, p. 175 1868). Parmi les surfaces auxquelles Sont normales toutes les droites de la Congruence, sc trouve toujours une cyclide [I p. 207] si le Plan (P) ne passe pas par le centre commun des deux surfaces homofocales. Cette cÿclide se construit par points de la manière suivante : soit (5) la droite, perpendiculaire au plan {P}, qui contient les péles de ce plan par.
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simplement que les tangentes aux courbes correspondantes des 
deux réseaux conjugués sont parallèles. 

Le mode de correspondance précédent a été considéré par 
Steiner (!). Il comprend comme cas particulier la représentation 
sphérique de Gauss; il suffit de supposer que la surface (S,) se 
réduit à une sphère. Dans ce cas particulier, les deux dévelop- 
pables qui contiennent la droite MM, coupent le plan tangent en 

M, à la sphère suivant des droites conjuguées, c’est-à-dire rec- 

tangulaires. Les tangentes-conjuguées de la surface (S) en M, 

étant parallèles aux précédentes, sont nécessairement reclangu- 
laires; le système conjugué se réduit donc à celui qui est formé 
par les lignes de courbure. Les formules (25) deviennent iden- 

tiques à celles d’Olinde Rodrigues [I, p. 199] qui jouent un rôle 

si important dans la théorie des lignes de courbure. | 

Revenons au cas général où la surface (S,) est quelconque, et 

imaginons que cette surface grandisse indéfiniment en demeurant 
homothétique à sa position initiale par rapport à un point fixe O. 
Le système conjugué tracé sur (S) demeurera invariable; on le 

reconnaît immédiatement, car les systèmes conjugués tracés sur 

(S) et sur (S,) peuvent aussi être définis par la condition, indé- 
pendante de toute congruence, que les tangentes aux courbes cor- 

respondantes des deux systèmes tracés sur les deux surfaces soient 
toujours parallèles; et cette propriété subsiste évidemment lorsque 

(S,) est remplacée par une surface homothétique. À la limite, 

lorsque (S,) aura grandi indéfiniment, la droite MM, se confondra 
avec la parallèle menée par le point M au rayon primitif OM. 
Ainsi : 

Étant données deux surfaces (S), (S:), on leur mène des 
plans tangents parallèles (P),(P,). St; par le point de contact 

  

rapport aux deux surfaces homofocales; ct soit (d”) la droite du plan qui corres- 
pond à une droite quelconque (4) de la congruence. Le plan mené par (ÿ) per- 
pendiculairement à (d') coupe la droite (4) au point où elle est normale à la 
cyclide cherchée. Si le plan (P}) passe par le centre commun des deux surfaces, 
les droites deviennent normales à des surfaces de quatrième chasse, corrélatives 
des cyclides, que nous rencontrerons plus loin (Chap. XIV ct XV). 

(*) SreIvER, Ueber Lehrsätse von welchen die bekannten Sätse über paral- 
lele Curven besondere Fälle sind (Journal de Crelle, t. ANR 1 p. 75, 1846, et 

J. Steiner's gesammelte IFérke, t. II, p. 36r). .
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de (P) et de (S), on mène une parallèle au rayon vecteur qui Joint un point fixe de l’espace au point de contact de (Pi) et de (Si), cette parallèle appartient à une congruerce dont les développables découpent sur (S) un réseau conjugué. Ce réseau correspond à un réseau conjugué de(S,). 

C'est une généralisation de la propriété bien connue des nor- males à une surface. | 

421. Nous avons, au n° 8{ [L p. 99], indiqué quelques pro- priétés des surfaces qui sont engendrées par la translation -d'une courbe de forme invariable. L'étude du mouvement d’une surface qui se déplace en conservant son orientation conduit à des propo- sitions analogucs. Étant donnée une surface quelconque (Si) et un point O dans l'espace, supposons que ce point O soit inva- . tiablement lié à (S:) et déplaçons cette surface parallèlement à elle-même, en assujettissant le point O à décrire une surface fixe (S). Les positions successives de (S:) dépendent des deux para- mètres qui fixent la position du point O; cette surface aura donc | une enveloppe qu’elle touchera en un nombre limité de points. Soient (S') une position de (Si) et O' la position correspondante de © sur la surface (S). 11 est évident géométriquement que les points où la surface (S°) touche l'enveloppe sont ceux où le plan tangent à (5°) est parallèle au plan tangent à (S) en O’. On aura donc la construction suivante de l'enveloppe : 
Menons aux deux surfaces (S)et(S,) deux plans tangents pa- rallèles quelconques et soient M, M, leurs points de contact. Le rayon vecteur de l'enveloppe sera la résultante ou la somme géo- métrique des deux rayons vecteurs OM, OM, ; et le plan tangent à l'extrémité de ce rayon vecteur sera parallèle aux plans tangents en Met en, : | Cette construction montre immédiatement que l’on peut échanger (S) et (S,). L’enveloppe demeurera la même si, au lieu de déplacer (S:); on déplace (S) de telle manière que le point © décrive la surface (S:). On à ainsi une généralisation de la propriété du n° 8. | 

Reprenons la construction précédente, mais en substituant SuCcessivement à la surface (S1) toutes les surfaces homothétiques
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de (S,) par rapport au centre O. On obtiendra une série d’enve- 

loppes (£), (£’}, (Z”), ... qui constitueront une famille dont la 

surface (S) fera partie. Soient M, ua, p', ... les points qui se cor- 

respondent sur (S),(Z), (Z'), .... Tous ces points seront en 

ligne droite; les plans tangents en ces points seront tous paral- 

lèles ; et enfin les développables de la congruence engendrée par 

la droite Myuy'... découperont sur toutes les surfaces un ré- 

seau conjugué correspondant à un réseau conjugué tracé sur 

(S:). IL suffit de supposer que cette surface (S,) se réduit à une 

sphère pour retrouver les propriétés essentielles et bien connues 

des surfaces parallèles. 

498. L'étude de la famille de surfaces que nous venons de dé- 

finir trouve une application immédiale et très intéressante dans 

l'optique géométrique des milieux homogènes (1). Admetons, en 

effet, que (S:) soit la surface d'onde caractéristique d’un tel 

milieu, c’est-à-dire qu'elle soit le licu des points atteints après 

l'unité de temps par un ébranlement parti de O. D’après la défi- 

nition même des milieux homogènes, le lieu des points atteints 

après un temps quelconque par le mouvement vibratoire sera la 

surface homothétique de (S,) par rapport à O, le rapport de simi- 

litude étant égal au temps écoulé. Cela posé, imaginons que Ja 

seconde surface (S) soitune surface d'onde, c’est-à-dire qu’elle 

soit le lieu des points aticints au même instant par un mou- 

vement vibratoire lumineux qui a son origine dans une source 

unique, mais qui peut avoir subi un nombre quelconque de ré- 

flexions ou de réfractions. Proposons-nous de déterminer les posi- 

tions successives que prendra l'onde (S) qui se propage dans le 

milieu. D'après le principe de Huygens, il faudra construire Îles 

surfaces d'onde, toutes égales, qui ont pour centres les différents : 

points de (S) et qui correspondent à la même durée : leur en- 

veloppe sera la position nouvelle de (S). [1 résulte de cette con- 

struction que les positions successives de l'onde (S) sont précisé- 

ment les surfaces (©), (#), ... que nous venons de définir. Les 

  

(*) Pour tout ce qui concerne ce sujet, consulter la solide étude de M. Lévistal 

Recherches d’Optique géométrique, insérée en 1867 au tome IV (1'* série) des 

Annales scientifiques de L'École Normale supérieure, p. 195.
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droites Muu'... sont les rayons lumineux, La lumière se pro- page avec une vitesse uniforme sur chaque rayon; mais, comme elle met le même temps à passer de l’une à l’autre des positions de l’onde, la vitesse est différente sur les différents rayons. Elle ne dépend d’ailleurs que de la direction de ces rayons ét demeure la même pour tous les rayons parallèles, dans le même milicu. Si le milieu est isotrope, la surface (S:) est une sphère; les rayons lumineux sont normaux à l’onde (S) et à ses positions successives. Convenablement transformée, celte’ propriété subsiste pour tous les milieux homogènes : dans chacun de ces milieux, il ÿ a, entre la direction du rayon lumineux et celle du plan tangent en un de ses points à l’onde qui se propage, une relation constante qui dépend uniquement de la constitution du milieu et demeure Ja même quelle que soit la forme de l'onde (S). Cela est évident, car le rayon lumineux est parallèle à un certain rayon OM, de la sur- face d'onde caractéristique du milieu décrite de O comme centre, et le plan tangent de l'onde cst toujours parallèle au plan tangent en M, à cetic surface (S,). | Dans le cas des milieux isotropes, les développables formées par les rayons lumineux interceptent sur les différentes positions de l'onde un réscau conjugué; celle propriété s'étend aussi aux milieux homogènes quelconques. Les développables formées par les rayons lumineux découpent'sur les positions successives de l’onde un réseau conjugué, qui correspond à un réseau con- Jugué tracé sur la surface d’onde caractéristique du milieu. Pour les milieux isotropes, la surface caractéristique élant une sphère, le réseau conjugué se réduit nécessairement à celui qui cst formé par les lignes de courbure.
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CHAPITRE XL 
LES SURFACES À LIGNES DE COURBURE ISOTHERMES. 

Problème de M. Christoffel. — Recherche de tous les cas dans lesquels la corres- 
pondance par plans tangents parallèles établie entre deux surfaces détermine 

un tracé géographique de l’unc sur l'autre. — Différentes solutions déjà connues 

de ce problème; les surfaces homothétiques, deux surfaces minima quelconques. 

— Solution nouvelle. — Elle est fournic par des surfaces à lignes de courbure 

isothermes. — Théorème de Bour et de M. Christoffel. — Application aux sur- 
faces minima. — Les surfaces dont la courbure moyenne est constante ont leurs 
lignes de courbure isothermes, c’est-à-dire elles sont isothermiques. — On 

peut faire dériver de toute surface isothermique une infinité de surfaces iso- 
thermiques nouvelles. — lormation de l'équation aux dérivées partielles du 

quatrième ordre qui caractérise les surfaces isothermiques. — Seconde pro- 
priété caractéristique : L’équation ponctuelle relative au système conjugué 
formé par les lignes de courbure doit avoir ses deux invariants égaux. — Ap- 
plications. ‘ ° 

429. On peut rattacher aux propositions que nous avons 
données dans le Chapitre précédent l'étude d’une intéressante 

question qui a été posée et résolue par M. Christoffel (1). Propo- 

sons-nous de rechercher tous les cas dans lesquels la correspon- 

dance par plans tangents parallèles établie entre deux surfaces (S), 

(S1) peut donner unc représentation conforme ou un tracé géo- 
graphique de l’une des surfaces sur l’autre. 

Soient æ,ÿ;, 53 Zi, Ja 1 les coordonnées cartésiennes reclan- 

gulaires des points correspondants sur les deux surfaces (S) et 

(Si). Prenons comme variables indépendantes p et po, les para- 

mètres des deux familles conjuguées qui se correspondent sur les 
deux surfäces (2). Les formules (27) du Chapitre précédent nous 

  

(*) E.-B. Curisrorre, Ueber einige allgemeine Eigenschaften der 3tini- 
mumsflächen (Journal de Crelle, t. LVII, p. 218-228; 1867). 

(*) Nous écartons, on le voit, le cas exceptionnel où ces deux familles vien- 
draient se confondre ct se réduiraient à une famille de lignes asymptotiques. Le
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donneront d’abord 

ri 3 9e 1 19 di 9%, D D D pp 
) dr: dx dYi dy , d5: 5 Dai Éd Un UE 
et il faudra que l’on ait 

(2) dri+ dy?+ ds? = f(x + dy+ ds?), 

À désignant une fonction quelconque de » et de e.. Les équations (1) et (2) expriment toutes les relations qui doivent exister entre. les deux surfaces (S) et (Si). 
Introduisons, pour abréger, les quantités E, F, G définies par 

la formule 
| 

(3) dit+ dy+ d#=Ed+2F dp doi + G dot. 

L’équation (2), dans laquelle on remplacera les dérivées de Ti J'3 51 par leurs valeurs déduites des formules (1), se décomposcra 
dans les trois relations suivantes 

(4) (— /2)E = 0, Qu—Æ2)F =, Cp? 22)G = 0, 
L 2 

qui devront être vérifiées toutes les trois. 
Les différentes solutions de ce système de trois équations simul- 

tanées appartiennent à l’un des types suivants : 

1° E = 0, G=o, u—#=0; 
2° | E = 0, pk 0, . F=0; 
3 E=o, p?—/X?=0, Au— {= 0; 
4° A 42e 0, p— 2 0, Ap— = 0: 
‘5° 2 k2= 0, 2e 0, | F =o. 

Dans la première solution, E et G étant nuls, les deux familles . conjuguées seront formées de lignes de longueur nulle; (S) et(S;) seront donc (n° 186) des surfaces minima. Deux surfaces minima 
quelconques nous donnent, en effet, une solution du problème 
proposé; cela a été démontré au n° 214 [LE p. 329]. 

    
lecteur traitera facilement cette hypothèse; elle conduit seulement à deux sur- faces homothétiques ou aux surfaces imaginaires, considérées dans la Note du n° 416 (I, p. 148], et dont l'élément linéaire est un carré parfait.
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La deuxième solution conduit à ces surfaces imaginaires pour 
lesquelles l'élément linéaire.est un carré parfait. Nous pouvons la 
ve ; 

négliger. 

La troisième et la quatrième entraînent la relation 

À =. 

Alors les formules (1) nous donnent 

dr, =} dr, dy =} dy; ds =) d5; : . 

À ne peut être qu'une constante : les deux surfaces (S) et (S,) 
sont homothétiques. Cette solution était évidente a priori. 

430. IL nous reste done seulement à examiner la dernière solu- 

tion, qui nous donne, en écartant l'hypothèse déjà examinée } = u, 

(5) À=Ek p=—t, F=o. 

La dernière équation exprime que les deux familles dé courbes 

conjuguées (2) et (p,) se coupent à angle droit sur les deux sur- 
faces. Ainsi le système conjugué(s), (pi) est formé des lignes de 

courbure des surfaces (S) et (S;). Nous allons étudier cette solu- 
tion, qui est la seule véritablement nouvelle. 

Toutes les relations entre les deux surfaces sont exprimées par 
les formules suivantes 

  

(6) D Un D 
[S= 297, M 2%, dan jè 

do 03 93 22 CE UE) 
(7) dm dr di 0r da) ds 

Ba du da 2 
dont nous allons examiner {es nombreuses conséquences. 

On pourrait d’abord éliminer x,, y, 51. On a, en effet, 

dr, = (Fa San): 
P 1 à di 

dy à (8) dn= (Xe — À du), 
dz 23 

da =}( ds À dr), 

CD. —IL . - 16.
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et il suffira d'exprimer que les seconds membres sont des difré- 
rentielles exactes. On trouvera ainsi que x, y, s doivent être des 
solutions particulières de l'équation 

220 . dk 20 D ® | 
(9) Upon On PR 

Cette équation n’est autre que l'équation ponctuelle relative au 
système conjugué formé des lignes de courbure de (S). Elle a 

d’ailleurs la forme la plus générale des équations dont les inva- 
riants sont égaux. Nous pouvons donc énoncer la proposition sui- 
vante, sur laquelle nous reviendrons plus loin : 

Pour qu'une surface (S) soit une solution du Problème pro- 
posé, il faut et il suffit que l’équation linéaire aux dérivées 
partielles relative au système conjugué formé par ses lignes 
de courbure ait ses invartants égaux. 

431. Cette propriété purement analytique peut recevoir une 
interprétation géométrique très simple. 

Remarquons, d’une manière générale, que l'équation ponctuelle 

(10) 070 La + 5-2 = 0 Op do 

‘« relative à tout système conjugué tracé sur une surface, peut 
toujours être déterminée quand on connaît l'élément linéaire de 
celte surface. Soit, cn effet, 

(11) dst= Edet+2F do dns G dot 

l'expression de cet élément linéaire. Si l’on multiplie le premier ne 2 . . . . membre de l’équation (10) par 7 ts l’on ajoute ensuite les trois 
résultats que l’on obtient en remplaçant Ô successivement par +, 
Y, 3, On obtiendra la première des deux équations 

dE . Le +aE+DF= 0, 
1 

(2) 1 0G 
5 9 7 4F+0G=0, 

qui se déduisent l’une de l’autre par l'échange de p et de set qui feront connaître « et b.
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#32. Appliquons cette proposition à l'équation (9) en re- 
marquant que l’on a ici F= o. Les équations (12) prendront la 
forme 

= 0, 
dŒ _E à 5.0 
— Le: 

s
s
 = 

# 

r désignant une fonclion de e et, une fonction de s,. L'élément 
linéaire de (S) sera donc exprimé par la formule 

(13) ds? = Cr ds®-+ ri do?) 

qui caractérise les systèmes isothermes. La surface (S) aura donc 
ses lignes de courbure isothermes; et il en sera de même, évidem- 
ment, de la surface (S,) dont l’élément linéaire, en vertu de la 
formule (2), aura pour expression 

(4) ° ds?= À(r ds+ 7, do?). ‘ 

En réunissant tous les résultats ‘ précédents, ‘on obtient le 
théorème suivant : 

A toute surface (S). dont les lignes de courbure sont iso- 
thermes et dont l'élément linéaire est déterminé par la for- 
mule : . 

ds? — 5 (r dp?+ ri do?) 

on peut faire correspondre une seconde surface (S) dont 
l'élément linéaire q& pour expression 

dsi = }(r dgt+ r de), 

et dont les lignes de courbure sont aussi isothermes. 
De plus, on peut toujours placer les deux surfaces de telle 

manière que les plans tangents et les tangentes principales 
aux points correspondants soient parallèles. . 

433. Bour avait déjà établi la première partie de ce théorème
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dans son Jémoire sur la déformation des surfaces (1). Les 
considérations par lesquelles il l'a établie offrent la plus grande 

analogie avec celles que M. Moutard a employées pour démontrer 
son théorème fondamental. Le fait s'explique aisément : à chacune 
des surfaces (S) et (S;) correspond une équation linéaire à inva- 
riants égaux; on passe de l'une à l’autre précisément par l'emploi 
de la méthode de M. Moutard. D'ailleurs le système 

901 _, 00  dÙ  . 00 (5) , D ÀZ Pr 9? 

qui est vérifié par les coordonnées correspondantes æ et Zi, Ou} 
et, ou 5 et 54, des points des deux surfaces, est identique à celui 
que nous avons étudié au n° 391. . 

En appliquant le théorème précédent à la sphère, qui peut être 
regardée d’une infinité de manières comme une surface à lignes 
de courbure isothermes, Bour a montré que l’on retrouve les sur- 
faces minima les plus générales; et nous avons déjà indiqué cette 
application au n° 203 [I, p. 313]. On peut retrouver immédiate- 
ment le théorème de Bour par l'interprétation géométrique du 
‘système (3). | 

Soient c, c’, c” les cosinus directeurs de la normale en un quel- 
conque des points correspondants des deux surfaces (S) et (S:). 
Soient R et R' les rayons de courbure principaux de (S),R, et 
R; ceux de (S;) au point correspondant. Les formules d'Olinde 
Rodrigues nous donnent | 

TERRE Lo, Re 6) d9 d5 d5 02 
«6 dr r' dc 0 ûr r de 

93 Pr a on 
En substituant les dérivées de x et de æ, dans les formules (5), 

on trouve | ‘ 

(17) Ri=AR, Ri,=—2ùR 

et, par suite, 

R; R 

  

(*) Journal de l'École Polytechnique, XXXIX* Cahier, p. 118 31867.
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Si la surface (S) est une sphère, on aura R= Let, par suite, 

R+R= 0; ($S,) sera une surface minima. Si, au contraire, (S) 
est une surface minima, on aura R=—— KR et, par suite, R;,— R; 

(S:) sera une sphère. On peut donc faire dériver de la sphère 

toutes les surfaces minima; et les remarques précédentes con- 

situent une véritable intégration de l'équation aux dérivées par- 

tielles de ces surfaces. 

Proposons-nous maintenant de rechercher tous les cas dans les- 

quels la surface (S,) est parallèle à (S). Il snffira évidemment 

d'exprimer que les’ équations (7) sont vérifiées quand’ on y rem- 

place To Fu 3: respeclivement par 

T+ac, y+ac, 5+ac, 

a désignant une constante. On obtiendra : ainsi des relations telles 

que les suivantes : 

dx a =) 0x + a __, 0x7 
d F 0 T0 . dx du ds 

ne dc de - , . NT: . 
En éliminant =, -— au moyen des équations d'Olinde Rodrigues, 

0p dpi 
on trouve | 

a 
I—— =), 1 =). 

R R' 

Il suffira donc que l’on ait 

2 ï 1 
== + + —" 
a KR R 

Ainsi la surface (S) devra avoir sa courbure moyenne con- 

stante; et réciproquement à toute surface (S) à courbure * 
moyenne constante correspondra une surface (S,) qui sera 
parallèle à (S). La relation entre les deux surfaces étant réci- 
proque, (S,) sera, elle aussi, à courbure moyenne constante. 

Si l’on rapproche cette proposition des résultats précédents, on 

peut conclure que toute surface à courbure moyenne constante 
a nécessairement ses lignes de courbure isothermes. Nous re-. 
viendrons sur ce résultat, qui est dû à M. Bonnet (). 

  

(*) O. BoxxET, Memoire sur la théorie des surfaces applicables sur une sur- 

ace donnée (Journal de l'Ecole Polytechnique, XLIT* Cahier, p. 57: 1865). y q 77 3
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434. Après avoir signalé les propriétés géométriques qui se rattachent à l'étude du problème de M. Christoffel, nous allons indiquer le parti qu’on peut en tirer dans la recherche des surfaces à lignes de courbure isothermes. Cette recherche constitue certai- nement un des problèmes les plus difficiles de la Géométrie; elle dépend, nous le verrons, de l'intégration d’une équation non li- néaire du quatrième ordre. Les surfaces du second degré, les cy- clides, les surfaces de révolution, les cônes et les cylindres, cer- taines surfaces à lignes de courbure planes dans un système qui dépendent d’une fonction arbitraire (1), les surfaces minima et, plus généralement, les surfaces à courbure moyenne constante ont leurs lignes de courbure isothermes. Toutes ces surfaces, aux- quelles on peut ajouter celles qu'on en déduit par l'inversion la plus générale, ne constituent, cependant, que des solutions extré- mement particulières du problème proposé, qui doit conduire à des surfaces contenant quatre fonctions arbitraires dans leur équation. Bour, qui a considéré le premier les surfaces à lignes de courbure isothermes, annonce, dans la partie de son Mémoire que ” nous avons citée plus haut, que, de toute surface à lignes de cour- bure isothermes, on peut déduire une infinité de surfaces ana- logues, contenant dans leur équation deux fonctions arbitraires ; mais on reconnaîtra aisément que le raisonnement de l’éminent géomètre manque de généralité ct s'applique à la sphère seule- 
ment. 

Il existe toutefois un moyen de déduire de toute surface à lignes de courbure isothermes une infinité de surfaces nouvelles ‘Contenant dans leur équation autant de constantes arbitraires qu’on le veut. Il suffit, pour cela, de combiner les propositions précé- 
dentes avec l'application de l'inversion. oo 

Désignons, pour abréger, sous le nom de surface isothermique toute surface à lignes de courbure isothermes. À toute surface isothermique (1), dont l'élément linéaire est donné par la formule 

(19) ds? = S ra + ri ds?), 

    

(") G. Darvoux, Détermination d'une classe particulière de surfaces à lignes de courbure planes dans un système et isothermes (Bulletin des Sciences Mathématiques, n° série, t. VIT, p. 257; 1883). :
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l'inversion fera correspondre une nouvelle surface isothermique (1) 

dont l'élément linéaire aura pour expression 

rds?-- r; dif 

GE G—P+G 
  (20) ds"? 

æ, y, 3 désignant les coordonnées rectangulaires du point de la 

surface (1) et a, b, c celles du pôle de linversion. 
Or, d'après la proposition de Bour et de M. Christoffel, on peut, 

par de simples quadratures, déduire de la surface (1') une surface 

isothermique nouvelle (1”) dont l'élément linéaire aura pour 

expression 

(21)  ds"?= )[(r — a} (y —b}=(5—0cYJ(r dot rs dot). 

Si l'on recommence, avec celte surface (1"}, les opérations que 
nous avons appliquées à la surface primitive (I), on introduira trois 

constantes nouvelles. On pourra donc, en répétant indéfiniment 

ces opérations, faire apparaître autant de constantes arbitraires 
qu'on le voudra. 

L'expression de l'élément linéaire de ([”) est entière par rap- 

port aux constantes a, b, c. La même propriété appartient aussi 
aux coordonnées x", 3”, 3” du point de ([”). Si l'on pose, en cflet, 

(22) _b=(r—a}+(y—0}+(s—c}, 

on verra facilement que l’on a 

) pt 21) [ 
(23) x = JPG ds — pd) eo (ré ds — 5x ñ)| 

et des expressions analogues pour 3”, <". Ces formules mettent en 

évidence la propriété annoncée. Si on les applique, par exemple, 

aux surfaces de révolution, on sera conduit à une classe de sur- 

faces dont les lignes de courbure sont planes dans un système. Les 

plans de ces lignes enveloppent un cylindre, et ces lignes elles- 
mêmes, qui sont reclifiables, sont identiques de forme à celles que 
nous avons considérées à la fin du n° 206 [I, p. 316]. 

L'application des méthodes précédentes semble être subor- 
donnée à la détermination préalable des lignes de courbure de la 

surface; mais nous démontrerons plus loin qu’une surface isother- 

mique étant donnée d'une manière quelconque, on peut toujours,
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par de simples quadratures, intégrer l'équation différentielle des lignes de courbure. 

435. Dans un élégant article publié en 1885, M. J. Wein- garten (*) a montré que les surfaces isothermiques peuvent être définies par une équation du quatrième ordre à laquelle doit satisfaire une des trois coordonnées rectangulaires, considérée comme foncelion des deux autres; et il a indiqué un moyen de former cette équation. L'emploi du système de coordonnées tan- genlielles étudié au Livre II [L p. 245] permet d'obtenir un résultat équivalent et d’éerire sous unc forme assez simple l’équa- tion du quatrième ordre à laquelle doivent satisfaire les surfaces isothermiques. 
. Employons, par exemple, le système défini au n° 163 [L, p. 245]. et dans lequel l'équation du plan tangent est ° 

C8) CH BIX +2) Y + (8 nz+rE 0, 
$ étant une fonction de « et de B. Si nous conservons toutes les notations de ce numéro, l'équation différentielle des lignes de courbure sera 

(25) r'dr— 1 d8= 0, 

et l'élément linéaire de la surface se présentera sous la forme 
d?= (3 da dj): 43 + dp) 

(26) ° = S+s) di+ td]: + 5) 48 + » dal, 

où l'on a posé, pour abréger, 

  

des équations telles que les suivantes 

(27) du =) (ÿr dx — à d3),  do— Le (Fa vid), 

Les paramètres w et p des lignes de courbure seront définis par 

    
  

C7} TI. Werxcantex, Ueber die Diferentialgleichungen der Oberflächen, svelche durch ihre Ârümmungslinien in unendtich Kleine Quadrate getheilt tverdern Künnen (Sitzungsbcrichte der K, P. Akademie der Wissenschaften zu Berlin, t. I, p. 1163; 1883),
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À et u devant être choisis de telle manière que les seconds membres 

soient des différentielles exactes; ct il faudra exprimer que l'élé- 

ment linéaire de la surface peut être ramené à la forme 

(28) dst= E(du?-+ dv?) 

En portant dans cette formule les valeurs de du et de dv, et en 

écrivant que l'expression obtenue est identique à celle qui est 
fournie par la formule (26), on obtient trois équations 

ErQ?+ m)=r(3+s) 

E 12 u?)= (35), 

2E Vrt(u?-— 22) = (5-+s) + rl, 

qui se réduisent à deux, comme il fallait s’y attendre, et nous 

donnent 

. 2+s— ri) ss + V œue_Grs=vri} iEut= (s+s+ ri} 
‘ Vri Vré 

Si donc on pose, pour plus de simplicité, 

, (= Hs} 
(29) 4 E = [CG 

02 Eÿri i 

on aura 
nm, = o ; 

rs+Vré ° 3+s— ÿri 

et toute la difficulté se réduira à exprimer que, pour une même 

valeur de 0, les deux expressions 

ov di Via pVr das vid 

3+s5+Vn ‘ ses Vÿrt 

sont des différentielles exactes. Considérons, par exemple, la 
première; en écrivant la condition d’intégrabilité, nous obtenons 

le résultat suivant 

yrdost. polos oÿr oi 
‘ vx 08 F3 Ÿ 

dust Vis ra = 

    

Pour en déduire la condition d’intégrabilité relative à la seconde 

expression, il suffira de changer le signe de 1/4. On est ainsi con-
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duit à deux équations qui permettent de calculer les deux dérivées 
et, par suite, la différentielle totale de l0g4. On trouve ainsi 

  

  

0 )= dog, 0logr 1108 | = 
?< (Ti 

    

et il suffira d'exprimer que le second membre est une différentielle exacte pour obtenir l'équation cherchée sous la forme 

d? r à a (EEE) — lor - _ — - — dx03 4 OV r 9x © 3+s— re 

| 9 fr 0 3+s+ rt | + AE Se ( EE) \. 03 AE 3+Ss—Vrt 

On voit que cette équation est du uatrième ordre et qu’elle est . q q q q linéaire par rapport aux dérivées de cet ordre. Toutes les fois qu'elle sera vérifiée, on pourra déterminer 0, #, » par des quadra- lures €t, par suite, obtenir les lignes de courbure. Ce résultat est, d’ailleurs, un simple corollaire d’une proposition générale. sur laquelle nous aurons l’occasion de revenir. 
L’équation précédente, qui n’est irrationnelle qu’en apparence, 

donne lieu à quelques remarques intéressantes. D'abord il ny apparaît que deux fonctions des dérivées de ë 

  

(30) 

r 3+s+ rt = et = ; 
l 3+s— ÿrt 

  

ct ces deux fonctions ont unc signification très simple. La pre- .. . 
d . mière fait connaître les deux valeurs du rapport a relatives aux 

lignes de courbure. La seconde représente, d’après les formules du n° 165, le rapport des deux rayons de courbure principaux de la surface. On peut ainsi vérifier immédiatement que les surfaces minima sont isothermiques. Le premier membre de l'équation (30) se réduit alors au seul terme .
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qui est nul, comme on le reconnaît en substituant les valeurs de 

r et de £ qui ont été calculées au n° 194 [T, p. 298]. 

436. La méthode que nous avons suivie pour former l'équation 

aux dérivées partielles des surfaces isothermiques peut être rem- 

placée par la suivante, qui nous donnera quelques résultats nou- 

veaux. 
Si, entre les deux équations d'Olinde Rodrigues, 

"dx LC or . R' dc 
—+<R— —0o = +R =0o 
du du L de de ’ 

on élimine c, on trouvera l'équation 

dr ds dr ‘ddr 

Ge du dv T dp du ‘du de — 
  

où l’on a désigné, pour plus de netteté, par g et p’ les inverses de 

RetdeR, c’est-à-dire les courbures principales. L'équation linéaire 

précédente est celle qui correspond au système conjugué formé 

par les lignes de courbure. Pour exprimer que la surface est iso- 

thermique, il suffira donc d'écrire que cette équation a ses deux 

invariants égaux, c’est-à-dire que l’on a 

d dv 9 du 

D p— WE—E 
  

En d’autres termes, l'expression 

0 95" 
— _ + Je de Da du 

31 - (31) —E 

devra être une différentielle exacte d@. On peut donner des formes 

3 Ps a . . I 

très différentes à cette condition. Si l'on retranche > dlog(s — >"), 

on aura 
ds +6) dog) 

de dv — du du 

p—6 
2 dQ — dlog(p —r")= 

  

En exprimant le second membre au moyen des coordonnées 

tangenticlles (x, 8, Ë) employées plus haut, on trouvera, après un
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calcul que nous omettons, que l'expression 

, Edp+s) Tr d(2+p') Co— p")-1 [1/2 y Las +477 TH Ê &] 

doit être une différentielle exacte. On est ainsi conduit à une forme nouvelle . TT 

7 9 € dx r d' (32) EVE = 7% V?-E- 
de l'équation (30). : Nous signalerons enfin une dernière transformation de la diffé- rentielle dQ, qui a été donnée par M. Weingarten. Muluüplions, dans l'expression (31), le numérateur et le dénominateur du pre- mier membre par 9 — p/, afin de rendre le dénominateur rationnel, nous trouverons : ‘ 

| A6) 2 EE qu — g EEE (33)  d[Q—log(p — :')] = = .   

Cette relation permet d'écrire, en coôrdonnées ponctuelles, l'équation aux dérivées partielles des surfaces isothermiques. Supposons, en effet, la surface définie Par une équation de la forme la plus générale 

(8 J;3)= 0. 

Des formules bien connues permettent d'exprimer p9!, 9 + o', (p — p'}® en fonctions rationnelles des dérivées de ® par rapport à æ, y, 3. Or, si l’on désigne par + une fonction quelconque de Æ; ÿ, 5, les formules d'Olinde Rodrigues conduisent, par un calcul facile, à la relation suivante | 

ds 19, _ 03 05 ,, ds, Pau UTP QUE de dc — de. 

. En remplaçant par 8 + 8" el en se reportant à l’équation (33), On reconnaît immédiatement que d[Q — log(p — e")] prend Ja forme 
, 

4 9)@+Pr), dot) ,, 9 He), : 
[ ces )+ gg dc+ y + EE Dar] (eye,
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Supposons lexpression précédente ramenée à la forme 

P dr + Q dy +Rds. 
eu 

Pour exprimer qu’elle est une différentielle exacte lorsqu'on se 

féprrce sur la surface, on écrira la condition 

Go 0Q OR) 2 fR _OP\ , 2 fol 0Q\ 
1 ES 7 07) dy \dx 03/7 0:\0y m)= 

qui devra être vérifiée pour chaque point de la surface. Telle est 

l'équation obtenue par M. Weingarten. 

437. De quelque manière qu'on la forme, l'équation aux déri- 

vées partielles précédente paraît être d’une intégration difficile. 
Mais il résulte des propositions que nous avons établies une mé- 

thode nouvelle de recherche des surfaces isothermiques qui peut 
conduire sans effort à un grand nombre de ces surfaces. Elles sont 

caractérisées, nous l'avons vu, par la condition que l'équation 
ponctuelle relative au système conjugué formé par les lignes de 

courbure ait ses invariants égaux. Si l’on écrit cette équation sous 
la forme la plus générale en y remplaçant 0 par ph, on obtient 

(n° 154) [I, p. 221] l'équation à laquelle satisfont les cinq coor- 

données pentasphériques d’un point de la surface, considérées 

comme fonctions des paramètres p et p, des lignes de courbure. 

En rapprochant tous ces résultats, nous pouvons donc énoncer les 

propositions suivantes : 

Les cinq coordonnées pentasphériques d’un point de toute 
surface isothermique considérées comme fonctions des para- 

mètres p et e, des lignes de courbure satisfont à une équation 

linéaire du second ordre dont les invariants sont égaux. 

Inversement, si une équation de la forme 

020 

an 
ou, plus généralement, une équation à invariants égaux, 

admet cinq solutions particulières à Lys Las ce &s liées par 

l'équation 

T
E
 

5 

ae 
- 1
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les quantités x; sont les coordonnées pentasphériques qui déft- 
nissent une surface isothermique rapportée à ses lignes de 
courbure (1). 

Cette proposition permet, par exemple, de reconnaître immé- 
diatement que les cyclides, pour lesquelles les cinq coordonnées x; 
sont définies par les formules 

2 — ee —_—_ —_ 
. = / CU 2) (ai p)(ar— P1), 

; € f'(ai) 

où nous conservons les notations du n° 154 [L, p. 223], sont des 
surfaces isothermiques. Car les cinq coordonnées précédentes sont 

. pe , . I I » des solutions particulières de l'équation E (- D — :) (n° 356) 
dont les invariants sont égaux. 

Pour donner une application du théorème précédent, consi- 
dérons l'équation 

d20 
—— =0, : 
CERTER 

qui est la plus simple de toutes celles dontles invariants sont égaux. 
Son intégrale générale étant de la forme 

- FE) + sa), 

on voit que l’on obtiendra une surface isothermique si l’on peut 
trouver cinq fonctions fi(£) et cinq fonctions oi(ps), telles que 
l'on ait . 

5 

D LAC) + mo = o. 
1 . 

Les équations de ce genre contenant des fonctions arbitraires d'arguments différents se rencontrent souvent en Géométrie. Nous laisserons au lecteur le soin de résoudre la précédente, nous con- tentant d'indiquer le résultat, qui donne les cônes généraux, les 

  
(*) Rapprocher cette proposition des résultats obtenus par M. CayLEy dans une Note Sur les surfaces divisibles en carrés Par leurs courbes de courbure et sur la théorie de Dupin, insérée en 1872 au tome LXXIV des Comptes rendus de l'Académie des Sciences, p. 1445. Consulter aussi l'article Sur un point de- la théorie des surfaces, publié à la page 1517 du mème tome par M. Cowbescune.
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surfaces de révolution et les transformées par inversion de ces 

deux séries de surfaces. 

Lorsqu'on aura obtenu une solution du problème, c'est-à-dire 
déterminé cinq fonctions +; satisfaisant à l'équation 

d0 

d5 dpt = 
(35) 20, 

on en pourra déduire une infinité de solutions nouvelles. Il suffira 

d'introduire la solution particulière 

OU = y aiTi, 

où les constantes a; sont liées par la relation 

Ya = 0, 

et d'employer celte solution w pour passer, en suivant la méthode 

de M. Moutard, à une nouvelle équation de la forme (35) qui 
donnera à son tour de nouvelles surfaces isothermiques. Ce pro- 
cédé analytique, que nous signalons rapidement, n’est autre que 
Ja traduction des opérations géométriques indiquées plus haut au 
n° 434. ‘
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CHAPITRE XIL. 
TRAJECTOIRES ORTHOGONALES D'UXE FAMILLE DE SURFACES. 

Condition pour que les courbes d’une congruence défie par deux équations 
différentielles du premier ordre soient normales à une famille de surfaces. 
— Interprétation géométrique de la relation analytique à laquelle on est cor.- 
duit. — Condition nécessaire et suffisante pour que les droites d’une congruence 
soient les normales d'une surface. — Propriétés relatives aux deux nappes 
de la surface des centres de courbure. — Intégrale première, obtenue par la 
Géométrie, de l'équation différentielle des lignes géodésiques tracées sur une 
surface du second degré. — Étude du cas où l’une des nappes de la surface des 
Centres se réduit à une courbe. — Surface à lignes de courbure circulaires; 
cyclide de Dupin. — Condition pour que les courbes d’une congruence admet-° 
tent une famille de surfaces trajectoires orthogonales lorsqu'on connaît les 
équations en termes finis qui définissent chaque courbe de la congruence. 

1 

438. Nous allons maintenant continuer l'étude des congruences 
dé courbes en nous plaçant à un point de vue nouveau. Nous 
chercherons la condition pour que les courbes d’une congruence 
donnée soient les trajectoires orthogonales d’une famille de sur- 
faces. . 

Considérons d’abord une famille de surfaces définic, en coor- 
données rectangulaires, par l'équation 

OR a= f(x, 7,3); 

si l’on se propose de déterminer leurs trajectoires orthogonales, 
, On aura à intégrer le système d'équations différentielles 

“dx dy d:= 

G) TT CA : 0x dy ds ‘ 

Les deux intégrales de ce système contiendront deux constantes | 
arbitraires et détermineront, par conséquent, une congruence de 
courbes qui couperont à angle droit les surfaces considérées. 

Donnons-nous maintenant une congruence de courbes, et sup-
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posons d’abord que les courbes qui la composent soient définies 
seulement par leurs équations différentielles, qui seront de la 
forme 

(3) dr _ dy _ ds: oo, 

X, Y, Z étant des fonctions données de x, y, =. S'il existe une 
surface (£) coupant à angle droit toutes les courbes, .on aura, 
pour chaque point de cette surface, 

(4) p=—7 qg=— 

pet g désignant les dérivées de 3 considérée comme fonction de 
x et de y. 

On voit qu'il n'existe pas, en général, de surface normale à 
toutes les courbes de la congruence; car les deux équations (4) 
peuvent être envisagées comme deux équations aux dérivées par- 
tielles auxquelles doit satisfaire une même fonction : de x et de 
9’, et deux telles équations n’ont pas, en général, de solution com- 
mune. C'est ce que montre, du reste, le raisonnement suivant. 
S'il existe une fonction z satisfaisant aux deux équations (4), les 

valeurs de de 4, obtenues en différentiant ces deux équations, 

devront être égales; on devra donc avoir 

2 [X\._ 0 /X 2 /Y\ o/Y 
DUT ENT EU +9:\z/?: 

En développant et en remplaçant p et q jar leurs valeurs tirées 
des équations (4), on trouve 

.[OY: 2) {02 OX oX _oY\ 
(5) y) 0) x) = 

Supposons d’abord que cette condition ne soit pas vérifiée 
identiquement. Alors elle fera connaître z, et il faudra chercher si 
les valeurs de z qu’elle détermine satisfont aux équations (4). 
Cela peut arriver; mais il n’est pas démontré, et il n’est pas vrai 
en général, que les valeurs de 5 définies par l'é équation (5) soient, 

D.— Il. 17 

BIBLIOT-r4 NT: 
UNE à rap TRALA 
D es ° à VÀ
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en totalité ou en partie, des solutions communes des équations (4). 
Ainsi : | 

Quand l’équation (5) n'aura pas lieu identiquement, les 

courbes de la congruence ne pourront étre normales qu'à un 
nombre limité de surfaces fournies par les valeurs de 3 qui 
satisfont à celte équation; mais, si aucune de ces valeurs de = 

west solution commune des équations (4), il n'y aura aucune 
surface coupant à angle droit toutes les courbes de la con- 
gruence. | 

Considérons, par exemple, le système d'équations difléren- ; ; 7) q 
tielles 

dx dy ds 
z+bs—cy y+cer—a: T S+ay —bzx 

La condition (5) se réduit ici à la suivante 

ax+by+cs=0, 

et il est aisé de voir que les équations (4) ne sont pas vérifiées 
Jorsqu'on y substitue la valeur de z qui est définie par celte équa- 
lion. ‘ 

439. Supposons maintenant que l'équation (5) soit identique- 
ment vérifiée; dans ce cas, les deux équations (4) admettront une 
solution commune qui contiendra une constante arbitraire. 

IL suffit, pour le démontrer, de répéter un raisonnement déjà 
fait au Livre I. Considérons une fonction quelconque 3 satisfai- 
sant à la première des équations (4). Elle ne vérificra pas, en gé- 

néral, la seconde de ces équations. En tenant compte de la pre- 
mière et de Pidentité (5), on sera conduit à la relation 

de Y LE 2 XL 
æ (+7) = (z)(2+32) 

qui aura lieu pour toutes les valeurs de x et de 3. On déduit de là 
, 

x d X 

Y Y “f. x) 
qg+ Z TT (2 + 2), ; 

l'indice o indiquant la valeur de q+ ; pour æ=xo. On voit
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. Y | - . . donc que, si q + 3 est nul pour += x, quel que soil 33 il sera 
nul pour loutes les valeurs de x et de j-. Ainsi : 

Toute fonction z satisfaisant à la première des équations (4) 
pour toutes les valeurs de x et de y, et à la seconde de ces 
équations pour z = 2%, salisfera aussi à cette dernière équation 
pour toutes les valeurs de x et de y. 

D'après cela, faisons x = x, dans la seconde équation (4), et 
déterminons la fonction 3, de y qui satisfait à cette équation et se 
réduit à 5 pour y — 70. Cette fonction x, contiendra la constante 
arbitraire 5. Puis déterminons une fonction = satisfaisant à la 
première équation (4) ctse réduisant à z, pour += x5. En vertu 
de la proposition précédente, celte fonction 3, qui dépend de la 
constante <,, Satisfera également aux deux équations (4). 

Toutes les fois que l'équation (5) scra identiquement vérifiée, 
il y aura, on le voit, unc famille de surfaces coupant à angle droit 
toutes les courbes de la congruence considérée. Soit . 

JR 7,3)= 2 

l'équation de cette famille de surfaces. On pourra déterminer la . 
fonction f(x, 7, 3) par les trois équations 

: Sy Ps dd. (6) | dE = ÀX, dy =)Y, 95 = XZ. 

, "vs 0? | de En égalant les différentes valeurs de 2%, … que l’on peut dé- 0x dy , 
duire de ces équations, on verra que à doit satisfaire aux trois 
équations 

x y, 1(S 7) = 0, dy 0x 'r 

* dx ,, 0} 0Y 2Z (3) Va tgt(n-S)=0 

7% +dh so f0L 0x 
Lg (TE )=o. 

On retrouverait la condition (5) en ajoutant ces é 
les avoir multipliées respectivement par Z, X, Ÿ. 

Supposons, par exemple, que l’on ait 

quations après 

N=s(r),, Yep). Z=y(s). °
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Les formules (6) nous montrent tout de suite que l'on pourra 
prendre } = 1, et l’on aura 

[(æ, 3) = f +) de+ [una+ fire. 

440. Après avoir obtenu, sous la forme (5), la condition pour 
que les courbes d’une congruence admettent des surfaces trajec- 
toires orthogonales, il nous reste à interpréter celle condition et 
à la traduire par une relation géométrique équivalente. Commen- 
çons par considérer une famille de surfaces (S)et leurs trajectoires 
orthogonales (C). Soit M un point quelconque de l'espace par 
lequel passe une surface (Y) et une courbe (C). Considérons toutes 
les surfaces (S), engendrées par des trajectoires orthogonales, 
qui contiennent cette courbe (C); ct cherchons toutes celles de 
ces surfaces (S) qui admettent en M pour une de leurs diréc- 
tions principales la tangente à la courbe (C). La seconde direc- 
tion principale sera, évidemment, la tangente commune en M à 
(S)età (©); et, comme ces deux surfaces se coupent à angle droit, 
cette tangente commune ne peut être direction principale de (S) 
sans l’être en même temps de (£) (‘). Ainsi : 

Quand les courbes d’une congruence sont normales à une 
surface (S), toutes les surfaces de la congruence qui passent 
en un point M de (£) et admettent en ce point la normale à 
(©) pour direction principale forment deux séries distinctes, 

  

(*) Considérons, en effet, les représentations sphériques des deux surfaces 
(£), (S) sur une même sphère. La courbe d’intersection (T°) aura deux repré- 
sentations distinctes (+), (7) suivant qu’on la regardera comme. appartenant à 
l’une ou à l'autre des deux surfaces (©), (S); et les points 2, m' qui se corrcs- 
pondent sur ces deux courbes sphériques, c’est-à-dire qui sont les représentations 
sphériques d’un même point M de (T}, seront toujours à une distance égale à un 
quadrant. La langente MT en M à la courbe (l') étant, par hypothèse, une tan- 
gente principale de (S}, la courbe décrite par le point m' aura sa tangente m'£' 
en m" parallèle à MT (n°142) ct, par suite, perpendiculaire à l'arc de grand 
<crele rm". Or on sait que, lorsqu'un arc de cercle de longueur invariable se 
meut sur la sphère, il ne peut tre normal à Ja coùrbe décrite par une de ses 
extrémités sans être. normal à la courbe décrite par l'autre extrémité m. Il ré: 
sulte de là que la tangente mt en m à la courbe décrite par ce point cest aussi 
perpendiculaire à l'arc mm’ ct, par suite, paralléle à la tangente MT. Il cst ainsi 

“établi que MT est aussi une tangente principale de (E).
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admettant au point M deux plans tangents rectan gulaires 

[qué sont les plans principaux de (£ÿ]. 

Nous allons maintenant démontrer la réciproque, et prouver que 
cette relation géométrique est équivalente à l'équation (5). Re- 

prenons pour cela les équations différentielles des courbes de la 
congruence 

de _ dy _& 
X Y Z 

Les surfaces engendrées par ces courbes devront satisfaire à 
l'équation linéaire 

(S) | pi+qgY—Z=o. 

Si l’on veut exprimer qu'une de leurs directions principales au E q P 
point (æ,7, s) est la tangente à la courbe de la congruence, il 

faudra, dans l’équation différentielle des lignes de courbure 

dr + pds _ dy + qd: TL = IT IT, 
dp .  dg 

remplacer dx, dy, ds par X, Y, Z, ce qui donnera 

X+pz __Y+9qZ 
(9) PXHSY SX +tY 

En différentiant l'équation (8) successivement par rapport à x 
et à y, on obtiendra les valeurs de 

FX +HSY, sX+1Y 

en fonction des dérivées premières; et ces valeurs, portées dans 
l'équation (9), nous donneront 

OL OX ON OX OY OZ OX oY 
dx Pr Er dy Pay Ta. 0 Po T5 

(10) : =oO, 
P q / Ti 

X Y Z 

Cette équation du second degré par rapport à p et à q, jointe 
à l'équation (8), définira deux systèmes de valeurs de.p et de g. 

Supposons, par exemple, que l’on ait pris le point considéré
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Pour origine des coordonnées ct la langente à la courbe de la Congruence pour axe des x: On aura 

Xi, 

Gr) . Y=ar+by+es+...., 

| Z =at+bytcz 

L'équation (8) donnera 
P=0, 

et l'équation (10) 

(12) | | cg +(b—c')q — b'=0. 

Aux deux valeurs de 4 correspondent deux plans langents; les surfaces qui satisfont à la condition proposée doivent être tan- gentes à l’un ou l’autre de ces plans. oo | : Avec les valeurs (ri) de X, Y, Z, la condilion (5) se réduit à Ja suivante 
b'—c=0; 

et elle exprime, par conséquent, que les deux plans définis par l’équation (12) sont perpendiculaires. Nous obtenons donc la pro- position suivante : 
: 

Étant donnée une Congruence quelconque, les surfaces de la congruence qui sont assujetties à contenir une courbe (K) _de cette congruence et à admettre en un de ses points M {a tangente MT & la courbe comme direction Principale forment deux séries distinctes et sont lan£entes à deux plans différents Passant par le droite MT. Réciproquement, toute surface de la congruence langente en M à un de ces deux plans satisfait à la condition proposée. | . 
Pour qüe les courbes de la congruence admettent des sur-- faces trajectoires orthogonales, il faut'et il suffit que les deux plans précédents soient. toujours rectangulaires (1). 
© 

(*) On peut proposer une autre interprétation géométrique de la condition : d'orthogonalité. Étant donnée la courbe (K) et un point M déterminé de cette Courbe, considérons les courbes infiniment voisines de Ja congruence, et prenons sur chacune d'elles Je point M' pour lequel la tangente à cette courbe vient ren- Contrer la tangente cn M à la courbe (K). Le lieu des points M', ou mieux le licu des droites MM, est un cône du second degré contenant la langente en M;
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441. Pour montrer par des exemples l'utilité de la proposition 

précédente, supposons que l'on connaisse deux familles de sur- 

faces orthogonales se coupant mutuellement suivant des lignes de 

courbure communes. Si l’on considère la congrucnce formée par 

toutes ces lignes de courbure, la condition précédente sera évi- 

demment vérifiée : il existera donc une troisième famille de sur- 

faces coupant à angle droit les lignes d’intersection ct, par consé- 

quent, les surfaces des deux premières familles. Ainsi : 

Lorsqu'on a deux familles de surfaces se coupant mutuelle- 

ment & angle droit, et suivant des lignes de courbure com- 

munes,. il existe nécessairement une troisième famille de sur- 

faces qui forme avec les deux premières un système triple 

orthogonal. | 

Supposons encore que la congruence soit formée de droites. 

Toutes Les surfaces de la congrucnce passant en un point M d’une 

droite (d) de la congruence admettront cette droite pour tan- 

gente asymptotique. Mais elle sera, en même temps, direction 

principale si la surface réglée est l’une des surfaces développables 

.de la congruence. Donc : 

La condition nécessaire et suffisante pour que les droites 

d’une congruente soient les normales d’une surface est que 

les développables de la congruence se coupent à angle droit. 

C’est là une proposition très importante au point de vue géo- 

métrique (t) et dont il sera utile de développer les conséquences. 

Nous savons que les droites d’une congruence sont, en général, 

tangentes à deux surfaces (£), (2). Des deux familles de dévelop- 

pables, les unes ont leurs arêtes de rebroussement (CG) sur la pre- 

  

nous laisserons au leétcur le soin de le démontrer. Pour que les courbes admet- 

tent des trajectoires orthogonales, il faut et il suffit que les deux droites d’inter- 

section de ce cône par le plan normal à la courbe (K) soient rectangulaires, 

c'est-à-dire que le cône soit équilatére. 

- (*)-Elle était connue de Malus et de Dupin; mais elle a été établie pour la 

première fois, d’une manière complète, par M.J. BERTRAND, dans le H/émoire sur 

la thcorie des surfaces inséré en 1844 au Journal de Liouville, (ru série, LIN, 

p.133). :
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mière surface et touchent Ja seconde surface suivant des courbes (D'); les autres touchent la première surface suivant des courbes (D) conjuguées des courbés (C) et ont leurs arêtes de rebrousse- ment (C'), conjuguées des courbes (D'), sur la seconde surface. Si donc les deux séries de développables se coupent à angle droit, les courbes (C) et les courbes (C') auront, en chaque point, leur : plan osculateur normal à la surface sur laquelle elles sont tracées. Les lignes qui sont tracées sur une surface et qui satisfont à celte condition que leur plan osculateur soit toujours normal à Ja. surface ont reçu le nom de lignes géodésiques. M résulte done de ce qui précède la proposition suivante : 

Quand des droites sont normales à une surface, les arêtes de rebroussement des développables formées avec ces droites sont des lignes Zéodésiques de celle des nappes de la surface focale sur laquelle elles sont tracées. 

Réciproquement, les langentes à une famille de lignes géo- : désiques tracées sur une surface sont les normales d’une autre surface. Dans ce cas, en effet, les plans focaux de chaque tan- gente sont le plan tangent à la surface et le plan osculateur de Ja ligne géodésique: et ces deux plans sont rectangulaires, d'après la définition même des lignes géodésiques. Le 
"Ces propositions sont immédiatement applicables dans l'étude des lignes de courbure. Comme conséquence des remarques pré- cédentes, nous obtenons les résultats suivants. 

Soient (S) une surface donnée, (5) et (£') les deux nappes de la surface des centres de courbure de (S). Toute normale en un point M de.(S) est tangente en un point C à (£), en un point C'à (2); C et C sont les centres de courbure principaux. Toutes les surfaces réglées, engendrées par des normales de (S), qui con- Uennent la normale en M sont tangentes en C à la nappe (5) et en (C7) à la nappe (%’). Les plans tangents en Cet en C’ sont rectan- gulaires; ce sont les plans principaux de (S) pour le point M. Si l’on se déplace sur une des lignes de courbure, la normale à la surface engendrera une surface développable dont l’arête de rcbroussement, lieu du point C par exemple, sera une ligne géo-. désique de (£); cette développable sera tangente à la nappe (£')
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en Lous les points de la courbe (D’) décrite par le point C'. Si l’on 
se déplace de même sur l’autre ligne de courbure, le centre de 

courbure correspondant C’ décrira sur la nappe (£'}) une ligne 

géodésique, arète de rebroussement de la développable engendrée 
par la normale; cette développable touchera la première nappe 

(©) en tous les points d’une courbe (D) décrite par le point C. 

Si, plaçant l'œil en un point quelconque, on regarde dans la 
direction de l’une des normales de (S), les deux nappes de Ja 

surface des centres paraîtront se couper à angle droit. 

Réciproquement, étant données deux surfaces (©), (£’), s'il 
existe des tangentes communes à ces deux surfaces, formant 

une congruence et telles que les deux surfaces paraissent se 

couper à angle droit lorsqu'on regarde dans la direction de 

l’une de ces droites, ces tangentes communes ser ont les nor- 

males d’une surface. 

442. Cette dernière proposition trouve une application très 
intéressante dans la théorie des surfaces du second degré. On sait, 

en effet, qu'étant données deux surfaces homofocales du second 

ordre (£), (’), elles paraissent se couper à angle droit quand on 
_ les regarde d’un point quelconque de l'espace; en d’autres termes, 

les cônes de mème sommet circonserits aux deux surfaces sont 

orthogonaux. Il suit de là que les tangentes communes à deux 

surfaces homofocales quelconques sont les normales d’une 

famille de surfaces parallèles. Les arêtes de rebroussement des 
développables formées par ces tangentes communes seront donc 

des lignes géodésiques de celle des surfaces (£), (Y') sur laquelle 

elles sont tracées. 

Ces simples remarques donnent immédiatement l'intégrale pre- 

mière de l’équation différentielle du second ordre qui caractérise 

les lignes géodésiques dans le cas des surfaces du second degré. 

Adjoignons;, en effet, à la surface donnée @) une surface homo- 
focale (£'). L’équation différentielle du premier ordre qui définit 
les lignes de (£) dont les tangentes sont aussi langentes à (Y) 
sera, “évidemment, une intégrale première de l'équation différen- 

tielle des lignes géodésiques; car elle contient unc constante qui 

dépend du choix de (£). Nous reviendrons plus loin sur ce sujet 

au Chapitre XIV et nous montrerons que les remarques précé-
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dentes conduisent à la détermination complète des lignes géodé- 
siques pour les surfaces du second degré. | 

443. Les propositions que nous venons d'établir se rapportent 
au cas où la congrucnce formée par les normales admet une véri- 
table surface focale. Il peut arriver que les nappes de la surface 
focale se réduisent à des courbes: on obtient sans difficulté la 
définition géométrique des surfaces correspondantes. 

Supposons, en effet, que les normales à une surface rencontrent 
toutes une courbe (C). Alors il en passera une infinité par chaque 
poiat M de (C); et, comme toutes ces normales forment un cône, 
qui est une surface développable, leurs pieds décriront une ligne 
de courbure de la surface; de. plus elles seront toutes de même 
longueur. La sphère décrite du point M avec un rayon égal à la 
longucur d'une de ces normales sera donc tangente à la surface 
considérée en tous les points d'une courbe; et, par suite, celte 
surface est l'enveloppe d’une sphère de rayon variable dont le 
centre décrit une courbe.(C). Réciproquement, il est évident que 
toute surface susceptible de'ce mode de génération jouira de la 
propriété indiquée. 

Dans ce cas, l'une des nappes de la surface focale se réduit à 
une courbe; l’autre nappe est, en général, une véritable surface 
dont on peut donner la génération suivante. 

Considérons une sphère variable dont le centre (æ, 3, 5) décrit 
unc courbe (C) et dont le rayon R est une fonction de la position 
du centre sur la courbe (C). Elle enveloppera une surface (©) 
dont on obtiendra l'équation en éliminant le paramètre variable 
entre les deux équations | oo 

(X— rh (Y— y} + (Z- 3; R?, 3 : . . 
(13) (X—r)de +(Y— y) dy (7 3)d3 + RAR 20. 

Ces deux équations, prises simullanément, représentent une 
des lignes de courbure circulaires de Ja surface. L'équation 5 

Cr) +(Y—-y}+(Z— 5y 
. dx , dy, da: 7 = [20 +0 RC) 

(CR?) 

que l’on obtient en les combinant ct qui est homogène par rap-
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port à X—xr, Y — 7, Z — =, représente évidemment le cône de 

révolution formé par les normales en tous les points de cette ligne 

de courbure circulaire. Par suite, en prenant l'enveloppe de ce 
cône, on devra retrouver la deuxième nappe de la surface des 

centres de courbure. Associons à l’équation précédente sa dérivée 

par rapport au paramèlre; nous aurons 

. dr , dr ds [ang +0 ni +07] 
dr? + dy?+ ds? . d {dr . : 

x[1- —— je + x a (%x) + fee. 

Le premier facteur, égalé à zéro, nous donne une surface 
imaginaire qui est l'enveloppe d'un plan tangent à la courbe 

(C) et au cercle de l'infini; le second 
; 

= 0 
Le. - . d' {dx dr?+ dy? + d:? 
A5) (X—7r an (ER) Re RE 

fait connaître la courbe de contact du cône avec la surface des 

centres ou le lieu des centres de deuxième courbure correspon- 

dants à tous les points de la ligne de courbure circulaire; ce lieu. 

on le voit, sera une conique. 
Ainsi la deuxième nappe de la surface des centres sera une sur- 

face engendrée par des coniques et telle que le plan tangent en 

tous les points de chaque conique enveloppe un cône de révo- 

lution. 

44%. La proposition précédente permet de définir immédiate- 

ment la surface dont les normales rencontrent deux courbes (C), 

(C'). En effet, (C’) devra contenir les centres de courbure prin- 

cipaux silués sur toutes les normales passant par un point de (C). 

Donc (C’) sera une conique, il en sera de même de (C); et chacune 

de ces deux coniques devra être le lieu des sommets des cônes 

de révolution passant par l'autre. 
On sait qu’il existe deux coniques satisfaisant à ces conditions : 

ce sont les focales de Dupin. Si nous: nous contentons d'étudier 

le cas le plus général, la première est une ellipse, qu'on peut
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définir par les équations 

  

æ? 2 (6) 3=0, m+=u 

l'autre est une hyperbole . 
: É x? 22 
(7) J=o;, a EE pa le 

Prenons un point quelconque M'(x' sur la première, un Ï q ? P ; point quelconque M'(x", :") sur Ja seconde. On trouvera faci- 
lement ‘ 

MM = Van, 4 : 
a Var — pà 

ct; par suile, les déux sphères qui ont leurs centres respectivement sur les deux focales et qui sont définies par les équations 

    

‘G8) (X—2'P+(Y- yet = É — Sata), 
. CNE 73 9 a # ,\2 

(19) RER GT (re +2) 

# Sont constamment tangentes l’une à l’autre, la distance de leurs 
centres étant toujours égale à la somme ou à la différence de leurs 
rayons. Elles enveloppent, par conséquent, l& méme surface; et 
celle surface répond évidemment aux conditions posées : par suite 
de son double mode de génération, ses normales rencontrent 
nécessairement les deux coniques (!). . 

La variation de la constante # fera connaître toutes les surfaces 
parallèles dont les normales rencontrent les deux coniques. 

Le moyen Je plus simple de définir la surface précédente à 
laquelle Dupin avait donné le nom de cyclide, mais que nous 
nommerons cyclide de Dupin pour la distinguer des cyclides les 
plus générales, consiste à employer les coordonnées langentielles. 

L’équation tangentielle de la première sphère est 

  

ux'+ 6y'+ p = 

  

(*) Nous avons déjà employé ces propositions de Durix aux ne 103 ct 101 LI, p. 129].
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en supposant . , k 

ut+ pi wi=l, 

, L'enveloppe sera donc définie par l'équation 

(20) af Ve). bet=(p—k}. 

On trouverait de même, en employant la seconde sphère, 

l'équation 
a \2 

Ja) ECTS   (a—09(u— 

évidemment équivalente à la précédente; car, en la retranchant 

de cette équation, on obtient l'identité. 

DrQur+ p2+ ot — 1) = 0. 

45. Jusqu'ici nous avons défini les courbes de la congruence 

par leurs équations. différentielles. Supposons maintenant que 

l’on connaisse leurs équations en termes finis; et commençons par 

le cas le plus simple, celui où ces équations sont résolues par 

‘ rapport aux constantes arbitraires. 

Soient 

a f(x, 7,5) 
(ai) b=e(r, y 3) 

les équations des courbes de la congrucnce. On déduit de là par 

la différentiation 

dx _ + dy … ds . 
da db da db da db: da db da db da db 
dy ds 03 0ÿ ds 0x 003 0rdy “O0y dx 

Appliquons l'équation (5) en y remplaçant X, Y,Zpar 

da db da db da db da db da db da db, 
= —_—— — = — — — —) — ——— —; 

dy dy 0305 ds 0x 0x ds 0rdy dy or y 9 )y 

nous trouverons ainsi 

da db da db\[ 0 foa db da 2b\ 0 fa 0b _ da AT. 
CRE y 030: 07 020:) dy\ox dy y o0x/] 0 

. L . : 

les termes non écrits se déduisant des précédents par des permu-
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tations. La relation parait compliquée, mais on peut lui donner unc forme assez élégante 

| da 790 da 4Ob., da 20 06 ja | 0% ,0a db LE EP) de + do + 5 de = de ‘y 
les différentielles totales d se rapportant à un déplacement effectué sur la courbe même de Ja congruence. 

Soit, par exemple, une congrucnce définie par les formules 
(23) 

a = P(z) + f{y) + (:), = gr) + fi) + dits). 
L’équation à laquelle il s'agira de satisfaire scra 

Care es) de + SSI —S SE) de + (YU — Y#1) ds = 0. 
1! faudra donc que la fonction 

frigo as+ JS pro à + [4 va es 
soil constante en tous les points de chacune des courbes; ce qui exige, on s’en assure aisément, qu’elle soit une combinaison linéaire à coefficients constants des seconds membres des équa- tions (23). 

| 
On obtient ainsi les équations de condition 

| Fei—gpi=nme ne, 
(24) Jhi-Sfhi= mf+nf, 

n7 LU ppt nm ATV mg nd, 

où 72 el 2 sont deux Conslantes, et qui feront connaître les fonc- . 
s . . Uons &,, fi, lorsqu'on se donnera arbitrairement f, o, d. 

Ces équations sont vérifiées si l’on considère la congruence définie par les formules ‘ 

a= (x) + f{y) + V(s), 
D=ag(z)+8 f(y)+y%(s); 

il suffit de remplacer » et » Par zéro. Alors les surfaces trajec- toires orthogonales auront Pour équation’ 

dx n a ‘ ps — dy , ds _ P— 1) ge) [Fe + DE = cons
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446. Écrivons maintenant les équations de la congruence sous 

la forme plus générale 

{ /(x,9,3,a, b)=0, 

(25) Dr, F5 & b)=0. 

On calculera successivement les dérivées de a et de b par rap- 

port à æ, à J'et à s3 et on les portera dans l’équation (22). On 

obtient ainsi le résultat suivant 

ds of 2 of df ,0® d9 25 
ST le de a ST de dd 

à j of g  #|_ 
(26) FE da 2% |— | E da 96 =0;, 

. 2% ds . de ° ds 

G ya db | da db 

où les différentiations se rapportent encore à un déplacement 

effectué sur la courbe et où l’on a posé, pour abréger, 

an E=S$(L), resÂE c-$(E) 
Je signe S indiquant loujours une somme étendue aux trois coor- 

données. | 

La forme même de l'équation (26) nous conduit à une remarque 

analogue à celle qui a été développée au n° 313. Supposons, pour 

fixer les idées, que les courbes de la congruence soient algé- 

, #, ‘2, = seront des fonctions de degré déterminé 

et, par suite, le nombre des points de chaque-courbe de Ja con- 

gruence qui satisfont à la relation (26) dépendra de la nature de 

la courbe plutôt que de la manière dont & et b entrent dans les 

cocfficients. Soit p le nombre des points ainsi obtenus; on pourra 
énoncer le théorème suivant : 

. d 
briques ; _ 

Les courbes de la congruence ne peuvent être normales à 

plus de p surfaces sans être normales à toute une famille de 

surfaces. 

Supposons, par exemple, que les courbes de la congruence 

soient planes et de l'ordre #. Prenons pour plan des xy le plan 
qui contient l’une des courbes et supposons que la première
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équation f— 0 représente le plan de Ja'courbe. On aura des ré- sultats de Ja forme suivante : 

; of , , , , ’ 
da — THRY+qs+r, dd -NTENY+gS+r", 

Si l’on suppose que la seconde équation de la courbe représente . . . d: à le cylindre qui la projele sur le plan des xy, 2, TS = 8%, ns = Ya 
seront trois fonctions quelconques de x et de y. L’équation (26 prendra alors la forme suivante 

RL (TT ad ns Cle? ,% (Gé +(ÿ dm (For y 
d5 d5 

9 Jr S 
(28) . | Ir y 

le de: des | | Gi dr w = 0, 

& 03: 092 
% Dr à 

À, B, C étant trois constantes qui dépendent de m2, n,.qim,n, g" L'application du théorème des fonctions homogènes permet de réduire cette équation au degré 3(m — 1). On aura donc ici 

P=Sm(m—r), 

Pour les congruences de cercles, on peut prendre 

6
 2 nr 2 =x?+yi— 72, 

et ©, 2: se réduisent, on le verra aisément, à des fonctions du premier degré. On a alors 

et le déterminant qui figure dans la relation (28) peut se ramener au premier degré; le premier membre de cette relation se réduit donc au premier degré et l’on a 

P= 2.
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On est ainsi conduit au théorème suivant : 

Lorsque les-cercles d’une congruence sont normaux à plus 
de deux surfaces, ils coupent à angle droit toute une famille 
de surfaces, 

qui a été donné par M. Ribaucour et que nous démontrerons 
plus loin, avec tous les développements qu’il comporte, par une 
analyse plus élégante. 

Lorsque les fonctions f ct sont, l’une et l’autre, de degré 

supérieur à 1, on peut encore, en introduisant les coordonnées 

homogènes x, J', 3, t, abaisser le degré de la condition (26). Si, 

pour abréger, on désigne par (P, Q) le déterminant fonctionnel 

des quatre fonctions P, Q; f, », considérées comme dépendant des 
variables homogènes x, y, 3, t, on pourra 1 meLtre l'équation (26) 

sous la forme suivante : 

(rs) a (> s) +2 RE )+5 

(a) 
-L(E, s)-$ LE , s)-$ 

ne (2, )+ te (SE DEC 

' 

ï
 

L
S
 

  

of do of ds 
+2r[ (5 É)- (L #)] 

ñ da” db m da db 

m et n étant les degrés de f et de », ct A désignant le déter- 
minant 

da db db da 

Le premier membre de l'équation précédente est du degré 

3(m + n —'2) par rapport aux coordonnées x, y, 3, 4. Par suite, 

st une congruence est formée des courbes qui sont l'intersection 

complète de deux surfaces d'ordres m et n, les courbes de la 
congruence ne pourront être normales à plus de 

3mn(m+n—a) 

‘ surfaces distinctes, à moins qu’elles ne soient les trajectoires 
orthogonales d’une famille de surfaces. 

Pour # —1, on retrouve la proposition indiquée plus haut, et 
qui a, d’ailleurs, été déjà énoncée par M. Ribaucour. 

D. — II. 1
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CHAPITRE XII. 

DROITES NORMALES À UNE SURFACE. 

Théorie directe pour les congruences rectilignes. — Condition pour que des 
droites partant des différents points d’une surface soient normales à une autre 
surface. — Remarque d’Hamilton. — Équation aux dérivées partielles d’une 
famille de surfaces parallèles. — Applications. — Théorème de Malus. — Pro- 
positions de Dupin relatives aux cas où les développables formées par les 
rayons incidents ne sont pas détruites par la réflexion. — Définition des axes 
optiques d'une surface. — Pour que des rayons incidents normaux à une sur- 
face aient leurs développables conservées par la réflexion, il faut et il suffit 
que ces développables découpent sur la surface réfléchissante un réseau con- 
jusué. — Ombilics catoptriques de Dupin. — Exemples particuliers. — Cas où 
les rayons incidents émanent d’un point unique. — Cas où la surface réfléchis- 
sante est du sccond degré. : 

4XT, Dans le Chapitre précédent, nous avons rattaché la théorie 
des congruences rectilignes à des propositions qui s'appliquent 
aux congruences les plus générales. On peut aussi la traiter direc- 
tement de la manière suivante. 

 Traçons dans l'espace une surface quelconque (S), assujettie à 
l'unique condition de ne pas être formée par des droites de la 
congruence. Les cosinus directeurs &, », sv de l’une quelconque 
des droites de cette congruence sont des fonctions déterminées 
des coordonnées rectangulaires +, y, 5 du point où cette droite 
rencontre la surface (S). Nous allons montrer que la condition né- 
cessaire ct suffisante pour que les droites soient normales à une 
même surface est que l'expression 

u de + v dy + w ds 

soit une différentielle exacte, pour tous les déplacements qui 
s'effectuent sur la surface (S). 

Cette condition est nécessaire; car elle est remplie toutes les 
fois que les droites sont normales à une surface (©). Soient, en 
cet, X, Y, Z les coordonnées. du point où la droite de la con-
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gruence cest normale à (©). On aura, pour tous les déplacements 

considérés, 

(n) u dX + 6 dY + 1 dZ, = 0. 

D'ailleurs on peut écrire 

2 X=zr—us Y=y—vs,. ZL=3s—ws . Le J o dr 

ge désignant la distance des deux points (x, y, 3), (X, Y, 2). Si 

l'on remplace X, Ÿ, Z par ces valeurs dans l'équation (1), on trouve 

(3) di = u dx +0 dy + w di; 

le second membre est donc la différentielle de la fonction &. 

Réciproquement, si le second membre est la différentielle 

exacte d’une certaine fonction », le point défini par les équations 

(2) vérificra la relation (1); et toutes les droites de la congruence 
seront normales à la surface lieu du point (X, Y, Z). La propo- 
sition que nous avions énoncée se trouve ainsi établic. 

48. La démonstration précédente conduit par une voie na- 

turelle aux remarques suivantes, qui sont dues à ITamilton. | 

Imaginons que, par chaque point (x, y, s) de l'espace, on 

mène une droite. Les cosinus directeurs de cette droite sont des 

fonctions données, mais quelconques, de x, y, 33; et la droite 

dépend, en général, de trois paramètres. Dans un Mémoire que 

nous allons citer tout à l'heure, Malus a considéré pour la pre- 
mière fois de tels assemblages de droites, qui sont bien connus 

depuis les.travaux de Plücker et qui ont reçu le nom de com- 

plexes. Ces définitions étant admises, voici en quoi consiste la 

proposition d'Iamilton : 

La condition nécessaire et suffisante pour que les droites 

forment une congruence (au lieu de former un complexe) et 
soient normales à une surface est que l’expression 

u dr + v dy + uw ds ‘ ‘ 

soit une différentielle exacte pour tous les déplacements pos- 
sibles du point (x, y, =). 

La condition est nécessaire; il suffit, pour le reconnaître, de
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répéter la démonstration que nous venons de faire; il reste donc 
à prouver seulement qu'elle est suffisante. 

Puisque l’on a, par hypothèse, 

(4) u dr + v dy + w ds = d, 

on pourra écrire 

(5) U—= —) p = 9j” D = 5 

ce qui donnera 

co (7-0. 
La proposition d'Iamilton se ramène donc à la suivante, qui cst 

bien connue : 

Ætant donnée une fonction À satisfaisant à l'équation pré- 
cédente, les surfaces 

CG) 0 — const. 

sont toutes parallèles à l’une d’elles. 

Au reste, on peut démontrer directement cette proposition de 
la manière suivante : Menons aux surfaces représentées par 
l'équation (7) des plans tangents parallèles ; les points de contact 
de ces plans seront distribués sur les courbes représentées par les 
deux équations 

00 
(8) = TE const., p = = Const. 

0 

dy 

Ces courbes, on le reconnaît immédiälement, sont des trajec- 
toires orthogonales de la famille de surfaces (7). On a, en effet, 

00 du OÙ du OÙ Ju OÙ 920 90 020 où 020 
or Yo 00 dd y 00 * Jar À 

car le second membre n’est autre que la dérivée par rapport à 
æ du premier membre de l'équation (6). 
Comme le plan tangent a une direction invariable aux points où 

toutes les surfaces (7) sont coupées par les lignes (8), ces trajec- 
toires orthogonales se réduisent nécessairement à des droites; et,
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par suite, l'équation (3) représente une famille de surfaces pa- 
rallèles. D'ailleurs la droite menée par un point quelconque de 

l’espace et définie par les cosinus directeurs w, r, 1 est évidem- 

ment la normale à celle des surfaces parallèles qui passe par le 
point; et elle est, par conséquent, normale commune à toutes les 

surfaces. La remarque d’ familton se trouve ainsi complètement 

justifiée. 

419. Les propositions précédentes sont d’un emploi très com- 

mode dans les applications. Supposons, par exemple, que les 

équations d’une droile soient écrites sous la forme 

T=as+p, 
.(9) ly=bs+g 

a, b, p, q étant des fonctions de deux paramètres ; ‘si l’on con- 

sidère le point de la droite qui se trouve dans le plan des æy et 

qui a pour coordonnées p, q, 0, on aura ici 

(ro) - - udz+edy+wds= 
TEE, 

vai bi 

et celte expression devra être une différentielle exacte pour toutes 

les congrucnces de normales. 

Si la droite est définie de la manière la plus générale par les 

équations 
b3—cy +a =0, 

Ga) cx—as+b=o, 

ay —bzx+c =0, 

. données au n° 439 [T, p. 194], on aura 

En substituant à l'expression 

u dr + v dy + 1 ds 
la suivante 

‘ æ du + y dv + 3 dw, 

qui est, en même temps que la première, une différentielle exacte,
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on sera conduit à l'expression | 
da db de 

a bb ce |, 
3 
2 (12) (a+ h+e) 

  

CA 

qui devra être une différentielle exacte. pour toutes les congruences 
de normales. 

450. On peut déduire des résultats précédents un théorème 
célèbre, dont la première idée revient à Malus, mais qui n’a été 
complètement établi que par Îles efforts combinés de Dupin, de 
Gergonne, de Quételet. En voici l'énoncé : 

St des rayons lumineux sont normaux à& une surface, ils ne 
cessent pas de conserver celle propriété après un nombre quel- 
conque de réflexions et de réfractions.. | 

Il suffit évidemment, la réflexion pouvant être assimilée à une 
réfraction d’indice — 1, de démontrer le théorème pour le cas de 
la réfraction, Voici comment on peut énoncer la loi de Descartes. 

Portons sur le rayon incident (/ig. 30) une longueur MA = 1, 

Fig. 30. 

th 

etsur le rayon réfracté une longueur MB= x, n désignant l'indice 
de réfraction. Composons MA, MB suivant Ja loi du parallélo- 
gramme, la résultante MC sera normale à Ja surface dirimante. 
En effet, dans le triangle MBC, on aura 

RC MB 
sin BNC — sinMCB”?
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ou, ce qui est la même chose, | 

(13) sin AMK = 7» sin BMII. 

C'est la loi connue de la réfraction. 
Soient +, 9, y, u, 6, w, w’, p', ww les cosinus directeurs de la 

normale à la surface, du rayon incident et du rayon réfracté. En 

. égalant la projection de MC à la somme des projections MA, MB, 

on à 

nu +u—= 2, 

(14) ° ne 6 = 8, 

nv + ww = y, 

? désignant la longueur MC. Soient x, J', 3 les coordonnées rec- 

tangulaires de M. On a, pour tout déplacement de M sur la sur- 

face dirimante, 

(15) a dx +8 dy +'ds —0o, 

ou, en éliminant #, 8, y au moyen des équations précédentes, 

(16) u dx + pv dy + sw ds =—n(x dx +6 dy + vds). 

Cela posé, supposons que les rayons incidents soient normaux à 

une surface CS). Le premier membre sera la différentielle d'une 

fonction 3 qui est, nous l’avons vu plus haut, la distance du point 

M au point P où le rayon coupe normalement la surface (£). En 

vertu de la formule précédente, 

u' dx = v' dy + w ds 

sera aussi une différentielle exacte — 4 (£ ) et, par suite, les 

rayons réfractés seront aussi normaux à une surface (5). On 

obtiendra le point P’ où le xsson réfracté coupe normalement (£') 

en portant la longueur — ê dans le sens déterminé par son signe, 

sur Le rayon réfracté. On verra facilement que les plans normaux 

aux deux rayons, incident et réfracté, en Pet en P', vont se couper 

suivant une droite située dans le plan tangent en M à la surface 

dirimante; cette relation entre les plans tangents aux irois sur- 

faces est d'ailleurs évidente dans le système des ondulations. On 

en déduit que, si p, p' et à désignent les termes lout connus dans
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les équations des plans tangents en P, P’ et M aux surfaces (©), (£) 
et à la surface dirimante, on a 

(4) np'+ p= D, 

À ayant la méme valeur que dans les formules (14). 
Les surfaces normales aux'raÿons réfractés ont reçu le nom 

d'anticaustiques ; les résultats précédents peuvent donc s’énoncer 
ainsi : | 

SE les rayons incidents sont normaux à une surface (©), 
considérons cette surface comme l'enveloppe de sphères ayant 
leurs centres sur la surface dirimante. Pour obtenir l’anti- 
caustique relative aux rayons réfractés, il faut prendre l’en- 
seloppe de toutes les sphères que l’on obtient en réduisant. le 
rayon des précédentes dans le rapport de l’unité à l’indice de 
réfraction (1). 

Il résulte de cette construction u’il sera, en général, impossible q ; 5 3 IMP 

  

(9) Voici quelques indications au sujet de la découverte de cette belle propo- sition. Dans un Mémoire portant ce simple titre : Optique ct inséré en 1808 au NIV+ Cahier du Journal de l’École Polytechnique, Malus démontre, en pre- mier lieu, une propriété intéressante de ces assemblages de droites auxquels nous donnons le nom de complexes. Imaginons qu’à chaque point de l’espace .0n fasse correspondre, suivant une loi quelconque, une droite passant par ce point, et soit M un point quelconque par lequel passe une droite (d) du sys- tême. Si l’on cherche les points M’, infiniment voisins de M, pour lesquels Ja droite correspondante rencontre. (d), on trouve que le lieu des directions MM” cst un cône du second degré. Après avoir établi cette proposition, l’illustre phy- sicien étudie les assemblages de droites qui dépendent de deux paramètres, c’est- à-dire les congruences; ct il montre que l’on peut, en général, distribuer les droites de la congruence en deux systèmes différents de surfaces développables. Il cherche la condition pour que ces deux familles de développables se coupent à angle droit, ct il reconnait qu'elle est remplie lorsque les droites sont les nor- males d’une surface. - 
Faisant ensuite l’application de ces principes généraux à l’Optique, Malus dé- montre que, lorsque des rayons incidents émanés d’un point fixe se réfléchissent sur une surface quelconque, ils demeurent, après la réflexion, normaux à une surface. 

Dans Ja seconde Partie de son Mémoire, insérée à la page 84 du même Cakiecr, Malus étend cette proposition au cas d’une réfraction unique, ctilessaye (p. 101) de l'étendre aussi au cas de plusieurs réfractions; maïs, trompé par une faute de
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de séparer analytiquement les deux sytèmes de rayons réfractés 

qui correspondent à des valeurs égales et de signes contraires de 

l'indice de réfraction. 

451. Dans son étude du théorème précédent, qu'il a démontré 

seulement pour le cas de la réflexion, Dupin s'était proposé la 

question suivante, qui donne naissance à des recherches intéres- 

santes. : 

Si les rayons lumineux sont normaux à une surface, on peut les 

assembler en deux familles de développables orthogonales. La 

réflexion sur une surface donnée transforme, en général, ces déve- 

loppables en surfaces gauches. Dupin donne de belles propositions 

relatives au cas où les rayons incidents formant une développable 

se réfléchissent suivant des rayons formant également une dévelop- 

pable; et il a reconnü que les traces des deux séries de dévelop- 

pables sur la surface réfléchissante doivent former un système 

conjugué. Les démonstrations de Dupin reposent sur les pro- 

priétés de l’indicatrice et sur celles des surfaces de révolution du 

  

calcul, il croit que Iles rayons lumineux cessent, en général, après une deuxième 

réfraction, d’être normaux à une surface. 

C'est à Dupin que revient le mérite d’avoir énoncé, pour la première fois, dans 

un Mémoire sur les routes de la lumière que nous citcrons plus loin, le 

théorème général, et d’en avoir donné une démonstration géométrique très 

simple, mais pour Îe cas de la réflexion seulement. D'ailleurs Cauchy, comme 

l'indique Dupin, avait repris et corrigé les calculs de Malus, de sorte qu'aucun 

doute ne subsislait plus sur la portée et la généralité du théorème. Dupin 

s'est contenté de le regarder, dans le cas de la réfraction, comme un simple 

corollaire des propositions qu’il avait données dans sa théorie des déblais et des 

remblaiss cetie vue était exacte, mais les théorèmes sur lesquels s’appuyait 

Dupin étaient incomplètement démontrés. 

Quelques années plus tard, Quételet a introduit une idée neuve dans cette 

théorie en substituant aux caustiques, dont la détermination est très pénible, 

les caustiques secondaires ou mieux les anticaustiques qui sont normales aux 

rayons réfléchis ou réfractés. C'est grâce à ses efforts el à ceux de Gergonnc que 

le théorème a été enfin simplement et complètement démontré. (Voir letomeI 

de la Correspondance mathématique et physique, 1825, le tome XVI des An- 

nales de Gergonne et les Nouveaux Mémoires de l’Académie de Bruxelles, 

1. IX et IV, 1826 et 1823.) 

Dans l'étude que nous avons citée [p. 237], M. Lévistal a étendn le théorème 

de Malus et de Dupin au cas de la double réfraction.
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second degré (1). On peut leur substituer les suivantes, qui nous donneront d’ailleurs des résultats nouveaux. ‘ Commençons par considérer des rayons lumineux formant une seule développable, et cherchons la condition pour que les rayons réfléchis engendrent également une surface développable. Soit AA'... une ligne de courbure de Ja développable formée par les rayons incidents, Les génératrices qui passent aux points À, A’, ... rencontrent la surface réfléchissante (©) en M, M, el sc réfléchissent suivant des rayons MB, M'B', .... Prenons MB — MA, MB'— MA, .... La courbe BB’... sera une trajec- toire orthogonale des rayons réfléchis ct, par suite, elle sera néces- sairement une ligne de courbure si ces rayons réfléchis forment, eux aussi, une développable. Les sphères de’centres M,M,... ct. de rayons MA, MA, enveloppent une surface (S) à lignes de courbure circulaires, ct les deux courbes AA!, ..., BB, .. de- vront être des lignes de courbure non circulaires de cette surface. Par suite, les langentes à ces deux lignes, aux points correspon- dants À ct B, seront deux génératrices d’un cône de révolution circonscrit à la surface (S) suivant un cercle, et elles se ren- Contreront nécessairement. Considérons maintenant la surface réglée (A) engendrée par la droite AB; d’après la Propriété que nous venons de démontrer, ce sera une surface développable, puisqu'elle admet le même plan tangent aux deux points'distincts A etB. Soient AB, A'B'dcux positions consécutives de AB; comme elles sont respectivement perpendiculaires aux -deux plans tan- Sents en M ct en M! à la surface réfléchissante (©), celles seront aussi perpendiculaires à l'intersection de ces deux plans M4, qui es la tangente conjuguée de MM. Ainsi : 
La développable (A) engendrée par la droite AB a, à chaque instant, son plan tangent perpendiculaire à Ja tangente M4. Par suite, le plan normal mené par MA à Ja développable des rayons incidents, plan qui est évidemment perpendiculaire à la tan- 

    
(") Consulter, dans les 1 Pplications de Géométrie et de -Méchanique, le Qua- trième Mémoire intitulé : Sur les routes suivies par la lumière et par les Corps élastiques, en général, dans les Phénomènes de la réflexion et de la réfraction. (Présenté à l'Académie des Sciences, le 22 janvier 1816.) ‘
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gente en À à la ligne de courbure AA’. de cette développable, 

coupera le plan tangent en M à la surface réfléchissante suivant la 

droite qui est perpendiculaire à la tangente en À, c'est-à-dire sui- 

vant la tangente Me. En d’autres termes, le plan tangent à la 

développable suivant le rayon incident et le plan normal qui 

contient ce rayon doivent couper le plan tangent à la surface 

réfléchissante suivant deux droites conjuguées. | 

Cette condition, qui est nécessaire, est aussi suffisante : il suffira, 

pour le reconnaître, de reprendre dans un ordre inverse les raison- 

nements précédents. On en déduit la conséquence suivante. 

La tangente à la courbe d'incidence et sa Langente conjuguée se 

trouvent dans deux plans rectangulaires contenant le rayon inci- 

dent; ces deux plans sont évidemment des plans diamétraux con- 

jugués de tout cylindre de révolution ayant pour axc le rayon 

incident. Par suite, les droites considérées sont des diamètres 

conjugués de la section de ce, cylindre par le plan langent en M. 

D'après cela, si l'on se donne un rayon incident quelconque 

coupant la surface réfléchissante en M, il n'y aura que deux dircc- 

tions possibles pour la tangente à Ja courbe d'incidence en M : ce 

seront celles des deux diamètres conjugués communs à l'indica- 

trice de la surface et à la section du plan Langent par le cylindre de 

révolution dont l'axe est le rayon incident. | 

On remarquera l'analogie de cette théorie avec celle des lignes 

de courbure; au reste, les deux théories se confondent si l'on sup- 

pose le rayon incident normal à la surface réfléchissante (t). 

452. La construction précédente nous conduit à considérer une 

classe de droites qui possèdent des propriétés optiques remar- 

quables. Supposons que les deux coniques employées dans cette 

  

(*) Les résultats établis par notre méthode comprennent ceux sur lesquels 

Dupin s'est appuyé; car, si la surface réfléchissante est unc surface de révolution 

du second degré à deux foyers. F, F", les rayous lumineux qui émanent de F se 

réfléchiront vers F'. Construisons le cône formé par les rayons incidents qui ren- 

contrent la section de la surface par un plan (P)3 le plan normal suivant chaque 

génératrice devra contenir la tangente conjuguée de la tangente à la section 

plane et, par suite, passera par le pôle du plan (P). Or, un cène est évidemment 

de révolution lorsque son plan normal va passer par un point fixe. Ainsi, toutes 

les sections planes, vues du foyer, paraitront des cercles.



284 . LIVRE IV. — CHAP. XIII. 

construction soient semblables, c’est-à-dire que le rayon incident soit l'axe de l'un des quatre cylindres de révolution qui con- tiennent l'indicatrice : alors les directions de la courbe d'incidence nc seront plus déterminées. Ainsi : 

Si l’on considère en chaque point d'une surface les quatre droites, axes des cylindres de révolution qui coupent le plan langent suivant l’indicatrice, ou encore lieux des points d'où l’on voit deux tangentes Conjuguées quelconques sous un angle droit, ces droites Jormeront quatre systèmes de rayons recti- lignes dont les développables se réfléchiront suivant des déve- loppables. 

Ces droites sont imaginaires si l'indicatrice est hyperbolique ; dans le cas d'une indicatrice elliptique, il y en a deux qui sont réelles : ce sont les asymplotes de l'hyperbole focale; elles sont dans le plan principal qui contient les deux foyers de l’indicatrice ct placées symétriquement Par râpport à la normale. Elles forment deux systèmes différents et chacun d’eux s'obtient par-la réflexion de l’autre sur la surface. Nous les appellerons, pour abréger, axes Optiques. On peut encore les construire comme il suit. 
 Menons par les deux tanSentes asÿmptloliques de la surface ré- fléchissante les plans langents au cercle de l'infini. Ces quatre plans se couperont suivant quatre droites, placées deux à deux Symétriquement par rapport au plan tangent, et qui seront les quatre axes optiques relatifs au point considéré. 

Il suit de là que, dans le cas d'une surface du second degré, les axes opliques de la surface sont les génératrices rectilignes des - Surfaces du second degré homofocales à la proposée. On peut dé- terminer sans aucune intégration les développables formées par ces droites; car on sait qu’elles sont les tangentes doubles de Ja développable dans laquelle sont inscrites toutes les surfaces ho- mofocales. Or, quand des droites d'une congruencce sont les tan- gentes doubles d’une développable, il est évident qu'il y en a une infinité dans chaque plan tangent de la développable. Ce plan touche, en effet, Ja développable suivant une droite (d) etla coupe Suivant une courbe (C); toutes les tangentes de (G) seront des. langentes doubles de la développable et devront être considérées
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comme formant elles-mêmes une surface développable. Ainsi, 

dans le cas des surfaces du second degré, nous saurons distribuer 

les axes optiques en deux séries de développables. Remarquons 

d’ailleurs que ces deux séries de développables sont imaginaires. 

433. Les axes optiques jouissent, dans tous les cas, d'une remar- 

quable propriété. Imaginons que des rayons lumineux émanent 

d’un point de l’une de ces droites et forment un pinceau infini- 

ment petit autour de la droite. D'après la propriété des axes 

optiques, les rayons réfléchis, de quelque manière qu’on les as- 

semble, doivent étre considérés comme formant une surface déve- 

loppable; et, par conséquent, le faisceau réfléchi paraîtra, lui 

aussi, émaner d’un point unique. | 

On peut établir cette conclusion d'une manière plus rigoureuse 

en donnant le complément suivant à notre première proposilion. 

Imaginons un rayon AM venant rencontrer cn M la surface réllé- 

chissante et se réfléchissant suivant un rayon MB; et. supposons 

que AM fasse partie d'une développable qui se réfléchit suivant une 

développable. Lorsqu'on passera de. AM au rayon infiniment 

voisin A'M', le plan AMB sera remplacé par un plan A'M'B' qui 

coupera le premier suivant une droite au@, «, u, f étant les points 

de cette droite situés respectivement sur AM, sur Ja normale en M 

et sur BM. Les plans AMB, A'M'B' passant par deux génératrices 

infiniment voisines de la développable engendrée par AM, Ja 

position limite de « est le point de contact du rayon AM avec la 

courbe qu'il enveloppe; et, de même, 8 est le point de contact du 

rayon réfléchi BM avec l'arète de rebroussement de là développable 

engendrée par ce rayon. Quant à y, c’est évidemment Le point où la 

normale au point M' de la courbe d'incidence infiniment voisin 

de M vient couper le plan AMB. Nous avons donc le théorème 

suivant :. 

. Quand une développable se réfléchit suivant une dévelop- 

pable, la droite qui joint les points de contact. des rayons in- 

cident et réfléchi avec les courbes qu’ils enveloppent vient 

couper la normale à la surface réfléchissante au point où la 

surface gauche formée par les normales en tous les points de
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la courbe d'incidence est langente au plan du rayon incident et du rayon réfléchi. 

En particulier, quand il s'agit d’un axe Optique, qui est né- cessairement situé dans un plan rincipal, toutes les normales ? infiniment voisines de la normale viennent Couper ce plan en un point dont la position limite coïncide avec celui des deux centres principaux où le plan principal est tangent à la surface des centres. Si y désigne ce centre, on voit que 8 devra être sur la ligne «y; el celte construction est toujours la même, quelles que soient les ] , 1 développables formées par les rayons incidents. Si donc ceux-ci émanent de a, les rayons réfléchis paraitront émaner de 8. 
Les propriétés établies donnent lieu à un certain nombre de Conséquences qu'il ne sera Pas inutile dénoncer explicitement. Si les rayons incidents sont formés par un Système d’axes op- tiques de la surface, les développables incidentes se réfléchissent suivant d’autres développables, que les rayons incidents soient ou ne soient pas normaux à une surface. En dehors de ce cas excep- Lionnel, on peut dire que, si la réflexion ne détruit pas les deux séries de développables, Supposées distinctes, formées par les raÿons incidents, ceux-ci sont nécessairement normaux à une surface. Nous avons vu en effet que, si le rayon incident AM est donné, les deux seules droites qui puissent être les langentes en M de la trace d’une développable sur la surface réfléchissante sont . dans deux plans reclangulaires passant par le rayon incident. Donc, si les deux séries distinctes de développables formées par les rayons incidents doivent subsister après la réflexion, il est né- Cessaire qu'elles se coupent à angle droit et qu'elles découpent sur la surface réfléchissante un Système conjugué. Ces deux conditions Sont d’ailleurs suffisantes. Ainsi : 

Toutes les fois que les deux séries de développables formées Par les rayons incidents se réfléchissent toutes suivant des dé- veloppables, les l'AYORS incidents sont normaux à une surface, & moins qu'ils ne constituent un des quatre sysièmes d’axes : Optiques de la surface. 
. Pour que des ra J'ons incidents normaux à une surface aient - leurs développables conservées par la réflexion, il faut et it
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suffit que ces développables découpent sur la surface réfléchis- 

sante un système conjugué. 

434. Considérons, par exemple, une surface (£), que nous sup- 

poserons quelconque, et des rayons lumineux émanés d’un point 

O. Ces rayons lumineux, qui forment un système (D), se réflé- 

chissent sur (£) et donnent un système (R) de rayons réfléchis 

normaux à une surface (%,), enveloppe des sphères qui passent 

par le point O et ont leur centre sur (£). Cette surface (Si) est 

évidemment homothétique à la podaire de O par rapport à (£); 

car elle est le licu des symétriques du point O par rapport à tous 

les plans tangents de (£). Soit OM un rayon incident se réfléchis- 

sant au point M de (£). Supposons l'œil placé en un point O’ sur 

la direction du rayon réfléchi; il recevra un pinceau de rayons 

émanés de O et réfléchis dans la région de (£) qui avoisine le 

point M. Ce pinceau de rayons réfléchis, formé par des normales 

à (M), aura, en général, deux lignes focales, perpendiculaires 

l'une à l’autre et placées aux deux centres de courbure principaux 

de (®,) qui sont sur la normale O’M. L'image du point lumineux, 

pour l'observateur placé en O', sera plus où moins confuse; elle 

sera rapportée par cet observateur à un point qu'aucune règle 

précise ne permet de déterminer. Mais, dans le cas particulier où 

la ligne OM est un des axes optiques du point M, tous les rayons 

réfléchis paraîtront émanés d'un point unique que nous avons 

appris à construire. L'image du point lumineux sera devenue nelle 

et les rayons réfléchis auront un foyer qui pourra être réel ou 

virtuel. Le point M a reçu de Dupin le nom d’ombilic catop- 

trique justifié par l’analogie qu'il présente avec les ombilics ordi- 

naires, avec lesquels il se confond d’ailleurs lorsque le rayon 

incident est normal à la surface. Si la surface (©) est du second 

degré, il y aura, pour chaque point O, douze ombilics catop- 

triques, dont quatre seront réels, situés à l'intersection de cette 

surface et des deux génératrices rectilignes de l’hyperboloïde 

homofocal qui passe au point O. 
Ici les rayons incidents, de quelque manière qu'on les assemble, 

forment toujours des cônes et, par suite, des développables. Pro- 

posons-nous de déterminer les cônes formés par les rayons inci- 

dents auxquels correspondent des rayons réfléchis formant une
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développable. D’après les propositions précédentes, ces cônes 
devront découper sur la surface réfléchissante deux systèmes de 
lignes conjuguées qui paraîtront se Couper à angle droit lorsqu'on 
les regardera du point O. D'ailleurs la détermination de ces cônes 
équivaut à celle des lignes de courbure de la surface (5) ou, ce qui est la même chose, de la podaire de-(Z) relativement au point 
O. Ainsi : 

‘ Étant donnée une surface (£) et un point O, les lignes de 
courbure de la podaire de (©) relative au point O corres- 
pondent à deux systèmes de lignes conjuguées tracées sur (5) 
el qué paraïssent se couper à angle droit pour un observateur 
placé en O. 

Cette proposition, que le lecteur établira très simplement d’une manière directe, permet de déterminer les développables formées 
par les rayons réfléchis lorsque la surface (©) est du second degré. 
On obtient alors la construction suivante, que nous nous conten-. 
terons d’énoncer : | | 

Les courbes d’incidence des cônes qui se réfléchissent suivant des développables sont à l'intersection de (©) et des cônes du second degré, de sommet O, homofocaux au cône de même 
sommet circonscrit à (S); elles sont aussi les courbes de contact des développables circonscrites à (S) et à l’une quelconque des 
surfaces du second degré qui passent par l'intersection de'(=) 
et de la sphère de rayon nul ayant Pour centre le point ©. 

455. Dans deux Notes publiées en 1872 (1), M. Ribaucour a indiqué d'autres applications très intéressantes du théorème de Dupin. Elles reposent essentiellement sur la remarque suivante, qui est à peu près évidente : 

Pour que les développables d 'une congruence découpent sur une surface du second degré un réseau conjugué, il faut et il suffit que les deux plans focaux de chaque droite de la con- 

    

() Rivaucour, Sur la théorie des lignes de courbure (Comptes rendus, t. LXXIV, p. 1489 et 1970, 1 semestre 1872).
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gruence soient conjugués par rapport à celte surface, c’est-. 
à-dire que chacun d’eux contienne le pôle de l’autre (1). 

La condition précédente étant indépendante du point où chaque 

droite de la congruence coupe la surface, on en déduit tout d'abord 
la proposition suivante : 

St les développables formées par les droites d’une con- 
gruence découpent, à leur entrée, un réseau conjugué sur une 

surface du second degré, elles découpent aussi à la sortie un 
second réseau conjugué. 

Considérons maintenant le cas où les développables se coupent 

à angle droit. On aura alors une congruence de normales (1) dont 
les développables découperont, par hypothèse, un réseau conjugué 
sur la surface du second degré (S). Les deux plans focaux de 

chaque droite (d) de la congruence, étant à la fois normaux et 

conjugués par rapport à (S), seront aussi conjugués par rapport à 

toutes les surfaces (S;) qui sont homofocales à (S); par consé- 
quent, les développables de ([) découperont, sur toutes les sur- 
faces (S;), soit à l'entrée, soit à la sortie, des réseaux conjugués. 
Si donc on envisage les droites de la congruence comme formant 

un système de rayons incidents (1), on pourra faire réfléchir ces 
rayons sur une quelconque (S,) des surfaces (S;). On aura ainsi 
un premier système de rayons réfléchis (I,) dont les développables 

correspondront à celles de (1); et, comme elles découpent sur 

(S:) le même réseau conjugué que les développables de (T), elles 

découperont encore sur toutes les surfaces homofocales des ré- 
seaux conjugués. On peut, maintenant, faire réfléchir le faisceau 
(LH) sur une autre surface homofocale (S:); et ainsi de suite. En 
‘continuant de cette manière, on obtient une suite, en général 

illimitée, de congruences de normales (1), (11), (12), ... dont les 

développables se correspondent mutuellement et découpent sur 

  

(*) Soit, en effet, M un point de la surface, (4) la droite de la congruence qui 
passe en ce point et Me, M£' les traces des deux plans focaux de cette droite sur 
le plan tangent en M. Le plan focal passant par M£ a, comme on sait, son pôle 
sur la tangente conjuguée de Mt. Pour que les deux plans focaux soient con- 
jugués, il est donc nécessaire et suffisant que M£ et M4 soient des tangentes 
conjusuéecs. É 

D. — II. ', . ‘19



290 LIVRE IV. — CUAP. XIII. — DROITES NORMALES A UNE SURFACE. 

toutes les surfaces homofocales des réseaux conjugués. Si l'on veu 
suivre un des rayons incidents, on reconnaitra aisément que les 
deux surfaces homofocales qui sont tangentes à ce rayon de- 
“meurent aussi tangentes à toutes ses positions successives. 

Ces propriétés si élégantes nous ont paru mériter d’être si- 
gnalées. Dans le Chapitre suivant, nous allons poursuivre cette 
étude, qui nous permettra d'ailleurs de compléter les résultats 
donnés plus haut sur les lignes géodésiques des surfaces du second 
degré.
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CHAPITRE XIV. 

LA SURFACE DE M. LIOUVILLE 

ET LES SURFACES DONT LES PLANS PRINCIPAUX SONT CONJUGUÉS 

PAR RAPPORT À UNE SURFACE DU SECOND DEGRÉ. “ 

Les surfaces dant les plans principaux sont conjugués par rapport à une surface 
du second degré. — Théorème de M. Ribaucour relatif aux développables. 
formées par les normales. — Indication de deux surfaces remarquables satis- 
faisant à la définition précédente. — Système des surfaces homofocales du second 
degré. — Surface qui admet pour normales les tangentes communes à deux 
homofocales. — Lignes géodésiques de l'ellipsoïde. — Équation en coordonnées 

elliptiques d'une droite quelconque; théorème de Jacobi relatif à l'intégration 
des équations abéliennes les plus simples. — Propositions analogues aux théo- 

rèmes de M. Chasles sur les polygones de périmètre maximum ou minimum in- 

scrits ou circonscrits à une cllipse. — Intégration de l'équation aux dérivées 
partielles des surfaces dont les plans principaux sont conjugués par rapport. à 
une surface du second degré. — L'intégrale générale est de forme transcendante, 

mais le théorème d’Abel permet de définir un nombre illimité de solutions 
algébriques. — Extension de la méthode précédente à Ja détermination d’un 
système triple orthogonal qui dépend de trois fonctions arbitraires d’unc va- 

riable. 

436. Considérons, d’une manière générale, une surface (©) 
dont les plans principaux soient conjugués par rapport à une sur- 

face du second degré (S), représentée en coordonnées tangen- 

ielles par l'équation 

(1) | Aut+ Be? + Cwi— pi = 0. 

Soient u,s,1w, p les coordonnées d’un plan tangent quelconque 

de (£). Nous supposerons que l’on ait 

(2) ut Hp Hiwiz=i 

et que l’on ait choisi comme variables indépendantes Jes para- 

mètres « et @ des lignes de courbure. On pourra écrire alors 

(3) de + de + dt = e de + g di, . . 

et u, vw, w, p seront (n° 431) des solutions particulières de
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l'équation 

( DB 2e DH HU 
D'autre part, l'équation du plan tangent à la surface étant 

(5) . uX+vY+wz+p=o, 

les plans principaux sont définis par les équations suivantes 

du. dv dw dp 

du. de,  dw op _ | fase Dr der 

que l’on obtient en prenant les dérivées de la précédente par rap- 
port à « et à $. La condition nécessaire et suffisante pour que ces 
plans soient: conjugués par rapport à la surface du second degré 
(S) est, comme on sait, 

_ du du. de de. ,dw de  dp dp (7) An Dot 0x 03 01 03 

Or cette condition est équivalente à la suivante : la fonction 

(8) s=aAu+Be+ Cwr— pt 

doit être une solution particulière de l'équation linéaire (4); de 
sorte que la recherche des surfaces (£) qui satisfont à la condition 
indiquée peut se ramener au problème suivant :. | 

Trouver une équation de la forme 

20,0, 00 
(9) 0203 RTS 93 

admettant cinq solutions particulières U, 0, ,p,c diées par 
les relations (2) et (8). ° 

Cette forme particulière donnée au problème va nous conduire 
à une propriété de la surface (©). Remplaçons successivement, 
dans l'équation (4), 0 par U, V, , p; et ajoutons les équations 

‘ , . pe, . du obtenues, après les avoir mulipliées respectivement par A 5” 
de di dp = %, . , se B=— C 7° — 3; En lenant compte de l'équation (>), nous au,



LA SURFACE DE M. LIOUVILLE. 293 

LA) (87 
“D ee) (8) 

En intégrant, on trouve 

co af) nf af) (2) 
2, désignant une fonction de #; et, si l’on remplace e par sa valeur 
déduite de l'équation (3),ona : 

Go a=a)() +205) + Ga (7) (CE) =. 

Tout étant sy métrique cenxet£ P, on peut joindre à à cette relation 

la suivante 

do dw dp\? 

(a) ro) Ga) 
où f, est une fonction de £. 

du (12) Aa B)(%) + ( 

Si l’on se reporte aux équations (6), on reconnaît que ces rela- 

Lions expriment la propriété suivante : 

rons 

Les normales à la surface cherchée en tous les points d’une 
ligne de courbure de la surface (S) forment une développable 

qui est circonscrite à l’une des surfaces du second degré ho- 
mofocales à (S). 

En effet, l'équation (11) exprime que le plan principal qui cor- 

_ respond à la ligne de courbure (x) demeure tangent à une surface 
homofocale dont le paramètre x, ne dépend que de «. 

La propriété précédente est due à M. Ribaucour qui l’a énoncée 
dans les articles déjà cités; le lecteur pourra l’établir aussi par la 
Géométrie. 

457. Nous laisserons de côté, dans l'étude qui va suivre, le cas 
où l’une des fonctions «,, 8, se réduirait à une constante. Alors 

une des nappes de la surface des centres de (£) se réduira à une 

surface (S,) homofocalc à (S). Il suffira évidemment, d’après les
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remarques que nous avons présentées au n°441, de traccr sur (S,) 
une famille quelconque de lignes géodésiques ; leurs tangentes 
seront les normales de la surface cherchée. L'étude de ce cas spé- 
cial se ramène donc à celle des lignes géodésiques d’une surface 
du second degré, que nous présenterons plus loin. 

On peut, dès à présent, indiquer des solutions assez étendues 
du problème proposé. Considérons la surface définie en coordon- 
nées tangenticlles par l'équation 

(13) Au + Bot + Cint — pt? — 2au + 20v +acw + ahp+k, 

où a, b,c, h, # sont des constantes quelconques et où l’on sup- 
pose u, #, sv liés par la relation (2). Pour tous les points de cette 
surface, la solution que nous avons désignée par ç sera une fonc- 
tion linéaire de &, #, w, p ct, par suite, elle satisfera aussi à l’équa- 
tion (4). Donc : | 

La surface représentée en coordonnées tangentielles par 
l'équation (13) jouit de la propriété que les normales en tous 
les points d’une ligne de courbure soient langentes à une 
même surface du second degré homofocale à (S). 

Ce théorème équivaut, évidemment, à l'intégration de l’équa- 
“tion différentielle des lignes de courbure: car, si l'on exprime 
que la normale est tangente à une surface homofocale déterminée, 
on. aura une équation en termes finis qui déterminera le lieu 
décrit par le pied de la normale. | 

Nous retrouverons plus loin la surface définie par l’équa- 
tion (13). | 

458. On peut répéter la théorie précédente en coordonnées 
ponctuelles. Soient +, 7", 3 les coordonnées d’un point de (£) et 
posons | 

(1) 2r=m+yr ps, 

Nous savons (n° 143) que x, y, , r, considérés comme fonc- 
tions des paramètres z, 8 des lignes de courbure, satisferont à une 
équation de la forme 

(5) 90. m 2 ‘ 2 = 0208 gx "093 0
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Les plans principaux de la surface auront ici pour équations 

. dr , dY 03 dr 

6) Na + Yon 9 dm 
16 

.0æ dy  ,95 dr 
(X 55 + Y5 + — 

En exprimant qu'ils sont conjugués par rapport à (S), nous 

obtiendrons la relation ' 

dx dr dy dy 03 93  dror: 
9x 08 Dos 03 0 — 3 TE TD = 0. 

À 0x 03 0x 05 

- Cette équation exprime que la fonction 

(15) s=Ar+Byi-+Cst—7? 

est une solution particulière de l'équation (15); et le problème 

est ramené à trouver une équation de cette forme pour laquelle” 

on ait cinq solutions æ, y, 3,7", 7, liées par les deux relations (14) 

ct (15). 

La surface pour laquelle ces cinq solutions sont liées par une 

relation linéaire à coefficients constants 

(18) s=ax+by+es+dr+e 

est une cyclide générale; elle donne lieu aux mêmes remarques 

que précédemment; et l’on reconnaît ainsi, par une nouvelle 

méthode, que les lignes de courbure de cette surface sont algé- 

briques. 

439. Les deux propositions précédentes nous font connaître 

des surfaces pour lesquelles les développables formées par les 

normales interceptent sur une surface du second degré un réseau 

conjugué. Mais ces surfaces sont loin d’être les seules qui pos- 

sèdent la propriété précédente : si l’on exprime, en effet, que les 

deux plans principaux relatifs à chaque point d’une surface sont 

conjugués par rapport à une surface du second degré, on sera 

évidemment conduit à une équation aux dérivées partielles du 

second ordre. Lorsqu'on emploie les coordonnées ponctuelles, on 

reconnaît aisément que cette équation est linéaire par rapport aux 

dérivées du second ordre de z, mais elle est d'une forme assez
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compliquée par rapport à x,'y, 3 etaux dérivées premières. Nous 
allons montrer qu’on peut l'intégrer; mais nous devons, aupara- 
van, rappeler des résultats très importants que la théorie des sur- 
faces homofocales doit à Jacobi et à M. Liouville. | 

Considérons les surfaces homofocales définies par l'équation 
x. 7? 2° L 

(9) a 5e ee 
  

a— } 

où nous supposerons 

a>œb>ce. 

On peut les distribuer en trois familles (n° 122) [I, p. 155], 
les ellipsoïdes (92), les hyperboloïdes à une nappe (p:) ct les hy- 
perboloïdes à deux nappes (0). Ona 

(20) Pr CL H<b<LI< a; 

si l’on pose | 

À J(u)= (a — u)(D — u)(c—u), un eG) = (ue 5)(u — pu — 5e), 
on aura identiquement 

® 2 r2 2? (22) T ++ is ii 

  

  

a— tu C—u 

et l’élément linéaire de l’espace sera déterminé par la formule 

(23) «= Y LE do, 

la somme Y étant étendue ici, et dans la suite, aux valeurs o, 1, » 
de lindice. . | 

On sait que, lorsqu'on à un système orthogonal quelconque dans lequel l'élément linéaire a pour expression 
(24) ds?= H? ds IF d5 + II? dp3, 

On peut écrire les formules suivantes 

- d6\? /00\? /d6\? 1 /08\!? 0 GG) -o-sE (y. 
. 16 dB, 28 d@; , 08 d8; … 1 08 08; GO Darty tx PRET
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relatives à deux fonctions 6, 6, que l’on suppose exprimées en 

fonction de x, 7, z dans les premiers membres des équations el 

en fonction de », 91, 22 dans les derniers. L’équation 

(27) (0, &)=0 

exprime la condition pour que les deux familles de surfaces 

6 = const., 8, = const. 

se coupent à angle droit. 

Si l'on applique ces formules aux coordonnées elliptiques, on 

aura 

  

(28) 1(8)=Ÿ gen (Ge) 

(29) s@,6)= DE DE 

Cela posé, voici la remarque essentielle que l’on doit à M. Liou- 

ville (). 

460. Il existe évidemment une fonction © dont les dérivées sont 

. données par les formules 

. 98 \? _ pi Apt B ee 
(30) (x) — f TE >? (ê=o,1,2) 

où À et B désignent deux constantes; et cette fonction © satisfait, 

on le reconnaît en appliquant la formule (28), à l'équation 

Gn) , A(8)=1. 

Si l'on remplace A et B respectivement par —(2+ 8) et 2ÿ, 

on a 

D 
les radicaux pouvant être pris avec des signes quelconques. 

Il résulte immédiatement de l'identité (25) que l'équation 

8 = const. 

  

(*)J. Liouvitce, Sur un théorème de if. Chasles (Journal de Liouville, 

t. XVI, p. 6; 1831). Voir aussi L. XII du mème Recueil, p. 418 et suiv.
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représente, en coordonnées elliptiques, une famille de surfaces 
parallèles. M. Liouville a montré que ces surfaces sont cellés 
dont l'existence avait été établie a priori par M. Chasles et dont 
les centres de courbure sont distribués sur deux surfaces homofo- 
cales (n° 442); les constantes « et sont précisément les para- 
mètres de ces deux surfaces. Voici comment on peut établir ectte 
belle proposition. . 

L'équation (31) étant vérifiée pour toutes les valeurs de # et 
de $, on peut la différentier Par rapport à chacune de ces con- 
slantes, ce qui donnera les deux relations 

{ 08 
A (e, Se) = 0, 

08 s(e,5)=0, 

qui ont lieu pour toutes les valeurs de « et de Be 
Si l'on remarque d’ailleurs (n°356) que chacun des termes 

de 6, et par suite O, considéré comme fonction de + et de B, satis- . 
fait à l'équation 

(33) 

a—8)=2 11%, 108 GD (es À) 5303 2027293 

on reconnaitra Immédiatement que l’on peut ajouter aux deux 
équations (33) la suivante . , 

(35) (8, 2%)=0, 
\ 

qui s'obtient en les retranchant l'une de l’autre. 
Différentions enfin par rapport à B la première équation (33); 

nous obtiendrons | 

#6 \ 28 96 A (e, 503) + À (CF ) = 0, 

ou, En tenant compte de l’équation précédente, 

_ 26 06 (36) . (Se m)=0 

équation qu'il serait aisé de vérifier directement. : 
L'ensemble des trois équations (33) et (36) exprime que les
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trois familles de surfaces représentées par les équations 

(35) 8 = const. 

. : J8 - 08 
(33) D 8, = const., 3 6, = const. 

se coupent. mutuellement à angle droit; et, comme la première 

famille est composée de surfaces parallèles, les deux autres le 

sont des deux séries de développables dans lesquelles on peut 

distribuer les normales aux surfaces de lu première famille. 

AGL. I ne reste plus qu'à obtenir la signification des constantes 

« et B. Remarquons d’abord que ces constantes sont réelles toutes 

les fois qu’il en est de même des surfaces parallèles ou, ce qui est 

la même chose, de la fonction 6. En effet, (2) et (#2) sont po- 

sitives; mais /(s,) est négative. Il faut donc, pour que les dérivées 

de @ soient réelles, que L'on ait 

G—a)o—8)>e, (rat 8)<o (22-870 

ces inégalités montrent non seulement que x ct 8 sont réelles, 

mais aussi que l’on a . 

. (39) DLL ALI<E; 

z et 8 pourront être les paramètres de deux hyperboloïdes à une 

nappe, mais non ceux de deux ellipsoïdes ou de deux hyperbo- 

‘ loïdes à deux nappes. . | ° 

Considérons maintenant une des développables représentées par 

l'équation : 
J8 
— = 8,= const. dx 1= const. 

qui, différentiéc, nous donne 

4 . Eu pi À D 

Ge Zen 
On voit que, si ? devient égal à x, on a 

di;= 0. 

Donc toutes ces développables sont tangentes à la surface homo- 

focale dont le paramètre est 2.
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De même les développables 

(41) . 95 = @1= const. 

Sont toutes langentes à la surface homofocale de paramètre $. Par suite, les deux homofocales de Paramètres x et 8 forment bien les deux nappes de la sûrface des centres de courbure pour les surfaces parallèles représentées par l'équation (35). 

462. Nous allons d’abord développer les conséquences des ré sullats précédents en ce qui concerne les lignes géodésiques des surfaces du second degré. 
Les développables 

(42) = = 0,= const. 

élant langentes à Ja surface homofocale de paramètre « ont, par suite, leur arête de rebroussement sur la surface de paramètre 8 (n° AM). Supposons, pour fixer les idées, que cette surface soit. un ellipsoïde : en faisant, dans l'équation précédente, p2= $, on trouvera 

{y ° p— 8 ue ° ni … (33). JV G—5) 0) © VS de cons. 

Cette équation représentera une ligne géodésique de l'ellipsoïde (8), et il résulte des remarques présentées au numéro cité que l’on aura loutes les lignes géodésiques en faisant varier & et la con- Slante du second membre (!). Il suffira d'ajouter que, d’après la forme même de l'équation (43), toutes les lignes géodésiques qui 

    
    

(1) C'est à Jacom que l’on doit, comme l’on sait, la détermination des lignes géodésiques de Pellipsoïde. ( Voër la Note von der geodätischen Linie auf einem Ellipsoid und den verschiedenen Anvendungen einer merksvärdigen analyti schen Substitution, publiée en 1839 au tome XIX du Journal de Crelle, p. 309.) Cette Note, très importante pour l'histoire des idées de Jacobi et de ses décou- vertes en Mécanique, a été reproduite en 1841 dans le Journal de Liouville : CL VI, p. 265). Elle a Provoqué presque immédiatement une foule de travaux in- léressants qui figurent dans les tomes suivants de ce Recueil. Dans ces dernières années, Ja théorie des lignes géodésiques a été reprise par MM. CAYLEY et WEIER. STRASS ct par plusicurs autres géomètres.
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correspondent à une même valeur de. seront langentes à une 

même ligne de courbure de l’ellipsoïde; car, si & est, par exemple, 
le paramètre d’un hyperboloïde à deux nappes, on trouve de = 0 

en faisant p =». 

463. On peut se proposer de déterminer l'élément linéaire de 
l'espace lorsqu'on prend pour coordonnées curvilignes les fonc- 
tions O, O,, @:, c'est-à-dire lorsqu'on rapporte les points au sys- 

tème triple orthogonal formé par les surfaces parallèles (6) et les 

deux familles de développables. Un calcul facile donne alors 

| ds? = de? — 1 Ge Ca — p3) ei) 63) gs . 

ti) ue © | gB— PNB — DB — 82) oz: 
. Ê—% 

Si l'on remplace 04 par $, on aura l'élément linéaire de l’ellip- 

soïde (RP). 

(45) dst= d6?+ 4(p—2)(2— p1) d6i; 

et il suffit d'appliquer un théorème de Gauss que nous donnerons 

plus tard pour retrouver les résultats précédents, c’est-à-dire pour 
reconnaître que les courbes 

8, = const. \ 

sont des lignes géodésiques. La formule précédente fera ainsi 
connaître la longueur de l’arc et les trajectoires orthogonales des 

géodésiques tangentes à une,même ligne de courbure. 

46%. Nous nous sommes étendu sur les remarques précédentes 
qui complètent les résultats déjà donnés au n°442. Nous allons 
maintenant développer d’autres conséquences et considérer les 
deux équations simultanées 

06 08 
(16) 7; — Const. 35 = const., 

qui représentent l'intersection de deux développables appartenant 
à des sytèmes différents, c'est-à-dire une droite tangente aux deux 

surfaces homofocales (a) et(P). 
D’après la définition de 6, la longucur s portée sur la droite à à
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partir d’une origine convenablement choisie sera égale à 6. On 
aura | 

(17) . s = 6. 

Si nous différentions celle équation en même temps que les 
deux précédentes, nous obtiendrons un système que l’on ramènera 
aisément à la forme suivante : 

CN dpi 
TOC = 0 

A pi 2)(pr À) Jtpi) 

  

pi doi _ (48) Dre ° 
> PE ARR Pt 

chaque radical devant être pris avec le même signe dans les trois 
équations. : : 

Les deux premières, qui ne contiennent pas s, sont évidemment, 
en coordonnées elliptiques, les équations différentielles d’une 
droite tangente aux deux surfaces homofocales (2) et (3). 
Cette proposition de Jacobi (*) donne, dans le cas le plus simple, 
linterprétation géométrique du théorème d'Abcl. On voit que les 
équations (48) peuvent être intégrées de deux manières différentes : 
on peut d’abord employer des quadratures qui établiront des re- 
Jations entre des intégrales hyperelliptiques; mais on peut aussi 
les intégrer algébriquement; car il suffira d'écrire les équations 

(49) TEMS+N  Y=ms+n, s=mstn, 

el d’adjoindre à la condition 

mi mt mit 

les deux relations qui expriment que la droite est tangente aux 
deux surfaces homofocales de paramètres a et 8. On remplacera 

  

(1) Voir la Note déjà citée plus haut €t la trentiéme Leçon des Porlesungen 
über Dynamik. On pourra consulter aussi le second Mémoire sur quelques cas 
Particuliers où les équations du mouvement d’un Point matériel peuvent s'in- 
tégrer publié par M. LiouvILLE en 1847 (Journal de Liouville, 1. XII, re série,” 
p. 410). 

‘



LA SURFACE DE M. LIOUVILLE. 303 

ensuite x, 7’, 3 en fonction de p, pas pa et l’on obtiendra les in- 

tégrales algébriques du système (48). Ces intégrales peuvent être 

présentées sous des formes très variées ; mais nous nous attacherons 

surtoul aux propriétés géométriques. 

463. Jusqu'ici nous avons fait abstraction des signes des 

radicaux. Si l’on veut déterminer, par exemple, les droites de la 

congruence qui passent par un point de l’espace, il faudra en 

tenir compte. Considérons 9, 1, p2 comme donnés, les deux 

premières équations (48) déterminent les rapports des différen- 

ticlles do, da, dos. En attribuant aux radicaux tous Îles signes 

possibles, on obtiendra quatre directions différentes et, par suite, 

quatre droites passant par le point considéré. Ces droites sont les 

intersections des deux cônes circonscrits aux surfaces (a) et (8) 

qui ont leur sommet au point considéré; elles sont placées syÿmé- 

triquement par rapport aux trois normales aux surfaces homofo- 

cales qui se croisent en ce point. L'une d'elles donnera toutes les 

autres si on la considère comme un rayon incident qui se réfléchit 

successivement sur les trois surfaces homofocales; et, si l’on veut 

passer de l'une d'elles à celle qui est placée symétriquement par 

rapport à la normale de la surface (gi), il suffira de changer le 

signe du radical qui entre dans les termes en dos. Ces remarques 

très simples nous conduisent à la généralisation suivante des beaux 

théorèmes de Chasles sur les poly gones de périmètre maximum 

ou minimum inscrits ou circonscrits à une cllipsc. 

Considérons un rayon lumineux, tangent aux deux surfaces 

homofocales (x) et (B), qui se réfléchit successivement sur les 

surfaces homofocales (S,), (S:), .... Supposons qu'après un 

certain nombre de réflexions il vienne coïncider avec sa position 
initiale. Nous allons montrer que, s’il en est ainsi, la même pro- 

priété appartiendra à tous les rayons qui sont tangents aux mêmes 

surfaces homofocales que le rayon considéré. En d’autres termes, 

si un polygone est circonscrit à deux surfaces homofocales et 

së ses sommets sont placés sur d’autres surfaces homofocales 

aux premières, de telle manière que la normale en chacun de 

ces sommets à la surface homofocale qui contient ce sommet 

soit la bissectrice intérieure de l’angle formé par les deux 

côtés qui se croisent en ce sommet, il y aura une in/finité de
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polygones ayant les mêmes propriétés, l’un quelconque des 
sommets de ces polygones pouvant se déplacer arbitrairement 
sur la surface qu’il est assujetti à décrire. ° 

Nous supposerons, pour plus de netteté, que tous les sommets 
du polygone décrivent la même surface, par exemple un ellipsoïde 
(E) de paramètre y. Admettons encore que les côtés soient tan- 
gents à un cllipsoïde (Es) de paramètre B, qui sera nécessairement 
intérieur à (E), et à un hyperboloïde à une nappe (H4), de para- 
mètre «&. Considérons les côtés du polygone comme limités aux 
sommets A;, As, As, ... 3 Am. Le polygone sera tout entier entre 
(E) et (E); et, si l’on désigne Par p; Pr, pa les coordonnées ellip- 
tiques d’un de ses points, on aura, d’après cette remarque et les 
inégalités déjà établies, 

(50) TLPa<B<Le<n<i<b<p<a. 

Cela posé, considérons les coordonnées elliptiques de chaque 
point du polygone comme des fonctions de la distance de ce point . 
au sommet initial A,, distance s qui croît de zéro jusqu'à la valeur 
totale du périmètre. Si, pour abréger, on pose | 

(51) Vu) = f(u)(u — 2}(u —8), 

on aura, sur chaque côté, 

ds do do 
+ —"—, —= ; 

A(p) 7 A1) Apr) —° 
2 ds, pride prdpe (2) . |A) Ÿ AG) * Sr) 

pdp . pidn . pidp: 
A(2}:  A(pi)  A(pa) 
  

= ds, 

Îcs radicaux étant pris chaque fois avec le signe convenable. Ces 
équations nous donnent 

dy ds 

A()  (— hi) — pa) 
— ds 53 . ES (53) A(P1)  (p—pipi ps) 

des ds 
  

Apr) (P— pipi 2)
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Par conséquent, lorsque s croitra, Les trois différentielles 

do ___ dn dos 

3)" Sn) An) 

demeureront toujours positives. 

Cette remarque étant admise, intégrons la première équation 
(52), l'intégrale étant étendue à tout le contour P du polygone, ce 
qui donnera 

6 f'e+ [ae fee 
4(#) A(P1) 62) 

Nous allons calculer la valeur de chacune des trois intégrales 

qui figurent dans cette équation. Pour la troisième, 6, commencera 

par varier de y à 8 lorsqu'on passera de A, au point de contact de 
AA avec l'ellipsoïde (£,). Ensuite, lorsqu'on passera de ce 

point de contact au sommet A2, p2 décroîtra de $ à y; mais, 
comme l'élément de l'intégrale doit rester positif, il faudra 

changer le signe de A(52). On aura donc, pour le premier côté, 

  

  
8  . . 

a [ es Comme il en est de même pour tous les autres, la 

dernière intégrale de l’équation précédente aura pour valeur 

an [° des o+ 

A) 

A étant pris avec le signe +. 

Considérons maintenant les deux premières intégrales. Leurs 

éléments ne présentent aucune discontinuité aux sommets du 

polygone. En effet, 5 et s, varient toujours dans le même sens 

  

  

d d 
quand on passe d'un côté au suivant; et, comme TP Pi con- 

. AC)” A1) 
servent leurs signes, il en est de même des radicaux A(o), A(o,); 

octo, varient donc toujours dans un sens déterminé jusqu'à ce 

qu’ils atteignent une des limites entre lesquelles ils sont néces- 

sairement compris; 2, par exemple, doit être compris entre beta; 

s’il a commencé à croître, il atteindra @, puis il décroîtra néces- 

sairement jusqu’à D, ct ainsi de suite; quand on sera revenu au 

point de départ, il reprendra sa valeur initiale, à laquelle il par- 

viendra nécessairement en croissant, comme cela avait lieu au 

départ. On aura done, tous les éléments de l’intégrale étant 
D. — IT. ‘ 20 ,
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f” d; = an f° ds 

A) J, Ko) 

le radical étant pris dans le second membre avec le signe +. 
z est un nombre pair; car il est égal au nombre des points du 

polygone pour lesquels p prend la valeur b; et ces points, qui, 
par suite des inégalités (30), sont les seuls où le polygone coupe 
le plan des xs, sont nécessairement en nombre pair. 

On trouvera de même 

f" di an [° doi 
=—2 > 

S(p1) = A(pi) 

Ie radical À (5,) étant pris dans le second membre avec le signe + 
el n° élant encore un nombre pair. 

En substituant les diverses valeurs vbtenucs dans l'équation, 
on a donc l'égalité | 

84 % d % de 52 . Pa _., [ ae f 1 m = on —. n —— = 0, 
(55) . J A(pe) , A(p) . Si) 

ñ et x" étant des nombres pairs. Si l’on avait employé la seconde 
équation (32), on aurait trouvé de même 

B l a l 2, d: : Pa dpa [ p de f ÉTKCTEES 55 )« ni + A — ——— = 0. (55) L | AG) | As) AG) » 

positifs, 

  

  
  

ÿ 

Nous pouvons conclure immédiatement de ces deux relations 
‘qu'il rest pas possible en général d'inscrire dans l’ellipsoïde 
ur polygone circonscrit aux deux surfaces (E) et (H). 

466. Supposons que les ‘deux équations précédentes soient 
vérifiées et qu'il y ait un polygone (P), inscrit dans (E), circon- 
serit à (Es) et à (ls). Soient u ct, les valeurs de pet des, pour le 
sommet A. Si l’on prend un point B, infiniment voisin de A, et 
que l’on mène de ce point la tangente commune à (Es); (1) qui 
€st Lrès voisine de A, A2, puis que, du point B; où cette tangente 
coupe (E), on mène la tangente commune voisine de Ac A3, et 
ainsi de suite; on finira par obtenir sur (E) un point B° qui sera 
très voisin de Bj, la ligne brisée B, B,.. BB, s’écartant très peu
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de AA:...AmA:. Il faut prouver que cette ligne brisée se fer- 

mera, c'est-à-dire que B, coïncide avec Bi. Soient g' et 2’ les 

valeurs de » et de p4 relatives au point B. Nous aurons évidem- : 
ment 

(67 SP) Sn) S(p1)° 
"  pidor _ pdp | pides, 

(21) ACe) AC)” 

ds ds ” dd) Le dr 

(56) 
      

8 et 8, désignant les coordonnées elliptiques, du point B, et les 
radicaux correspondants ayant les mêmes signes dans les ‘deux 

membres. Ces deux relations peuvent être considérées comme des 

équations différentielles qui déterminent 9 et p, en fonction de 

2 et de p,. Et, comme elles ne se présentent pas sous forme indé- 

terminée pour pu, pi= tu, pu, p==u, elles admettent 

un seul système de solutions déterminé par ces conditions initiales. 

Or ce système est évident; il est le suivant 

, # 
6 À 

# , 
ê Pi êi- 

Donc le point B, coïncide avec le point B,, et la proposition est 
établie. 

Tous les polygones ainsi obtenus sont isopérimètres. Cela est 
évident par la Géométrie; mais on peut aussi le reconnaître en ap- 
pliquant les raisonnements qui précèdent à la troisième équation 

(52). On trouve ainsi que la longueur du périmètre est (!) 

  

8 0 d % de 2 d 
= - _ PI P2 Pi &1 etdp. (57) p=an f AG) en |. sG) +2") 1) 

  

(") Les théorèmes relatifs aux polygones inscrits et circonscrits ont été 
. énoncés par l’auteur dans une Note Sur les polygones inscrits et circonscrits à 
l'ellipsoide (Bulletin de la Société philomathique, L. VII, p. 92, 1850). Mais 
nous préférons renvoyer le lecteur au Mémoire Geometrische Deutung der Addi- 
tions-Theoreme der hyperelliptischen Integrale und Functionen 1. Ordnung 
im System der confocalen Flächen ? Grades, publié par M. O. SrauDr, 

dans les Mathematische Annalen (t. XII, p. r et 145: 1883). Cet intéressant 

travail est, à notre connaissance, le premier qui contienne une application déve- 
luppée des propriétés des fonctions 8 à quatre périodes dans la géométrie des 
surfaces du second degré. Nous renverrons plus spécialement au Chapitre:IV, 

où sont étudiées les propositions relatives aux polygones inscrits et circonscrits- 

I importe de le remarquer; le théorème donné dans le texte suppose essen-
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467. L'étude que nous venons de faire nous a permis de com- 
pléter les résultats donnés au n° 442. Nous allons maintenant re- 

venir au problème que nous avions posé et déterminer les surfaces 

pour lesquelles les développables formées par les normales dé- 

coupent sur les surfaces homofocales un réseau conjugué. Voici 
comment on peut y parvenir. ° 

Soit (E) la surface cherchée et M un de ses points. La normale 
en M est tangente à deux surfaces homofocales de paramètres # et 

P3 € nous savons, d'après le théorème de M. Ribaucour, que l’un 

de ces deux paramètres demeurera constant lorsqu'on se dé- 

placera sur l’une ou l’autre des lignes de courbure de la surface. 

Cela posé, considérons la surface de Liouville (@), dont les .: 
centres de courbure sont disposés sur les deux homofocales (2) 

et (8) : 
(58) x f EEE GES D y = CG; 

et disposons de Ja constante C de telle manière que la surface (6) 
soit tangente en M à la surface (Y). C sera évidemment une 

fonction #(z, 8) de x et de 8, de sorte que la surface cherchée 

sera l'enveloppe des surfaces (6) représentées par l'équation 

(59) 0=5(2, 8), 

lorsqu'on fera varier et 2 - Pour avoir le point M de contact, il 

faudra joindre à l'équation précédente ses dérivées par rapport à 

  

ticllement que les côtés du polygone soient formés par les parties réelles et nou 

virtuelles du rayon réfléchi. Il existe des polygones fermés d'une tout autre na- 

ture. Étant donnés, par exemple, deux ellipsoïdes homofocaux (E,), (E,) si, par 
une droite quelconque, on leur mène des plans tangents, on aura quatre points 

de contact @&, à, sur (E,), @,, b, sur (E,). Le quadrilatère a, a, bb, sera tel que 
les bissectrices des angles a,, d, soient les normales de (E,), et les bissectrices 
des angles a, b, les normales de (E,), mais il ne constituera pas une route réelle 
pour un rayon lumineux; deux de ses côtés seront forinés par les parties vir- 
tuclles des rayons réfléchis. De tels polygones mériteraient aussi d’être étudiés; 

Jcur théorie offre les rapports les plus étroits avec celle de l'addition des fonc- 

tions hypercllipliques et de certaines surfaces algébriques que nous définirons 

plus loin.
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Or il résulte de l'étude que nous venons de faire que ces deux 

équations, considérées indépendamment de la première, repré- 

sentent en coordonnées elliptiques la normale commune en M 
aux surfaces (9) et (£). Si l’on fait varier « ou 8 seulement, il 
faut que la normale engendre une surface développable. Faisons 
varier & par exemple; les deux équations nouvelles que l’on 
obtiendra 

08 _ 4 26 __d# 
dx? _ dx 0x 03 ” 0:03” 
      (61) 

jointes aux équations (Go), détermineront le centre de courbure 

principal et devront, par suite, se réduire à trois. Cette condition, 
‘qui est nécessaire, est d’ailleurs suffisante. 

Or on a, d’après l'équation (34) à laquelle satisfait ©, 

ge 1 of _0f 
V3108 — 3 0x 03} 

Remplaçant -ÊŸ par sa valeur tirée de la seconde équation (G1), 
Te 

on trouve 

SA _rfof  df\ 6: 3) —=-(—=—-—) (62) Ge; (& %) 

Réciproquement, si #(a, 8) satisfait à cette équation, les quatre 
équations (60), (61) se réduiront à trois. La question proposée 
est donc complètement résolue, et nous pouvons énoncer le théo- 
rème suivant : 

Les surfaces dont les plans principaux sont conjugués par 

rapport à une surface du second degré, et, par suite, par rap- 

port à ‘toutes les surfaces homofocales, se divisent ‘en deux 

classes. Les unes, considérées au n° 457, ont leurs normales 

tangentes à une même surface homofocale et leur théorie se 
ramène à celle des lignes géodésiques de cette surface. Les 

autres sont les enveloppes des surfaces de Liouville définies 
+
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par l'équation 

° PE orale : RE 2 
où (4,8) est une solution quelconque de l'équation ti- 
néaire (G2). 

468. Cette équation linéaire a été déjà rencontrée plusieurs 
fois (n° 356). Nous savons l'intégrer par l'application des mé- 
thodes de Poisson et de Riemann. Son intégrale générale est 
transcendante et de forme compliquée, mais l'application du 
théorème d’Abel va nous permettre de reconnaître qu'il existe une 
infinité de surfaces algébriques détcrminées par l'équation pré- 
cédente. | | 

. Posons, pour abréger, 

Gi) F(u)=(u— au — B) f(u) = j(u — au B)(a — u(b— u)(e— 1), 

et soient P(u) et Q(u) deux polynômes | 

P(u)= ur +mur1+..., 

Q(u)= nur-3+ niup-s +... 
. {65) 

Considérons l’équation 

(66) P(u)—F(u) Qu) = 0,. 

et désignons ses racines par N 

Ps Pis Pa dis las. Rips. 

Ces racines, au nombre de 2p, dépendent des 2p — 2 coeffi- 
cients qui entrent dans P{u) et Q{u); mais nous supposerons 
toujours que l’on ail 

{G3) n=C, 

G désignant unc constante numérique, de sorte que les deux poly- 
nômes conticndront seulement 2p — 3 coefficients arbitraires. Il 
ÿ aura donc entre les racines trois relations, qui conliennent d’ail- 
leurs x et 8. Nous allons montrer que, si l’on élimine « et £, 
et si l’on regarde L,, ... lap_s Comme des constantes, on aurä, en 
coordonnées elliptiques, l'équation d'une, des surfaces cherchées.
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En cflet, d’après le théorème d’Abel et l'hypothèse que nous 

avons faite sur le coefficient n, les relations entre 5, 51, 52, æ, 8 se 
présentent sous la forme transcendante suivante : 

DFE DE 

VE (pi) VEC&) 
LS doi = Ÿ dl 
    (68) 

  

ai) VE(pi) VE) 

ei due _ hi dhi 

2 VE) 2 VÉC:) 

On verra aisément que ce système est celui que l’on oblient ‘ 

lorsqu'on introduit dans l'équation (63) la solution particulière 

suivante de l’équation (62) 

(69) C8) = Z EPS D ns 

et lorsqu'on joint à cette équation ses deux dérivées prises par 
rapport à « ct à f. . 

Les surfaces que nous venons de définir paraissent mériter une 
‘étude approfondie. Elles comprennent comme cas particulier les 

surfaces du second degré et les cyclides, lorsque p est égal ou infé- 
rieur à 4. Les normales donnent lieu à des propriétés remarquables 

relatives à leur réflexion sur les surfaces homofocales de paramètre 
_h3. Nous nous contenterons d’ indiquer ici comment on obtiendra 

les équations qui déterminent Ja surface. 
Dans l'identité 

(Go) P'(u)— Qu) F(u)= Cu p)Cu— pi)(u— pe) Cu — hi), 

on fera d'abord u — hi, ce qui donnera 2p — 3 équations 

P Chr) = Q(r) VF), 

qui, jointes à l'équation (63), feront connaître les cocfficients 

de P(u) et de Q(u) en fonction rationnelle des radicaux 

WQhki— 2)(hi— $). Puis on substituera dans l'identité (50) les 
valeurs &, D, c pour u; ce qui donnera des équations de la forme 
suivante : 
  

P(a) 2 ECC CT),
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c'est-à-dire 
. 

(71) Pa)= V(a—5)a —c)2ia—), 
æ désignant l'une des coordonnées rectangulaires du point de la 
surface cherchée; on obtiendra des expressions analogues pour 3- 
et =. Les coordonnées rectangulaires sont donc des fonctions ra- 

. os , . 
° . LE tionnelles, à dénominateur commun, desradicaux VO a) (hi B). 

La même propriété appartient aux coordonnées pentasphériques 
et l’on reconnaît aisément que la surface ne coupe le plan de 
l'infini qu'en tous les points du cercle de l'infini. 

469. Les propositions précédentes comportent une généralisa- 
lion que nous allons indiquer, bien qu'elle ne se rattache pas 
directement au sujet traité dans ce Chapitre. 

Considérons, d’une manière générale, un système orthogonal 
pour lequel l'élément linéaire soit donné par la formule 

  

(72) ds= EVE) ge 
Ê 

où l’on a 
LOU) = Qu — 5) — pi)(u — ps), 

et où f(p) est un polynôme algébrique. La forme précédente de 
l'élément linéaire convient à deux’ systèmes déjà rencontrés, 
celui des surfaces du second degré et celui des cyclides; et ces 
systèmes sont d’ailleurs les seuls pour lesquels elle ait lieu. La 
condition d'orthogonalité prendra la forme 

ÿ'/(p:) 96 9e, 73 A(9,68,)= M D 2 1 (73) GO) N ÈS De 
+ . D’après cela, posons 

» : Gen). (62) e= > {ED r di. 

La fonction ©, considérée comme dépendante de +, 8, ÿ satis- 
fera aux trois équations 

‘0x8 2 0x 2 08  ? 

d16 1 06 1 00 (75) BDs ti 

C ) 28 19,1% ‘ 
1% dY0x 207 203 °
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Ccla posé, $ étant une fonction de «, 8, y satisfaisant aux lrois 

équations précédentes, considérons le système | 

(6) 28 _df 98 _0f 98 _9f 
/ 0x 0x” 03 03’ dy dy 

qui détermine o, f, y en fonction de 9, pr, p2. Nous allons montrer 

que «, 8, y sont les paramètres de‘trois familles d’un système 

orthogonal. 

On! peut joindre, en effet, aux relations précédentes les suivantes 

98 _ of 08 _ vf 018 __df 
0208 0203  Oxdy 020 00 0B0f 
  (37) 

qui en sont des combinaisons linéaires en vertu des équations (75). 

Or, si l'on différentie les équations (76) en tenant compte des 

précédentes, on aura 

  

  

02? dx? 

ee 26 [00 Af\ » 

28 00 0 
| PRE TE Far = 0 

le signe d indiquant les différentielles prises par rapport à 6, fs 

2. seulement. Ces formules permettent de calculer immédiatement 

les dérivées de x, 8, par rapport à 6, ps, pa et de vérifier la re- 

lation d’orthogonalité. 

Le théorème ainsi établi comprend comme cas particulier le 

précédent, qui s’en déduit en faisant y — ce. La fonction F(2, 8,7%) 

contient dans son expression la plus générale trois fonctions 

arbitraires d’une variable; mais, ici encore, on peut appliquer le 

théorème d’Abel et obtenir une infinité de systèmes orthogonaux 

algébriques. Nous nous contenterons maintenant de ces indica- 

tions.
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CHAPITRE XY. 
LES CONGRUENCES DE'CERCLEFS ET LES SYSTÈMES CYCLIQUES. 

Définition de certaines Congrucnces spéciales dans lesquelles chaque courbe est rencontrée seulement par deux courbes infiniment voisines. — Cas où les courbes de la congruence sont des cercles. — Enveloppes d'une famille de sphères dépendant de deux Paramètres, — Lignes Principales de l'enveloppe. — Elles correspondent à un Systémé conjugué tracé sur la surface des centres des sphères. — Étude détaillée du cas où les lignes de courbure se correspon- dent sur les deux nappes de l'enveloppe. — Les six coordonnées de la sphère variable satisfont alors à une même équation linéaire aux dérivées partielles ‘du second ordre. — Les systèmes cycliques de M. Ribaucour; théorèmes divers. — Différentes manières d'obtenir des systèmes cycliques. — Pour que les lignes asymptotiques se Correspondent sur les deux nappes de la surface focale d’une congruence rectiligne, il faut et il suffit que Îles six coordonnées de chaque droite de Ja Congrucnce vérifient une même équation linéaire du sccond ordre. 
‘ 

  

410. Les propriétés des équations linéaires du second ordre, que nous avons employées surtout dans la théorie des congruences rectilignes, peuvent être appliquées aussi à l’étude. de certaines Congruences particulières formées avec des courbes de degré quelconque. | 
Considérons des surfaces (©) représentées par une équation de 

la forme 
. 

i=n | 

@) . Da (Er, 7,3)=0, 
é=t 

où les symboles »; désignent des fonctions déterminées de x, y, z et où les coefficients A; sont des constantes arbitraires. Si l'on prend, par exemple, en faisant { — Â, | 

E T, Jr #) 

our Jes fonctions Gë On aura l'équation la plus générale d’un F4 q P D plan. Si, faisant i — 5, on ajoute aux fonctions précédentes 
S nr 3 ai+yi+ st,
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on a l'équation d'une sphère, et ainsi de suite. Il est clair que, si 

l'on choisit convenablement le nombre ë et les fonctions &;, on 

peut obtenir l'équation la plus générale des surfaces algébriques 

qui passent par un nombre déterminé de points fixes ou con- 

liennent certaines courbes fixes. 

Deux surfaces (£) se coupent suivant une courbe (C) définie 

par deux équations de la forme 

d'art, F5) — O0; 

(2) É 
D Brei(æs 3) = 0; 

et il est clair que deux courbes (C) ne peuvent se couper en des 

points distincts dont le nombre dépasse celui des points communs 

à trois surfaces (Y). Il faudra, pour que ce nombre maximum soit 

atteint, qu’il yait une relation linéaire entre les premiers membres. 

des équations des deux courbes. Par exemple, si les surfaces (©) 

sont des sphères, les courbes (C) seront des cercles; et, pour que 

deux cercles se coupent en deux points, il faut que lune des 

quatre équations qui, prises deux à deux, représentent les deux 

cercles soit une combinaison linéaire des trois autres. | 

Cela posé, supposons que les coefficients A;, B; soient des 

fonctions quelconques de deux paramètres variables & et b: on 

obtiendra une congruence de courbes (C). Nous allons chercher 

la condition pour que chacune de ces courbes soit coupée dans le 

nombre maximum de points par deux courbes infiniment voi- 

sines de Ja congruence. 

Substituons aux variables a et b les deux fonctions p ets, de 

ces variables qui demeurent constantes lorsqu'on associe les 

courbes de la congruence qui se coupent consécülivement. Si l'on 

joint aux équations (2) leurs dérivées par rapport à p 

Q dA; 

D at s)= 0 / 

0B: A2 
| Dar 0 

on aura à exprimer que les premiers membres des équations (2) 

et (3) sont liés par une relation linéaire; ce qui conduit à unc 

@)
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série de relations de la forme 

(4) MEN pass QD, 

où M, N, P, Q sont des fonctions déterminées de p etdeg,; etil faudra qu’il en soit de même lorsqu'on prendra les dérivées par Fapport à p1, ce qui donnera les relations analogues 

(5) M D NE = PA QD 
qui doivent avoir lieu, comme les précédentes, pour toutes les valeurs de l'indice £. 

On peut résoudre comnie il suit le Système des équations (4) 
x et (5). Substituons à la fonction A; la combinaison linéaire 

MA;+ NB;, 

ce qui ne change pas les équations de Ja courbe (C). L'équation (4) prendra la forme 
‘ JA 

CL 
ct clle déterminera B; ('). Si l’on porte la valeur ainsi obtenue dans la seconde équation (2) et dans l'équation (5), on est conduit 
au résultat suivant : 

Les équations qui déterminent les courbes (C) doivent étre 
de la forme 

‘ 
DA Gi(æ, Jr 3) = 0, 

(6) É 
0A; : 

Der, 7,3)= 0, 

    

(*) L'hypothèse que l’on néglige, où Q serait nul, ne peut conduire qu’à des Congruences comprises dans la formule générale que nous allons obtenir ou à celles qui sont définies par les deux équations 

Du) PT 7, 5) = 0, 

D a) LT, 33 2) = 0, 

qui ne sont pas données, il est vrai, par le système (6), mais qui sont comprises | Comme cas particulier dans les formules (12), que nous substitucrons plus Join aux équations (6). | 
4
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les différentes fonctions A; étant des solutions particulières 

d’une même équation linéaire 

220 90 09 
on os bn 00 

où a, L, c désignent des fonctions quelconques de » et de s. 

471. Cette proposition permet d'obtenir sans aucunc intégra- 

tion les congruences cherchées. Supposons, par exemple, que l'on 

veuille déterminer toutes les congruences de cercles pour lesquelles 

chäque cercle est coupé seulement par deux cercles infiniment 

voisins, mais en deux points par chacun d'eux. On choisira cinq 

fonctions quelconques ; de deux paramètres x et 8 et l'on écrira 

l'équation linéaire de la forme 

0, 020 029 0 00 ui 
— +) PSM EN 3 + P10 = PPT Î 08? Mt Mg lite, OS . 

ra 

  

dont les cocfficients sont déterminés par la condition que l’équa- 

tion admette les cinq solutions particulières f;. Les cercles de la 

congrucnce seront déterminés par les deux équations 

| Dur = 0, 

| Din+n}ne, 

où æ; sont cinq fonctions linéaires de 2? +J?+%°,x,},5,1, 

par exemple les coordonnées pentasphériques d’un point, et où 

(9) 

m pe | ue se . Mean 
le rapport — est défini, par la condition que l'équation différen 

uelle 
ndx— md =0 

soit celle de l’une des caractéristiques de l'équation (8). En cllet, 

si l'on ramène l'équation (8) à la forme normale, en intégrant les 

équations différenticlles des caractéristiques, les équations (9) 

prendront précisément la forme (6). 

Revenons à ces équations générales; p et p4 n’y entrent pas 

symétriquement; mais on peut obtenir des formules plus élé- 

gantes. Nous avons vu, en effet, au n° 402, qu’étant donnée une 

solution quelconque À de l'équation (3), il est possible de trouver
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unc fonction 5, telle que l’on ait 

07 9° 05 _— — j _— — = h!{ 
(10). 7 mÜ+ nr D” 3h pt, 

5 satisfaisant à une équation de la forme 

@n ds +a% pod _, 
d5 05; DU Pdn 

À chacune des solutions Ai correspondra de cette manière une 
solution a; de l'équation en + et les équations (6) prendront la 

da; » 
> > A9 5) = 0, 

KT da 
Dit, #3)=0, 

forme 

(2) 

où p el o, entrent de la même manière et où les «; sont des solu- 
tions particulières de l'équation (11). Cette détermination nou- 
velle des courbes de la congruence donne lieu aux remarques 
suivantes. 

Étant donnée une congruence quelconque, appelons pour un 
instant surfaces singulières de la congruence les surfaces engen- 

- drées par des courbes de la congruence qui se coupent consécuti-, 
vement. Il ÿ à généralement (n° 315) autant de séries de surfaces 
‘singulières qu’il ÿ a de points focaux sur chaque courbe de la 
congruence. Jci, au contraire, il y a deux séries seulement de 
surfaces singulières. Les unes contiennent toutes les courbes de la 
congruence pour lesquelles 9 a une même valeur; les autres toutes 
celles pour lesquelles e1 demeure constant. On obtiendrait Les 
unes et les autres en éliminant, soit 9, soit 81 entre les deux. équations (12); nous allons montrer que chacune de ces deux 
Équations (12), considérée seule, représente une surface qui est 
tangente, en tous les points de la courbe de la congruence, à l’une 
des deux surfaces singulières qui contiennent cette courbe. 

Posons, pour abréger, 

(13) P=Ÿ 
Au 13); 

P, considérée comme fonetion de 9 et de 4, satisfera à l’équa- 

s
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lion 

, D op oP 
(15) Jos FT 

de dpi 19 

et les équations (12) prendront la forme plus simple 

Us 2P 2 
15) 0 = 0, Ja 

Si nous différentions totalement ces équations, nous trouve- 
rons, en tenant compte de l'équation (14), 

JP d:P dP JP 
LT de —; do =0, La Ÿ ot ds = 0, 

la différentielle d portant seulement sur x,3", 5. L’équation du 

plan tangent à la surface 9 = const. sera donc 

de = 0; 

et il est ainsi établi que la surface représentée par la première des 
équations (12) ou (15) est tangente en tous les points de la courbe 

à une des surfaces singulières. S'il s'agit, par exemple, d’une con- 
gruence rectiligne, les deux équations (15) représentent les plans 
focaux de la droite. Si la congrucnce est formée de cercles, elles 
représentent deux sphères que l’on pourrait aussi appeler les 
sphères focales; elles contiennent un des deux cercles infiniment 
voisins du cercle proposé qui le coupent en deux points. 

472, L'étude des congruences spéciales de cercles que nous 
venons de définir doit être associée à celle de la congruence rec- 

tiligne formée par les axes de ces cercles. Soient (K) un cercle de 

la congruence et (d) son axe. Les droites (4) seront tangentes à 

deux surfaces fixes (X), (2); désignons, comme nous l'avons fait 

jusqu'ici, par les lettres (C) et (Ci) les courbes, tracées respec- 
tivement sur (£) et (5,), qui sont les arêtes de rchroussement 
des diverses développables formées par les droites (d). Lorsque le 
cercle (K) se déplace de telle manière que deux de ses positions 
consécutives se coupent en deux points, il est évident que son axe 
doit engendrer une développable; car les axes de deux cercles 
qui se coupent en deux points vont se couper au centre de la
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sphère qui contient ces deux cercles. On voit donc que, pour 
obtenir les surfaces singulières de la congruence de cercles, il 
faudra déterminer les développables formées avec les axes (d) de 
“ces cercles. On obtiendra ces développables lorsque la droite (d) 
se déplacera de manière à rester tangente à une des courbes (C) 
ou (C,). À chaque cercle (K) correspondent deux points M, M, 
où l'axe du cercle est tangent respectivement à (S) et à (©). 
Décrivons de ces points comme centres deux sphères (S),(S;) 
contenant le cercle (K). Lorsque le point M décrira une courbe 
(C), la sphère (S) enveloppera une des surfaces singulières qu’elle 
touchera suivant les’ posilions successives du cercle (K). Lorsque 
le point M, décrira de même la courbe (Ci), la sphère (S;) enve- 
loppera une surface singulière de l’autre série qu'elle touchera 
suivant les positions successives du cercle (K). Ces relations géo- 
métriques sont à peu près évidentes; elles résultent de ce que les 
sphères (S) et.(S;) contiennent chacune, en même temps que le 
cercle (K), un des deux cercles infiniment voisins qui le coupent 
en deux points. On voit qu’aux deux familles de surfaces singu- 
lières correspondent, sur (X) par exemple, deux familles de 
courbes conjuguées décrites. par le point M, les courbes (C) tan- 
gentes aux axes (4) et les courbes (D) qui correspondent {n° 319) 
aux courbes (Ci) tracées sur (5, ). | 

Les remarques précédentes montrent qu’il convient d'associer 
l'étude des congrucnces de cercles à celles des surfaces enveloppes 
de sphères. 

. Considérons une sphère définie en coordonnées pentasphé- 
riques par l'équation 

5 

(16) Le Jui, 

1 

ct supposons que les cinq quantités w; soient des fonctions quel- 
conques de deux paramètres # et £. Il ÿ aura toujours une équa- 
tion de la forme (8) admettant les cinq solutions particulières ws. 
Supposons cette équation ramenée à la forme normale (5) et 
proposons-nous de rechercher la propriété géométrique qui carac- 
térise les courbes de paramètres s et 8, tracécs sur l'enveloppe 

‘ des sphères. . " 
Chaque sphère touche cette enveloppe (E) en deux points À et



LES CONGRUENCES DE CERCLES ET LES SYSTÈMES CYCLIQUES. 321 

B, qui sont définis par l'équation (16) jointe aux deux suivantes : 

du; du (17) D la = 0, Di ti=o. 

Si l'on fait varier infiniment peus ete 21, On aura deux nouveaux 
points de contact A'et B'; cherchons la condition pour que les 
quatre points À, B, À’, B' soient sur un même cercle et, par 
suite, dans un même plan. 

L'équation générale des sphères passant par les points À et B 
est évidemment ‘ 

: | du. duy\ 
(18) DRE ENT OEEC 

À, p, ju étant trois arbitraires. Pour que l’une de ces sphères 
contienne les points A’, L’, il faudrait que l’on ait 

d du; 
(19) DOu- BTS + De) der 0, 

lorsqu'on passera de À à À! ou de B à LB. 

Or, si l’on différentie les équations (16) et (15), on trouvera, 
en tenant compte de l'équation aux dérivées partielles à laquelle 
satisfont les cinq quantités us, 

Su dr; = 0, 

QT du; CIA 
(D 1) de +YS Pa dr; = 0, 

QE a) da DE me | dri=o. 
î 

L'emploi de ces formules permet de ramener l'équation (19) à 
la forme 

o . 
(9) #(Y a)æ+u( DE D Lai) du = 0; 

et cette nouvelle équation devra être vérifiée lorsqu'on y rem- 
placera les quantités ti par les coordonnées des points A et B. 
Cela ne peut arriver, en général, que si l'équation est identique- 
ment vérifiée, ce qui donne les deux conditions 

  

Bd = 0, ti dpi = 0. 
D.— II. . © oi
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On obtient donc les deux solutions 

BH =0, doi = 0; 

{4 =0, d; =0 

Pour la première, par exemple, on a 

dei =0, 

et les sphères représentées par l'équation P F q 

(20) XOu+ mo) er = 0 

passent, quel que soit le rapport À, par les quatre points À, B, 
- 1 

A’, B'. Ces quatre points sont donc sur un cercle, et nous pouvons 
énoncer le théorème suivant : | 

Sur toute enveloppe de sphères à deux paramètres, ilyaen 
général deux séries de lignes que nous appellerons lignes prin- 
cipales de l'enveloppe; elles sont définies par cette propriété 
que, lorsqu'on se déplace sur l’une d’elles, les quatre points de 
contact des deux sphères infiniment voisines avec ! ’enveloppe 
soient sur un même cercle que nous appellerons cercle principal. 
Les lignes principales sont les caractéristiques de l'équation 
aux dérivées partielles qui admet comme solütions particulières 
les cinq coordonnées homogènes des sphères variables (! }. 

Lorsque les quatre points de contact, deux à deux infiniment 
voisins, À, B, À’, B'sont sur un même cercle, les cordes de contact 
AB, A'B' se rencontrent; par suite, les plans focaux de Ja droite 

  

(*) Nous avons admis que la sphère représentée par l'équation (19), ne peut con- 
d : . | 

ue de varie, les deux points À ct B. Cela est ‘vrai, en   tenir, quand le rapport 

général; mais on reconnaftra aisément qu’il n’en est plus de même dans le cas 
exceptionnel où les cinq fonctions 

Qt du, du, d'u, d'u, 
dura Li 0 Ti p, LG co D % 

ne sont pas linéairement indépendantes. Mais alors les quantités u, ne seront 
pas linéairement indépendantes; l'enveloppe sera une surface anallagmatique, les 
éordes de contact des sphères iront passer par un point fixe, ct les lignes princi- 
pales seront indéterminées. :
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AB sont tangents, sur les deux nappes, aux lignes principales ; 
ces lignes se trouvent donc'sur les développables de’ la con- 
gruence engendrée par la corde de contact des sphères. Cette 
proposition pourrait leur servir de définition; mais elle mettrait 
moins bien en évidence la propriété essentielle des lignes prénci- 
pales qui est de se conserver par l’inversion, comme le montre 
immédiatement Ja définition que nous avons adoptée. 

D'après les résultats précédents et la formule (20), l’un des 
cercles principaux aura pour équations 

(21) durs = 0, Dao: 

el, si l’on rapproche ces résultats de ceux que nous avons obtenus 
au n° 470, on reconnaîtra immédiatement que toute congrucnce 
de cercles dans laquelle chaque cercle est rencontré par deux 
cercles infiniment voisins seulement est formée par les cercles 
principaux d’une enveloppe de sphères. 

473. C'est ici le lieu de faire connaître une proposition qui est 
due à M. Ribaucour (!). | 

Considérons une surface (£) ct soient x, y, 5 les coordonnées 
d’un de ses points. L’équation 

(22) MY Zoe op Y os bate pra Rte 0 

représente une sphère ayant son centre sur la surface. Supposons 
que la valeur de R soit déterminée pour'chaque point de la sur- 
face; la sphère enveloppera une des surfaces à deux nappes que 
nous venons de considérer d'une manière générale. Nous allons 
montrer que les lignes principales de cetie enveloppe corres- 
pondent à un système conjugué tracé sur (5). . 

Prenons comme variables les paramètres 2, 8, du système con- 
jugué qui correspond à la fonction æ? + y? + 5? —R? (n° 107) 
[LE p. 135]. Alors les fonctions ‘ 

LL, ÿ, 5, 2'+y+s—R? 

  

(*) A. Risaucoun, Sur une propriété des surfaces enveloppes de sphères 
(Comptes rendus, t. LXVII, p. 1334; 1868).
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satisferont à une équation linéaire de la forme (11) et le premier 

membre-de l’équation (22) sera un cas particulier de l’expression 

générale définie par l'équation (13), correspondant aux valeurs 

précédentes des fonctions a;. Les formules (12) deviendront ici. 

Ra T+.+RT 0, 

(23) ê s 
(Km) pt RR Lo, 

dps pa 

Elles définissent la corde de contact de la sphère variable (22) 
‘avec son enveloppe. Si l’on remarque maintenant que, d’après la 
théorie générale, les deux plans représentés par les équations 
précédentes sont les plans focaux de cette corde de contact, on 
sera conduit au théorème de M. Ribaucour : 

Siune sphère variable dépend de deux paramètres, la corde 
de. contact de cette sphère avec son enveloppe engendre une 

congruence dont les développables correspondent à deux fa- 
milles de courbes conjuguées tracées sur la surface des centres 
(S), et les tangentes à ces courbes en un point de (©) sont per- 
pendiculaires aux plans focaux de la corde correspondante. 

En adoptant les définitions précédentes, nous voyons que les 
cercles principaux de l'enveloppe ont pour axes les tangentes aux 

‘deux familles de courbes conjuguées tracées sur la surface des 
centres. 

474. Si l’on examine la démonstration que nous avons donnée 

du théorème de M. Ribaucour, on reconnaît que la sphère n’y 

intervient que d’une. manière accessoire el, en quelque sorte, 

comme élément de construction. Rien ne serait changé aux ré- 
sultats si l’on substituait à l'équation (22) la suivante 

(XX, Y,Z)—2zX —2yY—9252Z+0 = 0, : 

où œ(X, Ÿ, Z) désigne ‘une fonction absolument quelconque 
de X, Y, Z, 0 étant d’ailleurs une fonction donnée d’une manière 
arbitraire. des paramètres qui fixent la position du point (x, ,5) 
sur la surface. Cette remarque permet de former un grand nombre
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de théorèmes analogues à celui de M. Ribaucour. Nous signa- 

Icrons seulement le suivant : 

U, V, W, P désignant des coordonnées tangenticlles, écrivons 

l'équation 

(25) Ur Ve Wa PR VUE VE eo 

qui représente une sphère ayant son centre sur la surface (£). 
Soient maintenant», 9, les paramètres du système conjugué, tracé 

sur cette surface, qui correspond à la fonction R'(n° 10%) et non 
plus à la fonction x? + y? + 5%—R?. Alors æ, y, , R seront 

quatre solutions particulières d’une équation de la forme 

020 00 
(25) Dan + 05 Po © 

et, sil'on remplace ( par OR, on reconnaîtra que salis- 
Re re KR k 

font encore à une équation toute semblable, de sorte que l’on Ï L ; q 
pourra appliquer le théorème général à l'équation (24) divisée 

par R. Les deux équations : 

| d {x rd(Y ,9/s d )= 

G UC) + EG) + VE) + re (Re 
| CNRS AR EAN E J à)= 

va ()+ Vr(R Vo (Re) +38 (R T° 

auxquelles on est conduit, définissent une droite qui est l’inter- 

section des plans tangents à la sphère aux deux points où elle 
touche son enveloppe. Elle se trouve dans le plan tangent à (£) 

et elle est la polaire de la corde de contact par rapport à la sphère. 
D'après la proposition générale, interprétée en coordonnées 
tangentielles, les deux points focaux de cette droite sont déter- 

minés par chacune des équations précédentes, considérée seule. 

On peut done énoncer le théorème suivant : 

Étant donnée une e sphère variable dont le centre décrit une 
surface (©), les deux plans tangents à cette sphère aux points 

où elle touche son enveloppe se coupent suivant une droite 

située dans le plan tangent correspondant de (ES). Les dévelop- 

pables de la congruence engendrée par cette droite corres- 

pondent à deux familles de courbes conjuguées tracées sur (£);
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et les tangentes à ces courbes en un point de (£) vont couper la 
droite correspondante de la congruence cn ses deux points 
focaux. | ‘ 

ATS. Ainsi, à chaque enveloppe de sphères on peut faire cor- 
respondre deux syslèmes conjugués tracés sur la surface (&). 
Lorsqu'on se déplace sur une courbe appartenant au premier 
système, les quatre points de contact de deux sphères consécu- 
tives avec l'enveloppe sont dans un même plan; si l’on se déplace 
au contraire sur une courbe du second système, les quatre plans 
de contact de deux sphères consécutives vont concourir en un 
même point. Ces deux sysièmes conjugués sont, en général, 
distincts; mais ils peuvent devenir identiques. Pour qu'il en soit 
ainsi, il faut évidemment, lorsque les points de la surface sont. 
définis par deux variables quelconques x et $, que l'équation 
linéaire de la forme (8) dont les cocfficients sont déterminés par 
la condition qu’elle admette les solutions particulières 1, æ, y, z, 
R, admette aussi la solution particulière 

a+ y? + st R2 

Nous revicndrons sur cette condition: lorsqu'elle sera remplie, on 
pourra ramener l’équation linéaire à la forme normale 

(5) 20,20, 00 
7 ‘ dpi. D di - 

8 et p, seront les paramètres du système conjugué tracé sur (£) et 
l'équation précédente devra admettre les cinq solutions | 

T, J1 5, R, x? +y?+32—R2 

Si l’on y substitue x? + y? + 5? R?, en tenant compte de ce 
fait que x, y, :, R sont déjà des solutions particulières, on trou- 
vera la relation 

dx dx dy dy , ds ds AR OR 
GS) Ou di Un oi 
que nous allons interpréter géométriquement. 

Soient (fig. 31) M le centre de l’une des sphères, À ct Bles
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points de contact de cette sphère avec l'enveloppe, G et D les 

points focaux de la droite CD d’intersection des plans tangents 

en À ct en B. Nous allons montrer que les plans focaux de la 

droite AB passent respectivement par Cet par D. 

Fig. 31. 

  

Nous avons vu que les plans focaux de AB sont représentés par 

les deux équations (23). Considérons celui qui est représenté par 

l'équation suivante : 

OR _ - dx ; dy Rang + ni + DE +RT 

Les points focaux de CD sont représentés de même en coor- 

données tangentielles par les équations (26); celui qui est défini 

par la seconde aura pour coordonnées 

d fx d {y 0 

a) 4%) &l 
d fa” 9 fr” 0 

at) xl 
ou, en réduisant, 

L
u
 

A
>
 

=
i
u
 

n
n
 

x R_ d% R dy R 0: 

DE de V7 DIT dm” 27 OR 0 
dpt GER CET 

Si l’on exprime que ce point est dans le plan focal précédent, 
on retrouve précisément l'équation (28). 
‘Ilest donc établi que les plans focaux de AB passent par les 

points Cet D; et, comme ils sont respectivement perpendiculaires 
aux deux tangentes conjuguées MC, MD, le point O où AB coupe
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le plan tangent en M sera le point de concours des hauteurs du triangle MCD. De plus, d’après un théorème de Géométrie élé- mentaire, les deux angles CAM, DAM étant droits, il en sera de même de l'angle CAD. 
Les développables de AB correspondent à celles de CD, puisque les unes et les autres correspondent aux courbes du système con- Jugué tracé sur (E); et, de plus, les plans focaux de AB con- tiennent les points focaux de CD. Donc (n° 424) les tangentes AC et AD seront conjuguées Par rapport à la nappe décrite par le point À; et, comme elles sont reclangulaires, elles seront tan- Sentes en À aux lignes de courbure. Comme on peut répéter Le : raisonnement pour la nappe décrite par le point B, on voit que les développables de Ja Congrucnce formée par la droite AB inter- Cépteront sur les deux nappes de l'enveloppe leurs lignes de courbure. Si l’on considère les droites MA comme des rayons incidents qui se réfléchissent sur la surface des centres (S) suivant les rayons MB, on retrouve les systèmes étudiés par Düpin (ne 459), dans lesquels les développables formées par les rayons incidents se Conservent après la réflexion. Ces développables découpent: sur la surface des centres le système conjugué que nous avons considéré au n° 453. : | | Réciproquement, Supposons que les lignes de courbure de la nappe décrite par le point A correspondent à celles de la nappe normale aux rayons réfléchis. D'après la démonstration du n° 451, les tangentes en À et en B aux lignes de courbure se couperont en des points Cet D situés nécessairement. dans le plan tangent en M, et les plans focaux de la droite AB seront les plans ACB, ADB. Donc (n° 493) C et D seront les points focaux de la droite CD. Les deux systèmes conjugués tracés sur (=) deviendront iden- . tiques, puisque les deux paires de tangentes conjuguées relatives à ces deux systèmes sc confondent en une seule, formée des droites MC, MD. 

4TG. Les relations géométriques se présentent maintenant en grand nombre. On voit que, lorsque le point À décrit une ligne de courbure de la NaPPE correspondante, toutes les droites AM, AC, AD, BC, BD, CD, AB, BM, CM, DM décrivent en même temps des développables. 11 y a trois paires de tangentes con-
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juguées : MC et MD pour la surface décrite par le point M; AC, 

AD ct BG, BD pour les surfaces -décrites par les points À et B. 
Décrivons des points G et D comme centres deux sphères (S,) 

et (S:) passant par À et par B, qui seront nécessairement tan- 
gentes en ces points aux lignes de courbure des deux nappes. 
Ces sphères, qui sont orthogonales, se couperont suivant un cercle 

(K); ce cercle a pour axe la droite CD ct coupe à angle droit en À 

et en B la sphère de centre M. Supposons maintenant que le point 

M se déplace de telle manièreïque le point A, par exemple, déerive 

la ligne de courbure dont la tangente cst AD. La sphère (S,) de 

centre C enveloppera une surface à lignes de courbure circulaires 

et la touchera suivant le cercle (K). En effet, la sphère, étant 

constamment tangente à la courbe décrite par À, sera coupée par 

la sphère infiniment voisine suivant un cercle passant en À; ct, 
d'autre part, la courbe décrite par le point C ayant CD pour 

tangente, ce cercle aura pour axe la droite CD. Il coïncidera donc 

avec le cercle (K). oo 

Si l'on fait maintenant décrire au point A l'autre ligne de cour- 
bure de la nappe (A), la sphère de centre D cnveloppera une sur- 

face à lignes de courbure circulaires, qu'elle touchera aussi suivant 

lc cercle (K). 
Nous obtenons ainsi deux familles distinctes de surfaces à lignes 

de courbure circulaires se coupant mutuellement à angle droit 

suivant leurs lignes de courbure circulaires, qui sont les différentes 

positions du cercle (K). D'après le théorème du n° 4#1, ces deux 

familles de surfaces sont orthogonales à une troisième famille. On 

peut donc énoncer le théorème suivant : 

Toutes les fois qu'une sphère variable dépendante de deux 

paramètres enveloppera une surface sur les deux nappes de . 

laquelle les lignes de courbure se correspondent, le cercle(K). 

qui est normal à la sphère variable et la coupe en ses deux 

points de contact coupe à angle droit toute une famille de 

surfaces. À cette première famille on peut associer deux autres 

familles orthogonales formées des surfaces à lignes de cour- 

bure circulaires obtenues en associant les positions successives 
du cercle (K) qui se coupent consécutivement.
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ATT. La découverte de ces systèmes triples orthogonaux est 
due à M. Ribaucour (1). Ils constituent une belle généralisation 
de celui qui est formé par une famille de surfaces parallèles et les 
développables trajectoires orthogonales. M. Ribaucour y a été 
conduit par le théorème suivant : 

Lorsque les cercles d’une congruence sont normaux à plus 
de deux surfaces, ils sont normaux à une tnfinité de surfaces 
sur lesquelles les lignes de courbure se correspondent et qui 
constituent, par suite, une des trois familles d’un système or- 
thogonal. 

Pour établir cette proposition, nous envisagerons d’abord les 
cercles normaux à deux surfaces quelconques (A) et (B). On dé- 
montre aisément que ces cercles forment une congruence. Pour 
les obtenir tous, il suffit de construire une des sphères (S) tan- 
gentes à (A) et à (B) : le cercle qui passe par les points de contact 
de cette sphère avec (A) et (B) en coupant la sphère à angle droit 
est l’un des cercles cherchés, La surface (£) qui contient les 
centres des sphères (S) a été considérée par Gergonne; elle est le 
licu des points d’où l’on peut mener aux deux surfaces (A) et (B) 
des normales de longueur égale. Si des rayons lumineux normaux 
à (A) et partant de (A) se réfléchissent sur la surface (©), ils de- 
viendront après la réflexion normaux à (B), et le chemin total 
parcouru par la lumière sera le même que s'ils étaient partis 
des différents points de (B). | 
Cela posé, soit _ 

5 

(29) …: d'uxr= 0 

1 

l'équation en coordonnées pentasphériques de l'une des sphères 
(S). Les quantités w; dépendent de deux paramètres variables # et 
B, et l'on obtiendra les points de contact de la sphère avec les 

  

(:) A. RiBAucour, Sur la déformation des surfaces ( Comptes rendus, & LXX, p. 330; 1830). Sur les systèmes cycliques (Mème Recueil, t. LXXVI, P. 478; 1853). Sur les faisceaux de cercles (Même Recucil et même tome, P. 830). 
oo ° oc
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deux nappes (A) et (B) de l’enveloppe en joignant à l'équation 
précédente ses deux dérivées par rapport à et à £ 

| du; … dus _ 
(30) Do, D À 0. 

Ces deux équations représentent un cercle qui passe par les 
points de contact de la sphère. Mais, si l'on a multiplié les quantités 

u; par une fonction telle que l’on ait 

A 
(31) Vu: 

les deux sphères représentées par l'équation (30) couperont à 
angle droit la sphère (S) en vertu des relations 

QC, du 5 

DU 0 Due 0; 

qui dérivent de l'équation (31) (n° 156). Par suite, les deux équa- 

tions (30) représerteront tous les cercles (K) normaux aux 
deux surfaces (A) et (B). 

Supposons maintenant que ces cercles soient normaux à une 
troisième surface (C).. En raisonnant sur les deux surfaces (A) et 

(C) comme nous l'avons fait avec (A) et (B), on sera conduit à 
des équations nouvelles pour les cercles (K). Si l'équation 

(32) - DIE o 

représente les sphères tangentes à (A) et à (C), et si l'on a-choisi 

les fonctions v;, de telle manière que l’on ait 

= 
le cercle (K) sera encore défini par les équations 

de; . des : 
Das, Dee, . 

qui devront être équivalentes aux précédentes (30). Il faudra
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donc que l’on ait 

a - dy dti dt; dvs = dur , dus (33) 07 Ga +93? 007 +R 

pour toutes les valeurs de l'indice £. En éliminant fi, On sera con- 
duit à une équation aux dérivées partielles de la forme suivante 

. , d'u; . d'u; du; du; du (34) No + Bora + Cou + DS +0 0, 
qui devra être vérifiée par les cinq quantités uy. » 

Nous avons au Livre II [E p. 225] introduit Ja notation des six 
coordonnées de la sphère. Il suffit de Joindre aux cing quantités 
us qui figurent dans l'équation de la sphère la sixième x, qui est 
définie par la relation identique Se 

5 

(35) Dur us. 
î 

Ici cette sixième coordonnée sera égale à Hz, d'après-la rela- 
tion (21) et, par suite, elle sera aussi une solution de l'équation 
(34). Nous pouvons donc interpréter comme il suit la condition 
trouvée. Les six coordonnées de la sphère (S) doivent satisfaire 
à une même équation aux dérivées partielles du second ordre. 
Cette propriété a licu, en effet, lorsque la sixième coordonnée est 
réduite à une constante, ct elle subsiste évidemment quand on 
multiplie toutes les coordonnées par une fonction quelconque de 
« et de f. 

Il est aisé maintenant de reconnaître que la condition précé- 
dente, qui.est nécessaire, est aussi suffisante. En effet, si l'on 
désigne par x, y, zles coordonnées cartésiennes du centre de (S) 
et par R son rayon, on déduira facilement des développements 
donnés au Chapitre VI [I, P. 213] que les six coordonnées de 
la sphère sont des fonctions linéaires de 7 

3, De, 2y, À, XR, X(at+pre stp) 
À étant un facteur de proportionnalité. Si on le réduit à l’unité, 
On reconnaît que 

| 

LE, y, 5, R, ay ss pe
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doivent satisfaire à une même équation linéaire aux dérivées 

partielles. On retrouve ainsi la condition qui nous a servi de point 

de départ; et, par suite, le théorème de M. Ribaucour est com- 

plètement établi. 
On démontrerait de même que, sé des cercles sont normaux à: 

deux surfaces et si chacun d’eux est rencontré en deux points 

par un des cercles infiniment voisins, tous ces cercles sont nor- 

maux à une famille de surfaces. 

418. Les systèmes que nous venons d'étudier ct auxquels 

M. Ribaucour a donné le nom de systèmes cycliques jouent le 

rôle le plus important dans la théorie des surfaces à courbure 

constante. Pour le moment, nous allons rechercher comment on 

peut effectivement obtenir de tels systèmes, c’est-à-dire, d’après 

les propositions précédentes, des enveloppes de sphères pour 

lesquelles les lignes de courbure se correspondent sur les deux 

nappes. 
Nous nous donnerons d’abord la surface (5) décrite par les 

centres des sphères, et nous chercherons à déterminer le rayon R 

des sphères de manière à satisfaire à la condition énoncée. Cela 

revient à déterminer les rayons incidents qui se réfléchissent sur 

(S) et dont les développables sont conservées par la réflexion. 

Soient « et 8 les paramètres d'ailleurs quelconques qui fixent la 

position du point (x, y, 5) sur(£). Il faudra exprimer qu'il existe 

une équation de la fofme (34) admettant les cinq solutions 

T, 1 5 KR, æ+pi-+st—R?, 

Désignons par la notation 

(36) Das (ui; Ur, Us, Us, Us, Us) 

le déterminant formé avec six fonctions, leurs dérivées premières 
et leurs dérivées secondes; on voit que R devra satisfaire à 

l'équation du second ordre 

(37) ‘ D:8(x, 751 Rz+yt+st—R)=o. 

En posant, pour abréger, 

3 (38) dr?+ dy? ds=E da+.2F da di + G di?
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on ramëncera aisément l'équation précédente à la forme 
à oR\? : OR OR oR \? BG) FE 6) oo 

2x dx dx ’ CE dx 02 0 . fe ° 0x 03 

  

— …. .… .. ss. | = 0. 

Si l’on suppose, par exemple, que « et $ soient les coordonnées rectangulaires x ct y, on trouvera, après quelques réductions, 
G+ pr pa}(st—1s) | 

3 
‘ 

% , 1 . (59) —(pg—p'g" tt) ++ g—g?)(rs — sr") = 0, 
les lettres p, q, r, s,t désignant les dérivées de s et les lettres accentuées celles de R. — 

Cette équation du second ordre est celle que nous avons intégrée dans le Chapitre précédent lorsque la surface (S) est du second degré. On en connaît toujours des solutions particulières, qui correspondent au cas où la sphère mobile ayant son centre sur (©) Couperait sous un angle constant une sphère fixe. Dans ce cas, en effet, les lignes de courbure se correspondent sur les deux nappes de l'enveloppe (n° 172); et, du reste, le déterminant (37) est évidemment nul, puisqu'il y a une relation linéaire entre les six fonctions avec lesquelles il est formé. 

419. Prenons, par exemple, 

R= 23. 

Alors, si l’on considère des rayons incidents parallèles à l'axe des 5 et qui se réfractent en rencontrant la surface (©), l’anticaus- tique normale aux rayons réfractés sera (n° 450) l'enveloppe de Loutes les sphères dont les rayons sont définis, en chaque point de la surface, par la formule précédente, pourvu que la constante n soit égale à l'indice de réfraction. Cette enveloppe se composera . de deux nappes qui correspondront à des valeurs égales et de signes
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contraires de l'indice de réfraction. Comme la valeur précédente 

de R satisfait à l'équation (39), les lignes de courbure se corres- 

pondront sur les deux nappes de l’enveloppe, et elles correspon- 

dront à un système conjugué tracé sur la surface (=). 

Soient p et p, les paramètres des deux familles qui composent 

ce système conjugué. Nous avons vu plus haut que l’on aura 

dx dr dy dy , ds 93 OR OR _ 

(49) 08 des Op dpi Op Ops OP 0Pi 

Si l’on remplace R par ns, il viendra 

dx Om  dV dY + 2 05 05 
D on 0p do 0 n?) = 0. 

Construisons la surface (%) obtenue en diminuant les coor- 

données z de tous les points de (£) dans le rapport de ÿ1— n? à 

1, c’est-à-dire la surface lieu du point ‘ 

a'=z, ÿy'=Y,; s'= vint. 

Le système (9, p,) sera encore conjugué sur celte surface. De 

lus l'équation (40) prendra la forme L 1 1 
dx’ dx" dy dy", ds os’ 

on 0 mi D” 
et, par conséquent, le système conjugué, étant orthogonal, sera 

formé des lignes de courbure de (X). Ainsi : | 

Les lignes de courbure des anticaustiques par réfraction re- 

latives à un système de rayons incidents, normaux à un plan 

(D), qui se réfractent sur une surface (S), correspondent aux 

lignes de courbure de la surface (£") obtenue en diminuant les 

ordonnées normales à (P) des différents points de (S) dans le 

rapport de 1—n?àx. 
, ‘ : 

Cette proposition, qui est équivalente à celle que nous avons 

donnée [I, p. 262], fera connaître les lignes de courbure des 

anticaustiques dans un grand nombre de cas ct, en particulier, 

lorsque là surface (£) sera du second degré. 

480. Nous donnerons ici une règle commode pour déterminer,



336 LIVRE IV. — CHAP. XV. 

dans le cas le plus général, les équations tangentielles de ces anti- 
caustiques. 

Désignons par +, y, : les coordonnées d’un point de la surface 
dirimante (5). Soit 

(41) | az+by+cs+0=0 

l'équation du plan normal aux rayons incidents. De chaque point 
de (£) comme centre, avec le rayon Le 

‘az+by+ez+i 
R=n Or Tes ES, 

Vai+ bre 

il faut décrire une sphère dont l'enveloppe donnera l’anticaus- 
tique (A). On peut toujours supposer, pour simplifier, que l’é- 
quation du plan a été multipliée par une constante convenable, et 
que lona ‘ | | 

(42) n= Var br c?, 

ce qui donne pour le rayon R la valeur 

(43) | R=ar+by+es+8. | 

L'équation tangentielle d’une sphère de centre (x, y, 3) et de 
rayon R est: 

UT + py +ws + p+ Ru + PE mi 0. 

Remplaçons R par sa valeur et supposons 

(44) | U+ + mir; 

nous aurons à prendre l'enveloppe des sphères représentées par 
l’équation | : | | 

(5) (u+a)æ+(v+0)y+{(w+c)s+ p+8 0, 

quand le point (x, y, s) décrit la surface (©). Le résultat est 
évident; nous trouverons l’équation tangentielle de la surface dans 
laquelle on aurait remplacé 4, v, w,.p par u+a,p+b,w+e, 
P + 0. Ainsi : 

Pour obtenir l'équation de l’anticaustique relative aux. 
rayons incidents qui sont normaux au plan représenté par
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! ‘équation (41), on cherchera l’équation tangentielle homogène 

JG v,w, p}=0 

_de la surface dirimante. Celle de l’anticaustique sera alors 

J{u+a,v+b, w+e, p+ë)=0, 

u, v, w étant supposés maintenant reliés par l'équation 

+ pH wir. , 

Considérons, par exemple, une surface à centre du second degré, 
rapportée à ses axes de symétrie. Son équation sera 

(6) pt= Au + Bot Cut, 
et, par conséquent, celle de l’anticaustique (A) deviendra 

(47) (p+0}=A(u+a}+B(e + db} C(w + ec}. 

Cette équation développée est de la forme 

(43) (p+0)= aut+ Bot+ yat onu +o8'o + ay, 

déjà considérée au n° 457. Elle représente, avec des axes conve- 
nablement choisis, la surface la plus générale définie par la con- 
dition d’étre corrélative d’une surface du quatrième ordre à 

conique double et d’admettre elle-même comme conique double 
le cercle de l'infini 

Réciproquement, il est possible de démontrer qu’une surface 
de cette définition peut être considérée comme une anticaustique 
relativement à quatre surfaces différentes du second degré. Si 

l’on identifie, en effet, les équations (45) et (48), on sera conduit 

à la relation , 

(a—A)ut+(3—Be+(y— Cjw? 

+o(z—Ac)u+2(3—Bb)r+o(j — Cc)w—Aat—Bb— Cc=o, 

Elle ne peut avoir lieu que si l’on a 

a'=Aa, g'— Bb, = Ce, 

a2—A=h, B—-B=x y—C=), 
À = Aat+ Bb+ Ge? 

D. — IL. 22
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On obtient ainsi, 

A=a—}), B=—$—), C=y—); 

L’équation en } fera connaître quatre valeurs différentes de : 

cette inconnue, auxquelles correspondront quatre surfaces diffé- 
rentes du second degré. Ces surfaces seront homofocales; l'indice 

relatif à chaque réfraction aura pour valeur 

(49) | n= VF; 

et, par suite, la réfraction ne se changera en une réflexion que 
dans le cas exceptionnel où l'équation en } aura une racine 
double (1). 

481. Dans les applications précédentes, nous avons considéré 
comme donnée la surface des centres (£), et nous avons cherché 

le rayon R, c’est-à-dire nous avons déterminé les rayons incidents. 
Donnons-nous maintenant les rayons incidents, qui seront normaux 

à une surface (A), et proposons-nous de déterminer les surfaces 
() sur lesquelles on peut faire réfléchir ces rayons de telle ma- 
nière que les développables soient conservées par la réflexion. 
D’après le théorème de Dupin, ce problème peut s'énoncer ainsi : 

É'tant donnée la surface (A), déterminer toutes les surfaces. 

(S) sur lesquelles les développables formées par les normales 

de (A) découpent un réseau conjugué. 

Soient x, 7, les coordonnées d’un point de (A), c; c', c’ les 
cosinus directeurs de la normale en ce point. Rapportons la sur- 

face au système de coordonnées (5, p1) formé par les lignes de 

  

(*) Consulter sur ce sujet : 

LaGuerre, Sur la transformation } par dir ections réciproques (Comptes 

rendus, t. XCIE, p. 71; 1881). 

Dargoux, Détermination des lignes de courbure de toutes les surfaces de 
quatrième classe, corrélatives des. cyclides, qui admettent le cercle de l'infini 

comme ligne double (mème Recueil et mème tome, p. 29). °
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courbure. Nous aurons les équations d'Olinde Rodrigues 
(50) dx de dy dc d3 dc HT R3 =0, d RZ Æ=O0, : m7 Ro = 0, 

ox dc dy de! : dz dc” 
(51) on Nr =0; dn Mg = 0, D +R =0, 

où R et R, désignent les deux rayons de courbure principaux. Si 
l'on pose 

(52) X=c+cR, Y=y+CR, Z=5+CR, 

X, Y, Z seront les coordonnées de l’un des centres de courbure 
et devront être des solutions particulières d’une équation de la 
forme 

920) 00 © , d (53) on 9 Pan © 

que l’on obtiendrait en éliminant x et c entre les trois premières 
équations des groupes (50), (51) et (52), mais qu’il est inutile de 

+ former; on reconnaît immédiatement que sa solution générale 
-s’obtiendra en prenant les valeurs les plus générales de },, p satis- 
faisant aux deux équations 

. où du 2 du (51) » TRY di Rio = 0 

et en Les portant dans la suivante | 

(55) | . D=X+uR. 

Cette remarque nous donne la solution de la question proposée. 
Nous avons vu, en effet (n° 418), comment on détermine toutes les 
surfaces (£) qui sont coupées suivant des courbes conjuguées par 
les développables d’une congruence, lorsqu'on connaît une des 
surfaces focales de la congruence:et le système conjugué tracé 
sur cette surface. Appliquons cette ‘solution générale à la con- 

: gruence formée par les normales de la surface (A). Les coor-, 
données homogènes du centre de courbure étant X, Y,Z,1, on 
aura ici, en appliquant les formules (5) [p. 222], 

, . O0 oX __ y 90 0Y y 7 0Z NX 5 D? L=lr 0 

‘ T,= —
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Ô étant la solution la plus générale de l’équation (53) et X,, Yo, 
Zos To désignant les coordonnées homogènes du point de la sur- 
face cherchée (£). Si l'on remplace X, Y, Z, 0 par leurs valeurs 
déduites des formules (52) et (55), on trouve ainsi 

. À , , À (56) M=z—c  Y=y—e ri L=5—0c 
À 
2) 
H 

X1, Y1, Zi désignant maintenant les coordonnées rectangulaires 
du point cherché et À, a les solutions les plus générales du Sys- 
tème (54). 

On voit que tout se ramène à l'intégration de ce système (54). 
On en connaît déjà des solutions particulières 

À= 7x, m=c; À= y, p=c'; À =, . B=C; 

A=c+pt+st  p=ocr+ocy+ocs. 

Par suite, si l’on élimine À entre les deux équations (54), on 
sera conduit à l'équation aux dérivées partielles suivante 

9 CA 0 du\ 

EP (re) eu) =S 
qui, devant admettre les solutions particulières c, c', c, sera néces- 
sairement l'équation tangentielle relative au système conjugué 
formé par les lignes de courbure de la surface (A). 

Nous avons vu (n° 162) que l'intégration de cette équation 
équivaut à la détermination de toutes les surfaces ayant même 
représentation sphérique de leurs lignes de courbure que (A). 

La sphère qui est normale au rayon incident et au rayon réfléchi 
a son centre au point (X,, Y,, 2) et elle touche la surface (A) 
au point(x, y, 5). Son équation s'obtient donc sans difficulté; on 
peut lui donner la forme suivante : 

Ge LR 2} + y} (2—5)] 
+cX—z)+c(Y—-y)+c(Z—3:)=0. 

Pour déterminer les points où elle touche son enveloppe, on la 
différentiera successivement par rapport à p età p1, ce qui donnera,
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en tenant compte du système (54), les deux équations 

| 2 
d , . 

SLR a+ (+ (2 — 5)] 
dc + dc’ dc” 

+ T2) + 9 NI) + 9 (Z—5)=0, 

op 

ca He) Or Fm 

       —s)=0, 

qui représentent un cercle coupant la sphère aux -deux points 
cherchés. 

L'un de ces deux points est évidemment le pied de la normale 

X = T; Y =; Z = 3. 

Les plans tangents en ce point aux trois sphères représentées 
par les équations (58), (59) s’obtiennent immédiatement; ce sont 

le plan tangent ct les deux plans principaux de la surface (A). 

Par suite, les trois sphères sont orthogonales et le cercle repré- 

senté par les équations (59) est celui qui est normal aux deux 

nappes de l'enveloppe. | 

482. Comme on peut toujours ajouter à x une constante pe 
sans que le système (54) cesse d’être vérifié, on voit que les en- 
veloppes des sphères représentées par l'équation 

ET es n _— yY= _ 3 (Go) CX—xz}+(Y—y}+(z- :}] 

RD ne D = o 

admettront comme trajectoires orthogonales tous les cercles repré- 
sentés par les équations (59). Nous obtenons ainsi le système 
triple orthogonal dont nous avions établi l'existence au n° 476; et 
les valeurs de p, Pi Pa tirées des formules (59) et (Go) seront les 
paramètres. des trois familles qui le composent. 

Voici quelques formules relatives à ce système : 
Introduisons la fonction auxiliaire 0 définie par la relation 

(61) X—mh+(Y—y}+(Z—:}=—2)0.
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Les formules (59) et (60) pourront être remplacées par le Sys- 
- tème suivant : 

C(X—x)+ c'(Y—y)+ 0e" (Z—:)= Up + pr) 

tu Il 

dc de" ,., . dc” 

de 
‘dpi 

op 
WE 

- dc" de" ,,, . du X—z)+ y+ (ze 20%. ( æ) 1 ÿ)+ 9 ( ) 0 

Ces équations peuvent être résolues par rapport à X, Y, Z et 
nous donnent 

  

| + 0 Ou de 0 Où dc X—xz=Q(u+ + = LE 4 EE 
G pale € dp 0 & Op 

: : D , », 0 du dc’ 0 Ou dc’ 
ÉD ren EE ER De 

0 du dc" 0 du dc” 

PE ET D on? 
ectg étant les quantités définies par l'identité 

(64) dei+ det+ de?= e dp+ g dpt. 

Si l’on porte les valeurs de X, Y, Z tirées des formules (63) 
dans l'équation (61), on aura la relation 

À u\? 1 fou \? 5) Teens (EN LE), 
qui fera connaître 1. 

Des différentiations nous donneront ensuite les dérivées de X, 
Y, Z par rapport à Ps Pts P2e On trouve ainsi 

    

dc dc OX 1 OÙ | - . aX - 1 ©) EN 

+ dpi 
- oX MH + pa [x cÀ | 6 — = OX — (67) | de i Fier ; 

et des formules analogues pour les dérivées de Y et de Z. Ces 
valeurs permettent de vérifier aisément les relations d’orthogo- 
nalité. On en déduit, pour l'élément linéaire relatif au système
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orthogonal, la formule . 

12 \° fa2\ 
(68) dst= 0? dp3+ De edpt+[ — | dpt, 

. - Æ og 
dP .\ di 

où il faudra remplacer 0 par sa valeur tirée de l’équation (65). 
Lorsqu'on donnera à pa différentes valeurs constantes, on aura 

les différentes surfaces qui sont les trajectoires orthogonales des 
cercles représentés par les équations (59). La surface (A) corres- 
pond à l’hypothèse p>—co. Il résulte d’ailleurs de la forme des 
expressions de X, Ÿ, Z, 6 par rapport à pe que quatre trajectoires 
orthogonales fixes couperont chaque cercle en quatre points dont 

le rapport anharmonique sera constant. M. Ribaucour a beaucoup 
insisté sur cette propriété ct en a déduit différentes conséquences. 

Si l’on prend pour les cosinus directeurs de la normale à une 
des surfaces les valeurs +, y’, y” définies, en grandeur et en signe, 
par des formules telles que les suivantes 

(69). 7=c+(X—2)ÈRE, 2, 

les rayons de courbure principaux K", R de la surface seront 
définis par les relations élégantes 

co nr. 2 Fm+e)] _ , 29 [ere] co RG [eee ne [ET 
. Si l'on se reporte à la Jêg. 31 en supposant que æ, y, 3 soient 

les coordonnées du point À, on déterminera aisément tous les 

éléments de la figure. Les coordonnées de M et de B seront 
données par les formules 69) et (63); celles de C et de D par les 
suivantes 

de LE 

(71) . 7 : a 

Xp= on Er 2e) 2, 

\ dpi dpi 

auxquelles on ajoutera les valeurs analogues pour Ÿ et Z.
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La détermination des systèmes orthogonaux précédents repose 
sur l'intégration du système (54). Si l'on prenait pour } et u les 
combinaisons linéaires suivantes oo 

A=ho+ky+ls+m+ n(a+ Fi + st), 
p= lc +kc+lc+p;+on(cr+c'y+c"s) 

” des solutions signalées plus haut, on retrouverait le cas particulier 
déjà étudié [T, p. 258 et suiv.], dans lequel les cercles de la con- 
gruence sont normaux deux fois à une sphère ou à un plan. La 
détermination complète des systèmes orthogonaux correspondants 
exige seulement l'intégration de l'équation différentielle des 
lignes de courbure sur la surface proposée. 

483. La proposition fondamentale, d’après laquelle les six coor- 
données de la;sphère qui enveloppe une surface sur les: deux 
nappes de laquelle les lignes de courbure se correspondent satis- 
font à une même équation linéaire du second ordre, peut recevoir 
“un grand nombre d'applications. Nous verrons, par exemple, que, 
lorsque les six coordonnées satisfont à l'équation élémentaire 

  

la sphère enveloppe la surface la plus générale ayant ses lignes de 
courbure sphériques dans les deux systèmes; de sorte que la déter- 
mination de toute surface à lignes de courbure sphériques dans 
les deux Systèmes se ramène à celle de six fonctions A; de x et de 
six fonctions B; de $ vérifiant l'identité 

"6 

D BY = 0. 
î 

On obtiendra de même toutes les surfaces à lignes de courbure 
sphériques dans ün seul système en déterminant toutes les sphères 
dont les six coordonnées satisfont à une équation linéaire dont un 
des invariants est égal à zéro. Nous nous contenterons maintenant 
de ces indications; et nous terminerons ce Chapitre, ainsi que le 
Livre destiné aux congruences, en remarquant que l'on peut 
étendre la proposition précédente aux congruences rectilignes:
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Soient (G) une congruence de droites, (£) et (E,) les deux 

nappes de sa surface focale; chaque droite de la congruence, 

touchant en un point la nappe (£) et en un point la nappe (£,), 

établit ainsi une correspondance point par point entre ces deux 

nappes. Les lignes asymptotiques de (£) ne correspondent pas, en 

général, à celles de (£,). Mais, si l'on emploie la transformation 

de M. Lie en l’appliquant à la proposition que nous avons étudiée 

relativement aux enveloppes de sphères, on est immédiatement 

- conduit au résultat suivant : 

La condition nécessaire et suffisante pour que les lignes 

asymptotiques se correspondent sur les deux nappes (=), (&) 

est que les:six coordonnées de chaque droîte de la congruence, 

qui sont fonctions de deux paramètres variables, vérifient une 

méme équation linéaire aux dérivées partielles du second 

ordre. | 

Appliquons cette proposition aux congruences de normales; x, 

y, 5 désignant les coordonnées du pied de la normale, les six COOr- 

données de la normale sont 

—T—pP5 YF PIE = PV 

p et q désignant les dérivées de 3. Prenons, par exemple, æ et y 

comme variables indépendantes; la condition pour que les lignes 

asymptotiques se correspondent sur les deux nappes de la surface 

des centres est 

Dey(r +P5 +98 PY — 9% Ps D 1) 0: 

Cette équation aux dérivées partielles du troisième ordre est 

celle des surfaces pour lesquelles les rayons de courbure prin- 

cipaux sont fonctions l’un de l’autre.
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LIVRE V. 
DES LIGNES TRACÉES SUR LES SURFACES. 

CHAPITRE I. 
FORMULES GÉNÉRALES. 

Définition d’un trièdre trirectangle (T) lié à chaque élément de la surface. — Ap- 

plication des formules données dañs le Livre I relativement aux déplacements 

qui dépendent de deux paramètres. — Systèmes de formules (A) et (B). — 

Directions conjuguées. — Lignes asymptotiques. — Lignes de courbure; équa- 

tion aux rayons de courbure principaux. — Propriété cinématique des lignes 

de courbure. — Formules relatives à une courbe quelconque tracée sur la sur- 

face. — Théorème de Meusnier. — Courbure normale; courbure géodésique. — 

Éléments du troisième ordre. — Formules de MM. O. Bonnet et Laguerre. — 

Sphère osculatrice. 

. 484. Nous nous proposons maintenant de reprendre l'étude des 

surfaces en la rattachant directement aux développements donnés 

dans le Livre I. Nous ferons connaître d'abord différents systèmes 

de formules parmi lesquelles se trouvent celles que l’on doit à 

M. Codazzi. , 

: Considérons une surface quelconque; on peut lier l'étude de 

cette surface à celle du mouvement d’un système mobile en 

opérant de la manière suivante. 
M désignant un point de la surface, construisons un trièdre 

trirectangle (T) dont le sommet soit en M et dont l'axe des 3 soit 

Ja normale en M; les axes des æ et des y seront, par suite, situés 

dans le plan tangent à la surface. Ces axes seront parfaitement 

déterminés si l’on connaît, pour chaque position du point M, 

l'angle de l’axe des x avec l’une des lignes coordonnées, par 

exemple avec la tangente à la courbe »== const. Sans indiquer, 

pour le moment, rien de plus précis relativement à leur position
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dans le plan tangent, nous allons montrer comment les propriétés 
de la surface et des courbes qui y sont tracées se déduisent de 
l'étude du mouvement du trièdre (T). | 

Remarquons d'abord que, si l’on conserve toutes les notations 
du Chapitre VII [, p.66], ce mouvement est caractérisé par 
les équations UT : 

Ca
] 

=0, ‘Ü=o, 

qui expriment que la surface décrite par le sommet du trièdre est 
tangente au plan des æy. 

Alors les formules du Livre I[L p. 49 et 66] nous donnent 
le système suivant : 

j 0p  dp d£ dt . D — du = Tru D DS = ru 
og dg1 _ dr, dr + > (A) 0 du "PI PrH d qu NT ST 

dr dr 

| do du PDP Prui—mpit+Ëqi—qh=0o, 

ct il résulte évidemment des propositions établies au Livre I qu'à 
tout système de valeurs des quantités p, …., E, .…., satisfaisant. 
à ces équations, correspondra un .Mmouvement parfaitement 
déterminé, et par conséquent une seule surface. 
_ Si un point rapporté au trièdre (T) a’pour coordonnées x, Yr5) 
On aura, en appliquant les formules (4) CE p. 67], 

dr + tdu+t;do +(gdu+ qidv)s —(rdu+r, dv}y, 
(B) dy +v'du+ mn do+(rdu + r dv)x —(p du + pidv}s, 

| ds + (p du + p\dv)y —(q du + q\dv)x, 

pour les projections de son déplacement sur les axes du trièdre 
mobile, quand w et » prendront dés accroissements du, de. 

485. Considérons, en particulier, la surface proposée, qui est 
Parcourue par l'origine du trièdre mobile; ds désignant la difré- renticlle de l'arc de courbe décrit par celle origine et w l'angle 
que fait la tangente à cette courbe avec l'axe des x du trièdre 
mobile, on aura 

(:) ds cosuw = € du +E dv, ds sinw = 7 du + ri do.
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Ces formules feront connaître l'élément linéaire de la surface, 

qui aura pour expression 

(2) ds? = (E du + E do}t+ (n du + mn dv}. 

Imaginons que, par un point fixe O de l'espace, on mène des 

droites parallèles aux axes du trièdre (T). On formera ainsi un 

trièdre (T,) dont les rotations seront les mèmes que celles du 

trièdre (T). Si l’on considère le point m à la distance 1 sur l’axe 

des = de ce trièdre, il décrira une sphère (S) de rayon 1; ce sera 

évidemment le point qui correspond à M lorsqu'on effectue la 

représentation sphérique de la surface proposée sur la sphère (S) 

d'après la règle que nous avons indiquée. | 

D'ailleurs, si nous appliquons les formules (4) [E p. 48] re- 

latives au déplacement d’un trièdre ayant un point fixe, nous 

trouverons pour les projections du déplacement du point 7» sur 

les axes du trièdre (T,) ou, ce qui est la même chose, sur ceux 

du trièdre (T), les valeurs suivantes : 

qdu+aqdvr, —pdu—pidv, 0. 

Par suite, si nous désignons par ds l'arc de courbe décrit par le 

point m et par 0 l'angle que fait cet arc avec l'axe des x du trièdre 

(T), on aura 

(3) ds cos0 = q du + qidv, ds sin0 =—(pdu+ p;dv) 

L'élément linéaire de la sphère sur laquelle on effectue la repré- 

sentation de la surface aura donc pour valeur 

(4) di =(p du pidv} + (q du + qidv}. 

Enfin l'angle w —0 d'une courbe tracée sur la surface avec sa 

représentation sphérique sera déterminé par l'une ou l’autre des 

deux équations 

ds sin(w —0)=(p du + pidr}cosw + (q du + gidv)sinu, 

ds cos(w —0)=(g du + qidv}cosw —(p du + pidv)sinu. (5) 

Ces formules nous seront très utiles. Nous allons maintenant 

résoudre quelques-unes des questions les plus importantes qui se 

présentent dans les applications. |
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486. Proposons-nous d’abord d'établir la relation qui doit ‘exister entre deux tangentes conjuguées. Si le point M de la surface décrit une courbe, on obtiendra la conjuguée de la tangente à cette courbe en prenant l'intersection du plan tangent en M avec le plan tangent au point infiniment voisin de la courbe; en d’autres termes, la conjuguée est la caractéristique du plan tangent dans le mouvement du trièdre; elle est le lieu des points de ce plan dont la vitesse est dirigée dans le plan. Les formules (B) donnent les composantes de cette vitesse ; si l’on écrit que la composante re- lative à M3 est nulle, on obtiendra l'équation 

- (p du +pidv)y —(q du + g\dv)x = 0, 

qui représente la tangente conjuguée. Appelons w/ l'angle qu'elle fait avec l'axe des + du trièdre (T); æ et y seront proportionnels à cosw/, sinw’, et l'équation précédente deviendra 
(6) Cp du + pido) sinw'— (q du + qidv)cosw = 0. 

Désignons par la lettre à les différentielles relatives à un dépla- cement suivant la direction conjuguée; on aura 
Ôs cosw'— E du + Liv, ês sinw' = du + 1 dv. 

En substituant ces valeurs de sinw/, cosw’ dans l’équation que nous venons d'obtenir, on trouvera 

(Pt — g5) du du + (pins — qui) do do 
+Gri—gl)duèe-(pir — d1ë) du dv = 0. 

(7) 

Cette relation est, comme il fallait s’y attendre, parfaitement symétrique par rapport aux différentielles d, 8; car les coefficients de du ÿv et de du dy sont égaux en verlu de la dernière des formules (A). Il suit de là que la relation (6) peut aussi être écrite sous la forme suivante : 

(6) (pôu + pidv) sinw —(g Ôu + qièe) cosw = 0. 

On pourrait encore établir comme il suit la relation entre deux tangentes conjuguées. On déduit des formules précédentes (3) 
(8) ds cos(e— 0) — (qdu + qi do) cosw'— Cp du + pi dv)sine’. 

Or, si les deux directions définies par les angles w, w’ sont
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conjuguées, on aura, d’après une propriété déjà démontrée [T, 

p. 201}, 

w'— 0 = 

C
A
E
 

En introduisant cette hypothèse dans l'équation (8), on sera 

conduit de nouveau à la relation (6). 

487. Si l’on suppose que les deux directions conjuguées coïn-, 

cident, il faudra remplacer partout à par d, w' par w; et l’on aura 

l'équation différentielle des lignes asymptotiques sous les deux 

formes suivantes : 

(o) Cpn—g?) dut+(pri—glipin— 9) du de +(pini—giés) dt=0, 
(p du + pidv)sinw — (q du + qidv)cosw = 0. 

En comparant la seconde de ces équations à l’une des formules 

(5), on reconnaît immédiatement une propriété caractéristique 

des lignes asymptotiques; elles font, en chaque point, un angle 

droit avec l'élément correspondant de leur représentation 

sphérique. | 
La seconde équation (9) exprime aussi, nous le verrons plus 

loin, que le plan osculateur de la ligne asymptotique est tangent 

à la surface. , 

488. Cherchons maintenant l'équation d différentielle des lignes 

de courbure. On obtient toutes les propriétés essentielles relatives 

à ces lignes en se plaçant à des points de vue divers, que nous 

allons successivement examiner. 

On peut d’abord chercher les déplacements du trièdre mobile 

pour lesquels la normale à la surface, axe des 3 de ce trièdre, 

‘engendre une surface développable. 
Pour qu’il en soit ainsi, il faudra qu'il existe sur l'axe des s du : : 

trièdre mobile un point variable 

T=0 F0,  S=f; 

. décrivant, dans le mouvement considéré, une courbe constamment 

tangente à cet axe. Or les projections du déplacement de ce point 

quand u et # prennent les accroissements du, dv sont, d’après
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les formules (B), 

E du +tide +(q du+ gidv)}p, 
A du + rdv —(p du + pidv)p, 

do. 

Pour que la courbe décrite soit tangente à l’axe des s, il est né- 
cessaire et suffisant que les deux premières projections soient 
nulles. On a donc - | 

Edu+E; de + p(g du + gidw)= 0, (10) | n du + ni dv — p(p du + pidv) = 0. 

Ces deux équations font éonnaître à la fois a ct p. Cette 
dernière quantité est évidemment le rayon de courbure principal 
Correspondant à la ligne de courbure considérée. 

, Si l’on élimine P, On obtient l'équation différentielle 

Gt)" Cpdu + pidv)(E du RE de) + (g du + qi dv)(n du + nid) = 0, 

qui caractérise les deux lignes de courbure. On peut lui donner 
la forme suivante | 

(11e (p du + pidv) cosw + (g du + gido) sinw = 0, 

une ligne de courbure et à son image sphérique sont parallèles. 

qui, rapprochée des formules (5), montre que Les tangentes à 

. je .._ du . , . Si l’on élimine au contraire TH? on obtiendra l'équation aux 
rayons de courbure principaux 

(2) etCpgi— gi) + pq — qua — Ep Ep) + Emi nt = 0. 

489. On retrouve encore les lignes de courbure en étudiant une des questions fondamentales relatives au déplacement du trièdre 
(T). Nous avons vu que, parmi les mouvements infiniment petits qui se produisent à partir d’une position donnée, il y en a deux, 
réels ou imaginaires, qui se réduisent à des rotations. La valeur 

du . pp « 1m: de TH À l'axe de rotation relatifs à ces mouvements sont définis 
par les équations (6) [E p. 68] qui se réduisent ici aux sui-
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vantles : 

6 du + Edo + (g du + qidv)s — (r du + r;dv)y = 0, 

(13) r du + ndo + (r du + rdv) —(p du + pidv)s = 0, 

(pdu + pidv)y —(q du + qidv)x =0. 

On en déduit d’abord l'équation 1 

Cp du + pido)(£ du'+ Edo) + (q du + qidv)(n du + rdv) = 0, 

. . : du . 
qui définit les valeurs de ZT correspondantes aux deux rotations., 

Or, dans le cas qui nous occupe, l’équation précédente est celle 
des lignes de courbure. 

De plus, l’axe de rotation relatif à chaque ligne de courbure va 

rencontrer la normale à la surface au centre de courbure corres- 

pondant. Cela résulte de la comparaison des formules (io)et (13). 

En réunissant tous ces résultats, nous pouvons énoncer la propo- 
silion suivante : 

Dans le déplacement du trièdre (T) lié à la su face, les 

mouvements infiniment petits qui se réduisent à des rotations 

sont toujours réels; ils correspondent à des déplacements de 

l’origine s'effectuant suivant les lignes de courbure de la sur- 

face. Les axes correspondants à ces rotations, qui sont évidem- 

ment situés, pour chaque ligne de courbure, dans le plan 

normal à cette ligne, vont.en outre passer par le centre de 
courbure principal correspondant. 

490. Il nous reste maintenant à étudier les propriétés relatives 

à une courbe quelconque tracée sur la surface. Nous avons déjà 
obtenu les formules relatives à la tangente 

E du + ti de 
COS = 2" —, 

(11) ds 
14 

Sinw = À du +1 dv 

= ds 

  

Nous allons maintenant indiquer celles qui concernent la normale 
principale. 

Nous savons [[, p. 11] que si, par un point fixe de l’espace, 
on mène une parallèle à la tangente de la courbe, d’une longueur 

D. — I. | 23:
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égale à l’unité, la vitesse de l'extrémité de cette parallèle, en sup- 
posant que l'arc de la courbe soit égal au temps, sera égale en 
grandeur à la courbure de la courbe = et aura la direction et le 

sens de la normale principale. | 
Or si, par le même point fixe, on mène des parallèles aux arêtes 

du trièdre mobile, on formera le nouveau trièdre (Ti) déjà défini, 
dont les rotations seront, quand on se déplacera sur la courbe, 

du + p1 dv du+gidv rdu+r;dv P P q q 
“ ? . ? ° ds ds . ds 

L’extrémité de la parallèle à la tangente aura pour coordonnées 
relatives 

cosw, sinw, 0. 

En appliquant les formules (4) [I, p. 48] qui donnent la pro- 
jection de la vitesse sur les axes mobiles, on obtiendra les for- 
mules oo 

À cos E=— sino( do + r du + r1 dv), 

ds : | ‘ 
(5) 0051 = + Cosw (de + r du + r; dv), 

‘ ds” | 
— cost’ = + sinw(p du + Pa dv) — cosw(g du + q: dv), 

&,n!, C désignant les angles de la normale principale avec les 
axes des x, des y et des : dutrièdre (T;) ou du trièdre (T). 

Ces relations prouvent que l’on peut prendre 

(16) cost" =—sinwsinm,  cosn'= cosw sin, cost'= cos. 

w désignera l'angle de la normale à la surface avec le plan oscula- 
teur de la courbe; et les formules (15) pourront être remplacées 
par les deux suivantes : 

(1) ee = sinw(pdu+ p; dv) — cosu(g du + q1 dv), 

dssinw 
  (8) = do + r du + r do. 

Ces formules appellent plusieurs remarques. 
.. . ve cosw La première nous montre immédiatement que re demeure le
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même pour toutes les courbes ayant même tangente. Nous retrou- 
vons ainsi le théorème de Meusnier et nous voyons que notre pre- 
mière formule donne ce que l’on appelle la courbure nor male, 
c’est-à-dire la courbure de la section normale tangente à la 
courbe. co 

Quant à la seconde formule, elle définit un élément qui, comme 
nous le verrons, joue un rôle important dans la théorie de la 
déformation des surfaces. Considérons le cylindre projetant la 
courbe sur le plan tangent. D'après le théorème de Meusnier, 
sin 
  sera la courbure de la section normale du cylindre tangente 

à la courbe, c'est-à-dire la courbure de la projection de la courbe. 
sur le plan tangent. 

M. Liouville, qui l’a considérée après ] M. O. Bonnet, lui a donné 
le nom, accepté par tous les géomètres, de courbure géodé- 
sique ('). 

Nous appellerons centre de courbure normale le centre de 
courbure de la section plane normale tangente à la courbe, et 
centre de courbure géodésique le centre de courbure de la. pro- | 
jection de Ja courbe sur le plan tangent. 

D'après le théorème de Meusnier, ces deux centres se trouvent 
sur l'axe du cercle osculateur de la courbe considérée. 

On sait que l'on appelle ligne géodésique toute ligne dont le 
plan osculateur est, en chaque point, normal à la surface. L'é- 
quation différentielle des lignes géodésiques est donc 

G9) | do + r du + r; dv = 0. 

491. La formule (15) nous permet d'obtenir, d'une manière 
nouvelle, l'équation différentielle des lignes de courbure. On sait, 
en effet, que ces lignes sont tangentes aux sections normales de 
plus grande ou de plus petite courbure. Elles sont donc déter- 

  

€ ) O. BoxxET, Mémoire sur la théorie générale des surfaces (Journal de 
l'École Polytechnique, XXXII* Cahier, p. x; 1848). Présenté en 1844 à l’Aca- 

démie des Sciences. 

J. Liouvizze, Sur la théorie générale des. surfaces (Journal de Liouville, 
t. XVI, p. 1305 1851).
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à cosm\ _, 
du ? 70 

N cosy J . 
où l'on regarde == comme une fonction de &, v et de w. Or 

o p ? 

minées par l’équation 

  

on a 

P ” ds ‘ s 

Les expressions de LE ? en fonction de w se déduiront des 

  

cos nn 2 du + pi do cosu 2 du + gide. 

formules déjà données (14). On aura 

du T, cos w — ? smuw dp ë sin w — 7 COsSw 1 $1 ; $ i = = À ——, = = - . 

ds 16 — fin as 116 — É17 

. En faisant usage de ces équations pour calculer les dérivées de 
du dv 

ds? ds 

tranchant du second membre, après la dérivation, la quantité 

considérées comme fonction de la seule variable w et re- 

(pri — pin — gti + giE}(sin?w + costw), 

qui est nulle en vertu de la dernière des équations (À), on obtient 
l'identité 

. qdu+qidv 
Pa LOT —   

9 fcosm\ . du + p: do 
(20) “ ( }= 2000 2 pré 

dw\ p 

dont nous aurons à faire usage. En égalant le second membre à 
zéro, on retrouve bien l'équation différentielle des lignes de cour- 
bure. . 

s 

492. Nous allons maintenant passer aux éléments du troi- 
sième ordre. Remarquons d’abord que les angles Y, us v' de la 
binormale avec les axes du trièdre (T') sont connus, puisque nous 
avons déjà déterminé ceux de la tangente à la courbe et de la 
normale principale. En sppliquant les formules (1) [I, p. 3], 
ona 

(21) cos À" = sinw cosw, COS ft = — COSW COST, cosv'= sinw. 

Nous savons aussi [I, p. 11] que si, par un point fixe, nous 
menons une droite de longueur égale à 1, parallèle à la binormale,
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l'extrémité de cette droite aura, quand on se déplaccra sur la 
. , , , ds : : : 
courbe, un déplacement égal à — et la direction de ce déplacement 

sera celle de la normale principale. Reprenons donc le trièdre (T;) 
déjà considéré, ayant le point fixe pour origine et parallèle au 
trièdre (T). L’extrémité de la parallèle à la binormale menée par 
l'origine aura pour coordonnées 

sintw COSW, —COSWCOSW, Ssinw 

et les projections de la vitesse de ce point sur les axes mobiles 
devront être, en tenant compte des valeurs déjà données des 

cosinus directeurs de la normale principale, 

—sinwsinm  Coswsinm  COsw 
2 3 * _ = = + T e 

  

En appliquant done l'une quelconque des formules (4) [I, 
p- 48] qui donnent la projection de Ja vitesse, la dernière par 
exemple, on aura 

costs ou LE _ Pdu+pr dv g du + qi de 
  = COST —— cos COS — coswsintw 

< ds ds ds 

ct, en divisant par cosz, 

1 do ___ pdu+pidv g du + qi de . 
22) . — LE ç0S 0 — EE — sin w. 
2) 4 ds ds 

On voit que le premier membre demeure le même pour toutes 
… des courbes ayant même tangente. Ce résultat important est dû 

à M. O. Bonnet. On peut encore donner à l'équation précédente 

la forme suivante : 

D . d (3) ire (ee) 

ï dérivée par rapport à w ayant même signification que dans 
l'équation (20). 

493. Pour obtenir tout ce qui se rapporte au troisième ordre, 
. d mr . 
il faut encore connaître Se. Pour cela nous différentierons la for- 

cosu 
  mule qui donne



358 LIVRE V. — CHAP. IL 

Cette quantité étant toujours considérée comme une fonction 
de u, v et de w, nous avons ° 

af) = (ee) S (ET) a à (ae) 
\ Pp du \ p ‘ dœ\ p dw \ p 

  

  

ou, en remplaçant dw par sa valeur 

sinw ds 

  

— rdu— r; de 

déduite de la formule (18), 

al esse d /cosw sin ds :_ d fcosw\: 4 cost d 
p/ lp] [x F)— ra p_/J" 

. [9 /cosxm d fcosm d (5) (ee 
On voit que le second membre peut être écrit sous la forme 

d cos __,. 9 cost } mi NE rs 5 du 

d /cosw d /cosz Sn 
| + [3 P. )-n3( P )Je=xæ, 

  
  

  

  
  

  

  

(21) 

  

K ne dépendant que de la direction de la tangente à la courbe. 
Quant au premier membre, si l'on y remplace SR (EE) par É | 

duw P 
sa valeur tirée de la formule (23), il ne contient plus que des 
quantités ayant une signification géométrique simple, etl'onobtient 
l'équation _- 

  

  

(5) -- AE + 2e (£ — ds) = Ka, - 
ft 

qui permettra évidemment de calculer de, - ds- 
.. ‘ x . cosw En divisant les deux membres de l'équation (25) par 5 on 

aura 

. 1, [2 dus\ __ Ko (26) paume (ist) ie.   

Ket = ne dépendant nullement des éléments du second ordre 
mais seulement de la direction de la tangente à la courbe, on voit 
dès à présent que le premier membre de l'équation (26), et aussi
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celui de l'équation (25) divisé par ds, demeureront les mêmes 
pour deux courbes ayant la même tangente au point donné, bien 
que les éléments dont ils dépendent soient, du deuxième et du troi- 

sième ordre. Nous aurons à développer les conséquences de ce 
résultat, qui est dû à Laguerre (1). 

Pour terminer ce qui se rapporte au troisième ordre, nous dé- 
terminerons le centre de la sphère osculatrice. En appliquant les 
formules connues et en désignant par 6, Yo 50 les coordonnées 

du centre de cette sphère, nous trouverons | 

To COSW + Yo Sinw =0, 

(27) sin m(— 6 SiNW + Yo COSW ) + 50 COST = P, 
: . d 

cosw( Zo Sinw — yo COS W) + 39 Sin = 

d’où l’on déduit 

  LT = 0 LE sinv += À com, 
(28) sinw  Cosw * , ds | . 

‘ | 30 = P CO + À sine cc So = p COS "Te . 

Les deux premières équations (27) représentent l'axe du cercle 

osculateur. En prenant l'intersection de cet axe soit avec la nor- 

male, soit avec le plan tangent, on a : | L 

1° Le centre de courbure normale 

  (29) Ti = Yi —=0; AT 5 

2° Le centre de courbure géodésique 

Li sinw cosw 
(30) x PIN,  PCOosw, 

sinw sinm 
  

494. Après le troisième ordre, il ne reste plus d’élément géo- 

métrique à calculer. Les dérivées des éléments p, w et + s’oblien- 

dront par la simple différentiation des formules précédentes. Il 

nous paraît bon toutefois de remarquer que l’on pourra écrire, si 

  

(*) LAGUERRE, Sur une propriété relative aux courbes tracées sur une sur- 

face quelconque (Bulletin de la Société philomathique, 1. VIL p. 49; 1870).
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l’on veut, pour les éléments différentiels d’un ordre quelconque, 
deux formules analogues aux relations (23) et (25). Supposons, 
en effet, que l’on ait une équation de la forme . 

P=K, 

® contenant les éléments différentiels de la courbe jusqu’à l’ordre 
n et K étant fonction seulement de u, v et de w. La différentiation 
de cette équation nous donnera 

oK oK oK 
db — du + D + Fo 

et l’on déduira de là 

db _OKsinm OK du OK de 0K/ du dv 
A5 do p du ds * à mt tng) 

Cette formule conserve la forme de celle d'où on l’a déduite : 
le second membre y dépend seulement de w, » et de w; mais le 
premier membre contient les éléments différentiels de la courbe 
jusqu’à l’ordre » +1. 

Si l’on applique celte méthode aux deux formules (23) et (25), 
on en déduira deux équations nouvelles se rapportant aux élé- 
ments du quatrième ordre, ct l’on Pourra continuer ainsi jusqu’à 
un ordre quelconque. 

Par exemple, de la formule (23) on déduira Ja suivante, que 
nous nous contenterons d’énoncer, 

d'ft di sin /2cosw 1 D\ K 
ds\r ds p p R R/ 

K, demeurant le même pour deux courbes qui ont la même tan- 
gente, et R, R’désignant les rayons de courbure principaux de la 
surface.
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CHAPITRE IL. 
LES FORMULES DE M. CODAZZI. 

Formules relatives aux coordonnées obliques, l'élément linéaire étant déterminé 
par l’équation ‘ 

ds? = A1 dut + C? dv? + à AC cos x du dv. 

Angle de deux courbes. — Condition pour que deux directions soient conju- 
guées. — Lignes asymptotiques. — Lignes de courbure. — Théorème de Gauss. 

— Courbure totale et courbure moyenne. — Coordonnées curvilignes rectan- 
gulaires; formules de M. Codazzi. — Étude particulière relative au système 

coordonné formé par les lignes de courbure. — Application de la méthode 
générale au système de coordonnées formé par les lignes de longueur nulle. — 

Détermination des quantités p, 4, l'y Pis Qu l'as Es To By M, 10rsqu'on connait 

les expressions des coordonnées rectangulaires æ, y, s en fonction de deux pa- 

ramètres u,v. — Application à l’ellipsoïde que l'on suppose rapporté à ses 
lignes de courbure. 

495. Nous nous sommes çontentés jusqu'ici de supposer que 
l'axe des 3 du trièdre (T) était la normale à la surface. Dans les 
questions où intervient l'élément linéaire de la surface, il importe 
de définir d’une manière plus précise la relation entre le trièdre 

et la surface, afin de reconnaître quelles sont les quantités qui 
demeurent invariables quand on déforme la surface. 

À la vérité, ce résultat pourrait être atteint avec les notations 

précédentes; il suffirait de remarquer que, si la surface se déforme 
en entraînant avec elle le trièdre (T), les translations PATIET 

demeurent invariables et, parconséquent, aussi les rotations r,r, 

en vertu de la quatrième et de la cinquième des formules (A). 

On reconnaîtrait ainsi immédiatement que la courbure géodésique 
d’une courbe quelconque, le produit des rayons de courbure prin- 
cipaux en chaque point de la surface conservent leur valeur après 
toute déformation de la surface. Mais ces résultats, et d’autres 

encore, apparaîtront d’une manière plus nette si l'on part d’une 
forme donnée a priori de l'élément linéaire. Nous allons donc 

considérer successivement les divers systèmes de coordonnées.
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Supposons d'abord que les points de la surface soient rapportés 
à des coordonnées obliques pour lesquelles l'élément linéaire 
prendra la forme | _ | 
(1) ds? = A? du? + C? do?+ 2 AC cos x du dv. 

Pour achever de définir la position du trièdre (T), nous donne- 
rons l'angle m que fait l'axe des x avec la taagente à la courbe 
’—const., c'est-à-dire avec l'arc infiniment petit À du. Si l’on 
désigne de même par r l'angle que fait avec le même axe l'arc in- 
finiment petit C dv, on aura évidemment | oo 

n—m=ta. 

L’angle « n’entrant que par son cosinus dans l'élémentlinéaire, 
on peut prendre ° 
(2) n—mMm= A. 

s Il est aisé dé comprendre pourquoi nous ne donnons pas à 
l'angle » une valeur particulière. Dans le cas des coordonnées 
rectangulaires, il serait naturel de faire coïncider les axes des x et 
des y du trièdre mobile avec les tangentes aux courbes coor- 
données; mais, si ces courbes ne se coupent pas à angle droit, la 
Géométrie n'indique aucune position particulière pour les axes 
du trièdre mobile. Faire coïncider l'un d’eux avec l’une des tan- 
gentes aux courbes coordonnées serait détruire la symétrie qui 
doit exister dans les formules entre les deux variables w et +. 
Cette symétrie serait conservée, il est vrai, si l'on prenait pour 
axes les bissectrices des tangentes aux courbes coordonnées ; 
mais ce choix aurait l'inconvénient de ne pas coïncider avec celui : 
qui est le plus naturel quand les coordonnées deviennent rectan- 
gulaires. Il nous paraît donc préférable de conserver cette arbi- 
traire m, sauf à lui donner la valeur qui sera la plus avantageuse 
dans l'étude de chaque question. |, ol 

Quand & varie seule, l’origine du trièdre décrit dans le plan 
tangent l'arc À du qui fait l’angle m avec l’axe des +. On aura 
donc | 
(3) = Acosm, n = A sin», 

et de même 

(4) ti Ccosn, n;=Csinn.
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Introduisons ces valeurs des translations dans les formules du 

Chapitre précédent. Le système (A) prendra la forme 

2 _ = qn—rTqr 

De = mi pr 
dr dr 

(A') D du PT —IPv 

Tr =— 2 = — (% —_ Ta cos) 
du  Gsinx | de du ? 

n=- ts te GC _oA cosa), 
17 de  Asinx \du dv 

A(pisinm— gcosm)= G(p sinn — g cosn). 

La quatrième ct la cinquième équation ont été résolues par 
rapport à r et à rs. 

496. L’angle w de la tangente à une courbe tracée sur la surface 
et la différentielle ds de l'arc de cette courbe seront maintenant 

définis par les formules ‘ 

{ ds cosw = À cosm du + Ccosn dv, 
(5) Î ds sinw = À sinm du + Gsinn de, 

qui donnent 

du _ sin(n —w) do __ sin(w—m) 

(6) AT = 7 Sinz CT = sinz 

D'après cela, si l’on considère deux courbes différentes s passant 
_ par le même point de la surface et si l’on désigne par la lettre à 

les différentielles relatives à la seconde courbe, par w' l'angle ana-, 

logue à w, l'angle des deux courbes sera donné par les formules 

A?du du + AC cos (du de + dv du) + C'dvè de 

ds ès 

AC sina(dv du — du Ôv) 

ds ôs ° 

cos(w —w'})= 

sin (wo — w') = 

Cet angle ne dépend, on le voit, que de l'expression de l’élé- 
ment linéaire; par conséquent, il ne changera pas quand on dé- 

formera la surface. Ce résultat avait été déjà signalé (n° 119). 
La condition pour que deux directions soient conjuguées de-
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viendra ici 

«) A(g cos m — p sinm) du du + C(grcosn — pisinn) do dv | 
“+ A(gicosm — pisinm) du do + C(g cosn — psinn) du do — 0. 

, Par conséquent, l’équationdifférentielle des lignes asymptotiques 
sera | 

Ag cosm — psin m) dut+ C(gicosn — Pisinn) dv? (9) 

  

+ [A (gicosm — pisinm)+ G(g cosn — p sinn)] d du = 0. 

Enfin les deux équations qui définissent les lignes de courbure 
deviendront. 

+ (to) 
À cos du + C cosn do + (g du+ gidv)}o = 0, 
A sinm du + Csinn dp—(p du + pidv)p = 0. 

L’équation différentielle de ces lignes développée s’écrira 
A(p cos m + q sinm) du?+ G(picosn + qisin n) dr? 
+ [C(p cosn + g sin) + A(picosm + qisin m)] du do = 0. 

cn) | 

Mais nous devons surtout insister sur la forme nouvelle que prendra l’équation du second degré qui détermine les rayons de 
courbure principaux. Elle devient ici 

P*(Pgi— qpa) 
—PIA CP: cos me + qi sin m)— C(p cosn+g sinn)]+ACsinx=0. 

(2) 

On en déduit, par conséquent, en désignant par R, R'les deux 
rayons de courbure principaux, 

(3) ACsinz (& + R) = A(p; cosm + g; sinm)—C(p cosn + q sin), 
y ACGsinz (ri) HR =? — GP. 

Remplaçons Pqi— GP1 par son expression déduite de la troi- sième des formules (A/); il viendra. ‘ 
: AC sin x __dr dr: (15) RRT ww ou” 

Ou, enremplaçantret r, par leurs valeurs, 

0C _ A A _ 0C AC sin da 2 [ou gp °° 9 Jo ou 16 = — — (6) RR’ | dudvb. Qu. Asinx Gsinz
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Cette formule donne immédiatement le beau théorème de Gauss: 

Le produit des rayons de courbure principaux ne dépend que de 

l'expression de l'élément linéaire et subsiste quand Ja surface est 

déformée sans déchirure ni duplicature. 

I 

RR’ 

surface; celui de courbure moyenne a été donné à la somme 

Df1 , 7 (RER) 
On a écrit des Mémoires pour chercher laquelle de ces deux 

quantités doit servir de mesure à la courbure de la surface en un 

point donné. Les géomètres qui ont traité ce sujet ne se sont pas 

aperçus qu’ils renouvelaient, sous d’autres espèces, la célèbre 

question des forces vives, et qu'ils soulevaient une question qui 

doit se résoudre par une définition de mots. Tout au plus pourrait- 

on essayer de raisonner par analogie, en examinant les propriétés 

relatives à la courbure des lignes planes qui sont susceptibles 

d'être généralisées dans la théorie des surfaces. Si toutes ces gé- 

néralisations se rapportaient, par exemple, à la quantité que nous 

avons appeléela courbure totale, les géomètres auraient eu quelque 

raison de réserver le nom de courbure à cet élément. Mais ce 

moyen indirect de résoudre la question échappe complètement; 

parmi les propriétés relatives à la courbure dans les lignes planes, 

les unes admettent une généralisation dans laquelle on emploie la 

courbure totale; pour d’autres au contraire, il faut faire intervenir 

la courbure moyenne; quelques-unes d’entre elles admettent 

même des généralisations différentes dans lesquelles on a à em- 

ployer tantôt la courbure moyenne, tantôt la courbure totale. 

Nous allons d’abord montrer, d’après Gauss, qu’on peut adopter 

une définition de la courbure totale tout à fait analogue à celle de 

la courbure dans les lignes planes. | 

Étant donné un arc de courbe plane, si, par le centre d’un cercle 

de rayon 1, on mène des parallèles aux normales à l'extrémité de 

cet arc, ces parallèles interceptent un are de cercle qui est égal à 

l'angle des tangentes aux deux extrémités de la courbe et qui, par 

conséquent, mesure ce que l’on appelle la courbure de l'arc de 

courbe. . - 

De même, si l’on considère une étendue de surface limitée par 

497. L'expression a reçu le nom de courbure totale de la
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une courbe fermée et que l’on mène par le centre d’une sphère de rayon 1 des parallèles aux normales de la surface en tous les points de sa courbe limite, ces parallèles couperont la sphère suivant une courbe également fermée. Il ÿ aura une portion de la sphère, limitée par cette courbe, qui contiendra tous les points de la sphère correspondants aux différents points du segment de sur- face considéré. L’aire de cette portion de la sphère s’appellera la courbure totale du segment de surface. . Revenons à la courbe plane. Si l'on divise la courbure totale d’un arc de la courbe par la longueur de cet arc, on démontre que ce quotient tend vers une limite finie et déterminée quand l'are diminue indéfiniment et se réduit à un point; cette limite est, par définition, la courbure en ce point. 
Si l’on envisage dé même un segment de surface entourant un point M de la surface, et si l'on suppose que l'étendue de ce seg- menidiminueindéfiniment, et dans tous les sens, autour du pointM, la courbure totale du segment diminue indéfiniment : mais, sion la divise par l'aire de la même région, le quotient obtenu tendra, comme nous allons le démontrer, vers une limite finie ct déter- minée, indépendante de la forme du segment. Cette limite est 

KR” c'est-à-dire l'élément auquel nous avons donné le nom de 
courbure totale au point M. . 7 En nous plaçant au point de vue précédent, il semble donc que l'analogie est complète entre la courbure dans les courbes et Ja courbure totale dans les surfaces. Mais on peut indiquer d’autres Propositions dans lesquelles cette analogie est détruite et qu'on Peut généraliser en substituant à la courbure de la ligne plane la courbure moyenne de la surface et non plus la courbure totale. Imaginons; par exemple, qu’on porte des longueurs infiniment petites sur les normales d’une courbe, de manière à obtenir une courbe voisine. Si XL désigne la longueur portée sur chaque nor- male, l'accroissement de longueur quand on passera de la première courbe à la seconde scra représentée par l'intégrale 

LE 

| P 

où ds désigne la différentielle de J'arc et p le rayon de courbure. 

+
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Si l’on opère de même sur une portion de surface, l'accroisse- 
ment de l'aire, quand on passera à la surface infiniment voisine, 
sera (n° 185) 

JS + R) ds, 

ds désignant l'élément d’aire et R, R' les rayons de courbure prin- 

cipaux. Ici, on le voit, l'élément qui se substitue à la courbure 
dans la proposition généralisée n’est plus la courbure totale; c’est 
le double de la courbure moyenne. 

Il est inutile d’insister sur cet exemple et sur d’autres que l’on 
pourrait invoquer. On peut dire que la courbure totale à plus 
d'importance en Géométrie; comme elle ne dépend que de l’élé- 
ment linéaire, elle intervient dans toutes les questions relatives à 
la déformation des surfaces. En Physique mathématique, au con- 
traire, c’est la courbure moyenne qui paraît jouer le rôle prépon- 
dérant. 

498. Il nous reste maintenant à bien préciser la définition de la 

courbure totale et à démontrer la proposition de Gauss que nous 
avons énoncée plus haut. 

Soient M un point de la surface et M'le point correspondant de 

la sphère de rayon 1 sué laquelle on effectue la représentation. 

Menons par M' des parallèles aux axes du trièdre (T). Nous aurons 

ainsi un trièdre (T') dont les rotations seront évidemment les 

mêmes que celles du trièdre (T), et qui jouera par rapport à la 

sphère le même rôle que le trièdre (T'} par rapport à la surface; 

car son axe des s sera la normale à la sphère. Soit 

dst= A'tdut-+ 2A'C' cos" du dv + C2 de? 

l'expression de l'élément linéaire de la sphère. L'élément süper- 
ficiel aura pour valeur 

A'C' sinæ du dv, 

en grandeur et en signe. Cela posé, appliquons à à la sphère la for- 
mule (14). 

Nous aurons, puisque les rotations du trièdre (T') sont les 

mêmes que celles du trièdre (T), 

A C'sin = pqi— Pis
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et, par suite, En tenant compte de la formule (14), 

rer r _ AGsinz 
A'Csinr= 

Donc la courbure totale d'une portion de la surface, qui, d’après 
la définition même de Gauss, est représentée par l'intégrale 

[fa c'sin 2" du dv 

étendue à cette portion de surface, le sera aussi par l'intégrale 

Je du dv, 

étendue à la même région. 
Si donc on divise la courbure totale d’un segment de surface 

par l'aire de ce segment, le quotient sera 

[EE du dv 

[fac sinz du dv 

Poursupprimer toute difficultérelative au choix des coordonnées, 
désignons par de l'élément superficiel et écrivons le quotient pré- 
cédent sous la forme | « 

f ds 

fe , 

Il est évident qu’il aura pour valeur 

. I ) 

» . (Re o 
€ 

  

{ , . E I , — nn s ? —— : 
(re), indiquant une moyenne entre toutes les valeurs de Nr à 
l’intérieur du segment considéré. Si l'étendue de ce segment 
“diminue de manière que les distances de tous ses points à un 
point M de l’intérieur tendent vers zéro, on voit que le rapport 
Précédent aura pour limite la courbure totale de la surface en ce 
point. Ce rapport n'aurait aucune limite déterminée si, contrairc- 
ment à l'hypothèse, le segment se réduisait non plus à un point, :
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mais à une ligne donnée, par la diminution d’une seule de ses 
deux dimensions. 

499. Dans le cas où les coordonnées curvilignes choisies sont 

rectangulaires, les formules générales se simplifient beaucoup. 
Alors on peut faire coïncider l'axe des æ du trièdre (T) avec la 

tangente à l'arc A du, c’est-à-dire avec la tangente à la courbe 
» — const. Cela donnera 

a 
T—= -) HN —O, œ — 

2 B
i
n
 

Les formules (A) prendront la forme plus simple 

d d, 
Agi+ Cp =, Le = qi ri 

. 1 JA dqg  dgq 
(A7) TG SSL = pri, 

. v 0C dr dr . 

NT X vu’ do du PA Pr 
/ 

elles coïncident, aux notations près, avec celles qui ont été 
données en premier lieu par M. D. Codazzi (1). 

  

(*) Conazzt (D.), Mémôire relatif à l’application des surfaces les unes sur 
des autres, envoyé au Concours ouvert sur cette question, en 1859; par l'Aca- 
démie des Sciences (1. XXVIL des Mémoires présentés par divers savants à 

* l'Académie des Sciences, imprimé en 1882). 

M. Codazzi donne aussi, dans un Appendice à son Travail, des formules rela- 
. lives aux coordonnées obliques. Ces formules, différentes du système (A'}, sont 

équivalentes à des relations que nous ferons connaitre plus loin (n° 508). Les 
formules (A), qui contiennent une arbitraire m, et où toutes les quantités sont 
définies par leurs propriétés cinématiques, ont été données en 1866 dans le 

Cours que j'ai eu l'honneur de faire comme suppléant de M. Joseph Bertrand, au 
Collège de France. M. Combescure, dans un Mémoire inédit présenté en 1864 à 

- l'Académie des Sciences, avait déjà appliqué des considérations de Cinématique 
à la démonstration des formules de M. Codazzi. Le travail de M. Combescure 
traite des déterminants fonctionnels et des coordonnées curvilignes; il a été 
publié en 1867 dans les Annales de l'École Normale (t. IV, 1° séric). 

C'est M. O. Bonnet qui, le premier, a mis en évidence tout l'intérêt et toute 

l'utilité des formules de M. Codazzi relatives aux coordonnées rectangulaires. 

Après les avoir démontrées géométriquement dans une #ote sur la théorie de 
la déformation des surfaces gauches insérée en 1863 aux Comptes rendus 

(t. LVIL p.:S05), l’éminent géomètre en a fait une étude approfondie dans une 

Addition de 120 pages à son Mémoire sur la théorie des surfaces applicables 
sur une surface donnée,inséré en 1867 au XLII° Cahier du Journal de l'École Po- 

D.— II. . 2i
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Les formules (B), [p. 348], qui donnent les projections du dé- 
placement d’un point, prendront ici une forme plus simple et de- 

viendront : 

dr + A du + (g du + qidv)s —(r du + rido)}y, 

(B") 4 dy + Cdv +(r du + ride)x — (p du + pidv)z, 

ds +(p du+ pido)y — (q du + qgidv)x. : 

Quand on aura à appliquer les formules du Chapitre précédent, 

il faudra adopter les valeurs suivantes des translations 

[Ë—A, to, 

(neo, m=C. | - 
(17) 

Si l’on considère une courbe quelconque tracée sur la surface 1 q ce, 
on aura 

= 

À du . C do 
SING = ———— ) 

ds ? ds 
  (18) cosw — 

. & désignant maintenant l'angle de la tangente avec l'arc À du. 
Les lignes de courbure seront définies par les deux équations 

À du + p(q du+ g; d) = 0, 

(ro) Cds — p(pdu— pi dw)=o; 

lytechnique (p. 31-151). Cette partie du travail de M. Bonnet contient unc dé- - 
monstration complète et de nombreuses applications; nous aurons à la citer 
souvent. M. Bonnet s’est placé au mème point de, vue que M. Codazzi, et il a 
défini tous les éléments qui entrent dans les formules par des considérations de 
pure Géométrie, U, : 

Depuis 1867, un grand nombre de recherches ont été publiées sur le même 
sujet. Nous citerons en premier lieu celles de M. Codazzi insérées dans un grand 
travail : Sulle coordinatc curvilinee d’una superficie e dello spasio (Annali 
di Alatematica de Milan, t. I, p. 293-316: t. II, p- 101-119 ct 269-287; 1. IV, 
p. 16-25; 1867-1869). Nous avons aussi emprunté une formule très élégante à un 
Mémoire de M. Laguerre Sur les formules fondamentales de la théorie des 
surfaces publié en 1872 dans les Nouvelles Annales de Mathématiques (t. XI, 
2° série, p. Go). Les méthodes de M. Laguerre ont été développées par M. Ch. 
Brisse dans un Mémoire intitulé : Exposition analytique de la théorie des 
surfaces, Ce Travail, dont la première Partie a paru en 1854 dans les Annales 
de l’École Normale (t. I, 2° série, p. 87) se trouve continué, mais non terminé, - 
dans le LIIL Cahier du Journal de l'École Polytechnique (p. 213; 1883). 

Mais je dois surtout signaler, comme offrant le plus d'analogie avec les mé- 
thodes suivies dans cette partic de mes leçons, celles que M. Ribaucour a déve-
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l'élimination de 9 conduira à l'équation différentielle de ces lignes 
(20) Ap du? + Cqi dv? (Cq + Api) du dv = 0, 

du, 3, « . et celle de —— à l'équation aux rayons de courbure principaux do 

d dr (21) (ET) — Am — Gg)+ AG 0. 

En particulier, la courbure totale de la surface sera donnée par 
la formule 

AG _ dr or à (: a) d (< %) 
2) RE do vu — Qu (x du) "D \C % 

Enfin la relation entre deux tangentes conjuguées prendra la 
forme ° 

(23) Ag du du — Cpi dv de + À qi du do — Cp duo, 

et l'équation différentielle des lignes asymptotiques deviendra 

(21) Ag du? — Cp; de? + (A gi — Cp) du dv = 0. 

500. On peut encorc faire une hypothèse plus particulière, et 
envisager le cas, très important pour la théorie et les applications, 
où les deux systèmes de lignes coordonnées sont les lignes de 

  

loppées, d’une manière plus ou moins complète, dans plusieurs de ses travaux, et 
qui se trouvent exposées d’une manière détaillée, sous le nom de périmorphie, 
dans le Mémoire couronné par l’Académie de Bruxelles: Étude des élassoïdes ou 
surfaces à courbure moyenné nulle (Mémoires couronnes et Memoires des 
Savants étrangers publiés par l'Académie Royale de Belgique, t. XLIV: 
1881). Toutefois, M. Ribaucour ne considère que des coordonnées curvilignes 
reclangulaires, il ne donne pas la définition cinématique des quantités qui, 
entrent dans ses formules; les deux systèmes de formules qui tiennent dans sa 
théorie la place de nos systèmes (A) ct (B) nous paraissent moins simples et 
ont unc signification moins précise, Au fond, M. Ribaucour a employé la 
théorie des mouvements relatifs, mais sans le dire explicitement ct sans utiliser 
toutes les ressources que présente cette théorie. 

Les formules de M. Codazzi sont loin d'être les seules qui permettent une 
étude approfondie de la théorie des surfaces. Nous montrerons plus loin tout le 
parti que l’on peut tirer du beau Mémoire de Gauss, Disquisitiones generales 
circa superficies curvas, auquel se rattachent presque tous les travaux des 
géomètres allemands. Les relations qui y sont établies permettent de traiter 
complètement toutes les questions essentielles. :
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courbure de la surface. Nous allons indiquer rapidement les for- 
mules qui se rapportent à cette hypothèse. 

Dans ce cas, l'équation différentielle (20) des lignes de cour- 
bure doit être privée des termes en du*, de?. Il faut donc que 
l’on ait 

(25) P=g=0. 

Les formules de M. Codazzi se réduisent alors aux suivantes : 

ji, om, n 7 GC ? du 7 dr or À A1 
(49 r oC èq du Pr. 

(ne ju Hem 
Six des douze rotations ou translations du trièdre deviennent 

nulles. : 

On voit que l’élimination de p,, g,r,r1 entre les équations 
précédentes doit conduire à une relation différentielle entre À et 
C. On ne pourrait done pas choisir arbitrairement l'élément 

linéaire d’une surface rapportée à ses lignes de courbure. 

L'élément linéaire ds de la représentation sphérique prend j ici 
la forme très simple  , 

(26) ds? = q? du? + p?'dv?. 

On reconnaît ainsi que les lignes de la sphère qui servent 
d'images aux lignes de courbure se coupent, elles aussi, à angle 
droit. 

Appelons R le rayon de courbure principal correspondant à 
l'arc A du; R' l’autre rayon correspondant à l’are C dé. Les for- 
mulces (19) nous donnent 

\ , € 
(27) R=——, R'= —. 

4 Pi 

L'élément linéaire de la surface peut donc s'écrire 

(28) ds? = R?q° du? -- R'?p? de?, ‘ 

L’équation différentielle des lignes asymptotiques prend l’une
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ou l'autre des deux formes Ue 

. Ag du? — Cp; de? = 0, 

(29) cos?w . Sintw : L 

R _ 

Notons encore qu’en introduisant R, R’ à la place de A et de C 
dans les deux premières équations (A"), on obtient les formules 

lisa, - 
(C) } de qgw " 

JR 1 me, 
= où CR R), 

qui constituent les relations entre les rayons de courbure et la 

représentation sphérique. Comme on peut déduire des trois der- 

nières formules {A} la relation différentielle suivante : 

9 {1 ùg* d f 1 dpi L 

(D) de Lpi do) + dx (g de) +an se, 

“entre p, etg, on voit qu’il sera impossible de prendre pour R et 
R' des fonctions quelconques de « et de ». 

Le système (B”) prend ici la forme suivante : 

dr + Adu+ qgsdu—(rdu+ r, d&)y, 

(B") ‘dy +Cdv +(rdu- r; dv)z — ps dv, 

ds+piy d—qrdu. 

901. Les systèmes de coordonnées curvilignes que nous venons 

d'employer sont tous réels. Il arrive fréquemment, dans les re- 

cherches les plus importantes relauifes à la théorie des surfaces, 

que l’on est conduit à sc servir des coordonnées symétriques pour 

lesquelles l’élément linéaire a la forme réduite 

(+) s ds? — 4e du dv. 

Dans ce cas encore, il est bon d'indiquer les formules qui 

peuvent remplacer celles de M. Codazzi. 

Voici comment nous déterminerons ici la position du trièdre 

(T) qui admet pour axe des 3 la normale à.la surface. Nous pren- 

drons, en chaque point, pour axe des x du trièdre la tangente à la :
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courbe 
u—v— const. 

# 

et pour axe des y la tangente à la courbe orthogonale 

U+-p = const, 

Ces hypothèses donnent déjà entre les translations les relations 

E— 4, GEO. 

.  Identifions maintenant l'élément linéaire de la surface à celui 
qui est donné par la formule (2) du Chapitre précédent; nous 
aurons les relations 

+20, Et — 52 — 9), 

Nous prenudrons 
- EZd, n=—di 

et; par conséquent, les valeurs des quatre translations seront . 
données par les formules suivantes : 

(30) ë = }, T =— }i, 

ti =), rmiz+aë 

Il suffit de substituer ces valeurs dans les formules du Chapitre 
précédent pour obtenir toutes celles qui se rcportent aux coor- 
données symétriques. Le système (A) nous donnera ici Les Sy ÿ 

  

  

: 2p __ dpi P+Pi= igi—g) dw — du = Ti rqu 

v . _ _+-9logà dg _ dgr _. 
(A7) \ PTT Tu? do du Pi Pr 

| . _  ôlogà Or dr 
Ti = t dv ,., dœ Qu PT — Pre 

Les expressions données par les formules (B) deviennent 

dr + X(du+ ds) +(q du qu dsrs — (r du + r; de)y. 
CB): dy +ik(de — du)+(rdur dé)x—(p du + pi dr)3, 

ds | + (pdu+ pi ds)y—{(q du + qidv)r. 

Les lignes asÿmptotiques de la surface ont pour équation diffé- 
renticlle 

{31) (q + ip) du? + (9 — ip) dt + (ip ip+q+qdud=o..



Ce
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Le système des équations (10) (n° 488), qui définit les lignes de 
courbure, prend la forme | 

X(du+ do) + pig du + qidv)=0, 
3: 

(Ge) tX (du — de) + p(p du-- pi dw)=0, 

p désignant toujours le rayon de courbure principal. 
ne . du 4 Joe . 

L'élimination de TD conduit à l'équation 

(33) (PT — pa) —X ppi —p—ig —iqg)-raiMz=o, 

qui fait connaître les rayons de courbure principaux. On en dé- 

duit 

i 1 dlogÀ 

Gi) RK x du dv | 

formule dont on fait un fréquent usage. 

L’élimination de 9 entre les équations (32) conduit à l'équation 

différentielle des lignes de courbure 

(35) du?(p — ig)-+ do?(p1 + iqi} = 0. 

L'absence du terme en du dv montre immédiatement l’orthogo- 

nalité des deux lignes de courbure. | 

502. En résumé, nous avons à notre disposition quatre systèmes 

différents de formules se rapportant, respectivement, aux coordon- 

nées obliques, aux coordonnées rectangulaires, aux coordonnées 

déterminées par les lignes de courbure, aux coordonnées symé- 
triques. Nous allons étudier quelques-unes des questions dans 

lesquelles ces formules jouent un. rôle essentiel. Mais, avant de 

terminer, nous ferons une remarque générale : Dans lun quel- 

conque des systèmes obtenus, les expressions de 7° et de r, dépen- 

dent exclusivement de l’élément linéaire. Il suit de là que la cour- 

bure géodésique, dont l'expression contient les seules rotations 

r, ra, ne change pas quand on déforme la surface. En particu- 

lier, les lignes géodésiques, pour lesquelles la courbure géodé- 

sique est nulle et dont l'équation différentielle se forme exclusive- 

ment avec l'élément linéaire de la surface, conserveront Ieur 

définition lorsqu'on passera de la surface proposée à toute autre 

surface applicable sur la première. . ct
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Lorsque les recherches que nous aurons à entreprendre devront 
s'appliquer à tous les cas, nous pourrons employer les formules 
du Chapitre [#, en remaiquant que &, E,,", %1, 7, r dépendent 
exclusivement de l’élément linéaire dans tous les systèmes de for- 
mules, ct demeurent les mêmes quand la surface se déforme en 
entraînant le trièdre (T). ‘ 

908. Il nous reste, pour compléter tous ces développements, à 
indiquer comment on déterminera les différentes quantités qui 
figurent dans ces systèmes de formules lorsque la surface sera 
connue et définie; par exemple, lorsqu'on aura les expressions des 
coordonnées rectangulaires æ,9,3 d'un point de la surface en 
fonction des paramètres & et p. Considérons le premier système 
de formules, celui d’où l’on peut faire dériver tous les autres et 
qui contient les translations En; Et E, F, G désignant les 
trois fonctions de Gauss, on aura d’abord | | 

x _ fox\? ETC ° =) + (2) (EE) eee 
__ dr dx dy dy. ds 03 
du dv du dv du d 
_ {dx ? _fdy\?, /as\? 
(2) © (5) + (à) 

(36) F 

Il 

Ces trois équations permeltront de déterminer, autant qu'elles 
peuvent l'être, les quatre translations. Toute hypothèse sur Ja 
manière dont le trièdre (T) est attaché à la surface donnera une 
relation qu'il faudra joindre aux précédentes. Nous pouvons donc 
considérer les translations comme connues. 

Cela posé, conservons, pour déterminer Jes neuf cosinus qui 
déterminent la position du trièdre (T), toutes les notations du . 
Livre I [I, p. 2]. La considération des déplacements suivant les 
courbes coordonnées nous conduira aux six équations 

CS 

, , , Ô (37) ja +ro = %, ‘
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ct 
dx 

Ea + md = 35? 

: ! : ,  Ÿ (37) PU 

bia + vid" 7? 

qui feront connaître les six cosinus a, b, a', .... On trouve ainsi 

| sa == me — ce, 

(38) ji ma 2, 

[Aa = MES; 

6 = + EE, 

cs jte 

\ AD = — HE + £ ©, 

où À désigne le déterminant En: — és qui, d’après les for- 

mules (36), a pour valeur | 

(39) = Br rh = VEOCE. 

Quant aux cosinus directeurs c, c', c” de la normale à la sur- 
face, on les déduira de leurs expressions connues [I, p. 3] en 

fonction des six autres. On trouve ainsi 

_dy ds dy ds 
IC 9 — de du? 

, . 1 ds dr 03 dx 

(io) AE D Do — de da 
| fase oo 

” du dv dv du 

IL nous reste à déterminer les rotations. On les obtient, par
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(33) 

378 

exemple, en différentiant les formules 
ainsi aux suivantes 

LIVRE V. — CAP. 11. 

(35) et (35), qui conduisent 

ë Gcda+; Gas 

—& (gdu+qgidw)+n (p du + p; dv), 

BV e da + mn Qc ab 

—&i(g du + gi de) + n(p du + P1 dv), 

Ed + ni dn + (En — nË1)(r du + ri do). 

En remplaçant c, c’, c" par leurs valeurs données plus haut et 
en introduisant les déterminants D, D’, D’ définis par l'identité 

on obtiendra, par la résolution des 

dx 

du 

dy 
du 

ds 

du 

dx 

de 

y 
de 

ds 

dp 

/ 

valeurs suivantes des rotations : 

  

  

  

dx ° dx x ;, DE du? = 25 Fo du do + a: 

PV ps y PY po DE du? + 20 du dv + ne do? 

3 d?35 . 2: — du? + — dy? Ju du 2 Ta du do + dos 

équations précédentes, les 

{ A2(p du p do) = &(D'du + D'de) — (D du + D'dv), 
4(g du + qidv) = 1(D'du + D'do)—r1(D du + D'dv), 

A (r dut r; dv) =— di di + = 

=+édi+n du 7 du — 

1 dE 

3%) 

L me) dv 
2 du 

2G 

du 

2F 
dv su (% 

1 dE ( 

de 

Nous verrons plus loin que les déterminants D, D’, D” jouent 
un rôle essentiel dans la théorie de Gauss. D'après la dernière 
des formules précédentes, on reconnaît que les rotations rctr, 
dépendent seulement de l'élément linéaire .de la surface, ce qui 
est conforme aux résultats déjà signalés (n°502). Quant aux rota- 
Lions p, q; Ps, 41, elles s'expriment en fonction linéaire de D, D’,



LES FORMULES DE M. CODAZZI. : 379 

D”. On a, en effet, 

2p =ED'—ED, Ag =nD'—-rD, 

pi = &D°— AD’, Atgi=nD"— #1", 

‘ DE or, 1 dE 
14 . =+ri st CU 

(45) NOR Ou 2 dv? 

d£ on 1 0G 
=, 7 — ni =. 

| T5 M9 2 vu 

Si l’on porte les valeurs de p, q;, Pis qi dans la troisième des 

relations (5) [I, p. 49], on sera conduit à l'identité 

5 " ùr dr 

(15) SG — an) DD DÈ =s(T- D) 

établissant entre D, D’, D" une relation qui dépend seulement 

de l'élément linéaire, et sur laquelle nous aurons à revenir quand 

nous ferons connaître la théorie de Gauss. 

504. Pour indiquer au moins une application, supposons que 

la surface soit un ellipsoïde rapporté à ses lignes de courbure. On 

. aura ici 

| a ute—r), 

Es a—bya— 0) ? 
: b(b—u)(b —v) 

ao re 
c(c—uXc—v), OU 

_ ,_ u(u—r6) _ s{p—u) 

Gn) EE pan" ST JO ! 

J{u) désignant la fonction 

(18) f{u)= (a —u)(b —u)(e— u). 

Le calcul donne 

  
D = — jryslu—v}(a—b}(a—o(b

 —ce) _ __vVabc(u—vÿ 

Go) FGJ(e) Jo V0 0 
D'=o D’ = vabe(u —v} . . 

JG@)V— GC)
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Supposons que l’on prenne 

(50) | &=0, n=0, 

ce qui revient à faire coïncider les axes des x et des y du trièdre 
(T) avec les tangentes aux lignes coordonnées. On aura 

(51) Fe VE, m1=96, 
et les formules (43) donneront 

EG(pdu+pid)= YED'", 

E G(g du + gidv) = — YGD du. 

©: On déduira de là 

  

P=0, gi=o; 
(52) ‘Vabe u—y v'abe P—u 

Tu VE nee Es. 

Quant aux rotations 7, r,, elles se déduisent de l'élément li- 
néaire par la troisième des formules (43), qui nous donne 

r'du + r;dp = 727, 0 gp Eu °  29EG du 2VEG 0 
et, par suite » P ; 

  

LES uit), (33) | “. 2VEG dv au —v) | v f(u) 

= 6 5 VTT. [= 2VËG du atu 6) | —u f(v) 

Les formules (27) nous donnent, par exemple, pour les rayons 
de courbure principaux, les valeurs suivantes 

  

  

3 1 ‘ 13 
/É SO . Æ Li 

(54) R=- VE eo, pr VE __ u o., 

7 (abe}? Pi (abc)? 
d’où l’on déduit | - 

55 R _ abc R' _ abc 

RU Row 
Donc, sur chaque ligne de courbure, le rayon principal 

Correspondant est proportionnel au cube de l’autre rayon de 
courbure principal.
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Il résulte des formules (54) que l’on a 

n , _ uv? | 
(56) RR'=— TUE 

Par suite, les lignes pour lesquelles la courbure totale demeure 

constante sont définies par l'équation 

‘ up = const. 

Or, si l’on désigne par à la distance du centre de l’ellipsoïde au 

plan tangent en un point de coordonnées «, v, un calcul facile 

donnera 

_ 1 uv RR? 
(57) & abe — abc 

Il suit de là que les courbes considérées sont celles que Poinsot 

a désignées sous le nom de polhodies et qui sont le lieu des points 

pour lesquels la distance du centre de l'ellipsoïde au plan tangent 

conserve üne valeur constante, 

Des considérations de Géométrie tirées de la théorie des dia- 

mètres conjugués,’ et auxquelles le lecteur suppléera aisément, 

mettent en évidence une remarquable propriété de ces courbes : 

Si, par chaque tangente à une polhodie, on mène un plan 

normal à l’ellipsoide, la section de l’ellipsoide par ce plan 

aura un de ses sommets au point de contact de la tangente. 

En d'autres termes, les polhodies sont des courbes telles que 

chaque section normale tangente à la courbe en un de ses 

points est surosculée en ce point par un cercle. 

Nous retrouverons plus loin cette propriété au n° 510. 

Avant de commencer. l'étude détaillée des lignes tracées sur les 
surfaces, nous allons donner’ différents Tableaux contenant les 
systèmes de formules que nous avons obtenus dans ce Chapitre 
et dans le précédent.
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TaBLEaU 1 (Chapitre 1). 

Rotations p, q, r; Pi Q1 ri; anslations Ë, , 0: £,, lis 0: 

à d, di 0? 

(Emme Eh enr 
-10q __dqi _. . dm Om y _ + (A) lg — du Pi Pr d —_ Qu —?$ 1— 57% 

or dr - ‘ » >». 
dœ qu PT GP. Pii—pin=qh—-qé; 

  

dr + Edu + E;dv + (q du + gidv)s3— (rdu+ ridv)y, 
dy + du + ride + (rdu+ ride)z —(p du + Pidv)3, 
ds 

  

(B) 
| + (p du + pidv)y —(g du + qidv)x. \ 

Courbe tracée sur la surface : 

@) 

Image sphérique de la courbe : 

(2) 
(3) 

Condition pour que deux directions soient conjuguécs : 

ds cosw == € du + Et, ds ds sinw = 1 du +r 1 de. $ si ; 

ds cost = gdu+qidv, ‘drsin0 =— pdu —Pidv, 
di =(p du + pido} + (q du+ qd}. 

(1) (pdu+pidv){(r Êu+niè0) —(q du+ qidv)(£îu + t%6)= 0. ° 

Lignes asymptotiques : | 

7?) du (pis qui) de + (pri pan — qti— qi) du dv =0, 
Cp du + pidv)sine — (q du + qidv) cosw = 0. 

G) Cpn— 
(6) 

Lignes de courbure : 

ë du + Edo + 5(q du + gidv) = 0, 
(7) 

n du + ride — p(p du + pido) = 0. 

Équation différentielle de ces lignes : 

(8) (p du + pide)(t du + &dv)-(g du + qidv)(n du + rydv) = 0, 
(9) (p du + pidv) cosw + (g du + qidv) sinw = 0. 

Équation aux rayons de courbure principaux : 

Go) epgi— gp) +p(qm— qi ph pit) + mire 0. 
- Courbure totale : 

k. 
11 Enr _ — T _ or, un RR& TP ou 

#.. ,
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TasEau II (Chapitre 1). 

Courbure et torsion d’une ligne tracée sur la surface; £/, #/, , 

. angles de la normale principale; W, w/, ’, angles de la binormale 
avec les axes du trièdre (T') : 

  

  

{ cos£’ = — sinw sin, cosn — cosw sinw, cost" — cosw, 
I 
( L cos}! = sinw Cos®, cos 1° == — cosw COST, cosv' = sinw, 

(2) TT ds = du + r du + ridv, 

(3) ST ds = sinu(p du -- pi dv) — cosuw(g du + q\dv), 

, 1 dm pdu+pidv _gdugidv 7 1 d fcosw 
(4) + ds. ds sose ds SORT do ? } 

cos do sinw /2 do / 
+ —— |- —3-— )—=K 

ep? ds p 7 ds 

d /cosw\ d f/cosw\1 du ' 

5) = (Se) IS 
LL d cosw\ : d /cos®w de 

 Læœi p Mo | 5/1 & 

Centre de la sphère osculatrice (xo, Jo; 50) : 

  
= Jo : d? 9 — = psinG +7 COS — > 

— sin w cos uw ds 
(6) ° 

| 20 = cos — = L sin 
07 "ds ° 

Centre de courbure normale (x1, 71, 54) : 

  (7) Ti= Ji 0; A1= —_. 

Centre de courbure géodésique (æe, Ya, 32) : 

e sinw "_ pcosw 
— — > J2— 5 » 

sinw sinw (8) Te   

. Centre de courbure de la courbe (xs, Ja; 33): 

(9) Ts=—psinwsinm, Y3— pCOSW SIN, Z3= p COS.
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Taszeau III (Chapitre 11). 

() ds? = Atdu?+ C?dp?+ 2 AC cos x du dv, 
(2) n—m=e,. 

(3) E=Acosm, n=Asinm, = Gcosn,, "= Csina, 

!.0p dpi, ___oôon t 4 _ oc) 
jme TR Qu — Csna \d — où 

n l9g gs _ ._ 0m T dG JA 
GO ou ou PI PrD, NE TE + ne (Ga — Te c082), 

î — 1 =pPfi—gPr  A(pisinm—qgicosm)=C(p sinn—q cosn), 

| dx + À cosm du + G cosn dv +(q du + qi dv)s —(rdu+ ride)y, 
dy + À sinm du + Csinn do + (r du+ rdv) —(p du+pi de)s, 

[az + (p du+pide)y—(q du+ qidv)r, 

Ligne tracée sur la surface : 

(4) dscosw=A cosm du--Ccosn dv, dssinw—A sinm du+Csinn dr. 

Angle de deux directions : | 

6 | ds ës cos(w — w') = A? du ôu + AC cosa(du dv + do du) + C? de de, 
ds Ôs sin(w — w') = AC sin x( dv du — du dv). 

Directions conjuguées : 

Ag cosm — psinm) du du + C(gicosr — psinn) de dv 
+ A(gicosm — pisinm)du de + C(g cosn — p sinn) de du = 0. 

(6) 

Lignes asymptotiques : 

Ag cosm —psinm) du? 

   

  

+ G(gicosn — pisinn) dot + 2 À (gi cosm — pisin m) du dv = 0. 

Lignes de courbure : 

(8) | À cos m du + GC cosn dv + p(q du+qgid)=0, 
À sin du + Csinr de — p(p du Fra) = 0. 

Équation différentielle : 

{ A(p cosm + q sinm) du? + C(picosn + gisinn) dv? 
+ [A(p1cosm + gisinm) + C(p cos n + q sin n)] du dv = 0 

(9) 

Rayons de courbure principaux : 

Go) ! PPT gP1) | ‘ 
—6[A(Picosm+ gisinm)—C(p cosn + q sinn)]+ ACsinx= 0, 

GA, JA 9G \.. 
1) ACsinzx LL d?x . d du — do 03% 2 [ dœ du °* 

RR' 7 dudv du À sinx  d Gsinx .
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TaBzEau IV (Chapitre Il). 

Coordonnées rectangulaires quelconques : 

(1) i=A, ñ=0, h=0,  n=C, n=a=, m=0o, 

0 Ô 
Aqi+ Gp=o, Le =qgri—rg;, . 

__ + A dq _dgr _. 
(A) TE GE y dœ du Pi Pr 

| 106, dr _ on 
. 1 À du’ dw du PT JP 

dr +Adu+(gdu+qidv)s — (rdu+ ride)y, 
(B) dy + Gdo + (r du + ridv)z —(p du + pidv)s, 

ds + (Cp du + pidv)y —(q du + qidv)z. 

Ligne tracée sur la surface : | | 

(2) dscosw = A du,  dssinw = C dv. 

Directions conjuguées : 

(3) Ag du ôu — Cp: dv dv + Agi(du 3e + dv du) = 0. 

Lignes asymptotiques : 

(4) - Ag da Cpidv? (A qi— Cp) du dv = 0. 

Lignes de courbure : | 

(5) A du + p{q du + qgidv) = 0, 

G do — pp du + pidv) = 0. 

Équation différentielle : 

(6) Ap du®+ Cqdv?+ (Gg + Apr) du dv = 0. 

Rayons de courbure principaux : 

dr dr; 
(7) (5 a) — (API Gg) + AG = 0, dw — du 
(8 AC ___ 9 fr 0C\ 9/1 A 

) RE © ÿu + %) à G w/' 
Le 1 

D. — 11. 29
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Tagzeau V (Chapitre IT). 

Système de coordonnées formé par les lignes de courbure : 

| QG) t= A, A —0, to, = CG, P—=0; q1—= 0; 

__ 1 A .. pr . 

ATTTE% du 7 
1 0G d 

(A) = X du? = FPi 

dr _ dm 9 sms (2 5 Rap 0 
9 du Tr u \g m) +2 pi w ) PT: 

Directions conjuguées : 

(2) | Ag du ôu — Gps dv Go = 0. 

Lignes asymptotiques : 

(3) Ag du®— Cpidv?=0, cos? w sin? wo 

    

  

RO = 

Rayons de courbure principaux : 

À ,_ € 
(4) R=— 7’ R'= Dr? 

oR , 208, OR ; 2 logp: 
(5) D=R-R ET, D=-(R—R) EP. 

Ligne tracée sur la surface : 

o _ A du no = 
SVT GS ? Ta? 

cosw, _ cos?w , sin?w 

(6) p KR ‘ KR? 

14 {1 1 nv cos 
(7) 5 ds  \R. R/°10 00,5, 

cosw do + sins /2 -39) 
g 7 pt Gs p \7 ds 

(6) 0R dut 20R du? dv 20R' du dv? ,2R' des 
— — n°2 _  — 

T7 T'Gu ds - PS dt & Piou ds ds PIS ds
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Tasceau VI (Chapitre Il). 

Coordonnées symétriques : 

  

() dst= 4° du dv, 
(2) &= à, ñ =— i, Hi}, = à, 

. 0 )p P+pPi= qi q}, D =gn—ra 
| .0lozh  dg di (A) re 

9 log} CP 
  

, = dE? do Ju PU Puy | 

dr + }(du + dy) + (g du + qudv)3—(r du +r dv}y, 
{B) dy + EX (do — du) +(r du + ridv)z —(p du + p;dv)s, 

| ds + Cp du + pidv)y —(q du + qidv}r. 

Directions conjuguées : | 

(3) (g + ip) duèu +(qi— ip) do p + (g — ip}(du do + do ôu) = 0. 
Lignes asymptotiques : 

(4) (g + ip) dut +-(q1— ps) de? + 2(9 — ip) du dv = 0. - : 

Lignes de courbure : 

A (du + dv) + 5(q du + gidv)= 0, 
6) | ÉA(du — de) + p(p du + p;dv)= 0. 

Équation différentielle : 

(6) CP — ig)d + (pi+ igi) dv? = o. 
Rayons de courbure principaux : 

G) Phi pi) — Xp(pi— p — ig — iqi+ aile 0, 
(8) L 1 dtlogÀ 

RE  }2 Qu 

  

Courbe tracée sur la surface : 

_ 2à du . 2k dv. 9, eTiv — 
ds “ds ? 

  

(9) | ei 

sinw 

  

  

  

ds = dw + r du + rdo = dw — (RE au dog À dv) 
du dv (10)
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CHAPITRE IL. | 

COURBURE NORMALE ET TORSION GÉODÉSIQUE. 
‘ + 

Théorème d’Euler sur la courbure des sections normales. — Formule de 
M. O. Bonnet. -— Théorèmes de M. J. Bertrand. — Introduction de la torsion 
géodésique. — Expression géométrique des six rotations qui figurent dans les 

formules données précédemment. — Relations entre les mèmes éléments géomé- 
triques dans le cas des coordonnées obliques. — Théorèmes de Joachimsthal 
relatifs aux lignes de courbure communes à deux surfaces. — Formule de 

M. Laguerre. Son application à la détermination du rayon de courbure d’une 
ligne tracée sur la surface aux points où elle est tangente à une ligne asym- 

ptotique. — Théorème de M. Beltrami. — Torsion d’une ligne asymptotique. — 

Formule de M. Bonnct relative au rayon de courbure d’une ligne asymptotique. 
— Application aux systèmes orthogonaux et isothermes. ‘ 

505. Nous commencerons par l'étude des deux formules qui 
donnent la courbure et la torsion 

  

. cosw I : dut de du dv 
@) 5 == sno(p +) —esu(1 + Te) 

: ds 1 du de\ . : du de 
(2) B—i=csu(pr +mg)+sno(s ne). 

La première nous fait connaître la variation de la courbure 

‘normale pour toutes les courbes passant par un même point de 

la surface. Elle contient donc le célèbre théorème d’Euler relatif 

à la variation de la courbure des sections normales. Et, en effet, 

si l'on suppose que les lignes coordonnées soient les lignes de 
courbure de la surface, et si l’on introduit les simplifications qui 

résultent de cette hypothèse, les équations précédentes prendront 
la forme suivante : 

    

cosm I cos? w sin? 

(3) pp R 
ds ï 1 1\. 

(4) . Big p)smocose. 

La première de ces formules donne immédiatement le théorème
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d'Euler. La seconde, qui a été donnée pour la première fois par 
M. Bonnet (!}, va nous permettre de faire connaître les lois re- 
marquables que M. Bertrand a ajoutées à celles d'Euler (2). 

Si l’on considère, sur une surface, un point fixe M et un point 
M infiniment voisin, la direction de la normale en M! pourra 
être déterminée de la manière suivante : 1° par l'angle que fait 
avec la normale en M la projection de Ja normale en M!'sur le plan 
normal en M qui passe au point M'; 2° par l'angle que fait la nor- 
male en M'avec sa projection sur ce plan normal. 

Le premier de ces deux éléments est évidemment l'angle de 
contingence de la section normale en M dont le plan passe par M'. 
Lorsque le point M’ tourne autour de M, la variation de cet angle 
est connue; celle sera ‘donnée par le théorème d'Euler. Avant: 
M. Bertrand, on n'avait pas songé à déterminer la grandeur du 
second angle et à chercher comment il varie quand le point M'se 
déplace autour de M; cependant, l'étude de cet élément est essen- 
uelle si l’on veut connaître complètement les propriétés du pin- 
ceau des normales infiniment voisines de Ja normale en M. Il est 
aisé de reconnaîlre que cette étude peut se faire complètement au 

moyen de la formule de M. Bonnet. 

Appliquons-la, en effet, aux sections planes normales passant 
par le point M. Pour ces sections, la torsion est nulle, et la for- 
mule (4) nous donnera par conséquent 

(5) -. du= (x ñ) ds sinw cosu. 

Orx désigne, en général , l'angle‘du plan osculateur à la courbe 
avec la normale à la surface. Considérons, dans le cas qui nous 
occupe, un point M' voisin de M sur la section plane considérée; : 
& sera l'angle de la normale en M’ avec le plan de la section. 
Comme, au point M, cet angle est nul, d& sera, en négligeant les 
infiniment. pelits du second ordre, l'angle même considéré par 

  

() O. BoxxET, Memoire sur la theorie des surfaces (Journal de l'École 
Polytechnique, XXXII° Cahier, p. 1; 1848). 

. (+) J. BenTRaxD, W/émoire sur la théorie des surfaces (Journal de Liouville, 
te IX, ve série, p. 133; 1844).
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M. Bertrand qui, du reste; a établi directement la formule précé- 
dente. , 

Cette formule nous montre que dœ scra nul pour les deux di- 
rections principales. En général, les valeurs de do correspondantes 
à la même valeur de ds et à deux directions rectangulaires seront 
égales et de signes contraires. | | 

506. On peut substituer à l'angle ds le moment des deux nor- 
males en M cten M’. Imaginons une force de longueur égale à 
l'unité dirigée suivant la normale en M’. Le moment A de celte 
force par rapport à la normale en M scra égal à 64, à désignant la 
plus courte distance et Ÿ l'angle des deux droites. Or, si l’on fait 
glisser cette force sur la normale en M’ jusqu'à ce que son point 
d'application arrive en M’, on pourra Ja décomposer en deux 
autres forces, dont une sera dirigée suivant la projection de la 
normale en M'sur le plan normal en M qui contient M, ct dont 
l'autre sera perpendiculaire. à ce plan. Le moment de la force sera 
égal à celui de cette seconde composante, qui est égale à dw, et 
dont la distance à la normale en M est évidemment ds, en négli- 
geant dans les deux évaluations les infiniment pelits du second 
ordre. On a donc 

I ri. JM = 0 = ds de = ds( = — no cose. v EUR 

Il est aisé d’ailleurs de vérifier que celte valeur de HI ne change 
pas quand on passe à toute’ surface parallèle; car, en remplaçant 
sinw, cosw par leurs valeurs, on trouve 

A = (R'—R)p:g du dv: 

etles quantités p,, 4, R'—R ne changent pas évidemment (n° 500) 
dans le passage à la surface parallèle. . ü 

. Si l’on voulait connaître l’angle 4 des normales en M cten M’, 
On aurait évidemment 

ds ni ( sin? w\ 2 — do? IP gs, FT + ( P Re ) ‘ 

907. La formule de M. Bonnet conduit à d’autres conséquences; 
s



COURBURE NORMALE ET TORSION GÉODÉSIQUE. 39t 
ï 

en particulier, elle a donné lieu à l'introduction d’un nouvel élé- 

ment relatif aux courbes tracées sur une surface. 
: d so . 

La fonction ? — T relative à un point d’une courbe (C) de- 

meurant la même pour toutes les courbes tangentes à la courbe (C) 

en ce point, considérons, en particulier, la ligne géodésique tan- 

gente. Pour cette ligne on a, par définition, 

5 =0, 

et la fonction précédente se réduit à Ja torsion. Ainsi 

représente, en un point quelconque d’une courbe (C), la torsion 
de la ligne géodésique tangente. M. Bonnet lui a donné le nom 
de torsion géodésique. Cette définition est consacrée bien qu’elle 

ait l'inconvénient d’éveiller l'idée d’une analogie qui n'existe pas 

avec la courbure géodésique. La torsion géodésique ne se conserve 
pas quand on déforme une surface. | 

Quoi qu'il en soit, une fois que l’on a introduit cette nouvelle 

notion, il est très aisé de donner des expressions géométriques des 
- six rotations D, Q3 l; Pis Us l'a 

1 , I I , 1. Désignons par —, —, — les courbures normale et géodésique 
Pnu Pgu Lu . 

et la torsion géodésique de l’arc À du et désignons de même par 
I l I oUe Q a 
—» —» — les éléments analogues relatifs à l'arc C dv. 
One Pge to : 

Les formules précédemment établies nous donnent 

À : : 
= = psinm-gcosm, — = Pi Sinr — Qi C0SA, 
Pau Pae: 

À om & on (6) {== Tor, Tin, 
Peu du Pge  dP 

A …_ : € . 
tr =—pCoSsrn—qsINnm,; 4 =—pitosi—q\sinmn. 

Si les coordonnées curvilignes sont rectangulaires, on fera D D]
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n= =, m— 0, et les formules précédentes deviendront 2 

A CG _ 
Pnau TT Pre — Pr 

"A GC (7) Be Pre 7» 

À — . C — tu TP: 4 = — 1. 

"Nous avons ainsi la définition ct l'interprétation géométrique 
des six rotations. On sait que M. O. Bonnet, dans sa belle démon- stration des formules de M. Codazzi, a introduit ces six quantités 
sans les considérer comme des rotations, mais en s'appuyant uni- quement sur leur définition géométrique, telle qu'elle résulte des formules précédentes. 

908. Dans le cas des coordonnées obliques, on pourrait intro- duire, au lieu des six rotations, les expressions des six courbures absolument comme dans le cas des coordonnées rectangulaires et 
poser | | 

  

  

A . 
Pre PSN —gcosm—=—Q, 

A dm d4 

pou Ou TER Gu? 
À  . 7, ——PCoOsMm—qgsinm——P; 

(8) {ue ‘ C - | ne —PiSinn—q cosn = P;, 

G _%.,, =R,- dx 
Pee Op PT LT 
C- : ‘ 7 Pi OS — gisinn =— Qi. 

On déduit de là 

P=Pcosm—Q sinm, P1=  Pisinn+Q,cosn. 
(9) g =P sinm- Qcosm, gi=—Picosn+Q;sinn, 

r=r-22, ri = R— 2,
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el, en portant ces valeurs dans les formules (A!) [p. 363], on ob- 
tiendra le système 

A(Picosæ — Qisinx) = C(P sinx — Q cosa), 

R= . 24 _ 9 Ri= —— Ta — 99 c052) : T :Csina do — ge 05%}; 17 Asinz| ou  d , 
2P . dP ) D (10) D — Qu = ina (TE — RQ) + cos x ERP). 

De Pis sina( D + RP) —e0s2( 1 noi), 
R AR; CE 
D de = Ju — (PP; + QQi)cosx + (PQ: — QP;}sinz. 

Ces équations, qui coïncident, aux notations près, avec celles 
que M. Codazzi a données à la fin de son Mémoire, sont évidem- 
ment plus compliquées que les formules (A). Ce fait paraît indi- 
quer que l'utilité des formules de M. Codazzi tient surtout à ce 
que les six éléments géométriques qui y figurent peuvent être con- 
sidérés comme formant un système de rolations, ce qui n’a plus 
lieu dans le cas des coordonnées obliques. 

509. M. Bonnet a fait remarquer que sa formule met immédia- 
tement en évidence un théorème important. En effet, d’après cette 
formule, les seules courbes, passant par un point de la surface, 
dont la torsion géodésique soit nulle en ce point sont celles qui 
admettent pour langentes l’une des directions principales de ce 
point. Les lignes de courbure sont donc caractérisées par cette 
propriété que la torsion géodésique est nulle en chacun de leurs 
points. Ce théorème est quelquefois attribué à Lancret, bien que 
ce géomètre ne l'ait jamais énoncé. Il est dans les rapports les 
plus étroits avec les belles - propositions que Joachimsthal a 
données relativement aux lignes de courbure planes ou sphériques, 
et que nous allons exposer rapidement. 

Quand deux surfaces se coupent sous un angle constant, la 
ligne d’intersection ne peut être ligne de courbure de l’une 
des surfaces sans l’étre aussi de l’autre. En effet, w et w' dési- 
gnant les angles que le plan osculateur de la ligne d’intersection 
fait avec les normales aux deux surfaces, il est clair que l'angle 
des deux normales est © — w'. Si cet angle est constant, on aura,
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en chaque point de l’intersection, 

1_ de 
Tr ds 

Cette égalité montre que la torsion géodésique de la courbe a la 
même valeur quand on la rapporte successivement aux deux sur- 
faces. Elle ne peut donc être nulle pour l’une des surfaces sans 
l'être aussi pour l’autre. 

Réciproquement, si l'intersection de deux surfaces est une 
ligne de courbure pour les deux surfaces, elles se coupent sous un 
angle conslant; car on a alors 

I ds 11 dw' ds _ dv’ 
nd 7 ds? ‘ds — ds’ 

et, par conséquent, l'angle & — w’ est constant. 
Dans le cas où l’une des surfaces est un plan ou une sphère, ces 

propositions donnent les corollaires suivants : | 

Si un plan ou une sphère coupe une surface sous un angle 
constant, l'intersection est ligne de courbure de la surface. 

Si une ligne de courbure est plane ou sphérique, le plan ou 
la sphère qui contient la courbe coupe la surface sous un angle 
constant. 

Il suffit, pour rattacher ces propositions aux précédentes, de 
remarquer que toute ligne plane ou sphérique est ligne de cour- 
bure du plan ou de la sphère sur laquelle elle est tracée. 

Au reste, toutes ces propositions ont leur véritable origine dans 
la théorie des développées des courbes gauches. Nous avons vu, 
en effet [I, p.18], que toute normale d’une ‘courbe gauche qui . 
enveloppe une développée fait avec le plan osculateur un angle V 
défini par la formule 

d, dV=<. 
e 

Étant donnée une courbe ‘tracée sur une surface, pour qu'elle 
soit une ligne de courbure, c'est-à-dire pour que la normale à Ja 
surface en tous ses points enveloppe une développée de la courbe, 
il sera nécessaire et suffisant que la relation précédente soit véri-
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fiée quand on y remplace V par w, ce qui est le théorème énoncé 
plus haut. | 

On démontrera de même les théorèmes de Joachimsthal. Par 

exemple, si deux surfaces se coupent suivant une ligne de cour- 
bure commune, les normales aux deux surfaces en chaque point 

de cette courbe enveloppent deux développées distinctes; et, par 

suite, elles se coupent sous un angle constant. Les propositions 

réciproques s’établissent par des considérations analogues. 
Le théorème de Joachimsthal conduit à une conséquence que 

nous avons déjà signalée [T, p. 316], sans la démontrer. Toutes 
des fois qu'une surface admet une ligne de courbure plane, la 

représentation sphérique de cette ligne de courbure est un 

cercle dont le plan est parallèle à celui qui contient la ligne 
de courbure. En effet, la normale à la surface en tous les points 
de la ligne de courbure fait alors un angle constant « avec la per- 

pendiculaire au plan de cette ligne. Par suite, la représentation 
sphérique de la ligne de courbure sera le lieu des extrémités des 

rayons de la sphère qui font l'angle « avec cette perpendiculaire: 
ce sera un grand cercle si le plan de la ligne de courbure est 
normal à la surface et un petit cercle si l'angle à n’est pas droit; 

.mais, dans l’un et l’autre cas, le plan de ce cercle sera évidemment 

parallèle à celui de la ligne de courbure. 

Réciproquement, si la représentation: sphérique d’une ligne de. 
courbure est formée par un cercle de la sphère, la tangente en 

tous les points de cette ligne’sera parallèle au plan du cerele; et, 

par conséquent, la ligne elle-même sera située dans un plan pa- 
rallèle au plan du cercle. 

510. Après avoir étudié la formule de M. O. Bonnet, nous 
dirons quelques mots de celle de M. Laguerre. Si l’on rapporte la 
surface au système de coordonnées formé par les lignes de cour- 
bure, elle prend la forme 

__ cosw de : sinw /2 da" : ,9R dus : 29R du® do 

) 7 Tu ds dv  dss 

29R du dy? 2 9R des 

ou ds 7% ds 

Il en résulte que le produit du premier membre par ds3 demeure 

{
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constant lorsqu'on passe de la surface à l’une quelconque des 
surfaces parallèles; il suffit, en effet, pour effectuer ce change- 
ment, d'augmenter R et R' d’une même constante, sans changer 
q et pi. - 

Si l’on applique la formule à une section normale de la surface, 
on à 

D=0, 

4) et le premier membre se’ réduit à F 
€ 

  

+ J] suit de là que l’équa- 
tion différentielle du premier ordre et du troisième degré 

oR ôR oR' oR’ 2 — 3 = 2 — 2 En 2 22 np? — dy3 — 
Gr) gq Ju dus - 3q T5 du? de + 3p: TE du do? + p? PE ds3 = 0 

définit les courbes tracées sur Ja surface, et pour lesquelles la 
section normale de la surface tangente à la courbe en un quel- 
conque de ses points est surosculée Par un cercle. 

Ces lignes ont été considérées en premier lieu par M. de la 
Gourncrie (1). Il résulte de leur équation différentielle. qu’elles 
se conservent lorsqu'on passe d’une surface à la surface parallèle. 
Cette remarque a été faite par M. Ribaucour (2). On les détermine 
aisément dans les surfaces du second degré; elles se réduisent 
alors aux deux systèmes de génératrices rectilignes et aux courbes 
sur lesquelles la courbure totale de la surface demeure constante. 
On peut rattacher leur théorie à celle du contact d'une surface 
avec un cylindre de révolution. Mais cette étude trouvera place 
ailleurs. | 

511. La formule de M. Lagucrre permet de résoudre une 
question très intéressante, sur laquelle M. Bonnet a, le premier, 
appelé l'attention. | 

. Considérons une courbe (C) tracée sur une surface et supposons 

  

(*) DE 14 GoURxERIE, Étude sur la courbure des surfaces (Journal de Liou- ville, 1** série, t. XX, P- 145; 1855). 
(*) Risaucour, Propriétés de lignes tracces sur les surfaces (Comptes rendus, . te LXXX, p. 642: 1855).
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qu’elle soit tangente en un de ses points M à une des lignes 
asymptotiques qui passent en M. Alors nous avons 

cos 

P 
  = 0 

et, par conséquent, si cosw est différent de zéro, c’est-à-dire si le 

plan osculateur ne coïncide pas avec le plan tangent à la surface, 

o est infini. C’est ce qui arrive, par. exemple, pour une section 

plane dont le plan passe par une des tangentes asymptotiques et 
_ne se confond pas avec le plan tangent. 

Mais, si le plan osculateur de la courbe se confond avec le plan 

tangent à la surface, on a 

cos — 0, 

et 9 peut avoir une valeur quelconque. La construction géomé- 
trique que l’on déduit du théorème de Meusnier tombe également 

en défaut, et conduit aussi à une indétermination. | 

M. Bonnet, à qui l’on doit la remarque précédente, a donné 

pour ce cas spécial une formule que l’on peut rattacher aisément 

à celle qui a été démontrée par M. Laguerre. 

N 1 1 . . 
Désignons par =» = la torsion et la courbure de la courbe consi- 

‘ à 

, 0 OS: x ‘ ., : , . 
dérée, Par > les mêmes quantités relatives à la ligne asympto- 

Po : 

tique tangente. Nous avons vu (n° 492 ct 493) que les deux 
fonctions 

  

ï 

+ 

ds cosm do  sinm (2 57) 

ds au. pe da Cr 

ont les mêmes valeurs si on les calcule successivement pour deux 
courbes tangentes au même point. Ici l'angle & est égal à un qua- 
drant aussi bien pour la courbe considérée que pour la ligne 

a 
usymptotique; mais —, qui est nul en chaque point de la ligne 

asymptotique, n’est Pas nul nécessairement pour la courbe consi- 

dérée. On a donc 

(2)
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s os . du 
d'où, en éliminant =; 

3 __ 2e 

a
i
n
 

(33) 
vo Topo 

Cette équation fera connaître p quand 7 sera donné. 
Supposons, par exemple, que nous voulions déterminerle rayon 

de courbure de la section par le plan tangent. Cette section a 
deux branches passant au point de contact. On aura, pour chacune 
d'elles, 

T=n 

‘et, par conséquent (!), 

P = àpo. 

Mais, pour que les formules précédentes soient réellement 
utiles, il faut qu’on puisse déterminer 80 Et To Voici comment on 
y parvient. | 

512. Dansle cas d’une ligne asymptolique, on a, d’après la for- 
mule (22) [p. 355], 

1 _pdi+pm D ose + q du + gs de, 
ds ds we 

= 
e eo

 

D'ailleurs, l'équation différentielle d'une ligne asymptotique 
nous donne 

pdu+ p; d . __ 9 du + qi dv 
PA - Sin & COSw = 0. 

ds. 

Ces deux relations peuvent être remplacées par les suivantes :. 

Pdu+ p; de cosw o I LT 
ds To ? 

gdu+gido : sine 
d * ° $ To 

En remplaçant dssinw, ds cosw par leurs expressions (5) [p. 363] 

  

(*) Cette élégante relation est due à M. Beltrami qui l'a donnée dans un article Sur la courbure de quelques lignes tracées sur une surface, inséré . cn 1865 aux Nouvelles Annales de Mathématiques (2° série, t. IV, p. 258).
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en fonction de du, dv, on trouvera 

: Acosm Gcosn\ .. ° 
| P+——— jdu- (pi+ — dv =0, 

‘0 . ‘0 
{ « 

| (+) du (a+ SEE ) de = 0 

. to . ‘0 

  

(15) 
  

ee du 
ou, en éliminant —; 

de 

(Pqi — gpi)rè + ACsinx = 0. 

En introduisant, d’après la formule (14) [p. 364], le produit 

des rayons de courbure principaux, on obtient 

(16) o=ÆEy—Rk, 

expression remarquable de la torsion due à M. Enneper. On en 

déduit, en particulier, que les lignes asymptotiques des surfaces 
à courbure totale constante sont des courbes gauches dont la tor- 

sion est invariable. 

Si l’on porte l'expression de +, dans la formule (13), elle de- 
viendra 

I TL 

| 1 PP, 
(17) 29 _Y—=RR 

——— — 1 
% 

Cette formule, due à M. O. Bonnet (1), comprend implicite- 
ment celle de M. Enneper; car il suffit d'y faire p—ps pour 
retrouver l'expression de la.torsion d’une ligne asymptotique. 

513. Il nous reste à déterminer s,. Ici encore, la formule a été 
donnée par M. Bonnet. 

Prenons le système de coordonnées formé par les ligues de 

courbure. La direction des lignes asymptotiques sera définie par 
r équation 

sin?w , cos?w 

TROT RO T9 

  

(") Nouvelles Annales de Mathématiques (2° série, t. IV, p. 267; 1865).
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qui donne 

VR V=R ans — VR 
VR=R"” RER ST ER 

les radicaux ayant partout le même signe. La formule (18) [p.354] 
nous donnera 

  
(18) cosw = sin w — 

ds = do + r du + r, dv 
Po . 

et, par conséquent, 

du du dw do du de 
Où ds ot 1% 

I 

Po 

du dv ‘ - : . ou, en remplaçant ZB'aPpar leurs expressions en fonction de w, 

1 cosw du  sinw du r c ri RE HS — + — cosw + -lsinw. Po A du . GC dv ‘À GC 

Or on déduit des formules du n° 500 

on on 
r _ R' ri L R du 

A CRR—R” CG ARR=—R’? 

et, en remplaçant r, r, par ces valeurs dans l'expression de 95, on 
. obtient : |: 

cosw du cos’wsinw dlogR'  sinw dw  sin?w cosw dlogR 

  

I 
BU dt À du  C ww  C Y% ”? 
1 _ cos'u sinw 0log(R'tangw) __ Sin?w cosw dlog(R cotw)- 

Re — À du C " dp ° 

Remplaçons maintenant sinw et cosw par leurs valeurs, nous 
trouverons 

  

4 . . 

(R—RY R°__ 9 /—R?\. R? 9 / R 
Go) 7 SAou\ R + (TR ° Po 2(— R'}° 2R? 

- . ue 13 3 . En prenant comme variables auxiliaires EL et Fe on parviendra 

aisément à transformer cette formule et à la mettre sous la forme 
élégante 

- z 1 4 
Go) L = HR | (LE) + y] 57 =. 2 ax =) ox) | Po (R—R') A du R Cæ\R
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qui a été donnée par M. Bonnet, mais qui présente plus de diffi- 
cultés que la précédente pour l'observation des signes. 

On peut donner aux expressions trouvées une forme entièrement 
géométrique si l’on remarque que 

d d 

Aou’ Cov 

représentent des dérivées relatives à des déplacements effectués 
sur les lignes de courbure. En désignant ces déplacements par 
dss, ds+, on trouve, pour les valeurs absolues des deux rayons de 
courbure, ‘ 

7 1 à 1 = LR [0 R \#, 0 =R)] (21) Fo (R—R} a (=) = a ( Re 
Une application importante montre tout l'intérêt que peuvent 

présenter des recherches de la nature de celle que nous venons 
d'exposer. L’illustre Lamé s'était proposé, dans ses études de 
Physique mathématique, de déterminer tous les systèmes triples à 
la fois orthogonaux et isothermes, ct la solution qu’il avait donnée 
de cette importante et très difficile question ne laissait pas de pré- 
senter des longueurs et même des difficultés. Dans un Mémoire 
déjà ancien (1), M. Bonnet a montré que toutes les surfaces fai- 

Sant partie d’un système à la fois orthogonal et isotherme doivent 
jouir de la propriété suivante : Sur chaque ligne de courbure le 
rayon principal correspondant à cette ligne est proportionnel au 
cube de l’autre rayon. En d’autres termes, on doit avoir 

4 1 (22) 0 R \®_ : d [RAS 
, di RS) 7 GR () =: 

et, par conséquent, M. O. Bonnet a pu déduire de sa formule que 
les lignes asymptotiques de chacune de ces surfaces doivent avoir 
un raÿon de courbure infini, c’est-à-dire doivent se réduire à des 
droites. Les surfaces qui composent le système doivent donc être 
nécessairement du second degré. | 
  

(1) O. Boxer, Mémoire sur la théorie des surfaces isothermes orthogonales (Journal de l'École Polytechnique, XXX® Cahier, pe 1413 185). 

  

D. — JI. L 26



402 © LIVRE. V, — CHAP. IV. 

  

CHAPITRE IV. 
LES LIGNES GÉODÉSIQUES. 

Formes diverses de l'équation différentielle des lignes géodésiques. — Les lignes 
de longueur nulle de la surface satisfont à cette équation différentielle. — 
Ligne géodésique passant par deux points suffisamment voisins. — Théorème 
de Gauss relatif aux lignes géodésiques qui passent par un point de la surface. 

— Plus court chemin entre deux points suffisamment voisins. — Géodésiques 
normales à une courbe quelconque. — Second théorème de Gauss; extension 
.de la définition des courbes parallèles dans le plan. — Trajectoires orthogo- 

nales d’une famille quelconque de géodésiques; elles se déterminent par une 

simple quadrature. — Variation de longueur d'un segment de ligne géodésique. 

— Système orthogonal formé de deux familles d’ellipses et d’hyperboles géodé- 

siques. — Théorème de M. Weingarten. — Coordonnées bipolaires dans le plan 

et sur la sphère. — Théorème de M. Liouville relatif à deux familles de lignes 
géodésiques qui se coupent mutuellement sous des angles constants. 

D14. I nous reste maintenant à entreprendre l'étude de la for- 
mule 

(r) EL w+rdu+rd, 
Pe 

. qui donne le rayon de courbure géodésique 94 d’une courbe quel- 

conque tracée sur la surface. Cette formule se distingue des pré- 
cédentes par une propriété essentielle, que nous avons déjà 
signalée : les quantités qui y figurent dépendent exclusivemént 
de la forme de l'élément linéaire; et, par suite, la courbure géodé- 

sique demeure invariable quand on déforme la surface d’une ma- 

nière quelconque. Nous commencerons par étudier les lignes 
géodésiques. Leur équation différentielle 

(2) dw + r du + r;dv =0 
. . : ‘ . ‘ - 

est du second ordre. On ne sait l'intégrer que dans un petit 

nombre de cas; néanmoins Gauss, dans son célèbre Mémoire (!), 

  

(*) Gauss, Disquisitiones generales circa superficies curvas (Mémoires de la 
Socicté Royale des Sciences de Gocttingue, 1. VI, 1828, et Œuvres complètes,
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ct les géomètres qui l'ont suivi ont enrichi Ja théorie des lignes 
géodésiques d’un grand nombre de propositions intéressantes que 
nous allons tout d’abord développer. 

Nous indiquerons en premier licu différentes formes de l'équa- 
tion différentielle, Si nous Conservons toutes les notations du 
Chapitre 1 [P- 348], nous aurons 

(3) cosw ds = ? du + ?; dv, sine ds = 5 du + rdv 

et, par suite, 

n du + x do &W = arctang HT, (4) | ° Edu+E dv 

Les formules (A) (n° 48%) nous donnent 

ar—19% La _+d4._9F 10 dn d£ 5 | 0e ou Vu du a Mu = ga (6) | 106, On _, 0 10G OF dm dt, l'An 2 du Eee —— — 
— y — fs = — Er 2 ue Hd SD 2 de à 1 dœ TS? 

A désignant toujours le déterminant 

(6) . S = Emil. 

Si l’on porte les valeurs de w,r,r dans l’équation (2) et si l’on développe les calculs en tenant compte des relations 

(3) HSE, itmmeF, Eine, 
on obtiendra l'équation suivante : 

2 (EG — F?}(du do — de du) 

= + (ET + rh nd) a 

(8) | + Gr —2E 00) dde 

pr FE PS 265) du der 

| _ (ce +260 Var, 

  

t. IV, p. 217). Le Mémoire de Gauss a été Souvent reproduit. On Ie trouve, en particulier, dans l’édition que M. Liouville a donnée en 1850 de l’ Application de l'Analyse à la Géométri rie, par Moxce.
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qui caractérise les lignes géodésiques et ne contient que les 
quantités E, F, G. 

515. Si l’on adopte l'arc s de la ligne géodésique comme va- 
riable indépendante, on peut substituer à l'équation précédente 
deux équations différentielles qui définiront & et v en fonction de : 
s. On déduit, par exemple, de la première formule (3) 

Edu + tide : 
W = arc COS — 1" ". 

ds 

Choisissons le système de translations pour lequel on a 

(9) bi = 

il faudra prendre 

| VG FE VEG—F 
(to) A= Yc’ ë= E - 

La substitution des valeurs de T, Ty © dans la formule (2) per- 

meltra de calculer ©   
27 

ds? 

équations suivantes : 

2(EG— pr) D 

oF 0E  dE\ du 

=(rS- du F3) ds? 

2G E\ du dv 2G 2G dF +(FR CS) Le + (F5 +GT—26T   

(Gi) { 

2(EG—FP? . 

  dE dE dF\ du? 

Ce Ex — E M ds 

(FE _E 0G Le + Gr 06 96 
dv du de ou 

t 
ét nous donnera la première des deux 

qui se déduisent l’une de l’autre par l’échange de w et de v, de E 
et de G. Pour déterminer complètement w et » en fonction de s, 
il faudra leur adjoindre la relation 

du? | 2 a dy? 
(12) | Er +2 + +67 = 1,   

qui sert de définition à la variable auxiliaire s.
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On peut remplacer les deux équations (11) par les suivantes : 

d /Edu+Fdv\ _ dE du? dF du do dG do? 
[2 ds ds ou ds ou ds du ds? 

Ÿ «4 F du + G dv __ dE du? dF dudo  0G dv? 
(2% ds] To ds Ÿ?9 ds à di? 

(3) 

qui sont d’une forme plus élégante, mais ne sont pas résolues per 
‘rapport aux dérivées secondes. 

516. Les différentes équations que nous venons d'obtenir 
mettent en évidence une propriété fondamentale des lignes géodé- 
siques que l’on peut énoncer comme il suit : 

Étant donnée une ligne géodésique et deux points quel- 
conques À, B pris sur cette ligne, la variation première de l'arc 
de la géodésique compris entre ces deux points est.nulle quand 
on passe de cette géodésique à toute autre ligne infiniment 
voisine ayant les mêmes extrémités ; el, réciproquement, toute 
ligne jouissant de cette propriété est une géodésique. 

Considérons, en effet, une ligne quelconque comprise entre les 
points À ct B et définie par l'équation 

p=o(u); ° / 

son arc sera donné par la formule 

ù ‘ 
J VE +2Fv"+ Got du, 

A : 

#’ désignant la dérivée de » par rapport à w. Si l’on veut que la 
variation première de l’are soit nulle, on aura, en appliquant les 
principes du caleul des variations, l'équation différentielle 

dE io OF. 06, 
d' {7  Gv+F dv de dv 

du \YE +2Fr'+ Go? 2VE+2Fr + Gri 

2 
  (14) = 0. 

Si l'on développe les calculs, on retrouve l'équation (8). La 
proposition est donc établie. 

Mais on peut aussi choisir l’are s comme variable indépendante: 
alors l'équation (14) prend immédiatement et sans calcul la forme
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de la seconde équation (13). La première de ces deux équations 
se déduisant de la seconde par l'échange de w et de #, on peut 
considérer comme démontré le système (13), système que l’on 

du 
? 

ds? 
  pourra ensuite résoudre par rapport aux dérivées secondes 

2 . , ‘ or, ce qui donnera les équations (11). 

D17. Les calculs de vérification que nous venons d'indiquer 
conduisent. à une conséquence intéressante. Reprenons, par 
exemple, l'équation (14) (où nous regarderons # comme variable 
indépendante. En la développant, on lui donnera d’abord la forme 
suivante : 

np ul eo 06 minima [race ma (Dee ue) near cv 

—(G#'+F) dE +2Fo + Go?) = 0. 

On reconnait ainsi immédiatement que les lignes de longueur 
nulle de la surface, qui sont définies par l'équation 

E+2Ts+Gvt=o, 

satisfont à l'équation différentielle des lignes géodésiques. 

Il est aisé, en cffet, d'établir directement que ces lignes sont 
de véritables lignes géodésiques et que leur plan osculateur est, 
en chaque point, normal à la surface. Il suffit de remarquer que. 
le plan osculateur de toute ligne de longueur nulle est tangent au 
cercle de l'infini et, par conséquent, normal à la tangente. Si 
donc une ligne de longueur nulle cst tracée sur une surface, son 
plan osculateur en chaque point, étant normal à la tangente en ce 
point, conlient nécessairement la normale à la surface. . 

On peut d’ailleurs vérifier autrement la propriété que nous 
venons d'établir. Si l’on suppose que la surface est rapportée à ses 
lignes de longucur nulle, on aura | 

l'équation (8) prendra donc la forme particulièrement simple 

(5) F(du die — de du) — do du (du — dr) = 0.
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On reconnaît ainsi que toutes les lignes coordonnées, définies 
par l’une ou l’autre des deux équations 

do = 0 ou  du=0o, 

satisfont à l’équation différentielle des lignes géodésiques (*). 

DIS. Les équations de différentes formes que nous venons 
d'obtenir pour les lignes géodésiques mettent en évidence un fait 

essentiel, sur lequel on s’appuie à chaque instant dans la théorie : 

c'est que, par un point quelconque de la surface, il ne passe 

qu'une ligne géodésique admettant pour tangente en ce point 
une tangente déterminée de la surface. En d’autres termes, une 
ligne géodésique est pleinement déterminée par la condition 

de passer en un point de la surface et dy ädmettre une tan- 
gente donnée. 

Si, au contraire, on veut assujettir une ligne géodésique à 

passer par deux points, il‘est aisé de reconnaître que ce problème 
peut avoir une infinité de solutions, alors même que les deux 
points seraient très rapprochés. Supposons, par exemple, que la 

surface donnée soit un’ cylindre de révolution; les lignes géodé- 
siques scront des hélices. On reconnaîtra aisément que, si l’on 
prend sur lé cylindre deux points M et M, quelque voisins qu'ils 

soient, il y a une infinité de lignes géodésiques passant par ces 

deux points. Ces hélices se distinguent les unes des autres par le 
nombre de tours que fait sur chacune d'elles un point partant de 

  

(*) Les lignes de longueur nulle se distinguent toutefois des autres géodésiques 

par une propriété qu'il cst bon de signaler. La variation première de l’arc, quand 

on passe d’une telle ligne à la courbe infiniment voisine, se présente sous une 

forme indéterminée. Cela tient à ce que l’arc de toute ligne infiniment voisine 

d’une ligne de longueur nulle est un infiniment petit de l’ordre Le Soit, en cffet, 

’=0o 
, 

unc ligne de longueur nulle. Pour toute ligne infiniment voisine définie par 
- l'équation 
: væep(u), 

où € est une quantité infiniment petite, on aura 

s= Vi [Var g'(u) du.
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“M avant d'arriver en M, et par le sens dans lequel s'effectue ce 
mouvement. - 

Mais, quelle que soit la surface considérée, on peut déterminer 
une grandeur telle que, si l'on prend sur chaque ligne géodé- 
sique passant par M, et à partir de M, une longueur } égale ou 
inférieure à /, il ne passera par le point M et par l’extrémité de 
cette longueur aucune autre ligne géodésique dont la longueur 
soit inférieure à {. Cette proposition n’est pas absolument évidente, 
mais On peut l’établir rigoureusement de la manière suivante. 

Nous avons vu que les coordonnées # et 6 d’un point de la 
ligne géodésique sont définies en fonction de s par les équations 
(11), qui sont de la forme suivante : | : 

d'u. du\? du dv dv 2 —— = a() + 20 — — = (4) ) ds? ds ds ds 
(16) : . do _ ,/du\? gd dv , { de\? 

da) TX a °\X) 

a; D, a, ... étant des fonctions données de w et de ». Si l’on 
veut étudier l’ensemble des lignes géodésiques passant par un 
point M de coordonnées uw, vo, les équations différentielles donne- 
ront pour w et » des fonctions de l’arc s compté à partir de M et 

ee : du dv rs. .: des valeurs initiales w,, vs, (&) (2). relatives à ce point. Re- 
marquons d'ailleurs que les équations différentielles précédentes ne 
changent pas de forme quand on y remplace s par as, « désignant 
une constante quelconque. Il faudra donc que les valeurs de w et 
de v ne changent pas quand on remplace s du de respecti- hangent pas q places, (Te) (7), respe 

a | ds a \ds 

9 dépendent, en même temps que de wo, Vo, des seules variables 

. du) es ge. 
“= (TE) Ÿ = & ; 

u = f(u',v', uo, vo), v=o(u',o", to, vo). 

1 /du\ 1 /dv - je . vement par as, - »-(—): Celane peut avoir lieu que si &, 
o 0 

On aura donc 

Si les coefficients E, F, G et, par suite, les fonctions a, b, 
a. ... sont développables suivant les puissances entières de 
U— Us © — 95, les fonctions f et » seront développables suivant
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les puissances de x’ et de v'; et l’on aura des séries de la forme 
suivante : - 

u—up= + au? on up ait, æ 

P— pot + pu?+ofuo+ Burt ., 

où les cocfficients 4, 8, ... seront des fonctions de wy, vo, et 
qui seront convergentes pour toutes les valeurs de w’, v’ dont le 
module sera inférieur à une quantité fixe. 

Le déterminant fonctionnel 

d(u,v) 

du, v)” 

étant égal à 1 pour w#=v"— 0, les équations précédentes pour- 

ront être résolues par rapport à w/, w et donneront pour ces 

quantités des séries ordonnées suivant les puissances de & — wo, 
9 — o, séries qui demeurcront convergentes tant que les modules 

de ces deux différences demeureront inférieurs à une quantité fixe. 
En d’autres termes, il ne passera par le point M et par un point 
suffisamment voisin M qu’une ligne géodésique pour laquelle w' et 
v’soientinféricurs à une quantité fixe, c’est-à-dire dont la longueur 

soit inférieure à une quantité donnée (t). C'est la proposition 

que nous voulions établir. On peut encore l'énoncer en disant 

qu'on peut délimiter une région entourant le point M ettelle que, 
par un point quelconque de cette région et par le point M, il ne 
passe qu’une seule ligne géodésique tout entière comprise dans la 
région (2). ‘ 

  

(*) Comme on a . ‘ 

du» du\ f/dv\ do\: (a an () ().r()= 
LE, Fe Go désignant les valeurs de E, F, G au point M, on obtient, en multi- 
pliant par s?, la relation 

= E,us+2Fu'o + Go, 

qui montre que, si uw’, y’ 
mème de s. 

(*) Les variables w’, v’ sont celles auxquelles M. Lipschitz, dans des recherches 
plus générales, à donné le nom de variables normales. [ Voir, en particulier, le 
Bulletin des Sciences mathématiques {1° série, t. IV, p. 97-110 )]. 

sont inférieures à unc quantité fixe, il en sera de 

{ ,
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519. 11 résulte de cette proposition que, si l’on détermine chaque 
point de la région précédente par la longueur & de la ligne 
géodésique qui joint ce point au point M et par l'angle » que fait 
en M cette ligne géodésique avec une des tangentes en ce point à 
la surface, on aura constitué un système de coordonnées tout à 
fait analogue au système de coordonnées polaires dans le plan et 
dans lequel, à chaque point de la surface, correspondra un seul 
système de valeurs de & et de », si l'on convient, par exemple, de 
prendre & positif et v compris entre o et2#. L'élément linéaire 
de la surface sera donné par la formule 

ds? = dut + 2F du do + G de, 

dans laquelle E est égal à 1. On aura évidemment 

u F=o, G=o 
pouru—o. .. 

Cela posé, exprimons que les lignes » — const. sont des géodé- 
siques. Si l'on emploie, par exemple, l’équation (8), on aura, en 
annulant dv et d?v, la condition 

F ne peut donc dépendre que de la seule variable »; et, comme 
ona F— 0 pour u—0, F sera identiquement nul. Par suite, l'élé- 
ment linéaire de la surface prendra la forme simple | 

(17) . ds = du? + G dv?, 

520. On peut encore établir le même résultat en adoptant la 
forme de l’élément linéaire étudiée au Chapitre II [p. 362]. On 
aura ici - 

ds? = du? + 2G cosx du de -- C? dot. 

Remarquons d'ailleurs que, l'arc C dv compris entre deux lignes 
géodésiques infiniment voisines devant diminuer indéfiniment 
quand & tend vers zéro, il faudra que l’on ait C— o pour u— 0, 
quel que soit ». | | 

Cela posé, exprimons que les lignes = const. sont géodé- 
siques. En appliquant la formule (2) et remarquant qu'ici w est
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égalàäm,ona 
om 
— r=0o 
dù 

ou, en remplaçant r par sa valeur déduite des formules (À) 

(n° 495) 
_04 cote 0G ac =o, : d(Gcosa) 

du GC du du 

Ainsi C cosz doit être une fonction de 

(18) . Ccosa = o(»). 

Mais, comme C est nul, quel que soit v, pour w = 0, il faut 

nécessairement que l’on ait 

s(v)= 0. 

L'équation précédente nous donne, pour uné valeur quelconque 
de u, 

Gcosx=0 
et, par suite, | 

COSxz = 0. 

Nous retrouvons ainsi la forme déjà donnée 

(19) ds? = du? + C? dv? 
OR TE er 

de l'élément Hnéaire de la surface. 

- 321. Cette forme est d’une importance capitale. Elle va nous 
permettre de démontrer que Ie chemin le plus court entre deux 

points suffisamment rapprochés d’une surface est toujours une 
ligne géodésique. 

En effet, sur la portion de surface que nous avons définie plus 

haut et qui peut être considérée comme engendrée par une ligne 

géodésique de longueur / tournant autour de son extrémité M, 

prenons un point quelconque M’ de coordonnées w5, P05 Uo sera 
la longueur de la ligne géodésique qui passe par M et M’. Si nous 

” considérons tout autre chemin réunissant ces deux points et com- 

pris entièrement dans la portion de surface considérée, la longueur 

de ce chemin sera exprimée par l'intégrale 

J V du? + Ci dot. 
.%0 |
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Or cette intégrale est évidemment supéricure à 

f ‘du. 
0 

Donc le chemin est supérieur à 49. 
Si le chemin sort de Ja portion de surface que nous venons de 

définir, il faudra qu’il aille. d’abord de M en un point u de la 
limite. Le chemin Mu, étant au moins égal à / d’après la démon- 
stration précédente, sera déjà supérieur à #:; il en sera donc de 
même a fortiori du chemin total, 

On peut encore présenter le raisonnement précédent sous une 
_ forme géométrique. Construisons autour du point M les courbes 

& — const. qui offriront autour de ce point la disposition générale 
d’une série de cercles concentriques autour de leur centre dans 
le plan. Considérons deux courbes infiniment voisines; l'arc d’une 
ligne quelconque compris entre ces deux courbes sera 

V'du? + CTav?; 

sa valeur minimum sera done du ct elle correspondra au cas où 
l’on suit, pour aller de l’une à l’autre courbe, une géodésique nor- 
male. Le plus court chemin de M à M’ est donc nécessairement Ja 
géodésique qui passe par ces deux points. 

522. On peut généraliser comme il suit la proposition obtenue 
au n° 520. oo : 

Étant donnée (Jig. 32) une courbe quelconque AA’, construi- 
sons les géodésiques normales à cette courbe. Nous définirons un 
point quelconque de la surface dans le voisinage de AA! par l'arc 
9 = AP qui détermine le pied de Ja géodésique passant par le 
point M et par la longueur 4 = MP comptée à partir de P sur 
cette géodésique. Tant que w sera inférieur à une limite fixe, un 
point n'aura qu’un seul système de coordonnées (1). IL suffit, en 

  

(*) On peut démontrer cette proposition en toute rigueur; il suffit de s'appuyer sur les résultats obtenus au n° 518. ° Nous avons vu que les valeurs de w ct de », relatives à un point quelconque d’une ligne géodésique passant en un point M de coordonnées &,, v,, sont des
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effet, de remarquer que les lignes géodésiques normales à AA ne 

s’entrecroisent pas tant que w est inférieur à une limite que l’on 

pourra déterminer. 
Fig. 32. 

  

On aura encore, en prenant & et # comme variables, 

ds? = du? + 2G cos x du de + C? de? 

  

fonctions des quatre variables 

u (Q S du $ dv 
os {as “\as], 

Si le point M est pris sur une courbe (C) ct si, de plus, la ligne géodésique doit 

: d . : 
‘être normale à (C}, us vs du ; © deviennent des fonctions de la va- 

9 #Ads/o \dS} 

riable qui fixe Ja position de ce point sur la courbe. Désignons cette variable 
par ç; w ct v seront des fonctions de s et de 5. Le déterminant fonctionnel 

d(u,v) 

d{s, s) 

a évidemment pour valeur initiale 

ds }o ds : 

d\  &, 
ds } ds : 

(&) ; (à) » déterminant la tangente à la ligne géodésique, ne peuvent être 
9 

ds ds }, 
.. "du, dv, pe. ‘ 

proportionnels à T°? de Vi définissent la tangente à la courbe (C). | 

La valeur initiale du déterminant fonctionnel n'étant pas nulle, ce déterminant 

demeure différent de zéro pour des valeurs suffisamment petites de s. Par const- 

quent, & ct # sont des fonctions indépendantes de s'et de ç& dans Ja région voi- 
sine de la courbe (C), et, réciproquement, s et ç sont des fonctions indépendantes 

de « et de © n’admettant qu’une seule détermination dans le voisinage de Ja 

courbe (C).
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avec Ja condition 
C coszx — o(v), 

qui exprime que les lignes de paramètre + sont des géodésiques. 
D'ailleurs, pour #u — 0, on a 

CoOS4=0 

quel que soit ». On a donc encore 

o(p) = 0; 

ct, par conséquent, on retrouve pour l'élément linéaire la forme 
déjà obtenue 

ds? = du? + C? de? 

Ainsi, lorsqu'on porte sur les lignes géodésiques normales à 
une courbe des longueurs constantes, le lieu des extrémités de 
ces longueurs est une courbe également normale aux lignes 
géodésiques. C'est la généralisation d’un résultat bien connu, 
relatif aux courbes parallèles dans le plan. Les deux théorèmes 
précédents sont dus, comme on sait, à Gauss. / 

523. On peut encore les démontrer de la manière suivante. 
Considérons sur une portion de la surface une famille de géodé- 
siques telle qu'il ne passe qu’une de ces lignes par chaque point 
de la région considérée, et associons à ces lignes une autre famille 
de courbes quelconques qui, jointe à la première, permette de 
constituer un système de coordonnées propre à déterminer tous 
les points de la région. L'élément linéaire de la surface sera 
représenté par une formule telle que la suivante 

ds? = E du? + 2F du do + G dvi, 

où nous supposerons que les lignes géodésiques soient les courbes 
de paramètre ».. Si l'on se reporte à l'équation (8) et si l’on ex- 
prime qu’elle est vérifiée lorsqu'on y introduit l'hypothèse de — 0, 
On sera conduit à l'équation de condition 

LE RE 0 
Es +F-eEs = 0,
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à laquelle on peut donner la forme suivante : 

MEL or 
(20) "do 7 du VE 

On peut donc poser 

< _ 00 F. 00 _ 00 00 
(21) VE = VE à F=n 

En substituant les valeurs de E et de F dans l'élément linéaire, 
on lui donnera la forme suivante : 

EG—F: 
ds? = dd? + FE — dv?. 

On voit donc que les courbes définies par l’équation 

(22) 0 = f( du + TE à) = const. 

sont les trajectoires orthogonales des géodésiques considérées. 
Ainsi : - 

On peut toujours, par une simple quadrature, déterminer 

les trajectoires orthogonales d’une famille quelconque de 

géodésiques; et, si l’on rapporte les points de la surface au 

système de coordonnées formé par les géodésiques (v — const.) 

et leurs trajectoires orthogonales (0= const.), l’élément li- 
néaire prend la forme 

(23) ds? = d0? + G de?. 

L'interprétation géométrique est immédiate. Deux trajec- 
toires orthogonales quelconques interceptent le même arc sur 
toutes les géodésiques considérées. Ces résultats sont en parfait 
accord avec ceux que nous avons déjà obtenus. 

Dans le cas où les lignes géodésiques passent toutes par un 
point, il y a, évidemment, des trajectoires orthogonales qui, dans 

une portion de leur parcours vue du point sous un angle fini, 
restent infiniment voisines de ce point; et, par conséquent, le 
point lui-même peut être assimilé à unc trajectoire orthogonale, 
ce qui démontre le premier théorème de Gauss.
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524. Nous voyons que la considération des lignes géodésiques 
nous conduit à des syslèmes nouveaux pour lesquels on doit faire 

AI . 

dans les formules du n° 499. Remarquons la forme exceptionnel- 
lement simple que prend, dans ces systèmes; l'expression de la 
courbure totale. On a alors, d’après la formule (22) (n° 499), 

j = 2 (25) "RE T7 Co? 
expression qui est due à Gauss et dont nous aurons souvent à 
faire usage. 

Nous donnerons, par analogie, le nom de courbes parallèles 
aux trajectoires orthogonales d'une famille de géodésiques. 

525. On peut déduire des résultats précédents une formule 
fondamentale relative à la variation de longueur d’un segment de 
ligne géodésique. - 

Soit (/g. 33) MP un segment de ligne géodésique dont les 

  

extrémités M et P décrivent deux courbes données (C) et (D). 
Employons le système de coordonnées curvilignes formé par les 
positions successives MP, MP’, ... du segment et par leurs tra- 
jectoires orthogonales. L'élément linéaire, dans ce système, 
prendra la forme (23); siu, wo désignent les valeurs de & aux 
points M et P, on aura 

arcMP = 4 — no. 

De même, si u + du, uo + dus sont les valeurs de & corres- 
pondantes aux points M’, P', on aura 

arc M'P'= u + du — u9 — dus,
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ce qui donne 
d'arcMP = du — dus. 

Or, dans les triangles infiniment petits MM, PP'K formés 
avec les trajectoires orthogonales MI et PK, on a 

MH= du =— MM'cosM'MP, 
TN 

KP° =—du=—PP' cosP'PM 

et, par conséquent, la substitution de ces valeurs de du, dus con- 
duit au résultat suivant : 

SNS TN 
(25) d arcMP = — MM'cosM'MP — PP’cosP'P A. 

Cette formule est identique à celle qui donne la différentielle 
d’un segment de droite. Comme il est facile de l'obtenir directe- 

: ment par le calcul des variations, elle pourrait conduire aux propo- 
sitions de Gauss par un chemin inverse de celui que nous avons 
sulvi. , 

526. La formule (25) permet d'étendre aux lignes géodésiques 
un grand nombre des propositions qui s'appliquent, dans la géo- 
métrie du plan, aux systèmes de lignes droites. On peut constituer, 
par exemple, sur toute surface, une théorie analogue à celle des 

développées et des développantes d’une courbe plane. Nous lais- 
serons au lecteur le soin de poursuivre ces généralisations, et 

nous nous attacherons, de préférence, à la conséquence suivante 
de la formule fondamentale. 

Considérons (fig. 34) deux courbes (C), (C') et cherchons le 
lieu des points tels que la somme ou la différence de leurs 

distances géodésiques à ces deux courbes soit constante. Si, d’un 

point M du lieu, on abaisse les normales géodésiques MP, MQ 
-sur les deux courbes, on devra avoir 

MP :E MQ = const.; 

et, par suite, lorsqu'on passera d’un point M du lieu au point 
infiniment voisin M, il viendra 

d MP E d'MQ = 0. 

D. — II. | | 27
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La formule (25) nous donne 

ŒMP =— MM'cosf'MP, 
TS dMQ = — MM cosM'MQ. 

En substituant ces valeurs des différentielles dans la relation 
précédente, on trouvera 

Des 
cos M'MP == cos MO = 0. 

  

Dans le cas où l’on prend le signe + et où, par conséquent, la 
somme des distances est constante, l'équation exprime que la 
tangente au lieu est la bissectrice de l'angle formé par une ligne 
géodésique et le prolongement de l’autre. Quand on prend le 
signe —, c'est-à-dire quand la différence des distances est con- 
stante, la tangente est la bissectrice de l'angle formé par les deux 
normales géodésiques. , : 

En rapprochant ces deux résultats, nous obtenons le théorème 
suivant : | 

SE l'on construit sur une surface quelconque toutes les 
courbes lieux des points pour lesquels la somme ou La diffé- 
rence des distances géodésiques à deux courbes données de- 
meure.constante, on obtient dans tous les cas deux familles de 
courbes se coupant à angle droit. 

Nous donnerons, dans la suite, le nom d'ellipses et d'hyper- 
boles géodésiques aux courbes qui composent ces deux familles. 
Leur définition ne change pas si l’on substitue aux deux courbes 
de base (C) et (C') des courbes parallèles quelconques. Il faut
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toutefois remarquer que ce changement peut transformer les 
- ellipses en hyperboles et vice versa. 

527. Nous allons chercher la forme que prend l'élément linéaire 
de la surface quand on adopte le système de coordonnées curvi- 
lignes que nous venons de définir; mais nous prendrons comme 
intermédiaire un système de coordonnées obliques formé avec 
deux séries de courbes parallèles. . 

Considérons (/ig. 35) une première famille de courbes paral- 

  

lèles, que nous définirons par leurs distances #.= AP à l’une d'elles 
(C), distance comptée sur une géodésique normale. Soit de même 
une seconde famille de courbes parallèles que nous définirons par 
leurs distances » = BQ à l’une d'elles (C). 

Construisons les quatre courbes de paramètres 4, 4 + du, y, 
9 + de qui formeront un parallélogramme curviligne MNM'N’ 
dont l'angle M sera désigné par «& et dont les côtés auront pour 
valeurs | 

MN'= A du, MN = C &, 

À et G étant les quantités qui figurent dans l'expression 

ds? = A? dut + C? de? + 2 AC cos x du dv . 

de l'élément linéaire. Si l'on mène par le point M les géodésiques 
MN,, MN, normales aux côtés opposés du parallélogramme, les 
longueurs de ces géodésiques sont 

MNi= do, MN, = du. 

0
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Dans les triangles MNN,, MN'N' que l’on peut assimiler à des 
triangles rectilignes, on aura | 

MN, = MNsina, MN, = MN'sina, 
c'est-à-dire 

du = À du sinz, de = C dv sinx 
et, par suite, 

‘ I A=C= 
7 sinx 

L'expression de l’élément linéaire sera donc 

du? + de? + 2 du dv cos x (26) ds? = _ . 
° sin?x 

Si l’on prend maintenant P 

(27) u+v=our, u—v=92v, 

les courbes de paramètre w!, v! seront les ellipses et les hyperboles 
géodésiques définies plus haut, et l'expression de l'élément linéaire 
prend la forme 

. 
19 ° re 

(28) ds UE? do » À a 
sin? - cos?— 

2 2 

  

qui met en évidence l’orthogonalité déjà démontrée. 

528. M. Weingarten, auquel est dû le résultat précédent (1), 
l’a établi par une autre méthode, que nous allons indiquer. Soit 

di=E du? + 2F du do + G dv? 

l'expression de l'élément linéaire. Puisque & désigne la distance 
géodésique à une courbe (C), l'élément linéaire Pourra se mettre 
sous la forme 7. : 

ds? = dut + s dut, 

Il faudra donc que la différence 

ds — du? = (E— 1) du? + 2F du do + G do? 

  

(*) WEINGARTEX (J.), Ueber die Oberflächen für welche einer der beiden Hauptkrämmungshalbmesser eine Function der anderen ist (Journal de Crelle, t. LXI, p. 160-133; 1862). °
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soit un carré parfait. Cela nous donne la condition 

F?= G(E— 1). 

En exprimant de même que v est la distance géodésique à une 
seconde courbe, on obtiendra la condition 

F?=E(G— 1. 

Ces deux relations, employées simultanément, nous donnent 

E=G, F=VE(E—:), 

ct l'élément linéaire prend la forme 

(29) ds? = E(du? + do?) +2 YE(E 1) du dv. 

  

1 : 

En remplaçant E par ses” On retrouve la formule que nous 

avons démontrée directement par la Géométrie. 

529. La fonction « qui figure dans cette formule dépend de Ja 
nature de Ja surface, ainsi que des courbes de base (C), (C'), etne 
peut pas être déterminée en général. Nous allons indiquer deux 
applications dans lesquelles on obtient sans difficulté l'expression 
de #. 

Considérons d'abord les coordonnées bipolaires dans un plan. 
Si l’on appelle r, s’ les distances d’un point du plan à deux points 

fixes, la formule (26) nous donnera: 

dr? + dr'? + o dr dr! cosx 

sin?œ 
(30) ds? = 

Soient O, O' les deux pôles et M le point considéré. Désignons 
par 2c la distance des deux pôles. Le. triangle OO'M nous 
donnera 

(31) 4e=r1+r2+orr cos, 

équation d’où nous pourrons tirer 4. Mais auparavant remarquons 
que, si l’on pose 

: ' 
r+r=uyg 

(32) Lt 
T—r = 92%,.
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l'expression de l'élément linéaire deviendra ‘ 

du? dy? (33) ds = , 
. in2 % 9 z 

Sin“ — COs* — 
2 2 

    

et l’on déduira de la formule (31) l'équation 

‘. 2 . À (34) . cèæ pé cost +vsin?, 

. 2 æ qui fera connaître les valeurs de sin 3? cos =+ En les portant dans 
la formule (33), nous aurons 

| . 2 (ue ee du? ds? (35) ds = ( — (RE 2)   2 — çc? 

Les courbes p—const. sont des ellipses homofocales, les 
courbes y= const. des hyperboles ayant les mêmes foyers. On 
voit ainsi que le système des coordonnées elliptiques n’est qu’une 
modification, et une modification avantageuse, du système des. 
coordonnées bipolaires. Cela explique pourquoi ce dernier sys- 
tème est si rarement employé. 

Si l'on prenait de même sur la sphère le système de coordonnées 
. bipolaires en désignant toujours par 2c la distance des pôles, il 
faudrait substituer à l’équation (31) la suivante . 

(36) Cos2C = Cosrcosr'— sinrsinr cosz, 

que donne immédiatement le triangle sphérique OO'M. On peut 
l'écrire | 

æ € 
cos2C = Ccos2u cosi= + COS2% sin = 

et, par conséquent, on aura pour la sphère 

  

. | | 

(37) ds® = (cosay — cosay)( du di ): 
+ 

COS2u — cos2cC COS2C — COS2Y 

Les courbes coordonnées sont des cllipses et des hyperboles 
homofocales. 

530. Après ces applications particulières, nous signalerons, 
comme conséquence générale de la formule (8) relative à une sur- 
face quelconque, cette proposition due à M. Liouville : St l'on a
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sur une surface deux systèmes de lignes géodésiques se coupant 
sous un angle constant, la surface sera plane ou développable. 
En effet, si nous construisons les courbes parallèles trajectoires 

orthogonales de ces géodésiques, elles'se couperont, elles aussi, 

sous un angle constant ct, par conséquent, l'élément linéaire de la 

surface pourra être mis sous la forme (26) ou micux sous la 

forme (28), l'angle « étant constant. Posons alors 

, . % 
uw = xsin-; 

2 

v = ycos?; = Y 2? 

il restera 
ds? = dx? + dy, 

ce qui montre bien que la surface est applicable sur le plan.



=
 n _
 

LIVRE V. — CHAP. v. 

  

CITAPITRE V. 
LES FAMILLES DE COURBES PARALLEÈLES, 

Méthode générale de recherche des lignes géodésiques. — Définition du para- mètre différentiel 46. — Toute fonction dont le paramètre est égal à 1 fait Connaitre une famille de courbes parallèles. — Lorsque cette fonction contient une constante arbitraire, on peut déterminer les lignes géodésiques de la sur- face. — Proposition réciproque; lorsqu'on ,Connalt les lignes géodésiques, on Peut intégrer, par une simple quadrature, l'équation 49 = 1. — Théorème de Jacobi : Lorsqu'on a obtenu une intégrale première de l'équation différentielle du second ordre des lignes géodésiques, on peut toujours déterminer un fac- teur de cette intégrale. — Conséquences diverses. — Expression de l'élément linéaire de la surface au moyen de la fonction 6 et de ses dérivées par rapport à la constante arbitraire &. — Équation du troisième ordre à laquelle satisfait la fonction 8. — Indication d’une autre méthode permettant d'établir les résul- tats précédents. — Distance géodésique de deux points. — Propositions rela- tives à cette distance. 

  

531. Les propositions établies dans le Chapitre précédent con- 
duisent à une méthode élégante de recherche des lignes géodé- 
siques, que nous allons EXposer avec tous les détails nécessaires. 

Considérons une géodésique quelconque de la surface; on peut évidemment lui associer une infinité d'autres géodésiques’ par exemple toutes celles qui passent en un de ses points, et consti- tuer avec les trajectoires orthogonales de ces lignes un système de coordonnées curvilignes pour lequel l'élément linéaire prendra la forme | : ‘ | | . 
ds? = dû? + 62 ap? 

On sera donc assuré d'obtenir toutes les lignes géodésiques si l’on sait résoudre dans toute sa généralité le problème d'Analyse 
suivant : : 

° ‘ 

Etant donné l'élément linéaire d’ une surface sous sa forme la plus générale 

dst= E du?+92F du do + G de?,
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déterminer trois fonctions 0, 5, 0, de u et de v, telles que l’on 

ait identiquement 

(1) .Edu?+9F du dv + G do? = dû? + 62 di. 

Cette équation se décompose évidemment dans les trois sui- 

vantes : St 
d0\? / 20: 

E = (5) + 06° su)” 

__ 2090 où où 
(2) F — Tu + 5? du % ? 

[ON af) 
7 \de dv 

. je dd: où 
entre lesquelles on pourra éliminer QE ets On est ainsi con- 

duit à la relation 

90 \? 00 08 db \? 
_— _— L— — El — — [L — F2 

6) c(%) 3% dv +E(5) EG Fe, 

que l’on obtiendrait d’ailleurs immédiatement en écrivant que le 

polynôme homogène en du, de 

ds? — dû? 

est un carré parfait. Si l’on pose, pour abréger pose, p SCT, 

| G Var P+E(S) 
= du du dv dv 

(4) F — EG — F7? ?   

l'équation (3) pourra s’écrire encore 

(5) A = 1. 

Nous rencontrerons fréquemment dans la suite la fonction Af, à 

laquelle nous donnerons, avec M. Beltrami, le nom de paramètre 

différentiel du premier ordre de 0. 
Réciproquement, il est aisé de démontrer qu’à toute solution 

de l'équation (5) correspond une famille de couïbes parallèles, 
c’est-à-dire de courbes dont les trajectoires orthogonales sont des 
lignes géodésiques, 

En effet, l'équation (5) exprime, nous l'avons vu, que ds? — di? 
est un carré parfait; on aura donc, quelles que soient les diffé-
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renlielles du, dy, 

dt W=(madu+n dv}, 

m et r étant des fonctions de w et de ?. Or on peut toujours ramener la fonction linéaire m du + n de à la forme o d0,. On ‘aura donc 

ds? = d0? + 5? d0?; 

0, sera d’ailleurs une fonction distincte de 0, car autrement ds? serait un carré parfait. Notre proposition réciproque est donc établie, et toute solution de l'équation (5) nous donne une famille de courbes parallèles. ‘ ° 

532. Cette équation (5) a, comme on sait, des solutions d’es- pèces très différentes. On Peut en trouver qui ne contiennent aucune constante arbitraire; d’autres qui contiennent une ou plu- sieurs constantes arbitraires, où même une fonction arbitraire. Au point de vue de la question qui nous occupe, il est essentiel de considérer successivement ces diverses solutions. 
Si l’on a obtenu une solution de l'équation (5) ne contenant aucune arbitraire, l'application de la méthode précédente, qui 

prescrit de mettre la différentielle m du + n dp sous la forme s dû,, exige l’intégration de l'équation 

(6) m du + n dv = 0, 

qui est celle des lignes géodésiques trajectoires orthoyonales des “courbes Ô = const. On ne connaît aucune proposition qui permette d'effectuer l'intégration de cette équation ou qui la rende plus facile. 
| oo 

Supposons, au contraire, que l’on ait obtenu une solution de l'équation aux dérivées partielles (5) contenant une constante: 
autre que celle qui peut toujours être réunie à 0 par addition, con- Stante qui devra figurer par conséquent dans l’une au moins 

+ 00 00 . des deux dérivées 9° 5° Nous allons voir que, dans ce cas (au- 
quel on peut ramener tous ceux où la fonction contient plusieurs constantes ou une fonction arbitraire), on pourra, par de simples dérivations, obtenir & ct 0, et, par suite, les équations finies
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des lignes géodésiques qui sont les trajectoires orthogonales des 

courbes Û — const. 
Reprenons, en effet, l’identité 

ds? = dû? + 6? dû. 

Cette équation a lieu entre cinq variables : w,v, du, dv et la 

constante arbitraire qui entre dans Ô et que nous désignerons par 

a. Différentions par rapport à & en traitant les quatre autres va- 

riables comme des constantes. La différentielle de 0 

. 0 00 
. = du+ dv 

deviendra | 
d?0 00 00 

da du du + da dv d= da ? 

et l'on aura un résultat analogue pour 0,. Nous aurons donc, 

puisque ds? ne contient pas @, 

(7) o=dd( R)+ ed] di + a(2)]. 

L'équation précédente nous montre que dû,, fonction linéaire 

de du, dv, doit diviser soit dû, soit d(%) + Or dû, ne peut diviser 

. . ue 0 
dû, car alors 0, serait fonction de {. Il faut donc que di, divise d'u 

: 90 , , 
(, est une fonction de Ja” © l'on peut prendre, par conséquent, 

_ 
7 

Avant de déduire d’autres conséquences de l’équation (3), nous 

allons nous arrêter à ce premier résultat. Nous voyons que les 

lignes géodésiques qui coupent à angle droit les courbes Ô — const. q P 
ont pour équation 

00 
8 . — = const. = a" (8) Ja =C , 

et de plus leur arc, compté à partir de l’une de leurs trajectoires, 

est précisément égal à (. 

L'équation (8) contient deux constantes arbitraires dont on 

pourra disposer de manière à faire passer la ligne géodésique par
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un point quelconque et à lui donner en ce point une tangente quelconque. Pour établir en toute rigueur ce point essentiel, nous montrerons qu’on peut faire passer une des courbes 

0 = const. 

par un point quelconque (to; #9) et lui donner en ce point une langente déterminée. 
Remarquons d’abord que le rapport 

00 . 0 
du ‘ 0v 

\ 

‘ne saurait être indépendant de a. En effet, s’il en élait ainsi, si l'on avait 
‘ 00 90 

du — 7 ?), 

en joignant cette équation à la suivante 

NIETR 

On pourrait déterminer des valeurs de 2, qui seraient, l’une et du de l'autre, indépendantes de @; Ce qui est contraire à l'hypothèse. . Cela posé, considérons la courbe (0) définie par l'équation 
0(u, vo, a) = Co, 00, 4) = Oo. 

Elle passe évidemment par le point (u,, ’o); et la direction de 
90 
dv rapport n'est pas indépendant de &, il pourra prendre toutes les valeurs possibles. Ainsi Jes courbes Ü= const. peuvent passer en un point quelconque de la surface et ÿ admettre une langente quelconque; il en sera donc de même des lignes géodésiques réprésentées par l'équation (8), qui sont leurs trajectoires ortho- gonales. Comme une ligne géodésique est déterminée par la con- dition de passer en un point et d'y admettre une tangente donnée, ‘ROUS pouvons dire que l'équation (8) représente toutes les lignes géodésiques et énoncer le théorème suivant : 

… 06 | $a tangente en ce point dépend du rapport me: Comme ce 

Pour déterminer les lignes géodésiques, on considère | ’équa- lion aux dérivées partielles 

A0 = 1,
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Toute solution de cette équation, égalée à une constante, dé- 

terminera une famille de courbes parallèles. 

Si l’on a une solution contenant une constante arbitraire a, 

l’équation de la ligne géodésique la plus générale sera 

on - , 
— = 

da ’ 

et l'arc compris entre deux points de cette ligne géodésique 
sera égal à la différence des valeurs de À relatives à ces deux 
points. 

2 | . , , + Réciproquement, supposons que l’on ait déterminé par un pro- 
cédé quelconque les lignes géodésiques; nous allons montrer 
qu’on saura intégrer l'équation 

A = 1. 

Cherchons, par exemple, la solution 0 de cette équation qui 
est égale à zéro en tous les points d’une courbe (C) donnée à 
l'avance. On construira toutes les lignes géodésiques normales à 
(C). L’arc de l’une de ces lignes, compté à partir de (C), sera 

une fonction des coordonnées de son extrémité que l’on ob- 

tiendra par une quadrature et qui sera la solution cherchée. Cette 
remarque, convenablement étendue, est très importante pour la 

théorie des équations aux dérivées partielles; ici, du moins, elle 
nous permet de reconnaitre que la méthode de recherche des 

lignes géodésiques instituée par le théorème précédent n’introduit 

aucune difficulté étrangère à la question. 

533. Nous signalerons en premier lieu les conséquences sui- 
vantes de la théorie générale que nous venons de développer. 

Imaginons que l’on connaisse une équation différentielle 

d @) Tree), 

dont toutes les intégrales particulières soïent des lignes géodé- 

siques et cherchons l'équation différentielle de leurs trajectoires 

orthogonales. En appliquant la formule 

E du du + F(du dv + dv du) + G dv à = 0,
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qui exprime l'orthogonalité de deux directions, on obtiendra 
l'équation cherchée sous la forme 

(ro) (E+ Fo) du +(F + Gv') dv — 0, 

v’ devant être remplacé par sa valeur tirée de l'équation (9). 
Or on sait que l’on peut trouver un facteur ? tel que le produit 

A[CE + Fo’) du + (F + Gv') dv] 

soit la différentielle d’une fonction Û satisfaisant à l'équation 

A0 = 71. | | | 
Si donc on pose 

0 | nd , 5 =ME+ Fe), 5 = XF + Ge) : 

et si l’on exprime que l'équation aux dérivées partielles précé- 
dentes cst vérifiée, on obtiendra la valeur de À, qui est 

I 
À = . 

VE+92Fr + Gv'° 

  

On peut donc énoncer le théorème suivant, qui a d’ailleurs été 
établi sous une autre forme au n° 593. 

Si l'équation différentielle 

do 
Hu = v'= Q(u,v) 

représente des lignes oéodésiques, l'expression 

(Œ+ Fr) du +(F + Ge) do 

est la différentielle exacte d’une fonction ; l'équation 

0 = const. 

représente les trajectoires orthogonales des lignes géodésiques 
satisfaisant à l'équation différentielle proposée, et 8 désigne la . , rs 3 . distance géodésique d'un point quelconque de la surface à 
l’une de ces trajectoires orthogonales. 

Cette proposition va nous conduire à un beau théorème dé 
Jacobi :
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Si l’on connaît une intégrale première de l'équation diffé- 

rentielle des lignes géodésiques, on pourra obtenir l'équation 

en termes finis de ces lignes par une simple quadrature. 

Soit, en effet, 

(ui) v'=viu,v,a) 

l'intégrale première, contenant la constante a. La fonction 

(E + Fo')du-(F + Go) de 
7 —— 2 

VE+2Fs + Go? 

qui, d’après ce que nous venons de démontrer, satisfait à l’équa- 

tion A — 1, contiendra la constante arbitraire a. Donc l'équation 

des lignes géodésiques sera 

(12) 0 = 

En prenant la dérivée par rapport à a sous le signe d'intégration, 

on trouve | 
| dv" 

EG FF?) — 
00 ŒG—F 5x , 

(13) Ja — —————, (dr — v du), 

(E+2Fv+Get) 

ce qui permet d'énoncer le théorème suivant : 

Quand on aura obtenu, par un moyen quelconque, une 

intégrale première 
Fr " v'=p(u,v,a) 

de l'équation des lignes géodésiques, on en déterminera immé- 

diatement un facteur; de sorte que 

de’ 
EG — FF?) — (EG—F)S 

  

a (dv — v' du) 

(E+2Fv+ Go*)*. 

sera une différentielle exacte après que l’on aura remplacé v' 

par sa valeur o{u, v, &). 

334. Nous allons maintenant indiquer quelques conséquences 

moins importantes des résultats obtenus et, en particu-
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. , . . où « lier, de l'équation (5). Si l’on y remplace 0, par Ja ©tsil'on 
divise par d0,, elle prend la forme | 

De Ta + do. 
da? 

Cette relation devant avoir lieu pour toutes les valeurs de du et - 
. 920 de dv, on peut y remplacer du, dy respectivement Par D? 

CH) : + 4 : : — jadu; Si l'on désigne, pour abréger, par (a, 8) le déterminant 
fonctionnel 

du dv dp du 

de deux fonctions quelconques a, 8, on aura 

(%)2 (22, 2) 
da” Ja} 

d0 

(0 5e) 

et, par suite ? nl 

D LL CES 

da? da? 

L'expression de l’élément linéaire deviendra donc 

(x) ) 

da 00 2 — 2 (15) ds = di TT EX (as): 

(a da? 
  

et, sous cette forme nouvelle, il ne reste aucune trace de l’ex- 
Pression primitive de cet élément; la formule ne contient que 0 
ct ses déri ipées. 

Nous signalerons également les formules 
. D nv: 

(16) ds? = dur + NU CE ; 

‘ 13 

Q7) : #6 R) = EG — F2, 

que l’on déduira aisément des relations (2); mais elles se dis- 
tinguent de la précédente en ce qu’elles contiennent à la fois les 
coefficients E, F, G et les dérivées de 0.
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La combinaison des formules (14) et(17) nous donne larelation 
nouvelle 

dû \3 
(5) 

(18) 1 da) EG — F°: 
où d?0 ? . 

( 7) 

et, si l’on prend la dérivée logarithmique des deux membres par 
rapport à &, on obtient l'équation 

2 è 3 

Go 55) (ur me) (0 x) a) 
qui ne contient plus E, F, G. Ceute relation, à laquelle on pour- 

rait parvenir de différentes manières, doit être regardée comme 

une équation aux dérivées partielles du troisième ordre à laquelle 

doit satisfaire 9, considérée comme fonction des variables &, v ct 

a. Son intégration complète ferait donc connaître toutes les sur- 
faces sur lesquelles on saura déterminer les lignes géodésiques. 

535. Supposons l'élément linéaire de la surface exprimé en 
. . 00 U 

fonction des variables 0 e1 0, — + Nous avons vu (n° 524) que 

l'expression de la courbure totale sera donnée par l formule de 

Gauss 
°c ds 

  

Dans l'étude approfondie du plus court chemin'entre deux 

“points d’une surface, nous aurons à considérer l'équation différen- 
ticlle du second ordre 

dw + Do 

(20) JT RR 

La formule précédente nous fait connaître une première inté- 
grale particulière + 

VW —6G 

de cette équation. Une autre intégrale sera donc donnée par la 
formule 

dd 
Ç 5) 

où l’on effectue la quadrature en supposant Ü, constant. On aura 
D. — IT. : 28
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donc { 
D y yo: 
du du d» do = 03 

p lace, dans l’ de 6, 1, Mi par | si on remplace, dans l'expression (14) de & > ju’ 9e Par les 

quantités proportionnelles — de, du, il vient 

    

dd 

ÉE— G 
da? 

et, par suite, 
d 00 

En [= Te TS da 
    

La deuxième intégrale de l’équation linéaire (20) sera donc 

020 
(21) | WG 

comme on peut le vérificr directement. 

. 536. Les propositions que nous venons d'établir ont été ob- 
tenues par la considération des systèmes orthogonaux formés 
avec une famille de lignes géodésiques. En terminant ce Chapitre, 
nous indiquerons rapidement une méthode toute.différente, qui 

repose sur le calcul des variations et qui offre l'avantage de bien 
metre en évidence un élément très important dans la théorie des 
lignes géodésiques. 

Considérons un segment de ligne géodésique terminé à deux 
points M, Ms. Si les coordonnées x et » d’un point quelconque 

de ce segment sont exprimées en fonction d’une autre variable £, 
la longueur 0 de ce segment sera donnée par la formule 

“ 
0 = [ VEu?+ol uv +Gvt dt, 

u! et v/ désignant les dérivées de u et de ». 
| Si les points M, M, se déplacent en décrivant des courbes 

quelconques, l'application des méthodes du calcul des variations 

nous donnera immédiatement la variation de 0 par la formule 

  (22) ? 

20 — [ee du + (Fu + Go) “| 

VEu?+oFu's + Go M
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la notation précédente indiquant qu’il faut prendre la différence 
des valeurs de l'expression pour les points M et M,. D’ après la . 

- relation (10), déjà donnée [I, p. 154], on peut écrire la valeur 
. de 6 sous la forme 

(23) &0 = [ès cos(ds, ès], ; 

-et l’on retrouve ainsi, par une voie entièrement analytique, Ja 
relation déjà établie au n° 525. Mais nous allons envisager d’autres 
conséquences de l'équation (22). 

Soient u, ©; &y, Po les coordonnées des points M, M. La 

valeur de 0 peut évidemment s'exprimer en fonction de w, y, 
Us Vo; ce sera même, d’après les résultats du n° 518, une fonction 
parfaitement déterminée de ces quatre variables tant que les 
points M et M, seront suffisamment voisins, si l’on convient de 
prendre la ligne géodésique Ja plus courte réunissant les deux 
points. Nous désignerons dans la suite cette fonction 0 sous le 
“nom de distance géodésique des deux points M, M. 

Or, si l’on désigne par Es, Fo, Go les valeurs de £, F, G au 
point M, c’est-à- dire pour u = Uo, 9 = 90, la formule (22) peut. 
être écrite comme il suit : 

0 — (Eu'+ Fo) tee Gv'} de 

Get + Fo jèu + (Fou + Gov ) êvo, 

VEcu + 2 Fou ve + Gopi 

O
7
 

(24) 

et elle nous donne, par conséquent, les quatre équations 

  

  

dû Eu + Fo du dv 
Ti =ÈT + Fr 

5 du VEu? +oFuo + Go? as $ 

-G3) À Fu'+G' du de 
Jane nn La CZ ? VEu® +oF uv +Gv? "as $ 

o0 à Lou, + Fovs du dv 20 _ =-EH(T) —F 
6 UE: | Vhur + 2Fou 6 + Govi as ds 

(26) d - Fous + Gov du do 
Dos = — Fe ds — Go ds}? Po VE +aFouse + Gové ds Jo s/o 

d’où l’on déduit immédiatement, en éliminant w!, v'et u!,, v!,, les
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deux équations 

A0 =1, 
(27) | A90 = 1, 

As désignant le symbole A où l’on a remplacé w, o par wo, 60 et 
00 00 00 00 
Ju” % par de” ds 

Telles sont'les propriétés de la distance géodésique 0. Lors- 
qu'on connaîtra cette fonction, les deux équations (26), qui se 
réduisent à une seule en vertu de la seconde des formules (25), 
donneront, sous la forme la plus élégante, l'équation de la ligne 
géodésique qui passe par le point (os ’0) et y admetune tangente 
déterminée. L'équation 

0 — const. 

représentera les trajectoires orthogonales de toutes les lignes géo- 
désiques passant par le point (ws, vo). 

537. Une fois obtenue l'équation 

(28) A0 — 1, 

on pourra traiter le problème des lignes géodésiques comme tout 
autre problème de Mécanique et lui appliquer, sans aucune modi- 
fication, les méthodes d'Hamilton et de Jacobi. On retrouvera 
ainsi tous les résultats précédents. Nous étudierons d'une manière 
approfondie, dans les Chapitres suivants, les relations qui se pré- : 
sentent ici entre la théorie des lignes géodésiques et les méthodes 
de la Mécanique analytique; et nous nous contenterons mainte- 
nant d'indiquer comment on détermine la distance géodésique 
lorsqu'on connaît une intégrale complète, d’ailleurs quelconque, 
de l'équation aux dérivées partielles (28). 

Soit 
0 = f(u,v,a) 

cette solution. Les lignes géodésiques de la surface qui passent 
par le point (us, v,) seront déterminées par l'équation 

d \ à : 
(29) ù Ja/(u ,a)= 3a / (to, vo, a), 

et leur are compris entre les points (4, vo), (&, #) aura pour ex-
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| pression (n° 532) 

- (30). 0 = fu, ?, a) — f(u0, vo, a). 

Il suffira de porter dans cette expression la valeur de a tirée de 
l'équation (29) pour obtenir la distance géodésique cherchée. 
Ainsi : 

Lorsqu'on connaîtra une intégrale avec constante 

G=/f(u,v,a) 
de l'équation  ; | 

A0= 17, 

la distance géodésique des deux points (u, be), (wo, vo) s’ob- 
tiendra en éliminant a entre l’équation 

0 = f{u, vo, a) — f(uo, vo, a) 

et sa dérivée par rapport à a. 

Cette proposition pourrait aussi être établie par la Géométrie; 
* car la règle qui y est indiquée revient à prendre l'enveloppe de 
toutes les courbes parallèles 

fa, v, a) = const. 

qui passent à unc même distance 0 du point (&o, vo). 
4
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CHAPITRE VI. 
ANALOGIES ENTRE LA DYNAMIQUE DES MOUVEMENTS DANS LE PLAN 

ET LA THÉORIE DES LIGNES GÉODÉSIQUES. 

Équations du mouvement dans le plan. — Définition d’une famille de trajectoires. — Équation aux dérivées partielles de Jacobi. — Usage que l'on pcut faire d’une solution particulière, d’une solution complète. — Théorèmes fondamen- taux de Jacobi. — Détermination des solutions de l'équation aux dérivées par- ticlles par différentes conditions initiales. — Des systèmes orthogonaux formés avec une famille de trajectoires. — Application au mouvement des corps pe- Sants. — Théorème de MM. Thomson et Tait. — Principe de la moindre action pour le cas des mouvements plans. — Principe d'Hamilton. — Correspondance établie entre le plan ct une surface de telle manière que les trajectoires du mo- bile dans le plan correspondent à des lignes géodésiques de la surface. — La solution de tout problème de Mécanique fait connaitre une infinité de systèmes orthogonaux dans le plan. — Brachistochrones. — Quelques résultats géné- raux relatifs aux cas où l'on associe des trajectoires qui ne correspondent pas à une même valeur de la constante des forces vives. — Généralisation de ces résultats et application à la théorie des surfaces minima. 

  

538. Dans les deux Chapitres précédents, nous avons établi un 
ensemble de propriétés des lignes géodésiques. Nous les avons 
définies d’abord par la propriété de leur plan osculateur, ce qui 
revient à les considérer comme les trajectoires d’un point qui se 
“meut sur la surface sans être ‘soumis à l’action d'aucune force ; 
puis, par des considérations entièrement élémentaires, nous avons 
rattaché à cette définition les. propriétés d’orthogonalité et de 
minimum. Îl nous a paru intéressant d'appliquer la même méthode 
à l'étude de tous les problèmes de Mécanique dans lesquels il 
existe une fonction des forces, Pour mettre en évidence la simpli- 
cité des raisonnements, nous commencerons par les mouvements 
qui effectuent dans un plan. 

On a alors les équations 

() dx JU dy au 
Æ My - 

@) (RS) + CEE
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dont la dernière est l'intégrale des forces vives. Si nous regar- 
dons la constante des forces vives comme donnée, les intégrales 

des équations précédentes admettent seulement deux constantes 
arbitraires, en dehors de celle que l’on peut ajouter au temps. 
En d’autres termes, la trajectoire du point matériel sera déter- 
minée par la condition de passer par un point et d’y avoir une 
tangente donnée. En effet, si l’on compte le temps à partir du 
moment où le mobile passe en ce po la condition énoncée 

détermine les valeurs initiales de ZT; Y; “; et, comme l'équation 

dz d dy 
des forces vives donne les valeurs dT De en fonction de am 0 

d: Ly 
peut calculer les valeurs initiales de de _ . Le mouvement est 

à , : dx 
donc complètement déterminé. Remarquons que l’on a pour a 

d A , -. : 
% deux systèmes de valeurs égales et de signes contraires, qui 
dt . - 

correspondent à la mémetrajectoire, parcourue dans les deux sens. 
On peut, du reste, obtenir par ün calcul facile l'équation diffé- 

renticlle des trajectoires. On trouve, en effet, en combinant les 
équations (1), | 

, .  foÙ oU > 
dx d'y — dy d'x = G dx — D a)a ; 

ct, en remplaçant dt? par sa valeur tirée de l'équation des forces 

vives, 

(3) dx d'y — dy dx = {a dr — © dy) I 

Cette relation ne change pas de forme, on le reconnaît aisé- 
ment, quand le temps cesse d’être la variable indépendänte; elle 

constitue donc l'équation différentielle des trajectoires qui corres- 
pondent à une valeur donnée de la constante des forces vives. 

: Comme elle est du second ordre, on voit quê les trajectoires dé- 
pendront de'deux constantes seulement; mais elle est de plus 

linéaire par rapport aux différentielles du second ordre ct, par 

conséquent, une trajectoire sera pleinement déterminée par la 
condition de passer en un point et d'y avoir une tangente donnée. 

Parmi tous les mouvements correspondants à une même valeur 

de L, considérons tous ceux dont les trajectoires satisfont à une
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condition, par exemple passent par un point, sont normales à une courbe, etc. Ces trajectoires formeront une famille de courbes qui dépendra d'un seul paramètre; il en passera un nombre limité par chaque point du plan. Soit | | 

M dx + N dy = 0 

l'équation différentielle de cette famille de courbes. En tenant 
. ° . dx -d compte de l'équation des forces vives, on pourra exprimer D s 

en fonction de x et de y; on aura 

MN Nan 

, d . On peut donc considérer æ, Fe comme des fonctions de x et 
de y. En les substituant dans les équations (1) et (2) et en les désignant, pour abréger, par æ/ et y', on aura 

dz dy diy2(U + À) N == 2. 

(4) ., +7"? = 2(U + X), 
dr aU dy' _oU 
M % dy 

ten rémarquant que z’, y’ sont exprimées en fonction de x et 
de y | / 2, où , OU 

Te Gr? 
4 # 

D os D y OU ox dy” — dy 

(5) 

L’équation (4) nous fournit, par la différentiation, les valeurs 
. dU OU 

‘ suivantes de —, — | dx dy | 

OÙ Le 2 QU oo à 
0 dr Vo). DETTE 

Si nous portons ces valeurs dans les équations (5), nous aurons 
(9x _ dy" (9x dy (gr) +(E-2) 

Ces deux équations, qui se ramènent l'une à l’autre, expriment que x’, y’, considérées comme fonctions de x et de y, sont les dé-
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rivées d’une même fonction. On peut donc poser 

, ,  0Ù , 
(6) TE arr 

et 0 devra satisfaire à l'unique équation 

° 20 \? 00 \? 
. (7) (à) +(5) = a(U +). 

Les équations (6) nous.montrent que les trajectoires du mobile 

coupent à angle droit toutes les courbes 0 = const. Nous pouvons 
donc énoncer le théorème suivant : 

Étant donnée une famille quelconque de trajectoires du 

mobile, les courbes qui les coupent à angle d roit sont définies 
en égalant à une constante une solution de l'équation (;}et 

les composantes de la vitesse du mobile sont données en chaque 

point par les formules (6). 

Réciproquement, toute solution de léquation (7) définit une 

famille de trajectoires qu’on obtiendra par l'intégration de l’équa- 

tion 

. (8) D de dy = 0. 

339. Si l’on n’a qu'une solution particulière, sans constante 

arbitraire, de l'équation aux dérivées partielles, on n’obtiendra 
“qu’une famille de trajectoires. Pour trouver toutes les trajectoires 
du mobile, il faut donc connaître une solution 0 contenant au 

moins unc constante arbiträire. Nous allons montrer ici encore 

qu’étant donnée une telle solution il n’y aura aucune intégration 

à faire pour obtenir toutes les trajectoires. 
Soit, en effet, 

0= f(x, y,a) 

une solution de l’équation (5), contenant une constante arbitraire 
: es , + +. 00 OÙ 

a qui figure dans l’une au moins des deux dérivées ©» Pr On 

aura, en différentiant l'équation (7) par rapport à a, - 

20 020 00 00 
(9) dr dax Sy dad
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Gette équation exprime que les courbes 

00 0 = const., Ja — Const. 

se coupent à angle droit. Donc les trajectoires du mobile auront pour équation 

(10) | = «@, ss
 

On le verrait encore en Fémarquant que. l'identité (9) peut aussi s’écrire 
0 dr 70 dy _ _ «4 fai da 0x A da = GS 

Différentions maintenant l'équation ar rapport à 2, nous q 7)P PP | aurons 

d20 99 020 09 = D ee =] 0h 0x 0x * dhoy dy  ? 

‘ou encore, en vertu des équations (6), 

d0 dx 20 dy _ 
ho dt Ÿ Oh dt 

L'intégration des deux membres nous donne 

où (r1) 
nm =t+® 

7 désignant une constante arbitraire. On reconnaît les proposi- tions fondamentales de Jacobi. 
En résumé, si l’on veut détcrminer le mouvement défini par les équations 

Bx OU dy ou 
dE 9x? de ÿy? 

on considérera l'équation aux dérivées partielles 

2 2 
(à) +(%) =2U +02. 

Toute intégrale de cette équation, égalée à une constante, don- nera une famille de courbes dont les trajectoires orthogonales seront des trajectoires du mobile correspondantes à la valeur 4 de la constante des forces vives, ct que l’on obtiendra en intégrant
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les deux équations 
- dy =? 

dt 7 0y &
 

si
s 

© Mais, si l’on connaît une intégrale de l'équation aux dérivées 

partielles contenant une constante a, on aura les équations finies | 

de la trajectoire et le temps par les formules 

&
 
D
 ; où 

=«, —=lt+Tr 
da oh 

On obtient ainsi l'interprétation géométrique de la méthode de 

Jacobi. Elle consiste à former des systèmes orthogonaux dontune 

des familles est composée de différentes trajectoires du mobile, 

correspondantes toutes à la même valeur de la constante des forces 

vives. 

540. Nous voyons, d'après ce qui précède, que lorsqu'on aura 

trouvé une solution, contenant une constante arbitraire, de l’équa- 

tion aux dérivées particlles en 0, on pourra obtenir la solution 

complète du problème de Mécanique considéré. Réciproqueméni, 

si l’on a obtenu par un moyen quelconque les équations en termes 

finis de toutes les trajectoires correspondantes à une valeur déter- 

minée de X, on peut montrer que toutes les solutions de l’équa- 

tion aux dérivées partielles s’obtiendront par une simple quadra- 

ture. Cherchons, par exemple, celle de.ces solutions qui s’annule 

sur une courbe (C) donnée à l'avance. Nous déterminerons toutes 

les trajectoires du mobile qui sont normales à la courbe (C) et 

. nous exprimerons x, y” en‘fonction de x et de y. L'expression 

x’ dx + y' dy 

sera, nous l'avons vu, la différentielle exacte d’une fonction de 

deux variables et la fonction 

(12) of (&'dr+y ap 
. Lo Yo 

où Zo, Jo désignent les coordonnées d’un point quelconque de la 
courbe (C), sera évidemment la solution cherchée. Comme on 

peut prendre pour x/, y’ deux systèmes de valeurs égales et de
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signes contraires, on aura deux valeurs de @ ne différant que par Je signe. 

On sait que l’on Peut, d’une infinité de manières, ramener l'in- tégration d’une différentielle à plusieurs variables à celle d’une différentielle ordinaire. Appliquonsici cette remarque. Supposons que l’on se déplace sur la trajectoire normale à la courbe (G) Passant par le point (x, y); dans ce CaS, To, Jo Seront les coor- données du point de départ de cette trajectoire; on aura 
a dx + y dy = (æ'?+ y'2) de = 2(U +) dt. 

Calculons. l'intégrale 

x, Y ‘ . 
Ji 2(U +2) dt, 

Los Yo 

en remplaçant x et y en fonction de £. Le résultat sera une fonc- tion de £ et du paramètre qui fixe la position du point (to, Jo) sur la courbe (C). Il suffira de l’éxprimer en fonction de x et de J seulement pour obtenir la fonction 0. Si l’on suppose que la courbe (C) diminue indéfiniment et se réduise à un point, cette seconde méthode coïncide avec celle qui a été donnée par Jacobi; car alors toutes les trajectoires normales à (C) se transforment dans les trajectoires Passant par un point fixe du plan. | 

DA. Les systèmes orthogonaux que nous venons de définir, et dont une des familles est formée d’une série.de trajectoires du mobile, jouent un rôle important dans l'étudé de certaines ques- tions, comme nous allons le montrer. Mais, auparavant, nous indiquerons comment on peut les obtenir tous sans intégration nouvelle lorsqu'on connaît une solution complète de l'équation aux dérivées partielles (3). | | Soit ° | 

G3) 0= f(x, y,a)+b 
une telle-solution. Voici la méthode prescrite par Lagrange pour obtenir la solution la plus générale. On posera 

b= g(a), 

2(a) désignant une fonction quelconque de a; le résultat de léli-



LES MOUVEMENTS DANS LE PLAN. d
s
 

=
 CC
 

mination de acntre les équations 

0 = f(x, 7: a)+o(a), 

(14) of ‘ 
0=-— "(a 

da +9 (a) - 

fournira la solution demandée. Nous pouvons ajouter ici la re- 

marque suivante, que l’on vérificra aisémént. Soit 

, 0—=F(x, 7). 

la solution ainsi obtenue; les trajectoires orthogonales des courbes 

.0 = const. 

seront définies par la seconde des équations (14) 

(15) | oo D +e(a)=o, 

où l’on donnera à la constante a toutes les valeurs possibles. 

519. Ces points étant admis, supposons que l’on veuille déter- 

miner le système orthogonal dont une des familles est composée 

des trajectoires normales à une courbe donnée (C). 

Ce problème est évidemment équivalent au suivant : « Trouver 

une solution Ü de l'équation aux dérivées partielles qui prenne 

une valeur constante donnée, zéro par exemple, en tous les points 

de la courbe (C). » Soit 
7 =À(x) 

l'équation de cette courbe. Proposons-nous, d’une manière plus 

générale, de déterminer la.fonction 0 qui se réduit à une fonction 

donnée (x) lorsqu'on'a 
= (x). 

En substituant les valeurs de 0 et de y dans les équations (14), 

on trouvera les équations de condition 

| mr) = f(x, à, a) + g(a), 

(6) of ‘ 
o= +g(a) 

qui feront connaître la fonction ®(a). Il semble au premier abord 

que, pour résoudre la question posée, il faudra intégrer une équa-
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uon différentielle; car, si l’on élimine æ entre les deux équa- 
tions (16), on sera conduit à une équation de la forme 

(a ga), »'(a))æ o. 
Mais, si l’on différentie la première des équations (16), on trou- 

Yera, en Lenant compte de la seconde, 

ah a) + Date) 2 pe). 
Il est aisé de montrer qu’au système (16) on peut substituer le 

suivant : 

J(z, À, a)+ o(a) = u(æ), 
7 ° d , ! ur) + Mate) = pe). 

Ces deux systèmes ont, en effet, une équation commune, et la différentiation totale de cette équation nous montre que la seconde équation de chacun d’eux est toujours une conséquence de la. seconde équation de l'autre. 
Or les deux équations (17) nous donnent, par l'élimination de æ, une relation qui fera connaître ?(a) en fonction de &. La question proposée est donc résolue. ‘ 
Îl ne sera pas inutile, pour la suite, de remarquer qu'il. ya deux intégrales distinctes, et deux seulement, prenant des valeurs données à l'avance en tous les points d’une courbe (C); car, si- l'on veut déterminer, en chaque point de la' courbe (C), les dé- rivées par rapport à x de l'intégrale cherchée 0, on devra joindre à l'équation aux dérivées partielles 

d0\? “00 \? 

la relation 
US 

00 00 . (9) + g”() = (x), 

- qui doit avoir licu pour tous les points de la courbe (C). Or les deux équations précédentes déterminent deux‘ systèmes 
mec ge 0 90 . . de valeurs différentes pour les dérivées À, 7x Prises en un point dx dy 

quelconque de (C). Comme unc intégrale est entièrement définie |
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quand on donne sa valeur ct celle de ses dérivées premières en 

tous les points d’une courbe, on voit que la question proposée 

*admettra bien deux solutions et deux seulement. 

Dans le cas, que nous avons en vuc, où la fonction ( doit avoir 

une valeur constante, zéro par exemple, en tous les points dela 

courbe cherchée, on a 
m(x)=0, 

les deux solutions obtenues sont égales au signe près et ne peuvent 

pas être regardées comme récllement distinctes. ‘ 

543. Comme conséquences des propositions précédentes, nous 

pouvons énoncer le théorème suivant : 

Toutes les fois que l’on connaîtra une intégrale complète 

de l'équation aux dérivées partielles (7), on pourra toujours 

déterminer sans intégration un système orthogonal dont une 

des familles contiendra une courbe quelconque (C) donnée à 

l'avance. L'autre famille sera formée des trajectoires du 

mobile qui coupent à angle droit cette courbe (C) et corres- 

pondent à une même valeur de la constante des forces vives. 

Dans le cas où la courbe (C) deviendrait infiniment petite et se 

réduirait à un point, on aurait le système orthogonal dont une 

des familles est composée des trajectoires du mobile qui passent 

par ce point. Si l'on remarque que, dans ce cas, l'équation (15), 

qui représente toutes ces trajectoires, doit être vérifiée quand on 

y remplace +, y par les coordonnées 0, }, du point considéré, 

on voit que l’on devra avoir ‘ 

, d 
g'(a)+ Ja 7 Jua)=0; 

et, par suite, on pourra prendre 

ota)=— f(x »} ,&)- 

On aura alors 2° 

0= f(x, 7, a) —f{c0 Jo a) 

et, d’après la règle donnéc au n° 549, il faudra éliminer @ entre 

cette équation et sa dérivée par rapport à @. 

Pour donner une application, considérons le mouvement des
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Corps pesants, dans lequel la fonction des forces est 

U=g(y +). 

L'équation en 0 devient ici 

d\? 712 | 

Elle admet la solution suivante : 

V2g 

Pour trouver les courbes cou ant à angle droit toutes les tra- P 8 Jectoires paraboliques passant par un point fixe, l’origine par exemple, il faudra, d’après la règle précédente, déterminer d par la condition que 0 s’annule en ce point; ce qui donne | 

. 
k . 

(20) PVR ae + yen à 4 

2 3 
b=—° k— a? 2, FU — at) 

puis éliminer & entre l'équation (20), où l’on à remplacé b par la valeur précédente, et sa dérivée Par rapport à a. On trouve ainsi, après un calcul que nous omettons, 
4 3 

3 (21) LV bia g 

Telle est l'équation des trajectoires orthogonales de toutes les paraboles passant par un même point. 

544. Considérons d'une manière générale les systèmes ortho- SOrAUX que nous venons de définir et dont unc des familles est : composée de trajectoires du mobile. L'élément linéaire du plan prendra la forme D 
(22) ds = H?d0°+ 1? 02. 

Si l'on se déplace sur une trajectoire 0, = const., on a 
(23) | ds® = I? d0? = 2 QU + L) der. 

D'ailleurs l'équation | 

+=) (Er 
CT



LES MOUVEMENTS DANS LE PLAN. | 4149 

peut s'écrire ‘ 

00 dx 00 dy _d 

(25) 2(U+ A) = 0x di * y dy dt — dt 

: . . in. . 
En substituant la valeur de 7 dans la relation (23), nous aurons 

2F(U+A)= 7, 
f … 

TE = aU+22. 

La formule (22) prendra donc la forme : 

(5) a(U + A) ds? = Go? 407, 

dont nous allons déduire plusieurs conséquences. 
Nous voyons d’abord que, si l’on considère deux des courbes 

de paramètre 0 Q 
0—a, 0—8, 

ct la portion de l’une quelconque des trajectoires du mobile 
comprise entre ces deux courbes, l'intégrale 

JTE = db, 

prise du commencement à la fin de cet arc, sera constante et égale 

à la différence $ — «. des valeurs de 0. Nous donncrons à l’inté- 

grale précédente le nom d'action. Comme la courbe 0 — x peut 

être choisie arbitrairement, nous pouvons énoncer le théorème 
suivant : 

Étant donnée une courbe quelconque (C) et les trajectoires 
du mobile nor males à cette courbe, si l’on porte sur ces trajec- 

toires, à partir de leur point d'incidence, des lon gueurs pour 

lesquelles l’action aît une valeur donnée à l’avance mais quel- 

conque, le lieu des extrémités de toutes ces lon gueurs for mer 
| une courbe qui. sera encore normale à toutes les tr ajectoir. es. 

Cette remarquable proposition, qui est due à MM. Thomson et 
Tait (‘), est analogue à celle que nous avons donnée au n° 522 

  

€) Sim WiLian Taomsox and TAIT, Treatise on natural Philosophy, Vol. I, 
Part I, p. 353 de la deuxième édition; 18-9. 

D. — IL, . 29
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pour les lignes géodésiques. On pourrait, ici encore, la dé- 
montrer directement par le’calcul des variations et en déduire 
tous les résultats précédents; on retrouverait ainsi la méthode 
suivie par familton ct par Jacob. / 

En particulier, si l’on considère toutes les trajectoires passant 
par un point À et si l’on détermine sur chacune d’elles un point 
M, tel que l’action étendue à l'arc AM ait une valeur constante 

donnée, le lieu des points M'sera une courbe normale à toutes les 
trajectoires... 

545. Si l’on rapporte les points .du plan au système de coor- 
données formé par les trajectoires passant en A ct par les courbes 
qui les coupent à angle droit, l'élément linéaire du plan sera 
donné par la formule (25), où 0 désignera l’action comptée à partir 
de A. Nous allons déduire de cette remarque unc démonstration 
directe du principe de la moindre action. 
Ce principe peut être énoncé comme il suit : 

Parmi tous les mouvements qui amènent le mobile d’un 
point À en un point M, la vitesse sur chaque trajectoire étant 

réglée par l'équation 
= 2( U + L), 

le mouvement naturel est celui pour lequel l’ action, c'est-à-dire 

l'intégrale | 
M M 

J VU Has = f eds, 
A A: ' 

est un MINIMUM. 

La démonstration est identique à celle que nous avons déve- 

loppée dans le cas des lignes géodésiques. Construisons toutes les 
trâjectoires du mobile correspondantes à la valeur donnée de 4, 

passant au point À; elles donnent naissance à un système ortho- 

gonal pour lequelona : 

2(U + k) ds? = dû? o? dû. 

Cela posé, il est clair que le minimum de l'intégrale 
° i 

Jv: Ur oh ds = [Var a,



LES MOUVEMENTS DAXS LE PLAN. {51 

prise entre les points À ct M, correspondra au cas où db, scra nul, 
le chemin suivi étant la trajectoire qui unit ces deux points. Je 
n’insiste pas sur Loutes es conditions qui doivent avoir lieu pour 
que la démonstration soit valable; elles sont identiques à celles 
qui ont été énumérées dans le cas des lignes géodésiques. 

D46. Le principe d'Hamilton se rapporte à des hypothèses 
toutes différentes de celles qui interviennent dans le principe de 
la moindre action. Il concerne l'intégrale 

[= v) a 
| 2 dt? 

Le mouvement de la nature est celui pour lequel cette intégrale 
est maximum ou minimum, Maïs ici le mouvement est’ comparé 
à ous ceu.r qui ont lieu entre les mêmes points et dans le même 
temps, et, de plus, aucune loi n'est tinposée à la vitesse. Nous 
allons montrer qu'il y a réellement minimum. L 

Si À et M désignent encore les positions extrêmes ct si l’on con- 
serve le système orthogônal dont une des familles ‘est composée 
des trajectoires passant en À, l'intégrale précédente deviendra 

dû? + 6240? ‘ 

HÉtenr. +u]ae. 
x Nous allons la comparer à celle qui correspond au mouvement 

naturel, pour lequel 4, demeure constant. D 
Soient, U, les valeurs def ct de U dans le mouvement naturel, 

4, U, 4, U, étant supposées correspondre à la même valeur du 
temps; posons | | 

— 0=0+e,  U = Uo+ Un. 

_ Ona, nous l'avons vu, 

d) 
(26) | 7H =2(Uo+h). 

L’accroissement de l'intégrale d'Hamilton, quand on passe du 
mouvement naturel à l’autre, est” 7 

dd? + 6° d0? an? 
Ja <a + VU 4(U+A) de za] dt.
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Remplagons û par sa valeur 0,+ w; puis substituons la valeur 

de ve déduite de la formule (26). L'accroissement de l'intégrale 

  

  

deviendra 

ee di de? . 7 

de , de + Vrh do Ui(Üo+ 4) dt 

A(U+ 2)  A(U+A)  U+2 dt TT U+2 

  

ou, après quelques réductions, 

di du? 
f de * dr ui, do U, & 

AU h) FU+At dé  U+é dt 

  

    

Comme les deux mouvements se font entre les mêmes points et 
dans le même temps, w est nul aux deux limites; on peut donc 

: dw . . se 14 
supprimer le terme => et il reste pour l’accroissement de l'inté- 

grale l'expression 

en f 

Sous cette forme on voit clairement que l'intégrale d'Hamilion a 
augmenté. Pour que l intégrale précédente soit | nulle, il faut que 

  

de? dt 
ec? doi (& au) 

0h) AUD) dt. 

    

l'on ait à chaque instant 

dû do 

Me % 2: 
ou 

dd a ds _ pr —— 
HR = nn = 2{U+2) a = VeU +), 

et ces équations caractérisent le mouvement naturel. 

347. Nous ne nous étendrons pas davantage sur les principes 
précédents et nous remarquerons, en terminant, que la démonstra- 
tion du principe de la moindre action peut se rattacher directe- 
ment à la théorie des lignes géodésiques de la manière suivante. 

æ ety étant les coordonnées rectangulaires d’un point du plan, 

U la fonction des forces et À la constante des forces vives, consi-
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dérons la surface dont l'élément linéaire est donné par la formule 

ds®= 2(U + L)(dzx?+ dy?). 

Cette surface sera représentée sur le plan avec conservation des - 

angles; mais de plus la correspondance est telle qu’à toute trajec- 
toire du mobile dans le plan correspond une ligne géodésique 

de la surface et vice versa. 
Cette proposition s’est déjà présentée plusieurs fois dans les 

raisonnements précédents. Nous aurions pu l’établir, soit en com- 
parant l'équation différentielle (3) des trajectoires à celle (8) des 

lignes géodésiques (n° 14), soit en rapprochant l'équation aux 
dérivées partielles (3) de l'équation (5) (n° 531) dont dépend la 

recherche des lignes géodésiques. Nous pouvons maintenant 
la démontrer immédiatement; car, si l’on rapporte les points du 

plan à un système de coordonnées dont une des familles est formée 

de trajectoires du mobile, l'élément linéaire du plan sera donné 

par la formule (25); celui de la surface correspondante aura donc 

pour expression 
ds? = db? + 6? 40}; 

par suite, les lignes 0, — const., c’est-à-dire les trajectoires du 

mobile dans le plan, correspondront nécessairement à des géode 

siques de la surface; et vice versa. 
Comme application, considérons le mouvement d’un point attiré 

par un centre fixe en raison inverse du carré de la distance; r dé- 

signant la distance au centre fixe, on aura 

te 21 
Uu+n=?2t EE. 

‘ r «a 

La surface dont les lignes géodésiques correspondent aux tra- 
jectoires du mobile aura pour élément linéaire 

2 (26 _E 2 2 2 ds =( r 31 + dy?) 

ou, en passant aux coordonnées polaires r, +, 

(28) ds? = ( — E)cars + rt dv). 

Les surfaces de révolution admettant cet élément linéaire sont
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définies par les formules P 

tr(2a—7r p 
T=m EG ue, 

a ant 

Go) {y=mp/EGE De, | 
VE.f\ (2a—r}— ma = r}? S = =. | ——{ À À a r(2a—r) 

Toutes les fois que m sera commensurable, à un point du plan 
correspondront des points de la surface en nombre limité; et, par 
suite, toutes les lignes géodésiques qui ne viendront pas ren- 
contrer la limite de la surface seront fermées, comme les cllipses 
du plan auxquelles elles correspondent. | 

548. Cette correspondance, établie entre un plan et une surface : 
de telle manière que les trajectoires du plan correspondent aux 
lignes géodésiques de la surface, met immédiatement en évidence 
le principe de la moindre action, qui n’est autre chose que Ja tra- 
duction dans le plan de la propriété de minimum relative aux 
lignes géodésiques; mais elle conduit sans calcul à un grand 
nombre d’autres propositions. Nous avons vu, par exemple, que, 
sur une surface, les courbes licux des points tels que la somme ou: 
la différence de leurs distances géodésiques à deux courbes fixes 
(CG), (C7) soit constante forment un Système orthogonal. Ce 
Système peut évidemment se déterminer sans intégration toutes les 
fois que l’on connaît les deux courbes (G), (C’) et que l’on a 
l'expression de la distance géodésique de deux points de la surface. 
On peut même ajouter que, si l’une des deux courbes (G) est 
donnée, on peut déterminer l’autre (GC) de telle manière que l’une 
des familles -du système orthogonal contienne une courbe (D) 
donnée à l'avance. En reportant ce résultat dans le plan, nous ob- 
tenons la proposition suivante : 

” Toutes les fois que l’on aura, dans le plan, la solution com- 
ptète d'un problème de Mécanique et la fonction \ relative & ce 
Problème, on pourra déterminer, sans thtégration nouvelle, 
une tnfinité de systèmes orthogonaux dans le plan, contenant 
une courbe(D) donnée à l'avance ; Les équations qui définissent
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ces systèmes contiendront une: fonction arbitraire d'une va- 

riable. 

Au reste, cette proposition peut se démontrer directement de 
la manière la plus simple. Soient en effet Ü et & deux solutions 

quelconques de l'équation aux dérivées partielles (7). On aura 

+ G)-G)-G) 
ct, par conséquent, 

  

O(0— 6) d(0+S)  A(0— 6) A0+c) 
dx de + dy dy 

Cette équation exprime que les courbes 

0—çc=const.,* 0+ce— const. 

se coupent à angle droit et forment les deux familles d’un système 

orthogonal. Si l'on veut qu'une certaine courbe (D) fasse partie : 
de l’une de ces familles, il suffira de déterminer deux solutions 

0,5 del équation aux dérivées partielles qui aient la même valeur 

en “chaque point de la courbe (D). On prendra ç arbitrairement, 

ce qui introduira une fonction arbitraire; Ô sera ensuite déter- 

minée par la condition d’avoir la même valeur que ç en tous les 
points de la courbe (D). Nous savons (n° 542) que ‘Ÿ sera une 
fonction distincte de 5. 

549. Les propositions générales qui précèdent permettent d’é- 
. tblir que l’on pourra déterminer une infinité de systèmes ortho- 

gonaux algébriques dont fera partie une courbe algébrique quel- 
conque, donnée à l'avance. Remarquons d’abord qu'il ÿ a une 

infinité de problèmes de Mécanique pour lesquels l’action est 

une fonction algébrique, c’est-à-dire pour lesquels l'équation 
‘o) : (Ry+ + (5 s) = = a(U +4) 

admet une intégrale complète algébrique. Sans parler même du 
cas où la fonction des forces est nulle, prenons, par exemple, 

: 1 1 

(31) U = Azm+Byr,
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À et B étant des constantes quelconques et m1, n deux entiers. On 
aura la solution complète 

î fi | 
(32) = JVaamen sauf 2Bÿ"+ h— a dy, 

qui est évidemment algébrique. Si l’on applique les méthodes 
précédentes en employant cette valeur de 0, on voit que toutes 
les solutions de l’équation (30) assujetties à prendre une valeur 
algébrique en tous les points d’une courbe algébrique seront algé- 
briques. On pourra donc obtenir une infinité de systèmes ortho- 
gonaux algébriques dont fera partie une courbe algébrique 
donnée. Ces systèmes sont de deux espèces différentes. Les uns, 
dont l’une des familles sera formée par les trajectoires du mobile 
qui coupent à angle droit la courbe donnée, sont analogues aux 
systèmes orthogonaux formés avec une famille de courbes parallèles 
etleurs normales communes. Les autres seront analogues au sys- 
tème orthogonal formé par les deux familles de courbes lieux des 
points tels que la somme ou la différence de leurs distances géodé- 
siques à deux courbés fixes (C), (C) soit constante. Ils contien- 
dront dans leur définition une fonction algébrique arbitraire, alors 
même que l’on aura assujetti une courbe donnée à l'avance à faire 
partie de l’une des deux familles du système orthogonal. 

50. IL est aisé de voir que la méthode précédente s'étend à 
l'étude du mouvement d’un point sur une surface et, en général, à 
tous les problèmes de Mécanique dans lesquels il ÿ a une fonction 
des forces, la position du système mobile dépendant de deux va- 

- riables seulement. Nous ne développerons pas les calculs, qui 
seront donnés plus loin lorsque nous traiterons du problème le 
plus général de la Mécanique; ct nous nous contenterons d’in- 
diquer ici d’autres questions de Mécanique dans lesquelles on re- 
trouve les propriétés que nous venons d'étudier. 

On doit à différents géomètres (") des propriétés des brachisto- 

  

{*) Voir, par exemple, Rocer, Thèse sur .les brachistochrones (Journal de 
Liouville, 1° série, t. XII, p. 415 1848). ‘ 
ANDOYER, Sur la réduction du problème des brachistochrones aux équations 

canoniques (Comptes rendus, t. C, P. 1577; 1885). :
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chrones, analogues à à celles que Gauss a fait connaître pour les 
lignes géodésiques. L’explication de ce fait repose sur la remarque 
suivante. 

Proposons-nous de déterminer les brachistochrones sur une 

surface CS). La vitesse du mobile étant donnée par l'équation des 

forces vives 
= U+A, 

les brachistochroncs seront les courbes pour lesquelles l'intégrale 

ds 

[5 [= FA M 

prise entre deux points quelconques de la courbe, sera minimum. 
Or, si l'on considère la surface (£') pour laquelle l'élément linéaire 

ds' est déterminé par la formule 

(33) ds = ——); 

elle correspondra à la surface (£) avec conservation des angles; et 
les brachistochrones de (£) correspondront aux lignes géodésiques 

de (Y}, l'arc de chaque géodésique étant égal au temps dans lequel 

est parcourue la portion correspondante de la brachistochronc. 

Cette simple remarque permet d'étendre aux brachistochrones 

toutes les propriétés des lignes géodésiques. On reconnait ainsi, en 

particulier, -que les brachistochrones satisfont réellement à leur 

définition et que le temps dans lequel un arc quelconque de ces 

courbes est parcouru est réellement un minimum, pourvu toute- 

fois que cet arc ne soit pas trop étendu. ° 
On peut aussi assimiler les brachistochrones aux trajectoires 

. dans un mouvement plan; et cette comparaison offre l'avantage 
de s'étendre d’elle-même aux brachistochrones dans l’espace. 

Supposons l'élément de la surface (£) ramené à la forme 

(34) ds? = (dx! + dy?). 

L'intégrale qui doit être minimum est 

f* Var + dy? 

vu+A 

. En vertu du principe de la moindre action, on reconnaît immé- 
Dee 

DYrTr 1e. BIBLIOT-. TA PENTR/BIBZ 107 TT pe 
UNIV _&. .FARÀ ° ÎTRE 
BUC Ur ES ST! | a
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diatement que les brachistochrones correspondent aux trajectoires d’un mouvement plan dans lequel la fonction des forces U’ aurait 
pour valeur ° 

| y. À 
Ur4? 

la vitesse du mobile étant donnée par la formule 

(35) #2=oÙ, 

où la constante des forces vives a la valeur Particulière séro. 
Des remarques analogues peuvent être faites aussi en ce qui 

concerne les figures d'équilibre d’un fi flexible et inextensible. 
. Maïs nous laisserons ce point à l'examen du lecteur. 

dd1. Dans les développements précédents, nous avons associé seulement celles des trajectoires pour lesquelles la constante des 
forces vives a la même valeur. Cette restriction est bicn d'accord 
avec l'esprit de la Mécanique moderne, Qui attache moins d’impor- 
tance aux forces qu'à l'éxergie et qui permet de regarder comme 
distincts deux problèmes dans lesquels, la fonction des ‘forces 
étant la même, l'énergie totale est différente. Quoi qu'il en soit, 
en groupant les trajectoires pour lesquelles la constante des forces 
vives prend des valeurs différentes, on obtient les résultats suivants 
que nous allons rapidement signaler. | 

: Considérons des trajectoires quelconques, formant une famille 
analogue à celles que nous avons définies au n° 538; z' et y scront 
encore des fonctions de x et de y; mais la constante k, variant 
«Œuand on passe d’une trajectoire à l'autre, devra être considérée 
ici. comme une fonction de x ct de y. On aura encore les équations 

ox TT dx? 
(36) 4 ,dy' 07" __ dU | CR 

2+y=2h+oU, 

92 0x QU 
a + 

» 

Mais la différentiation de l'équation des forces vives donnera 
” des résultats différents; il ne faudra plus ÿ regarder 4 comme une 
‘Constante indépendante de x et de y. La différentiation donnera
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donc les équations ‘ 

jo dy" dk, dU 
For 9 9x — de de 

dx" *  ÿh. AU LL , dy k JU 

Foy Toy — DU 

(37) 

« ee d : , . re 
Si l’on élimine ou, ou cntre ces équations ct les précédentes, 

0x dy 
on trouvera 

(or de D 9h, 
de 0y} dx 

dx dy dy 

Posons maintenant 

- dy 0x" _. 
(38) dr — 2 = À 

on aura d’abord | 

y ut JA r___ 1 04, 
. (39) . TS F9 

la substitution de ces valeurs de x’, y’ dans l'équation des forces 
vives donnera la relation 

Ah = 2)è(h + U), 

où Ah désigne le paramètre différentiel de Lamé 

co a-(2) (2) 
et qui fera connaître }. On obtient ainsi 

va Or ne VEVA dy ‘ 

En portant ces valeurs dans la formule (38), qui sert de défini- 

lion à À, on trouve l'équation aux dérivées particlles du second 

ordre 

, 2 fYÜ+R ON 2 fVÜ+R d 1 ya 
(42) dx _ + — —— 3 Eee —— ) 

x | Var or 97 À Yan % 2 YÜ+A 

qui définit la fonction L. Lorsqu'on aura une solution quelconque 

(41) y=RUEUR. Va Ü) oh 
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de cette équation, les courbes 

= const. 

seront Îles trajectoires de la famille correspondante, et les équa- 
tions (41) feront connaître en chacun de leurs points les compo- . 
santes de la vitesse du mobile. Inversement, si l'on sait déterminer 
les trajectoires, on saura aussi intégrer l'équation aux dérivées 
partielles (42). Lorsqu'on aura obtenu, avec deux constantes ar- : 
bitraires a et b, l'équation générale des trajectoires 

JF = o(x, a, b, k), 

il suffira d'y remplacer « et b par des fonctions quelconques de X 
pour obtenir l'intégrale générale de l'équation (42). 

Supposons, par exemple, que la fonction des forces soit nulle : 
les trajectoires seront des lignes droites représentées par l'équation 

J=ax+ 0. 

L'intégrale de l'équation aux dérivées partielles correspondante 
sera donnée par la formule 

J = xo(h)+%(x), 

ce qu'il est aisé de vérifier. 
Une circonstance particulière donne quelque intérêt aux re- 

marques précédentes. L'équation aux dérivées partielles (42) 
intervient dans l'étude d’une question de minimum relative à 
l'intégrale double 

0 VE Eee 
qui est d’une forme analogue à celle que Riemann a considérée 
dans le principe de Dirichlet. 

Imaginons que la fonction À soit donnée pour tous les points 
d’un contour fermé limitant une aire plane À. Si l’on exprime que 
l'intégrale double précédente étendue à tous les points de cette 
aire est minimum, on sera conduit, en égalant à zéro la variation. 
première, à une équation aux dérivées partielles qui sera précisé- 
ment l'équation (42). - 
Ainsi, à tout problème de Mécanique dans le plan (et plus
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généralement à deux variables indépendantes), on peut rattacher 

une propriété de minimum relative à une intégrale double. 

Quelqués considérations de Géométrie auxquelles le lecteur 

suppléera facilement permettent d’ailleurs de déduire cette pro- 

priété de minimum du principe de la moindre action. 

532. Dans les deux Chapitres suivants, nous associcrons scule- 

ment des trajectoires pour lesquelles la constante des forces vives 

aura la même valeur; nous allons donc indiquer ici sans démon- 

stration l'extension que l’on peut donner aux propriétés précé- 

dentes. Pour plus de netteté, nous nous contenterons, dans l’énoncé 

des propriétés généralisées, de considérer les mouvements dans 

l’espace. 

Si l'on cherche à déterminer les fonctions à et y de x et de 

Jde manière à rendre minimum l'intégrale triple 

LSNCE SRE CERN GE 
f \ay 925 0: ) ds 0x D 0) dx dy dx 5) 

x o(r, :5,),u) dr dy ds, | 

  

étendue à un volume fermé, les fonctions } et w étant assujetties 

à prendre des valeurs données en tous les points de la surface 

ou des surfaces qui limitent ce volume, il suffira d'intégrer les 

équations du mouvement relatives & un problème de Méca- 

nique où la fonction des forces serait &(x, 3, 5, Xp), la con- 

stante des forces vives étant nulle et kctu étant traitées, 

comme des constantes, puis de remplacer dans les équations 

générales de la trajectoire les constantes arbitraires par des 

fonctions quelconques de ket deu; on obtiendra ainsi deux 

équations qui feront connaître het pu. 7, 

Si l’on cherche la fonction À qui assure le minimum de l’in- 

tégrale triple 

(5) HMOO
MOES 

3, 1) dx dy ds, 

étendue à un volume fermé, * étant assujettie à prendre des 

valeurs données en tous les points de la surface qui limite ce 

volume, les surfaces 

\ 

  

À = const.



, 
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devront être celles pour lesquelles l'intégrale double suivante, où ds désigne l’aire d’un élément de surface, 

, [fee 5 À) ds, 

étendue à la portion de la surface comprise dans un contour donné quelconque, sera un minimum. 

în considérant, par exemple, l'intégrale 
. TNT NT NE . Go NT QT (a) ar 

, 
: + 4 

A 
qui correspond à l'hypothèse ? 1, On reconnaîtra que les sur- faces À = consi. devront être des surfaces minima. On est ainsi conduit au résultat suivant : 

St l'équation 
h=const. , 

représente une famille de surfaces minima, } devra satisfaire À l'équation aux dérivées Partielles 

où oX 7 ; 2 { or 0 [ y 9 | oz 7 w\s rl = jet TT = (7) Æ\VR/ d\/R/ ay / 0 
où A} est le paramètre différentiel du premier ordre 

0 \2 0} \2 où \? # 
= — + — _— . Ge) 2e (+) + (2) 

Ce résultat est dû à Riemann (*), qui a même montré, comme on le vérifie aisément par un calcul direct, que, si l’on a une scule surface représentée par l'équation : 

À = 0, 
. 

il suffira, pour que la surface soit minima, que léquation aux dérivées partielles précédentes, au licu d’être vérifiée identique- ment, le soit seulement en vertu de l’équation de la surface. 

    

  

() Riemann's Gesammelte Werke, p. 3rr. ‘ \
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La forme précédente (45) de l'équation aux dérivées partielles des 

surfaces minima se rattache directement à celle de Lagrange, 

(I, n° 175), que l’on retrouve d’ailleurs immédiatement en suppo- 

sant l'équation de la surface mise sous la forme 

s=9(r, y); 

les remarques par lesquelles nous l'avons obtenue montrent que 

l’on pourra écrire immédiatement, en coordonnées curvilignes 
quelconques, l'équation aux dérivées partielles des surfaces mi- 

nima; car, si l'élément linéaire de “l'espace est donné par la 
formule 

(49) ds? = I? dot II? do? + H2 doë, 

l'intégrale (46) prend la forme 

(50) [ff did, 

et la propriété de minimum, que nous avons signalée sans calcul, 

conduit à l’équation 

wy (um œ |. {ue 2% |, o [int 
| D\ ET Yon M ya) 0 \ He a) 

    

qui remplace l'équation (43). On pourrait suivre la même méthode 
si l’on employait des coordonnées curvilignes obliques.
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mules analogues, d’où l’on déduira le système suivant 

07" 0: 0: dr dx" dy" 

. 03 9 dx ds _# 7 0x 
(6) : F CA = n y TT , 

Y 5 
  

qui contient toutes les relations indépendantes de la fonction des 

forces entre x’, 3”, 5": 

On reconnaît immédiatement que l’on peut satisfaire à ces 

équations en annulant les numérateurs, c ’est-à-dire en supposant 

que x’, y’, s' soient les dérivées d'une même fonction 0. Posons . 

donc 

G x = , _ 00 u _ ® 
7) = =) TT 57 S=5 

Si l’on porte ces valeurs de x', y”, s! dans les équations (2) et 

(5), l'équation (2) prendra la forme 

et le système (5) se composera des équations que l’on déduit de la 

précédente en la différentiant par rapport à æ, à y ou à s. 1l 

suffira donc.que À satisfasse uniquement à l’équation aux 

‘dérivées partielles (8). 
Les équations (7) nous montrent immédiatement quelle est la 

signification géométrique de la fonction 0. Si l’on considère la 

famille de surfaces représentée par l'équation 0 = const., 0 étant 

une intégrale quelconque de l’équation (6), les courbes qui sont 

les trajectoires orthogonales de cette famille de surfaces sont aussi 

des trajectoires du mobiles et la vitesse du mobile en chaque 

point est égale à la dérivé ée © 5 2 de ( suivant la normale. En d’a utres 

termes, #/ y a un potentiel !d pour les vitesses. 

La méthode précédente reposant sur la considération de cer- 

taines congruences particulières formées avec les trajectoires du 

mobile, il est naturel de se demander si elle donnera toutes les 

solutions du problème de Mécanique, c’est-à-dire toutes les tra- 

jectoires possibles. Soit (C) une de ces trajectoires passant au 

point Mo(æo; Vos 50) ct soient æ,, Yi, So Îes composantes de la 

vitesse du mobile en ce point, composantes qui vérifieront néces-
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, . Sairement l'équation des forces vives 

TÉ+HYÈ+ se 2 Ut ok. 

Il ÿ a évidemment une infinité de solutions 0 de l'équation (8) dont les dérivé 00 d0 00 les valeurs 7’ ont ics dérivées premières FE dy 9% prennent es valcurs Lys 

J'or 3 au point Ms. Considérons l’une quelconque Ÿ’ de ces solu- 
tions. Les trajectoires orthogonales des surfaces (= const. seront 
des trajectoires du mobile. Celle de ces trajectoires qui passe au 
point M4 coïncidera évidemment avec la courbe (G), les condi- 
tions initiales du mouvement étant les mêmes sur l’une et sur 
l’autre de ces trajectoires. 

554. On cstencore conduit à la considération des congrucnces 
particulières pour lesquelles il ÿ a un potentiel des vitesses par le 
raisonnement suivant, qui meitra de nouveau en évidence le ré- 
sultat précédent. | 

Désignons par } la valeur commune des rapports (6). On a 

dy" 93 , 
ge 

3" ox’ , 
(9) 2 03 

dy 
dy dx "? 

et, par suite, en faisant usage d’une identité bien connue, 

  

  

(x), 0(y) 203) 
(to) Tax dy où — 

Cette relation, qui rappelle l'équation de continuité de 'Ey- 
drodynamique, vient confirmer l’analogie que nous avons déjà 
signalée plus haut et sur laquelle, d’ailleurs, nous n'insisterons 
pas. Si l’on elfectue les différentiations, elle prend la forme -- 

dÀ dx à ds" 
OX As 3'= 1 F 2 +) 
0x7 dy dx dy * ds) 

le premier membre; que l'on peut écrire ainsi 

1 dx 9 dy , où ds 
x di ‘9 d à di’
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. . Li ee . . . » À 
a une signification très simple; i/ exprime la dérivée — de À 

lorsqu'on se déplace sur une trajectoire du mobile. Si donc on 

pose, pour abréger, 

o--C 2 TT 
Qu) Ut 0x 5 

on aura | 
PU 
= = ÀQ 

_ dt 29, 

d’où l'on déduit . 

| ‘ ‘au 

(12) ÀA=de ® , 

9 désignant la valeur de } pour £= 40. Donc : 

Sikest nul pour un point quelconque d’une trajectoire, il 

sera nul pour tous les autres points de la même trajectoire. 

D'après cela, considérons, parmi les trajectoires du mobile (qui 

correspondent toujours à une même valeur de la constante des 

forces vives), celles qui sont normales à une surface (£), et remar- 

quons que, par suite de la définition de } et de l'équation des 

forces vives, on a 

{ay 95° ,{95" dx {9x dy 

(EE) (EE) GE) 
COR AU A) 

IL résulte de cette expression que À sera nul pour le point où 

chaque trajectoire rencontre normalement la surface (X). Pour le 

reconnaître immédiatement, il suffit de remarquer que, les équa- 

tions différentielles des courbes de la congruence étant 

; dz _ dy _ ds 
"D ar + 

  

z', 7, s' jouent ici le rôle des quantités X, Y, Z du n° 438. 

X, étant nul pour un point de chaque trajectoire, sera nul par 

cela même sur toutes les trajectoires, qui seront, par suite, d'après 

le théorème du numéro cité, normales à une famille de surfaces. 

Nous retrouvons ainsi la proposition de MM. Thomson et Tait, 

que nous établirons, d’ailleurs, d’une autre manière : 

Toutes les trajectoires du mobile, correspondantes à ‘une
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même valeur de la constante des forces vives, quisont normales 

à une seule surface, sont, par cela même, normales à toute 

une famille de surfaces. 

Il résulte des raisonnements précédents que, pour obtenir 
toutes ces familles de surfaces normales à des trajectoires, il 

faudra intégrer l'équation aux dérivées partielles (8). Nous allons 
examiner les différentes solutions de cette équation. 

d05. Nous n'avons qu'à répéter icice qui a été dit dans le cas 
des mouvements plans. Si la solution 0 ne contient aucunc con- 

stante, il faudra, pour avoir les trajectoires correspondantes, 

intégrer les trois équations (5) ou les équations (14). Mais je 

vais montrer que, si la solution 0 contient, en dehors de la con- 

stante qu’on peut toujours lui ajouter, deux autres constantes 
arbitraires a ct b, on peut obtenir sans aucune intégration Ja s0- 

lution complète du problème de Mécanique. 

Substituons, en effet, 0 dans l'équation (8) et prenons la dérivée 
par rapport à a; nous aurons 

oë 9°0 00 920 00 020 

0x da dr * à da dy  d dau 

C2 1 20 d 
Si l’on remplace D 

tion précédente prend la forme 

a 
AC T9 

00 . . . ‘ 
Donc Ja St Constant sur chaque trajectoire du mobile. En ap- 

00 . ! 1 ]? 2 » 5x respectivement par x’, J”, 3’, l'équa- 

pliquant le même raisonnement à D, on voit que les équations 

_ 00 _ 
(15) Ja = % — =", 

où a, b' désignent deux constantes nouvelles, définissent une 
trajectoire du mobile. On vérifierait du reste immédiatement que 
les deux surfaces représentées par chacune des équations précé- 
dentes coupent à angle droit toutes les surfaces 0 — const. 

En différentiant de même par rapport à A l'équation (8), on 

,
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d'a) _ 
a(x)=" 

et l’on aura, par suite, en intégrant, 

trouvera 

+ 00 
(16) an =t+ Ts 

= désignant une nouvelle constante. 
Les équations (15) et (16), contenant six constantes arbitraires 

a; D, h, a’, L', +, définissent bien la solution la plus générale du 
problème posé. En essayant de le démontrer d’une manière plus 
rigoureuse, on reconnaîtra à quelles conditions doit satisfaire la 
solution Ü qui contient les constantes @, b. Si l’on veut, en effet, 
déterminer la trajectoire du mobile qui passe au point] M (CHA 2), 
ï mobile admettant les vitesses x’, y’, s', liées nécessairement par 
l'équation des forces vives, on aura les trois équations 

2 , 00 0 
To = °c 

qui se réduisent à deux, en vertu des équations (2), (8), et qui 
devront pouvoir déterminer a et b en fonction des six quantités 
données æ,7,5, æ!,37, 5. | . 

Prenons, par exemple, les deux premières. Pour qu'on puisse 
en déduire généralement des valeurs de & et de b, il fautet il 

suffit que œ, a soient des fonctions indépendantes l'une de: dx dy 1 

l’autre des variables a et b. Il faudra donc que le déterminant 
Î 

dû d0 

1e 7) 
d(a, b) 

ve : à | où 00 soit différent de zéro. En raisonnant de même avec "93° °n cst 
conduit à la conclusion suivante : 

La solution 8 doit étre telle que les deux équations 

  
  

    

  

020 0 20 

da dx _ dady _ das 

(7) 910 — 210 d0 ?
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qui se réduisent d'ailleurs à une seule, ne soient pas identi- 
quement vérifiées. 

On peut encore énoncer cette condition sous l’une ou l’autre 
des formes suivantes : 

I ne faut pas que 0, considérée comme fonction de a et de b, 
salisfasse à une équation du premier ordre 

00 09 
FC 0° 5) =0, 

indépendante de x, 7, 3. 

On peut dire encore que Ô, considérée comme fonction de x, 
Y, 3, ne doit pas satisfaire à une équation du premier ordre 

le y 9 90 00 
" PS5 dy” 03 0; 

distincte de l’équation (8) ct ne dépendant ni de a ni de b. 

Supposons, par exemple, que la fonction des forces soit nulle. 
L'équation (8) scra 

d\?  /o\? /a\* 
dx) T\y) T\a = 22, 

et elle admettra la solution 

  

= sVah—1+ {ra} <(y 07. 

Cette solution ne conviendra pas, bien qu’elle contienne deux 
constantes. On:le reconnaît immédiatement en appliquant un 
quelconque des trois critériums que nous venons de signaler. 

596. Nous voyons ici se présenter un fait nouveau. Dans le 
plan, toutes les familles possibles de trajectoires du mobile font 
partie d’un système orthogonal, auquel correspond une certaine 
solution Ô de l'équation aux dérivées partielles de Jacobi. 11 n’en 
est plus de même dans l’espace : on peut certainement associer 
les trajectoires du mobile en congruences qui admettent des sur- 
faces les coupant à angle droit, nous venons de le démontrer: 

mais il existe aussi des familles de trajectoires ne possédant pas 
cette importante propriété. 

Ce résultat pouvait être prévu. Considérons, en effet, le cas où
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il n'y a pas de force. Les Lrajectoires correspondantes à une méme 
valeur de X sont les droites de l'espace, Parcourucs toutes avec la 
même vitesse. Or on sait bien qu’un système de rayons recti- 
lignes n'est pas toujours formé des normales à une surface. Mais 
on’sait aussi que, si des droites sont normales à une surface, elles 
le sont encore à une infinité d’autres surfaces. Cette propriété 
n’est, on le voit, qu'un cas particulier de celle qui appartient aux 
trajectoires d’un mobile et que nous avons démontrée au n° 334. 

Si on laissait de côté les résultats établis dans ce numéro, on 
pourrait encore démontrer, comme il suit, le théorème de 
MM. Thomson et Tait. 

Étant donnée une surface (£), on sait toujours déterminer une 
solution 0 de l'équation de Jacobi qui soit nulle pour tous les 
points de cette surface. Alors les trajectoires du mobile, qui sont 
normales à toutes les surfaces 0 — const., seront, en particulicr, 

normales à (5). Comme leur ensemble est déterminé par celte 
dernière condition, la proposition est démontrée. . 

En particulier, si la surface (Z) devient infiniment petite et se | 
réduit à un point, on aura toutes les trajectoires passant par ce 
point. On voit donc que : | 

Toutes les trajectoires du mobile qui passent er un point 
quelconque sont normales à une famille de surfaces. 

Ici encorc, on peut introduire une intégrale analogue à celle 
que nous avons définie au n° 344. On a 

(ty DV) 20, 0, 0, un 2x). ÿ LE Tor Toy) gs = + h). 

Lorsqu'on se déplace sur une trajectoire, l’équation précédente 
prend la forme 

dû (18) ü =2(U+ 2), 

(19) dd = 2(U +A)dt = YaU + 2% ds. 

I! suit de là que la différence des valeurs V5 0 de 0 relatives à 
deux points M, M' d'une mêmc.trajectoire est exprimée par la
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formule 

M 
(20) On—0w= f YU +2) ds. 

sw 

L'intégrale qui figure dans le second membre sera appelée, ici 
encore, l'action étendue de M' à M. Les développements donnés 
par À MA. Thomson et Tait montrent toute l'importance de cet 
élément, qui doit être considéré, au même titre que le travail, 
dans l'étude des problèmes de Mécanique. La formule précédente 
donne, en particulier, les théorèmes suivants, analogues à ceux 
du n° 544: 

Si, sur les trajectoires passant par un.point M, ou normales 
& une surface quelconque, on considère les arcs, comptés à 
partir du point d'incidence, pour lesquels l’action a une 
valeur donnée, le lieu des extrémités de tous ces arcs sera 
normal à toutes les trajectoires. 

537. Nous allons indiquer maintenant comment on pourra 
employer une intégrale complète 

(21) = (x, 7,3,a,0) 

de l'équation aux dérivées partielles de ‘Jacobi pour résoudre 
les deux problèmes que nous venons de rencontrer. 

D'après la règle de Lagrange, la solution la plus générale de 
l'équation aux dérivées partielles est fournie par les relations 

= f(x 7,s,a, b)+o(a, d), 

_ 9%, 
(22) 9 9a * da’ 

af ds 
TT 

entre lesquelles il faudra éliminer a et b. 
Si l’on veut que la solution 0 soit nulle ou, plus généralement, 

ait une valeur donnée u(x,y), en chaque point d'une sur- 
face (©), donnée par son équation 

(23) | 3=)(x, y) 

on remplacera Ü par x et 3 par À dans les équations précédentes,
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ce qui donnera le système 

u= f(x, J À, a, b)+ o(a, db), 

(2i) ‘ df  d df , do 
, O0 = Ja + Ja” 0 = 26 + 6 

En différentiant la première relation par rapport à æ et à y 
successivement et tenant compte des deux autres, on aura 

DOTE 
dx No de 

(25) 

. dy dy dy 

L'élimination de x et de y entre ces deux équations et la pre- 
mière des équations (24) fera connaître en fonction de a et de b 
et déterminera, par suite, la solution cherchée. 

Si l’on veut avoir la'solution 0 correspondante à toutes Jes tra- 
Jectoires passant par un point (x, Yo 50), il faudra prendre 

(26) D = — f(ro, Fos os @; 0); 

je me contente d'indiquer ces propositions, qui appartiennent à la 
théorie des équations aux dérivées partielles et sont analogues à 
celles qui ont été données plus haut (n° B41 et 342). 

558. Nous sommes conduits par les résultats précédents à 
envisager les systèmes de coordonnées curvilignes dans lesquels 
on définirait un point de l’espace par la valeur des trois quan- 
Lités | 

‘ 00 90 
9 = — D = =. 3 1 da’ 2 b 

Un point est alors déterminé par l'intersection de trois surfaces . 
appartenant à des familles différentes; les surfaces des familles 

0, = const., > = const. 

sont engendrées par des trajectoires du mobile normales aux sur- 
faces 

9 = const. : 

On aura donc, en considérant Z, J, 3 comme des fonctions:
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de 6,0,, Ge, | 

dx dr dy dy 03 95 

00 oi + 00 OÙ + 0 2 — ” 
0x dx dy dy ds dz 

00 90; 00 0: 00 00, 
(25) 

= 0; 

et, par suite, l'élément linéaire de l’espace sera donné par une 

équation de la forme 

ds? = H° d0? + M d0? + 2 N d0i dû; + D d0i. 

On trouvera, comme précédemment (n° 5##), la valeur de Il 

I 

IF = aU+2R 

ct, par suite, la valeur de ds? pourra s'écrire 

(28) QU +2h)ds = d0? + m d0f + 2n dû, dû; + p dti, 

les quantités m, p, mp — n° étant essentiellement positives. On 

peut déduire de celte formule le principe de la moindre action et 
celui d'Hamilton par des raisonnements analogues à ceux que 

nous avons développés dans le cas de deux variables. Au lieu 
d’insister sur ce sujet, qui sera repris d’une manière générale dans 

le Chapitre suivant, nous indiquerons en terminant une formule 
importante relative à l’action. 

599. Reprenons la relation 

ph 
(29) O0 f vÿaU +2 ds 

w 

qui donne l’action M'M étendue à l’are M'M d’une trajectoire. 
Soit 

0= f(x, 7,3, a, b) 

unc solution complète de l'équation de Jacobi et soient 

où 4 L ’ 
(30) Ja — — =0d 

les équations mêmes de la trajectoire considérée. Désignons par 
æ,ÿ, 3 les coordonnées de M et par x, Yo, celles de M’. On
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aura, en vertu des équations (30), 

2 o) . 
af 154, b) = Ja/ Go Jos a, bd), 

(31) 
d à 
Je Y:5=, 4€, b) — 56 (co: Jo Sos €; db). 

Ces deux équations feront connaître a et b en fonction de Z, 
Jr 5 Los Jos So Et permettront, par suite, d'exprimer l'action M M 
par une formule | 

(32) | MM = O(x, 7,5; 5, Yo 5) 

ne contenant que les coordonnées des points M, M’. Il est impor- 
tant de calculer les dérivées de cette fonction. Or on a 

MM = f(x, F5, 8, D) — f(ro, Fos 30, &; b) 

ct, par suite, .en différentiant totalement, : 

SM — Dons Pass Va fon. fon dos. PONT QT GES Ge 00 je O0 — Ge do 

+ VID 3 + Re) 3. 

Comme les cocfficients de da, db sont nuls en vertu des équa-" 
tions (31), il reste simplement 

cu Ps. Vs, ff 0 M'A — 2 7 9 VHS 
2/0 à df0 à dfo à 00 0 93 

an 
05 — 

ou, en remplaçant les dérivées de f et fo par les vitesses, 

(83)  MM=z'èr+y'èp+ ès 2 dr — Jo 0Vo — 39 O0. 

Cette relation, d’où la fonction f a complètement disparu, et 
que l’on peut établir aussi par le calcul des varialions, est ana- 
loguc à celles que nous avons démontrées aux n°° 595 et 340. Elle 
donne la variation de l’action étendue à un segment de trajectoire 
M'M (Jig. 36) lorsqu'on passe à un segment de trajectoire infini- 
ment voisin PP’. On peut lui donner une forme entièrement géo- 
métrique. Si M'MP, MM'P' désignent les angles que fait en M, . 
M la trajectoire avec les déplacements infiniment petits MP, .
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M'P", on a évidemment 1 

x ds SNS 
z'èx + Y'Ôy + s'ès =— MP cosM'M P, 

+ rn nu t ! ds TS Lo Lo + Yo or 30 050—= M'P ü cos MP”, 
: ° 

dt 

de l'équation des forces vives, on aura 

. À 1. 7. 
En remplaçant les vitesses , (3) par leurs valeurs déduites oo! 

—__—— TN 
SN = — MP a Uy + 2% cosfl'MP 

(34) 
—M'P'YaUw+ a cos, 

Fig. 36. 
M 

p 

Cette formule comprend, comme cas particulier, celle qui est 

relative à la différentielle d'un segment de droite, et elle donne” 

naissance à des conséquences analogues. Nous signalerons seule- 
ment la suivante, que le lecteur établira ‘en étendant la méthode 

donnée au n° 450 pour la démonstration du théorème de Malus. 

560. Ltant donnée une trajectoire quelconque et une sur- 
face (D), on peut imaginer que la trajectoire, à son point de ren- 
contre avec la surface (D), se réfléchisse, ou-se réfracte d’après 
la loi du sinus, de la même manière qu’un rayon lumineux. La loi 

de la réflexion ou de la réfraction détermine la tangente à la tra- 

jectoire réfléchie ou réfractéc; et, comme une trajectoire corres- 

pondante à unc valeur donnée de la constante des forces vives est 
pleinement définie lorsqu’on connaît un de ses points et la tangente 
en ce point, on voit que l’on pourra loujours déterminer par une 
construction géométrique ce que nous appelons la trajectoire 
réfléchie ou réfractée. Cette définition étant admise, les raison-
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nements du n° 450 ct l'emploi de la formule (34) nous conduisent 
au théorème suivant : | 

Considérons toutes les trajectoires du mobile qui sont nor-° 
males à une surface (©), et supposons qu'elles se réfléchissent 
ou se réfractent sur une surface (D), es trajectoires réfléchies 
ou réfractées seront aussi normales à une surface (5) que 
l’on construira de la manière suivante : Si M est le point où 
la trajectoire est normale à (S), P celui où elle rencontre (D), 

on prendra sur la trajectoire réfractée un arc PM tel que 
l’action, étendue à l'are PM Soit égale au produit de l’action 
aq s — I , . . étendue à l’arc MP par la constante 7? R étant l'indice de 
réfraction. 

061. On peut imaginer des conditions dynamiques qui obligent 
les trajectoires à se réfléchir ou à se réfracter d’après les lois que 
nous venons d'indiquer. Supposons, en effet, que, dans le voisi- 
nage de la surface (D), la fonction des forces varie brusquement 
de telle manière qu'elle soit remplacée par 

R?QU + 2) — À, 

n étant l'indice de réfraction. Après le Passage à travers la sur- 
face (D), la loi des trajectoires redeviendra la même; les équations 
du mouvement (1) et (2) changent, il est vrai: mais il suffit our oCll; ; : P 

ee. di ramener la forme primitive, d'y remplacer dt par + On aura 
donc les mêmes trajectoires, mais parcourues avec des vitesses 
qui seront augmentées dans le rapport de l'indice n à l’unité. Pour 
savoir comment les trajectoires se substituent les unes aux autres 
dans le voisinage de (D), il suffit d'appliquer le théorème de 
MAL. Thomson et Tait. Si les trajectoires incidentes sont nor- 
males à une surface (£), elles demeureront normales à toutes les 
surfaces que l’on obtiendra en prenant à parür de leur point d'in- 
cidence sur (5) un arc tel que l'action étendue à cet arc ait unc 
valeur donnée. Soient M le point d'incidence pour une des trajec- . 
toires, P le point où elle rencontre D, M'un point de la trajectoire
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réfractéc. On aura 
P 

MP = [ Va + ds, 
w 

w 
Pie nf VaU +24 ds. 

P 

Si donc on détermine le point M' par l'équation Ï P q 

r w 
[ VaU + 2h ds + nf VaU + 24 ds = const., 

ïl P 

on devra obtenir une surface normale aux trajectoires réfractées. 
Cette condition, combinée avec la formule (34), détermine, on le 

reconnaitra aisément, la loi de la réfraction, et l’on retrouve ainsi 

précisément la loi de Descartes que nous avions admise « priort, 
dans le numéro précédent.
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CHAPITRE VIL. 
LE PROBLÈME GÉNÉRAL DE LA DYNAMIQUE. 

Équations de Lagrange. — Transformation d'Hamilton. — Définition d’une famille de solutions. — Équations aux dérivées partielles qui définissent la famille. — Familles orthogonales. — Équation aux dérivées partielles de Jacobi. — Usage que l'on peut faire de ses différentes solutions. — Expression de la force vive due à M. Lipschitz. — Principe de la moindre action. — Formule de M. Liou- ville. — Définition de l'action. — Expression de l’action élémentaire au moyen d’une intégrale complète de l'équation de Jacobi et de ses dérivées par rapport aux constantes. — Autre méthode d'exposition des résultats précédents; élimi- nation du temps à l’aide du principe des forces vives. — Définition des angles par rapport à une forme quadratique, travaux de M. Beltrami. — Définition et propriétés d’invariance des paramètres différentiels 49, A(0, 0,). — Transfor- mations remarquables de la forme ‘quadratique. — Lignes géodésiques de la forme, extension des théorèmes de Gauss. — Application au problème gé- néral de la Dynamique. ° 

562. Les méthodes que nous avons appliquées dans les deux 
Chapitres qui précèdent s'étendent d’elles-mêmes à l'étude du 
problème général de la Mécanique. Il ne scra pas inutile de déve- 
lopper ici ce nouveau mode d’exposition des résultats fondamen- 
taux qui sont dus à Ilamilton et à Jacobi; car nous serons ainsi 
conduits à certaines propriétés générales des formes quadratiques 
qui éclaireront les résultats précédents et nous seront utiles dans 
la suite. ‘ | | 

Envisageons un problème de Mécanique dans lequel il existe 
une fonction des forces, que nous Supposerons indépendante du 
temps. Soient qi, a, +. n les variables indépendantes dont 
dépend la position du Système mobile, g',..., q, leurs dérivées 

: Par Fapport au temps et 2T la force vive, définie par la formule 

, ? , \ # + 
(1) 2T= aug +aagig +. =D angiqi 

où les coefficients &i Sont des fonctions données de 13 rs; Qn.
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Le mouvement sera défini par les équations de Lagrange 

d ÔT ÔT oÙ . (2) Dog nm (E=1,2,...,n). 

Hamilton à montré que, si l’on introduit les variables auxiliaires 

| ÔT - | 3 = = = ÿ axgr t=t,2,...,n (3) P 0q! Y tk Tks ( 22...) 
. 

4 . 

on peut transformer ces équations de la manière suivante. 
Posons 

(4) HaT—U. 
On peut exprimer II en fonction des variables Pi Ga il suffit, 

pour cela, de déduire des équations (8) les valeurs de g',, 4, .…., aq! 
et de les portér dans l'expression précédente. Si l’on pose 

Ait Aiz Ain 

(5) Daft ee | E 

ni Ans nn 

ou, en adoptant la notation de. M. Kronecker, 

D=la;z|, (Gé, k=1,9,...,n), 

et si l’on désigne par A4 le coefficient de &;x dans le déterminant 
précédent, les formules (3) nous donnent 

À A; (6) qi = pit D? 

Comme on a, d’après le théorème des fonctions homogènes, 

(3) 2T = pigi+. + pags 
on obtiendra sans difficulté la valeur suivante de T 

ï 
(8) 2T = DD Axa, 

que l’on peut encore écrire comme il suit 

| An ce. in Pr 
ï . 

2T =— — ; (9) D''an ... un Pa ’ 

Pi: . Pa Oo 

D. — If. ‘ 31
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et deläon déduit 

(10) H=T—U- ES S'aupips—v. 

Une fois connue cette valeur de Il, les équations du mouvement 

se présentent sous la forme canonique | 

dgi _ oH dpi … du 

(ui) ‘ PA  qp Pr Ji? (£=1,2,...,n), 

. et l'équation des forces vives 

(12) 7 T=U+z 

s'écrit ainsi 

(3) H =. 

Tel est le premier résultat établi par Hamilton. 

563. Considérons maintenant toutes les solutions du problème 

pour lesquelles la constante des forces vives a une valeur donnée 

h et sotent 

(14) qi = fifi Cases Concas M l— to), (E=1,2+..,n) 

les équations qui font connaître les valeurs des variables g; en 
fonction du temps. 

Les valeurs des variables Pi définies par les formules (3) seront 

dfs fn 
(15) m= an à + Fan + + Gr ee (Ë=1,2,...,n).: 

Au lieu de conserver les solutions les plus générales, imaginons 
que l'on établisse, entre les 272 — 1 constantes c; et , n — 1 rela- 

tions, d’ailleurs quelconques. Par exemple, on annulera n—1 

constantes, ou bien l’on considérera l’ensemble des solutions qui 

correspondent à une même position initiale donnée dusÿstème, etc. 
On obtiendra ainsi des formules contenant seulement n7 — 1 con- 

stantes ° 

(16) qi = Di Os Cases ni lst— to), (È=1,2,...,R), 

qui définiront ce que nous appellérons une famille de solutions. 

On peut éliminer t— t et les constantes c; entre les équations
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précédentes et leurs dérivées 

, d , don 

AE co Dee 
On sera ainsi conduit à un système d'équations différentielles 

(15) qi = UE pi(gu qu 2 qe M, (i=1,2,...,n), 

dont l'intégration permettrait de retrouver les équations (16) et 
qui peut être considéré comme définissant la famille de solutions 
au même litre que le système (16). Si l'on porte les valeurs pré- 
cédentes dans les formules (3), on en déduira des expressions de 

| Pise, pn en fonction de qi, ..., Qn 

(18) - PI = WigisGuse, ns À} 

qui pourront tenir lieu du système (15). Nous allons maintenant 
donner les équations qui déterminent les fonctions W';. 

Considérons d'abord les # équations suivantes 

dpi __ 0H 

dt 0qi 

du système (11); les p; étant exprimées en fonction des variables 
gi clles prennent la forme | 

dpr +. dpi dpi, OH TT qe TE aq TE gp 
* # I et, si l'on remplace g; par sa valeur me on trouve 

i 

dpe OI of 
— + —— (9) ; dqr dpx dgt = ©. 

D'autre part, si l’on porte les expressions de Pis se.) Pn dans 
l'équation des forces vives 

(20) | =, 

on doit obtenir une identité, Il faut donc que la dérivée du pre- 
micr membre par rapport à g: devienne nulle, ce qui donne Ja re- 
lation : 

oIl Ÿ OU dpx \ 
_— + — = 
dgi apr dqi °
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+ En la retranchant de l'équation (1 on trouve q 9); 

OU fopx dpi , 
(21) dx (2 — dk =0, (=1,2,...,n) 

Û k 

Ainsi les variables p;, considérées comme fonctions de g1,..., Qns 

doivent satisfaire aux équations (20) et (21). 
Considérons maintenant le second groupe des équations diffé- 

rentielles (11) | 

. _dqi __ 0H 

(22) ‘ ‘dt dpi 

Lorsqu'on y aura remplacé les p; par leurs valeurs, on aura formé 
un système de n équations différentielles du premier ordre, l'équi- 

valent du système (15), dont l'intégration fera connaître les valeurs 

de 413 2 ++, qn Cn fonction du temps et de 7 —1 constantes ar- 

bitraires qui viendront s’ajouter à la constante des forces vives. 

Toute la difficulté est done ramenée, on le voit, à déterminer 

d’abord les expressions de pi, Pa, ..., Pa Satisfaisant aux équa- 
tions (20) et (21). ' 

364. Le problème étant ainsi transformé, on n’aperçoit nulle- 

. ment que l'on ait fait un pas vers la solution : l'intégration des 
équations (20) et (21) constitue, en apparence, une question beau- 

coup plus difficile que celle qu'il s'agissait de résoudre. 

Seulement ce problème a des solutions particulières qui sont 

mises en évidence. On reconnaît, en effet, immédiatement que 

les équations (21) seront vérifiées si l’on prend pour p1,..., pa 
les dérivées d’une même fonction quelconque 0 

oû | 00 | 09 
qi? P2= 3 ….,. P Gone dg: "0 

Quant à l'équation (20), si l'on y porte les valeurs précédentes 
des variables p;, elle se transformera en une équation aux dérivées 
partielles qui définira la fonction 0. Si l’on pose, pour abréger, 

_ WE Aux 00 00 
(24) A0 JS ôgi dqr”
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on trouve ainsi 

(25) A0=2(U +2), 

et l’on peut énoncer le théorème suivant : 

A chaque intégrale de l’équation aux dérivées partielles 
(25) correspond une famille de solutions du problème proposé 

pour lesquelles L est la constante des forces vives et que l’on 
déterminera complètement en effectuant l'intégration du sys- 
tème d'équations différentielles. 

X {Ti 2 09 . 
(26) nr 2e Pr  0q (= 1,2,...,n) 

D'après les raisonnements que nous venons d’exposer, il est 
clair que le théorème précédent fournit seulement des famillles 
particulières de solutions: mais nous verrons, ct l’on peut dé- 
montrer dès à présent, que ces familles particulières compren- 

dront toutes les solutions possibles du problème proposé. Soit en 
effet (y) une telle solution; elle est entièrement définie par les 
valeurs initiales p}?, ge des variables p;, gx, valeurs qui doivent 

d’ailleurs satisfaire à l'équation des forces vives 

H = À. 

Or il existe une infinité de solutions 0 de l'équation aux dérivées 

partielles (25) telles que l’on ait 

00 
qi pi Pour gigi... n = Re 

Dans chacune des familles correspondantes, la solution (y) dé- 
finie par les valeurs initiales g? des variables g; coïncidera avec la 

solution (y); car, pour les deux solutions, les valeurs initiales 
P?, qR de toutes les variables p;, gx seront les mêmes. 

565. Nous donncrons le nom de familles orthogonales à 

toutes celles qui sont définies par l'équation (25) et le système 

(26). Lorsqu'on connaîtra la solution 0, la détermination complète 

de la famille correspondante exigera l'intégration du système (26). 

Cette dernière intégration sera facilitée, ct pourra même être 
rendue inutile, si la solution 0 contient un certain nombre de con-
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stantes arbitraires. C’est en cela que consiste le théorème fonda- 
mental de Jacobi, que nous allons d'abord démontrer. 

Soit 
0 = f(Qisee.s Qns Cisco. C5 À) 

une solution de l'équation (25) contenant les constantes arbi- 
traires Ci, c., Cx. En différentiant les deux membres de cette 
équation par rapport à l’une quelconque c, des constantes pré- 
cédentes et remarquant que U +} ne contient Pas Cp; On trouve 

Sy 00 90 
D ogiogrdcp 

D'après la formule (6), l’ensemble des cocfficients de 2 RS est 
p 

précisément g,. On aura donc 

0, 
6 dg k 0Cp Ta 0 

ou, plus simplement, 

da), 
dt \dc» 

20 _ const.= c! 
dCp F p? 

ct, en intégrant, 

On démontrerait de la même manière l'équation 

d [ad\ 2 _, 
dt \on)—" où TT 

Si la fonction Ÿ contient dans son expression les constantes 
arbitraires ci, C2, ..., ©y, les équations 

en D _. 20 _, 
4 . dei — °19 ..) da — À 

Ainsi : 

sont autant d'intégrales du système (26); de plus, si l’on n’a 
pas attribué à la constante des forces vives une valeur numé- 
rique, l'équation 

| 00 

fera connaître le temps. | 
"SE l'intégrale 0 est complète, c’est-à-dire si elle contient
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n—1 constantes arbitraires c), les équations 

2% 2 _, 20 _,.. 
De 1 Jen 0 Dh UT 

  (29) 

donneront l'intégration complète du système (26). 

La proposition de Jacobi se trouve ainsi établie. ‘ 

Ici encore, par des raisonnements analogues à ceux du n° 555, 
on reconnaîlra à quelles conditions doit satisfaire l'intégrale com- 
plète. IL faut que, si on la considère comme fonction des con- 
stantes C», elle ne satisfasse à aucune équation de la forme 

F5 .., RE Cire. Cn—1 n)= 0. ‘   

, Cette condition est d’ailleurs équivalente à la suivante : 0, con- 
sidérée comme fonction de g1, +, Qn, ne doit vérifier aucune 

équation aux dérivées partielles indépendante des constantes c, et 
distincte de l'équation (24). 

566. Les équations (29), auxquellesil faut joindre les suivantes 

09 ‘ 09 
Go) DE 5 …… PRE gr 

qui feront connaître les vitesses, définissent la solution la plus 
générale du problème proposé. Considérons, parmi toutes les 

solutions, celles qui correspondent à une même position initiale 
du système mobile. Soient g?, ..., g® les valeurs des variables g; 
qui définissent cette position cet soit 

0 = f(gii.sQns Cie Cn1, /) 

la solution qui figure dans les formules (30). Nous poserons 

fo S(QDreees Qhs Cis ces Cn=15 ke); 

les équations (29) devant être vérifiées quand on y fait gi—q}, on 
aura 

do ’ 
Ci Î ci 

. 
3: 

&
 

et, par suite, ces équations prendront la forme 

GD  EU-h=0. G=uneun
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* En attribuant aux constantes c; toutes les valeurs possibles 
dans ces équations, on obtient ainsi ce que nous avons appelé une 
famille de solutions. Cette famille est orthogonale; on peut le 
montrer de la manière suivante. 

D’après la définition même des familles orthogonales, 1e tout re- 
vient à établir que l'expression 

(32) dr dqi= y ALL 

est une différentielle exacte après qu’on y a remplacé les con- 
Stantes c; par leurs expressions en fonction de Guy. Qn déduites 
des équations (31). Or, si l’on considère la fonction 

ETES 

où l’on a remplacé les constantes ©) par leurs valeurs déduites des 
équations (31), ct si on la différentie totalement, on trouve 

LS A f— fo) ds =D D dc» 

Les coefficients des différentielles de, étant nuls en vertu des 
équations (31), ds devient égal à l'expression (32). La proposition 
que nous avions en vue est donc établie. Nous la retrouverons 
plus loin par une voice toute différente. co | 

La solution particulière s que nous venons d'obtenir, solution 
que l'on peut exprimer en fonction de gi, ..., Any Pire 
joue, comme on sait, un rôle fondamental dans Ja théorie d’ Ha- 
nitllon. 

Les raisonnements précédents subsisteraient sans modification 
si l’on substituait à /, une fonction quelconque 

CCR Cap ere Cn—t) h); 

de sorte que les équations 

F) 
des —9)=0, (P=1,2,...,R— 1) 

définissent toujours une famille orthogonale. Cette famille corres- 
pond à celte solution Ü de l'équation aux dérivées partielles que l’on 
obtient, d’après la règle de Lagrange, en éliminant c,, ce, ..…., Cr-1 

-
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entre l'équation 
0=f— 

eu ses dérivées par rapport aux constantes arbitraires. 

567. Les remarques précédentes s'appliquent toutes à l'hypo- 
thèse où la solution 0 contiendrait des constantes arbitraires. 

Quand il n’en sera pas ainsi, il faudra, pour déterminer la famille 

de solutions correspondante à la solution , intégrer le système 
(26). Toute intégrale 

F = const. 

de ce système devra satisfaire à l’équation linéaire 

Æ , A:x 00 0F 

0qk Te 22 D “dgi UT 

Nous désignerons, pour abréger, par A(0, F) l'expression 

Azx 00 OF 
33 A(0,F)= LE (3) GNELES 5 om 

L'intégration du système (26) équivaut donc à celle de l’équation 
linéaire : 

(31) A(0, F)= 0. 

Remarquons que le symbole précédent se réduit à A0 lorsqu'on 
y suppose F =, 

La considération des familles orthogonales va nous conduire à. 

une expression remarquable de la force vive du système mobile qui 

a été signalée par M. Lipschitz (*). Soient 0 une solution quel- 

conque de l'équation (25)'et0,, 0:,..., 04, les n — 1 intégrales 

distinctes de l'équation linéaire correspondante (34); 

0, 0 ….) 0r-1 

forment un système de 7 fonctions indépendantes; car, si 0 pouvait 

  

C)R. LiPscmirz, Untersuchung eines Problems der Var iations-rechnung à in 

selchem das Problem der Mechanit enthalten ist (Journal de Crelle, 

t LXXIV; 183r). On pourra consulter aussi une analyse de ce Mémoire rédigée 
par l’auteur dans le Bulletin des Sciences mathématiques, 1° série, t. IV, p. 212; 
1853.
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, . e- { ( ‘ - s exprimer en fonction de Ü,, ..., 0,4, on aurait 

A(0,0)= AD — 0, 

ce qui est impossible, AG étant égal à U + Z. Nous pouvons donc 
introduire dans la forme quadratique 

. DY aix dqi dgr, 

qui, divisée par de?, donnerait la force vive, les variables 0, 0; à 
la place des variables ; On obtient ainsi une expression P qi. P 

(5) DV ax dgidgr = B dit+ 2 D; d0 dd, +SS 40 aux di di; 

nous allons chercher d’abord les valeurs des coefficients B, B;. 
D'après l'équation précédente, on a 

CZ 0gx 

B= ZE 
qi 0qx 

BE 
Or, lorsque 0 varie seule, les équations du mouvement sont vé- 

rifiées; cela résulte de ce que 0,,...,0,_, sont les intégrales du 
système (26). On a donc | 

(36) 

ns Jgi at 
(37) "00 dir à’ 

dÙ 3, PRE a désignant la dérivée de 0 par rapport au temps dans le mouve- 
ment naturel. On déduit de là | . 

VW, gr _ fs N dt dt DXTEE = (Zur) a Pi 
k # 

ou encore | 
‘ - Jgx .. d dt 

(38) Zu OÙ — gi 

Si l’on muliplie cette équation par 9: et si l’on ajoute toutes 
les équations semblables, on aura 

DID an 7 dgi # . GB, POET dt
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ou, en remarquant que, d’après les Jormules relatives au change- 

dÿ 

Zu =D 
L'emploi de la formule (39) nous permet ( d'éliminer les dérivées 

dqi 

“oÙ 

ment de variables, le coefficient de © = L est l'unité, 

et nous donne 

D Vaugidi= à 
LATEST? 

ou, en tenant compte de l'équation des forces vives, 

(39) a = 2(U +2) 

Telle est la formule qui fera connaître la dérivée de 0 dans le 

mouvement naturel. On en déduit la valeur suivante de B : 

di? : 

BU = UE 
  

Calculons maintenant la valeur de Br. Si l'on multiplie les deux 

membres de l'équation (38) par n on aura, en ajoutant toutes 

les équations semblables, 

… . dqi dgr _ dt 00 gr 

B= D Dir 00 Ù» di D 20, |? 

et, comme le second membre est évidemment nul d’après les 
formules relatives au changement de variables, on aura 

B,= 0. 

En pértant les valeurs de B et de B, dans l’ équation (35), on 
sera donc éonduit à l'identité fondamentale 

(io)  (2U+ BETTY aix dqi dqr = d+ (di, ..., dar). 

f désignant une forme quadratique des 7 —1 différentielles 
dÙ,, ..., d0;_, qui sera nécessairement définie positive. 

68. Telle est la formule établie par M. Lipschitz. On peut en
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déduire une démonstration nette ct précise du principe de la 
moindre action. Sous la forme qui lui a été donnée par Jacobi (!), 
ce principe peut s'énoncer comme il suit : 

Étant données deux positions (P,) et (P,) du système mo- 
bile, ëmaginons tous les déplacements continus qui amènent le 
système de la première position à la seconde, les vitesses sa- 
tisfaisant à chaque instant à l'équation des forces vives 

2T =D Sangigr = o(U + h). 

St l’on considère l'intégrale : 
Pi Pi) SR : st (41) [ Y mwv? dt — VaU +22 VESTE dqidqr, 

° (Po 7 (Ps) 

relative à chacun de ces déplacements, elle sera moindre pour 
le mouvement naturel que pour tous les autres déplacements. 

Nous verrons plus loin, en effet (n° 571), que la variation pre- 
mière de l’intégrale précédente est toujours nulle lorsqu'on passe 
du mouvement naturel à tout autre mouvement infiniment peu 
différent amenant le système de (P,) en (P,). Nous allons démon- 
ter ici une proposition plus précisé et prouver que l'intégrale 
sera réellement un minimum lorsque la position (Pi) sera suffi- 
samment voisine de (Ps). | 

Soit, en effet, (y) un des mouvements naturels; considérons 
une famille orthogonale de solutions (F) à laquelle appartiendra 
le mouvement (y). On peut, par exemple, choisir toutes les solu- 
Lions correspondantes à une position iniliale (P') qui soit l'une 
de celles que prend le système dans le mouvement naturel. 
Constituons un domaine continu de positions, caractérisé, par 
exemple, par certaines inégalités auxquelles doivent satisfaire q1, 
J21 ++, Gns assujetti à l'unique condition que la solution 6 de 
l'équation (25), qui caractérise la famille orthogonale, ÿ reste finie 
et uniforme, ainsi que ses dérivées premières, sauf peut-être pour 
une certaine position déterminée (P”). Supposons, de plus, que 

  

(*) Vorlesungen über Dynramik, sixième Leçon.



LE PROBLÈME GÉNÉRAL DE LA DYNAMIQUE. 493 

ce domaine comprenne dans son intérieur une partie des positions | 

qu'occupe le système mobile dans le mouvement (y): Si (Po) et 

(P,) désignent deux de ces positions, nous allons montrer que 
l'intégrale ‘ 

| {P) L - . 

(42) A= VoU+2i|/ DO axdqidq, 
Po) 

à laquelle nous donnerons le nom d'action, sera plus petite dans 

le mouvement naturel que pour tout autre mouvement s'accom- 

plissant, entre les mêmes positions, à l'intérieur du domaine dé- 
fini plus haut. En effet, il est impossible que deux positions dif- 

férentes (P,), (P1)}, comprises à l'intérieur du domaine défini, 

appartiennent à deux solutions distinctes de la famille ortho- 

gonale, correspondantes à la détermination de 6 que nous avons 

choisie. S’ilen était ainsi, une des deux positions (P,), (P,) serait 

distincte de (P") et, comme les vitesses relatives à cette position 

sont déterminées par les équations (26), où les dérivées grne 

sont, d'après l’hypothèse, ni infinies, ni indéterminées, il en ré- 

sultcrait que les deux solutions distinctes correspondraient ‘à Ja 

même position initiale et aux mêmes vitesses initiales, ce qui 

est évidemment impossible. | 

D’après cela, évaluons l’action À en nous servant de la for- 

mule (40). Nous aurons | 

(Ps) 

(43) A = Vadr + dd, dû, dûn 1). 
{Pe) 

Dans le mouvement naturel on a 

di = di =...= dy =0; 

à , . ne pa 
et, d'autre part, gi étant toujours positive d’après la formule. (39), 

ÿ est une fonction croissante. On aura donc 

y : 
A = di = 0r, — Cru 

(Pe} 

Si l’on considère maintenant tout autre mouvement s’accom- 

plissant dans le domaine défini, il ne peut, d’après la démonstra- 

Lion précédente, réunir les deux positions (P,), (P:) et constituer
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une solution de la famille orthogonale correspondante à la déter- mination de Ü que nous avons choisie. Par suite, les différentielles 
d0,, ..., dd,_, ne seront Pas toujours nulles dans ce second mouvement; ct, comme f est une forme définie positive, l’inté- grale À, évaluée dans le nouveau mouvement, scra supérieure à 

{P,) 7 

[ y dû? 

(Po) 

{P) 

dt. 

el a fortiori à 

(Pol 

Or, la fonction 0 étant bien déterminée à l’intérieur du domaine, cetie dernière intégrale est toujours Üp, — Qpye La proposition 
que nous avions en vue est donc établie. 

. Supposons, en particulier, que la famille orthogonale consi- 
dérée soit celle qui est formée par toutes les solutions qui ont en 
commun Îa position initiale (Ps). Soit 0 l'intégrale correspondante de l'équation aux dérivées parüelles, à laquelle on pourra toujours 
ajouter une constante, de telle manière qu’elle s’annule pour la 
position (P,). Le domaine continu Pourra être ici caractérisé par 
l'inégalité (1) 

‘ 0<A, 

À étant une constante positive choisie par l'unique condition que 
Ü ct ses dérivées ne deviennent ni infinies, ni indéterminées à l'in- 
térieur du domaine. Alors l’action, dans le mouvement naturel qui s'effectue à l’intérieur du domaine entre la position (P,) et une autre position (P,) comprise dans le domaine, sera un minimum 
absolu. Car, d’après la démonstration précédente, elle est plus petite que celle qui est relative à tout autre mouvement s'accom- plissant dans le domaine: mais elle est aussi inférieure à celle qui se rapporte à tout mouvement sortant des limites, puisque déjà l’action dans ce mouvement, étendue seulement jusqu’à la pre- mière posilion pour laquelle il sort du domaine, est au moins 
égale à À et, par suite, supérieure à 0,- Ce raisonnement ne diffère 

    
(*} La définition complète ct précise de ce domaine cxigerait quelques dévelop- Péments qui sont analogues à ceux que nous avons donnés aux n° 518 et 591 rela- tivemcent aux ‘lignes géodésiques.
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que par le nombre des variables de celui que nous avons présenté 
au n° 521. . 

569. La démonstration précédente établit donc, sans l’inter- 

vention du calcul des variations et par des méthodes purement 

algébriques, le principe de la moindre action; sous ce point de 
vue, elle doit être rapprochée de celle que A. Liouville a fait con- 

naître dans un article inséré en 1836 aux Comptes rendus (1). 
Nous allons indiquer rapidement une méthode nouvelle qui con- 

“duit aux résultats obtenus par l'illustre géomètre. 
Désignons par w; les expressions | 

(41) Di = Qi dqi + &is ds Hess + Gin dqn: 

qui sont égales aux quantités p; multipliées par dt, et considérons 

la forme quadratique ‘ q q . 

00 
ui An qi LA 

r — où 
(45) K= Any + Ann dqn On |” 

9 0 Oo o 

, dgi UT Ôgn 

w1 … D} 0 o 

On reconnaîtra aisément qu’elle est toujours positive ou nulle 

et qu’elle ne peut s'annuler que si l'on a 

LC Gr _ Da 

90 00 où 
9g1 dga Ôqn 

Cela posé, désignons par les notations Di; Duo, Dors Vos es 

quatre éléments qui sont des zéros.et qui appartiennent aux deux 
dernières lignes et aux deux dernières colonnes. Une formule 

  

(') J. Liouvizee, Expression remarquable de la quantité qui, dans le mou- 

vement d’un système de points matériels à liaisons quelconques, est un mi- 
nimum en vertu du principe de la moindre action (Comptes rendus, 1. XLII, 
p. 1146, ct Journal de Liouville, à° série, t, I, p. 297; 1856).
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déjà rappelée (p. 124) nous donnera la relation . 
(46) K dK CS ( oK ) 4 . dir dbss — Oui bre — \ Obs 

On établit immédiatement, ou par des combinaisons faciles de 
colonnes, que l’on a | 

dk dk . 
db: Ds TT D, | dbii = — DD Y Œik dai dqr; 

9K ok 
964 = Da, 26, = — DA, 

D ct A étant les expressions déjà définies par les formules (5) et 
(24). En portant ces valeurs dans l'équation (46), on trouvera 

K 
NY ik dqi dqr = dû? + 5” 

Si l’on suppose maintenant que 0 satisfasse à l'équation 

A0 =o(Ü +2), 
on aura 

F 
| K (47) AU +) D ax dyi dgr = a+ 5. 

Cette équation, qui donne, comme la formule (40), une expres- 
sion de l’action élémentaire, peut remplacer cette identité et 
Jouerait le même rôle dans la démonstration que nous avons 
donnée du principe de la moindre action. Au reste, on peut 
déduire très aisément la première formule de la seconde. 

En effet, d’après l'expression (45), on reconnait immédiatement 
que K est une fonction quadratique des binômes 

Di — D} a . 
gx dgi 

Toutes ces quantités, s’annulant lorsqu'on se déplace sur une 
_trajectoire, en vertu des équations différentielles (26), seront 
nécessairement de la forme | 

Pidh +,..+pP,_ dÜ,_1; 
K : ve : 5 sera donc une forme quadratique des différentielles dû, di, …, 
d,_,. Cette remarque suffit à montrer que l'équation (40) est une 
conséquence de la formule (43).
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910. Nous négligerons ici ce qui concerne le principe d’Ila- 
milton. Il suffirait, pour établir ce principe et reconnaître qu’il ya 
réellement un minimum de l'intégrale correspondante, de répéter 
la démonstration du n° 346, en substituant partout au lerme 
5° d0? la fonction Jan, …, dd) qui figure dans la formule (4o). 
Nous insisterons, au contraire, sur la généralisation suivante d’un , 

résultat établi au n° 3534. 
Lorsqu’on connaîtra une intégrale complète 0 de l'équation (25), 

on pourra prendre pour les fonctions Ü,, ...,0,_, les dérivées 
def Par rapport aux constantes c;. Posons 

où 
0; = dci” 

20 . 
KT dci dc” 

nous allons voir que l'on peut exprimer entièrement le second 
membre de la formule (40) en fonction de 0 et de ses dérivées. 

Remplaçons partout dans cette formule la caractéristique d par 
d'+25 et égalons les cocfficients de X dans les deux membres; 
nous aurons Ja relation , 

(18) AU +4) Sax dqrèg = d0 à + 2 S' À 30, 1 di dd NE TETE — TD di 0 dns 

qui est équivalente à l'équation d'où on l'a déduite, mais qui 
contient deux systèmes de différenticlles. Les deux membres 
peuvent être considérés comme dépendant des 4n — 1 variables 
dis dqxs Êq, ©. Laissant toutes les autres variables constantes, 
différentions par rapport à c,. En remarquant que le premier 
membre ne contient pas c et que l’on a, généralement, 

2 du = at , 
dcx UC), 

nous trouverons Je résultat suivant 

x an, df \ o = dd) 00 + d0 80) + 5 Di 9 an 0 

L of ! af + > D dû, + z de, 0 di ô04. 

D.— II. 
32
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Cela posé, choisissons pour les différentielles ÊTr, ++.) 0Qn ÀeS 

valeurs annulant &0,, &02, ..., 00,_,. Si l'on pose 

2 2 
og 0Qn 

: 901, 2% 
(49) ()=| 991 Jqn |, 

901 0-1 
    
Ôqi dQn 

les valeurs de èg:, .…, gr seront proporlionnelles aux coefficients 
û 0 , . re . , + ‘ 

de 2, ..., 27. dans le déterminant précédent. Si l'on désigne par 
dgi 0n 9 

la notation (ik) ce que devient ce déterminant lorsqu'on ÿ rem- 
place 0 par (3, l'équation précédente nous donnera 

(50) 0 = () ah. + LD EG (Z1,2,...,R—1), 

tous les autres termes disparaissant en vertu de l'hypothèse faile 
n NS 1 , . er 5° pe 

sur Êgi3 +++ OQne Si l'on joint aux équations précédentes l'identité 

LI of 

Î= DIM doi, 

on pourra éliminer toutes les dérivées - 5 et obtenir l'équation . 

(1,1) … (4 nr—1): dd; 

(2,1) … (272—1) 02 

. 0 osesssees _o, 

(n—1,1) ... (R—1,n—i) dy | 

F 
dûi otre | dy — (o) 

qui fera connaître f. On trouve ainsi 

(G,1) .… G,n—7T) dû 

(2,1) .… (2,rR—1) dd: 

(51) J=S| des oessessss … |, 

(n—i,1) ..…. (n—1;nr—1) dûr- 

di; … dûr-1 oO
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D’ désignant le déterminant 

ICE) ] (G K=i,2,...,n 0), 

Ainsi la forme quadratique 2(U ADDX dqidqn qui re- 

présente ce que l’on peut appeler le carré de l'action élémentaire, 
scra entièrement exprimée en fonction de 0 et de ses dérivées par : 
une formule où ne subsistera plus rien d'inconnu. Ce résultat 
comprend, comme nous l'avons annoncé, celui qui a été démontré 
au n° 534. | 

571. La variable & joue un rôle très effacé et disparaît presque 
complètement ‘dans les raisonnements précédents. On aurait. pu 
l'éliminer dès le début et retrouver ainsi, d'une autre manière, 
les résultats que nous venons d'établir: La question est assez im- 
Porlante pour que nous indiquions rapidement ce nouveau mode 
d'exposition. ——- | 

On peut, en employant le principe des forces vives, faire 
disparaître le temps des équations de Lagrange. Si l’on pose, en 
effet, . 

2T) = DV aix dgidg, 

les équations de Lagrange s'écrivent comme il suit : 

AT) 5 . 1 OT) oÙ 

al a]- 4 Ua 0 dqi dt 

Or on a, d'après le principe des forces vives, 

Si l'on porte cette valeur de dt dans les équations de Lagrange, 
clles prennent la forme | 

2h © —Ù 

Odgi YCT) 

ou, plus simplement, 

Re] OT) VOA  YCT) ou 

(52) da VO D) — 3 VU) = 0.
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Ce sont celles auxquelles on serait conduit en égalant à zéro la 
variation première de l'intégrale 

Po PUR 
(53) TU + ANT) = sf 200 +2) Ÿ D aix dgidqn. 

Po) 2 Jp . 4 

Posons 

(54) ds? = Qu +2) DT an dqidgr:; 

ds désignera ce que nous avons appelé l’action élémentaire, et 
l'on voit que la solution du problème général de la Mécanique est 
ainsi ramenée à la recherche du maximum ou du minimum de 

po 
. [ ds, 
Va 

où ds? désigne une forme quadratique assujettie à la seule condi- 
tion d'être définie positive. C’est en cela que consiste lè prin- 
cipe de la moindre action; et l’on reconnaît immédiatement, 

grâce à ce principe, que le problème général de la Mécanique, 
n’est qu’une extension à un nombre quelconque de variables du 

problème de la recherche des lignes géodésiques. C’est à ce point 
de vue que nous allons nous placer maintenant en prenant pour 

guide un beau Mémoire de M. Beltrami (!). 

l'intégrale 

872. Étant donnée la forme quadratique 

(55) | ds? DDXT dqidqr; 

si l’on fait un changement de variables qui donne 

DO daqi dr = Y So dr; dre, 

on aura aussi, en introduisant deux systèmes de différentielles, 

Da dqiègqx = XD dr;èrs. 

(*) E. BELTRAMI, Sulla teorica generale dei parametri diferensiali (d1e- 

morie dell” Accademia delle Scienze dell’ Istituto di Bologna, serie 2, t. VIIT, 

p. 549; 1869). 
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Par suite, l'angle (ds, ès), défini par l'équation 

(56) - dsêscos(ds, ès) DD) air dqièqe 

sera un invariant. Dans le cas où la forme est définie, on s'assure 
aisément, par l’emploi d’une identité de Lagrange, que cos(ds, ôs) 
est en valeur absolue inférieur à l'unité. Nous dirons que l'élément 
(ds, ès) est l'angle des deux directions définies par les deux 
systèmes de différentielles d et à. Deux directions seront perpen- 
diculaires lorsqu’on aura 

(57) . DS ax dgrègr = Oo. 

Étant donnée une relation quelconque : 

(58) ACL ER DE 

clle définira ce que nous appellerons une surface. Supposons que 
Jise.s Qn Yarient sans cesser de satisfaire à cette équation; leurs 
différentielles devront, à chaque instant, vérifier la relation 

d2 \ 
. (39) Dan. èni = 0. 

Nous réserverons le nom de ligne à l’ensemble des valeurs de. 
5-3 Qn Qui sont des fonctions données d’un paramètre variable 
t. Nous ne considérerons dans ce Chapitre que des lignes et des 
surfaces. Une ligne et une surface ont, en général, un nombre 
limité d'éléments communs. La condition d'orthogonalité de deux 
lignes ayant un élément commun sera exprimée par la formule 
(57), où les caractéristiques d et à se rapportent respectivement 
aux déplacements effectués sur les deux lignes. 

Si une ligne ct une surface ont un élément commun, nous dirons 
que la ligne est normale à la surface lorsqu'elle sera normale à 
toutes les lignes de la surface contenant l'élément commun. Pour 
qu'il en soit ainsi, il faudra que l’on ait ‘ 

(6o) DY air dqiègr = 0,
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la différentielle d se rapportant à un déplacement sur la ligne et 
la différentielle à à un déplacement sur la surface. Si la surface 
est représentée par l'équation (58), les différentielles à ôgi satisfont 
à la seule condition (59). Il faudra donc que les cocfficients des 
différentielles ôg; dans les deux équations (57) et (59) soient pro- 
portionnels. On est ainsi conduit au système 

‘ : dqx LE) . (61) : Dan TE = 7 (t=1,2,...,R), 

où À est un facteur de proportionnalité. 

Si on le résout par rapport aux dérivées “x, on obtient les 
valeurs suivantes 

dgi im 0? (G2) ds — ET dqr 

les symboles A;x et D désignant les quantités déjà définies, c'est- 
à-dire le déterminant laxl et ses mineurs du premier ordre. 
Comme ona 

: ST. dgi dqx 
(63) Dan ds ds 7” 

Ja multiplication des équations (61) ct (62) donnera 

mY VUE ae =f. 

En posant ici encore 

_ Am 00 00 

on trouvera 

CO Me D 

Si l’on remarque maintenant que l'ensemble des termes qui 

multiplient < ‘9: dans l'équation (63) est égal, d'après la for- 

mule (Gr), à 2, on peut encore écrire cette équation sous la 
forme suivante 

do dqi 
— <= — 

dge ds |
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ce qui donne 

(66) 

7
 ss
 

la différentielle do se rapportant à un déplacement qui s'effectue 
sur la courbe normale à à la surface. La comparaison des formules 

(65) et (66) nous donne donc 

(67 s=(2), ds 

et celle expression montre immédiatement que A est un inva- 

riant (1). 

513. Ce fait essentiel peut aussi être établi de la manière sui- 
vante. Considérons la forme quadratique ds? et cherchons la 

fonction m, telle que la différence 

dn? 
ds? — ? 

mnt 

  

considérée comme fonction de dgs, ..., dqn, se réduise à une 

somme de 7 — 1 carrés. Si l’on prend les dérivées de la différence 

précédente par rapport à dqi, dqs, ..., dqn, on obtient les » 

équations 

Daindgr — > _— a D —0, (E=1,2,...,n), 

k A . 

dont le déterminant devra être nul. On peut leur adjoindre 
l'équation 

° dû 
dgi <— dqi— dd = 0, 

qui définit dù. En éliminant df, dis cie, dqn, On est conduit à 

unc équation qui donne précisément ’ 

m = A0.: 

La fonction m étant, d'après sa définition même, un invariant, 
il en sera de même de Af. 

  

(') E. Dectraut, Hémoire cite.
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514. Puisque la différence 

ds? — — 
49 

se réduit à une somme de n—1 carrés, qui sont même positifs 
” quand la forme est définie positive, on est conduit à introduire 
l'élément (0, ds) défini par l'équation 

+ 

- do : (68) a = ds sin(0, ds). 

L'élément (0, ds) sera dit l'angle de la surface (@) et de la courbe 
à laquelle se rapportent les différentielles dqi. Cette définition 
est d’accord avec celle que nous avons déjà donnée plus haut pour 
l’orthogonalité, puisque alors on aura, d’après la relation (65), 

sin?(0, ds)= 1. 

De l'invariant A0 on déduit immédiatement le suivant ( 1) 

‘ = KY Aux dû DIR (69) A(0, 0,) =D VE dgi dqx” 

qui est le coefficient de 2} dans le développement de A(G+24,), 
ordonné suivant les puissances de la constante }. | 

Cela nous conduit à introduire encore l'élément (0, 0,) défini 
par la formule 

50) cos(0, 0;)=— 300), 
vai ya . 

qui sera l'angle des deux surfaces (0), (0,). 
En résumé, nous avons défini, au moyen des invariants qui se 

sont présentés successivement, l'angle de deux lignes, de deux 
surfaces, d’une ligne et d’une surface. On vérificra aisément que 

  

{*) On peut donner pour 4(0,:0,) une formule analogue à l'équation (65). On 
a, en effet, 

‘ d 
4A(0, 0,)= V5 

la différentielle 4 se rapportant à un déplacement normal à la surface (6).



LE PROBLÈME GÉNÉRAL DE LA DYNAMIQUE. 505 

ces angles ne changent pas lorsque la forme est multipliée par 
une fonction quelconque des variables indépendantes. Si l’on 
considère des lignes et des surfaces ayant un élément commun, 
l'angle d’une ligne et d’une surface est le complément de l'angle 
que fait la ligne avec la direction normale à la surface ; l’angle de 
deux surfaces est égal à celui des lignes qui leur sont normales. 
Des calculs élémentaires établissent ces propositions, qu'il était 
aisé de prévoir et que le lecteur vérificra sans peine. 

915. Nous allons maintenant indiquer une conséquence inté- 
ressante de l’un des résultats précédents. Nous avons vu que la 
différence 
(1) ‘ 2 d0? 

  

est Loujours réductible à une somme de nr — 1 carrés 

Pi+P3+...+pP2,. 

Égalons à zéro chacun de ces carrés; nous aurons un système, 
d'équations différentielles 

Bar dqi+...+ Bin dqn = 0, 

au nombre de » — 1. Désignons par 0,02, …, 0,4, les n —1 inté- 
grales de ce système, c’est-à-dire les fonctions qui, égalées à des 
constantes, donnent les relations les plus générales entre les va- 
leurs de qg1,..., Qn qui satisfont à ces équations. On aura évidem- 

ment nr — 1 identités de la forme suivante : 

Pr; = Ca dd, + Cod... —+— Gi,n-1 d0y- (= T2... — 1); 

et, par suite, la différence (51) prendra la forme 

ds®— Te =fi(d0,, cos Lu} 

f\ désignant une forme quadratique des n — 1 différentielles d0;. 
Cette égalité ne peut exister que si les fonctions'0,0,,...,0,., 

sont indépendantes les unes des autres; et, par suite, en les sub- 
Stituant aux variables primitives, on pourra exprimer A et les 
coefficients de f, en fonction de 0,0,,..., 0,4.
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Ainsi, par ur changement de variables qui exige seulement 
l'intégration de n — 1 équations différentielles ordinaires, on | 
peut toujours ramener la fonction quadratique ds? à la forme: 
suivante 

102 (2) ds? — TG + fi(dd,..…., dy), 

où 0 est une fonction arbitrairement choisie, assujettie à 
l’unique condition que A9 ne soit pas nul. 

£n particulier, si l'on a 
° A0 — 5, 

on trouvera 

(73) ds?= d0+ fi(dd,.…., ddn-s). 

Cette remarquable proposition, à laquelle on pourrait aisément 
ramencr la précédente, est due à M. Beltrami. Elle joue dans la 
théorie des formes à x variables le même rôle que la proposition 
de Gauss relative aux lignes géodésiques (n° 519 et 531). 

: On peut définir d’une manière élégante le système des équations 
différentielles dont l'intégration fera connaître les à — 1 fonctions 
Ü; lorsqu'on aura choisi la fonction 0. Il suffit, pour cela, de s’ap- 

‘puyer sur Îles propriétés d’invariance du symbole A(6, 8,). 
Si l’on cherche, en effet, les fonctions & satisfaisant à l'équation 

A(0,u)=0o, 

on trouve aisément, en calculant A(0, &) avec le second membre 
de l’équation (73), que l'équation précédente se réduit à la forme 
Simple 

du 
99 — 2: 

‘ Par suite, elle admet les n —1 intégrales indépendantes 0,, 
2, ..., 0:_1. Il suffira donc d'écrire avec les variables primitives 
l'équation linéaire 

=! _ 1; | 00 du La 
(71) A(0, u)= D 2 DE 37; dqx = 0; 

les » — 1 intégrales indépendantes de cette équation linéaire sc-
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ront les fonctions que l’on devra associer à ( pour obtenir le nou- 
veau système de variables. 

Si la fonction quadratique ds? est telle qu'il existe une équation 
aux dérivées particlles 

(55) | ‘ A0 = U, 

que l’on puisse intégrer complètement, Ü étant d'ailleurs une 
fonction de 13...) qn choisie comme on le voudra, on pourra 
lui donner sans intégration et d'une infinité de manières la forme 

(56) ds? = T + fi(dd;, 1 Uni). 

Car soit 0 une intégrale complète de l'équation (75); en diffé- 
rentiant les deux membres de cette équation par rapport à l’une 
quelconque c; des constantes qui entrent dans , on trouvera 

  

L . 00 90 
et, par suile, Ja” Je 

l'équation linéaire (54). Ce sont là, sous une forme un peu diffé- 

rente, les résultats fondamentaux de Jacobi. - 

seront les différentes intégrales de 

916. Les transformations que nous venons de signaler vont 

nous permettre de traiter le problème déjà posé plus haut relative- 
ment au minimum de l'intégrale 

J ds, 

prise entre deux systèmes de valeurs extrêmes donnés. Pour con- 
server l’analogie, nous donnerons le nom de géodésiques à toutes 

les lignes qui nous donneront une des solutions de ce problème. 

Il est “clair d’ailleurs que ces solutions sont invariantes, c’est-à-dire 

qe "elles subsistent lorsqu'on change les variables indépendantes. 
D'après cela, nous supposerons d’abord que l’on ait choisi ces 

variables de la manière suivante : » — 1 des variables, y, Fans 

seront telles que les équations 

(77) Y1= Ci, …. Va-1= Cn-1
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définissent, quelles que soient les constantes C;, une solution du 
problème, c’est-à-dire une ligne géodésique. La dernière variable 
0 sera simplement une fonction indépendante des prècédentes. 
Pour plus de simplicité on peut supposer que Ü soit la valeur de 
l'intégrale fas comptée sur chacune des lignes géodésiques (55) 
à partir d’une origine fixe, mais quelconque. Alors ds? prendra Ja 
forme : | |  — 

(38) dst= dP+o(a, dYi+e..+ ans dyn-1) dd DD dyidyr. 

Prenons 0 comme variable indépendante et posons 

4 
_ à? 

,t dyi 

ST 
En égalant à zéro la variation première de l'intégrale’ 

Ja = | s' &, 

nous aurons les équations 

d ds ds’ D gr (E=1,92,...,n —3). 

Si nous écrivons qu’elles sont vérifiées par l'hypothèse 

dy1 = dya=...= dyn1= 0, 

nous irouverons les équations 

da; 

CH = 0, (Ë=1,2,...,rR— 1), 

, 

qui.s’intègrent immédiatement et donnent 

(79) ‘ | MON Vis Faye Va t)s (=1,2,...,n—1). 

Ainsi, él faut et il suffit que tous les cocfficients a; soient 
indépendants de A.
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D'après cela, considérons sur le lieu, défini par l'équation 0 — 0, 
qui contient les points de départ de toutes les géodésiques 

Ji= const. (= 1,2... n—0), 

unc courbe quelconque; et cherchons l'angle de cette courbe avec 

la géodésique qui passe en un de ses points. On a, pour la géodé- 
sique, - | 

d = ds, 
dyi = dy:=. = dYa1= LA 

ct pour la courbe 
0 — 0, 

Vis 8Ves +++) OV élant quelconques. L’angle w de ces deux 
lignes, qui est défini en général par la formule (56), aura donc ici 

la valeur donnée par l'équation 

«a; Yi + AÔVa+. + CPECIZE . 

NIK n Sn 
Pour que les lignes géodésiques soient normales-au lieu géomé- 

trique (0 = o) qui leur sert de point de départ, il faut et il suffit 

que l'expression précédente de cosw soit nulle pour toutes les va- 
leurs des différentielles èy;, c’est-à-dire que l’on ait, pour = 0, 

  (830) _.  cosw = 

A = A... = ni = 0. 

Mais, comme ces cocfficients ne contiennent pas 0, éls seront 

alors identiquement nuls. 

Ainsi, si des lignes géodésiques sont normales à une surface 
‘quelconque (4 — 0), tous les coefficients a; disparaissent dans 

? . ' . » . 
. 

l'expression (58); ds? prend la forme suivante 

(81) . ds?= A+ fi(dyr +. da), , 

et, par suile, les lîrnes zéodésiques sont aussi normules à loutes 

les surfaces 
0 = const.
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que l’on obtient en portant sur chacune d'elles à partir de 
son point d'incidence une longueur donnée. 

Telle est la proposition démontrée par M. Beltrami. Elle s'ap- 
plique aussi au cas où l’on considère toutes les lignes géodésiques 
Passant par un même point; car, si l’on prend ce point pour 
origine des arcs, on doit avoir, d’après la définition même de 6, . 

ds = dû, pour 0 = 0, 

quelles que soient les variables J'i Par suite, les coefficients a; et 
Dix doivent s'annuler pour 0— 0. Mais, comme les premiers a; ne 
contiennent pas 0, ils seront identiquement nuls. Ainsi : 

SE, sur toutes les géodésiques passant par un Point, on porte 
des longueurs égales, à partir de ce Point, le lieu géométrique 
de l'extrémité de ces longueurs est normal à toutes les géodé- 
siques. 

571. Les théorèmes précédents, qui constituent une généralisa- 
tion de la théorie de Gauss, meltent immédiatement en évidence 
le résultat suivant, déjà établi aux n°° 331 et 332 pour le cas de 
deux variables. 

La détermination des lignes géodésiques de la forme qua-. 
dratique et l'intégration de l'équation aux dérivées Partielles 

A0=1: 

constituent deux problèmes équivalents. La résolution de l’un 
entraine nécessairement celle de l’autre. 

I ne nous reste plus qu’un mot à ajouter en ce qui concerne le problème le plus général de la Mécanique. Il revient, nous l'avons déjà remarqué, à la détermination des lignes géodésiques de la 
forme 

(82) dS?= (U + DDAX7 dqi dx = (U + h) ds? 

Si l’on remarque maintenant que le paramètre différentiel Aÿ évalué relativement à dS? est égal au quotient par U + 2 du même
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paramètre différentiel relativement à ds°?, on reconnaîtra immédia- 
tement que la solution du problème de Mécanique se ramène à 
l'intégration de l'équation 

(83) A0=U+ A, 

À étant le paramètre différentiel par rapport à ds?. : 

: D’après la remarque que nous avons déjà faite (n° 574), les 
angles des lignes ct des surfaces sont les mêmes par rapport aux 

deux formes dS? et ds?. En tenant compte de ce résultat, on peut 

étendre au problème général de la Mécanique les deux propositions 

relaüves à l’orthogonalilté que nous avons démontrées d'après 

M... Beltrami dans le numéro précédent. On retrouvera ainsi deux 

théorèmes que M. Lipschitz à énoncés dans le Mémoire que nous 

avons déjà signalé plus haut et auquel nous renverrons le lecteur. 

FIN DE LA SECONDE PARTIE.
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courbe est rencontrée seulement par deux courbes infiniment voi- 
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Enveloppes d’une famille de sphères dépendant de deux paramètres. 
— Lignes principales de l'enveloppe. — Elles correspondent à un 
systéme conjugué tracé sur la surface des centres des sphères. —
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courbure. — Application de la méthode générale au système de coor- 
données formé par les lignes de longueur nulle. — Détermination 

des quantités p, q, Fr; Pas Qu l'a ts Ta y N, lorsqu'on connait les 

expressions des coordonnées rectangulaires æ, y, : en fonction de 
deux paramètres &, #. — Application à l’ellipsoïde que l’on suppose 

rapporté à ses lignes de courbure.
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courbe quelconque. — Second théorème de Gauss; extension de la 
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familles d’ellipses et d’hyperboles géodésiques. — Théorème de 
M. Weingarten. — Coordonnées bipolaires dans le plan el sur la 
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du paramètre différentiel AN. — Toute fonction dont le paramètre 
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Lorsque cette fonction contient une constante arbitraire, on peut dé- 
terminer les lignes géodésiques de la surface. — Proposition réci- 
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par une simple quadrature, l'équation 49 = 1, — Théorème de Jacobi : 
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du second ordre des lignes géodésiques, on peut toujours déterminer 
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