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VOLUMUL 1.

MATEMATICI ELEMENTARE.



PREFATA,

O mare greutate, pe care o intdmping studentis dela Matematici —
mai ales cei dela Universitifile din Cluj 51 Cerndufi — pentru pregitirea
examenelor; e lipsa de cdrfi de Matematici superioare in limba romdnd.

Pentru a nldtura aceastd dificultate, Ministerul Instrucfiunii
introdus in budget un fond anual pentru publicarea manualelor didactice
universitare.

Cartea de fafd e publicatd din acest fond si e menitd sd serveascd
de bazd pentru invdfamantul Matematicilor pure §i aplicate la Facultatea
de Stiinfe, la Seoala Politehnicd, lo Academiile de Comerf si de Agri-
culturd si la toate scolile tehmice superioare. : ~

Constatind ci o parte din Matematici se nvatd in licew la o
vrdstd, ciind mintea copilului nu poate prinde toate subtilitifile rafiona-
mentelor ce v se fac, am crezut ci e absolut necesar s se facd la Univer-
sitate o revedere generald a Matematicilor elementare, inainte de a se intri
in studiul aprofundat al diferitelor ramuri din Matematicile superioare.

De aceea acest Curs e MatemATICI GENERALE e impdrfit in doud :
Volumul I, MATEMATICI ELEMENTARE, cuprinde:  Caleulul numeric,

caleulul algebrie, reprezentarea graficd, caleulele cu logaritms, trigono- -

metria si operafiile cu numere apropiate.

Volumul II, MateMATICI SUPERIOARE, va cuprinde elemente din :
Algebra superioard, Geometria analiticq in plan i in spafiu, caleul di-
ferenfial, caleul inlegral §i ecuafii diferentiale.

In partea inidi sunt Conferinfele de Matematici elementare, pe care
le fac la Academia de Comerf i, in semestrul intdi, la Facultatea de
Stiinge din Cluj.

Partea a doua e cursul de Matematic generale, pe care — sub
formd redusd — l-am ficut la Institutul Electro-tehnic dela Universitatea
din Iagi i din care — de sease ani — fac o parte, in semestrul al
dotlea, la Facultatea de Stiinfe din Clug. ]

E evident cd pemtru fiecare scoald speciald, cu caracter practic,
profesorul va alege din acest curs numai pdrfile, pe care le va crede
necesare invifdmantului special din acea scoald.



Cartea va pulen fi consultatd §i de profesorii de Matematici dela
scolile secundare, precum i de ingineri, arhiteci, fizicieni, chimisti, agro-
nomi, ofiferi de arme speciale st tn general de orice persoand, pe care o
poale interesic un curs de Matematici Generale, care incepe cu operafiile
cele mai elementare din Aritmeticd §U se termind eu mofiuni asupra ope-
rafulor superioare din Calewlul diferenfial §i integral.

Terminologia romdaneascd e ntrodusd conform Voeabularului Mate-
matic publicat n biblioteca Gazete; Matematice din Bucuresti.

Acest curs, tipdrit ew multe sacrificii atat din partea tipografier
»Ardealul® et si din partea autorului, apare numai cu scopul de a se
da studenfimii o carte romdineased de Matematici Generale.

Tin sd exprim aci mulfumirile mele Senatului Universitar din Cluj,
care a aprobat ca acest curs sq fie imprimat in editura Universitdtii din
Cluj;: d-lui Inginer R, Ostrogovich, care a desemmat figurile intercalate
in text si Institutului de Arte Grafice ,Ardealul®, care a primit sd ti-
pdreascd civ mari greutdfi tehnice — in condifiile cele mai teftine si cele
mai bune — o carte de Matematici Superioare.

Obserudrile, pe care vor binevo s mi le transmitd cititorii acestui
curs, vor fi primite eu mulfumire st vor servi la imbundtitirea edifiilor
viitoare.

Cluj, 7 Noembre 1995,

G. Bratu,
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'MATEMATICI GENERALE.

- INTRODUCERE.

NUMERELE.

1. Namere intregi. Existenta colectiunilor de mai multe obiecte
asemandtoare a niscut in mintea omului notiunile de wnatate si de nuwmdir
intreg, iar din necesitatea compardrii -colectiunilor intre ele a rezultat
operatia de numdraie si diferitele sisteme de numeratie.

Fiecare numir trebue si aibd wn nume pentru. vorbire si wn semn
pentru scriere. De aci: wumerafia vorbitd si numerafia. serisd.

Pentru a spune (sau scrie ) toate numerele, de care avem nevoe, cu cat mai
pufine vorbe (sau semne ) distincte, s’au introdus, pe langd unititile simple (de
ordinul intai), unitifi de ordin superior (de ordinul al doilea, al treilea, ete,,) cu
conventia urmitoare: n wunitati de wn ordin oarecare formeazi o wnitate de ordin
imediat superior. 5 :

* Numirul » se numeste baza sistemului de numeratie.

Sistemul generalizat prin uz are baza zece §i se numeste sistemul zecimal. Pentru

a scrie toate numerele in acest sistem, avem nevoe numai de zece semne sau cifre :

051,2,8,4,5,6,7,8,9.

Ordinul unititilor se aratid prin locul pe carel ocupd cifra in numir. Cand nu
avem nici o unitate de un ordin oarecare, punem la locul corespunzitor cifra 0.

2. Notatii. Cand vrem si seriem un numar, fdrd sd-i precizim
valoarea, il putern reprezenta printr'o literd. Astfel g reprezintd wn numdr
presupus cunoscut, dar oricare; b reprezinti un alf numiir.

Uneori mai multe numere diferite se scriu prin litere cu indics :
@, @2, bm, by (@ unu, @ doi, b em, b en); alteori prin litere cu accente :

M. G. 1



¢, ¢”, ¢ (e prim, ¢ secund, ¢ terf) sau prin litere grecesti simple, cu
indici sau cu accente: RN SR T S € e ()

‘3. Sivul numerelor intregi. Daci scriem toate namerele intregi
unele dupi altele

(N) Lt e o

astfel ca fiecare numir din acest sir si se capete addugand numai o
unitate pe langy unititile numérului precedent, zicem c¢i am format
sirul natural al numerelor intregi sau sirul N,

Operatia cea mai elementari in Matematici este trecerea dela un
numdr din acest sir la numgrul consecutiv  (imediat urmitor). Aceasti
operatie se scrie cu simbolul + 1 (plus unu). Astfel n+41 insemneazi
numdrul din sirul N, care vine imediat dupi n.

Numirul » se zice al n-lea din sir sau de rang n.

4. Compararea numerelor. Fiecare numir reprezintd o colecfiune
de unitdti. Doud numere ¢ si b se zic egale, cand colectiunile, pe care
le reprezinti, au acelas numdr de unitdti (2); in acest caz scriem

a=b (a égal cu b).

In cazul contrariu numerele se zic neegale si scriem
ab (a diferit de p).

Dacé @ contine mai putine unitifi decat b, zicem ci

a<_b (e mai mic decit b)
sau _
b >a" (b mai mare decat a).
Avem

I Py Ry R B 2
de aceea sirul N se zice ordonat in mod cresedtor. Din contra sirul
o T 5 S T e |

este ordonat in mod deserescator.
A nmumdrd insemneazi 3 spune sirul numerelor intregi in ordine
crescatoare.
i VRN ety e
(1) Vezi TABLELE dela sfarsitul volumuluj,

(2) Adici dacd la fiecare unitate din colectiunea intaia corespunde cate o unitate din coleetiunea
a doua si reciproc.



NUMERELE. 3

Osservagre. In sirul N nu existi niciun numir mai mare decéat
toate. In adevir, oricat de mare ar fi un numir #, numiirul n—41 este
mai mare decat n. De aceea zicem ci sirul numerelor intregi creste la
nfinit.

Pentru infinit se intrebuinteazi semnul oo st sirul numerelor intregi
se poate scrie:

(N) I 05 St S8l 6 Bl L

Cand nu avem nicio unitate, convenim si zicem ci avem 0 (zero) unititi,
Prin generalizare considerim si pe 0 ca un numir si-l asezim in sir la stanga Iui 1.
Sirul astfel complectat:

{I) A B A BRI el

pdstreazd proprietatile sirului N si pentru 0, fiinded avem O04+1=1, 0<n si
n>0, oricare ar fi »n din sirul I

5. Corespondenta dintre numere §i punecte. Pe o dreapti D, in-
cepand dela un punct O, si insemnim niste diviziuni la distante egale.
In dreptul punctului O si punem numdrul 0 (zero) si in dreptul fieciirei
din diviziunile urmétoare si scriem succesiv numerele siralui N (fig. 1).

-

! 2 3 n \j

v

=

o : :
0o U P
Fig. 1.

Cum dreapta este infinitd, se poate scrie astfel pe ea foate nu-
merele intregi. La fiecare numdir din sirul T corespunde un punct de
dwiziune pe dreapta D si reciproe. Daci la numiral 2 corespunde punctul
P, putem zice pungtul » in loc de punctul P.

Punctul O este origina diviziunilor. Segmentul OU este unitatea.
Fiinded dela O pand la P avem #» unititi, zicem ca segmentul OP are
lungimea 7. :

6. Egalitate si neegalitate. Daci « $i b reprezinti doud numere,
a=0b este o egalitate; a<b sau a>b este o neegalitate. Numirul
scris la stanga semnului = (sau <, sau >) se numeste membrul intdi
al egalitatii (sau al nBegalitiitii); numirul scris la dreapta se numeste
membrul al doilea.

Doud neegalitiifi sunt de acelas sens, cand au aceleasi semne de
neegalitate :

a>b,e>d sau a<lb,e<d.

1"



4 INTRODUCERE.

~ Doud neegalititi sunt de seis contrariu, cand au semnele de ne-

egalitate diferite : .
@b Hptig L

Daca b este mai mare decat ¢, numirul & este asezat la dreapta numirului @
in girul I si punctul b este asezat la dreapta punctului @ in ﬁgura 1 i reciproc.

Din definitia egalititii si. neegahté’gu a doud numere [4] rezultd

urmitoarele axiome (1) !

10. Avem intotdeauna &= a.

20, Din - a==b rezulti: b=—a;

3% Din a=0b,b—c rezulti a—ec.

49 Din  a<<h rezulti b>a  si reciproc.

2. Din a=b, b<e rezulti a<e.

6% Din a<<b, b<ec rezulti a<e

. Din a=b, b>c¢ rezulti a >e.

8% Din' a>b,.b>e¢ rezulti uw>e. .

7. Masura. Céutarea deosebirilor dintre obiecte ne-a dus la notiunile
de formd si de mdrime -ca: lungime, suprafati, volum, greutate, capaci-
tate, unghiu, temperaturd, presiune, etc.

Compararea mirimilor se face prin mdsurare.

" A mdsurd. o mdrime M, insemneazd a ciuta de cate ori o alti
mérime m, de acelas fel, se cuprinde in M.

Astfel, pentru a misura o lungime L. se ia o altd lungime 1 ca
wnitate de mdsurd (metrul, cotul, vyardul, ,..) si daci lungimea [ se
cuprinde de » ori‘in L. se zice c¢i numarul »n este mdsura lungimei L
cu ajutorul unitatii 2.

OBSERVARE. Numirul ce rezultd din mumdirarea obiectelor unei aceleasi colectiuni

e intotdeauna acelas; in acest caz unitatea e naturald.
Numirul ce rezultd din masurarea unei marimi depinde de wnitaiea de masurd

aleasd; in acest caz unitatea e conven{ionala.

8. Numere fractionare. In general o unitate de misurd / nu intri
de un numar exact de ori intr'o lungime L.

Sa presupunem ¢it L=AB (fig.2) si cil unitatea de misuri se
cuprinde de #» ori- dela A pand la C, dar mai rimane o portiune CB
mai micd decat [ Avem deci:

e’ n oni 1.2 AB e R C1 ohc L

(1) Adevitruri evidente firit demonstrare,
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In acest caz, pentru a misura si lungimea rimasit CB, impirtim
unitatea [ intr'un numar oarecare de pirti egale si luim una din aceste
parti ca unitate de masurd. Aceasla nouit unitate aleasi se numeste
unitate fracfionard. Vechea unitate | este unitatea intreagd.

» Un numir de unititi fractionare formeaza un wumdr fractionar sau
o fractie. Avem fractii ordinare si fractii zecimale.

s . - .

De exemplu, dacd impérfim unitatea [ in 5 parti egale, una din aceste parti

este o cincime. Dacd cincimea intrid in CB de 3 ori, zicem ci misura lui CB este 3
()

(2} . ~ 5
cinein. Cincimea este o unitate fractionard; numirul 3 cincimi sau 5 este o fracfie

ordinard.
SE L , o
A & B
[
(LW AN
TFig. 2,

In general o fractie ordinard % se scrie cu doud numere intregi @
§i b, care se numesc termenii fractiei; & aratd in cate parti egale s’a
impdrtit unitatea intreagi; o« arati cate din aceste parfi sunt in fractie.
a este numdrdtorul, iar b numitorud fractiei.

: : ; e illj s 3 3
In acest caz unitatea fractionara este 3§t avem prin definitie

% = de a ori % .

9. Numere zecimale. Cand se ia ca unitate fractionari a zecea,
a suta, a miia, ..., parte din unitatea intreaga, numarul - fractionar,
care rezultd din mdsurare, se numeste 2numdr fractionar zecimal sau
fractie zecimald. Numerele zecimale se formeazi §L se scriu dupd aceeas
reguld ca si numerele intregi, cu singura deosebire ci, numdrul zecimal
are doud pirti: partea intreaga formatd din unitdfi intregi sl partea
zecimald formatd din unititi fractionare zecimale. Aceste doui pirti se
scrin una langd alta si se despart printr'o wvirguld (virgula zecimali ).

Unitatile intregi de diferite ordine (dela virgula zecimald spre stinga) sunt '
unimi, zeci, sute, mii, zeci de mii, sute de mii, milioane, ete.

Unitatile zecimale de diferite ordine (dela virgula zecimald spre dreapta ) sunt:
zecimi, sutimi, miimi, zecimi de miimi, sutimi de miimi, milionimi, ete,

Pentru misurare se intrebuinfeazi de obiceiu unititi fractionare
zecimale. Astfel, in sistemul metrie, multiplii si submultiplii  metrului,
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litrului, gramului, se formeazi dupd aceeas lege ca si unititile de diferite
ordine din sistemul zecimal.

De aceea, dacd o lungime misuratid cu metrul ne da: 6 hm 3 m 7 dm si 5 em,
acest numar se poate scrie imediat — cu aceleasi cifre — sub forma de numar zeci-
mal: 603, 75 m. De asemenea se poate scrie ugor masura acestei lungimi, cand luim
ca unitate de misurd un multiplu san un submultiply al metrului: e de ajuns s
punem virgula zecimala la dreapta cifrei care reprezinti noul fel de unitati.

De exemplu: 603, 75 m. = 6, 0375 hm. = 603750 num.

Acesta e unul dintre marile avantagii practice ale sistemului metric.

Totusi, pentru suprafefe unitifile de masurd crescind din suld in sutd, trebue
sd ludm, dela virgula zecimald spre stanga sau spre dreapta, cate 2 cifré pentru fie-
care multiplu §i submultiplu de metru patrat. Pentru volume, unitatile crescand -din
mie in mie, trebue si ludm cate 3 cifre pentru fiecare mulliplu $i submultiplu de-
melru cub. De exemplu :

603,75 mp = 6,0375 damp — 60875 dmp ;
603,756 mc = 0,60376 dame — 603750 dmc.

Toate numerele intregi si fractionare, ordinare si zecimale, se nu-
mesc numere rafionale.

10. Numere complexe aritmetice. La Engleji unitatea de misuri
pentru lungimi e yardul (y) si are ca submultipli:. piciorul (p) si dege-
tul (d)

ly=38p, 1p=124d.

Daci dintr’o masurare am gisit 5 yarzi, 2 picioare si 8 degete, vom
serie 5y 2p 8d; 5y este parted intreagit, 2 p 8d este partea fractio-
nard. Numdrul insd nu este nici intreg, nici fractionar ordinar, nici zeci-
mal. Un astfel de numir se numeste numdr compler aritmetic.

51 la noi in sistemul vechi (cu unititile de misurs romanesti :
stanjenul, falcea, ocaua, ...) rezultatele misuriirilor trebiliau scrise cu
numere complexe. Chiar si azi anumite mirimi, ca unghiurile, arcurile
si timpul, se mai exprimi tot cu astfel de numere complicate, care in-
greuie mult calculele in mod inutil.

Astfel, unghiurile si arcurile se misoari in grade (9), minute (")
st secunde ("): 19=60", 1'=60". Timpul se m#soard in ani (a), luni
(1), zile (z), ore ( k), minute () si secunde (s): 1l2=24h, 12=60m,
1m=60s. ‘

OBSERVARE. Cand ni se di un numir (de ex. 14) fird si ni se arete felul wnitd-
tilor din care e format, zicem ci numirul e abstract.

Cand ni se spune_si felul unitatilor (de ex. 14 metri) - zicem ¢d numérul e
concret.
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11. Numere irationale. Sunt cazuri cand o mirime nu cuprinde
- de un numér exact de ori nici unitatea de misuri intreagd si nici vreo
unitate fractionari a acesteia, ori cit de micd ar fi aceastd wunitate
fractionard. ;

De exemplu, se demonstreazi in Geometrie cd, dacd mésurim
lungimea unui cerc cu diametrul lui, nici zecimea, nici sutimea si nicio
unitate fractionard oricat de mici din diametru, nu intri de un numir
exact de ori in lungimea cercului. De aceea aceste doui lungimi ( cercul
si diametrul lui) se zic incomenswrabile intre ele.

Astfel gsim prin misuriri succesive :
lungimea cercului = 3 diametri - un rest g
= 31 zecimi din diametru - un rest r,
= 314 sutimi din diameltru —+ un rest ry
§i asd mai departe, unde » < 1 ( diametru ), 72 < 1 zecime, r3 < 1 sutime, ete,
In acest caz zicem ci numerele 3, 3,1, 8,14, ... reprezinti respectiv mi-
sura lungimii cercului e aproximajic mai mici decat 1 unitate, 1 zecime, 1 sutime, . . .
Cu cat facem m#surarea cu mai mare preciziune, adicd cu unitifi fractionare
mai mici, cu atat obtinem ca misuri un numir zecimal cu mai multe cifre zecimale.
In practicd, evident ci imperfectiunea instrumentelor de misuri i limita perceperii
simfurilor noastre, nu ne permit si determinim aceasti masurd, decat cu un numir
finit de cifre zecimale. In teorie insd, se demonstreazdi ci aceasti operafie se poate
conticua la infinit,

: Numdrul, care ar reprezentd eract misura lungimii cercului cu
ajutorul diametrului lui, ar trebui si fie exprimat printr'un numir zeci-
mal cu o infinitate de cifre zecimale. Un astfel de numédr se numeste
trafional §i se inseamnd, (de obicei, printr'o literi sau printr'un semn
conwventional.

Astfel se scrie :
lungithea cercului — 7™ X lungimea diametrului,
sau Cii=m = D,
unde numdrul irational g

T = 3,14159265358979323846 . . .

se ia in practicd numai cu cateva cifre zecimale,

Toate numerele rationale si irationale se numesc numere reale.

12. Operatiile fundamentale. Toate calculele elementare se reduc
la 7 operatii fundamentale, care se impart in doud grupe: operatii directe
si operatii inverse. -

Operatiile directe sunt : adunarea, inmulfirea si ridicarea la putere.
Ele se mai numesc si operatii directe de treapta intdia, o doua si
a treia respectiv.
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Fiecare operatie de o treapti nu e decat un caz particular al
operatiei de treapta precedenti.

In -forma cea mai simpld a unei operatii directe, ni se dau douii numere @ si
b si se cere si formam din ele un al treilea numir ¢. In operatia inversid corespun-
zdtoare, ni se dau numirul ¢ si unul din numerele ¢ sau b si se cere sd-l aflim pe
celalalt (& sau a). Totusi avem numai patru operafii fundamentale inverse.

Operatiile inverse sunt: sedderea (operatie de treapta inlaia), im-
pérfirea (operatie de treapta a doua), extragerea rdddcinei si aflarea
logaritmului (operatii de treapta a treia). i

13. Generalizarea numerelor. Fiecare operatie inversd introduce
in calecule numere noi. Astfel sciiderea introduce numerele negative,
impdrtirea introduce numerele fracfionare, extragerea riidicinei si aflarea
logaritmului introduc numerele irafionale si imaginare.



CAPITOLUL I

OPERATIILE DE TREAPTA iNTAIA.

i l. — ADUNAREA.

14. Adunarea este operatia prin care din mai multe numere a, b, ¢,
se formeazd un singur numar s, care contine toate unititile numerelor
date; semnul adunirii este - (plus); s se numeste suma numerelor a,
b, ¢ si se scrie i

at+bie=s.

Numerele a, b, ¢ sunt termenii samei; expresia @+ b |-¢ este suma,
neefectuatd ; s este suma efectuatd.

Calcularea sumei m -1 se reduce la operatia elementard m 1
[3]. Calcularea sumei m +n se reduce la n operatii elunentar sue-
cesive, adicd la a cautd in sirul numerelor

(I) v,1,2,8,...,n,nt+1,
care este al n-lea numir dela dreapta lui m. Avem dar

(1) mtn > m.

Primele » numere din sirul 7 mai mari decit m sunt:

m=+1,m+2,m+3,. ., mtn.

Suma a mai multor numere m--n4-p |- ¢ se capitdi adunand pe
m cu m, apol pe m--m cu p, apoi pe m-Ln--p cu q, ceeace se
aratd in seris astfel:

myntptg = [(min)tpliq.



I. — OPERATIILE DE TREAPTA INTAIA.

15. Legile adunirii. Din definitia adunirii rezulti urmitoarele legi:

10. Adunarea este o operatie intotdeauna posibild si umivoed (1)
in girul numerelor intregi.

20. Adunarea e comutativa:

(2) a+b=bta, 3+5=5+3.

Adicii : intr'o sumi neefectuatii se poate schimba ordimea termenilor,
fird ca suma efectuati si se sehimbe.
39, Adunarea e asociativd:

(3) a+bte=(a4b)te=ai(b4ec),
2+8+5=10+5=—2113.

Adicd : intr'o sum# neefectuati se pot inlocui doi- sauw mai mulfi
termeni prin suma lor efectuatd, fird ca prin aceasta suma totald efec-
tuatd si se schimbe.

4% Din legea 29 si neegalitatea (1) rezultd ci

at-b>a si @b >0
Adic: o sumd de numere din sirul I este mai mare decat fiecare
din termenii ei. :
Invers, daci a>b, b e o parte a lui a si putem scrie
a=0b+mn.

50, Dacil a, b, ¢, d sunt numere din sirul 7, obtinem prin adunare *

dn a=5 din-a>0 dn a>5
== M c==d ce>d
a-te=bid at-e>bd atc>bd

16. Adunarea sumelor. Suma a doui sau mai multe sume ne-
efectuate este egali cu o singuri sumé neefectuatii, care are ca termeni
tofi termenii sumelor date. Adici:

(atbte)+(dte)+(f+g)=atbtetd+etfiy.

Aceastd operatie rezulti din legea 3°. Sumele din membrul intii
se numesc sume parfiale; suma din membrul al doilea e suma totald.

(1) Cu rezultat unic.
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Reciproc: suma totald a mai multor numere se poate considera
ca suma a doud sau mai multe sume partiale.

17. Rezultanti. Suma a L b | ¢ se poate caleula ugor pe o dreapti
divizatd [ 5. Dacd dela O pand la P (fig. 3) avem ¢ diviziuni, dela P la Q
b diviziuni, dela Q la R ¢ diviziuni, dela O pand la R avem a--b-c
diviziuni. Suma s=a--b-}-¢ este numirul, care corespunde punctului R.

a : b : ¢

0 p Q R
: a+b+ec .
Fig. 3.

Segmgntul OR se numeste rezulianta segmentelor OP, PQ, QR.
Insemnand cu OP numdrul, care reprezintd mdsure segmentului OP,
vom scrie

(4) OP + PQ -+ QR=OR.

18. Semhul ¥. Dacil a;, a5, a3, ... ,a, reprezintd n numere dife-
rite, vom zice cd unul din aceste numere e de forma a,, unde r poate
fi oricare dintre numerele 1, 2, ... , n.

In acest caz, suma acestor numere

a1+a2+a3+ ]

se poate scrie pe scurt cu simbolul

n

(5) 2“’ sau 2&, (=10 2500 i n)

r=1

no

care se citeste sumd de a, dela r—1 lo r—mn sau pentru r=1,2,..., n.

I, — SCADEREA.

19. Seciderea este operatia prin care putem scoate dintr'un numir
a atatea unitdti cate sunt int’un alt numdir b.
Cand sciderea e posibili, numirul « se descompune in doud pirti :
19. unititile scoase (b),
20, unitétile rimase (¢)
si trebuie si avem b} c¢=a.
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De aceea se mai zice cii: a seddeq pe b din a insemneazd a gask
un numdr ¢, care adunat cu b si ne dea pe a. Sciiderea este operatia
inversd adundrii. Semnul sciderii este — (minus) si se scrie

(6) a-—=b==¢ |7 dapci bte=a. 7

Expresia a— b se numeste diferentd neefectuatd ; a este descizu-
tul, b sedzdtorul, ¢ restul sau diferenfa efectuatd.
Din definitia sciderii rezulti cii, daci o — b=c¢, avem si u« —c¢=0».

Daca insemnam cu a numirul care se cauti (necunoscut), urmitoarele dous
cazuri se prezintd ca probleme inverse ale adunirii:

10, a2+b=uqu

sau care e numdrul, la care trebue si ad;lnim b unitifi, ca sd cdpitim pe a?
2 btax=a

sau la numdrul b, cate unititi trebue si adundm, ca si cdpitim pe a?

Din punct de vedere al calcului practic, fiinded adunarea este o operatie comu-
tativd [15], aceste doud probleme se reduc una la’ alla,

a

Fig. 4.

Osservare. Dacd n > m diferenta n—m se poate calcula ciiutand
in girul natural al numerelor intregi

(I) 0, 1,858, osw ml

care este al m-lea numir dela stinga lui n.
Primele m numere dela stanga lui % sunt:

WA w2 n—3 . m—m

Dacd » <m, nu existd in girul I niciun numdr, care si fie al m-lea
la stanga lui %, deci diferenta #n—m nu se poate efectui.

20. Diferenta a—b se poate calcula si pe o dreapta divizati (fig. 4) astfel:
dela un punct A, spre dreapta, luim @ diviziuni pand in punctul B; din B, spre
stinga, ludm b diviziuni pand in punctul C; dela A la C avem @ —b diviziuni,
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Putem dar scrie
AB —CB—AC.
Segmentul AC se numeste diferenfa segmentelor AB si CB.

2L, Siruri de operatii. Cand scriem un sir de mai multe operatii
de treapta intiia

2T —5+8—6+2,

convenim ca aceste operafii si se faci in ordinea in care sunt scrise :
271—5=22, 224+8=30, 30— 6=24, 24+92-—196

Dacd veem ca sirul de operatii si se efectueze in alti ordine,
convenim sa punem in parantezd operatiile, care trebue si se faci
inaintea celorlalte. Astfel :

2T —(5+8)—6+2=27—13—6+2=10,

2T — (68 —861+2)=27—9—18

fiinded in prima operatie 5 -8—=13 si in a doua 5 +8—6+2=9.

22. Legile seaderii. Din definitia sciderii rezulty ci :
10, Avem
(a—b)+b=a si (a+b)—b=a,

ceeace se mai poate scrie

(8) a—b-b=— i atb—b=gq.
4
Prin urmare, operatiile consecutive de adunare st seddere ale aceluias
numdr se distrug una pe alta.
In general avem

atbtetd—e=a4btdte—e¢ =a4-b4-d.

20, Ca sd scidem o swmd dintr'un numdr, scidem din numir,
succesiy, toate pdrfile sumei. Adici :

(9): g b s d)y=a—b-—eligs

30, Daci mdrim (sau micsordm ) desedzutul cu un numdr, restul se
mdreste (sau se micsoreazd) cu acel numir. Adic :
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(10) (a4+-m)—b=a—btm

(a—m)—b=a—b—m.

40, Dacd mdrim (sau miesordm) sedzdtorul cu un numdr, restul se
miesoreazd (sau se mdreste) cu acel numdr. Adicd

a1 a—(b+m)=a—b—m <
a—(b—m)=a—Db}m.

59. Dacd mdrim (sau micsordm) §i descdzutul si scazdatorul cu un
acelas numdr, restul nu se schimbd. Adica

(12) (a4m)—(b4m)=a—Db,
(18) (a—m)—(b—m)=a—b.

III. — NUMERE ALGEBRICE.

23. Am vizut céd, dacd @ < b, diferenfa «— b nu se mai poate
calcula cu numerele din sirul 7.

La fiecare operatie inversd vom gisi cazuri de zmposzlnlztale Aceasta
provine din cauzd ci numerele date de colectiuni (numerele naturale)
nu sunt decdt o parte din totalitatea numerelor, care rezulti din mésu-
rarea marimilor sau din operatiile fundamentale.

Dar mai provine si din altd cauzi: numerele, pe langd intelesul
lor cantitativ, mai au si un inteles calitativ (un sens), de care nu se
fine seama in sirul numerelor 7. '

Numeroase exemple din viata practici ne obligd sd considerdam doud feluri de
numere. Astfel: cand spunem cd un loc A, de pe o sosea, este la 2 km de B, locul
A nu e determinat; sunt doud locuri pe sosea la 2 km de B, unul inir’un sens, altul
in celdlalt sens.

Tot astfel : temperatura unui corp fati de un altul poate fi mai mare sau mai micd ;
altitudinea unui loc fa{d de nivelul mérii poate fi deasupra sau dedesubtul acestui
nivel ; timpul se poate socoti in trecut si in viitor dela o data anumiti; o sumai de
bani poate fi cheltuitd sau incasatd, etc,

De aceea, si in vorbire si in scris, trebue si putem ardtd nu nu-
mai nuwmdrul de wnitdfy dintr’o colectie, ci si sensul in care sunt soco-
tite aceste unitéti. :

Un numir, care ne exprimd si numirul si sensul unitétilor lui, se
numeste numdr relativ sau algebric.
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24. Axi. Segment dirijat. Cele douii sensuri de pe o dreapti A
(fig. 5) se numesc: unul (de ~exemplu cel ardtat de sdgeata de pe axi)
sens pozitiv; celdlalt sens negativ.

O dreaptd, pe care s’a determinat sensul pozitiv, este o dreaptd
dirijatd sau o axd. :

Un segment AB poate fi parcurs si el in doudi sensuri: dela A
spre B sau dela B spre A. Cand atribuim unui segment un _sens deter-
minat, zicem cd segmentul e dirijat. In acest caz scriem AB, ca si
aratdm in seris si mdrimea si sénsul segmentului.

A 2 { | +
A +1 B
A . . 4
D B
Fig. 5

Un segment dirijat AB (fig. 5) are:
1°. o origine: punctul A,
20, o extremitate : punctul B,
3% o lungime: |— AB,
4% un sens: dela A spre B.
Segmentul BA are originea in B, extremitatea in A, lungimea tot

— —>
{, dar sensul dela B ,spre A. Segmentele AB si BA se zic simetrice sau
egale dar de sens contrariu.

25. Valoare algebrieci. Daci segmentul AB e asezat pe o axii A
(sau e paralel cu aceastd axii), zicem ci acest segment e pozitiv, cand
sensul lui coincide cu sensul pozitiv al axei; in cazul contrariu seg-
mentul e negativ.

O mésurd, care exprimi si lungimea $i sensul wnui segment pe o
axd, se numeste mdsurd algebried.

Masura algebried a segmentului AB se inseamnd cu AB (cu o

linie deasupra); lungimea sau misura aritmeticd a acestul segment se
inseamnd cu AB (fird linie). Prin urmare :

AB=BA, AB=+BA.
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26. Numere algebrice. Pentru a puted exprima misura algebricd
a unui segment cu un numir, va trebul si introducem in calcule si
numere de doud feluri: pozitive si negative, corespunzitoare celor doud
sensuri de pe axd. Pentru aceasta, facem convenfia urmitoare :

Dacd | e un numdr aritmetic (de exemplu lungimea segmentului
AB sau BA) convenim si scriem pentru segmentul pozitiv AB (fig. 5)

AB= 1=1 (plus I, de acelas sens cu | sau cu axa)

si pentru segmentul negativ BA :

BA ——1 (minus 1, de sens contrariu cw 1).

Numerele |-/ sau — [ se numesc numere algebrice.
Toate numerele

1y 2, By vy Py el L), 0l 0D,
0,
R P R P e TR0 [ SIS A

formeazi mulfimea numerelor intregi algebrice (). Numerele din sirul de
sus se numesc pozitive, cele din sirul de jos negative.

Fiecare numir algebric, afard de O (zero), are

10. un semn algebric: |- sau —,

20. o valoare absolutd: numarul fdrd semmn.

Semmnul algebric se scrie inaintea valorii absolute. Cand inaintea
unui numdr nu e scris niciun semn, se subintelege semnul .

Cand nu vrem sd precizim nici valoarea, nici semnul unui numér
algebric, il putem reprezenta printr'o litera. De exemplu n poate fi un
numir algebric (pozitiv sau negativ). In acest caz valoarea lui absoluti
se inseamnd cu | n | sau N.

Osservare. 19 In notatiile algebrice semnul - insemneazi de acelas
sens si semnul — de sens contrariu. De aceea nu trebue confundate
semnele algebrice - si — cu semnele de adunare si seddere. Cand
aceasti confuzie ar putea avea loc, se serie numirul cu semnul lui
algebric intr'o parantezi: (--3), (—2). .

20, Dacd I e un numdr aritmetic, -1 e un numir algebric pozitiv,
— 1 e un numdr algebric negativ.

(1) Multime = ensemble. aggregato. Menge.
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3% Dacii I e un numir algebric, +1 nu e intotdeauna pozitiv, nici
— [ negativ.

Dacd L e valoarea absoluti a lui I, pentru | = L avem

- +l=+(+L) [de acelas sens cu L] =L pozitiv,
—1l=—(+L) [de sens contrariucu +L] =—1L negativ ;

pentru l—=— L avem
+il=-(—L) [de acelag sens cu — L | =— L negativ,

—l=—(—L) [de sens contrariu cu — L] = L pozitiv.

In amandoud cazurile insd putem serie

[H=4t=[—1}=|+L|=|—L[=L.

Numerele +1 si —1 se zic simetrice sau egale dar cu semme
contrarii [24).

27. Sirul numerelor intregi algebrice. Pe o axi A (pe care pre-

- supunem ci s’a ales sensul pozitiv spre dreapta, punctul O ca origine
si lungimea OA ca wunitate) se pot insemna toate punctele, care sunt la
distantele 1. 2,3, ..., n, ... dela O spre dreapta si dela O spre stinga.
Obtinem astfel o dreaptii divizati pand la infinit in amandoui sensurile.

)\ Arvssin -3 -2 -1 0+ +243 +n i
. R 0 A P

(\f’ﬁ Fig. 6. =

o v :

™.

Seriind, in dreptul fiecirui punct de diviziune P, valoarea algebrici
a segmentului OP, vedem c# la fiecare numir intreg algebric corespunde
cate un punct de diviziune pe axa A si reciproc (fig. 6). Numirul, care
corespunde punctului P se numeste abscisa acestui punct.

Dela punctul O spre dreapta avem numerele pozitive ; dela punctul
O spre stdnga avem numerele negative.

Toate aceste numere, asezate in ordinea in care sunt scrise pe
axa A (fig. 6) ‘

(I) —o0ywy —(nt1), —u,.,,—2,—1, 0,+1,4-2,...,Fn,4(n1), ..., + oo
formeazd sirul numerelor intregi algebrice.

M. G.

w
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Relatiile de mai mare si mai mic, [6], se extind la sirul' I in modul
urmitor. Insemnand cu A un numér algebric oricare, zicem ci :

Orice numér asezat in sirul I I stinga lui X e mai mic decat A si
orice numdr agezat in sirul 7 la dreapta lui A e mai mare decat A.

De aci rezulta ci:

1°. Dintre doud numere pozitive diferite, acela este mai mare, care
are valoarea absoluti mai mare.

20. Dintre doud numere negative diferite, acela este mai mare, care
are valoarea absolutdi mai mici.

3%. Orice numir negativ e mai mic decit orice numir pozitiv.

40. Zero este mai mic decat orice numir pozitiv si mai mare de-
cat orice numdr negativ.

De aceea se scrie :

A>0" pentru A pozitiv
st A<Z0 pentru A negativ.

OsseRVARE. In sirul I nu existi niciun numir intreg mat mare de-
cit toate [4]; de aceea se zice cii numerele intregi algebrice cresc citri
< oo (plus infinit). In girul 7 nu existd niciun numér mai mic decit
toate; de aceea se zice ci numerele intregi algebrice descresec citre
— oo (minus infinit).

—oo  NUMERE NEGATIVE <«— () — NUMERE POZITIVE oo .
1.

0 i

Fig. 7.

E evident ci pentru a exprima misura oricirei mérimi, care poate fi socotitd
in doud sensuri, se pol intrebuinta numere algebrice, Numerele pozitive vor exprima
marimile socotite intr'un sens, iar numerele negative mirimile de sens contrariu.

ExXEMPLE: Temperatura de --300 ( de-asupra. lui 00) si de —300 (sub 00);
anul 1924 (dupd Chr.) si — 1924 (inainte de Chr.); suma de - 4500 lei (incasati)
si de —4500 lei (cheltuitd), ete,

28. Suma a doui segmente. A aduna doud segmente dirijate

—> —

5, si S, (pe o aceeas axii A sau paralele cu aceeas axii) insemneazi
a le aseza pe aceasti axi unul dupi altul, in sensurile lor, asa ca
originea segmentului al doilea si coincidd cu extremitatea segmentului

intai (fig. 8 si 9).
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— . ¥ S .

Segmentul R, care are ca origine originea segmentului intai si ca
extremitate extremitatea segmentului al doilea, se numeste swma algebricd
sau rezultanta acestor doudl segmente si se scrie

Sl = S2 =R.
Astfel in figura 8 avem o e
B BC — AC
&G
A B C i
R
Fig. 8
iar in figura 9 SRR
AC +- CB=AB
o R T Dy !
9, A nr 4 ‘:’
A B ¢
S, :
Fig. 9,

29. Teorema. Oricum ar fi asezate 3 puncte A, B, C pe o axd,

intre cele 3 segmente dirijate AB, BC si AC determmate de ele, avem
intotdeauna relajia

(14) AB + BC=AC.
S P R e g AT
—_— — et

2> 4
O+
oe]

(9]

> U R
a4
w--
>

Fig. 10.

Egalitatea (14) se verifici usor, in toate cazurile posibile, pe
figura 10,
=
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30. Suma2 a mai multor segmente. A adund mai multe segmente dirijate
Sy, Sz, ..., Sp (asezate pe o aceeas axd sau paralele cu aceeas axid) insemneazi a
le ageza pe aceastd axid unele dupi altele, in sensurile lor, asa ca originea fiecirui
segment sd coincidd cu extremitatea segmentului precedent.

Segmentul R, cu originea in originea primului segment S; si cu extremitatea
in extremitatea ultimului segment Sy, se numeste suma algebried sau rezultania seg-
mentelor date si se serie ”

S,—i—S_-—{—...—{—Sn:R.

Aceastd sumd e comutativil §i asociativa [15].

31. Teoremi. Oricum ar fi asezate puncte Ay, A, ..., Ap pe o dreapta,
avem intotdeauna
(15) AjAs | A,A +AA ...+ AniAp —AA

san .
(16) . AAo+ApAy ... AniAnt+An A —0.,

In adevar, dupd 29, avem :
Ady 4 A3 = AAg,  AjAs+ A= A(A,,

i asa mai departe.
In particular, pentru trei puncte A, B, C avem

(17) AB- BC-} CA=0.
32. Adunarea numerelor algebrice. Orice numir algebric « poate

fi reprezentat pe o axi printr'un segment dirijat S. Originea acestui seg-
ment e arbitrard ; misura lui algebrici e a [25].

e a SOBMELE R
A (:) é a%b
0 ) P Q
te a P
Ao atb ;
S Q- P ,
N
Fig. 11.

A aduna doud sau mai multe numere algebrice a, b, ¢, insem-
neaza a cduta miésura algebrici § a rezultantei segmentelor corespun-
zdtoare acestor numere.
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51 in acest caz scriem

Hestibiot6.—=15:1

unde =+ este semnul adundrii.
Astfel, in figura 11, daci OP = a, PQ =0, avem 0Q0-—wa L b.
De aci rezulti regula adundrii a doui numere algebrice :

10. Cand numerele au aceleasi semne, adundm valorile lor absolute
st ddam sumei semnul comun. De exemplu

(18) (+5)+(+9) =+14, (;5)+(__9):_14.

20, Cand numerele au semne diferite, scddem valorile lor absolute
(in-sens aritmetic) si dam rezultatului semnul numdrului en valoares
absolutd cea mai mare. De exemplu

(19) (=8)+(+9)=+2, (+5)+(~9)=—1.

3%. Suma a doud numere simetrice (sau egale dar eu semme con-
trari), este nuld. Astfel

(20) i (+3) +(—3)=0.
40, Dacd unul din numere e nul, suma este celilalt numir, Adicd
{21) (+3) +0=+3, 0+(—5)=—5.

Ca sii adunim mai multe numere algebrice a, b, ¢, d, "adunim
intaiul numdr cu al doilea, suma obtinuti cu al trenlea $i asa mai de-
parte, ceeace se poake scrie :

e+btetd=[(at+d)te]+d.

ExemPLy: (—5)+(42)+(+10)+(—9)=(—3)+(+10)4+(—9)
=(+7)+(—9)=—2.

t

Adunarea algebricd e supusi acelorasi legi ca si adunarea aritme-
ticd [15]. Numai legea 49 pentru numerele algebrice devine

aT+b>a pentru b>0

(22) :
$i a+b<a pentru b<0.

EXEMPLU: (—8) 4 (4-6)=—2>—8; (—8)4(—8)==14<—8,
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33. Sumi algebrici. Intr'o sumii de numere, cu semnele algebrice
scrise, se suprimd de obicei toate semnele de adunare (+ ) si se scriu
numai numerele unele dupi altele cu semnele lor algebrice.

Astfel in loc de

se scrie numai

O expresiune de aceasti formd se numeste o swmd algebrici si
se efectueazd in modul urmitor: E

19. Dacd toate mumerele au aceleasi semne, se adund valorile lor
absolute si se dd rezultatului semnul comun. Astfel

+24443=+49,° —2-1-3=-9,

20. Dacd numerele aw semne diferite, adundm de o parte toate nu-
merele pozitive, de altd parte toate numerele negative si reducem astfel
suma datd la suma o doud numere eu semne diferite, care se calculeazi
dupi revula 32, 2. Astfel,

DB 3— =5 gL gy
§i fiinded 5+8=18, —7T—83—1=—11, avem
5—T7+8—3—-1=13—11=2.
Regula 10 rezul!d din 32, 1.

Regula 2) rezultd din aplicarea succesivd a legilor scaderii 22, 3 si 4. Astfel
pentru 5—7+4-8—3—1, putem scrie

5—T4+8=(5-48)—T7=183—T7  [dupa 22, 3],
5—7+8—3:13—7—3=13—(,+.,)=13—10 [dupa 22, 4],
5—T48—3—1=18—10—1—13—(10-+1)—13—11—2,

Dacd avem in sumi doa\ terment egali dar cu semme contrarii, ii suprimim.
Asfel: 5—3—748—=5—7=—2, fiinded —3-+3=0.

34. Adunarea sumelor algebrice. Ca si adunim doui sume al-
gebrice, scriem, dupd suma intdia, tofi termenii sumei a dowa cu sem-
nele lor. Astfel: ‘

(1) (a—b-te) +(d—et+f—g) = a—bte—d—etf—g

- Exempru. (8—5)4(—246—1)—3—5-946—1—9—8—1_
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35. Seciderea numerelor algebrice. Dacii a si b sunt doudd numere
algebrice, zicem ci

(23) wia=b=d daci bi+d=ua.
Insemnand cu b’ simetricul lui b , deducem din ultima egalitate
b+d+b=a+0
si cum b+0"=0, avem d=a+d" sau
(24) O

Recuri: Ca si seddem douii numere algebrice, adundm desmzutul
cuw simetricul scazatorulm
EXEMPLU. T-=(48)=T+4(—8)=T7—3—4,
(—7)—(-3)=(—7H—(+3)=—7+3=—4

OBSERVARE. Cu aceastd reguld diferenfa ¢ —b, a doud numere aritmetice, se
poate calcula in toate cazurile:

dacd a>b, avem a—b=-4(a—b)>0 (diferenti pozitivi),
dacd a=b, avem a—b=b—a=0 (diferentd nuld),
daca a<b, avem a—b——(b—a)<0 (diferents neqativd ).

Diferentele a—b s§i b—a se zic opuse; ele reprezintd doud numere 8i-
metrice sau egale dar cu semne contrarii. Avem dar, pentru a +b,

(25) a=bitb—a §i Ja—bl=|b=al:

Numai pentru ¢=b avem a—b=>b—a.

Exempiu:. T-25=2, 5—5=0, 2—5=——3,

36. Diferenta a doud segmente. Si insemnim eu S, si S, douit
segmente dirijate pe o axd si cu S’, simetricul segmentului S, .

Dupd definitia generald a sciiderii, diferenfa S;—S, este un seq-
ment, care adunat cu S, ne dd pe S,.

Observiim si in acest caz, cil pentru a scidea segmentul S, din S,
e deajuns sd adundm pe S, cu simetricul lui S,, adici

(26) P IR e ot

In adevir, dupd regula adunirii segmentelor dirijate [28], avem

8.8 +5=8].
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Astfel, pentru segmentele AB=0a, CB =1 (fig. 12) gisim
AB—CB =AB+BC=AC.

: a
A C B
a-b : b s
Fig. 12.

37. Valoarea unui segment. Dacii [ e valoarea algebricd a unui

segment AB pe o axi A (fig. 13) si dacit @ si b sunt abscisele punctelor
extreme A si B [27], avem in toate cazurile

RecuLi. Valoaren algebricd a unui segment pe o axd este egald cu

diferenfa dintre abscisa extremitdfii si abscisa originit lus.
In adevér ,oricare ar fi pozitiile punctelor 0, A, B pe axa A, avem

. a ! [
A 0 é b
0 A B e
5 —
Fig. 13.

intotdeauna [29]: OA+AB= OB, deci EZ OB—OA sau, cu nu-
merele algebrice corespunzitoare, l—b—a.

ExempLu: Daci punctele A si B au respectiv abscisele +5 si — 11, valoarea
algebricd a segmentului AB este (—11)—(+5)=—186.

OBSERVARE. Dintre trei puncte A, B, € agezate pe o aceeas axd, cu abscisele
a, b, c respectiv, punctele A si C se zic simetrice fati de B, daca punctul B e mijlocul
segmentului AC. In acest caz avem, in mirime si in semn,

AB=BC sau b—a=c—b.
38. Sciderea unei sume algebrice. Ca sa scidem o sumd algebricd,
seriem dupd descizut suma scazdtonre cu toate semmele schimbate. Astfel :
() (a—b+e)—(—d—et+f—g) =a—b+e+d+te—f+y.

In adevér, restul adunat cu scizitorul ne da pe desciizut.
ExempLu: (3—5)—(—246—1)=8—5}+2—64+1=6—11——35.
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39. Sumi algebriei in parantezi. Daci insemnim cu S o sumi
algebricd si cu 8" suma S cu foate semmele schimbate, din egalititile
{I) si (1I) rezultd ci

10, Putem suprimi o parantezd, care inchide suma S, g semnul
dinaintea parantezei, aplicand regula urmitoare :

F(8F=8 R{(®)=F
De exemplu, dacdi S—=5—8-17, avem §——518—7 si putem scrie
(5 —84T)=5—8+4T7; —(5—8+T7)—=—54+3—7.

20. Putem inchide suma S intr'o parantezd punand inaintea paran-
lezei semnul + sau —, dupid regula urmitoare :

S= +:(8); S=—(8).
De exemplu, pentru S =5—38 + 7, putem scrie
5—84T=+4+(5—84T7); 5—84F=—(—5+8-17).
Prin urmare avem :
at+(b+e)=a-+b+e, a+(b—e¢)=a+b—c,
a—(b+e)=a—0b—c, a—(b—¢)=a—b+Le.

40. Egalitati si neegalititi algebrice. Adunarea si seiderea lor,
10. Dacd a si b sunt doudd numere algebrice

dn  b>a rezulti b—a>0),

(28) G b a0,

» b < a ” b —a < O ’
si reciproe. £ :

Aceste relatii au fost stabilite pentru a i b pozitive [35].

Daci o si b au semne diferite, pentru b>a trebue si avem a=— 4
b=-+4-B; deci b—a=B-}A4>0.
Dacd @ si b sunt negative, a=—A4, b=—B, pentru b>a trebue si

avem B<A; deci b—a=—B4+A4—=4—B>0.
In acelas fel se stabilesc relatiile (28) si in celelalte cazuri,

20. Din @ = b rezultd, oricare ar fi ¢,
at+te=bte, a—c=b—e, ec—a=—c—5b.
In general, din a=>5, c=d rezulti

ate=b+d, a—e=b-—d.
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30. Daci schimbiim semnele ambilor membri ai unei neegalititi,
neegalitatea isi schimbd semsul. Adicd :

(29) din a>b rezulti —a<<—25.

In adevidr, prima neegalitate ne da a—0b >0, care se mai poate scrie
(—b)—(—a)>0; deci'dupd 40,13, —b>>—@ tsau —ag——10.

4% Dacid a>b, avem oricare ar fi ¢,
at+e>b+e, a—e>b—¢ dar c—a<c—0.

In adevir, din a>b 6 deducem a—b>0 si
(a+t-c¢)—(b+c)=atc—b—c=a—b>0,
(a—c)—(b—c)=a—c—btc=a—b>u.
(c—a)—(¢c—b)=c¢c—-a—ect+b=b—a<0.

In general, din a>b, c¢=d rezulti x
at+c>b+d, a—c>b—d dar c—a<<d—Dh.

50 Dacd a>b, ¢>d, avem a+c¢>bLd.

Din a>b deducem a-tc¢>b-tec sidin ¢>d deducem bte¢ > b--d;
prin urmare

a+(:>b—{—.c>b+d.-

In general, cand ni se dau mai multe neegalititi, toate de acelas
sens, dacd le adundm membru cu membru, cipitim o neegalitate de
acelas sens cu cele date. Astfel din

: M R e S
rezulta
s+ a4+ .. L, < by +b,L+ ... +0,
sau .
Ya, < Tb (p= 12, s5m);

60. Din ¢ >b, e<d rezulti a—c>b—d.

In adevdr, din prima neegalitate deducem a—c¢>b—c¢ si din a doua
b—e>b—4d.
De asemenea din a<<b, e¢>d rezulti a—ec<b—d.

Prin urmare : daci scidem membru cu membru doui neegalitifi
de sens contrariu (cea de a doua din cea dintai), cipitim o neegali-
tate de acelas sens cu cec dintdi.
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70. Din
= (30) at+tb=ctd,
scizand pe b sau pe ¢ din ambii membri ai egalititii, deducem
at+tb—b=c+d—-0b sau a—c+d-—"0,
at+tb—c=c+d—ec¢ sau at+b—c=d.
In acelas fel, din
(31) atb>ctd,

deducem
a>ct+d—0 sau at+b—c>d.

Prin urmare: intr'o egalitate sau neegalitate algebrici putem trece
. un termen dintr'un membru in celdlalt, dacd schimbam semmul -acestus.
termen.

ExempLu. Din 5 —7<<—3-48 rezultd
5<—848+}7 sau 5—7—8<—3.
In particular, dacil trecem toti termenii in membrul intdi, egali-

tatea (30) devine
a+b—c—d=0

s neégalitatea (31) devine

‘a+b—c—d>0_.

REZUMAT.
Aduniri: :
Din a>b $ a=b a=>b a=>b
rezulta e== =9 ¢c>d

—a<—b atec=btd ate>b-t+d atec>b+d

Scaderi :
2 a=>b 17 a>b a<<b
c=d a=>b c<d ¢c>d

a—c>b—d c—a<<d—1b a—e>b—d a—c¢<b—d.

41. Valori absolute. 1°. Insemnand cu « si b doui numere al-
gebrice si cu |[a| =4, |b| = B valorile lor absolute, trebue si se
observe ci:

Dacd a si b sunt améandoud pozitive, avem a=A, b=RB si din _
a<b sau A B rezulti |a| <L |b].
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Dacd @ si b sunt amandoui negative, avem a—=—A4, h=—B
sidin a<b sau —A < —B rezulti 4> B sau la]l>1b].

Dacd a si b sunt de semne contrarii, si dacd ¢ < b, putem avea
sau A<B, sau A>B, sau A=RB, deci poate rezulta

san el <|0], s |a|>|b|, sau |a]=]0].
ExEMPLE : _ '
Din VBT g i MRl ST S (el s
rezulta P 8>3 :3<7 9>3 B=—8
adied [+5|<|+T| [ =8]>|—=3] [—2<|FT| |—9|>|+8] |—5|=|+5].

20 Dacd A e un numir pozitiv, din | a | << X rezultd
—r<a<<+2A.

In adevir, dacd a e pozitiv, avem o — A4 < A si

T B .
dacd @ e negativ; avem @ = — 4 si din X > A4 rezulti —\ <—4A =
-deci

—A<a<+A.

Reciproc, din — 1 < a < + X deducem |a| < .
Exempry. Din |2 | <8 rezultai —38'< # < -3,

3% Din |z—a| <vl‘ rezultd
A — A< < gk,
In adeviir, daci |z —a | << avem dupi 41,2
— AT g —{—‘l
i adunand « la fiecare membru al acestor neegalitati, deducem-
a>— A < i< lg .

ExempLE. Dacd | v — 100 | < 6 avem

100 —6<2<<1004+6 sau 94 <2 < 108.

Daca |2—86| < 100 avem
6—100<:1:<6+100 ‘sau — 94 << a < 108.
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49. Teoremx. Valoarea absolutd a sumei a doud numere algebrice
este cel mult egald cu suma (si cel pufin egald cu dbferen;a) valorilor
absolute ale acestor numere. Adici :

(1) la] —10] = |la+b]| = |a|+]b].

In adevir, fie |a | =4 < |b| = B. Dacii a si b au aceleasi
semne, avem

. |6 48| =|A+B|=] —A—B|=A+B>A—-R,

deci
la| — 0| <|a+b|=|a]|+|b].

Dacit @ si b au semne contrarii, avem

la+b|=|4A—B|=|—-A+B|=A4A—B<A+B,

deci :
lal=lbd|=]at+b|<|a|+]|b].

OBSERVARE. Fiinded a—b=a+(—b), daci |[a|>|b|, avem i pentru
diferenfa a—b neegalitilile

(32) lal—1b| S Ja—b| = | af+|b]

0. TeoreMk. Valoarea absolutd a-sumei mas multor numere algebrice
este cel mult egald cu suma valorilor absolute ale acestor nuwmere. Adicd :

(33) latbte| = |la|+]b]+|e].

In adevir, a—l—b-l-c se poate scrie (a--b)-c si dupd teorema
precedentd avem

latbtel = latd|+]el=lal+]b]+]e].

In acelag fel se arati cd, daci teorema e adevirati pentru o
sumd cu n— 1 termeni, e adeviirati si pentru o sumd cu » termeni.
Teorema e dar generali:

Daci ay , ay, ..., an sunt n numere algebrice, avem -

|a1+az+ +an| 'all‘l‘laz, +|aﬂl
_ sau

(IV\)\ |2al’l éxla‘!’l (p:1727°"7‘n)'
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EXERCITIL

1. Se dau trei numere a, b, ¢, §i se cere si se scrie alte trei numere x, ¥, 2,
.astfel formate :

10, x si fie cu p unitifi mai mare decat «, # cu ¢ unititi mai mic decat &,
z cu r unitati mai mare decat e.

20, 2 sd fie cu b unitdfi mai mic decit @, y cu x unitdti mai mare decat b,
z cu 2 unitdfi mai mic decat ¢.

R. 10 z=a-+tp, y=b—q, 2=c+7r; 20 x=a—b, y=a, 2—=c—a+b.

2. Pe un camp avem frei puncte asezate in linie dreaptd si in ordinea A, B, C.
Doud persoane, plecdnd din punctul B, fac pe dreapta AC:

10 Prima 85m spre A, 200 m inapoi si apoi iar 6l m spre A; a doua 36m
spre C, 196m inapoi si apoi iar 114 m spre C.

20, Prima @ metri spre A, b metri inapoi si apoi iar ¢ metri spre A; a doua
d metri spre C, e metri inapoi si apoi iar f metri spre C.

La ce distantd se gisesc cele 2 persoane in fiecare caz si cati metri a par-
curs fiecare ?

R. 10. Luand punctul B ca origine §i dreapta AC ca axzd cu sensul pozitiv
-dela ‘A spre C, drumurile ficute inspre C vor fi pozitive, iar cele inspre A vor fi
negative, i

Prima persoand vine in punctul M cu abscisa — 85 - 200 — 61 = - 54;
a doua persoand vine in punctul N cu abscisa 86— 196} 114=—46. Distanfa
dintre ele este NM==46 - 54=100 m. Fiecare persoani a parcurs cate 346 m.

0, Prima persoand vine in punctul M cu abscisa —a--b—e¢; a doua vine

In punctul N cu abscisa d—e-f. Valoarea algebrici a segmentului MR este

MN—=(d—e-f)—(—at+b—c)=d—etf+a—bte.
Distanfa dintre cele doud persoane este
MN=|d—e+f+a—b-}c]|.
Prima persoand a parcurs in total @ b-¢ metri; iar a doua d-}-e--f metri.

3. Luandu-se aceleasi date pentru amandoua cazurile, se intreabé, in fiecare caz,
-cati metri §i in ce sens mai trebue si meargd a doua persoand, ca sid ajungd intro
pozitie simetricd cu cea dintdi fafd de punctul B.

R. Consideram numai cazul 20, Persoana intaia-vine in punctul M cu abscisa
—a—b—c. Simetricul punctului M fatd de B este punctul M’ cu abscisa a—b--c.
Dupa datele problemei persoana a doua ajunge in punctul N cu abscisa d—e--f. .
«Ca si vie in M’, mai trebue si parcurgd segmentul relativ

NN —a—bte—dte—f.
4. Sa se efectueze urmitoarele sume algebrice :
S = 6405 — 3240 — 472 - 719 4-56 — 9007,
S; = 6405 |- 3240 | 472 - 719+ 56 - 9007 ,
Sp =— 6405 — 3240 — 472 — 719 — 56 — Y007 ;
=848, b=8+8, ¢=8—8, d=8—8, e=8+8, [=8§—38.
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Generalizare. Dacd P e suma tuturor termenilor pozifivi si — N suma tuturor
termenilor negativi ai unei sume algebrice S, avem S—=P— N.

Cum se scriu in acest caz expresiunile Sy, S,, a, b, ¢, d, e, f, cu ajutorul
numerelor P 3i N? Ce relafii existd intre ultimele 6 expresiuni-algebrice ?
R. In cazul numeric particular avem :

" §=T180 — 12719 = — 5539, 8 ="T1801-12719=19899, S,——19899,
a=--TI180 - 7180 = 14360, b=— 12719 —12719 — — 25438,
c=—25438, d=14360, e—=0, f=19899-]-19899—39798.

In cazul general avem :

§S=P—_N, S$=P+N, S=—P—N, a=—2P, b=—2N,
¢=—2N, d=2P, ¢=0, f=2P-4}2N;
a=d, b=c¢, e=a—d=b—c¢, f=a—b=d—c.

3. Si se calculeze numarul x, care satisface la una din egalitifile urmitoare:

10 315 =452, 20 @ — 28=201,
40, _242—}—:1::194, 50, x — 72 =—151,
. x+a=b, 8 x—m=mn,

3%, 156 — =83,
60, 32¢ — x=1259,
P p—x=q.

#

Penfru ultima linie gisim

~

70, m:b—a,A 8. x=ntm, P —ar=q—p sau x=p—q.

6. S& se determine toate numerele «, care satisfac la una din neegalitifile
urmatoare :

1% 2 +315 < 452, 20 x—28 > 201, 39 156 —z < 83,

49 A gl b, 5 2x—m >n, 60. p—a<q.

R. 2 2<b—a, 50 xz>m+tn, 6. —x<qg—p sau x>p—q.

7. Dacd |a—a| <X, |b—pg|<p, |e—y|<Vv si se arete ci

leZbte—atpg—y|<At+ptr.

R. Avem
, a—bte—otpg—y=(a—a)—(b—p)+ (c—7)
$ 3
il a5 Ll I g o 7 e e T
8. Sd se arete ci din neegalititile
oy —al<A, |m—a|l<a
rezultd
[y — x| <2 X.

R. Avem

im—m|=|oy—ata—m| < |oy—a|4|z—al < 2.



CAPITOLUL 1In.
OPERATIILE DE TREAPTA A DOUA.

I. — INMULTIREA.

42. Inmultirea cu un numir intreg este o adunare de numere
egale. De exemplu in loc de suma

at+tat ... -}Fa

unde @ este luat de b ori, se scrie @ xb sau a.b sau ab si se citeste
de b ori a sau a inmultit cu b.

Dacd axXb=p, a este deinmudtitul, b mmulfitorul, a b este
produsul neefectuat, p este produsul efectuat. Numerele a si b se nu-
mesc factorii produsului.

- == a >

Fig. 14.

Semnul inmultirii (X sau.) nu se scrie intre doud litere sau intre un
numar si o literd. Astfel :

Sa=a+a+a+ta+a (de5 ori),
ma=a-a+ ... +a (demori). ~
43. Produs grafic. Daci un dreptunghiu arve lungimea de  cm. §i lifimea de

b em. (fig. 14), suprafata lui contine ab centimetri patrati. Putem reprezenta dar, in
mod grafic: produsul a doud numere intregi prin suprafaia umui dreptunghiu,
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De exemplu, tabla lui PYTHAGORA (1), care ne di loate produsele a doud nu-
mere de cate o singurd cifrd, se poate construi pe o hartie cadrilats, firi niciun
caleul si fird nicio cifrd, in modul urmétor :

Fig. 15.
44. Multiplu. Dacii inmultim un numir « rand pe rand cu fiecare
numdr intreg, formim sirul de numere
(1) a,Za,'Sa,...,ma,,(m-i—l)a

2a este dublul lui a; 3a triplul lui @ ; in general ma se numeste
un multiple al lui a. Sn‘ul (1) este sirul multiplilor lui a.

Multiplii lui 2 se numese numere pdrechi sau cu sof. Daci n este
un numdr intreg,

g a=2n  insemneazi  a pireche,

a=2n+1 ¥ a nepdreche.
Primele » numere intreg1 pa,rec}u sunt 2, 4,6,....,2%n; primele » numere
intregi nepiirechi sunt 1,8, 5,..., 2a—1,

(1) PYTHAGORA, filosof grec, niiscut la Samos in secolul al VI-lea a. Chr.

M. G. 3



45. Inmultirea numerelor algebrice. Cand inmultitorul e un nu-
mér intreg si pozitin, avem

R I U R R ) (a de n ori).
Prin urmare
(+4).n=(+A4)+ (F4)+(+4)+ ... +(+4) =+ 4n
(—A).nZ(—§)+(—§)+(—§)+ oo F(—A)=—=A4n
- n

In particular: 1Xn—=n, 0xXn—=0.

Cand inmultitorul e 1, 0 sau un numir negativ —mn , inmultirile
se definesc in modul urmitor:

(2) e.l=a, ‘0.0=0,

a.(—n)=—an.
Toate aceste operatii se rezum# in urmitoarea

Recuik. Ca si inmultim doud numere algebrice, inmultim valorile
lor absolute si dam produsului

semmul = dacd factorii an aceleasi semne,
semnul — dacd factorii au semme contrarii,

REGULA sEMNELOR la inmultire se mai enunii si astfel :

4+ cu + dd + — cu + da‘—
S=ocn —odi — =ien — -di ki
EXEMPLE: (43).(45) =15,

(—2).(+8)=—18,
(4+4) (—6)=—24,

(—=7).(—4)=-1-28.
Se verifici usor cd oricare ar fi numerele algebrice « si b, avem

@).(+0)=+ab,
b

] (+
3
3) (+8).{—b)

—ab, (—a)(—b)= +ab.

In particular

Deci: a tnmudfy un numdr ew —1 nsemneazd a-i schimba semmul
si reciproc.

Astfel: (—1).8=—38, (—1).(=5)=45, —7=(—1).7.
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OBSERVARE. Din formulele (2) $i (3) rezultd ci
ab >0 insemneazd - @ si b cu aceleas semne,
ab < 0 5 a si b cu semmne contrarii,
ab =0 % sau ¢ =0, sau b=0 sau a = b = 0.

e
46. Inmulfirea unui segment eu un numir. Daci AB e un seg-

ment paralel cu o axd A si cu valoarea algebrici I, produsul «.AB
este un segment paralel cu axa A, cu lungimea | al| si cu sensul
ardtat de semnul produsului @?. ’

ExempLU. Sd presupunem ci un punct M (un mobil) se misei pe o axd A cu
0 miscare uniformd de v centimetri pe secundd (fig. 16 ).

| A" S -
A #; v
0 M -
Fig. 16.

Dacd dupa ¢ secunde mobilul M a parcurs distanta OM, zicem ci f este fimpud,
OM=se spatiul, iar » vitesa sau iufeala in aceasti. migeare.

Marimile s si v se reprezintd prin doud segmente dirijate pe axa A; s este
segmentul (Tﬁ, lar-w e un segment cu originea in M, cu lungimea | v | si cu sensul
ardtat de sensul misedrii, Timpul 7 se consideri ca numéir algebric: negativ daci M
n'a ajuns ined in O; nul cand M trece prin O si pozitiv dupéce M a trecut prin O.

Regula inmulfirii numerelor algebrice, ne arati ci avem intotdeauna

%) ‘ v = wil

care e legea spafiilor in migcarea uniformd.

Egalitatea valorilor absolute S = V7' rezultd din insdsi definitia misedrii uni-
forme (!). Mai rdméane si aritim ci s i v¢ au aceleasi semne. .

In adevar, daci »>0, mobilul M se miscd spre dreapta pe axa A sl pentru
t<<0 (adicd inainte” ca M si fi trecut prin O) M e la stanga lui O, deci s<0
(s1 v¢<<0); pentru ¢ >0 (adici dupice M a trecut prin O) M e la dreapta lui O,
deci s>0 (sivt>0),

Dacd »<0, mobilul M se miscd spre stanga si pentru ¢<0 (adici inainte
ca M sd fi trecut prin 0) M e la dreapta lui O, deci s>0 (si vt>0); pentru
>0 (adica dupi ce M a trecut prin O) M e Ia stanga lui O, deci s<<0 (sivt<0).
-

47. Produs de mai multi factori. Cand scriem a X b X ex d sau
a bcd, intelegem deocamdati si inmultim pe a cu b, pe produsul ob-
tinut sd-1 inmulfim cu ¢ si pe noul produs cu d, operatii, care se arati
in seris, eu ajutorul parantezelor, in modul urmitor:

aXbxexd=[(axb)xe]xd.

(1) Dacéi intr'o secundd se parcurge drumul V, in T secunde se va parcurge drumul § = V.T.

P
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Factorii a, b, ¢, d pot fi pozitivi, negativi sau nuli. 1
Produsul a # numere algebrice a,, a,, ..., ax se scrie pe scurt
cu simbolul )

n
Ia sau Ila, (7':1,2,...,%),
r=1

care se citeste produs de a, *dela r—=1 lgr —n sau pentrur—=1,2, ... n

.

Din definitia acestui produs rezultd urmitoarea .

Recuri. Ca sd inmulfim mai multe numere algebrice, immultim
valorile lor absolute st dam produsului :
semnul L dacl avem nwmai factori pozitivi sau

dacd avem un numir pdreche de factori negativ ;
semnul — daci avem un numir nepdreche de factori negativi.

EXEMPLE, (-;"—5).(—3).(—.’—2):—5_3.2:~30,
(=8)u( = 2) (= 8l 1) (= 7) =4 6.2/8.4. 7= = 5064

Osservare. Egalitatea Ma, — () Insemneazi cid cel putin unul dintre
factorii a, e nul. ;

48. Valori absolute. Din regula precedentii rezulti cd, oricare ar
fi numerele algebrice Ay, Gp, Q35 ..., Gp, avem

layazas ... 4, = lar|.laz).|ag] ... | an |
sau

(V) Mo = Wia] - fr—15

TeoremA. Valoarea absoluts o produsului unor numere algebrice
este egald cu produsul valorilor absolute ale acestor numere.
" 49. Factori egali. Produsul a n numere
sl se citeste o Ia puterea n sau a la n .
a este baza, iar n exponentul puterei.

egale cu a se scrie gn
Expresiunea a* este o putere;
d

Astfel : x
@.6=0? (ala a doua),
(5) d.6.6a =a® (ala a treia),
' -2.a....a=a" (ala a na).
L =2 3 n

Pentru exponentul 1 se scrie ==t



L. — INMULTIREA. : 32

OBSERVARE. 107 este 1 urmat de n zeruri, adicd unitatea intreagd de ordin
%1 [1]. Astfel in sistemul zecimal avem: zecea =10, suta — 102 , mita =103, ete
" Un numir scris cu cifrele abedef e format din f unitati simple, e zeci, d sute,

¢ mii, b zeci de mii $i ¢ sute de mii. El confine dar, in total,

@ 10°4+-b. 10"+ ¢, 1034 4. 10°f-¢.10 -/
unitafi simple.

50. Expresie algebriei intreagid. Se numeste expresie algebricd
un sir de numere si de litere legate intre ele prin semne de operatii.
O expresie algebricii in care, intre numerele reprezentate prin
litere, nu avem de ficut alte operatii decat adunare, seidere si inmul-
fire se numeste expresie algebrici intreagd. Astfel
@A b2 g — 5B, 2ab2 L abe,

Saldc—3ath2 4 (a2 —2b) (a3 L+ b)2,

sunt expresii algebrice intregi.

51. Legile inmillﬁrii. Din definitia inmulfirii rezultd urmitoarele legi:
1°. Inmultirea e o operatie intotdeauna posibild si univoed (1)
20, Inmultirea e comutativd. Adici avem

{(6) ab=ba, abed =dach.
Valoarea wwwi produs de mai mulfi factori ww se schimbd, dacd
schimbdm ordinea factorilor.

3%, Inmutirea unei sume algebrice cu un numir e o operatie distri-
butivg. Adici v
{7) m(a+bte)=ma-L+mbLme.

In adevir, pentru m pozitiv, avem

m (Aa—'l—b—{—c)za—{—i)%—c 4 a—}-g—{—c + ...+ a—}-’l;l—l—c

j =atat ... fatbtbt ... fbtetot... fo
1 2 m 1 2 m 1«2 m
=ma-+mb-tme.

Pentru m negativ, m —— M, “avem
m(atbte)=— M(a+bfe)——Ma— Mb—Mec
=(—M)a-}—(-—M)b+(—-M)c:ma—{—mb—{—mc.

(1) Cu rezultat unic.
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Recurk. Ca sd inmulfim o swmd algebricd cu wn numdr, sau efec-
tudm suma §i o inmulfim cu numérul, sau tmulfim numdrul cu fiecare
parte a sumei si facem apoi suma algebried o produselor obtinute.

ExempPLU. (8—5-47) X 38=10X%3 — 30
saut = (8—H4T)X38=24—15-1-21—30,

a e i

Osservare. Dacit numerele a, b, ¢, m sunt pozitive, formula (T
ne di '

(8) (‘a—{—bJ,—c).m:a,.m'Tb.m—{—c.m

egalitate evidentd pe figura 17,

G — :
g (a—b)m W el
!}
:
————————— 1
i b :
Fig. 18
si
(9) (a=d).m=a.m~b.m

egalitate evidentd pe figura 18.

40, Inmultirea e asociativd. Adici

(10) abe=(ab).c=a.(be).
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% In adevir, dupd 45, semnul acestor produse e acelas, iar pentru valorile lor
absolute putem scrie

(AB).C=(B-}+B+ ... +§).0
T 8 .
=(BC+BC} ... —{—BAC)=A.(BC').
1 2
ExempLU :
(—=2).(+38) . (=3)=[(—2).(+3)].(—5)=(—2).[(+3).(—5)]

adicd

(—=2).(4+3).(—=53)=(—6).(—5)=(—2).(—15) =} 30.

52. Inmulfirea produselor. Ca si inmulfim un produs neefectuat
cu un numdr, nmulfim numai pe unul din factorii lui cu aeel numdr.
In adevir, din legea 49 a inmultirii rezulti ci

(11) (abc)m:abcm:(am)bc:a(bm)e:—ab(cm).

Inmulfirea unui produs cu un numir nu e o operatie distributiva (1).

 ExemPLU: [5 X3 X (—T)]X4=(—105) X 4 —— 420,
sau [5X 38X (—T7)]X4=20X38X(—7)=—— 420,
=5 X12X (—1T)=—490,
=5X 38X (—28)=— 420

* Ca si inmultim doud sau mai multe produse neefectuate, formam
un singur produs din tofi factorii lor.

Astfel : :

(abe).(de) = abede.

53. Faetor comun. Egalitatea.(7) se scrie, in general,
i’ 4
(VI) m(ay+ap+ ... +an)=ma;+md,+ ... +ma,
- oricare ar fi numerele algebrice m, ay, ay, ..., ap, sau
mEap =X ma,. (=T 52,30 rn).
Invers avem
may +-mag + ... +map=m (a; + a5+ ... -}—a,,).

Numérul m, care se gliseste ca factor in fiecare termen
din membrul intdi al ultimei egalititi, se numeste factor comun.

(1) S& se compare cu inmullirea unei sume cu un numir, [ 51, 3].
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Operatia ficutd in membrul al doilea se zice: scoaterea lui m n fac-
tor comun.

EXEMPLE : 3><7+8><7~5><7:7><(3+8—5):7><6:42.
8a+5a—-9a—=(34+5—9)a=—aq, 2ab—Tabe=ab (2—Te).

54. Inmultirea sumelor algebriece. Ca sii efectuim produsul
(a+b)(ctd+te),
considerdm pe (@ --b) ca un singur numdr, si [dupd 51,3] putem scrie
(a+b).(c+dte)= (a+b)et(atb)d-(atb)e.

Calculand apoi, dupi aceeas reguld, fiecare din aceste trei pro-
duse, gisim :

{ VII) (a+b).(c+d+e):ac+bc+ad+bd+ae:—be.

ReecuLi. Ca sd inmultim doud sume algebrice neefectuate, inmulfim
fiecare termen al sumei intdia cu fiecare termen al sumei a doua si facem
suma algebrici a tuturor produselor obtinute. )

EXEMPLE, - .
(T48).(3—8) =12.(—b6)=—80, " (T=5)(BLB)-= B (—5) == 10
sau
(7—[—5).(3—8)=7><3+5X3—7><8—5X8’=21+15—56—40=—60,
(7T—5).(3—8) =TX3—5X8—7TXB45X8=21—15— 5640 —— 10.

Osservare. Cand termenii a, b » €, d, e sunt numere pozitive, egali-
tatea (VII) e evidentd pe figura urmitoare : : :

¢ = : e

g
T
3
1
I
I
|
1
|
1
]
1
1
1
I
1
|
5 o v e ' b i b

Bt R Spasuep

Fig. 19,

55. Sumi dubli. Produsul
(12) (a4 ... +am) (by+byt ... +bn)
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este egal cu suma celor mn produse din tabloul urmitor:

a,bl (lzbl g am bl
( 13 ) a,bg (lrgbz S am bz
aybn asbn ... ambn,

-egalitate care se scrie pe scurt astfel :

030330
p=1 g=1 p=1g=1
‘sau
(14) YapXbg=YYapby (p=1,2 .,m q=1,2 ., n).

Suma din membrul al doilea se numeste sumd@ dubld. Ea reprezintd suma futu-
ror produselor de forma apbq din tabloul (13).

In particular, dupé aceasti reguld, rezulti ci:

(VIIr) (a+0)(c—d)=ac—ad+bc—bd.
(IX) (a—b)(e—d)=ac—ad—be+bd.
56. Inmulfirea egalititilor si a neegalititilor. 1°. Din o — b re-
zultd ac=be, oricare ar fi ¢. Se mai poate zice cii:
dn a=>b, c=d rezulti ac—=>"bd.
20, Din a>b rezuiti
5 ac>bc dacd ¢ >0,
: ac < be daci ¢<O0.

In adevir daci a>b, avem a—b >0 si, dupd 45, deducem

(a—b)e=ac—bec >0 deci ae>bc pentru ¢ >0
§t (a—b)e=ac—bec<0 deci ac<be pentru ¢<0.

Trorevk. Cdnd inmulfim ambi membri ai unei neegalitifi cw un
acelas numdr, dacd numdrul e pozitiv, neegalitatea rdmdne de acelas
sens ; dacd nwmirul e negativ, neegalitatea isi schimbd - sensul.

Se mai poate zice cd :

din a>0b, c:ci>0 rezultd ac > bd,
dn a>b, e=d<0 rezulti ac< bd.
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3. Din a>b, ¢>d remlti prin inmulfire

ac>bd daci a>0, di >0
ac<bd daci a<0, d<o,

In adevir daci o=~ 0, d>0, inmultind prima neegalitate cu d si a doua
cu a, deducem

ad>bd si ac>ad decivac> bd.
Daci a <0, d <0, prin aceleasi operatii deducem
ad <bd si ac<ad deci ac< bd.
In acelas fel se aratd ci din ¢ > b, ¢>d rezulti
ac>bd daci b>0, ¢>0-
ac<<bd dacdi b<0, ¢<0.

Scriind - neegalititile « > b, ¢>d una sub alta, vom zice ci
@, dsib, ¢ sunt membri in eruce.

TeoreMA. Cand inmulfim doud neegalitafi de acelas sens, daed doi
membri in  cruce sunt pozitwi, neegalitaten dintre produse e de acelas
sens; dacd doi membri in cruce sunt negativi, neegalitatea dintre pro-
duse e de sens contrariu cu neegalitatile date.

OBSERVARE. Dacd neegalititile date nu au doi membri in cruce de acelag semn,
nu putem preciza sensul neegalitifii dintre produse.

REzomAT, Inmultiri :

a=b a>1b a0 i Mot o 0
c—= ci=d =0 &=d==0 c>i':‘i c<d =
ac=bd c;z>brl ac<bd ac> bd Z\ ac> b‘d ?/
EXEMPLE.
Neegalitati sigure : : Neegalitati nesigure :
—3>—5 e R N RN o o 2 5 2> —5
4>—2 STl < 285518 4>3 5> 2
—12<110 —15<14 =16 <G — 15 1 ma8 s bt —10=—10.

I — IMPARTIREA.

]

57. Definitii. Insemnand cu o si b doud numere date (a > b= 0)
$i cu z numirul necunoscut, urmitoarele doud cazuri se prezinti ca
probleme inverse ale inmultirei : =

19 2xb=a, 20 bXzr=a.
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; In cazul intai se intreabd: de cite ori b face a? sau de cite ori
b este cuprins in a? « e un numir abstract [10].

In cazul al doilea se intreabii: de b ori cit face a? sau care este
a b-a parle din a? Daci a este un numir concret, reprezintd acelas
fel de wnitdfi ca si a. Problema se rezblvi impartind pe « in b pérti
egale (dacd e posibil); = este una din aceste pirti si se numeste o
parte alicotd a lui a.

Din punct de vedere al calculului practic, fiinded prin schimbarea
ordinei factorilor produsul nu se schimbi, problemele 10 si 20 se reduc
una la alta. Dacil ¢ e numirul ciutat, operatia, prin care din numerele
@ si b aflim pe ¢, se numeste impdrfire. Semnul impirtirei este : (im-
pdrfit prin sau impdrtit la) si se serie

a:b=c¢ daci exb=a¢ sau a—=—2be.

a este deimpdritul, b impdrfitorul si e citul.
De exemplu: 19:4=23 fiindca 3})(4:12'.

De aci rezulti

Dervitia L A Gmpdrfy pe a prin b insemmeazd a gds) un numdr ¢,
care inmulfit cu b sd me dea pe a . :

Rezolvarea acestei probleme cu numere-<intregi e, in general, im-
posibild. De exemplu pentru 26:7, nu existi niciun numir intreg, care
inmultit cu 7 si dea 26.

Cand aceasti operatie e posibili, a se descompune in b parti
egale, fiecare parte avand cate ¢ unititi, finded o — b X ¢. De aceea

‘mai putem zice ci:

A impdrfi pe a la b insemneazi a face, din a unitdfi, b pdarti egale.

Problema impértirei se mai-pune insi si sub alti formi:

Derivipia I A impérti pe @ prin b (e >b) insemneazi a gisi
cel mar mare numdr ¢, care, inmultit cu b, si dea un produs, care sd
. se ‘poate scaded din a .

In acest caz problema se rezolvil cu ajutorul sirulwi multiplilor lui b :

(M) 0558, 80580 (., wb, (nt1)d,...

unde, prin generalizare, considerdm tot ca multipli de & si produsele
0.6=0, 1.6 =0. Acest sir se formeazi din sirul N [pag. 3] luand
numerele intregi din & in b. :
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.
Daci o e un numir intreg, .
10, Sau o se gdseste in sirul M , de exemplu ¢ — nb; in acest
caz zicem ci b se cuprinde in ¢ de n ori exact si scriem

a:b=mn (cit exact) .

20, Sau @ nu se giseste in sirul M, dar atunci e cuprins intre
doud numere consecutive din acest sir, de exemplu

nb<a<<(n+l)d.

In acest caz zicem ci b se cuprinde de » ori in @, dar nu se
cuprinde de w41 ori; » se numeste catul prin lipsq al impartirei
a:b; nitl este edtul prin adaos sau prin exces al acestei imparfiri.

Diferenta @ — nb — » este restul impdrtirii. In cazul 10 avem » — ()
(Impirtire ezacti); in cazul 20 avem 0 < »r < p (impértire neeractd ).

OBSERVARE. Impérfirea, dupi definifia II, este o operatie intotdeauna posibild
in sirul & al numerelor intregi; ea ne conduce la doud rezultate: un cdt si un rest,

Impirtirea a: 5 se poate face si prin sciideri succesive : .
a—b=r, rp—b=p,, r2—=b—=r€s,

§i aga mai departe, pand ce ajungem la un rest nul sau mag mic decat b. Numirul
scaderilor fdcute este caful imparfirii. De aceea se mai zice cj impirtirea este o
scadere repetatd (operafie inversi de treapta a doua) .
ExEMPLE.  Impirtire exacts - :
~ 48:86=18, 48:3=—16 ‘fiindcs 48 =16 X 8.
Impérfire neexacts : :
53:9 di catul 5 si restul 8, fiindei B=9X 548 s 8 =<9
BIYG g Waghdl o i gt F=6X 1043 | 35

Avem in particular:

a=1 fiindes I =
a:l—0u = Ixa=@,
na:a=n g aXn=na,
O:a=0 i ax0=0.

0:0 este orice numdr, fiinded 0 Xn=0. De aceea zicem ci
0:0 este o nedeterminare,

a:n m'are sens pentru o =+ 0, fiinded nu existd niciun numér, care
inmultit cu () s dea pe a4=0.
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98. Impirtirea numerelor intregi algebrice. Daci a, b, ¢ sunt
numere intregi algebrice, cu valorile absolute 4, B, C respectiv, zicem ci.

(15) a:b=c dack a="bec (impirtire exactd) .

Prin urmare, pentru impirtirea exactd, trebue si avem

(+4):(+B)=+C fiindet +4=(+B)(+0),
(X) (+4):(=B)=—-c |, st4 = 6B 50
(—=4):(+B)=—-C A= FB 0
(=4):(=B)=+c¢ , ssde=itoB | (@)

RecuLi. Ca sd impdrfim doud numere algebrice, Pmpdrtim volorile
lor absolute si ddm citului semmnul +, dacd amdndoud numerele au
aceleagt semme ; ddam catului semnul — , daed numerele au semne contrarii.

Regula semnelor la Impartire este aceeas ca si la inmultire [45]:

sl e hodi . —Cu e =

7F e g e — dd
EXEMPLE: (4-28):(+4 7)= 4, (—48):(+ 6)=—38,

(+36):(—12)=—3, (—55):(—11)= 5.

In general, ¢ este catul si » (#0) restul impirtirii a: b, daci avem
(16) a=be+r eu |ri< 101 (impértive neezactd).

Valoarea absoluti {0 a catului se obtine impértind 4 : B. Semnul
catului ¢ e dat prin regula semnelor. Daci C e catul prin lipsd al im-
partirii A: B, avem 4 < B(C si semnul restului r = g — be este sem-
nul lui .

EXEMPLE: (—35:(—9) di catul -~ si restul — 8, fiindes
(590 (F8)—8-——27-—8——_ 35 & 8 9.

(—385):(+3) da_catul —11 si restul —2, fiindca
(+3)(—=11)—2=—33_2—_ 35 & 3<3,

Osservare. Egalitatea (16) e generald. Pentru »==0 zicem eci
impértirea e neexactd ; pentru r — 0 avem Impértirea exactd si egalitatea
(16) devine egalitatea (15).
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59. Teoreme relative Ia impirtirea exaeti. Din definifia impar-
firii exacte rezultd ci: .

10, Avem
(17) . (ad)xXb=a, (axb)ib=aq.

Astfel operatiile de inmulfire si impdrfire cu un acelas nuwmdr se
distrug una pe alta,

20. Ca sd impdrfim o sumd algebricd printr'un numdr, sau efec-
tuam suma si impirtim rezultatul cu numéral dat, sau dmpdrfim fiecare
termen al swmei cu numdrul st facem suma algebried a citurilor ob-
finute. Adici

»

(18) (a,-{—b+c):m:(a:m)+(b:m)+(c:m),
daci impirtirile se pot face exact. Operatia este deci distributivg.

In adevir, dupa 51,3, avem

[(a:m)+(b:m)+(c:m)] Xm=(a:m).m -+ (b:m-).m:{— (c:m).m

—a4bLe
ExempLU: (27 —18415):83—24:3-—38
sau '(27~—18+15):3=9——G+5=8.

De aci rezulti ci :

{XI) (a—{-b):c:(a:.c){—(b:c),
(XI1) (a—b):c:(a:c)—(b:c).

30, Ca sd impdrtim un produs printr'un numdr, sau efectufin
produsul si-l fmpértim prin numir, sau impdrfim numai pe unul din
factori cu numdrul dat i apoi facem inmultirile rimase. Adicii avem :

(axXbxe)im= (a:m)<bxe
(19) =axX(b:m)xe
=axbx(e:m).

In adevir, inmulfind oricare din aceste rezultate cu s si {indnd seami de
teorema 59,1 cdpitim a X b X ¢.

EXEMPLY: (6 X 9 X 15) 8 —810: 3 — 970,
Sau (6X9X15):i8=2X9X15=6X8X15—6X 9 X5— 20,
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]
In particular, ca sd impdrfim un produs prin unul din factorii lui
suprimdm acel factor. In adevir !

(20) (eXbXe)ib=axtixe=axe.

40. Ca s impéirtim un numdr printr'un produs de mai mulfi fae-
tort, putem Tmpdrty numdrul prin. primul factor, cdtul obfinut prin al
doilea factor si asi mai departe. Adic pentru a:(b.c.d), daci

- .

(21) ab=q, qie=¢, ¢:d=¢"

avem
(22) ai(bed)=¢q".

In adevar din (21) rezulti succesiv

a=bq, q=cq deci a=bcq; ¢=dq¢" aeci a=becdq".

60. Legile impirtirei. IMpXRTIRE ExacTi. 10, Dacd inmulfim (sau
Umpdrfim)  deimpdrtitul eu wn numdr st ldsim impértitorul neschimbat,
citul se immulfeste (sau se imparte) euw acel numar,

In adevir, inmultind (san impar{ind) cu m ambii membri ai egalitdfii «=5 X ¢,
deducem dupd 52 si 59,38 [

am="bXcm si a:m=>0b X (c:m).

ExevpLyu. Din 45:5 =9, inmulind deimpartitul 45 cu 2 deducem 90:5=18
sau imparfind deimpirtitul 45 cu 3 deducem 45 5=—1

20 Daed inmultim (sau impdrfvm) Impartitorul ew un numdr si
lisim deimpértitul neschimbat, cdtul se imparte (sau se inmulfeste) cu

acel numdr. ;

-

In adevér, in loc de ¢ —25 X ¢, putem scrie, dupa 59, 1

a=bX(c:m)Xm sau a=—bm X(e:m),
a=(b:m)XmXe sau a=(bim) X em.
ExempLU. Din 360:12=30, inmulfind impértitorul 12 cu 2 deducem 360:24—15
sau impér{ind impértitorul 12 cu 3 deducen 360:4 —90.

30. Daci inmultim (sau impértim) s deimpdrtitul § Impdartitorul
cu un acelas numdr, citul Impdrfirei nu se sehimbid.

In adevir din a=1p x ¢, inmulfind (sau impértind) cu m amb; membri ai
egalititii, deducem

am=bmXec si (a:m)=(b:m) X e.
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Exempru. Din 24:8=3, inmulfind (sauimpirtind) si deimpirfitul $i impar-
titorul cu 2, rezulta >
' 48:16=3 §i 12:4—3,
40, IvpXRTIRE NEEXACTA. Dacd tnmulfim (sau impdartim) §i detmpdr-
fitul s1 impdrfitorul cu un acelas numdr, cdtul nu se schimbd iar restul
se tnmulfeste (sau se imparte) cu acel numdr.

In adevar, din : -
a=bc—r, e
inmulfind (sau impéartind ) cu ‘m deducem
am=>bm X ct+rm, |rm|<|bm]
sl atm=(b:m)XcH(r:m), |rim| <|b:m)|.
Exempru. Din
(+27):(—6f=—4 (cat)
restinfen gl
inmulfind §i deimpartitul si impdrtilorul cu 1000, deducem
(- 27000): (— 6000 )==—4 (cat)
rest 4 3600

sau impdrfind si deimpartitul i impérfitorul cu — 8, deducem

(—9):(+2)=—4 (cat).

rest —1

61. Ordinea efectuarii operatiilor. Intr'un sir de operatii de
treapta intdia si a doua, scrise unele dupi altele firi nici o parantezi,
trebue efectuate intdi toate operatiile de treapta a doua si apoi cele de
treapta intdia. :

Astfel: o

TX8—44+26:2—2X5X3
‘inseamnda

(TX8—4+4(26:2)—(2X5X3)=56—4+13—30=35.

Dacd vrem ca operafiile si se efectueze alffel, ardtim prin paran-
teze operatiile care trebue si se facd inaintea celorlalte.

De exemplu, sirul de operatii
(TX8—44-26):2—2 X 5X3
(56 —4-426):2—30
78:2—30=39—30=9.

inseamna

sau
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Pe cand sirul de operafii

7><(8—4+26:2—2)><5><3
inseamni

TX(8—4418—2)x 5x3
3 A
TX 15X 5 X 8= 1575,

sau

Uneori se intrebuinteazi mai multe feluri de paranteze, pentru a
se ardtd ordinea in care trebue sy fi

e efectuate operatiile. In acest caz
intelegem si se efectueze intai operatiile din parantezele mici $1 apoi
din cele mari.

EXEMPLU.

([7x8—(4+26:2)]—2)><5><3

—_—([7><8—-17]—2)><5><3
=(39—2)><5><3=37><5><3_555.

62. Impiirtirea egalititilor si a neegalititilor. Impirtiri exacte.

oricare ar fi e 07
=d=+0 rezulty a:e=0:d:

OBservare. In aplicarea acestei operatii trebue si fim siguri ci
expresiunea prin care Impértim nu e nuld. Altfel ajungem la rezultate
absurde.

1% Din a=b rezulti @ze=il:c;
Din a:b, c

Astfel pentru g — 0, avem evident

8Xa=Txa
§i, impirtind ambii membri ai egalitdtii cu a, deducem 3 — 7.

2. Din a>p , rezults

a:e>b:¢ daci 00
$I a:e<<b:c daci ¢ < 0,

In adevir din 4> b  rezulti

@—0b>0; prin urmare catul

(a=b)ic—=q:c—p:p
are semnul lui ¢,

3% Dacd numerele g si b sunt pozitive, din o > b rezulti
cia <c:b daci ¢ >0
$i cia>e:b dacy 0.

Prima neegalitate e evidentd; a doua rezuliz din cauza semnelor.
MG
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40, Daci numerele a, b, e, d sunt pozitive,
din a >0, ¢e<d rezulti a:c = byl

In adevir avem succesiv a:e> b:e si bic> b:d,

OBservare. Daci numerele sunt algebrice, regulele 30 si 40 se pot
aplica numai la valorile lor absolute.

REZUMAT. Impérfiri exacte:

din a=p din a>}p din c¢=d

c=d=+0 e==d a>b
a:c—b:d a:e>b:d cia<<d:b pentru e—=i_>10,
ave<b:d ¢:a>d:b penirn e=d <0,

$i pentru @, b, ¢, d pozitive :

din a>% «din ae<bd
c<d c>d
azc>b:d aic<b:d

EXEMPLE. [mpar{iri :
—12=6—18 20—5>—10 20 —5 > —10 30=18--12 70 > 32

8=—3 a==h —5=—35 5>3 7<8
—4=9 "% 4 —1>—39 —~4sb < 251088 8 10 > 4,

III. — DIVIZIBILITATEA.,

63. Daci un numir o se Imparte exact printr’un alt numir b, zi-
cem cd a e divizibil cu b sau divizibil prin b. In acest caz o este un
multiply al lui b, jar b un divizor al lui a. .

Astfel: 60 e divizibil prin 15, fiindea 60:15—4 sau 60=4 % 15; 60 e un
multiplu al lui 15 si 15 e un divizor al lui 60.

Dacd a este divizibil cu b (de exemplu a:b—«), putem scrie
(23) a=uab (o intreg)

sl reciproc. Cand nu vrem si precizim de cate ori se cuprinde 4 in a,
putem secrie numai

a=Mb (a egal multiplu de b).

In toatd teoria divizibilititii vom considera numai numere pozitive,
deoarece impirfirea a doui numere algebrice a:b se reduce, afard de
semn, la impirtirea valorilor lor absolute A4 : B.
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64. Teoreme. 1° Dacid doud numere @ si b sunt divizibile cu n,
suma, diferenta §i produsul lor sunt divizibile eu n.
In adevir din ipoteza: a = an, b—pn rezulti

a+b=(xtBIm, a—b—(a—B)n, ab = (aBn)n.

OBSERVARE. . Reciproca acestei teoreme nu este adevirati: o sumd, o diferenti,
un produs de doud sau mai multe numere pot fi divizibile printr'un numir, fari ca
fiecare termen sau fiecare factor si fie divizibil prin acel numdr.

Un produs e divizibil printr'un numir, daci wnul din factorii lui e divizibil
prin acel numir [59, 3],

EXEMPLE. Suma 5-}9=14 e divizibild cu 2 $i T, dar niei 5 nici 9 nu e
divizibil cu 2 sau 7. Produsul 2 X5 X9 e dividbil ca 3, fiinded factorul 9 e divi-
zibil cu 3.

In general, dacd mai multe numere algebrice sunt divizibile prin 7,
orice expresie algebricd intreagd [50], formatd numai cu aceste numere,
este wivizibild prin n.

20. Dacit a e divizibil cu =, orice multiplu al luwi o este divizibil
<cu n. Deoarece din a — a n rezulti

’

ma=moen=(ma).n (mao intreg ).
EXEMPLU. Dacd 15 e divizibil cu 5, si multiplul 7 X 15 =105 e divizibil cu 5,
30 Dacd doud numere o si b sunt divizibile cu n, $i restul im-
pdrtirei a:b este divizibil cu n. '
Fie )
a=bect+r (r<b).
Daci a=an, b=fn, din a>be rezulti « > fBec si avem
r=a—be=an—fnc=(a —Be)n
7 e
cu o — Be intreg. Prin urmare r este divizibil cu n.
EXEMPLU. Fiinded 240 si 84 sunt divizibile cu 12, si restul imparfirii 240: 84,
adicd 72, e divizibil cu 12, ;
40. Dacd doua numere a si b diferd printr'un multiply de n
aceste numere, impér{ite prin », daw acelas rest.

In adevir daca
a—b=pn sau a=b-tpn

i dacd b:n da restul r, avem :
b=gntr (r<n)
sSla=gntrtprn=(ptg)ntr cu r<n. Deci 51 a:n da restul » [58].
EXEMPLU. Fiinded 319 — 285 — 84 este un multiplu de 7, numerele 319 si 235

impdrtite prin 7 dau acelas rest.
4‘
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65. Congruentd. In general, dacii dous numere a si b impirtite cu »
dau acelas rest, zicem ci- a este congric cu b pentru modulul n si scriem

(24) a=b (mod n).

Relatia (24) se numeste o congruenfd. Din definitia congruentes
rezultd cid, daci '
a=b, b=c¢ (mod n),
avem i
a==c¢ (mod n).
In particular a=0 (mod #) insemneazi ci a este divizibil cu n.

EXEMPLU. Avem 22=34 (mod 6) fiindcd si 22 si 34 impirtite prin 6 dau
acelas rest 4.

66. Recunoagterea divizibilititii. Ca si stim daci a est divizibil
prin %, trebue si ciutim restul impdrtirei ¢:7. In unele cazuri acest
rest poate fi dat de o altd impértire mai simpli. De exemplu, dacd pen-
tru orice numir o putem gisi un numir b, care si satisfacd conditiile

a=b (mod n) si b<a,

restul impdértirei a:n este

sau b, dacid b<<m,
sau restul dat de b:n, daci b >n.

Alegand numirul 5 in mod convenabil, obtinem astfel o reguldi
pentru divizibilitatea wnwi numdr cu n.

OBservARE. Daci avem
a=b (mod n),
si dacd d este un divizor al lui n, avem si
a=b (mod d).

Prin urmare regula de divizibilitate gisitd pentru 7 este adeviirati
$i pentru orice diwvizor al lui n.

67. Regulele elementare de divizibilitate. Un numir N , Scris cu
cifrele @, b, ¢, d, e in sistemul zecimal, este
(25) N=0a.10"4+5.10* 4-¢.102 1 4.10 + ¢

v N=100000 -+ 10005 + 100 ¢ + 10d + ¢.
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Dacd insemndm cu 8 suma cifrelor: a+b-+c+d-+e si cu S suma
alternatd a acestor cifre: a—b-+c—d-te, se observi ci

N=e¢ (mod. 2, 5, 10),
N=10d +e (mod. 25, 50, 100),
N=§ (mod. 3, 9),

N=Zg8 (mod. 11),

De aci deducem toate regulele elementare de divizibilitate.

Primele doud congruenfe rezultd imediat din egalitatea (25); celelalte doud
rezultd din egalitatile

N=a(10'—1)45(10°—1)+¢ (10> —1)+d(10—1) 8,
N=a(10'=1)+4b(10°4 1) 4 ¢ (10°—1)+d (104+1) 1+ &

<dacd se observd ci 10” —1 e divizibil prin 3 si 9, iar 102 — 1 Sl 102"+1—|—1 sunt
divizibile prin 11, oricare ar fi » intreg si pozitiv.

68. Divizor comun. Daci mai multe numere intregi a, b, ¢ sunt
divizibile prin d, zicem ci d este un divizor comun al acestor numere.

Séd se observe ci: ;

1°. Numcerele a, b, ¢ au cel putin un divizor comun: pe 1.

20, Ele pot avea si alfi divizori comuni mai mari decit 1.

3. Daci @ > b > ¢, orice divizor eomun al lor este = e.

Existd dar un numir D, care este cel mai mare divizor comun al
numerelor a, b, ¢, si avem 1 = D = ¢,

69. Cel mai mare divizor comun (e. m. m. d. e.). Fiind date dous
numere a si b (a>0), si insemndm cu D pe c. m.m. d.c. al lor.

Dacid a e divizibil prin b, avem D —=1b.

Dacé @ nu e divizibil pmn b, avem a="bec+r (r<b) si orice
divizor comun a] numerelor o si b este si un divizor al lui » [64, 3]
Prin urmare c. m. m. d. c. al numerelor a si b este ¢. m. m. d. ¢. al nu-
merelor b si 7r.

Dacé b este divizibil prin », avem D —=r.

Daci b nu e’ divizibil prin », avém b =r¢, -7 (; < r). Ratio-
nand ca mai sus, rezulti ci D este c. m.m. d. ¢. al numerelor » si 7.
$i asa mai departe.

Resturile 7, 7y, 7,, ... merg descrescand cel putin cu cate o uni-
tate. Prin urmare, dupd un numdr finit de operatii (cel mult ) trebue
s ajungem la un rest r, = 0. Ultimul impirfitor (adicd restul 7,—;)
este cel mai mare divizor comun ciutat. Deci D = rp_1.
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Daci numerele a si b au ca divizor comun numai pe 1, aceste
numere se zic prime intre ele. In acest caz avem I — 1.

EXEMPLU. Si se afle . m. m, d. c. al numerelor 10890 si 3542, Observim ci
10890 : 8542 d4 catul 3 si restul 264; prin urmare trebue si ciutim pe c. m.m. d. c.
al numerelor 3542 si 264,

3542:264 di catul 13 si restul 110; 264:110 d4 catul 2 si restul 44; 110:44
dd catul 2 si restul 22; 44:92 di catul 2 si restul 0. Prin urmare 22 e ¢. m. m. d. c.
al numerelor 10890 si 3542, §

In practicii aceste impirtiri succesive se ageazd in modul urmitor:

| 3| 13| 2| 2 l 2
10890 | 8542 | 264 | 110 | 44 | 99
10626 | 790z | Taz | 22 | 0
T 961 | 792

110

OBservare. Din calcularea celui mai mare divizor comun D, a
douii numere, prin Impirfiri succesive, rezultd urmitoarele proprietiti
(analoage cu ale restului unei impértiri ) :

10, Orice divizor comun al numerelor sl b este si un divizor al
i D [64, 8]

20, Cand inmultim (sau impértim) numerele a si b cu un acelas
numdr m, si D se inmulfeste (sau se imparte) cu m [60, 4].

In particular,” dacd impiirtim pe sitbeu D, c. m. m. d. ¢. al
caturilor a: D=0’ h: D—=10" este D:D—1. Prin urmare caturile o"
si b° sunt prime intre ele. '

70. C. m. m. d. e. al mai multor numere : @, b, ¢, d. Ciutim
pe ¢. m. m. d."c. al numerelor @ si b; fie D, . Apoi pe ¢. m. m. d. c.
al numerelor D; si ¢; fie D,. Apoi pe c. m. m. d. c. al numerelor D,
i d; fie D3, C.m. m.d.c. al numerelor @, b, ¢, deste D= D,

In adevir daci D, divide pe d si pe D,, divide si pe multiplii lui D,, pe D,
§i pe ¢; divide dar si pe multiplii lui Dy, pe a sib [64, 2].. Prin urmare Dy este
un divizor comun al numerelor a, b, ¢, d, Vrem si aritim ci e $i cel mai mare,

Dacd ar exista, pentru numerele a, b, e, d, un divizor'comun D > Dy, D ar
fi divizor comun si pentru numerele Dy (e. m. m. d. c. al lui a st b [69, 1]), D,
(c. m. m. d. e al lui Dy si¢) si Dz (e. m. m. d. c. al lui D, §i d); prin urmare
D > Dj ar fi un divizor al lui Dy, rezultat evident absurd.

Daci D=1, numerele «, b, ¢, d se zic prime intre ele.
Numerele se zie prime intre ele doud cite doud, cand doud oricare
dintre aceste numere, nw'au alt divizor comun decat pe 1.



.
Iil. — DIVIZIBILITATEA. 55

71. Multiplu eomun. Daci M este un multiplu si al Iui o si al
lui b, zicem cid M este un multiplu eomun al numerelor a si b. In acest
caz avem [63]: - :

M=pa=qb (p si q intregi).
EXEMPLU: 70 e un multiplu comun al numerelor 7 si 5 fiinded avem
70=10 X 7 =14 X 5.
OBSERVARE. In particular produsul ab -este un multiplu comun” al numerelor
@ §i b, Astfel 85—=7 5 este un multiplu comun al numerelor 7 si 5.

Dacid M este un multiplu comun al numerelor g si b, si produsul
n M este un multiplu comun al acestor numere, oricare ar fi » intreg.
Deci sirul multiplilor comuni a dous numere :

()R Blgphnghpl spppewn itny (n+1) M, ..

este memdrginit spre dreapta. Dar spre stanga ?

2. Cel mai mi¢c multiplu comun (c. m. m. m. e. ). Dacd @ e mai
mare decat b, niciun multiplu comun al numerelor a si b nu poate fi
mai mic decit a. Existi deci la stanga sirului (;t) un numir m > a,
care este mai mic decit toate numerele din acest sir; m este cel mas
mic multiplu comun (c. m. m. m. e.) al numerelor $i b,

In acelas fel se defineste un multiplu comun al mai multor nu-
mere a, b, ¢ si se vede cil existd un numir m, care este cel mai mic mul-
tiplu comun al acestor'numere. Daci a > b > ¢, trebue si avem m >a.

73. Numere prime. Orice numir N, care nu e divizibil decat prin
el insusi si prin unitate, se numeste numdr prim. De exemplu: 7, 11, 23.
Dacd numirsl N mai are si alti divizori, -afard de N si de 1, zi-
cem cd N este neprim.
EXEMPLU : 15 estt neprim, fiinded are ca divizori pe 3 si 5.
Pentru a obtine numerele prime e deajuns si tdiem din sirul
(N) ™ 1,2,3,...,%, n+17"'
toate numerele din 2 in 2, incepand dela 22=4; apoi toate numerele
din 3 in 3, incepand dela 32=9 si asa mai departe. :
Obtinem astfel girul nwmerelor prime (1):
15209 SPNEIFEI BT 19 93 29, 31, 37, .41, 43, 47, 53,
59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97, 10t, 103, 107, 109, ...

Oricat de mare ar fi un numir A, existd numere prime mai mari decit A.
De aceea se zice cd sirul numerelor prime este nemdrginit (spre dreapta),

(1) TABLA II dela sfarsitul volumului.
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“4. Teoreme. 10. Opice numdr o neprim are ecl pufin un divizor
prim. In adevir @, cel mai mic divizor #=1 al lui a, e prim.

Daci d nar fi prim, ar admite un divizor dy; dar atunci $i @ ar admite
divizorul d; < d [64,2], ceeace e contrar cu ipoteza ci d e cel maj mic divizor al lui a,

20, Doud numere ¢ $i b neprime intre ele au cel putin un divizor
comun prim.

Se aratd, ca mai sus, cd d, cel mai mic divizor comun =+ 1 al numerelor 4
$i b, este prim.

30, Orice numdr N neprim se poate descompune intrun produs de
factori primi. '

In adevir daci a e cel maj mic divizor =1 al lui N , @ € prim
sl avem N=4 Q. Daci Q e prim, teorema e demonstrati. Dacj @ nu
€ prim, admite i el un divizor prim b si avem @ — b Q1. deci N=g} Q1.
Operatia aceasta, care nu Se poate prelungi la infinit, nu se poate ter-

mina decit cand am ajuns la un cat ), prim. Atunci N este descompus
intr'un produs de factors primi.

Aceasti descompunere nu se poate face decat intr'un singur fel.

Rationamentul ficut nyu exclude cazul ca doi sau mai multi factori
primi si fie egali intre ei. De exemplu, dacid a =10, in loc de produsul
ab avem a2,

In general gisim pentru N un produs de forma

4

N=a"0F. I,

unde a, b, ..., ! sunt factori primi, iar @, B, ..., A sunt numere
intregi =>1.

EXEMPLU. 8600 =86 X 100 =4 X 9 X 4 X 25-=3¢ ¢ 8% % 52.
OBSERVARE. Dacd IV contine factorul g« » el confine ca factor si pe a7, pentru
n=1,2 .. . o],

Astfel 48 = 2% 3.are ca factor si pe 2% si pe 22 sl pe 2, fiinded avem
48=28%X6=22%12—2%24.

IV. — NUMERE RATIONALE,
75. Fracii ordinare. Daci a si b sunt doug numere irétregi gi
pozitive (a > 1) si daci
(26) a:b=c (cat exact),
¢ este a b-a parte a lui @ si avem
(27) a=0bXe.
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Dar dacd @ (>b) nu e divizibil prin b sau daci @ e mai mic
decat b? ‘

In aceste cazuri, in sirul numerelor intregi nu existd niciun nu-
wmir ¢, care si satisfacd la egalitatea (27). Pentru a da un sens no-
tiunei de edt exact si in aceste cazuri, trebue si introducem in aritmeticy
numere moi.

Sd observiim ci problema Impirfirii exacte se poate rezolva intot-
deauna pe cale geometrici. De exemplu, pentru 5:3 catul exact trebue
sd reprezinte a ireia parte a lui 5 [57 s

Si ludm o lungime AB (fig. 20) egali cu 5 unititi i si impértim
fiecare unitate in 3 pirti egale. Una din aceste pérti AV este o treime;

(AL
Lot
(:1(_._‘—‘
O e 01

Fig. 20.

lungimea AB contine 15 treimi §i a treia parte din AB =15 #reimi este
AC=5 treimi (cat exact).

4

: / , e ML i
O treime este o wnitate fractionard si se scrie 3 5 treimi este un
g ; ; Sty g : o5 .8
nwumdr fracfionar sau o fractie ordinard [8] si se scrie 3-

Introducind numerele fractionare avem dar egalitatea

(28) 5:3:% (B treimi sau 5 pe 3)
$i in general
(XIII) a:b:% (a pe b).

Catul exact al impartirii a:b se mai numeste si raportul dintre
@ si b. Egalitatea (XIII) ne arati ci raportul dintre mnumerele a si b

: e :
este  fractia  ordinard 7

Osservare. Din definitia fractiilor ordinare rezulti cii:

1°. Dintre doud fractii, care au acelag mumitor, aceea este mai mare,
care are numdrdtorul mai mare.

20. Dintre doud fractii, care au acelag numdrdtor, aceea este mas
mare, care are numitorul mai mic.
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6. Fraetii algebrice. Daci a si b sunt doui numere algebrice, cu
valorile absolute 4 si B respectiv, vom zice ci /

a A4 : :

5=+ 5 daci @ si b au aceleasi semne ;
a A o . 3
5 dacd a si b au semne contrarii.

Avem dar doui feluri de fractii algebrice: pozitive si negative.
Orice fractie algebrici poate fi considerati intotdeauna eu nwmi-
torul pozitiv. In adevdr putem scrie

=l e S NS D

S50 =Gy e A o e

- OBservare. Aplicand regula semmelor dela impértirea numerelor
algebrice [58], vedem ci, in general, oricare ar fi numerele algebrice
a si b, avem

—a a =1 a

@
—77 T g e e s g

+a a +a a

o =t —— =
b el —b
Prin urmare raportul ( catul exact) dintre doui numere algebrice
3 : 5 = s e I
a si b este fractio ordinard algebrici 3"
Numerele @ si b se numese termenii raportului; o e numdrdtorul,
b e numitorul si avem in valoare absoluti sl in semn

(29) : a:b:% si bx<bi:a.

In particular putem scrie _
(30) a:l=2 =g,

Recuik. Orice numdr intreg se poate serie sub  formd de fractie

ordinard, dacd-i punem numitorul 1.
77. Siruri de fraetii. Dinsiral I al numerelor intregi algebrice [ 27 ].

(1) 2 g s ey e el B et

b k)
-

impértind fiecare numir cu m (intreg si pozitiv) formim sirul

n 2 1 1 2 n
(Fm) "'7—_""’ A P e O’ el | SEREES mat e b 5 Ty e P
m m m m - m

care contine toate fractiile cu numitorul .
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Relajile de neegalitate se extind la fractiile algebrice in modul

urmdtor: Dacd s 5, Sunt doud numere algebrice din sirul Fp,,

@
m
vom zice cil
a b : '
— > _— daca . a > 0.
m m
Astfel sirul Fy, este ordonat in mod crescdtor.
Pentru » —pm, oricare ar fi p intreg, avem

g

m P-

e
m
Sirul F), contine dar, din m in m, toate numerele intregi algebrice.
78, Corespondenta dintre fraetii si puncte. Pe o axi A, cu sen-

sul pozitiv spre dreapta (fig. 21), si ludm un punct O ca origine si o
lungime OU ca wunitate intreagd.

: - 1 ‘ ;
Unitatea fractionard - este lungimea
OM = a m-a parte din OU.

Si presupunem axa A divizatd cu diviziuni egale cu OM dela O
spre dreapta si deld O spre stinga. Dacd P si P’ sunt punctele de divi-
ziune, pentru care segmentele OP spre dreapta si OP’ spre stanga contin
cate p diviziuni, vom zice cd abscisa punctului P este + % i abscisa
punctului P° este — %

Scriind in dreptul fiecirui punct P abscisa lui, stabilim astfel o
corespondentd univocd intre punctele de diviziune si intre numerele
fractionare din sirul F,,. :

EXEMPLU. Luand diviziunile OV=0U:5, unitatea fractionard este o cincime
si toate numerele corespunzitoare acestor ¢iviziuni sunt fraectiile din sirul
n 2 1 ; e "

(Fs) ...,—?,...,—_5_,_;_),0,_5_,?,...._;_,...
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<care pot fi presupuse serise Pe axa A (fig. 22) in dreptul punctelor de diviziune
‘corespunzatoare,

— 13
Daci OP=13 cincimi, in loc de punctul P vom zice punciul Sp

OBSERVARE. Pe fizura 24 vedem cd fractiile ?1, %, %, % sunt mai mics
decat unitatea intreagd OU; _z_ este egaldi cu OU=—1; g, ?7, ... sunt mai mari
«decat OU, deci mas mari decat 1,

S 2L, e O 1 S K89 112 13
I 55T GRS T 5. LI5Sl el e e
i l 3 " 1 i 3 l " - " .
T T T v T T T T T o
OV U M P
Fig. 22

Pentru o fractie cu termeni pozitwwr % se pot prezentd urmétoa-

rele cazuri:

2 n ; S
dacd » < m avem e <1 fractie subunitard

g n o EDE S <
dacdi » —=m avem S 1 fractie echiunitard ; .

< n ] S
daci » >m avem — > 1 fractie supraunitard:

m

, i .

dacid n =pm avem Ty — P numir intreg.

Aceastd recu'd nu se aplici la fractiile algebrice. De exemplu, din 48> —35
nu rezultd +_§>l [62, 2].

O fractie subunitard se mai zice si fractie proprie; toate celelalte
feluri de fractii sunt fractii improprii.

19. Orice fractie umproprie confine intregi, adici unititile frac-
tionare din ea formeazi una sau mai multe unitdfi intregi.

EXEMPLU. S& luim fractia%’. Finded un intreg aie 5 cneimi, in 13 ¢'neimi
vor fi atafia iniregi de cate ori 5 ss cnprinde in 18; dar

18=2X543,

«deci in 13 cincimi avem 2 intregi i 8 cincims §i scriem
18 S esy
e

3 A I e - * =
Numirul 24 B » care se mai scrie si 2+~ se numesle numdr mat.
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RecuiX. Ca sd afidm cifi intregi sunt cupringi® intr'o fractie im~-
proprie, impdrtim numdrdtorul prin numitor. _
e U : i : a
Intregii din fractia j Se scriu uneori cu notaia E(?)
O fractie improprie, daci nu e egald cu un numir intreg, este-

suma unui numdr intreg cu o fractie proprie.

In adevir, dacd a > b i daci a:b di catul ¢ si restul » < b, avem
a=0bXct+r si %: c-|—_;;.,
unde ¢ e un numdr intreg, iar % o fractie proprie.

OBSERVARE. Catul impsriirii 13:5 dupi definita T [67] este raportul 13

catul acelea'i impirtiri dupi definitia II [57] este numdrul intreg E(?) sau 2,

80. Legile fractiilor ordinare. Din definitiile fractiilor rezultd ur--
méitoarele legi pentru fracfiile ordinare pozitive (L)
10. Dacd inmulfim numdrditorul (sau impdrfim numitorul) unei fractii
cu un numdr » (intreg si pozitiv), fracfia se face de n ori mai mare.
15

ar il7dksb 2 #1 25
XEMPLU. Daci in loc de 2 i 2 Jluim 2° s —, avem
- 7 718 s

15 3 o 5 5 :
e — (de 5 et — (de 2 2
7>7(e ori); 9>18(e ori)

In adevir, in neegalitatea inta a, fracfia a doua contine 3 septimi, iar intaia
confine 15 septimi, adici de 5 ori mai mult decat a doua. In neegalitatea a doua,
fraclia a doua confine 5 optsprezecimi, jar intaia 5 noimi §i cum noimea e de 2 ori
mai mare dect optsprezecimea, fractia intaia e de 2 ori mai mare decat a doua,

20, Dacd fmpdifim numdrdtorul (sau nmulfim numitorul) unei.
fractii cu » (intreg si pozitiv) fractia se face de m ori mai micd.

EXEMPLU. Daca in loc de? si .Z_ ludm % si 3, avem

18
8515 ; 5 5 :
— < —__(deboi); 2 s (de-2 :
Pl WOTA U §o < rulde 8 o)
30, Dacd immulfim (sau impadrtim ) §i numdrdtorul § numitorul

unes fracfiv eu acelas mwmdr, schimbim numai termenii fractiei, dar
valoarea fracfiei rdmane neschimbats.

In adevar de cite ori mérim fractia prin inmulfirea numdritorului, tot de afa-
tea ori o si micsordm prin inmultirea numitorului,

(1) S& se compaie cu legiie impdrtirii exacte [60, 1,2 s: 3].
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EXEMPLU : ’ 6.l 2 210

In acest caz zicem ci amplificdm (sau szmplzﬁcam) fractia.
Avem dar, oricare ar fi n,

(31) f %: Z—':% (amplificare cu n).

, dacd impirtirile se pot face exact,

(32 —Z — g_;n (simplificare cu n).

OBservaresa I. Sd nu se confunde amplificarca cu tnmulfirea, nici
~simplifieareg cu impdrfirea fractiilor.

EXEMPLE: I'raclia

_16_0 inmulfitd cu 2 = 1£ 2= % sau _‘L > 1% (legea 10),
l% amphﬁcata tu 2 :%;:3. = % = % (lezea 30)).

T% impdrtitd cu 2=l% A — % sau Q% < % (legea 20).
% simplificatd eu 2 — %—% = l_‘:) ("egea 30)

Osservarea II. Un numdr intreg nu poate fi scris (in sistemul zeci-
mal) decat intr'un singur fel, pe cand o fractie ordinard poate fi scrisi
intr'o infinitate de feluri (simplificand-o, dacs e posibil, sau aplificand-o

cu orice numér vrem ).

3

EXEMPLU. Fractia % s2 mai poate serle = sau g_" oricare ar fi »n,
2 7

81. Fractie nereductibild. Cand termenii a si b sunt primi intre ei
[69], fractia 2 se zice nereductibild.

Orice fracne dacd nu e nereductibild, se poate reduce prin simpli-
ficare la o fractie egald nereductibili.
In adeviir, daci p e cel mai mare divizor comun al numerelor a

$i b, simplificand fractia % cu p, caturile a:p=a’ §i b:p=10" sunt

prime intre ele [69] si gisim

’

% = % (fractie nereduetibild ).

OBSERVARE. Din tot sirul infinit de tractii egale cu %, numai o singurd frac-

fie e nereductibild : acea care e scrisd cu termenii cei mai mici.
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2. Aducerea fractiilor la acelas numitor. Am viizut ci prin am-

 plificiri sau simplificéiri putem scrie aceeas fracfie ordinard intr’o infinitate

de feluri. In particular putem si-i punem ca numitor orice multiplu N
al numitorului ei. -

In adevir, in loc de fractia % daci N = b, putem scrie

@ _an __an
_ b  bn— N
N o 5 % wor c e . 7} -
De aci rezulti ci mai multe fractii 3 4 7 Dotfiscrise toate

cu acelas numator, fird a le schimba valoarea. Daci N este un multiplu
comun al numitorilor b, d, f si daca

N:b=0", N:d=d'; N:f={f;

sau e
N=b', N=dd, N=Fff,

avem

ab’  ab’ ¢ eie = ed ef’  ef

@ e
a1 BT R 3 AT g oy BTN

Astfel fractiile date au fost aduse la acelas nuwmitor. N este un
numitor comun. Se poate alege ca numitor comun cel mai mic multiplu
-comun al numitorilor fractiilor date.

ReGuLX pentrn aducerea mai multor fractii la acelas numitor ;
Operatia L Alegem wun multiplu comun al tubwror numitorilor
fractiilor date (1). |
Operatia II. Pentru fiecare fractie, mpdrtim multipld comun
-ales prin numitorul fractiei si amplificim fractia cu edtul obfinut.
2

¢
EXEMPLU. S& se aducid la acelas numitor fractiile : %, %, 17‘2

Operatia 1. 12 fiind divizibil prin 6 si 3, 12 e un multiplu comun al numito-

e e | P 3
= __. Pentiu frac

6x2 12 i

a doua: 12:3—=4, deci %z% Fr cia a treia avand numitorul 12 rimane

zilor. Operatia II. Pentru frac ja intaia: 12:6=2, deci

neschirabata % Astfel, in loc de fractiile date, putem scrie g, A

15 12"
83. Compararea fractiilor. Ca si compardm doud sau mai multe

fractii, care n’au acelas numitor, le aducem intdi lo acelas numitor si
-apoi le comparim.

(1) Acesta poate fi sau produsul tituror numilorilor, sau cel mai mic mullipln comuz al lor,
sau orice alt multiplu comun,
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Astfel fractiile % ) % se pot scrie

a ad ¢ be .
S Fey BT AR
i comparand noii numdrétori, vedem eci

dacdi ad > be avem

V

dacdi ad—=be avem

SRR
I
o &.‘Q &.!n

daci ad < be avem T<7'

De aci rezulid ci orice sir de fractii poate fi ordonat. E de a juns si aducem
toate fractiile la acelas num tor si i le ordonim dupd numératorii lor,

EXEMPLU. Fiindci fra-tiile Gé’ 32 si% [82], sunt egale respectiv cu

10 RBLeT

S G e 7
0 8 47 d
T e ki

8 R A 5 2
=i TS-on — avem —

PRVl 6~ 3 12

84. Teoreme. 1°. Dacii avem un sir de fractii egale, fractia, care
aré ca numdrdtor suma numdrdtorilor si ca numitor suma numitorilor,

este egald cu fiecare dintre fractiile date.
S& considerdim fractiile

a ar an 5 a,—{—a,'-{—a"
TR = 7 1 TR
b bl b' $ b+br+bn

Dacd X e valoarea comunii & primelor rapoarte, avem
a=0x, a’'=b2%, a”"=p"2,

si adunand aceste egalitdti membru cu membru, deducem |
ata’'+a”"=brLp’2 +5A=A(0+ " + ")

de unde, impé#rtind prin b--b' 10", rezultd

a+a’ +a” a a’ a
(3-’1) > \,"212*:——,:7-

bbb+ b b b

Mai general, fiindes

GO B i B S 8 it sl

b b g&’ b7 7’
rezulta ci

Pastas pbet i o gt

phtobl teb B ¥ W

oricare ar fi numerele algebrice p, q, 7.
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20, Dacii avem un sir de fractii neegale, fractia, care are ca nu-
mérétor suma numdrdtorilor si ca numitor suma numitorilor, are o va-
loare medie, adici este mai mare decdt cen mai micd sl mat micd decit

cea may mare dintre fractiile date.

Daci . 4
a a a 3
Tzlv b'—l"" b":V, 7\<P'<V;
avem » :
AIT<~/ de unde bA=0a < by
A<Z, G EASIOET g Cr g s
a’l

iy Ty g fildae gy

Adunand membru cu membru ultimele trei neegalititi, deducem

ADHV'40") < ata' La” < v(b+b"+0")

si impértind cu b4+b"+d”, rezulty

a-t+a +a”
adics gy S
‘g‘ a+a"La” a’
g5 N PN

30. Cand adundm acelas mumdr la ambii termeni ai unei fractii
fractia se mdreste dacd e mai micd decdt 1 si se micsoreazd dacd e mai

mare decdt 1.
In adevir fractia
v a + n
b+n

rezultd din fractiile % si 2, daci adunim numdratorii intre ei si numitorii intre ej
n

§i, dupd teorema 29, ea are o valoare cuprinsd intre % si®

— =1. Deci
7
daci 2% <1 avem £<a+”'<1;
b - b b-t+n n
daci % =1 ave ] “+”>ﬁ.
b SR e s o

In amandoud cazurile fractia se apropie de unitate.

49. Cand scidem acelas numdr din ambii termeni ai unei fractii,
sl se mdreste, dacd e mai

fractia se micsoreazd, dacd e mai micd decit 1
mare decdt 1.

M. G.

=1}
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In adevir, dupd teorema 30 fractia % are o valoare cuprinsi intre

a—n 3 n
L 1 =y s
b—n ¥ n
Deci :
daci 2% <1 avem O—% ey £l I
b b—mn b n
daci % > 1 ayem o2—7 Sl S
b b—mn . b n

In aménioud cazurile fractia se depdrteazi de unitate.

85. Operatiile eu numere fractionare se definesc astfel ca si cu-
prindd si si generalizeze operafiile cu numere intregi.
Operatiile inverse rezulti din definitia operatiilor directe.

1% Adunarea. Daci fractiile au acelas numitor, suma lor este
0 fra&iie, care are ca numdrdtor suma numdrdtorilor fractiilor date si
ca numitor numatorul lor comun. ;

Astfel :

(XV) c a—}-b—;—c.

7 n

=

=L
i i

I

S|«
S|~

Dacd fractiile n’au acelas numitor, trebue S le aducem intdi la
acelos numitor [82] si apoi si le adunim,

20, Sciderea. Daci fractiile au acelas numitor, diferenta lor
este o fractie, care are ca numiritor diferenta numdrdtorilor fractiilor
date si ca numitor numitorul lor comun.

Astfel
(XVI) ¢ b st
n n n .
“In adevir

Daca fractile n’au acelas numitor, trebue si le aducem intéi la
acelas mumitor si apoi si le sciidem.

3% Inmulfirea. Produsul a doud sau mai multe fractii este o
fractie, care are ca numiritor produsul numdrdtorilor si ca numitor
produsul numitorilor fractiilor date,

Astfel : 3
W o e ace
(XVII) ZXJX}T—W‘

OBSERVARE. Fracfia produs se poate simplifica, inainte de a efectuts inmulfirile,
10, suprimand orice factor, care se giseste si la numiritor si la numitor;
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20, impdrtind prin acelas numir wn factor dela numdrdtor si un factor dela
numitor (dacd impirtirile se pot face exact) si scriind in locul acestor factori catu-
rile eipitate.

EXEMPLU :
14 X283 xX6X15 14X15 _ 143
I o Al 8 =21,
2X38X 23X 10 10 2 X

4 Impirtirea. Ca si impértim doud fractii ordinare inmulfim
fractia intdia eu o doua rdsturnatd.

Astfe] »
G € o d ad
XVIII —:—:—,—:——
( ) Tl B e be
In adevir
LV [ Sy
be d bed b
EXEMPLE :
Adunare. Inmultire.
Bl gy, deiiciat 8ady B0 B xe8a; @
B ek L 5T EXL B
Scddere. Impdrtire.
Eed CAnE . RN o e
b E T s B T as N ey R R v T

86. Operatiile dintre intregi si fractii. Scriind orice numir intreg
sub formi de fractie ordinari (cu numitorul 1), operatiile dintre intregi
s fractii se reduc la operatii intre fractii.

Astfel :
b a= - e b @ b ab
@ — = et ] oo il e
a‘c—l'c_ B axc—lxc e
0 b a b+ac—b a.b_a_g__axg_a_c
e R LA R ‘e ! e R e
B Wle Ed ey
PR TN S G
EXEMPLE :
5§ 2re By S b RGBS s (B e g - 10
Btk e bl i ixs  3°
5__2_=£_E=E_E=E, SRS NE S e '8 15
3 1 3 3 3 3 3 T 3 3 2 2
2 2.5 2 1 2
=g =" R S f e
3 8 & 3><5 15

Toate regulele operatiilor cu fractii ordinare, cuprind in ele regulele
date pentru operatiile cu numere intregi §i péstreazi toate legile funda-

mentale ale acestor operatii.
5.
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Astfel avem :

S i BL G (comutatie)
Rl Badle 2 it 7 o
e e ac ae L
[7((7 o 7) =34 e o7 (distribufie ),
a b iR | a
ab:T.l—:l—xgzg (raport).

OBSERVARI pentru numerele pozitive :

1°. Cand inmultim un numir ¢ cu un numdr ntreg n, produsub
na este de n ori mai mare decat a.

20. Cand inmultim un numir ¢ cu o fractie X, produsul Aa este
mai mare sau mai mic decat @, dupd cum fractia' A este mai mare sau
mai mici decat 1,

30. Cand impirtim un numir @ cu un numdr intreq n, catul a:n
este de n ori mai mic decat a. ' :

40. Cand impirtim un numir ¢ cu o fracfie X, catul a:X este
mar mic sau mai mare decat @, dupd cum fractia A este mai mare sau
mai mici decat 1.

EXEMPLE :

12 X8 = 286 de 3 ori mai mare decat 12 (3 intreg).
12 % _2_ —12x2

25 =8 <12 fiinded fructia % &y
12 x% i 12§<4 =16 > 12 fiindea fractia ':; A

12:83 = 4 de 3 ori mai mic decat 12 (3 intreg),

12:3:%‘:18}12 fiindei fracﬂa_g. =X
12:%=¥=9<12 fiindead fmcﬂa%>l.

87. Fractie din' numir. In unele cazuri simple se calculeazi ime-
diat cat face o fracfie dintrun numir. Astfel

lih ; 1 12
5 (jumitate). din 12 este 6 sau g X12 = 5
-1 - : 1 12
g_(a trela parte) din 12 este 4 sau §><12 =

In general avem urmitoarea

Reeuri. Ca sd caleuldm o fractie dintr'un muimdr, inmulfim fractic
cw numdrul. '

EXEMPLU : 2 treimi din 105 = % X 105 = % )

o
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In adevir, 5
I {reime din 105 este 190

(3]

2 treimi din 105 este 2 X — % X 105 = T0.

i

88. Fractii zecimale. O fractie ordinari, care are ca numitor o
putere de-a lui 10 (1), se numeste fractie zecimald si se scrie ca nu-
mdr zeeimal [9].

EXEMPLE :

[<V]
ot

7
Ul

48

== RO e
>5 10000

= 0,0048.

|

ot
(=)

Invers, putem trece dela un numir zecimal la fractia ordinari
corespunzatoare :

Recuix. Ca sd seriem un numdr zecimal sub formd de fractie ordi-
nard punem ca numéiritor numdrul zecimal fard virgula zecimald, iar
ca numitor 1 wrmat de atdtea zeruri, cite cifre zecimale are mumdrul
zecimal.

EXEMPLE :

375=30_15.  gopig— 48 _ 8
100 4 10000 625
Orice numdr intreg se poate scrie ca numir zecimal, daci-i punem

oricate zeruri vrem ca cifre zecimale. Astfel: 54 = 54,000.

89. Compararea fractiilor zecimale se face mai usor decét a frac-
tillor ordinare :

1°. Dintre dou# numere zecimale, care au pdrfile intregi diferite,
acela este mai mare, care are partea intreagd mai mare.

20, Pentru douii numere zecimale, care au aceeas parte ntreagd,
compardm cifrele zécimale, care reprezintd wnitdfi de acelas ordin,
incepand dela virgula zecimald spre dreapta. Daci primele cifre diferite,
dela aceste numere, sunt cifrele zecimale de ordin 7, acel numir este
mai mare, care are cifra zecimald de ordin #» mai mare.

EXEMPLE : , 405,03 > 404,9875 fiindci 405 > 404; 38,7195 > 3,718954 fiindcd
primele cifre zecimale Cdiferite la aceste doud numere sunt miimile 9 si 8 si citra
miimilor e mai mare la numirul intai decat la al doilea,

.

90. Valori apropiate. Uneori in calcule nu putem sau nu trebue
si finem seama de toate cifrele zecimale ale unui numir. De exemplu,
dacd dintr'un calcul am ciipitat ca rezultat suma 27,6341 lei, o scriem
numai cu doud cifre zecimale: 27,63 sau 27,64.

(1) Adict 10, 100, 1000, etc,
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Avem
27,63 < 27,6341 < 27,64

$i diferentele dintre valoarea exactd si valorile luate sunt

27,6341 — 27,63 = 0,0041 < 00F,
2764 — 27,6341 — 0,0059 < 0,01.

De aceea numerele 27,63 si 27,64 se zic valorile apropiate ale
sumei 27,6341 cu aproximagie mai mics decit 0,01 (o sutime); 27,63
e apropiat prin lipsd, iar 27 ,64 e apropiat prin exces (sau prin adaos).

OBSERVARE. Daci 34 e valoarea exactd a unui numér zecimal, putem scrie
indiferent 3,4 sau 3,40 sau 3,400, .. :

Nu e acelas lucru pentru valorile apropiate: cand seriem 3,4, cunoastem numai

prira cifri zecimali exactd (aproximatie < 0,1); cand scriem 3,400, cunoastem pri.
mele 3 cifre zecimale ale numarului (aproximatie < 0,001 )

91. Legile numerelor zecimale.

19, Dac# mutim virgula zecimali dupii » cifre spre dreapta, nu-
mérul zecimal se face de 10" ori ma; mare sau se inmulfeste cu 10"

20, Dacii mutim virgula zecimali dupd n cifre spre stdnga, namsi-
marul zecimal se face de 10” ori ma; mic sau se tmparte cu 10"

In adevir, astfel mirim sau micsorim de 10" or valoarea uniti-
filor reprezentate de fiecare cifr [9]. :

EXEMPLE: 38,1752 X 1(0 317,52; 317,52:10 = 81,752,

OBSERVARE. Cum orice numir intreg poate fi seris ca numir zecimal [88],
aceste legi sunt adevirate §i pentru numerele intregi.
EXEMPLE: 57 = 57,000; 57 X 1000 — 57000; 57:1000 = 0,057,

92. Operatiile cu numere zecimale. 1. A-dunarea sl sciderea
numerelor zecimale se fac ca sl la numerele intregi. In seris, virgulele
zecimale vin unele sub altele. Daci e nevoe, mai ales la sciddere, se

20. REGULX pentru Inmultirea numerelor zecimale :

Operatia I. Suprimdm toate virgulele zecimale i Inmulfim nume-
rele intregi rdamase.

Operatia IL Despirfim 1o produs atdteq cifre zecimale, cite aun
avut toate numerele date.

EXEMPLU. 5,72 X 34.
Operatia I: 572 % 84 — 19148; operafia II: 19448 (2 zecimale ).

(1) Prin aceasta aducem, de fapt, fractiile la acelas numitor.
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Regula rezultd din inmultirea frac iilor ordinare :

- . 572 51 19448
K S T o

30. REGULX pentru impédrtfirea unui numir zecimal printr'un
numir intreq : :

Operatia I. Impirtim partea intreagd a deimpirtitului prin im-
pirtitor ; obfinem astfel parten inireagd a citului (care poate fi si zero).

Operatia II. Punem virgula zecimald la cat si continuim impér-
tirea ca la numerele intregi, scoborind la rest cdte una toate cifrele
zecimale dela deimpirtit. Pentru fiecare cifrd zecimald scoboritd la rest,
trebue sd seriem cite o cifrd zecimald de acelas ordin la cdt.

Dacd impirtirea nu se face exact, putem caleula catul cu aproxi-
mafie (cu n cifre zecimale), deoarece putem scrie deimpirtitul cu ori-
cate cifre zecimale vrem, adiogandu-i zeruri la dreapta pirtii zecimale,
dacd e nevoe. '

Restul impirtirii reprezintd unitd{i de ordinul ultimei cifre zecimale
scoborite la rest dela deimpdrfit sau de ordinul wltimei cifre zecimale
aflate lo edt.

OBSERVARE. Aceeas reguli se aplicd pentru ealcularea catului cu aproximatie
§i cand deimpdrtitul e numir intreg, deoarece il putem scrie ca numir zecimal, cu
oricate cifre zecimale vrem [88].

= 19,448,

EXEMPLU.
336,218 | 24 Deimpartitul luat: 336,218000,
96 14,000083  Restul adevirat: 0,000008.
e gOO Verificare : :
80 14,009083 x 24 = 336,217992
8 3 -+ 0,000008

$ 336,218000 .

In adevir, dacd vrem sd avem la cat milionimi, trebue si exprimim deimpdr-
titul in milionimi si afem:

336218000 milionimi : 24 == 14009083 milionimi
rest: 8 milionimi.

40, RecurX pentru impértirea unui numir zecimal printr'un
numar cu p cifre zecimale:

Operatia I. Suprimidm virgula zecimald dela impirtitor si mu-
tdm virgula zecimald la deimpirtit dupd p cifre zecimale spre dreapta
(adicd inmultim si deimpdrtitul si impértitorul cu 107) (91,1].

Operatia II. Impirtitorul devenind numér intreg, efectuim im-
pirtirea ca in cazul precedent [92, 3].

Prin operatia [ edtul nu se schimbd, iar restul se inmulteste cu 10°;
prin urmare restul impdrtirii este restul dat de operafia Il impdrfit cu

107 [60, 4].
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EXEMPLU. 203,7852:5,29,
Operatia I: Inmulfim amandoud numerele cu 100,
Operatia II: Efectuim impértirea

20378,52 | 529 Catul adevirat: 3852,
4508 " | BRE5 - Bostal eiid 1,44 [dupa 92, 3].
oS Restul adevirat: 1,44:100 — 00144
144 Verificare: 3852 % 520 — 203,7708
<+ 0,0144
~203,7852.

93. Transformarea fractiilor. Am vizut cx orice fractie zecimali
Se poate scrie sub formi de fractie ordinari [88].

- . 5 v a ] . ‘: &
Invers: Orice fractie ordinardg 5 Se poate scrie ca fractie zecimald.

In adevir, fiindes
%:a:b:c (cat exact),

problema se reduce la a calecula catul ¢ cu toate cifrele zecimale, care
rezultd din aceasti impérfire.

ReGuLX. Ca sg transformim o fraefie ordinarg in fractie zecimald,
impdrfim  numdrdtorul DPrin numitor.,

Distingem doui cazuri -

19 Daci ajungem la un rest nul, impértirea ne di o fractie zeci-
mald exactd.

20. Dacil niciun rest nu e nul,  impértirea poate fi continuati lo
infinit. In acest caz cipiatdm o fractie zecimald cu o infinitate de cifre
zecimale, dar o aceeas grupd de cifre zecimale se reproduce la cdt necon-
tenit. Grupa, care se repetd, se-numeste perioad si fractia zecimali
obfinuti se numeste fractie zecimalj periodicd.

Dacé perioada sau partea periodied Incepe indatd dupi virgula ze-
cimald, fractia se zice periodicd simpl ; dacl, dupd virgula zecimalj,
vine intdi o parte ‘care nu Se repetd si apoi incepe partea periodicd,
fractia se zice periodicd mixtd.

EXEMPLE :
= 5:8 = 0,625 (fraclie zecimali exacti),

= 9:11 =10,818181 ., (fractie periodics simpli ),

= 5:22 = 0,2279727. . (fractie periodici mixtd),

bl ot 2o | en

e

OBSERVARE. Fracfia zecimali egali cu %, dacd nu e exactd, #rebue si fie perio-

dicd, pentruci resturile succesive ale impirlirii 4: fiind toate intregi si mai mici
decat &, nu pot [fi decat cel mult p numere diferite. Daci Impirtirea continug,
trebue dar si se repete unul din resturile obfinute si atunci si cifrele dela cat incep
sd se repete.
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94. Operatiile cu fractii algebrice. Toate regulele date in para-
grafele precedente, pentru operatiile algebrice cu numere intregi, se aplici
si la operatiile algebrice cu fractii ordinare sau zecimale. Numai pentru
calculele aritmetice vom tine seami de regulele ‘speciale date pentru fie-
care fel de numere in parte.

EXEMPLE: 0,58 — 3,007 = — (3,007 —0,58) = — 2,427,
(+24) X (—1,05) X (—06) =+ (24X 1,056 X06) = 1312,

G +(F)-2-3-8-a__1

7 5 5 33 35 35’
SO e g g O e b ST
(T7)'( 3)= Fi% T
Bk it U eV e Ml s EER
v B A SR S G+s+d)
S 0y R N e
G+ Gra+2)
SWT e men e
1 N e 5 132 33

95. Fractii generalizate. Numim astfel o expresie scrisd sub formd
de fractie ordinard, dar care are ca numdrdtor si ca numitor orice ex-
presie algebrici.

EXEMPLE : Lo 2ol
0,73 b 5
5 B p’ bx 1
an g e P B ke
3 m+q —2

ReGuLA. Valoarea unei fractii generalizate se calculeazi astfel :

Operatia I. Caleulim separat valoarea numdrdtorului si valoarea
numitorului fractiei, reducand acesti termeni la numere intregi, la fractii
ordinare sau zecimale,’ ‘

Operatia II. Facem Impdrfirea numdritorului prin numitor.

EXEMPLE :
Operatia I Operatia IL
073 Numiritorul: 0,73 108z LTS 068 2B o D s
(T Numitorul : 1—-3:—-3,' 2 2 2
3 3 3 3 "

pdf s Numiritoral: 2 —35¢
% . ; Fractia: w .
mz | 2 : Numitorul; "*2+2 (mPq+p)b

q q 1

Inpersul wmii numdr A este numdrul e si avem

1
AX—=1,

A
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. efrit a gl
Inversul unui numdr intreg a = 7 este fractia i

; i : @ iy b
Inversa wnei fraefii ordinare 5 este fractia rdsturnati o

EXEMPLE: Inversul numérului 25 este 51: = 0,04 (1). Inversa fractiei 0,04 sau
5

4 este ﬂ) =25

100 4

A impirti pe @ cu b insemneazi a inmulfl pe a eu inversul lai b.

In adevir

@ 1
a.b_—_g_—_axg-

Osservare. Orice fracfie se poate scrie sub formi de produs si
reciproc. Astfel, orice expresii algebrice ar fi «, 8, v, &, avem:

=a X == X=3 aXp=

2

| &
To| =
o07|= l'wl R
™| R
= |
~o| | &

96. Egalitati si neegalitifi cu fractii. Pentru adunarea, sciiderea,
inmulfirea si impértirea egalitifilor sl a neegalitétilor, care contin nu-
mere fractionare se aplici aceleasi regule ca si pentru egalititile si
neegalitifile cu numere intregi.

Credem totusi necesar si facem observirile urmétoare :

10, Egalitidti. Din

@ _ ¢
(36) F==,
inmultind cu b ambii membri ai egalitiitii, deducem
bXZ=pxE
sau [dupd 59, 1] b d
(37) o=l
Tot din egalitatea (86) impiirfind cu a=0, deducem
Lige '
b ad

RecurX. Impdrtitorul sau wun factor dela numitorul wnui membri
al egalitdtii poate fi trecut in celilalt membru ca immulfitor sau ca fac-
tor la mumdprdtor si reciproc : inmulfitorul sau wn factor dela numdrdg-

torul wnui membru al egalititii poate fi tecut in celdlalt membru ca
impdrfitor sau ca. factor la numitor.

(1) TABLA I dela sfarsitul volumului ne dx inversele numerelor intregi dela 1 la 100.
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EXEMPLE : Din % =35
din 3X6_ 9
4X5 10

~
din -2 B0
g
4X5 10

20. Neegalititi. Din

deducem 7
deducem 3
deducem 2
deducem 7
b

inmultind ambii membri ai neegalititii cu b, deducem

(39)

dacii acest factor e negativ, sensul neegalititii se schimbd

(Fy)
(F2)

(Fm)

a>~l;l£

(JL<%c

pentru

pentru

b>0,

b<O.

Tot din neegalitatea (38), Impirtind cu @ 3= 0, obtinem

i ¢
bl
1 é
b i

EXEMPLU.
4 (22)%10
Din % - (+2)X10
i i 28

pentru

pentru

deducem

din 4 > w deducem

-7 .28

a >0,

=

Prin urmare aplicim si la neegalitifi regula precedentd, dar trebue
sd fim atenti la sensul neegalitifii finale: daci factorul,
dintr'un membru in celilalt, e pozitiv, sensul neegalitatii

care se trece
se pdstreazd ;

1o (=2)x10,

T

428

’

4 < (—7)X(—2)XIO'

28

97. Multimea numerelor rationale. Existi o infinitate de giruri de
numere fractionare analoage cu sirul Fr, [77]:

S R G LS ) e
n 2

I =) T =)

2 2

n 2

¥ =) P ety
m m

g
1
=
1

-=, 0
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Dirarile Fy, By .o, Py cuprind - toate numerele intregi si
fractionare (ordinare si zecimale) si formeazi la un loc mulfimea nu-
merelor rafionale (1).

Sd presupunem ci, luand o lungime ca unitate intreagd, insemnim
.pe o axda A '

10. toate punctele care corespund la diviziunile 1 (sirul F,);
1
20, toate punctele care corespund la diviziunile 5 (siral Fy);

A g
.30 toate punctele care corespund la diviziunile 3 (sirul F3);

sl agd mai departe. Obfinem astfel o infinitate de siruri de puncte F, -
Ky, o.., Fn, ... situate pe axa A.

Doud sau mai multe purcte din siruri diferite pot fi distincte sau
pot coincide.

) c . a : o
La fiecare numdr rafional 3 (intreg sau fractionar, pozitiv sau

negativ) corespunde un punct g unul singur pe azxa A.

Reciproca nu e adevirati: La un punct de pe axa A sau cores-
' pund o infinitote de numere rafionale egale (2) [80, 8] sau nu cores-
punde niciun numdr rafional,

EXEMPLE : La punctul cu abscisa 1 corespund o infinitate de numere rationale
2 3 n
SNE T e

Din contra, dacéi O e originea pe axa A si dacd segmentul OP este diagonala
patratului cw laturea 1, la punctul P nu corespunde niciun numdr rafional (3).

egale: 1,

Toate pumctele, de pe axa A, la care corespund numere rafionale,
formeazi mulfimea punctelor rafionale.

98. Sirul numerelor rafionale. Daci doud numere rationale A Sip
sunt egale, ele corespund la acelas punct P pe axa A (fig. 22, pag. 60)
sl avem A = p = QP.

Daci X > p si daci A = OP, = 00Q, punctul P se giseste la
dreapta lui (). ;

S& presupunem ci am insemnat pe axa A mulfimea tuturor punc-
telor rationale si ci am seris in dreptul fiecirui punct rational numarul
rational corespunzitor. Cum la un punct rational corespund o infinitate
de fractii [96], toate egale, vom scrie in dreptul acelui punct fractia
nereductibild corespunzitoare [81].

(1) Mulfime — ensemble, aggregato, Menge.
(2) Din siruri F; diferite, 2k
(3) Se demonstreazi in Geometrie cf in acest caz valoarea lungimei OP nu e un numir rafional.
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Astfel toate fractiile din sirurile Fy, B, .o, Fp, ... sunt ase-
zate intr'un singur sir 7 ordine erescitoare. Acest sir se numeste sirul
numerelor rafionale sau sirul F (fig. 28 )-

OBservare. Sirul F contine toate numerele intregi s fractionare (1).

—OC NUMERE RATIONALE NEGATIVE () NUMERE RATIONALE POZITIVE 400
. = 3

) i

0.
Fig. 23.

TeoremX. Intre doud mumere rafionale neegale sunt cuprinse o in-
firaiate de numere rafionale distinecte.
In adevir fie

)
| ot

<

Fractia

o
-+
(w1

g
=T

-3
_I_.
(=)

este cuprinsd intre fractiile date, fiindes [dupd 84, 2] avem
3 8 5
5 Bk
In acelas fel gisim ¢i fractiile

3+8 11 . 845
7+13 — 20 ¥ 137%

|t
ol &

sunt cuprinse intre fractiile date, fiindei avem

:
3 11 8 135 5
TS20-13<1<§
sl asd mai departe.
De aceea zicem ci mulfimea numerelor rafionale (adicd multimea F )
este densd.

OBSERVARE. Desi intre doud purcte rafionale, oricat de apropiate ar fi ele pe
axa A, se gisesc o infinitate de alte puncte rafionale, totusi se gisesc, pe aceasti
axd, si puncte care nu sunt rajionale, adici puncte care nu fac parte din mulfimea F.

s A .y . - e e o
CoroLar. Oricit de mici ar fi o fractie cu termeni pozitivi 5
existd intotdeauna o altd fractie pozitivd mai micd decit e,

7 (1) Daci o fractie T‘;— este reductibild, valoarea ei figureazi in sirul F prin fractia nereductibils
7 egald cu % . In acest sens zicem ci sl fractia % se giiseste in sirul F,
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Numerele 0 si % fiind rationale, rezulti, dupd teorema precedents,

cd, intre ele, se giisesc o infinitate de alte numere rationale,
Demonstratia se poate face si direct,
In adeviir, daci luim orice numir &’ >b, avem

a

0<§<3-

Cum existd o infinitate de numere 5" mai mari decat b, gisim o

anfinitate de fractii % cuprinse intre 0 si %.

In particular putem avea

oricat de mare ar fi ». E de ajuns si luim o .10" < b’ sau ¥’ >a. 10"

99. Mirimi comensurabile. Doud mirimi de acelos fel se pot com-
para intre ele [7]. Ele pot fi egale sau neegale. O mérime poate fi
egald cu suma altor mirimi.

Vom zice ci o mirime A se cuprinde de # ori eraet intr'o alti
mérime B de acelas fel, daci mirimea B este egald cu suma a 7 mi-
rimi egale cu A. In acest caz B este de n ori mai mare decit A si
masura lui B ew ajutorul lui A este 7, ceeace se scrie

(40) B=nXA
sau :
(41) mis. B =n (pentru A=1),

Dacid mirimea A nu se cuprinde de un numir exact de ori in B,
“ar daca existd o a treia mirime C, care se cuprinde de a ori in A si
de b ori in B, zicem ci C este 0 mdsurd comund pentru mirimile A
si B si scriem
{42) A=aXC, B=bXC

s SaK

(43) mis.A=a, mis.B=05 (pentru C=1).

In acest caz mirimile A si B se zic comensurabile.

DeFviie.  Rapertul dintre doud mirimi A $i B este raportul

-dintre numerele, care reprezintd mdsurile acestor mirimi, determinate
U aceeas unitate de mdsurd.
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A
Raportul dintre mérimile A si B se serie T
Avem dar, pentru egalitétile (43),

A mis, A g
{44) BT mas.B _}

(pentru C=1).

Dacd in loc de C luim o alti unitate de misurd, de exemplu
o : Rk Bt
G e (de = ori mai micd), gisim
A=nXaXC(C, B=auXbXC(
sau
mis. A =nXa, misB=mnXb (pentru ' = 1),

i raportul

. A %X @ a ’
{4 WE s SO g T > =] g1
(45) B e (pentra C )

Din egalititile (44) si (45) rezults ci valoarea raportului a doud
‘mdrimi v depinde de unitatea cu care mdsurdm aceste mdrimi.

In particular, dacd alegem pe B ca unitate de mdsurd, din egali-
tatea (44) deducem

= mis, A =2 (pentru B=1),

- {46) b

o b

Prin urmare : valoarea raportulii % este masura lui A eu ajutorul
dui B.

OBSERVARE. Mésura lui B cu ajutorul lui A este %

100. Mirimi incomensurabile. Daci nu existd nicio mirime C,
-care si se cuprindi de un numir exact de ori gi in A si in B, miri-
mile A si B se zic incomensurabile.

In acest caz, pentru orice parte alicotd a lui B luatd ca unitate

B
de mésurd, de exemplu pentru ngv gidsim un numir intreg p,
pentru care avem
i PXC <AL (pt1) xC

sau
3 -1
4 <m.?sA<p-r (pentru C=1).
mis.B = ¢
Prin urmare
. e i S VR S
(47) q < mis.B . B = q
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‘ . A - . y
In acest caz, valoarea raportului g sau maswra lui A cu ajutorul
1
p;— . Diferenta din-
A | e o - :
tre aceste fractii find —, zicem c# fiecare din ele reprezintd mésura

g € 0 mésurd

lut B este un numér cuprins intre fractiile ;l si

] ey, = Seougme ool
lui A (pentru B=1) cu aproxvmagie mai micd decdt E;

prl

apropiatd prin lipsd, iar *—— e o misurd apropiatd prin exces.

In practicd, ludnd pe ¢ destul de mare, adicd unitatea de misurd

— destul de mici, vom zice ci misura lui A cu ajutorul lui B este ;—o

n-1
saup;.

EXEMPLU. Dacd A este lungimea unei stofe i B lungimea wnui metru sl dacid

nici B, nici % , nici % nu intrd de un numir exact de ori in A, dar daci % se

cuprinde de 345 ori in A s§i nu se cuprinde de 346 ori, vom zice ci in lungimea A
avem 345 cm. de stofi (sau 346), firi si ne mai gandim si masurdm si diferenta

ramasi cu ajutorul fractiei mai mici %, adica cu milimetrul,

101. Unitifi practice de misuri. Pentru misurarea mirimilor se
intrebuinfeazd unitati principale si unititi secundare: multiplis (unititi
superioare ) si submultiplic (unititi inferioare) unititilor principale. Toate
aceste feluri de unititi se deduc, de obicei, unele din altele ca si uni-
titile din sistemul zecimal.

In practicd avem doui feluri de sisteme de mdisuri: sistemul metrie
si sistemul C. G. 8. :

10. Sistemul metric. Unitatea principald pentru lungimi este
metrul (1m), care e a zecea milioana parte din sfertul meridianului
_pdmantese (!). Lungimea metrului-etalon, construit in platind, se pi-
streazd la biuroul international de greutiti si misuri din Sévres (Franta ).
Avem mctri eopii-etalon in toate capitalele térilor, care au adoptat siste-
mul metric (2). :

Multiplic metrului sunt :

1 dam (decametru) =10 m; 1 hm (hectometru) = 100 m
1 km (kilometru) = 1000 m; 1 Mm (miriametra ) = 10000 .
; Subsmultiplii metrului sunt :
1 dm (decimetru) = 0,1 m: 1 ¢m (centimetru) = 0,01 m;
1 mm (milimetru ) = 0:001 m; 1 p (micron) = 0,000001 o .
Multiplii §i submultiplii metrului merg din zece in zece.

(1) Dupi misurile & doi invitati franceji: DELAMBRE si MECHAIN. Sistemul metric a fost
adoptat in Franta la 3 Noembie 1801 sub NAPOLEON I, dar a devenit obligator numai dela 1 Tanuar 1840,

(2) Romania a adoptat sistemul metric din anul 1884,
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Cu decametrul se misoard drumurile in km §i hm. Masura practici e un lang
sau o panglici lungd de 10 . Aproximatia e de 1 dm.
Cu metrul se misoari stofele, dimensiunile cladirilor, ale materialelor de con-
structie, etc. Aproximatia e de 1 em.
Cu decimetrul sau dubludecimetrul, divizat in Jumitati de milimetru, se misoari
dimensiunile pieselor de magini, ale figurilor dintr’un desemn, ete,
Micronul se intrebuinfeazi pentru misurile extrem de delicate din Fizics,
Un grad din meridianul pdmantesc (1) are lungimea de
10000 Jieh
90 km. = 111,111 ... km,
In marind se intrebuinfeazi : mila marind, care corespunde la a 60-a parte din
grad sau la 1 minut din meridianul padmantese

1 milid = 11é6111 km = 1851,85 m si 1 leghe — 8 mile.

Iufeala vapoarelor se exprimé in noduri, Un nod Insemneazd 30 m pe minut,
Un vapor cu iuteala de » nodurj parcurge % X 30 X 60 = n X 1800 = # mile pe ora,

In Astronomie, pentru distantele dintre astre, se intrebuinfeazi ca unitate de
lungime raza medie a Pimdantului — 6467 km sau distanfa medie dela Pamant la
Soare = aproape 150 milioane km,

Pentru suprafefe si volume nu avem unititi de mésuri etalon. Supra-
fata unei figuri si volumul unui corp se deduc prin calcule, misurand
anumite lungimi si aplicand formulele date de Geometrie (2). Misurile
se exprimd pentru Suprafete in metri patrafi si pentru volume in metri
cubi sau in multiplii si submultiplii acestor unitéfi.

1 mp (metru patrat) este un patrat cu laturea de 1 .

1 me (metru cub) este un cub cu laturea de 1 m.

In acelag fel se definese sl unititile lor secundare. Multiplii si sub-
multiplii metrului patrat merg din sutd in suid. Multiplii si submultiplii
metrului cub merg din mie in mie.

Pentru mésurarear campiilor se ia ca unitate arul (1 g =1 damp ) si hectarul
(1 ha=1hmp), &

Pentru supfafetele mari (judefe, tari, etc.) se intrebuinfeazi kmp ; pentru hir-
{ile geografice si desemnurile de precizie mmp.
Pentru lemne avem sterul (1 st = 1 me) si decasterul (1 dast = 10 mc).

Pentru-capacitdfi unitatea de misuri este litrul. Un litru este un
decimetru cub. Multiplii si submultiplii litrului merg din zece in zece.
OBSERVARE. Avem: 1%kl =1me, 11 =1 dme si 1 ml=1 cme.

Pentru greutdfi unitatea de misury e kilogramul (1 kg), greutate
etalon de formi. cilindrici depusi la biuroul de greutdti si misuri din
Sevres: kilogramul e greutatea wnui decimetru. cub de apd distilatd, can-
tdritd in vid, la temperatura de 449 (.

(1) A 90-a parte din sfertul meridianului pimantesc.
(2) V. FORMULELE la sfargitul volumului,

M. G. 6
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Unitatea principald este gramul (1g) a mia parte din kilogram.

Multiplii i submultiplii gramului merg din zece in zece.

Pentru greutitile mari se intrebuinteazi quintclul (1 ¢ = 100 kg ),
tona (1¢=1000 kg) si vagonul (1 v = 10000 kg). ‘

In laboratoare si farmacii unitatea de greutate e gramul cu sub-
multiplii lui pand la miligram.

OBservare. Avem pentru apd :

(48) 1me=1¢, Ldme = 1kg, leme=1g, Lmme =1 myg.

Aceste egalitdti nu sunt adeviirate pentru toate corpurile. Totusi
convenim si zicem, in general, ci unititile din fiecare egalitate (48)
sunt unitdfi corespunzdtoare.

20, Sistemul C.G.S. In Fizici se intrebuinteazi numai trei uni-
tati de misurd fundamentale : centimetrul pentru lungime, gramul pentru
massd i secunda pentru timp. Acest sistem, care n’are nicio unitate se-
cundard, se numeste sistemul C. Q. 8. dupd initialele numelor celor trei
unitdti, din care e compus.

Cand numerele, care rezulti din masurdri, sunt prea mari, se in-
trebuinteazi notatia prescurtati :

10" = 1000 .... 0 (1 urmat de » zeruri),
107" = 0,000 .... 01 (I precedat de n-zeruri ).

EXEMPLE. Distanfa medie dela Pimant la Soare — 15 X 1012 cm; massa unei
molecule de Hidrogen = 0,000 000 ... 001 — 10~2¢ 4,
O 8 .

102. Relatia dintre volum §i greutate. Raportul dintre greutatea
unui corp si volumul lui, exprimate in unitdfi corespunzdtoare [ 101 , el
se numeste densitate. ]

: Se mai poate zice ci densitatea este greutaten wnei unitdfi de volum

exprimatd in unitdti corespunzitoare.
EXEMPLE. Dacd 25 cme de aur cantiresc 481,5 ¢ (centimetrul cub si gramul
fiind unitdfi corespunzitoare ), densitatea aurului este ;
481,5 1926
T eE i e 02
Prin urmare 1 cmec de aur cantareste 19,26 grame.

Daca insemnim cu V volumul, cu @ greutateasi cu D densitatea
unui corp, avem formulele:
(XIX) g i, oty el S R
Vv ; D

OBservare. In aceste formule D e un numir abstract; greutatea
@ si volumul V trebue si fie exprimate in unitdti corespunzitoare,



V. — NUMERE COMPLEXE, 83

V. — NUMERE COMPLEXE ARITMETICE,

103. Sisteme complexe. Cand multiplii i submultiplii unui sistem
de unititi de misuri nu sunt formati dupi sistemul zecimal (1); siste-
mul de mésurd este un sistem complex, iar numirul, care rezulti din
aceasti mésurd este un nwmdr complez aritmetic [10 ] 2),

Prin astfel de numere complexe se exprimau misurile cy unatdgile
vechi din toate térile, inainte de introducerea sistemulus metrie. Sistemul
complex se mai pistreazi i azi pentru misurile din Anglia si Rusia,
precum i in Geometrie si Astronomie, pentru masurarea unghiurilor, a
arcurilor si a timpului.

1% Unitdti vechi romanesti Diferitele provincii roménesti
fiinded au apartinut, inainte de unire, la state diferite, au avut si uni-
tatile vechi de misuri diferite (3).

Astfel pentru lungimi se intrebuin{a ca unitate principald de mi-
surd stinjenul :

In Ardeal )

~ 1st.=1,90 m =6 wrme (#), lu=12 policari (p).

In Muntenia

1st.=196m=28 palme (p), 1p=12 degete (d).

In Moldova

1 st. =223 m =8 palme (2), 1 p=38 palmace (pe).
Mésura: 3 stanjeni 5 palme si 9 degete se scrie

3st 5p 94 (numdr complex).

Un numir complex aritmetic este, de fapt, un numir fractionar
ordinar mai complicat. Astfel, fiinded fiecare deget este o zecime din
palmé, avem ‘

oy Qdi=5+

si fiinded fiecare palmi este o optime din stanjen, avem
545
8
20. Unitidti engleze (4). In Anglia unitatea principald de mi-
surd pentru lungimi este yardul (y):
1y = 0,914 m = 3 picioare (F), 1f=12 degete (i) (%).

3st5p 9d=3+

stamjens.

(1) Adick nu merg din zece in zece sau din syt in sutd, ete.
(2) S& nu se confunde aceste numere complexe din Aritmetici cu numerele complexe sau ima-
ginare din Algebri. :
(3) V. TABLA IV dela sfargitul volumului, |
(+) V. TABLA V dela sfarsitul volumului,
(%) In limba englezd feet ( picioare ) si inches ( degete ¥
6.
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Pentru valori unitatea principald e livra sterling (L. st.) (1):
1 L. st. = 25.22 lei aur = 20 gilingi (s), 1s—= 12 dinari (d). (2).
Inloc de 15 livre sterlingi 8 silingi i 7 dinari se serie L. st. 15.8. 7.

30 Unitdti pentru arcuri, unghiuri si timp. Pentru
arcuri se intrebuinteazi ca unitate principald de misurd gradul, care e
a 360-a parte din cerc si ca submultiplii : minutul si secunda.

1 grad (10) = 60 minute; 1 minut (1’) = 60 secunde (60").

Unghiurile Ja centru, corespunzitoare acestor arcuri de cerc, sunt
unitiifile cu acelas nume pentru unghiurs.

Pentru #imp unitatea de misurdi este ziua (solarii medie) :
1zi =24 ore; 1ord (1 %)= 60 minute (m); 1m =60 secunde (s).

EXEMPLE. Vom scrie dar

15 grade 42 minute si 25 secunde de arc: 150 4% 25",
15 ore 42 minute si 25 secunde de timp: 156 h 42 m 25 s,

104. Transformirile numerelor complexe. Numdrul, care ne aratd
cdte unitdfi de un ordin formeazd o unitale de ordin superior, este ra-
portul dintre aceste doud feluri de UnAtaf.

Astfel raportul dintre zile si ore este 24; raportul dintre grade si
secunde este 60 X 60 = 3600.

In toate problemele cu numere complexe intervin doui feluri de
operatii: transformarea unor unititi date in unitéti de ordin inferior lor
sau in unitdti de ordin superior.

10. Ca si transformim niste unitifi date in unititi de ordin infe-
rior, inmulfim numirul unitdtilor date prin raportul dintre aceste unitafi
si unitdtile inferioare cerute.

EXEMPLU : 5 zile céte ore fac? Raportul dintre zile gioree 24 si 53X 24 =120 ore.

20. Ca si transformim nigte unitifi date in unititi de ordin supe-
rior, impdrfim numirul unititilor date prin raportul dintre unititile supe-
rioare cerute si unititile date.

EXEMPLU. 1000000 secunde cate zile fac ? Raportul dintre zile si secunde este
86400 si 1000000 s : 86400 ne dau 11 zile si 49600 secunde,

105. Transformarea unui numir complex in numir intreg si
viceversa. 10 Orice numir complex contine, in toate unititile care-1 com-
pun, un numdr intreg de unitdti de ordinul cel mai mie.

(1) In romaneste se zice adesea 1 lird in loc de 1 fivrd, Nu existd lire decat in Italia. In Anglia,
in Turcia si in Egipt unitatea pentru valori este livra englezi, turceased sau egipteand.
(2) In englezeste: 1 livri sterling = 1 pound; 1 siling = 1 shilling : 1 dinar = 1 penny.

.
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EXEMPLU. In 452 8 1 29 m 145 avem 45 X 24 4- 8 = 1088 ore;

1088 X 60 - 29 = 65309 minute ; 65309 X 60 -+ 14 = 3918554 secunde.

Reguri. Ca si transformim un numir complex in numir intreg,
transformdm, prin tnmultiri si adundri succesive, wunitdfile de ordinul
cel mai inalt in wnitifi de ordin imediat wnfferior ; apoi toate umitdfile
de acest ordin in unitdfi de ordin imediat inferior lor si asa mai de-
parte pand ce ajungem la unitifile de ordinul cel mai mie, care se gii-
sesc in numérul complex dat.

20, Uneori ni se di wn numdr intreg de unitdfi de acelas ordin
si vrem si stim edte unitdti de ordine superioare se gisesc in el.

E problema inversi celei precedente. In acest caz va trebui sé
facem un sir de impirtiri [104, 2]. '

EXEMPLU. In 3918 554 secunde gisim prin impdrtiri succesive :

3918554 : 60 = 65309 minuie §i un rest de 14s;
in 65309 m avem 65309 :60 = 1088 ore $i un rest de 29 m;
In 10887 avem 1089:24 — 45 zle i un rest de 87,

In practicd aceste operafii se ageazd in modul urmitor ;

3918554 s | 60

818 65309 m | 60
185 530 1088 7% | 24
554 509 128 [ 45

14 5 29 m 8%
Deci 8 918 554 secunde — 45 zile 8 ore 29 minute 14 secunde,

Reguri. Ca si transformiim un numir intreg in numér complex
cautdm, prin impdrfiri succesive, in unitdtile date cite wnmitdfi avem de
ordin imediat superior; apoi in aceste noi unititi, cdte unitdfi avem de
ordin imediat superior acestora si asa mai departe -pand ajungem la uni-
tatile de ordinul cel mai inalt ce putem evea.

Ultimud cdt i “resturile imparfirilor efectuate sunt pdrile care com-
pun numdrul complex cdutat.

106. Transformarea unui numir complex in numir fractionar
§i viceversa. 10. Intalnim aceastd transformare, cand vrem si exprimim
toate unitdtile, care compun un numir complex, cu ajutorul wnei sin-
gure unitdfi, alta decit cea de ordinul cel mai mic.

EXEMPLU. S exprimim 45 287 29 m 14 sin ore. Numdrul cdutat va confine evident
0 parte intreagd 45 X 24 48 = 1088 ore si o Dbarte fractionard 29 m 14 s, care e mai
putin decat o ord. Aceastd parte exprimati in secunde este 29 X 60 -|-14 — 1754 s.

; s 5 1754 .
Secunda fiind 3600 din ord, 1754 secunde fac 3800 ore. Deci

452 81 29 m 14 5 = 1088+ 309 ore — 1088,4872 ore,
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ReGuLi pentru transformarea unui numér complez in numir frac-
tionar :

Operatia L Ezprimim in unitdfile intregi cerute toate unitafile
de ordin superior acestora [105, 1]. Obtinem astfel partea intreagd a
numérului fractionar.

Operatia IL Transformdm in unitdfile de ordinul cel mai mic
toate wnitdfile inferioare wnitdfii intregi cerute si impdrfim numdrul ob-
finut prin raportul dintre unitate cerutd si unitatea de ordinul cel mai
mac. Obtinem astfel parteq fractionard a numérului cdutat.

OBSERVARE. Dacd vrem ca numirul fractionar si fie zecimal, transformim par-
tea fractionard obtinutd in fractie zecimnla, impértind numiritorul prin numitor [93].

20. REGuLX pentru transformarea unui numér fracfionar in numir
complex: :

Operatia L Tnmulfim numdrul fracionar dat cu raportul dintre
unitatea lui intreagd §i wnitatea de ordinul cel mai mic. Numirul frac-
tionar devine astfel un numir intreg sau fractionar exprimat in unititile
de ordinul cel mai miec.

Operatia I Transformim partea intreagd a acestui numir in
numdr complex [105, 2].
EXEMPLU. In 1088,4872 ore, fiindci unitatea de ordinul cel mai mic e secunda si

fiinded r portul dintre ore §i secunde este 3600, avem 1088,4872 X 3600 — 3918 555,92
secunde si [dupd 105, 2] gisim

1088,48727h = 452 8% 29 m 18,92 s,

107. Operatiile cu numere complexe. Fiinde# un numir complex
se poate transforma in numir intreg sau fractionar, operatiile cu nu-
mere complexe se reduc la operafii eu numere intregi sau fractionare.

Totusi fu unele cazuri, aceste operafii se pot efectua intr'un mod
mai simpla calculand direct cu numerele complexe.

Dim aci cateva exemple, din care se deduc ugor regulele in-
trebuintate.

’

1°. Adunarea.

100 25” 39” 4 dar 430 — 430
SRR el bl = 0 ¢

50 35 14" i — 12367
430 67" 96" total: 440 8" 36"

In practici se refin in minte unitatile de ordin superior §i se adunid la suma
urmatoare. Astfel vom zice: 14 cu 43 fac 54 i cu 89, 96" adici 1/ §i 36", Se scrie
36 sub secunde, iar 1’ se adund la coloana urmdtoare,
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20, Sedderea.

460 35" 7" —  gseriem 450 94° 67" —
180 42" 19" 180 42" 19”
? rest: 270 52" 48"

adunand 1° sau 60 (din 460) la 85" si 1’ sau 60” (din 35") la 7",

3% Inmulfirea cu un numir intreg.

170 49" 39" % 32° X 5 = 160" = 2’ 40"
5 42'X 5 =210’ = 30 30
e T 179X 5 = 850 = 8530

produs: 880 32’ 40"
In praclicd se refin in minte unitafile de ordin superior (2’ sau 3%) si se aduni
la produsul urmétor,
40. Impdrfirea printr'un numér intreg.
880 32" 40” | 5
880:5 =170 [170 49" 33" cat.

38
30X 60 = 180"
+ 32
212":5 = 42’
12
2" X 60 = 120"
—+ 40
160":5 — 32!’
10
0

Restul dela impirtirea gradelor se transforma in minute si restul dela impir-
tirea minutelor se transformi in secunde,

EXERCITIL

9. Ce valoare are produsul — 2z, daci 2 are una din valorile urmitoare :

1. 2=5X14—8—7X28—9; 2 2=5X(14—8)—TX(8—9:
. 2=5X(14—8—=T)X(8—9); 4% z2=5X(14—8—7)X3—9;
. 2=5X(14~8—7X8—9); 6% 2=5X[14—8—(7X3—9)].

R. 10, —64; 20 —144; 30, —60; 4o, +48; 50 4-240; 60, J-60.
10. 57 se pue in evidentd factorul comun in una din expresiunile urméitoare :

1% 3z4(2+y)(z—y)+(z—y) —3y;

X 2248y + (Saty 2+ (5a+y)(5a—y)+8x—2y;
30, 27Tr?h—0°47l’7r4—{———‘ﬂ'r

40, 2,7 — 0,27 — 0,027 + 27 — 2700,



88 1I. — OPERATIILE DE TREAPTA A DOUA.

R. 10.(22+3) (2—y); 20. (1024 1)(52-+Fy); 80 27r (rh—0.127rr+z%);
40. 27X (0,1—0,01 — 0,001 1 — 100) = — 27 X 98,911 = — 2670,597.

8 o
11. Si se scrie expresiunile: 15t tax, 40.r2,?ab, ‘1‘_;'31, 2a—8b-}5¢

2
ca produse 19, cu factorul 2; 20 cu factorul —5; 39 cu factorul e g

2)X—7:xy;

ax A
R. 2X17,5; 2X 55 (—38) X (—8a2); (—5)X?ab; (_?

(—%) X (—5a+20b—§c :

12. Si se adune fractiile

02 3 i D n o n(n—1) n(n—1)(n—2)
Ll S T A U LA R .23 ’
T2 Treg i) 1 1 Iy,
DO D g 2R o ety
ris a b c
T ac @ gt S
228 g0 02 E3n(n—1)fu(n—1)(n—2) n(n245)
R. 1% 150=228; 20 1.2.3 G e,
30 72 2%+384360. g0 @ tbetca, o oardbydee 6o 9% +-ab? 4 bez
: 180 : IREh abe LS abe e abe

13. S& se scrie fractia, care are ca numarator suma numéritorilor §i ca nu-
mitor suma numitorilor fractiilor din fiecare exercitiu 12,

24 . n T r2 3 :
R. 10.5—, 20_3(¢22_2)L+2); 3o_m(a+18+2); 4o'm,

z+y+4z | atb4c
o, be+actab’ Oo'b—,l—c—}-a:l‘

14. Si se inmulfeascd fractiile din fiecare exercifiu 12,

189 m(n—1)2(n—2) 1 xYz abe
—; L e T ;60 0 —
B. 1% 20007 2" 12 : abe @b’ " ape
15. S se efectueze operatiile :
10, 0,053289 X 10000; .20, 1,5729 : 10000; 300,205 % 0,1;
40, 36,408 XX 125000; 50, 0,007 X 0,02 X 0,009; 69, 1 1 0,07504;
70, 10:0,125; 80, (1—0,72536):4; 90, (—6--0,03289) : 5.

R 10.53280; 20 000015729; 3 1; 4v 36408000:8 — 4551000
6250
5°. 0,000000126; 60, S5 —13,326; 7, 10: g0

Caturile 80 si 90 se pot calcula in doud feluri: sau efectuim intdi diferentele
din paranteze si apoi facem Impirfirea ; sau seriem, adunand & scizand acelas numiir,

8. (4—3,72536) :4 = 1 —0,93134 = 0,06866 ;
9, (= 10-+4,03289) :5 = — 24 0,80658 = — 1,19342,
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16. S& se calcu'eze valoarea numirului x, pentru care avem:

10, 5% Xae= 3{:’-: 20 0546:x=1,2; 30 2:3,1415 = 0,0729,
2

R 19 o= 20.2=0455; 30— = 00223, .

: .15 6009 , ! .
17. 1% De cite ori e mai mare fractia 70 decat yoo7 ? Cu cit e mai mare ?

6009 15 158009 153 ! -
R. IO.MXa:=7°; m=7’:m=7":7=5; deci de 5 ori.
6009 15 15 6009 15° 3 12 e o
s DU, e A b L L L UM R e
2w TT=7i =y -7 —7 73 declow =,
e b e s 1376 4 o
18. 19, De cite ori e mai mici fractia 0,002048 decat 5o ¢ Cw cdt e mai micd?
7 2048 : 1878 . : :
R. 10‘%‘”""%:%; % = -z~ = 45; deci de 43 ori,
1376° 376 —32 1344 !
P —r= e =200 I 086016, deci o 0086016,

19. Cu cat creste produsul 34507 X 0,659, cand crestem fiecare factor cu 0,001 ?
R. Cu 0,001 X 0659 - 0,001 X 34507 - 0,001 X 0,001 = 0,0041107,

20. S1i se simplifice fractiile: _ :

o L2320 123 . @ad4 1)  1.8.5. ... (2641),
‘24620 2135, .. @arD) 346 . @nt2)

R.10.1.3.5. ... (2n—1);20.2.4.6. ... 2m; 39 avem pentru » nepireche

("+2)(n—l—4)...(2n—|—l). g G (n43) (n+5)... (2n+l).
PN s N e e BT i pare T T R

21. Si se ageze in ordine de mirime fracfiile

(a) a a1 a2 atn atn--1
b’ b1’ b2 pEa’ btnf1’ "

R. Sirul (%) e crescitor pentru ¢ < b si descrescitor pentru a > b,

22, Intr'unan sunt 865,2422 zile. Cate zile, ore, minute si secunde sunt intr'un an?
R. 3652 57 48 m 46 s,

23, Pe un cadran un indicator descrie intr'o ori un arc de 49 18’ 37"”; ce arc
va descrie el in 2 zile 9 ore 25 minute si 41 secunde ?

R. 4018 37" —15517"; 2:91h 25 m 41 s = 57 + o ore = T ore
si 15517 % 205 — 891139" — 247032 197,

’



CAPITOLUL TIII.
OPERATIILE DE TREAPTA A TREIA.

I' — RIDICAREA LA PUTERE,

108. Puterea unui numir. 4 ridicy pe a la puterea n insemnea-
zd a efectua produsul

(XX) all—g: g .o

format din » factori egali cu [49].

Rezultatul acestei operatii se numeste puterea a n-a-a lni a; o
este baza iar n exponentul acestei puteri.

In aceastdi- definitie n este un numir intreg si pozitiv; a poate fi
orice expresie algebrici.

Adunarea este operafia directi de treapta intdia; inmultirea (adunare
de numere egale) este operalia directid de treapta a doua; ridicarea la putere
(inmulfiré de numere egale) este operafia directi de treapta a treia si avem :

na=a-ta+t ... Ja (n termeni a),
e o A (n factori a).

Osservare. Un palrat, cu laturea de a centimetri, are suprafata
de a? centimetri patrafi ( fig. 24); un cub, cu laturea de 4 centimetri,
are volumul de a3 centimetri cubi.

De aceea a2 si a3 se mai zic a ln patrat si a la cub.

EXEMPLU. 1 metru =10 decimelri (dm); 1 metru patrat — 102 dmp =100 dmp;
1 metru cub = 103 dme — 1000 dme, :

Puterea a n-a a unui numir intreg (pentru = intreg si pozitiv) e
tot un numir fnéreg si se numeste putere perfectd. In particular, patratul
sau cubul vnui numir intreg e un numir intreg si se numeste patrat
sau cub perfect.
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Pentru inlesnirea calculelor practice se pot inhebujnta tablele, care dau patra-
tele si cuburile numerelor intregi (1):

Numere: 0 1 2 3 4 R R e s S 10 11 120,
Palrate: 0 1 4 9 16 925 36 49 64 81 100 121 144
Cuburi: 0 1 8 27 64 125 216 343 512 729 1000 1331 17284,

Din aceste table rezulti ci numerele scrise cu 1 cifrd au patratele lor formate
din 1 sau 2 cifre si cuburile din 1, 2 sau 3 cifre. In general, numerele intregi scrise
cu n cifre au patratele lor formate din _2n sau 2n—1 cifre si cuburile formate din
3n, 83n—1 sau 3n—2 cifre, g

Un numir intreg terminat cu P zeruri are patratul terminat cu 2p zeruri si
cubul terminat cu 3p zeruri.

lungimea a
S a’ litimea
1 suprafata a2

Fig. 24,

Osservare. Cand vrem si scriem puterea umei expresii algebrice
neefectuate (sumi, diferentd, produs, etc.) trebue si punem aceastd ex-

presie intr’o parantezd §i si scriem exponentul sus si la dreapta acestei
paranteze. Astfel: '

(aJ,—b)z:(a-]—b).(aJ,-b) pe cand  a-Lb* =g hb;
(abc)3:abca,bcabc pe cand abc® = qgbeee.

EXEMPLE. (8—5)1=(—2)4=16; 3—5¢=3_g95 — _ 622;
[(—2)(+38)(—5)]2=[430]2 = 900;
(=2)(4+8) (—=5)2 = (—2) (4 3) (+25) = — 150.

109. Puterea unui numir algebric. Din definitia puterii unui
numdér [XX] si dupd regula dati pentru semnul unui produs de numere
algebrice [47] rezultd ci

19 daci a e pozitiv, oricare ar fi n intreg §i pozitiv, a” e pozitiv.

20. daci a e negativ si n Pdreche, a" e pozitiv;

dacd a e negativ si n nepdreche, a" e mnegativ.

1) TABLA III dela stérsitul yolumului,
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EXEMPLE. (+8)%=(+48).(+3) =4 32— 9.
(+3)3=(+3)-(+3)-(—i—3)=+33=+ 27;
(—3)2=(—3).(—3)=+32=+9;

(=8P =(—38).(=3).(=8)=—33— _ o7,

In general, oricare ar fi @, avem
(+a)"

XXI

( ) (_“)211 o + azﬂ (_a)2n+1 s a?.!lf’-{

RecuLi pentru semmul puterei unui numér algebric, cand expo-
nentul e intreg si pozitiv : N

Dacd exponentul e Dlireche, puterea ¢ un numdr pozitiv; dacd ex-
ponentul e nepdreche, puterea are semnul bazei.

Fiindci
(—1)"=+1, (-1 =_y
putem scrie in toate cazurile
(XXII) (=) ==

Pentru V=24 avem primele doud formule (XXI); pentru V=2n-+1 avem
pe celelalte dous,

110. Puterea unei fracfii. 1% Fractie ordinard. Ca sd ridi-
cdm o fractie ordinard la 0 pulere, ridicim §, numdrditorul § numitorul
et la acea putere. Astfel:

T a~ll ajl
(XXII) (7,}=§-
In adevir
a,"_a,g/ ,g_axax...xa_c_zi.
S (3) R b'xbx"'xb BRI "
: 3 2 n 1 2 n

Puterea a n-a a unei fractii ordinare nereductibile este tot o fractie
ordinard nereductibild.

" i
~ Astfel in (%) =:—n avem la numdritor » factori 2 si la numi-

tor » factori 3; numdiritorul $i numitoral »’aw niciun factor comun si

e ey 2
fractia :7 e mereductibili ca si 3 [81].
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OBSERVARE. Puterea a #-a a unei fractii ordinare nereductibile poale fi un
numdr intreg.
Cand ridicim la aceeas putere §1 numdritorul §i numitoral unei fractii, valoarea
fractiei se schimbd si anume fractia se face mai micd, daci este subunitari si ma:
mare, dacd este supraunitari, In amandous cazurile fractia se depdrteazi de unitate,

EXEMPLU.
12 1 1 L e 1 1 1
2—2:T<7 fiinded ?<|$1avem e <]
32 9 3 1 3 g 3 9
2_2:T>7 fiindea 2 > 1 siavem l<3<7'

2. Fractie zecimald. Ca si ridicim la puterea » un numir
cu p cifre zecimale, suprimdm virgula zecimald si ridicdm la puterea n
numdrul intreg rdmas; despdrfim apoi la rezultat np cifre zecimale.

In adevir, daci A e un numir cu p cifre zecimale, produsul

e o I (n factori A)

are np cifre zecimale [92, 2].

111. Legile puterii. Din definitia (XX) rezulti urmitoarele legi
pentru puterile cu exponenti intregi si pozitivi:

10. Ridicarea la putere este o operafie intotdeauna posibild si
UNAVOCG,

2. Daci m=p+q, avem a™ = aP.u9 si reciproc.
In adevir, inmultirea fiind asociativdg [61, 4], putem scrie

,\
|

it ="
1

© S

o =1
s m 1

d

B e st S0t = gl gt
p 1 q

w

2

si reciproe
(XX1V) a? ol — altq,

3°. Ridicarea la putere a unui produs este o operatie distributivd.
Adicd avem s :

(XXV) (a.b.¢)" = a". 0" ™.
In adevir
(a.b.¢)"=a.b.c.a.b.c. sa.bie
1 2 m
— @B e Db e b = g b ™
1.2 bR ) ot L2 m

Osservare. Ridicarea la putere nu este o operafie comutativi.
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Adici avem
(1) 9" S B dmoh o b

EXEMPLU: 28 =8, 32— 09 deci 23 =+ 32,
De aceea, daci insemnim cu a §i b doud numere date si cu 2 numirul care
se cautd, problemele inverse ¢* — p i ¥8=19 sunt doui probleme cu totul diferite.

112. Operatiile eu puteri. 10. Ca si adundm sau si scidem mai
multe puteri, trebue si efectudm inti; fiecare putere si apoi si facem ope-
rafiile de adunare sau de sciidere intre rezultatele obtinute.

EXEMPLU : 35+(—2)3—54=243+(—8)—625 =— 390,

Prin urmare sume algebrice ca: ad b3 L3, ad—p5 ?a—a* nu se
pot efectud, decat numai cand cunoastem valorile numerelor a, b.c,

Intr'un singur caz operafia e posibili: cand in suma algebrici avem numai
puteri asemenea, adicd puteri cu aceeas bazd §i acelas exponent. Asttel

Pat=2 38 188 g 2024522 —8a2— (245 38) 2 — 442

Intr'o sumid algebricd, orice fermen are: 19 un semn, care se scrie
inaintea termenului; 20. yn factor numeric si 30. unul sau mai muli
factori scrisi cu Ztere ridicate 1a diferite puteri.

Semnul impreund cu factorul numeric formeazi coeficientul, iar
literele cu exponentii lor formeazi partea literald a termenului.

Astfel in —154228 —15 ¢ coeficientul, iar a2x3 e partea literali.

Cand un termen n’are niciun factor numeric, se subintelege factorul 1.
Astfel 52 are coeficientzl 1 sau +1; —& are coeficientul —1.

Doi sau mai multi termeni se zic asemenea, cand au aceeas parte
literald (adici au aceleagi litere si fiecare literi are in tofi termenii
acelas exponent).

. OBsERVARE. Cand numerele sunt scrise cu litere, se pot efectud nu-
may sumele algebrice cu termeni asemenea.

1 5 1 1 5 i
EXEMPLU. 20°%° —5 6’ — 7 at® -+ 5 alas — (e—s—74+ 3 ) aa
5 3
=(2_T) s = 1 a%r,
Aceastd operatie se numeste reducerea termenilor asemenca.
RecuLs. Ca sd reducem mai mulfi termeni asemenea, seriem partea

literald comund o singurd datd gi-i punem ca coeficient suma algebricd
a coeficienfilor acestor termeni.

EXEMPLU. Din 522—8z--7 = 222—9,—¢ rezultd [40, 7]
S5 =3247—2224-92}6=0 sau 32® 6213 =,
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20. ReGuLX. Ca sd tmmultim mai mulle puteri ale aceluiag numdr
seriem mumdrul o singurd datd si-i punem ca exponent suma exponenti-
lor puterilor date. _

Aceastil reguld rezulti din formula (XXIV). Astfel:

(2) af . al.a" = aPta. of — gptatr,
"EXEMPLU: @’ a3 = a5, 243 X 5at X (—4a8) = — 4043,

3% Recuid. Ca sd impdrfim doud puteri ale aceluias numdr, seriem
numdrul o singurd datd §i-i punem ca exponent diferenfa exponentilor
(scdzand exponentul impdrfitorului din exponentul deimpértitului). Astfel :

(XXVI) : ol = gqr—a,

In adeviir avem
a?—9.09 = gP—9+9 — gp.

Puterea a?—9 are un sens numai dacd p e mai mare decat q.
A AN 23 8
S e et e b () =R )
113. Exponenti nuli si negativi. Formula (XXVI ) capiiti un sens

in toate cazurile, daci definim puterile cu exponenti nuli si negativi in
modul urmitor.

Pentru p = ¢ formula (XXVI) ne di
ap salie=SgP = a0

Pe de alti parte avem evident of:qp — 1. - Trebue dar si con-
. S
siderdm ' =

(XXVII) , i
oricare ar fi a 9= 0.

EXEMPLE: 50=1, 20_1, (—:—')uzl, (0,01)0 =1,

{f

Pentra p < ¢, de exemplu pentru ¢ = p-+n, formula ( XXVI)
ne di & :
Aol Tl = g BT _lg—n

Pe de alti ISarte avem evident

aP af. 1
aPtn

aPf:qvtn —

e

8

S
=
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Trebue dar si considerim
(XXVIIT) L o ok

Cu aceste definitiuni formulele (XXIV) si (XXVI) sunt aplicabile
pentru orice valori intregi algebrice ale numerelor psiq.
In adeviir pentru p sau q nule gisim
a%.a? = a9 — o9, oP.ad = aP, a%.a® = a9;
a':0f = a9 = g9, 6P :ad — P, a:ad — a9;
egalitifi evidente dupi formulele (XXVII) si (XXVIII).

Pentru p si q negative, de exemplu pentru p =—m, ¢ = —n,
formulele (XXIV) si (XXVI) ne dau

ol gl = g ml (=)= =

o~ Mig—n — g—m+n — qgn—m.

egalititi adevirate, deoarece avem [ dupd XXIII ]

q—m a—n:_l_.i—_—*l Ey = eIk
: : a™ g amtn z
si
1 a a®
a‘"’:a"’:—:~=—x—=—=a”—"’.
a  a® T 1 a™

Demonstrand in acelas fel §i pentru celelalte cazuri, vedem ca
formulele (XXIV) si ( XXVI) sunt generale. ;

OBSERVARE. Avém in particular

a 1
al =g, a°=;=1, a“——-;;
1 o4 {
B, 0. ST g e G
11_1, l_i——l’ 1 -—-1——.1’
OI t 0_(_)_ 3 —l_l ’ >
=0, 0 = g Mare sens, 0 =3 Mare sens [57, 2]
1 1 ' 1
CEMP 53 _a. e S RIS Frl < O ol gt : et = e
EXEMPLE. 2° = 8; 2 ST 8_0,125, 2= 2 =2 D =2._0,5.
32_3 .9 32 (5 _25 30 3! _5
== =_.=_.=0,36; ——t = | — e y ; £ =], — —_—_
(5) 52 2o (5) (s) g (5) (5) 3
1 1 1 1
4 shjpetdis o) \ e o ST
10* = 10000; 10 ~104——10000—0,0001, (0,1) _.(0,1)2—0’01-—100.

114. Putere de puteri. Avem douii feluri de puteri de puteri:
19, cand baza este o putere; 20, cand exponmentul este o putere.
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1°. Puterea cu baza putere. In acest caz zicem cj avem
de ridicat o ‘putere la o altg Putere s scriem puterea bazi i parantezd.

Reeuri. Ca si ridiegm puterea unui numdir la o altg putere, ri-
dicdm numdrul la o putere egald cu produsul exponenfilor. Adic:

(XXIX) (am)" = gmn

In adevir avem

102 n
(am)” =am.gm, .. gm — gmtm+- ... 4m — amn.
1 2 i

ExeMPLU: (53)° — 53X 2 _ 56 _ y5p0r
In general putem scrie :

(xx) i = o

20, Puterea cu exponentul putere. Cand nu se scrie nicio
parantezi, se intelege cii exponentul puterii este o pulere. Prin urmare :

(XXXI) gm — (m")
adicd a e ridicat Ia puterea m” .
2
ExempLy: 53 — (%) _ o 1953125

Avem, in general,

| (qr)
(XXX ) ao?” = gl
OBsERVARE. Din definitiile si regulele precedente rezulty ci
(R =Tac T Faar ab® 4= gc?,

EXEMPLU : (10'°)m =101 este 1 urmat de 100 de zeruri,
0 5
pe cand 101" == 10900000000 este 1 urmat de 10 miliarde de zeruri,

115. Patratul unei sume : (a+b)’. Oricare ar fi numerele.algebrice
[64] gisim

- (a+b)”:(a+b)(a+b)=aa+ab+ba+bb

(XXXIII) (a+0)° = a2+ 245+ p2
EXEMPLE : (5+3)2=52+2.5.3+32=25+30+9=s4
sau (5+4-3)2=82—gq4, (2+1P=a21 9241
M. 6. : 7
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RecuLi. Patratul unei sume algebrice, compusa din doua parf, este
o sumd algebricd formatd din trei pdrfi si anume :

19, partea tntdia lo patral,
20 de 2 ori partea intdia inmulfiti cu partea o doua,
30. partea a doua lo patrat.

Dacd numerele a si b sunt pozitive, egalitatea ( XXXIII) este evi-
dentd pe figura 25, observand cd patratul construit pe latura aLb se
compune din 2 patrate (o” si b° ) si din 2 dreptunghiuri (a.5).

a R
T
I
|
1
2 |
S a ; a.b
| <
| +
| =
__________ }___.____
I
! 2
< a.b ! b
it :
Fig. 25.

In acelas fol gdsim pentru patratul unei diferenfe:
(XXXIV) (a—b) = o’ =2ab+
egalitate, “care rezulti si din formula (XXXIII), daci observim ci dife-
renfa a—0b este suma algebrici a +(—5).

EXEMPLE: (5—38)2=52—2.5 84 82—=95—30}9—4

sau (5—8)2=922=4; (2—1)2=2%2_ 2241,

OsserviRrr. 10. Patratul unui numir format din zeci Si unitafi se
compune din tres pérti: patratul zecilor, de 2 ori zecile tnmulfite cu uni-
tipile si patratul unitdfilor.

EXEMPLU : 582 = (50-8)2 = 502 + 2.50.8 - 82
: = 25004 800 - 64 — 3364,

20. Deoarece

(3) (n+1P - =+ 2n+1—n®=2n+1,
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vedem ci: diferenfa dintre Datratele a doud numere intregi comsecutive
este egald cu de 2 ori numdrul cel ma; mic plus 1,

EXEMPLU : 122—112=144—121=93=2><11+1.
30. Avem

(a+bf +a*+ 0 s (@—dY +a*~ b2 dacy ab = 0,

116. Produsul (a+b)(a—b). Gisim prin inmultire

(a+b)(a—b) = aa — ab +ab—bb,

<de unde deducem
{XXXV) (a+b)(a—b) =4* — 2

REGULA. Suma a doud numere inmulfitd cu diferenta lor este eqala
ew diferenfa patratelor acestor numere.

EXEMPLU: (5+38) X (5—38)=—152_82__9g
sau (5—-}—3)><(5—3)=8><2=16;
(24-2) X (2 —2) —22 4

Invers: diferenta o dowd
produs de doi factori -

5 —9=16

patrate se poate scrie intotdeauna ca un

ag—-b2:(a+b)><(a—b).
EXEMPLE :

B 88 (5. 8) 3 (5 —3) =8X2; 2—1=(z41)(x=1).

117. Patratul, unei

Sume cu mai mulfi termeni : (a+b+e)
Considerand suma d

atd ca o sumi formats numai din doud; parts :
at+bile=(a+tb)Le

$i aplicand formula (XXXIII), putem scrie

((a+b)+e] = (u-{—b)_z-}- 2(“-{-11)-0'1-0é

&= 0 2 1 2ac42be 4 ¢

Prin urmare avem:
(4) (a+bte) = a® o B+ +2ab 1+ 2ac 1 2pe,

- OBSERVARE. (Cand numerele a, b, ¢ sunt Pozitive, aceasti egalitate e evidenta
Intr'un patrat cu laturile egale cu a-+b+c.

e

i
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EXEMPLU :

(2—3+s)2=22+(—3)2+62+2.2.(—3)+2.2.6+2.(-3).6
=44943—12-}-24—36—295

sau pentrucd suma se poate efectud: (2 —38-6)2 =52 — 25.

Gexerauizare. In acelas fel putem calcula patratul wnei sume al-
gebrice cu n termeni si gisim [55 ]

n n n n
. 2
(ay-Fap+ ... La,) = E'a,p. E'aq: E Eapaq

p=1 =1 P .0=1
sau
P 2 x 2 <
(5) (4ot ... +a,) =3Zap+Sapay,
unde, in suma intdia trebue si facem p =1, 2, -«., M, iar in suma a

dowa p=1,2...n, ¢=1,2...,n ecu P
Cum ap ag = aq a,, produsele din suma a doua sunt doudi cate
douil egale intre ele. '

118. Cubul unei sume: (a-+5)". Avem prin definitie
(a40)’ = (a+d)’.(a+b) = (a®+2ab L b%).(axb).

Efectuand inmultirea acestor doud sume si observand ci

glsim b’ +2ab® = 34}

(XXXVI) (a+b)=a*+3a% L 340>+ ¥".

ReGULA. Cubul unei sume algebrice compusi din doud parfi este o
sumd algebricd formatd din patru pdrfi si anume:
19, partea intiia la cub,
20. de 3 ori partea intdia la patrat inmulfitd cu partea a doua,
30. de 3 ori partea intdia tnmulfitd cu partea a doua la patrat,
49, partea a doua la cub.
EXEMPLE :
(5+4)*=5°+38.5%.44-8.5. 42148 — 1254 300 4 240+ 64 — 799
san (54+4)2=9°=720; (241 =2P1 3,24 3z41.

In acelas fel giisim pentru cubul unei diferenge :
(XXXVII) (a—b)’ = a’—34% 1+ 3a0°—0°,

- egalitate, care rezultd si din formula (XXXVI ), dacdt observim c# di.
ferenta a—b este suma algebrici a+(—b).
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EXEMPLE :

(5—4)‘=5'—3.5=.4’+3.5.42+43=125—3oo+240—64=1
sau (5—4)P=18—1, (2—1P =224 301

OrsErvirt. 10. Cubul wnui numir format di
compune din urmitoarele 4 parti: cubul zecilor
lor Tnmulfit cu unitdfile; de 3 ori zecile
eubul unitdtilor.

n zeei $i wnatdfi se
de 3 ori patratul zeci-
inmulfite cu patratul unitagilor ;
EXEMPLU ; 58° = (50 8)3 = 50° +38.50%.81-3.50. 8% g8

= 125000 |- 60 OQO -+ 9600 +-512 = 195112,
20, Deoarece

v

(n+1)8—n3=n3+3n2+3n+1—7232 3n® L 3n+1,

vedem ci: diferenfa dintre cuburile g doud numere intregi consecutive
este egald cu de 3 ori patratul numdrului mai

mic plus de 3 ori acest
numdr plus 1.

EXEMPLU: 128 — 113 = 1798 — 1331 — 397 — 3. 11218 1141,

30 Avem '

(a+0) F+ d®+ 8 i (6=-8) 50" % daok™ 4p 0.
L
Prin urmare, ridicarea la putere a unei sume s

au a unei diferente
nu € o operafie distributivd [111, 3], adici

(atb4c)" & o™+ ™ L (7, (a—b)" % " — ™
’

119. Egalititi si neegalititi.
10 Din a=0b rezulti o — p” ¢

dn a=10, ¢=4d rezults a® = 8%,
2. Dacd a si b sunt dousi numere pozitive,

y dn a>b rezulti o > P’ pentru p == 0,

in adevir, din ¢ > b deducem suceesiv :

aa >ab, ab >bb deci’ a?> 32,

aa®> ab?, ab?= B2 deci a® > b3,
§1 asa mai departe,

Pentru  p =0 avem o’ =8’ =1,
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3% Daci p > ¢ si a > 0, avem
@ >af pentru a>1,
@ =a? pentru a=1,
@ < a? ventru a < 1.

In adevir, din a > 1, inmultind cu @ > 0, deducem succesiv
L T e IO ks S R

Tot din a > 1, impértind cu o > 0, deducem
gl m= gt o i T

Prin urmare avem :

) (6) @™ > g" pentru a > 1,

oricare ar fi exponentu = intreg ( pozitiv, negativ sau nul ).

ReGULX. Puterile unui numdr mai mare decit 1 crese, cand expo-
nentul cregte.

Pentru a=1 avem 1" =1, oricare ar fi p-Deei 1" =17
Pentru @ <1, inmultind ' aceasti neegalitaie cu a pozitiv, de-
ducem succesiv
e, ad<e? ..., attiLgr .

diot dins v <l imp&.rtind cu a >0, deducem
L a St g s T et a", ...
Prin urmare avem :
(7) @™ < a" . pentru 0 <a<1,

oricare ar fi exponentul # intreg (pozitiv, negativ sau nul )-

ReGULX. Puterile unwi numdr pozitiv mai mic decdt 1 descrese,
ednd exponentul creste.

Pentru ¢ =0 avem 0” =0, oricare ar fi p > 0.

Puterile 07 pentru p = 0, dupi definitiile precedente, n'au nici-
un sens.

49. Dacd # si b sunt doudi numere pozitive,

din a >b=1gip>q rezulti o > [¥.
In adevir [dupd 119, 3] avem

>0, P =0 deci o > 9.



I. — RIDICAREA LA PUTERE. 103

0% Puterile consecutive ale unui numér negativ sunt alternativ po-

zitive si negative. In acest caz regulele precedente se aplici numai la
pulerile valorii absolute a acestui numdr, :

EXEMPLU :

_3>—‘~’=+%’ (—3)*‘=—§' (=3)=+1, (=8)!=—3, (=82—+9, ete.

1. — EXTRAGEREA RADXCINIL

L

120. .Insemnand cu « $i 7 doud numere date $i cu z un numir
necunoscut, urmitoarele doud cazuri se prezintd ca operafii inverse de
treapta a treia:

10, = 2D 7 —q.

Valoarea lui x, pentru care avem egalitatea 19, se numeste rddd-
cma a n-a a lui a; valoarea ui Z, pentru care avem egalitatea 20 se
numeste logaritmul lui a in baza n.

Operatiile prin care rezolvim aceste probleme se numese: in ca-
zul 19 extragerea raddicingi, iar in cazul 90 aflarea logaritmului.

EXEMPLE : Avem 73— 729 pentru x =9, deci 9 este rdddcina a 8-a din 729 ;
avem 8% = 729 pentru 2 =6, deci 6 este logaritmul Tui 729 in baza 3.

121. Extragerea ridicinii. Def initia I 4 extrage rdddcina a
7 dintr'un numdr a, insemneazd 9ast wn alt numdr b, eare ridicat
la puterea n s ne dea pe a.

In acest caz zicem ci b “este raddcing a n-a exactd din a si
scriem s

.

n

b= Ja.

Semnul |~ se numeste radical i @ este cantitatea de sub radical ;
n este indicele radicalului. :
9

3 V' se serie numai J— (férd indice) si se citeste rdddcina patratd ;
Va se citeste radacina cubicd.
1

Va este a, fiindes o L
EXEMPLE : J49=7, &g
27 s

2
3
= 3 8 4
fiindea: 72— 49, (_) —= (1) = 0,000,
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Avem prin definitie

(XXXVIII ) (Va“) = it iyt BolfgR o

De aceea zicem ci extragerea rddédcinii a n-a si ridicarea la pu-
terea n sunt operatii inverse, care se distrug una pe alta.
OrservaRre. Extragerea ridicinii poate fi posibili sau imposibild cu

ajutorul numerelor rafionale. Cand aceasty operatie e posibild, ne poate
da wnul sau mai multe rezultate.

Exempre. 10, |/8 nu e nici numir intreg, nici fracgionar. Nu e
numdr intreg, fiinded 3 nu e patrat perfect; nu e nici fractionar, fiiinded
o fractie ordinari (nereductibild) ridicaty la patrat nu ne poate da un _
numdr intreg [110, 1].

Prin urmare extragerea rddicinii patrate exacte din 3, cu ajutorul
numerelor rationale, este o operatie mposibild.

20" V4 este +2 si —2, fiindes

si (42 =24 4 (—2¢ =4,
30, ]/§ este -2 si nu —2 fiindex
(+2’=+8 jar (=R
40, ;T% este —5 si nu +5, fiindes
« 5 (o8 e sgogi s (+5F =+ 125,
5% /=9 nu poate fi niciun numir algebric, fiinded patratul oricd-
rui ‘numér pozitiv sau negativ e un numir pozitiv, deci nu poate i —9.
122. Radicali aritmetici. Daci ¢ e un numaér pozitiv, nu poate exista
decat un- singur numir b pozitiv egal cu_]r}a_.

n

In' adevir, dacd am avea pentru |'a doud valori pozitive b si ¢ di-
ferite, de exemplu b > ¢, ar rezulta b” > ¢® [119, 2], neegalitate care
contrazice ipoteza 0" — ¢, " — q. ’ :

Aceastd valoare pozitivi wumicd se numeste valoarea aritmeticd a
radécinii a n-a din a.

Cand in ecalcule considerdm, pentru fiecare radical, numai va-
loarea lui aritmeticd, zicem cj operdm cu radicali aritmetici.

In acest capitol vom da regulele pentru caleularea ridicinilor arit-
metice ale numerelor pozitive si proprietitile acestor rdddicini.
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123. Radieina eu aproximatie. Si considerim dous siruri de nu-
mere: 1°. sirul numerelor intregi pozitive (I); 20. sirul puterilor a n-a
ale acestor numere. ( P, ): ,

(1) L N R s T L

(Py) LR SE co. L 5 e
scrise astfel ca numirul p" din sirul al doilea si corespundd numéiru-
lui p din sirul intai.

Toate numerele din sirul P, se giisesc in sirul 7; ele se numesc
puteri perfecte. In general insi, numerele din sirul 7 nu se gisesc in
sirul P,. i
De aceea, cand ciutiim JVa, pentru a pozitiv, doudi cazuri se
pot intdmpla : ;

1% sau @ este un numir din sirul Py, de exemplu ¢ — p" sl atunci
avem =

Ja =p (rddicind exactd);

20. sau a este cuprins intre doud numere consecutive din sirul P, ,
de exemplu

Pr<a<(pt1)
n
$i atunci zicem ecj p este Ja eu aproximafie de o unitate prin lipsd,
n

iar p+1 este Va cu aproximatie de o unitate prin exces sau prin
adaos si scriem

(8) p<la<pti.

I P! = o o P . 7 v v

Definitia II, A exirage raddeina a n-a din o insemmeass o gasi

cel mai mare numdr b, care ridicat la puterea n si ne dea un numdr
mai mic sau cel mult egal cu a.

_ Dupd aceasti definitie zicem ci numirul ? din neegalitatea (8) este
Va, iar diferenta @ — p* — » este restul acestei rdditcini (1).

124. Réidicina patrati. Zicem d un numdr intreg p este radd-
cing patratd a lui a (cu aproximatie de o unitate prin lipsd ), daca avem

(9) p°<a<(p+1)

(1) Confuzia care poate rezulta, cand numim rdddcing §l ridécina exactd a unui numir sl -
diicina lui cu @proximatie prin livsd, este analoagd cu confuzia care rezults la impértire, cAnd se nu-
meste edf §i catul exact sv catul cn aproximafte prin lipsd.
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si scriem

(10) p<la <p+1.

Diferenta a—p? = r este restul ridicinii patrate.
Cand r e nul, avem 7 ¢

p=Va (rdddcind exactd ) .
Neegalititile (9) ne dau

r=a—p < (p+1f—p’ = 2p+1
sau

r < 2p+1.
Prin wrmare : restul rdddcinii patrate o wnui numdr este cel mult
egal cu dublul acestei radicini.
OBSERVARE. Extragerea ridicinii patrate exacte este o impdrfire particulard,

In care se di numai deimpirtitul si se cere ca impdrtitorul si fie egal cu catuli

125. Aproximatii fractionare. Dacii o e un numir intreg sau frac-
tionar, putem calcula |/a intrebuintand sirurile urméitoare :

1 9 p+1
(Fm) AT ey

1 4 P (pF1)?
(F’2"> Os m’ m_za Sy 7717’ me 3

Doud cazuri se pot intampla: 19 sau a se gaseste in sirul F,E,.,
VA e o .
de exemplu a = 2 S1 atunci zicem cil

Aok :
(11) Vo = wm  (ridddcind fractionard exactd);

20. sau a este cuprins intre doud numere consecutive din sirul
F;‘;,, de exemplu .

S

r (p£1)°
Lt ==mel
(12) m? m2
: : = ek 1 &
§1 In acest caz zicem ci % este Ja cu aprozimafie de o i lipsd

b ; ey i — oy e 1 )
(apromma’;le fracionard) si P% este Ja cu aproximatie de m Prm
adaos si seriem

v =0 eyl

(13) % s
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In particular putem calcula ridicina patratd a unui numir intreg
sau fractionar cu aproximatie de 0,1, 0,01, 0,001, etc., prin lipsi sau
prin adaos, adici putem calcula Ja cu L, 2. 3, ... cifre zecimale
exacte.

OBSERVARE. A calcula ridicina patratd cu aproximatie de o unitate prin lipsd,
insemneazd a calculd numai Dpartea inireagd a radicinii patrate.

126. Numirul cifrelor ridicinii patrate (cu aproximatie de o unitate prin
lipsd ). Din sirurile :
Numere: 1 1 sau 2 cifre 100 3 sau 4 cifre 10000 5 sau 6 cifre 1000000 ...
Raddeini: 1 1 cifrd 10 2 cifre 100 3 cifre 1000
rezultd cd numerele intregi cu | sau 2 cifre au rdddcina patrati formati dintr’o sin-

gurd cifrd; numerele cu 8 sau 4 cifre au rdddcina patrati formati din 2 cifre si ash
mai departe.

REGULA. Ca s stim eite cifre are radicing patratd ( cu aproximatie de o uni-
tate prin lipsi) a unui numir lutreg, despirtim numirul in grupe de cate 2 cifre

ultima grupd poate aved 1 sau 2 cifre. Numdrul acestor grupe este mumdrul cifrelor
rdddcinii.
A EXEMPLU. Numarul 3725892 descompus in grupe de cate 2 cifre (dela dreapta

spre slanga) ne da 4 grupe: 3.72.58.92. Prin urmare rddicina patrati a acestui
numar are 4 cifre,

12%. Caleulul ridaicinii patrate. Si presupunem cii ridicina pa-
tratd (exacti sau cu aproximatie de o unitate prin lipsi) a unui nu-
mér pozitiv N ar fi un numir Intreg v format din doud cifre: a si b.
Am avea dar

(14) VPEN(v+1P cu v=g.104+0

- .

sau, desvoltand patratele [ 115 ],
(15)  @%10042ab.10+5° < N < @100+ 24 (b+1).10 + (b+1)2

Aceste neegalitifi ne arati ci N confine cel putin a® sufe. Prin
urmare zecile () ale ridicinii patrate se afly cdatand, care este cel mai
mare patrat perfect (a*), care se cuprinde in sutele numérului N.

Scizand a® sute din fiecare membru al neegalitéifilor (15) si in-
semnénd cu R diferenta N — a*100, ne rimane

(16) 2a0.10+0" = B < 2a(b+1)10 + (4+1)

Prin urmare restul R contine cel pufin 2ab zeci. Cifra a doua (b)
a raddcinii patrate, se afli dar, impirtind zecile (2ab) ale restului B
prin de 2 ori numdrul aflat la riddcing (2a).
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Diferenta
(17) By = R — (2ab.10 + p%)

este restul radacin.

Dacd /N e un numir format din 3 sau mai multe cifre, grupa
zecilor (a), oricate cifre. ar avea, este ridicina patrati a sufelor numi-
rului N, cu aproximatie de o unitate prin lipsd, adici riiddcina patrata
din numirul, care se obtine, cand stergem 2 cifre dela dreapta lui N,

OBSERVARE. Seizitorul 2ab.10 3% din diferenta’ (17) se mai poate sciie
(2a.104-5).5. Pentru a1 forma e de ajuns, in practicd, si scriem cifra b la dreapta
numarului 2¢ si si inmulfim cu b, 2

REGULX PRACTICX pentru calcularec raddeinii patrate dintr'un nu-
mdr intreg :

Operatia L Despértim numirul in grupe de cate 2 cifre dela
dreapta spre stanga: grupa intaia (dela stinga) poate avea si o sin-
gurd cifra.

Operatia IL. Calewldm raddcing patratd din grupa intdia dela
stanga (cu aproximatie de o unitate prin lipsi); aceasta e prima cifrd
@ raddcinii. Seddem patratul acestei afre din grupa intdia o numdrului
si obtinem restul intdj.

Operatia IIL La dreapta acestui rest scoborim prima cifrd din
grupa a dous. Formim astfel deimpdrfitul intdi, pe care-l impértim prin
de 2 ori cifra aflatd la rdddeing. Catul obtinut este cifra a doua a ri-
ddewnii sau o cifrd mai mare. :

Scriem aceasti cifri la dreapta impértitorului si dedesubtul lui si
inmultind aceste doui numere obtinem produsul intdi. Seoborim la
dreapta delmpdrtitului intd; st cifra a doua din grupa a doua $i scddem
din acest numéir produsul intdi. Dack sciiderea e posibild, cifra a doua
a rdddcinii este bund; in caz contrar, micgorim aceastii cifri cu cate
0 unitate, panice sciiderea se poate face. Obfinem astfel restul al doilea.

Operatia IV. La dreapta restului al doilea scoborim prima -cifra
din grupa a treia a numiralui, Formim asifel deimpdrfitul al doilea,
be care-l impdrfim prin de 2 ori numdrul oflat la rdddeing (format acum
din 2 cifre). Catul obtinut este cifra a treia o rdddeinii sau o cifrd
mai mare. i
Scriem aceasti cifri la dreapta impértitorului 51 dedesubtul lui si
inmulfind aceste dousi numere obtinem produsul al doilea. Secoborim o
dreapta deimpairfitului al doilea $i cifra a doua din grupa o treia si sed-
dem din acest numir produsul al doilea. Daci sciderea e posibild, cifra
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a treia a raddcinii este bund; in caz contrar micsordm aceasti cifri cu
cate o unitate, panice sciderea se poate face. i

Continuim astfel, panice am scoborit toate grupele numirului $i
am calculat toate cifrele ridicinii.

OBSERVARE. Fiecare rest al ridicinii patrate nu poate fi mai mare decit de 2
ori numdrul aflat la rddicing,

EXEMPLU :
/84875 } 186
1_\. 2X1=2 |jau cifra 8
S I 29 3¢ 28
248 E="g 8
&._.‘ 261 > 248 | 224 < 248 cifra 8 e buni.
247:36 ’
T 2475 | 2X18=236 | iau cifra §
21 96 367 X 366 x
279 7 6

2569 > 2475 | 2196 < 2475 cifra 6 e buni.

Avem 2719 < 2 X 186 +1=2373; deci radicina pafratd a numirului 34875,
cu aproximatie de o unitate prin lipsd, este 186,

O tabld, care ne di patratele tuturor numerelor intregi panid la 107 ne da de-
odatd primele n cifre dela stanga ale radécinii patrate, Astfel, pentra V34875, TABLA I
ne aratd (in coloana a doua) ci 848 este cuprins intre 324 — 182 §i 361 — 192;
prin urmare grupa zecilor radicinii ciutate este 18, fiinded 18 este rddécina patrati
din 348 cu aproximatie de o unitate prin lipsa.

128, Calculul ridicinii de ordin n. Regula dati pentru extragerea
radécinii patrate ne conduce la urmitoarea

REGULX GENERALX pentru extragerea rdddcini de ordin n:

Operatia L Despéirfim numirul in grupe de cate n cifre dela
dreapta spre stinga ; prima grupi dela stanga poate aved mai pufin ca
n cifre. Pentru fiecare din aceste grupe avem cdte o eifrd la raddcing.

Operatia IL Calculim ridicina a n-a a grupei intia dela stinga
(cu aproximatie de o unitate prin lipsd ). Aceasta e prima cifrd a rddd-
cingt. Sciidem puterea a n-a o acestei cifre din grupa intdia a nums-
rului si obtinem restul intdi.

Operatia IIl. La dreapta acestui rest scoborim prima cifré
gruper a dous a numéirului. Formim astfel deimpdrfitul intdi, pe care-l
impartim prin de n o7 rdddcina aflatd ridicatd la puterea m—1. Catul
obtinut este cifra a doua o raddcinii sau o cifrd mai mare. Ca si o in-
cercdm, calculim puterea a #-a a numérului (de 2 cifre) gisit la ridi-
cind si dac aceastd putere se poate scddea din primele doud grupe
dela stanga ale numdrului de sub radical, cifra a doua este buni; in caz
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contrariu micsordm aceasti cifri cu cate 0 unitate, panidce sciderea se
poate face. Obtinem astfel restul al doilea.

Operatia IV. Cu acest rest proceddm ca si cu restul intai, pen-
tru a afla cifra a treia a rdddeinii. Puteres a n-a a primelor 3 cifre
dela ridicind se scade din primele 3 grupe ale numirului de sub ra-
dical si asa mai departe.

Continuim astfel pani ce am intrebuinfat toate grupele numi-
rului dat.

129, Ridicina cubici. Aplicand regula generald, gasim pentru # — 3

3
V10421528 | 218
8

PRl 28—8
S IR TP TS

10421 | 223 =484 % 22 — 10648 > 10421 , cifra 2 e prea mare.
9261 | 213 =441 X 21 = 0261 < 10421, cifra 1 e buni,

11605:-1323 | 3 X 212 = 3 3 441 — 1393

10421528 | 2183 = 10360232 < 10421528 cifra § o buni,

10 360 232 E

61296

Deci riddéacina cubici din 10421 528, cu aproximatie de o unitate prin lipsa, e 218.

Cu ajutorul unei table, care di. cuburile numerelor intregi pani la 107, putem
avea deodatd primele n cifre dela stdnga ale rddicinii cubice, =

Astfel, pentru exemplul de mai Sus, TABLA III ne aratd (in coloana a treia) ca

9261 < 10421 < 10648

sau
2 213 < 10421 < 223,
<de unde deducem

3
A< Yaomi it

Prin urmare ridicina cubici a numarului 10421528 are 21 zeci.

130. Ridicina dintr’o fracfie. 1°. Fractie ordinard. Avem

{XXXIX ) | ],«[g;]],/;‘; fiinded 1%7 :%:%.

. Reguri. Ca si extragem ridicina a n-a dintr'o fractie ordinard,
extragem riddicina a n-a §i din numdrdtor st din numitor.

i ey &

6 g 4]

Bl

as
EXEMPLU : 7=

f
L
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OBSERVARE. Cand extragem aceeas ridicini si din numaratorul si din numitorul
unei fractii, valoarea fractiei se schimbd §i anume fracfia se mireste, daci e subuni-
tard gi se miesoreazd, dacii e supraunitari,

O e e
4 2 4

5 80 125
B e~ B

Astfel avem :

N

c= B

It 125
fiindea —6—4’— = b

20, Fractie zecimali. Observim ci
n
{18) V10" = 10° fiindes (10%) = 10",

De aci rezultd ci rdddcing a n-a (exactd) dintr'o fracfie zecimald
£ cu np cifre zecimale este o fractie zecimald ¢ cu p éifre zecimale.
In adevir, fractia zecimali f se scrie ca fractie ordinard

S a
S, 14
n_
unde ¢ e un numir intreg si dacia Ja se poate extrage exact, avem

a=10" (b intreg) si

n a n_
f’f—l/ﬁ‘ it (S 0k < Highy
el 1 RN T SR

Prin urmare ¢ e o fractie zecimald cu p cifre zecimale.

REcuLi. Pentru a exirage radicina a n-a dintr'un numir zecvmal,
despartim numiirul in grupe de cite n cifre incepind dela virgula, zeci-
mald spre stinga si spre dreapta. Ultima grupd dela stdnga poate si
aibd mai putin ca » cifre, dar ultima grupd dela dreapta trebue sd aibd
totdeauna n cifre (la nevoe o complectim cu zeruri secrise la dreapta
numéruiui zecimal ).

Stergem apoi virgula zecimali §i extragem rddacina ca la numerele
intregi. Fliecare grupd de cifre dela numdr ne da cdte o cifrd la rdaddcind.
Din partea intreagd a numirului rezulty partea intreagi a radicinii, iar
«din partea zecimald a numirului rezultd partea zecimald a ridicinii.

Daci réddicina nu se poate calcula exact, adicd dacd nici unul din
resturi nu e nul, putem econtinua operatia la infinit si putem cipdty la
rdddeind oricite cifre zecimale vrem.

~De exemplu, pentru a avea primele p cifre zecimale la ridicina ¢
-3 a unui numdr, e de ajuns si scriem acest numdr cu np cifre zeeci
male (complectandu-le cu zeruri, daci e nevoe) si si calculdm rada-
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cina intrebuintand toate aceste p grupe de cate = cifre zecimale. In

acest caz zicem ci am calculat riidicina a n-a eu aproximatie de 107"

EXEMPLU: S se calculeze 12,283 cu aproximatie de 0,01 .
Seriem }2,28.30 si calculim

V22830 | 151 ridédcina : 1,51
128 25 | 301 restul : 0,0029.
330 | 5.1
29 | 125 | 301

Despirfim la dreapta radicinii calculate 151 atatea cifre zecimale cate grupe
de cifre zecimale a avut numérul,

3% Numér intreg. Orice numir intreg se poate scrie ca numir
zecunal, pupandu-i la dreapta oricate zeruri vrem ca cifre zecimale.
Prin urmare, daci un numir Intreg nu e puiere perfectd, punan-

du-i zeruri ca cifre zecimale, putem calcula ridicina a n-a a lui, prin
regula precedentd, cu orice aproximatie vrem.

EXEMPLU. Si se calculeze J/5 cu 3 cifre zecimale.
Scriem }/5,00.00.00 si calculim

/5000000 | 2236 raddcina: 2.236
1 ?g 5ok 43 442 4462 restul: 0,000304
1329 84 | 1329 | 26796
27100
26796
304

131. Numere irationale. Daci un numiir intreg @ nu e o putere a
n

n-a perfectd, [/a nu poate fi un numdr intreg; nu poate fi nici o frac-
jie, fiinded puterea unei fractii ordinare nereductibile e o fractie ordi-
nard nereductibilé [110]. Prin urmare, in acest caz, operatia inversi
n

Ya e umposibild cu ajutorul numerelor rationale si pentru a o putea
efectud suntem siliti s introducem in Matematici numere noi.
n
In general, daci 2 e un numir pozitiv, |/a

1°. 'sau se poate calculd exact sub formi de numdr intreg ;

20. sau se poate calculy exact sub formi de numir fractionar :

30 sau se poate calcula cu aproximafie, cu oricate cifre zecimale
n

vrem. In acest caz numirul « = J/q, se numeste nwmdr irafional.
EXEMPLE de numere irationale :

6
V2 =1,4142135624 ..., V17576 — 5,0990195186 . . .
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unde prin punctele puse la sfarsit aritim ci ar trebul S4 seriem un numéir infinit
de cifre zecimale, 7

Regula, dupi care gasim aceste cifre zecimale, e regnla extragerii radécinii
patrate [127] in exemplul intdi si a radicinii a 6-a [128] in exemplul al doilea,

In general, vom zice cj o expresie numerics e wationald, dacy con-
tine radicali.
EXEMPLE. Expresii numerice irafionale :

5 5 VE‘ 3 il
i, ?,__T_L\V,,— Vo+15.

132. Legile radicalilor. 1o, Extragerea raddcinii dintr'un produs
este o operatie distributivi. Adicy avem :

(XL) na.b.c = !7; 173 l;';

In adeviir, ridicand la puterea » ambii membri aj acestei egali-
tafi, clpitim rezultate egale [121 si 111, 3]: :

(’7;1)})": ab.e si (175.17[7. h)n: a.b.c.

Invers, avem
: n_ n Il__ II‘
(XLI) Ja.Vb. Ve = Jabe.

RecurLs. Co sg inmulfim mas mulfi radicali, cari au acelag indice,
inmulfim cantitifile de sub radical i din produsul obtinut extragem rii-
dicina ariitatd de indicele comun.

Astfel avem ’

3 '3 8 3
Vaz.Va = Va2 4 — o3 — a, la.la2 = |az;
si invers
8 3 3 8 3 LB
V8atbe® = V8. Va . VF V& = o Vay V&

sau
3 3
(19) VSab3c2 =9 Va7

Osservare. Cand inlocuim expresia intdia prin expresia a doua
din egalitatea (19), zicem ¢ am seos factorul 85° de sub radical ; cand
inlocuim expresia a doua prin expresia intdia din egalitatea (19), zi-
cem ¢ am introdus factorul 2b sub radical.

M. @ s
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ReGULX. Putem scoate un factor de sub un radical, dacd extragem
din acest factor raddicina ardtati de indcele radiealulus.

Putem iniroduce un factor sub un radical, dacd ridicim acest fac-
tor la puterea ardtatd de indicele radicalului.

EXEMPLE : Scoatere de sub radical :

3 3 n n
Viaz = a)72, /82y = 2Vzy, Va”b”:a‘/b”.
Introducere sub radical :
3 3 3

n n b
alber = Va'lb,jz, bary Y22z = V125 @by, 22 — 950 2895z

20, Dacd inmultim exponentul cantitifii de sub radical eu un nu-
mdr m, ridicdm rddicing la puterea m. Adici

(XLII) Varm = (lja"’)m.

In adevir, daci m e un numir intreg si pozitiv, avem

q q g9 g q__ qg__\m
Varm = Yar ap | 0P = Var . Var ... Jap = l/ap) :
1 2 m 1 2 m
3% Dacd inmulfim indicele unui radical cu un numdr m, exiragem
raddeina o m-a din acel radical. Adicy

(XLII) "l’;’a7 s ]‘/ ]"E.

In adevir, prima expresiune ridicats la puterea g/ ne di a®; a
doua expresiune ridicatd intai la puterea m si apoi la puterea g (adica
tot la puterea gm) ne di succosiv

(= e

Expresiunile ( XLII) sunt egale, fiinded ridicate la aceeas putere
(gm) ne dau rezultate egale.

i

DerFiNtri. A amplifies un radical insemneazi a Inmulfy si indicele
radicalului §i exponentul cantitdfii de sub radical cu un acelag numdr.

A simplificc un radical insemneazi o impdrfi §i indicele radicalu-
lui $1 exponentul cantitdpin de sub radical cu un acelas numdr.

4. Dacd amplificim sau simplificdm un radical, valoares radicaly.-
lwi nu se schimba. :
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In adeviir avem

qm

m*_ m~ 'm_ m
e T | L

Deci
(XLIV) Yo = i
sl viceversa. ;
EXEMPLE :
8 6

1 n 10 ) 3 1 ’
Va=Vat, Ya=Var=u; V&=V, V@—VrF—a

133. Aducerea radicalilor 1a acelag indice. Dacit avem mai multi
radicali cu indiei diferifi, legea 49 ne permite si-i scriem cu acelag in-
dice, fird si schimbim valorile rddécinilor date.

S ludim, de exemplu,

P

(20) . A

Dacé m e un multiplu comun al indicilor p, ¢, r si daci m: =
m:g=q', m:r=r" amplificand primul radical cu p’, al doilea cu ¢,
al treilea cu » si observand ci pp =m, ¢¢' =m, rr' = m, CApitdim
radicalii cu acelas indice

m_ m m
(21 ) Va‘p,7 VF‘ VCTa

care au valori respectiv egale cu ridicinile (20). s
Aceastd operatie se numeste aducerea radicalilor la acelas indice.
In particular, sg poate alege ca indice comun cel mai mic multiplu
comun al indicilor radiealilor dati.

EXEMPLU : Sd se aducii-la acelag indice radicalii
any szs Vw .

Cel mai mic multiplu comun al indicilor 2, 3, 6 este 6. Amplificand dar primul
radical cu 6:2 — 3 si al doilea radical cu 6:3 — 2, obtinem

6 8 8 6
@V, VE=fam s |z

134. Operatiile eu radicali.

19. Adunarea gi sciderea. Ca sé calculim o sumd al-
gebried de mai mulfi radieali, caleulim inta; valoarea fieciirui radical si
apoi facem suma algebrici a rezultatelor obfinute,

$*
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2 1 1 i Brepl
EXEMPLU. 49— 8+ T e e G ey e

Osservage. Extragerea rdaddcinii dintr'o sumd algebricé nu e o
operafie distributivd. Adicd avem, in general,

(22) Va—bte + Va= )b+ V.
De exemplu

Va+b = Va+ V5 dack ab==0,

fiinded, ridicand la patrat [85], membrul intai ne dx a+b, iar mem-
brul al doilea ne di

Vet VoY =a+2VaV5+b % ats.

Dol sau mai multi radicali se zic asemenea, cand au acelas indice
§i aceeas cantitate sub radical. R
~ Reculk. O sumd algebrici de radical; asemenea se efectueazd ca o
sumd algebricd de termeni asemenea [112].

EXEMPLU :
R e N L S
=15 [1=243) = By5.

20. Inmultirea $i imparfirea. Recurk. Cq s inmulfim
(sau sd impdrfim) doi radicali, aducem intdi radicalii la acelag indice ;
apoi immulfim (sau impdrfim) cantitipile de sub radicalii cu acelag in-
dice si din produsul (sau edtul) obtinut extragem rddicina aritatd de

mdicele comun. .
EXEMPLE :
3 & 66 6 8 g 8
Va? Va5 Vo =Vas, w‘“.ﬁ=vm9.m‘°.m=Vm20=m.

30 30 80 10

5 30
hih=mzyﬁ=m=m=ﬁi'

3% Ridicarea la putere si extragerea radicinii Dupd
legile radicalilor [122, 2 si 3], rezulti urméitoarea

Recurk. Ca si ridicim wn radical la o putere, ridicdm g acea-
std putere camtitatea de sub radical $i apoi, din puterea obtinutd. extra-
gem riddcina ariitatd de indicele radicalului,
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Ca sd extragem o raddcing dintr'un radical, extragem din cantitatea
de sub radical rdddcing ardtatd de produsul indicilor radicalilor. Adic :

(XL) (i)"= e

si

(XLVI) ]/% L Yo

3 )2 8 Sl
EXEMPLE : (ch_-" =Va®; VVay: = Vzp.
OBsERVARE. De aci rezulty ci
Al g
; / q_ P nq_

(23) & A

Invers, daci avem n — p.g.r, ridicina a w-a dintr'un numir se
poate calcula prin 3 extragers de rdddcind consecutive cu indicii p, ¢, »

- respectivi. Ordinea in care facem aceste trei operatii e indiferentd,
Adicd avem :

.

n_ r q_ par
(24) i T
6 TR 3
EXEMPLU : V15625 — |/ V15635 — V195 — 5
6 3
sau  )/15625 — |/ V15625 = V35 — 5

q
135. Exponenfi fractionari. Am vizut o expresiunea |/a? nu-si
schimbi valoarea prin amplificare sau simplificare ; dar, prin aceste ope-

ratii, nici raportul 17; nu-si schimbd valoarea. De acees putem zice e}

q
valoarea radicalului |/a? nu depinde de numerele p si g separat, ci
numai de raportul lor %-

1°. Daci p e divizibil prin ¢, avem
g m  sau  p=gm (m intreg)
si putem serie :

q q P 2

Va_"z Jarm = ]/a”’ = a™ = g1.

Asa dar un radical poate fi seris ca o Pulere eu exponent fractionar.
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P
20. Dacd p nu e divizibil prin ¢, expresiunea a? nu mai are sens
Totusi, dacd prin definifie convenim si scriem, in toate cazurile,

¥ q
(XLVII) a? = |ar,

constatim cd operatiile cu radicali aritmetici se reduc la operatii cu
putert, aplicand si la puterile cu exponenfi fractionari toate regulele
date pentru puterile cu exponenti intregi.

Astfel, pentru exponentii fractionari

' r
=2, g
q 8
avem
\ E L q s__ qs_ qs_
ad = a9.45 = JVa? . Var = Vars. Vasr
SRS S
= Jarstor = 4 o5 — a9 " S — ghti,

Prin urmare [111, 2] si in acest caz putem scrie
(XXIV) (f}‘a“ A

In acelas fel se demonstreazi ci st celelalte formule dela para-
grafele 112, 113, 114 se aplicd la puterile cu exponenti fracfionari.

Dermvimie. O putere cu exponent fractionar este o rdddeind, in care
numitorul exponentului fractionar este indicele radicalului, iar numdrd-
torul exponentului fractionar este exponentul cantitifii de sub radical,

5 1 3 '
EXEMPLE: 3% — V3%, ,2_ Vo, e =ales V.
OBSERVARE. Avem

1 1

pio 3 3 -1 3
(8x)® == VBa =2Y 7 | dar: Bad 8Vz.

4
5

Din definitia precedentii rezults imediat operatiile de amplificare
§i simplificare ale radicalilor:

g 1 PO g
]/a}’ = a?% — gim — ]fa”'".

136. Exponenti fractionari negativi. Generalizand formula ( XXVIIT)
[pag. 96] vom scrie $i In acest caz

0y
= t'

Qs

Il
[ =

(95) 4

|
[y
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g 1 1
EXeMpLy: 8 =7 =3 = 5

OBsERvARE. Si nu se confunde exponentii fractionari cu exponentii
negativi. Astfel

137. Fractii egale. Cand avem un sir de fractii egale si pozitive

ridicandu-le la puterea n, deducem [84, 1]

si extragand apoi ridicina a n-a, gisim

n
_Va et
= la"t 1"
n

2 b
(26) A=1 _
bﬂ+d’1+fﬂ

unde trebue s lusim pentru radicali valorile lor aritmetice.
In particular, pentru 2 = 2, putem scrie

(XLVIII ) L

138. Rationalizare. In caleule, ca si evitim Impértirile prin radi-
cali, amplificim fractiile, care aw numitor; wafionali, cu o cantitate, care
le transforms in fractii egale cu numitori rajionali. Aceastd transfor-
mare se numeste rafionalizare.

Expresiunile ¢+ V3 cu a=Vb, Va4V cu Va—VFse zie con-
Jugate. Produsul lor [116] e rational:

(6+V8) (@=V5) = 2 (V5 = a0,
(VE+VZ)(VE—VE) —X s Ve)P=a—p."

Prin urmare, cand numitorul unei fractii are un factor wafional de
aceastii forma, rationalizarea se face amplificand fractia cu conjugata
acestui factor.



120 Il. — OPERATIILE DE TREAPTA A THEIA.

19. Din
Tk
Vo

n
Inmultind ambii termeni cu V"1, deducem (132, 1]

5= VeyE — 5 = 077459 .

I a
s+ Ve

amplificand fractia cu conjugata numitorului, deducem

a _  a(lo-Ve) a(Vo V%)
= = (T e e = s = 2 .
o +Ve (V3 +Ve) (Vo -Ve) b—c

EXEMPLU ; V?T-|2—V? = z(yz:!?) — Vﬁ;h‘é = 0,50401 ..,

139. Compararea radiealilor. Din definitia radicalilor aritmetici,
rezultd cd, dacd o si.b sunt dous numere pozitive,

n n
din @ >0 rezults Ja > /o,

ridécinile fiind calculate exact sau Cu o aproximatie suficients.
Dacéd radicalii n’au acelas indice, pentru a-
cem intii la acelag indice §i apoi comparim ca
Vedem astfel ci, si pentru exponenti

i putea compara, % adu-
ntititile de sub radicali.
fractionari

- 2 ) =
q
dacd numerele sunt pozitive [119, 2 si 3]
10. din a>b rezulty o > b

20, din X > p rezulty

]

» |

, putem zice cii:

a* > a* pentru a4 > 1

@t = e pentru ¢ = |
@ < @& pentru « >l I
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EXEMPLE: Avem |2 < 5 fiinded 2 — 3.

3
Ca sid comparim V5 cu V3, vom scrie
3 6 6 T e
V5 =V =y3, 73 =Vg8 =Ja7

6 6 3
si fiinded 25 < 27, avem V25 < V27 sau V5 < 13,

determinatd sau cu cea maj buni aproximatie posibild.
Daci v e valoarea exactd a unui numir sl n valoarea lui apro-
piati [90], diferenta :
IN=—n =3

Sé numeste eroare. Dacd valoarea apropiati e mai mici decat valoarea
exactd a numdralui, zicem Cd eroarea e prin lipsd ; in caz contrariy
eroarea e prin adaos say prin exees. e

Sunt cazuri insd, cand nu cunoagtem nici eroarea ce o facem si
nici sensul acestei erori; stim numaij cj eroarea ‘e mai micd decdt un
numdr « (care se numeste limita superioard a erorii )- In acest caz avem

1V=n|<a
§1 prin urmare [41, 3]

n=a v<'ntg.

4 . . S .
De exemply, cand datele problemei sunt rezultatul unor masurdry, fie din eauza
imperfectiunei instrumentelor de masuri (halanta, termometrul, surubul micrometric,
ete.), fie din nedeprinderea noastrs de a aprecia misura. ey preciziunea doritd, nu-

y

Cand calculim ey valorile apropiate ale Uunor numere cunoscute
(cum sunt numerele cu multe cifre zecimale ), trebue sy stim cu ce
aproximatie si luim aceste valori apropiate, ca- si fim siguri ci obji-
nem rezultatul ey aproximatia cerutg, Y =

In cazul unei sume algebrice, din teorema, cu privire la valorile

absolute [41, 5] rezults c#: erpareq sumer poate fi cel mul egald eu
suma erorilor termenilor (L).

- = )] 5
(1) Exercifiul 7, pag. 31, *

-
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Prin urmare daci avem o sumi de » termeni si dacd vrem si calculim suma
cu o eroare mai mici decat &, va fi deajuns si luim fiecare termen cu o eroare
. o o o
mai mica decdt —.
n
EXEMPLE de caleule cu radical,

10, Sé se calculeze produsul 8XV45 cu o eroare mai micd decat 0,00001 .

Observand eca
V45 = V59 = 3 x5,
putem scrie
8X V45 =8x8XV5 = 21 x5 — o1 X 2,23606 = 53,665 14,

caleuldnd /5 cu o eroare mai micd decat 0,00001 prin lipsi. Dar e evident ¢d, prin
inmulfirea cu 24, am mirit eroarca de 24 de ori, adicd produsul e obfinut cu o
eroare prin lipsi mai mic¥ decat

243<0,00001 = 0,00024 > 0,00001.

Pentru a nu miri eroarea ficuti prin extragerea ridicinii patrate, e mai bine
sd introducem Intdi tofi factorii sub radical [132, 1] si apoi s extragem ridicina pa-
tratd eu aproximafia ceruti, Astfel gésim :

8XV45 = V6445 — J/2880 — 53,66563.

20, Si se calculeze valoarea fractiei
7
rs—7z
¢u 0 eroare mai micd decat 0,001 .
Dacid luim V3 = 1,7320 , 12 = 1,4142 cu 4 cifre zecimale, giisim

7 i e e Ve
Va—yz = Lmo—ia@ - o — 22,0264

necunoscind nici valoarea si nici sensul erorii rezultatului,
Fécand insi numitorul rafional : :

et o HVFEVE) T(V3412) = Via7 +V5s

Vi-7z 52
si calculind fiecare termen cu o eroare mai micd decat 0,0001 prin lipsd, suma
V147 4 V98 — 12,1943 -+ 9,8991 = 92,0937
reprezintd rezultatul ciutat cu o eroare prin lipsd mai micd decat
0,0002 < 0,001 .

II. — NUMERE IRATIONALE.
141. Siruri de numere. Si insemnim cu

(a) ay, G2, 03, ..., G, Ont1y ..

un sir infinit de numere (diferite sau egale intre ele). Numirul a, se
zice termenul al m-lea al sirului sau termenul de rang n.
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Un sir de numere e determinat, cand putem scrie valoarea oricii-
rui termen al sirului, de indatd ce ni se spune rangul acestui termen.
Astfel, sirurile

(27) Lip 2l dhe s, P
| R i 1
(28) T’ E" E’ £y E’
1 PR n
(29) E? g’ Z? ? m, LE

sunt determinate.

Termenul de rang » se mai numeste lermenul general al sirului.
In exemplele luate, fofi termenii sirului, se deduc din termenul general,
dacd inlocuim pe # succesiv prmerk 23, b

Dacd avem

,a1<a2<a,3<...<a,,,<a,,+1<...
sirul e erescitor si dacd avem
By Gy O ¥ Gy S
 sirul e deseresedtor. Sirurile cresciitoare si sirurile descrescitoare se zic
siruri monotone.
Sirul (27) e crescitor; sirul (28) e descresciitor, Pentru sirul (29) avem

_ n4-1 n

1
e Rt e o el nF ey 0

deci a, < a, +1, oricare ar fi s, Sirul (29) e crescitor.
Sirurile (27), (28), (29) sunt monotone. Sirul

(30) (—%), (—31)2, (—;})3, e, (—%)",
in care avem
_%<_|_9L >_2L7<
nu e monoton. Acest sir se zice alternat, fiindcd termenii sunt in mod alternativ
Dpozitivi §i negativi,

Dacél reprezentim pe o axi A (fig- 26) punctele P, Bl
Pa, ..., care au abscisele @15 G, .., Gn, ... respectiv, obtinem girul
de puncte sau mulfimea de Ppuncte, care corespunde sirului (a).
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Prin numerele 4 si B (fig. 26), punctele de Pe axa A, care corespund
acestui sir, sunt situate toate (in numir finit sau infinit) pe segmentul AB.

ALy 2 o Rl B
e b, - kp, Pio B
Fig. 26.

142, Cantitéﬁ variabile. Cang reéprezentim numerele prin litere,
o literd oarecare 4 !
1% sau reprezints Un numér determingt,

v

20 sau poate capita diferite valop numerice, de exemplu valorile
unui sir de numere.

In cazul 10 4 ¢ cantitate constanty ;In cazul 20 ¢4 ¢ 4 cantitate
variabild, A zice cid a variazd, Insemneazi a zjce Ci a trece delg o va-
loare mumericg 14 alta. Daci ¢ capitd succesiy valori oricit (e mary
din sirul numerelor naturale 2 8: R Bl L ieem cd o
creste la infinit. :

Intr’un sir de fumere, termenul general @n € 0 cantitate variabild, care
pentru =1, 2,38, ..., P capitd respectiy valorile Br Bys gy .oy .

143, Limite, Sj considerim un sir wnfinit de numere ;
(4) i a

1% Daci' termenii sirului A devin g, ce in ce mas mict, cand ran-
gul lor e din ce in Ce mai mare, sau maj precis: dacd, oriedy de mic
ar fi un numdr e >0, gdsim un numar p, asq eq g avem

lan | < e pentru n > p,

zicem ¢ girul A say termenul a, tinde cdbrd zero, cand g, creste la in-
finit si scriem
=0 (a, tinde ciitrs 0),

sau :
lim g, = 0,
=00

adicd Umitg luj n © zero pentru n infint.

Sk 1
EXEMPLU: Sirul (28) tinde catre zero, fiinded luand 8=7r pentru » > 10P
1 110 el ; 10
avem — < 1? adicd a, < g,

N
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20, In general, vom zice ci sirul A sau termenul ay, tinde cdtrg o
limitd X, cind n creste la infinit, daci valoarea termenului an Se apro-

din ce in ce maj mare. Mai precis: sirul A sau termenul a, tinde cdtrg
limita X pentru n wfinit, dacd oricdt de mic ar fi wn numdr pozitiv €
gasim un numdgr P, asa ca sg avem : i

[A—a,] <e pentru > 5.
In acest caz scriem

lim @ = ) sagy p — A sau @, = At g

n=0oco
unde « e o cantitate (pozitivi sau negativil ), care tinde citrg zero, cand
7 cregte la infinit,

EXEMPLU: Sirul (29) tinde cetrg 1, deoarece, oricat de mic ar fi &€ > 0, avem

n 1

n+1~ af1 <&

l—anél—
pentru n+1>si, adicd pentru » > é—l.

38°. Daci, oricit de mare ar fi un numdr M » termenii girului A

pentru » destul de mare, sunt mai mari decgt ) , adicd dacd, oricdt de
mare ar fi M, gdisim un numar p, asi co sg avem

n > M pentru o > p,
zicem ci girul A creste la infinit.
Desi infinitul nd’ e un numdr determinat, totusi prin generalizare

vom zice, si in acest caz, cd sirul A sau termenul a, tinde cdtra -
mita 400, cand n creste la infinit si vom scrie .

lim a, = +00 sau  a, — 4o,
n=ogo

EXEMPLU. Sirul (27) creste la infinit cu n, deoarece, oricit de mare ar fi un
numar M, daci P e VI cu aproximatie de o unitate prin adaos, avem p? > M si

Gy=n2>p2~ y pentru 5> p,

49. Daci, oricat de mic (1) ar fi un numr negativ — 1, termenij
sirului A sunt mai mic; decit —M pentru destul de mare, zicem

(1) In sens algebric,
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cd girul A sau termenul an tinde citrg — 00, cand » creste la infinit
$i scriem A

Utg, = sau  a, — — o.
n=0o0

EXEMPLU: Sirul
_17 —2: ‘3, SR TIITT Ry ol

linde cditrg — ©°, deoarece avem U =—n<—M pentru n> M,

144. Numiir limit. Dacd ne propunem si cdutim numirul
care satisface la condifiunea

22 =2 sy R

gdsim, prin metoda extragerii ridicinii patrate cu aproximafie de 0,1,
0,01, 0,001, etc., urmitoarele wvalori apropiate :

(A) ay =14, a2 =141, a3=1414, ay = 1,4142, g5 —1,41421, ..
(B) 4 =15, be =142, p3=1,415, by =1,4143, bs =1,41422, ..,

care ridicate la patrat, ne dau

4] =196 < 2 b =22 > 2
(81) a; = 1,9881 < 2 b = 2,0164 > 2

a; = 1,999396 < 2 by = 2,002225 5 2

In general, dacd a, si b, sunt valorile numgrului /2 apropiate prin

: Sl 1
lipsd si prin exces cu aproximatie de 107’ avem

(32) PR L e
~ e
(33) On < bn §i  by—a, = T

Obtinem astfel doug swruri determinate de numere rafionale A si B,
care au proprietifile urméitoare :

10, Cand » cregte, termenii sirului A crese (sau cel putin nu des-
erese) ; termenii sirului B descrese (sau cel putin nu crese), adicy avem
oricare ar fi

(34) n = Qny1  §i by, == bnts .
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20. Orice numir @p din sirul A e mai mic decat orice numir b,
din sirul B.
In adeviir, daci P =q avem a, < bp s
dacdi p > q avem a, < bp = bq;
daci p < ¢ avem o4 =a, < bq.

3% Diferenta dintre doug numere a, si by, de acelas rang, poate
devend oricit *de micd vrem, dacii luim rangul » destul de mare.

In adevir, avem

1

35 b == an _ —.
(35) - o

40 In sirul A nu existd niciun vumdr mai mare decdt toate nu-
merele din sirul A; in sirul B nu existd niciun numdar mai mic decit
toate numerelz din strul B.

In adevir, daci un numér 4@, din sirul A ar fi cel mai mare numdr din acrst
§ir, am avei 4p =@, pentru n > p. Prin urmare, extrdgind riddcina patrati din 2,
am gasi la rddicind zerurs pentru foate cifrele de rang mai mare decit p.

In acest’caz J3 ar fi numarul rational @, , rezultat evident absurd,

La un rezultat analog am ajunge, daci am presupune cd, in sirul B, existi
un numir bq mai mic decat foate numerele din acest gir.

OBservARE. Din neegalitifile
p = Ontp < bn+p = by

si din egaliiatea (85) rezulti neegalititile

1 - 1
(36) lan+,,—an|<l‘0—n si Jb,,+,,—b,,}<ﬁ,;
oricare ar fv mumdrul p intreg si pozitiv.
Neegalitittile (3L) ne arati cx niciun numér din sirurile A sau B
nu indeplineste condifiunea ca, ridicat la patrat, si ne dea eract pe 2.
Totusi, cand luim pe n din ce in ce maj mare, nwmerele rationale
@n §i ba se apropie din ce in ce mar mult de aceastd condifiune.
Mai precis, neegalititile
ai s bi :
9 2
bn_a’n = (bn+a‘r1)(bn‘a’n) < 2bl ('bn_a'n)
$i egalitatea (85), ne arati ci diferenfele  «
N PR g

tind cdtrd zero, cand n creste la infinit. Prin urmare sirurile cu ter-
»e 2 . 2 e v o
menil a, §i by au ca limitd comundg numirul 2,
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In acest caz convenim sd zicem ci termenii an $1 b, au ca limity
numdrul irafional reprezentat prin simbolyl V2 si scriem

m < )2 < b,
pentru orice valoare a luj 4.

Numerele rationale @ $i ba au primele lor cifre comune; acestea
suni primele # cifre exqete: ale numéralui limitg V2. Gisim astfe] :

V2 =1,4142135694

numir de formg zecimald, dar scris eu o infinitate de eifre zecimale,

145. Numere definite prin sirari. Si presupunem ci avem doui
siruri infinite de numere rafionale :

(A) Oy Oy, Gy, ..., g

(B) Mol L g M U

n

Sen
In care termenij @ $i by se pot ealeuly dupd o requld determz'nata”, pen-
Aru orice valoare a luj n, §i care satisfac In condifiile wrmdtoare (1).

(@) Sirul A ¢ crescdtor (sau cel pufin %u descresie); sirul B o
descrescdtor (sau cel pufin nu cregte).

(B) Pentru orice valoare o lui n, avem

_ an < by.
(v) Oricit de mic ar fi wn numir ¢ > 0, gdsim wn numdr 2,
astfel ca pentru n > D sd avem :
. ’ b)l - Qp , < 3,
adicd : diferentq bn — ay tinde cdtrg 2ero, cand n creste la infinit.
Cu aceste ipoteze: 10. Dacy existd un numiir rafional A, care si
fie cuprins intre @n §i by,
(37) ' o =1 = b,
pentru orice valoare a Juj n, sirarile A si B tind cdtrg limita X.
E de ajuns si aritim ci
T (A=a) o0 (A=b,)— 0

cind n creste Ia infinit, Dar aceasta rezulty din neegalitifile (37) si
din ipoteza (y)
lim (b, — a,) =0,
n =00
S T T

(1) Conditiile 10, 20 §i 89 la care satisficean sirurile particulare din paragraful precedent,
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In acest caz zicem ci sirurile A si B definese numdrul rafional A
si scriem
lim a, = lim bn = .
n=00 n=o~co

20, Dacd nu existd niciun numdr rafional A, care si satisfaci la
conditia (37), oricare ar fi 7, vom zice ci sirurile A si B definesc un
numdr irafional A, care, prin definifie, rimane cuprins intre Gn $i by,

tr < A < by X -
pentru orice valoare a lui n §i vom scrie si in acest caz ci

lim @, = lim b, = X (numir wrafional ).
n=00o n=00

Un numir rafional sau wational (pozitiv, nul sau negativ) se nu-
meste numir real. Toate numerele rationale si irationale formeazi la
un loc mulfimea numerelor reale.

Sirurile A si B, prin condifiunile impuse, admit in toate cazurile
ca limitd comund un numir real.

OBSERVARE. Daci, dela un rang oarecare p, termenii @, ai unui sir A satis-
fac la conditia
a

=

p  pentru  n > p,

n

zicem cd limita sirului A este numirul rational a, [143, 2], deoarece, oricat de mic
ar fi € > 0, avem
a4y —a,=0< g pentru un > .

In particular sirul My M, ...;m, ... are ca limitd numirul m,

146. Operatii’ cu numere limiti. Daci avem uh numir A definit
ca limita comund a doui siruri A si B, cu termenii generali a, si b,
respectiv, care satisfac la conditiile («), (B), (y) [145], convenim si
scriem foate aceste ipotese prin egalitatea ’

(38) : A= (an, b,).
S# considerim doui numere reale
(39) l=(an,bn) si l’=(a,',,b;,)

A si B, A" si B’ fiind sirurile, care definesc aceste numere.
Pentru orice valoare a lui n, avem [ 145]

(40) g Ly

M G- 9
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si oricat de mic ar fi é > 0, pentru n destul de mare, avem
(41) lb,—a,| < e, 10, —a, | < e.

Dacd numerele A si A" sunt rafionale, din neegalitiitile (40) dedu-
cem prin adunare [40, 5]:
\ a”—{-a,'l<l+)\'<bn—{—b;
cu
N+ 8) = (a, +a) | = | (b, —a,)+ (b —a)) | < 2.

Prin urmare sirurile cu termenii gemerali a,+a, s b, -+ b, satis-

fac la toate condifiile (@), (B), (y) s definese numdrul rafional A\,
- adicd putem scrie
(42) l-}-l':(an-{—a,'z, b,+0,).

Aceastii egalitate, luati ca defimifie a sumii a dous numere rafio-
nale, ne serveste si pentru definirea sumii a dous numere irafionale.

DeriNipie. Suma numerelor wrafionale limitd definite prin  sirurile
cu termenii generals Gy b, 51 a, b, este mumdrul limitg definit prin,
sirurile eu termenii generali a, - a,, b + b,.

In mod analog se definesc $i celelalte operafii cu numerele ira-
tionale, observand ci pentru A si A" rafionale (A< X), din neegalitifile
(40) si (41), deducem

pentru scddere [40,6]:

Gy—b, < X—2 < b, —a,;
pentru inmultire [56, 3]:

: a0, < AN < b,
pentru impérfire [62, 4]:

a, i b,
B

presupunénd, in ultimele doui operafii, ci numerele 8ys b, @ si b,
sunt toate pozitive.

Cand » variazi, sirurile astfel obtinute satisfac in toate cazurile
la conditiile («), ( B), (v). Putem dar scrie, ca definifii pentru dife-
renfa, produsul si citul a dous numere reale rationale, urmiitoarcle
numere limild : .

(43) : AN—2 = (a’l,z—bn’ bllz—all)’
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(44) ‘ A= (a,a,, b,0),
s X=
(4' ) A b—nv a—n ’

definitii, care se extind si la numerele irafionale si care ne permit si
calculim, sub formi de mumere limitd, diferenta, produsul si catul a

doudi numere reale oricare.
m

Puterea 1™ si rdddcina JX, pentru X irafional, se definesc tot ca
numere limiti, :
Astfel, dacd termenii a, si by sunt pozitivi, pentru m intreg si po-
zitiv, vom zice ci
m

x’":(a'z, b:), V—A_=(nl}‘2a ?Z}’

m m
riddcinile Va, si )b, find calculate cu aproximatie de ﬁ, prima prin
lipsd i a doua prin adaos.

OBSERVARE. Daci ) — (a,, b,), avem

b 0 o
—A=(ho—e). axo—o, T-(L 1),

egaliti{i, care rezulti din definifiile (43), (44), (45), daci observim ci numerele
AMN=0 si \'=1 pot fi definite, respectiv, prin sirarile cu termenii generali

oy L

a, =b, = sl a 2

n

147. Siruri oarecare. Si considerim dous siruri

’

(A) -

by e oo o

(A%) By ST BN ah e
monotone sau nu, dar care tind fiecare cdird o limitd determinatd
(46) lima, = 2, lima, = )’

pentru » = co. Putem dar scrie [143, 2]:

(47) (A S SR W R

unde cantititile (pozitive sau negative) « si &’ tind cditrd zero, cand n
creste la infinit. X

g*
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In acest caz vedem ci
o +a, = l+l’+[a+a'],
A=X+[a—a],

8,0, = AX 4+ [ad + a'2 +- aa'],

@=£+%ﬂrﬂ=i+kﬁilf
a, A D | (X' +a")2

".Ig‘
Il

a,

(48)

N

Dacd presupunem in ultima egalitate A0, toate cantitifile din
paranteze tind cdtrd zero (ca si o si a’), cand creste la infinit.

Prin urmare, egalitiiile (46) si ( 48), pentru # = 00, ne dau

lim (a,+4a ) = 242" = limea, 4-lima; ,

im (a,—0a') = x—3" = liman—h'ma,'z,

(49)

lim (a,a ) = XX = lima, . lima,,

i lima, =1
lim = o (dacd 2"54=0).
a, lima,

TeorEME. 19, Limita sumei a doud cantititi variabile este egald cu
suma limitelor acestor cantitifi,

20, Limita diferenfei a douy cantitdti variabile este egald cu dife-
renja limitelor acestor cantitifi. Fis )

3% Limita produsului a dous cantititi variabile este egali cu pro-
dusul limitelor acestor cantitifi.

40 Limita edtului a doud cantitifi variabile este egald cu edtul
limitelor acestor cantititi, dacd limita impdrfitorului o diferitd de zero.

EXEMPLU. Si luim
Sn—3 . 5n41

a. =

Putem scrie

3 ’ l r ’
a=2—ﬁ‘=k+a, a”=5+;=/\+ay

n
unde \ =2, a=—§—, A—=15; a=%; o 5i o’ tind citri zero cind % —5 00,
Prin urmare avem

lim g, =2, h'ma,',=5.

Cétrd ce limitd tinde produsul g, a;, ={—wﬂ »cand n creste la infinit?

* n
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Aplicand teorema precedents

Iim(a,la;)=h'm a, » lim a;,

gdsim, pentru n=o00, .

ki m”;”lw:gxs—:w,
n

148. Simboluri eu o infinitate de cifre zecimale. Si considerim
un numir de formd zecimald, dar presupus scris eu o wnfinitate de cifre
zecvmale. Fie a, numirul format din partea intreagi si primele = cifre
zecimale ale numérului dat; &, numirul care se obfine din a,, cand
mérim ultima cifré zecimald a lui a, cu o unitate.

Sirurile A si B formate eu numerele an §i by astfel determinate,
fiinded satisfac la. conditiile (), (B), (v) dela paragraful 145, definesc
un numdr real A si avem

i W T —
n=0o

Cu cat n este mai mare, cu atit numgrul fractionar a, (cu » cifre
zecimale) se apropie mai mult de valoarea adevdrati a. numdrului real A.

In practici operaiile cu aceste simboluri se reduc la operatii fi-
cute cu valorile apropiate a, .

Se pot prezentd urmitoarele cazuri:

1°. Dela un rang p, toate cifrele zecimale, ale numérului dat, de
rang mai mare decdit p sunt zeruri.

In acest caz avem a, — ap pentru m=p si numirul limitg
A = ap e intreg sau fracfionar zecimal (numir rafional).

EXEMPLU. Pentru numirul A = 38,725000000 ... avem
@ =387, a;=388,72, ag— 38,725, Gp==ag pentru n=38 §i A= q5= 38725

20, In numirul dat existd cifre diferite de zero de rang oricat de
mare, dar o aceeas grupd de cifre zecimale se repetd la infinit, In acest
caz avem o fractie zecimald periodicd simpld sau mixtd [93, 2] si nu-
mérul limitd X este o fracfie ordinard (numir rafional ).

EXEMPLE. a0 Fractie periodicd simpli: A = 0,783 783 783
Grupa 783 este perioada si putem scrie

1000 A — 783,783 783783 ..
A= 0,783783783 ...
Scizand aceste egalitifi, membru cu membru, gisim

999 A = 783,000 000 000 . . .
de unde rezulti

783
/\ == ~9—§§—.
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Y. Fracfie periodicy mixtd: A = 0485378787
485 este parteq nepeﬁodz'cti,‘ 37 este perioudy si avem
100000 A — 48537373737 . ..
1000 A = 485373737
Scizand aceste egalititi, membru cy membru, gisim

99000 A — 48052,00 00 00 , . .

48052 48537 — 485
A= 99000 — 99 000

de unde rezulty

30. Cand numirul dat, cu o infinitate de cifre zecimale, nu e nici
de catagoria 19, nici de categoria 20, ne gésim in cazul al doilea dela
paragraful 146 si lim @ =2X e un numir wrafional, care se reprezinti
printr'un semsn convenfional sau printr'o literg [93].

EXEMPLE de numere irationale:
V2 = 1,4149135694 oy €= 2,718281898459
T = 8,141592653589793938462643
B = 0,12345678910111213141516171819 =R

Succesiunea cifrelor zecimale e dati, pentru fiecare numir irafional, prin regula
speciald, dupi care se caleuleazi valorile apropiate ale acestui numsr limitd,

149, Corespondenta intre numere §i puncte. Pe o axs A (fig. 27),
alegind un segment OA ca unitate de mésurd, si fixim ‘punctele O
$i A, care corespund la numerele ( si 1.

A 0 1 A
e et e l\\l\—»
0 A L
Fig. 27,

1. La orice punct L de pe azxa A corespunde un nwmdr regl ) st
unul singur. Acest numgr e valoarea algebricd o segmentului OL misy-

Dacé lungimea 0L o comeusurabild cu OA, valoarea algebrici a
segmentului OL este un numyy algebric rational. Dacs lungimea QL e
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Convenim dar si deosehim pe axa A doud feluri de puncte:
rafionale si wafionale, dupd cum ele corespund la numere rationale sau
irationale (1).

__ EXEMPLU. Dacid OL e lungimea semicerculuj cu raza OA =1 (fig. 27), avem
OL=7m; punctul L corespunde la numérul irafional T,

20, La orice numdr real \ cbrespund.e un punct 1wl singur
pe axa A.

In adeviir orice numir real A poate fi definit ca limita a doui $i-
ruri de numere rafionale A si B satisficand la conditiile (a), (B), (y)
[145]. Fie A, A,, M, Sl D B oy Bagsie punctele de pe
axa A, care corespund respectiv la numerele By B o Bl e O
b2, ..., bn, ... din sirurile A si B (fig. 28).

& Ly s als Qp

i

Fig. 2.

Toate punctele A, se gisese la stinga tuturor punctelor B,,.

Lungimea segmentului m =b,—a, tinde citrd zero, cand n
creste la infinit.

Punctele A,, mergind spre dreapta, si punctele B, mergéand spre

stanga, se apropie din ce in ce mai mult de o pozifie limitd L. Vom
zice cd L e punctul care corespunde numdrului limitg A=(an, by).

150. Compararea numerelor reale. Daci la dous numere reale A
si X" corespunde acelag punct limitd L, zicem ci numerele A si A" sunt
egale si scriem A = A’

1 b e Mo T .
0 Ap 15 Bp Ap I Bp
Tig. 29

Daci la numerele A si A’ corespund punctele distincte L si L’
vom zice e¢i A" e mai mare decat X, daci segmentul OL’ e mai mare
decat segmentul OL, adici daci punctul L' e la dreapta punctului I,
pe axa A '(fig. 29).

(1) Aceste puncte sunt determinate pe axil, numai dupi ce s'a ales unitafea OA.
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Dacd figurim pe aceasti axd punctele A B s A,, B, care
corespund la sirurile care definesc numerele

A=(a,, ), V= (a, b,),

vedem ci, dacd pentru un rang p, A, coincide cu B , Sau e la dreapta
lui B,, punctul L’ ¢ g dreapta punctului I, (fig. 29).

Prin urmare :

10. Daei, pentru un rang p, gisim a; = bp avem 1" > ).

20. Daci, pentru un rang p, giisim § = @, avem A" < ).

3% Daci, pentru orice rang n, gisim neegalititile 2, < b, si
a, <b, avem A" =}.

151. Sirul numerelor reale. Succesiunea numerelor reale in ordi-
hea, in care se gisesc pe axa A (fig. 30), formeazi sirul numereloyr
reale. Acest sir e cresedtor.

=00 NUMERE REALE NEGATIVE (0 NUMERE REALE POZITIVE +o0
: e el
A 0
Fig. 80.

Fiinded intre doux puncte de pe axa A existii o infinitate de alte
puncte, rezulti ca ntre dowud numere reale, oricat de apropiate ar fi ele,
8¢ gdsesc cuprinse o infinitate de alte numere reale. De aceea zicem cii
sirul numerelor reale este dens.

A A @ A _
P : I e
0 B, M L
Fig. 31,

Punctele de pe axa A se succed unele dupi altele in mod conti-
nuw. Prin urmare, daci un punct M se misci pe axa 4, dela punctul I,
pand la punctul L ( fig. 31), abscisa punctului M, = OM, capiti
succesiv toate valorile posibile cuprinse intre numerele A si A". Toate
aceste valori sunt numere reale. De aceea convenim si zicem cj sirul
numerelor reale este un sir continu.

Multimea. tuturor numerelor reale, cuprinse intre i si X', formeazi
intervalul (XA,1"). Cand punctul M se miged intre L si L', zicem cii
x = OM variaed in intervalul (X,1’), '
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OBSERVARE. La un punct A fix pe axa A, corespunde o abscisii constantd a;
la un punct M mobil pe axa A corespunde o abscisd variabild x,

V. — PROPORTIQNALITATEA.

152. Rapoarte. Daci a si b reprezinti dou#i numere :

19, Diferenta a—b este raportul aritmetic dintre a si b:

20. Catul exact a:b sau 2 este raportul geometric dintre @ i b [75].
3 g

Numerele a si b sunt termenii raportului.

EXEMPLE. Raportul aritmetic dintre 15 §i 5 este 15—5=10; raportul geo-
metric dintre 15 si 5 este 15:5 — 3.

Legile rapoartelor. 10. Un raport aritmetic nu-gi schimbd
valoarea, dacd-i adundm sau scddem la ambii termens un acelas numdr.

20, Un raport geometric nu-gi schimbi valoarea, daed-i inmuliim
sau impdrfim ambii termeni cu un acelag numdr, :

Aceste proprietiiti rezultd din legile sciderii [22, 5] si din
legile imp#rtirii exacte [60, 3].

153. Proportii. Egalitatea a dous rapoarte de dcelas fel formeazi
0 proporfie. Proportia e aritmetici sau geometricd, dupd felul rapoartelor
cu care e formati.

EXEMPLE. Proportii aritmetice :

= e D ey T B
18—7T=14—38; 616—584=—124_0092; S T=n—%
Proportii geometrz')ce:

5_ 35 8 564, 3/2 __ Vi
TR W T
In general o proportie e de forma
(50) a@—b=c—d  (proportie aritmetied)
sau
a c 3 Tag
(51) g (proportie geometrics).

Orice proportie are patru termeni. In proportiile (50) si (51) ter-
menii sunt a, b, ¢, d; primul si ultimul termen (o si d) se numesc
externi sau extremi; termenul al doilea si al treilea (b si ¢) se numese
interni sau mezi.
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154, Proporﬁi aritmetice. 19 Tn orice proportie aritmetic suma
mezilor e egald eu suma extremilor. ’ il

In adevir, din ¢
(52) © a=b=c—d
adunind pe b4+d la ambii membri, deducem
(38) a+d=Dbic.
| Invers, din egalitatea (53) rezultd :proportia aritmetici (52),
OBSERVARE. Intr'o proporfie aritmetics se pot schimba mezii intre e sau ex-
tremii inlre ei sau amdndoi meziy cu amandoi extremii, deoarece prin oricare din

aceste schimbiri egalitatea (53) rimane aceeas.

20. Cand cunoastem trei termen; a, b, ¢ ai unei proportii aritme-
tice, putem caleuld termenul al patrulea al ei,

In adevir, insemnand cu 2 termenul necunoscut, din
a—b=c—gx
deducem g4+2—p1¢ st
(54) r=btec—a.
3% Daci intr'o proportie aritmetici
(55) G—m=m—b sau m—g—p—mp

mezii sunt egali (sau extremi; sunt egali), valoarea lor comini m se
numeste media aritmetici a celorlalte dous numere a si b,

Din egalitatea (55) deducem 2 — atb si

(XLIX) m=2 ; : (media aritmeticd).

Prin urmare : media aritmeticd a doud numere e semisuma lor.

GENERALIZARE. Nedia aritmetici a f numere a, b, ¢, ..., [ este
suma acestor numere tmpdrfita prin numdrul lor: !

(L) m:ﬁb+cn+...+l.
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; EXEMPLU. Mésurand, prin zece determiniri succesive, cu ajutorul unei magini
de divizal, distanta dintre dou3 diviziuni de pe un tub termometric (dela 20° panid
la 50°), am gésit rezultatele urmitoare :

Mswrdri. Diferente.
l-a . misurare: 262,11 — 262,08 — - 0,08
a 2a = 261,99 — 0,09
a 3a K 262,20 -+ 0,12
a 4a = 262,07 — 0,01
a 5a - 261,98 — 0,10
a 6a - 262,13 + 0,05
a Ta - 262,00 .  —0,08
a 8a ot 261,96 —0,12
a 9a 2 262,15 ; ) -+ 0,07
a 10-a 3 962,23 40,15
Total: ~2620,82 mm. 3042 =040
2620,82

Media aritmetics :

70 — 262,082, Valoarea medie : 262,08 mm.

Pentru 30° avem 262,08 mm, ; pentru 1° avem 262,08 : 30 = 8,736 mm,

155. Proportii geometrice. 19, In orice proportie geometricid pro-
dusul mezilor e egal cu produsul extremilor.

In adeviér, din

@&z ¢
(56) g=:

inmultind ambii membri cu bd, deducem
(57) ad = be.

Invers, din egalitatea (57) rezultd proportia geometricd (56).

Osservare. Intp’o proportie geometricd se pot schimba mezii intre
ev sau extremis intre ef sau amdndos mezii cu amandoi extremii, deoarece
prin oricare din aceste schimbiri egalitatea (57) réiméne aceeas.

20. Cand cunoastem trei termeni @, b, ¢c ai unei proportii geo-
metrice, putem calcula termenul al patrulea al ei.

In adevir, din ’

L
b 2
deducem ax = be i
(58) i &= %c (a patra proporfionald).

3% Daci intr'o proportie geometricy

>

(59)n ;% = % sau

8=
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meziv sunt egali (sau extremii sunt egali), valoarea lor comuni It se
numeste media geometricd a celorlalte doug numere a si b.

Din egalitatea (59) deducem p2=ab si
(LI) p = Jab (media geometried ).

Prin urmare : media geometrici o doud numere e riddcing patratd
din produsul lor.

GENERALIZARE. Media.geometrici 4 n numere a, b, ¢, ..., | este
riddcing a n-a din produsul lor:
n\
(LII) r=Vade. 1.

OsBsErvaRe. Media aritmetici a doug numere e mai mare decat
media geometrici a lor. Adici avem

a--b

(60) 5= > Jab sau m> .

In adevir, inmultind cu 2 si ridicand la patrat, neegalitatea (60)
devine
@ +2ab+5° > dab,
a2—2ab—{-b2 >0 sau  (a—d) > 0,

ultima neegalitate fiind evident adevirati,

40. Media armonicd a doui numere a si b este numéirul g, care _
satisface la egalitatea

(LIII) _25_ = % +% (media’ armonicd )
De aci deducem
%26:;[) sau ab:%é.g
adici
(LIV) P=m.E  sau %:%

Prin urmare: media geometricd a doud numere (a i b) este me-
die geometrici intre medig aritmeticd si media armonicd a acestor
bumere. Neegalitatea (60) ne arati ci rapoartele (LIV) sunt suprauni-
tare; adicd avem:

E<p < m,
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OBSERVARE. Media armonici a numerelor « si b satisface la urmitoarele pro-
portii (una aritmetici si una geometricd ):
1 1 1 1 i a—

a £ £ b E—b

o

zeiuri®
=+

Cand vom zice numai raport sau proporfie, fird si specificim
felul lor, vom intelege raport geometric §i proporfie geometricd.

156. Teoreme. 1°. 7n orice proporfie suma (sau diferenfa) numd-
rétorilor mpdrfitd prin suma (sau diferenfa) numitorilor formeazd un
raport equl cu fiecare dintre rapoartele proporfies. Adicd avem

(61)

Pentru sumd demonstratia a fost dati la paragraful 84, 19; pentru diferenfd se
inlocueste adunarea egalitétilor prin scidere.

20, Din proporfia

(62)

sau

SHRSH
il
o |

S
I
Q.JIQ

putem deduce proporfiile wrmdtoare :

a+b __ c4d . a=b _ e—d
(63) i e R R ol
(64) at+d _etd  a=b _ e—d .
& e @ g 6ty
= at+b ¢+d
(65) a—b ~ c—d

In adevér, proportiile (63) scrise sub forma

e = e e e
g ot g g dirgiv
si proportiile (64) scrise
phl a8, a by d
a c c

sunt evidente pentru numerele, care formeazi proportiile (62); impértind
membru cu membru egalititile (63) sau (64) deducem egalitatea (65).
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157, Mérimi proportimiale. Valoarea unei mirimi depinde, in ge-
neral, de valoarea altei mdrimi.

Astfel: suprafafa unui patrat depinde de lungimea laturii lui; costul unei can-
titdti de fdind depinde de greutatea ei,

~ 1% Cand dependenta este astfel ci, daci una din mirimi devine
de n ori mai mare $i cealaltd mdrime devine tot de n o mai mare,
aceste doudd mirimi se zic direct proportionale.
- ' EXEMPLE. Costul unei stofe si lungimea ei; volumul unui corp si greutatea
lui [162]. - '
Daci doud mirimi A si B sunt direct proporfionale si dacii a, si
% =mna; sunt misurile a douj cantitéfi din mérimea A, by sk by = n b,
mdsurile cantititilor corespunzitoare din mirimea B, intre aceste patru
numere avem proportia :

(D)

a b, ay __ ap
— = -  sau 4 =2,
) bs by b,

20, Cand dependenta dintre dou# mirimi este astfel cd, daci una
din ele devine de n or; mai_mare, cealaltd mirime devine de n 07t mai
micd, aceste doud mirimi se zic invers proporfionale.

EXEMPLE. Iufeala unui tren cu timpul in care trenul parcurge un drum deter-
minat ; volumul unui gaz cu presiunea la care e supus gazul, cand temperatura ri-
mane aceeas,

In acest caz, intre valorile ay siag — ﬁa, (-;‘)'entru mérimea 4 ) si valo-
rile corespunzitoare by 5ibe = by:n (pentru mirimea B), avem proportia:
__ @ - g5
(1) i sau  a;b; = ayb,.

Dacé se dau numai trei termeni din aceste proportii $i se cere sa
aflim pe al patrulea, avem de rezolvat o problemé de reguld de trei
simpld, directd in cazul (D) si tnversd in cazul (I). '

158. Numere direct Proportionale. ‘Dacé ni se dau dous giruri
de numere

(4) " @iy Gy, Gy v..,y @
(B) : bys b,, Byl B
astfel cd intre dousi numere de acelas rang @;, b, si avem

(66)) 2edslilige - by=2g ._(i=1,24,...,.n),,
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zicem ci numerele din sirul B sunt proporfionale sau, mai corect, direct
proporfionale cu numerele din girul A.

Egalititile (66) se mai pot scrie:
= 1_ —_— e = L4 — _ll s
(67) | === =—_—=1.

Numérul X, cu care trebue si Inmultim numerele din sirul 4, ca
si cipitim numerele din sirul B, se numeste coeficient de proporfiona-
litate sau constanta de proporfionalitate. : i e

EXEMPLU. Numerele e
(@) : 40 11 1T, 3, 81

sunt direct proportionale cu numerele

(B) 08722, 84, 79, 162
fiinded avem -
e U L5
08 22”84 73 163 °°

Coeficientul de proportionalitate este 5. Invers si numerele din sgirul ( B) sunt
proportionale cu numerele din girul (a); in acest caz coeficientul de proportionalitate

est 0,2 sau %

Osservare. Dacd numerele din sirurile 4 s B sunt direct propor-
tionale, intre dou# numere’ oricare 4y, ag din sirul A si numerele cores-
punzétoare by, by din sirul B, avem proportia :
ap ' ay O el

(68) E — Z)—q sau C—h—] — b—q'
’

ExempLu. Dacd un mobil M se mised pe o dreaptd AB cu o mis-
care umiformd de v cm. pe secundd [46], spatiul s, parcurs de mobil
in ¢ secunde, este dat de formula s —wu¢. In timpurile ¢, ¢,,. ..., t,
mobilul parcurge spatiile
‘ slzivtl, szzvtz,...,sn:vtn
si avem :

gL 8

v.

Il
I

Seilae

ek

Prin urmare : intr'o migcare untformd, spafisle parcurse de mobil
sunt direet proporfionale cu timpurile intrebuinfate pentru a le parcurge.
Coeficientul de proportionalitate, in acest caz, este 1ufeala mobilului,

L]
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Dacd intre dou#i numere de acelas rang a,, b, din sirurile 4 si B
avem relatia
b, it
;;=X sau b, = Ao (t=1,2,..., n),
i
zicem cid numerele b, din sirul B sunt direct proportionale cu puterile p
ale numerelor @, din sirul 4. -

EXEMPLE. 10, Daci un corp greu cade in vid si dacd s este spafiul parcurs
prin cédere in timpul ¢, iar 9=9,809 m. iniensitatea gravitatiei, formula din Meca-
nicd s =%gt2 ne arati cd, in ciiderea corpurilor, spafiile | arcurse sunt proportionale
cu patratele Yimpurilor corespunzitoare, Coeficientul de proportionalitate este %g. :

20, Voluraul unei sfere e dat prin formula V=—2—1rr3. Prin urmare : volumurile
sferelor sunt proportionale cu cubwrile razelor lor. Coeficientul de proporfionalitate

este T,

159. Impirtirea in pirti proportionale. Un numér 4 se poate
impér{i ¥ n pdrfi intr'o infinitate de feluri. Insemnand aceste pérti cu
Ty, Loy ..., Z,, trebue 38 avem in toate cazurile

Tyt Tyt oo b, = 4.
Dacdl vrem ca pirtile si fie egale, ludm
4,
i n

1’1=:l’2= :xn

Sé presupunem insd, ci vrem ca pirtile s fie direct proporfionale
cu n numere dale a,, ay, ..., a,. In acest caz trebue si avem

L T

(69) al a2 a,n
si problema e rezolvatd, daci putem determina coeficientul de propor-
tionalitate sau valoarea comund a acestor rapoarte.

Fiinded cunoagtem suma numiritorilor T+t ooz, =4 i
putem calcula si suma numitorilor @ +a,+ ... La, =S8, avem[84,1]:

Ty Xy _93"_9”1'5‘-”2‘5‘--"5‘%_5'
== . =1 = =
a, a, a, a, - a, + -a, S
Prin urmare : _
. ; A4 ;| A4
= —— PO T oo 4 A iy = .
(70) L Y BT gl P Tl P
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EXEMPLU. Literele dela tipografie sunt formate dintr'un aliaj de 80 parfi plumb
(Pb) si 20 parti antimoniu (Sb). Cat Pb si cat Sb se gaseste in 2500 %g. de litere
de tipografie ?

Din proportia dati % — 2—3 = 2%0 =25 deducem:

Pb=80X25 =2000kg; Sb— 20 X 25 — 500 k.

160. Numere invers proportionale. Daci ni se dau doug siruri
de numere ;

(A) ay, az, A3,y vy Qn
(B) blabz,b3"'-1bn

astfel ca, intre numerele de acelag rang a,, b, si avem relatia

14
(71) ab, =% sau b = A

i i ; (?::1’2"--’”)’
i

zicem c# numerele din sirul B sunt invers proporfionale cu numerele
din sirul 4.
Fiinded egalititile (71) se mai pot scrie

bl Lo bz e bn ot
() SRRt
a4 a—z Gn

vedem cd, in acest caz, numerele din sirul B sunt direct proporfionale
cu inversele numerelor din sirul 4.

OBSERVARE. Dacd numerele din siral A4 sunt invers proportionale cu
numerele din sirul B, intre dou# numere oricare @, @, din sirul 4 si
numerele corespunzitoare bp, bq din sirul B, avem relatia

b
(73) Gl = by, s T = 2
q P

EXEMPLU. Si se imparti numirul 620 in trei pérti invers proporfionale cu
numerele 2, 3 si 5.
Insemnand cu z, Y, z parile ciutate, trebue si avem

TX2=yX8=12X5,
De aci deducem

£ LTYFESR S iepdlgele st 0 8900 1ig803¢/80 = 600
I BN S S
2 3 5 g 30

si @=L X 600 =800, Y= X 600 = 200, Z=1 X 600 =120,
Verificare: 300 +2004- 120 = 620 §i 800 X2 &= 200 % 3 = 190 X 5= 600,

M G ’ . 10
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Dacii intre dou#i numere de acelas rang a;, b, din sirurile 4 si B
avem relatia

(T4) . bpl=d wm Al g L
a; .

zicem cii numerele din sirul B sunt invers proportionale cu puterile p

ale numerelor din sirul 4.

161. Proportionalitatea in Geometrie. 1°. O dreaptd paraleli cu
una din laturile unui triunghiu, taie celelalte dous laturi in segmente
proporfionale [99].

20, Dacd tdiem laturile unui unghiu prin mai multe drepte paralele,
segmentele determinate pe una din laturile unghiului sunt direct propor-
fionale cu segmentele corespunzitoare determinate pe cealaltd lature a
unghiului.

Segmente proporfionale
a b c d 2

A = = — ga

a b’ ¢ a

. 2
pentru coeficientul “radal

Fig. 82.

De act rezults ci, dacd vrem si construim niste segmente o', ', ¢, d’ propar-
tionale cu alte segmente date a, b, ¢, d si cu un. cocficient de proporfionalitate dat
de exemplu 2/3, e deajuns si construim un unghiu EOE’ (fig. 32) si si luim pe la-
turea OE segmentele 0A =2, AB=a, BC=b, CD=¢, DE=d si pe laturea
OE’ segmentul OA’=3; si ducem apoi dreapta AA’ si prin punctele B¢, D E
drepte paralele cu AA’; dacd aceste drepte. taie laturea OE’ in punctete B, ¢/, D', F/,
segmentele cdutate sunt o = A'B’, b = B'C, ¢ =CD, d=DFE, s

3% Doud poligoane cu acelas numir de laturi, ABC...L si
A'B'C’. .. L sunt .asemenea, daci au unghiurile respectiv egale:*

AT B=B N =
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gi laturile omoloage proporfionale :
| AR B SR A
AR T B LA

Coeficientul de proportionalitate X se numesie yaport de asemdnare.

=2.

Doud triunghiuri, care au laturile proporfionale, sunt asemenea (adici au si
unghiurile respectiv egale).
Doud triunghiuri, care au unghmnle respectw egale, sunt asemenea (adicid au
51 laturile omoloage proporfionale),

4°. Toaie triunghiurile dreptunghice, care au un acelag unghiu
aseufit, sunt asemenea (fiinded au toate unghiurile respectiv egale ).

OBSERVARE Oricat am méri un triunghiu dreptunghic, daci unul din unghiu-
rile lui ascutite riméine acelag, laturile triunghiului se schimbi, dar rapoartele dintre
latury rdmdn neschimbate. Aceastd observare este baza Trigonometriei,

A

|
|
!
I
1
t
1
|

h

|
I
I
1
fas " M a
\ Fig. 88.

1.

5% Triunghiu dreptunghic. Intr'un triunghiu ABC, nsem-
ndm unghiurile prin literele mari dela varfuri A, B, C; iar lungimile
laturilor prin literele mici @, b, ¢ corespunzitoare literelor dela unghiu-
rile opuse, adicd _
a=BC, b=AC, ¢ = AB.

- Inte'un - triunghiu dreptunghic (fig. 33) insemnim . unghiul: drept
cu A Prin urmare ipotenuza e a, iar catetele sunt b si c. e

-Perpendiculara AM = F, dusa din véarful unghlulm drept pe ipo-
tenuzé imparte ipotenuza in dou# segmente BM =¢" si MC = b".

Triunghiurile dreptunghice ABC, MBA si MAC sunt asemened. Din
proportionalitatea laturilor lor omoloage rezulti relatiile urmitoare :

(LV) hzch.b:; C=a.c; ;;bgza.b'.
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Teorema L Intr'un triunghiu dreptunghic indlfimea (k) corespun-
pumzdatoare unghiului drept, este medie geometricd intre segmentele (b' si )
determinate de ea pe ipotenuzi [ 153, 3] A

Trorema I1. O catetd (b sau ¢) este medie geometried tntre wpotenuza
intreagd (a) si segmentul aldturat (' sau c’). :

Adundnd ultimele dou# egalitifi (LV), obtinem

2 2 X 2
; b L =a.b'ta.=a(b'+c)=a.a=aqa
sau

(LVvI) =3 daic.
Teorema III. In orice triunghiu dreptunghic patratul ipotenuzei este
egal ew suma patratelor catetelor.

Din egalitatea (LVI) rezulti urmitoarele trei formule :
(75) a=Vbz+cz, b=Va2—cz, c=Va=—bz,

care ne permit si calculim una din laturile {riunghiului dreptunghie, cand cunoastem
pe celelalte doui.

162. Proportionalitatea in Chimie. In combinirile i descompu-
nerile chimice intervin probleme de reguld de trei simpli directd sau
tnversd si de impdrfire in parti proporfionale.

Didm aci cate un exemplu de fiecare caz.

1. Cate grame de minereu de manganez (Piroluzitd) cu 459/,
bioxid de Mangan si cate grame de solutie de acid clorhidric cu 32,59,
acid, ne trebue, ca si preparim 60 litri de Clor?

Greutitile atomice: Mn=155, 0 = 16, Cl=2855.

Ecuatia preparatiei Clorului este

Mn 0, + 4 HCl = Mn Cl, + 2H,0 + Cl,.

(87)  (146) (71)
Se stie ci
1 mol.-gram de Clor (Cl,) cantireste 2X 855 = 71 grame
) < » MnO, , 542X 16 = 87
1 . 0 | i 14855 =365 ,

Se mai gtie ci 1 moleculs-gram de Clor (71 g) ocupd un volum de 22,3 litri,
la temperatura de 0° i la presiunea de 760 mm,

Pentru a determina cantitatea de bioxid de Mangan necesard pen-
tru prepararea a 607 Clor, avem de rezolvat o reguli de trei simpld
directd [167, 1]:

grame Mn O, litri Cl
o 60
87 ' 22,3,
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’

Seriind rapoartele asd cum se prezinti, obtinem :

2 60 87X 60
= i = =9 ¥ ]
& 323 STaloE 99.3 34,1 grame Mn O,,

Pentru a determina cantitatea de minereu de manganez, care con-

tine 234,1 g de bioxid de Mangan, avem de rezolvat o reguld de trei
simpld inversd [157, 2]: :

grame minereu bioxid 0/,
¥y - 45
2341 - ; 100,
Egalim raportul intdi cu snversul raportului al doilea i obtinem :
, 1 234,1%1
2—3‘1—1 = 4i50 Sl e M’T:@ = 520,2 grame de minereu.

Pentru acidul clorhidric, giisim in aceles fel:
392,8 grame HCl i 1208,6 grame solutie de acid de 32,59/ .

20. Cat Sulf (S), cat Ozigen (0) si caté apd (H,0) ne trebue, ca
s obtinem 1%g de acid sulfuric (SOH,)?

Ecuatia chimici finald este
Sz + 830, + 2H,0 = 25 0,H,.

Insemnand cu z, y, z cantititile necesare de S, 0 si H,O pentru
prepararea a 1000 grame SO4H,, trebue si avem

z +y+ 2z = 1000,

Pe de altd parte, greutitile atomice ale S, O si H fiind respectiv
32, 16 5i 1, numerele = (S;), ¥ (30,) si 2 (2H,0) trebue si fie
direct proporfionale cu 64, 96 si 36 adici trebue si avem [1569]:
2 ity z __ 1000
64 — 96 ~ 36 — 196
de unde deducem

Verificare : 326,5 - 489,8 - 183,7 = 1000 :

8265 4898 _ 1837
> e T 98

—5- =151 aproximativ.

163. Probleme de amestec. Sunt dous feluri de probleme de
amestec: 10. probleme directe, cand se dau cantitdifile si calitdfile sub-
stantelor care se amestecii si se cere calitatea amestesului; 20, probleme
inverse, cand- se dau calitdfile substanfelor care se amestecd si calitatea
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.

amesteculur $i se intreabd cat trebue si luim din fiecare substantd, ca
sii obfinem o cantitate determinaiéi de acest amestec.

10, Problem# directd. Se amestecd trei feluri de solutii de
acid sulturic si anume: 2kg a 78%,, 15kg a 949/, si 400 g a 400/,
Si. _se_determine calitatea solutiei obtinute.

‘Problema se rezolvii astfel :

Cantitdafi Calitdti S O04H,

2000 grame X 0,78 = 1560 grame
1500 , X 0,94 = 1410 ,

400 , X 0,38 152
In 3900 grame solutie avem 8122 grame acid sulfuric.

I

Calitatea solutiei 8122:3900 = 0,8005; procentul mediu: 809,.
Verificare: 3900 X 0,80 = 3120; 3900 X 0,8005 = 3121,95.

20, Problemd invers#i. Avem doud calitdti de vin & 40 lei si
a 25 lei litrul si se intreabdi: cat trebue si luim din fiecare calitate,
ca si obtinem 3000 litri de vin & 32 lei litrul ( fird perdere nici castig)?

Vanzéand vinul cu 32 lei litrul, la fiecare litru de calitatea 1-a per-
dem cate 40—32 =8 lei si la fiecare litru de calitatea a 2-a, castigim
cate 32—25 =7 lei. Luand dar 2 litri de calitatea 1-a §i y litri de ca-
litatea a 2-a, trebue si -avem

cagtigul perderea
RGBT
Solutia evidentdi este z = 7A, y=8X (X un numér oricare); prin

urmare numerele  si y trebue si ﬁe proporfionale cu dlferentele Togi8.
Scrnnd

deducem A, ' =2
x = TX200 = 1400; y = 8X200 = 1600.
Verificare: 140041600 = 3000 si “°="%°=200.

ReeuLa pRACTICA. In practici problema se rezolvdl astfel:

Cl litdti Diferente -5 Cantitdts.
3 z
\ / 3
2
2
Ca B 8000;
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OBSERVARE. Problema e imposibild, dacd preful amestecului nu e un pre}
mediw (cuprins intre prefurile date).

In problemele de amestec calitatea apei se exprimi prin preful 0 sau prin pro-
centul 0%,

Cand avem de amestecat mai multe substante, problema se rezolvi
in acelas fel. Pentru calcularea diferenfelor, se scrie: calitatea cerutd la
majloc; toate calititile inferioare de o parte, toate calitiitile superioare de
cealaltd parte i se repetd, dacd e nevoe, una sau mai multe din aceste
calitiiti, asa ca numdérul calititilor inferioare si fie egal cu numérul ca-
litdtilor superioare.

EXEMPLU. Avem trei solufii de acid sulfuric a 780/, & 949/, si & 400} §i se
intreabd cat trebue si luim din fiecare, ca si obfinem 3900 gr. de solutie a 80%.

Formam tabloul urmitor:

Calitafe : Diferente Cantitdfi
9410 40 ] 49 .
\\\ ) 9 = x
94 \ / ;
gL T £
78 / \ 14 g ¥
40 iy A g, z
70 3900
Seriind - :
r Losmentfas = % 03900 390
PR e T SN 7
deducem
= QXT:@Q = 2340¢g; y=1780y; 2=T80g.

Verificare : 2340 780 4 780 = 3900 si _ : =
2340 < 0,94 = 2199,60; 780 < 0,78 = 60840; 780 X 0,40 = 312;
2199 60—.—608 40+3j2 = 3120 iaﬁ 3120 : 3000 = 0,80.

Putem lua de m ori calitatea 1 -a, de p ori cahtatea a 2-a §i de q ori calitatea
a 3-a, cu conditia m = p+q. Avem dar o-infinitate de-solufii.

~ 164. Probleme de aliaj. Se numeste titlul unui aliaj, cantitatea
de metal fin, care se giseste in unztatea de greutate a aliajului.
Daci_insemnim cu G greutatea totald a aliajului, cu 7' titlul lui
$i cu g greutatea  metalulti fin pwr din acest- aliaj, trebue si avem:

=G X T - saun: "jr, ;

EXEMPLU. Cat aur pur se gisesle intr’ un mapoleon francez?
-Napoleonul are greutatea G-= 6,452 grame, titlul 7'=0,900. Prin urmare, greu-
tatea aurului pur este g = 6,452 X 0,000 = 5,807 grame,
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~Problemele de aliaj directe si inverse se rezolvi ca si problemele
de amestec, inlocuind, in acest caz, prefurile sau procentele prin titlurs.

EXERCITIL

24, Diferenfa dintre patratele a doud numere intregi consecutive este 8851
Care sunt aceste numere ?
R (n1)2—n?=2n|1=23851. Deci 2n—153850 si n—3850:2
n=1925, m-1=1926.

25. Cu ce numiir trebue si inmultim pe 6103515625 = 5'4, ca si capitim
pe 5'9? 20 Dar ca si cipitim pe 5'0?

R. 10, Cu 5% =3125. 20 Cu 5—*= 0,0016.

26. Daca %:0,2, ce valo.re au expresiunile: z; 0,001 X 25; x—2; 102—3?

b T ol
R. Avem s T Deci :

z=5; 0,001X25=38,125; 2—2=0,04; 102—3= 0,08

27. S& se scrie sub formd de produse’expresiunﬂe urmétoare :

0 L1, g _ o . g0 g 2n 1
S Nl oviere ol i kit

R0 2= (at1).a-7; 20 a7 (b 1) 80, ant (14202

28. Si se calculeze: 10, [(0,0625)%%]°; 20, (0,0625)(%5)%
1

R. 10 (0,0625)! = 0,0625; 20, (0,0625)%% —(0,625)* — )/ ¥0,0625 = 0,5 .

29, Si se demonstreze cd, pentru g > b, avem

Vor Vo= < o2 2.
fomToms - VR - .

R. Ridicand la patrat ambii membri ai acestor egalitafi objinem expresiuni egale,

30. S4 se calculeze §i si se compare: 10 Y9 41-56 cu Vo+Va+V3s;
1 1 31 T 1 1 Es 5
2“._]/.6.-{-1_8 cu V?+VT_6’ 3°.l3_-1-6 cu 11/3—] &
R 10 V91 4F36=Va0=7; V94 Va4 V36=3+4+246=11>7

o [[Ly t_|®+e__ 5. .1/T  Y/T__1,1_1_5
2 |5+ =B =2 sHis=sti=m>n
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81. S se efectueze sumele:

8 8 8 i s o1\ 0,5 Ve
— V320 — 379 - e 1 D188
10, 220 4 3108 - V500 — 320 21/13‘2,3 2, V& (8) 4L
8 8 8 8
R. 10 2V5848V227 -} V4125 — /564 —2V4.343
3 3 3 3 3
—4)6+9Va45Va—4V5—14Y4=0
o DATS e FADTE s o p TR (R S B PN (T :
e e (e ) =

82. Si se calculeze :

10 1007 90, 1/17z (V—) 175 —1512 V—- VV—

2 (s1) o )15 Vopom.

3

R. 10, 100" — 1002 = (¥100)’ = 10° = 1000.
12 12

2, ffl—’l".ill?.l?ﬁ—mls‘.vg. l’?:ﬁn“ Vlo il pn)
4

" (o) =) (/8-

4"'1@—2- (02F=F:H=7X5=¢-

83. Care e cel mai mare dintre numerele:
10, 2,34750929 i 2,347518; 20, 0,545455445 .. si 0,545545445 ... ;

™ 20345+ it Stk s ash et

R. In cazurile 10 si 20 e mai mare numirul al doilea; in cazul 89 e mai mare
numadrul intdiu,

34, Sa se gaseascd limita cdtrd care tinde numirul
R 1 1
an=ﬁ+'2§+371+ +n(n+1)

cind n creste la infinit,

R. Numirul dat se mai poate scrie

= 1 (L | iy 1 0

1=+ G- +G-D+ o+ =1 -

si cdnd n—> o0, g, tinde ciitrd 1,

35. Trei asociati A, B, C pun Intr'o intreprindere: (A) 5000 lei; (B) 8000 lei;
(C) 2000 lei. Primul asociat isi retrage capitalul dupd 4 luni, al doilea dupi 6 luni.
La sfargitul anului se constati cd aceastd intreprindere a produs un castig total de
4600 lei, S& se calculeze cAstigul fiecdrui asociat,
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R. Cagtigurile sunt proporfionale cu produsele :
5000 X 4 = 20000, 80006 = 48000, 2000 X 12 = 24000,

Trebue dar si imparfim numiral 4600 in pérti direct proportionale cu nume-
rele 20000, 48000 si 24000 si gisim: (A) 1000 lei; (B) 2400 lei; (C) 1200 lei.

36. Dintre doud triunghiuri asemenea, unul are laturile de 6,60 cm, 9,02 cm si
11,65 ¢m; celilalt are perimetrul de 12,35c¢m. Si se determine laturile triunghiului
al doilea.

R. Insemnand cu @, b, ¢ laturile triunghiului al doilea, trebue si avem
a b c 128 &
6,80 9,027 11,55 2,17 11"

860)(5

i =3cm; b=410cem; ¢=>526em.

Prin urmare: a =

37. Prefurile bucifilor de diamant sunt direct proportionale cu patratele greu-
tatilor lor, Un diamant, care valora 24500 lei, s'a spart in 3 bucifi. Stiind ci una
din aceste buciti cantiregte - gx alta % din greutatea totald a diamantului, se cere
si se calculeze cu cit s'a deprecmt valoarea acestui diamant prin spargere,

R. Prefurile bucitii intregi gi a celor trei par{i obfinute sunt direct proporfio-
nale cu patratele numerelor 1, %, % si ;—5 Cele trei parfi valoreazi 500, 3920
$i 5120 lei. Deprecierea.este de 24500 — 9540 — 14 960 lei.

88. Cate grame de clorurd de sodiu ne trebue pentru a pre(ﬂpxta tot argintul
dintr’o monedd de 5 lei, sub forma de clorurd de argint?

Greutd{i atomice: Ag=108; Na =23; C(Cl= 85,5,

Ecuatia chimici: AzOz;Ag-}NaCle= AgCl-}-AzO;Na,

R. Titlul aliajului dintr'o monedd veche de 5 lei de argint e: 0,900; greutatea
monedei: 25 grame, Argintul pur: 0,900 X 25 = 22,5 .

Greutatea moleculard a clorurei de sodiu (NaCl): 231 85,5 = 58,5 ¢, Ea pre-
cipitd 108 ¢ argint (Ag). Regula de trei simpld directd

Ag Na CI .
108 58,6
22,5 T
ne di
22,5 X 58,5

= 12,19 g clorurd de sodiu.

108

39. Avem doud aliaje de aur: 450 ¢ cu titlul 0,92 si 350 g cu titlul 0,84. Cat
cupru trebue s& mai punem, ca sd obfinem un aliaj cu titlul 0,860 -

R. Titlul cuprului e 0. Topirea primelor doud aliaje ne d& 800 g aliaj aur cu
titlul 0,885. O problema indirectd, cu titlurile date 0,885 si 0 si titlul cerut 0,860,
pentru 800 g aliaj ne di Cu = 232,5 g.



CAPITOLUL IV.
CALCULUL ALGEBRIC.

I. — OPERATIILE ALGEBRICE.

" 165. Expresii algebrice. In Algebrdi numerele se reprezintd prin
litere si operatiile se arati prin semne. Intrebuintarea literelor si a sem-
nelor simplificii si gereralizeazd rationamentele si calculele.

Un grup de numere si de litere, legate intre ele prin semne de
operatii, formeazi o expresie algebricd.

O expresie algebricd poate fi: rafionald sau irafionald, fracfionard
sau intreagd.

O expresie algebrici se zice irafionald, cand contine litere sub
radicali. In caz contrariu expresia e rafionald.

EXEMPLE. Expresii rationale:

5a?b, x+y’ g E.—¥—(bar=—c)a.

. Txy 2

- Expresii irationale :
8 i - e
B, . “EEur ME Llbonie):

Xy

O expresie algebrici rationald e fracfionard, cind contine litere la
numitor. In caz contrariu expresia e intreagd.

EXEMPLE. Expresii intregi:

5a%b, af—}—(bx-—c)% (a+t+=) (2a3—-?-:oy).

: Expresii fracfionare:

x4y aV§+ 1 2a8—5xy 1
xy’ e | (bx—cP’  (at+x)(0—yV3)

166. Valoare numerici. Dacil intr'o expresie algebricd inlocuim
literele prin nigte numere date si facem toate operatiile aritate de semne,
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numérul, pe care-l obtinem ca rezultat final, se numeste valoarea nu-
mericd a acestei expresii pentru valorile date literelor.

EXEMPLU. Valoarea numerici a expresiei 6a2(y —3)
pentru =2, y=4 este 6X22X(4—3)=24,
pentra =38, y=1 este 6X82X(1—3)=—108.

Dacil insemnéim cu « valoarea expresiei 62%(y—38), formula
(1) . u=62%(y—3)

ne aratd cum se calculeazdi valoarea lui w, cand cunoastem valorile
numerice ale literelor  si y. Valorile variabilelor = si y pot fi luate in
mod arbitrar [142], pe cénd valoarea lui u rezultd, in fiecare caz, prin
formula (1); de aceea zicem ci xsi y sunt variabile independente,
iar w e variabild dependentd sau funcfie de z si y.

. In genéral, vom zice ci orice expresie algebricd, sau valoarea u a e,
este o funcfie de literele (variabile) cu care e scrisi aceasti expresie.

EXEMPLE. 10 Volumul unei sfere cu raza r este V=i;-1rr3.

20, Suprafata laterald a unui' cilindru drept cu bazd circulard, cu raza x si
indlfimea y, este S=2xrzy.

80, Greutatea unui litru de gaz (exprimatd in grame) este

1,293 pd

g=1+—kt'm" k'=0,003665

unde p e presiunea (in mm), d densitatea §i ¢ temperatura gazului.

Aceste formule ne aratd ci: in exemplul 19, V e functie de »; in exemplul 29,
S e funcfie de x si y; in exemplul 39, g e functie de variabilele p, d, ¢, iar & e un
coeficient constant.

Pentru a arita cd o variabili « este functie de una sau mai multe
alte variabile z, y, 2z, putem scrie numai

u=f(z) [ueglfdex],
sau  w=f(z,9,2) [uegalfde=,y,z],
insemnénd prin f toate operatiile, pe care trebue si le facem asupra va-

lorilor variabilelor independente = sau z, y, z, ca si capitim valoarea
corespunzitoare a lui .

Valoarea numerici a unei functii /() pentru = —=a se scrie f(a).
EXEMPLU. Pentru functia f(x)=22*—52-47 avem

pentru xz=a f(a)=2a2—5a+7;

pentru @ =236 [(3b)=2.(8b)2—5.(8h)47=18b*— 166117,
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167. Egalititi algebrice. Valorile numerice a doudi expresii al-

gebrice pot fi egale sau neegale pentru niste valori date literelor. Astfel,
pentru e =2, x=15, avem :

(2) (atz)(a—2z)=a"—2" finded (2+5)(2—5)=4—25;
(8) 2as® =4x4+Td 424 g 2.2.25 =4.54+7.84+24;
(4) 8a+xFalbz—7 X 8.24+6532.5—-7.

Doudl expresii algebrice egale formeazi o egalitate algebricd.
Egalitatea se zice identitate, cand e adeviiratd pentru orice valori
numerice date literelor.

EXEMPLE. Egalitatea (2) este o identitale; egalitatea (3) nu e o identitate,
fiinded, de exemplu, pentru a==0, =0, avem

Qa® =0, 4o}T7a®24=2¢ i 0 24,

In general o egalitate algebrici e adevaratdi nwmai pentru niste
valort anumite date literelor. In acest caz zicem ci egalitatea e o ecuafie.
Valorile particulare, care puse in locul literelor fac ca membrul inti al
ecuatiei si fie egal cu membrul al doilea al ei, se numese rdddcinile
sau solujiile ecuatiei.

EXEMPLU. Egalitatea 22 = 17 e satisficutd numai pentru z = 8,5. Aceastd
egalitate e o ecuafie, care are o singurd rdddcindg: © = 8,5,

168. Monom. O expresie algebric#, in care numerele si literele nu
sunt despirtite intre ele prin semnele & sau —, se numegte monom.

Fl 3
EXEMPLE. 42%?, _ 2%
5b¢3

Orice monom are:

19, Un semn: + sau —, care e scris inaintea monomului. Céand
inaintea unui monom nu e scris niciun semn, se subinfelege semnul + .

20, Un coeficient : factorul numeric impreund cu semnul. Cind nu
e scris niciun factor numeric, se subintelege factorul 1.

3% O parte literald: partea formati din toate literele monomului
cu exponentii lor.

Astfel monomul 4z°y® are semnul +, coeficientul +4 si partea
literal z°9°.

2 2
e i x L 1
Monomul — —* =——.22 are semnul —, coeficientul — —
5b¢ 5 be 5
2
si partea literald v
c
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Osservare. Orice monom, care nu e intreg [165], se poate scrie
sub formd intreagd, daci aplicim formula (XXVIII) [pag. 96] pentru
literele, care se giisesc la numitor. Astfel putem scrie

2
= ~a xs == -3* cdlzb S,
dbe o

Gradul unui monom, scris sub form# intreagh, este swma expo-

nenfilor tuturor literelor lu.

fllea o
EXEMPLE. 42"y’ e un monom intreg de grad 5. Monomul — 3 a'zb "¢ ™° e

de grad 241 —1—3=—1,

Cand o literd n’are exponent, se subintelege exponentul 1.

Cand o literd lipseste intr'un monom, putem zice ci figureazd cu
exponentul 0 [113]. Astfel —3z e un monom intreg in = si ¥ de grad 1,
finded se poate scriec —3x'y’",

169. Polinom. O sum# algebrici de doud monoame e un binom ;
de ¢rei monoame e un {rinom; de mai multe monoame e un polinom.

Monoamele componente se numesc termenii polinomului.

Gradul wnui polinom e cel mai mare dintre gradele termenilor lui.

EXEMPLU. 52" —2xy’ 12" —3y e un polinom intreg I 2 si y de grad 6-
format din 4 termeni: 52°, — 221", + 2 si — 3y.

Un polinom se zice omogen, cand toti termenii lui sunt de acelag grad.
EXEMPLU. 52’y’ — 32'y--22" e un polinom omogen de grad 5.

170. Termeni asemenea. Doi sau mai mulfi termeni, care au aceeag
parte literald, se numesc termeni asemenea. Suma lor se poate reduce
la un singur termen [112, 1].

Astfel polinomul 3zy®—5xy*+8xy” are trei termeni asemenea si,
pundnd partea literald in factor comun, putem scrie

32y — 5oy’ + 8ay® = (8—5+8)ay® = 6y’

Un polinom, care n’are termeni asemenea, e un polinom redus.

EXEMPLU. Polinomul

5y — 82"+ 2oy’ — 42— woy -y + Tafy 4 o
se reduce la i) 7 oD PR
o'y —62"+3ay
Reducerea se face astfel:
10, Se subliniazid toti termenii asemenea cu Sw'y; se face reducerea lor; se
serie rezultatul 112" si se taie tofi termenii redugi,
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20, Se subliniazd apoi toti termenii asemenea cu — 34°; se face reducerea lor;
se scrie rezultatul — 6 z° si se taie i acegti termeni redusi.
Se continua astfel pAnd ce s'au redus si s'au {diat tofi termenii polinomului dat.

171. Polinom ordonat. Un polinom fiind o sumi algebrici, va-
- loarea lui nu se schimbid [166], daci shimbim ordinea termenilor.

Un polinom redus se zice ordonat in raport eu o literd, daci ter-
menii lui sunt agezati astfel, ca exponenfii acestei litere si meargd nu-
maz crescind (sau numai descreseind) dela primul termen pani la ulti-
mul termen al polinomului.

EXEMPLE. 10, Si se ordoneze polinomul 11 w’y—Gm’-l—?»my’ dupd puterile
crescdtoare ale Iui z. Vom serie; 3@y’ 11a'y — 6",
20, S& se ordoneze polinomul

22" —Ta' 400+ + 5 d°2" — Baa’ -+ 2abe — Taba’ — 3
dupd puterile descrescdtoare ale lui . Vom scrie :

(2—3a)a’™ (50" —Tab+ ") '+ 2abe — T+ b°—3

In acest caz zicem cd x e litera ordondtoare.

Un polinom ordonat, de grad =, e complect, cand contine foate
puterie literer ordondtoare dela n pand la 0 incluziv.
Astfel 24" —3a*+2°~54°—72+10 e un polinom intreg in x, de
grad 5, ordonat si complect.
~ Un polinom intreg de grad » in x este de forma

n —1 o2
Qg - X" Lt L La, xla,,

Dacdl un termen de un grad oarecare lipseste, putem zice ci fi-
gureazid cu coeficientul 0.

Un polinom complect de grad n trebue si contma termeni de grad
0,1,2, ..., n; in total n+1 termeni.

EXEMPLU. 42— 22 ~+7 e un polinom de grad 8 mecomplect. Complectat se
va scrie: 42’4-0.2"—2x-+7. El e de forma @'+ a@’+ a,z + a, unde =4,
=0, a=—2, a=-++T.

Un polinom intreg in = se poate reprezent‘l in mod prescurtat,
prin simbolul P(2) sau numai P.

Operatiile cu polinoamele sunt operatii cu sume algebrice. Daci,
dupd efectuarea unei operatii, polinomul rezultat contine termeni ase-
menea, facem intotdeauna reducerea lor [170].

In toate calculele algebrice egalititile dintre operatiile neefectuate
si rezultatele acestor operatii sunt identitdfi.
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172. Adunarea polinoamelor. RecurX. Ca sd adundm mai multe
monoame saw polinoame, le seriem unele dupd altele cu semmele lor [34).

EXEMPLU. Si se adune polinoamele :

P=38a+5ax"—3ab, Q=Tax"}ab—38d"
Scriem

P+Q=238a-+baz’—3ab+ Tax'+ab—384d
=8a+12a5"—2ab— 3 d’;
sau punind termenii asemenea unii sub altii ‘
P=38a+} 5a2"—3ab
80— Tax’ + ab—34"
Suma: P4 Q=38a-t+12ax"—2ab—34".

173. Sciiderea polinoamelor. Recurx. Ca sd scddem doud pola-

noame scriem, dupd descdzut, termenii polinomului scdzdtor cu toate
semnele schimbate [38].

EXEMPLU. Pentru polinoamele din exemplul precedent, avem
P— Q= 3a—{—5a.7a’-—3ab--—7(1.'17:'——ab—{-3a=
=8a—2az’'—4ab+}3d’;
sau scriind termenii asemenea unii sub alfii si - schimbind semnele la scdzditor, avem

P=3a-+}5a2"—3ab
— Q= —7qd — ab}38d

Diferenfa: P—Q =8a—2ax'—4ab-}3d".

174. Inmulfirea polinoamelor.

1% Inmultirea monoamelor e o inmuljire de produse alge-
brice [52], la care se aplicd legea tmmulfirii puterilor [111, 2]:

a’ .d? = "I,

Recurk. Ca sd inmulfim doud saw mai multe monoame :
Inmulfim coeficienfii, tindnd seami de regula semnelor [45].

Seriem literele din tofi factorii wnele dupd altele, lnand fiecare
literd numai o singurd datd.

La fiecare literd punem ca exponent suma exponenfilor, pe cdare-i
are aceastd literd in toft factorii.

EXEMELU : 3ab® X (—5a%c) X (.. ‘.”;"z) =42 &'v'c,
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In adevir produsul neefectuat fiind comutativ, il putem scrie

3.(—5).(_%).a.as.a.bz.b.b.c.cz. i

Produsul efectuat are: coeficientul : 3 (—5) X (_ %):%5; literele: abe;
exponenfii: pentru a, 1-4-28-4-1=35; pentru b, 2-+1-+1=4; pentru ¢, t-=2=—38

Gradul produsului este egal cu suma gradelor factorilor.

20. Inmulfirea unui polinom cu un monom e inmulfirea
unei sume algebrice cu un numdr [51, 3].

RecurX. Ca sd inmulfim un polinom cu uni monom, inmulfim_ fie-
care termen al polinomului e monomul si facem suma algebricd a pro-
duselor astfel obfinute.

EXEMPLU. Si se imnulteascé polinomul 5 a4z’ — 84’z +42'— 64" cu monomul
— 24", Aplicand regula precedentd obtinem:

5az’ X (—2d')=—10d'2"
—3dr X (—2d")= 1+ 6d'w
- 42 X(—2az)= — 84’2’
— 6d X(—2d)=+124°
Produsul total: — 10 aaxz—{— 6a'w—8 S

30. Inmultirea polinoamelor e o inmultire de sume al-
gebrice [54].

RecuLX. Ca sd inmulfim doud polinoame, inmulfim polinomul dein-
mulfit cu fiecare termen al polinomului tnmulfitor si facem suma algebricd
a produselor astfel obfinute.

Operatia fiind comutativd [51, 2], putem alege ca inmultitor poli-
nomul, care are mai putini termeni.

Inmultirea se simplificd, dac ‘ordondm intai polinoamele in raport
cu aceeas literd si scriem produsele partiale, astfel ca termenii aseme-
nea si vie unii sub alfii.

EXEMPLU. S& se inmulteased polinoamele

P=5arca—3a’w+4ws—6a,s, Q =— 24+ ax— 2",
Ordonandu-le dupd puterile descrescitoare ale lui x, seriem:
Deimmulfitul P=4d"t5a2r’~3dr—6d"
TInmulfitorul Q= -’ aw —2d°
produsul cu — #* — 42— 5a2'+8d° 4 6a'a
produsul cu 4+ ax +tact -+3 dx'— 8a’a'—8a'x
produsul cu — 24° —8d'a"— 104’ +6ae-f 124"
Produsul 15!111': PR=—14 @ — ax — Tax +124°

M G 1"
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Gradul produsului este egal cu suma gradelor factorilor.

OspservARE. Termenul de gradul cel mai mare (sau cel mai mic)
al produsulus provine fird reducere din inmultirea termenilor de gradul
cel mai mare (sau cel mai mic) dela polinoamele factors.

Ca si inmul{fim mai multe polinoame, inmul{im polinomul intai cu
al doilea, produsul obfinut cu polinomul al treilea si asd mai departe.
175. Puterea unui polinom. Pentru n» intreg si pozitiv avem
Pl = PP %X P . En Tackont),

Patratul unui polinom este patratul unei sume algebrice [ 117 ].
In particular vom aplica formulele :

(XXXIII ) (a+0)? = a® + 2ab + b2,
(XXXIV) (a—D0)? = a® — 2ab + ?,
(XXXV) (a+b)(a—b) = a® — b?,
si in general :
(LVII) (2a,) =2a,+25a4,
p=1"25 5w a=p Uy P2, .
EXEMPLE.

10, (az’+bx )’ = (azx’) - (ba) -+ 2 (ax’) (bz) 42 (aa’).c+2(ba).e
- —=d'a' 0’0+ 2aba’ F2aca’ L2 bea
=da'+2aba’+ (2ac+ ')’ 4 2bea 4 ¢

2 ' —a = (o' —a') (" +d) = (z—a) (e+ta) («*4-d*).
30, o' L 4d = P add’ Fad—add = (o° 24 )2 —ia'x

— (@' F2d"—2ax) (2" F-2d°F-2ax).
Pentru cub aplicim formula

\ R RS 2N (Y 5
(\_‘(1‘,') P'—(L”’p) >\(\_ﬂp) [ e ke e

Astfel giigim :

(atb) = (atb)?(atb)=a®+ 3a® + 3ab? +1°,

(a—=b)Y = (a—b)?(a=b) =a® - 3% + 3ab® - b2,
Pentru puterea a n-a avem:

P

-( LVIIT) (Za,)" = (24,)" ¥ (Za,)
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176. Identitatea lui Lagrange. Avem :
(LIX) (a®+0%) (a®+5?) — (aa+b8)° = (aB—ba)’.
In adevir, efectuand operatiile din membrul intai, gisim

(@' + ) (F8)= L+ V a5 FbE
B
—(aat+bp)Y=—d'a — 05 —2db ap

(a'48) (+5)—(aatbg) = ol d'g —2abag.

expresie identic egald cu membrul al doilea
(ag—ba) = (d'§' —2abag 4 b .

In acelas fel se verifici identitatea mai generald : =

2

(LU +E) (P +B+7°) — (aat+bf+ey) =

LX 2 9
G (aB—boc)‘+(by—c[3)2+(ca—uy)“.

Identititile (LIX) si (LX) se numesc identitdfile lui Lagrange.

177. Impirtirea polinoamelor. Dacid P si @ sunt douil expresii
algebrice, cdtul exact al impiriirii lor ¢ o a treia expresie algebrici C,
care ne di identilalea :

P=Q@XC.

Acest cat se poale reprezenta printr'o fracfic algebricd |76 ]:

f::Q:-g sl avem gx (9 =3
1°% Impirtirea a doud monoame., Recuk. Catul « doud
monoame ¢ o fracfie, care are ca nwmdrdtor monomul deimpdrfit si ca
wwmitor monomul impdrfitor.
Semnul catului e dat de regula semnelor | 76 ]. Monoamele fiind
nigte produse, fractia se simplificd suprimand orice factor comun dela
numérdtor si dela numitor [59, 3].

: 2,3 ., +3__ —16a%3% __  5ac
EXEMPLU:  (—15ab¢)i8abd =y P

observind ca faltctorii 3, a3 b se gasesc s la numaritor si la numitor,

20, Impértirea unui polinom printr'un monom e impir-
firea unei sume algebrice printr'un numir [59, 2].

RecurX. Ca sd tmpdrfim un polinom printr'un monom, Impdrfim
fiecare termen al polinomulus prin monom si facem suma algebricd a
caturilor obfinute, ‘

w
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2 -
EXEMPLU: (2 = 2at® 3@’ | ab T
i ( ab'— dwb_’—ab st 8ab 8ab +:lab 8ab

2.8 1 7

3% Impirfirea a doud polinoame. Daci P si @ sunl
doudt poluwanw avem prin definitie

T g (eat cxact).

Sehy LR B By : y ' :

Fractia Q se poate simplifica prin orice numir sau expresie, care
se gaseste ca factor §i la numdritor si la numitor.

EXEMPLU :

o . G TR e
('— h*—f— ab®™— b)) Ga—bi)— Bl sl 4
Dar at—pt

i h"—{— a-bz—u,zh = 11,3—(L21)+(1 b a-z(w—-h)—}—h’(a —b)
= (d4-")(a—b);

@ —b= (=) (d+) = (a—0b)(atb)(d+1°)

Prin urmare, catul ciutat se poate serie

(a®4 6% (a—b) 1

(a—b)(atb)(@+b%) atb

198, Impx’mrt.ifea polinoamelor ordonate.

I°. Impéartire exactid. Daci P $i @ sunt doud polinoame in-
tregi in 2, gradul lui P fiind mai mare decat gradul Iui @, zicem ei
impartirea P: @) se lace exacl, daci gisim un al treilea polinom C, in-
treg in x, care si ne dea

(6) P=(QXxXC

Ca si caleuldm citul C ordondm intdi polinoamele date dupd pu-
lerile deserescdtoare ale Tui .

Si luiim, de exemplu, polinoamele

P = 102"—=29"—2,2 4 91,7 P Ta4-20,

S5 O RUSSS

)

I
T
8

Dupi identitatea (6), produsul (P) fiind de gradul 5 si unul
din factori (Q) fiind de gradul 3, celilalt factor (C) trebue si . fie
de gradul 56—3 =2,
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]
Gradul catului este diferenfa dintre gradul deimpdrfitului si gradul
unpdarfitorului, Avem dar, pentru exemplul luat,

2
C=ax +bx+te
gl trebue si determinam coeficientii a, b, .
Dupd o proprietate a Inmul{irii polinoamelor ordonate | 174, 3|, ter-

menul intai al produsului (IUJ ) provine, fard reducere, din inmul{irca
3.
primilor termeni (52 si ax ) dela deinmultit gi inmultitor. Avem dar

i R e 2 g 9 : s
102" = 52" X ax sau  102°:52% — aa’,

Operatia L Dapdrtim primul termen al deimpérfitului prin. primud
termen: al impdrfitorului ; obfinem astfel primad termen al edtului.
2 how 3 2
ar.= 10w :ba’ = 22"

Identitatea (6) ne di

(7) PEQX(z;I‘g_%-[‘);r_g.c)

I

Q. 22"+ Q (bx+e).

; i o2
Sd insemnam cu R diferenfa P—@.22" Cum

A P = 102°—292'— 24"+ 942472420
—Q.22° =—104 +14a 948 4 822
gasim = ——15.1c —42° 322"+ 7. :—,—20
- '

Operapia 11, Dl primul termen al edtului cu polinomul ine-
parftor; acest produs e primul produs parfial. Scidem acest produs din
deimpdrfit st obfinem restul intdi.

Din identitatea (7) rezulti
(8) Ry =P—Q.2" = Q(brLe)
adicii
— 154" —42° 822"+ T2+20 = (52’ —Ta’+o—4)(bate).
Prin urmare baz+-c este cilul impirtirii restului intai R; prin im-
partitor. Termenul b se capita prin operatia I
Operetia 1L Dmpdrfim primul termen al restului intdi prie primud

termen al nnparﬂtomluz obfinem ostfel al doilea termen al citului,

~ 4 3 <
be ==16z" 162 =— 3z,
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Identitatea (8) ne di
9) | By = Q(—8z+c) = Q.(—3xz) + @.c.
Sd insemnim cu R, diferenta Bi—Q.(—3z). Giisim
R, = —252°+352°— 52420 .
OperaTia IV. Inmulfim al doilea termen al citului eu polinomul
impdrfitor; acest produs e al doilea produs parpial. Scddem acest produs
din restul ntdi gi obfinem restul al doilea.
Continudm astfel impdrtirea pénd cind ajungem la wun rest wul.
Din identitatea (9) rezulti

(10) stR,—Q.(—Bw)EQ.c

adicd

—252°+352"—b2+20 = (5a’—TaP+2—4) ¢,

Prin urmare, dupd operafia I, avem

~

g g
c=—25x" b’ = —5H;

Scazand produsul @.(—=5) din restul R, obtinem un rest nul.
Catul aflat este dar

C=22"-3a—5,
In practica impirtirea se ageaza in felul urmitor :

(P) 102" —293" — 22" 240" + 72420 b —TaFz—4 (Q)
—102" 42t — 24" J 82

92" — 8w —5 ()
4 -t
(&) =152 — 42" 43225 + Ta 4
—{«lﬁx‘—21w3+3w2——12;n
(Rs) — 252" -85 — 2120

+25a" -85 4 5o — 90

(&) 0

OBSERVARE. Cand imparfirea se face exact, ultimul termen al deimpartitului e
egal cu produsul ultimilor {ermeni ai catului i impartitorului.
In exemplul luat avem : +20=(—5).(—4).

Cand impérfirea polinoamelor P: () se face exact, zicem ca P e
dwizibil prin Q; P e un multiplu al lui @ si Q e un divizor al lui- P,

20, Impdr{ire neexactd. Oricare ar fi polinoamele P si @
intregi in z, ordonate dupd puterile descresciitoare ale lui z, dacd gra-
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dul polinomului P e mai mare sau cel pufin egal cu gradul polinomului
@, operatiile date pentru impértirea P: Q se pot efectua. Cum gradele
resturilor By, R,, .. sunt numere intregi, pozitive si descrescdtoare,
operafia nu se poate continua la infinit. .

Ori ajungem la un rest nul si atunci impértirea se face exact.

Ori ajungem la un rest R =0, al edrus grad e mai mic decit
gradul impdrfitorului ). In acest caz zicem ci impiirtirea nu se face
exact. Polinomul O, aflat la cat, se numeste citul impdr{irii, iar poli-
nomul R (ultimul rest) e restul impirtirii.

Deoarece restul £ se obtine sciizand din deimpiirtit, rdnd pe rand,
toate produsele impdrtitorului cu diferitii termeni ai catului C, rezulta
ci la o impdrfire neexactd avem :

—Q.C= R
sau F2g :

*(LXI) P=(.0+R
EXEMPLU. Impirtire neexact :

(P) 128 —2a'—102"4+ 72" — 82 +1 |82 —221L 2 (Q)

5 3 14
— 12z + 42 — 8 o (€)
— 2%z — 6T =11 +1
+ 24a' — 8 16
(R). — 62 — S —1a17
Verificarea : p: (3:;:‘—n:z+2)><(4.1;~—8)
12.2° — 42 4 B

— 947 =Lga — 16

QC=122"—22" — 42"+ 8a" - 82 —16

+B= — 62 — ' — 112417

Re'—Ua'—102"4-70" — 32 + 1= P,
80. Cat exact. Impirtind prin @ ambii membri ai identitéitii
(LXI), obtinem identitatea

(CEXIEY 40 §Eo+g.

i . . u . o= Iy A
7 este o fractie algebricd rafionald. Ba veprezinti cdtul eract al
impirtirii P: Q. Dacii gradul numiritorului e mai mie decit gradul nu-

3 : SRS ; : : . .
mitorului, fractia [ e proprie. In caz contrariu fractia e vmproprie.
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Din identitatea (LXII) rezulti urmitoarea

b : s g b s 2
RecuLA. Orice fractie algebricd rafionali mproprie g Se poate
. i A y = e
descompume ntr'un polinom injreg C si o fractie proprie o
C e cdtul impéririi P: Q, iar R ¢ restul acestei impé tiri.
EXEMPLU. Din imparfirea
xs—x4+ws+2wz +1 | =21
5 4 3 T TR i
—z o —z P
4 2’ +1
— 27 +22—2
Jx—1
rezulti identitatea :
B—xtpxdax?yg 3 2x—1 -
—_— = - = 1 =X 9 —_— .
x*—x1i " x®—x41 -

4% Polinoame ordonate: dupé puterile crescitoare. Daci
polinoamele -P si () sunt ordonate dupd puterile erescdtoare ale varia-
bilei, impértirea P: Q se face tot dupd regula datd la impirtirea exactd
(197, 1, Operatiile I, II, III, IV ) :

In acest caz insd catul se giiseste ordonat dupd puterile cresed-
toare ale variabilei, iar gradele resturilor By, R,, ... merg crescind.

Dacé ajungem la un rest nul, impirtirea se face exact si gradul
catului e diferenja dintre gradul deimpdrfitului gi gradul tmpdrfitorului.

In cazul contrariu impirtirea e neezactd $i operatia se poate con-
tinua la infinit.

EXEMPLU. Variabila poate fi insemnati prin orice literd, Astfel avem :

1 +24* - W — u‘-}—wﬁll—u—f—juz

Y :
—ALE =y 14 w24 424" — o
tu - owt ot — 4 af
—u 4w — @ >
24’ — i +

— 20’24 — 24

20— 3u' 4 o
— 20 24 —24°

L 5
=

S e W’

5 6
— 2w tu

" Operatia se poate continud la infinit,
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OBSERVARE. CAnd impirtirile Dparfiale, care dau termenii catului, nu se pot
face exact, se scrie Ia cat numai raportul monoamelor corespunzitoare,

EXEMPLU. 6 — 51@2—}—’14,3 2—u
—64+8u RS 7 2
x ; 5+5u—2—’u
Bu—5u +u

~3u—{—§uz

— % W

179. Impirtirea unui polinom prin z—a. Si insemniim cu P(z)
un polinom intreg in z,. ordonat dupd puterile descresedtoare ale lui Z,
Impértind polinomul P(z) prin z—a (@ pozitiv), obtinem un cat ¢ ()
sl un rest K.

Restul B (avnd gradul mai mic decat al impértitorului z—a)
trebue si fie de grad 0, adici o constantd,

Identitatea (LXII) ne di, pentru orice valoare a lw x,

P(z) = (z—a) O(x)+ R.
In particular pentfu z = a gisim
P(a)=(a—a) C(a)+R
§i, fiinded a—a = 0, rimane ;
P(a) =R.
TeoREMA. Restul impdrfirii prin x—a o wnui polinom intreg n x,

ordonat dupd puterile descresedtoare ale lui z, este egal cu valoarea nu-
mericd & acestui polinom pentru x — g,

OBSERVARE. Daci P(a)=0 impérfirea P(x):(z—a) se face exact, Daca
P(a) =0, impirtirea nu se face exact §i restul acestei impirfiri e Pa)

EXEMPLE. (52° — 22 +4-8): (@ — 3). Impirtitorul  — 3 fiind de forma z—a,
cu a =3, restul acestei impartiri este

B=5,8"—2.3}3-—133,

Prin urmare 5a93—2ac+3 nu e divizibil prin z — 3.

180. Impiirtirea prin z+a. Daci insemniim cu C(x) si R catul i
restul impértirii unui polinom P(z) prin z+a (a pozitiv), din identitatea
P(z)=(z+a) C(z)+ R

deducem, pentru 2z — — a,
P({—~a)=(-a+a) C(—a)+ R
P(—a)=R.

sau
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TeorEMX. Restul impdrfirii prin z+a a unui polinom intreg in z,
ordonat dupd puterile descrescdtoare ale lui x, este egal cu valoarea nu-
meried a acestut polinom pentru r — — a.

EXEMPLU. Polinomul P(z)=5a°—2x--3 e divizibil prin z--1, findca
restul acestei impirtiri este P(—1)=5.(—1°—2.(—1)+3=0.

181. Aplieatii. 190 (2°—d’):(2z—a) di restul a°—a’ = 0. Prin
urmare 2°—a’ e divizibil prin z—a. Efectuand impértirea gisim:

5 5
X —a

= oc4+aw3+a o
T—a
Citul este un polinom omogen in a i = de grad 4, complect si
fard mwiciun coeficient mumeric scris (adici toti coeficientii sunt egali
cu +1). Exponentii lui @ merg cresciind, iar exponentii lui « descrescind
cu cate o unitate, dela un termen la altul.

In acelas fel vedem c# (2" — a™):(z—a) di restul a"—a™ = 0.

Prin urmare 2" —a" ¢ divizibil prin z—a, oricare ar fi m si avem:
xm—am

m—1 m—2 2 —3 —1
=z +‘az +axm ..ot a” -
r—a g

citul fiind un polinom omogen si complect, de grad m—1 in a §i z.

20, (z"+a"):(z—a) di restul o™+ a™ = 24™. Prin urmare
2"+ a™ nu e divizibil prin x—a.

EXEMPLU. Efectuind impérfirea gisim

5

5 5
e _—.a:l—l—aws—}—azwz—{—asw—}—a‘_}_ i

r—0a r—a

30, (z™"—a™):(2x+a) di restul (—a)"—a™.

Daci m e pireche, avem (—a)" =a™; restul impérfirii este
a"—d" =0 si 2"—a" e divizibil prin z—a.

Daci m e nepdreche, avem (—a)™ =— a™; restul imp#rtirii este
—a"—a" =—2a"F 0 si 2"—a™ nu e divizibil prin z+a.

EXEMPLU. Efectuénd impértirile gisim

4 4
z—a 3 2 2 3
=2 —axr +ar—a.
|zt a +
;r,'s—a5 4 3 3.3 3 ‘ 924
=T —ax +ax —ar+a — .
z+a 07 + xz-t|-a

40, (2" 4+a"):(z4a) di restul (—a)"+a™,
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Daci; m e pireche, avem (—a) ™ = a™; restul e ¢™+a™ = 24™ % 0
si " +a" nu e divizibil prin z+a.

Daci m e nepdreche, avem (—a )" =— a™; restule —a™+a™ =0
si 2" +a" e divizibil prin z+a.
EXEMPLE.
@ 41 —w’—a:ﬁ—{—af—;z-‘-{—:z;s—xz—{—x-—l L5
z+1i +w+l
5 5 5
z+382 a2 s 3 z ,,
== = —2x 42 —8x-}16.
z--2 z—42 x +

59. Dacd m e pireche, 2™ —a™ e divizibil si prin z—a si prin -
z+a, adicd prin (r—a)(z+a)=2"—d".

EXEMPLU. (2 —a'): (2’ —d’) = o' +d’a st

Osservare. 19, Cand impirtim pe z™+a™ prin z—a, obtinem catul

( 11) wm—l + ltxm_2+ a2xm—3+ -t + am—l.

20. Cand impartim pe z™+a™ prin z+a, obfinem catul
(12) wm—l_ awm—‘.’._g_ “me—if_ 15 + (_ 1 )m—lum—l
cu semnele alternate dela un termen la altul.

Cazul 20 se cuprinde in cazul 19, dacé observim cd xta =2 —(—a)
cd polinomul (12) se poate scrie

a1 (—a)a™ P (—aPe™ P L (=)™

182. Descompunerea unui polinom in factori. Dacd un polinom
P(z), de grad m, se anuleazd pentru x = a, acest polinom e divizibil
prin z—a [179] si putem scrie

(13) P(z) = (2—a) Q(=),

unde @ () e un polinom intreg in z de grad m—1.

Dacd P(x) se anuleazd §i pentru z =0 = a, identitatea (13)
pentru =10 ne di

P(b) =0=(b—a) Q(d)

si cum b—a =0, factorul Q(b) trebue si fie nul. Prin urmare poli-
nomul @(z) e divizibil prin z—b §i avem Q(z) = (z—b) @, (=), iar

(14) P(z) = (z—a)(z—b) Qi (=),

unde @;(z) e un polinom intreg in = de grad m—2. Identitatea (14)
ne aratd ci P(z) e divizibil prin produsul (z—a)(xz—b).
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In general, dacd polinomul P(z) se anuleazi pentra p valori
diferite @, b, ..., 1 date lui z (p=m), P(z) e divizibil prin produsul
(x—a)(z=0) ... (z—1) si putem serie

(15) P(z) = (z—a)(2=b) ... (2—=1) O(x),
catul C(z) fiind un polinom intreg in = de grad m—p.
Numerele a, b, ..., 1, pentru care valoarea polinomului Plaz)e

Zero, se numesc rdddcinile acestui polinom,
TeoreMA I. Dacd pentru un polinom P(x), redus g de grad m,
cumoagtem m raddeini @, b, .. 1 diferite, putem serie
(16) Plz)= A(x—a)(z=0) ... (z—1),
A find coeficientul termenului de gradul cel mai mare din Plae).
In adeviir, identitatea (15) pentru p — m devine

(17) P(z) = Clz—a)(a=b) ... (x—1),

unde C e o constantd si fiindcdl, la inmultirea polinoamelor ordonate,
termenul de gradul cel mai mare al produsului provine, firi reducere,
din inmulfirea termenilor de gradul cel mai mare dela fiecare faetor,
in produsul (17) trebue si avem

i

Adz" = C.z.2. ... x = C2™ " san =
m

1 2

EXEMPLU. Polinomul 8z° — 12 4° — 21280 se anuleazd pentru z =1, x —5
§l 2= —2. Avem dar identitateq

32" — 124" — 2121 30 — 3(x—1)(z—5)(z4-2).

183. Polinom identic nul. Zicem ci o expresie algebricd f(z) e
identic nuld, cand valoarea ei numerici e zero pentru orice valoare a lui .

Teorema II. Un polinom intreg in x, de grad -m gi redus, dacd
are m+1 raddcini, are tofi coeficientii muli gi polinomul e identic nul.
In adevir, fie

(18) P(z) = 42" + 4,2 4™ 24 | 44,
un polinom fintreg in z, redus si ordonat, care se anuleazi pentru m--1
valori diferite: @, b, ..., I, r date lui z.

Luand intai numai primele m rididcini, a, b, .., 1, putem scrie
dupi teorema I:

P(z) = 4y(r—a)(z—b) ... (z—1).
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Dar acest polinom se anuleazi si pentru = — r; trebue dar si avem
P(r)= 4y(r—a)(r=b) ... (r=1)=0
i cum 7 nu e egal nici cu a, nici cu b, .., nici cu 7, rezulti ci A,
trebue sii fie nul si polinomul dat se reduce la

P} ety A g L

Acest polinom de grad m—1 avand m ridicini diferite, un rationa-
ment analog ne aratd ci 4; =0 si aga mai departe. Gisim dar

Ay = Ap=— A4, = .. =l ==

$i polinomul P(z) e identic nul.

184. Polinoame identice. Zicem cii doui polinoame P(z) si P'(x)
sunt identice, cind sunt formate din aceiasy termens.

Cororar. Dacd doud polinoame intregi in x, reduse i de grad cel
mult egal cu m, aw valorile respectiv egale pentru m~+1 valori diferite
date lui x, aceste polinoame sunt identice.

In adeviir, dacii douid polinoame, ordonate si reduse,
(19) P(z) = A"+ B2 "'+ ... + BZ"+ ... + L
P(z)= A"+ ... + H' (p=m)

au valorile egale pentru m+1 valori date lui x, diferenta lor P(z)—P(x)
are m+-1 ridécini sf, dupd teorema II, aceastd diferentd e identic nuld :

e R R LR g e
De aci rezulti
4=0,B=0,...,. E—A"=0, ..., L—H =0

sau

d=0u B =W e e e lbip

Prin urmare polinoamele (19) sunt de acelag grad si au termenii
asemenea identici. Putem dar scrie, pentru orice valoare a lui x,

185. Rédicini multiple. Daci o e o rdddcing a unui polinom
P(z), avem P(a) =0 gi ;

(20) P(z) =(2—a) Q(z).
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Dacd polinomul @ () nu se anuleazi pentru z — a, zicem ci a
¢ o radécind simpld a polinomului P (). Daci Q(a)=0, putem scrie

(21)  Q(2)=(2—a) Qi(z) s P(s)=(2—a) Q(z).

In acest caz zicem ci a este o riiddcind multipld a polinomului Pz

Daci Q;(a)=0, a e o riddicind dubld sau de ordinul 2 a lui
P(x). Daci @,(a)=0, a e o ridicini multipli de ordin mai mare
deciit 2 a lui P(z) si putem scrie

(22)  Qu(2)=(2—a) Qo(z) si P(z)=(c—a)® Q).

Dacd @Q2(a)=+0, a este o riddcind tripld a lui P(z).
Dacd ¢2(a)=0, a e o riddicini multipld a lui P(x), de ordin
mar mare decdt 3.

In general, daci avem

(23) P(e) = (z=a) Q(z) si Q(a)%0,

zicem ci a este o rdddeind multipld a lui P(z) de ordin P.
De aci rezultd ci, daci @, b, ..., I sunt niste riddcini de ordin
%, B, .., A respectiv, ale unui polinom P(z) de grad m, putem scrie

(24) P(z) = (z—a) (z—b)'... (a—1) O(x),

unde catul C(z) e un polinom de grad m—a—f— ... —A.

Daci a+B+ .. +A=m, C(z) e o constanid si, observnd ci
termenul de gradul cel mai mare din (z—a)" este z*, un rationament
analog cu cel dela paragraful 182 ne di pentru termenul de gradul cel
mai mare al produsului (24):

Aa" = C.2%2" ... 2 = (02™ sau C=4A.

Avem dar : ﬁ 3
DBy & P(z) = A(z—a) (2=b) ... (2=1),
unde A4 e coeficientul termenului de gradul cel mai mare din P},

EXEMPLU. Polinomul P(x)="7a’— 212’ |- 28 se anuleazi pentru &= — 1;
e divizibil dar prin z-J-1 si gisim s

P(x) = (x41) (72" — 2824 28) = Tte4-1) (2" —dx1-4)
sau
P(z) =1T2"—212"4- 98 = T(z+1)(z—2).
7 e coeficientul termenului de gradul cel mai mare, — 1 e o ridicini simpld,
+2 e o ridicind dubld a polinomului P(zx).
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. Osservare. Descompunerea unui polinom intreg in factori de forma
z—a, este analoagd cu descompunerea unui numér in factori primi [ 74, 3].

Numim divizor comun al mai multor polinoame P, @, R, polino-
mul care imparte exact pe fiecare dintre aceste polinoame.

Numim multipl comun al mai multor polinoame P, @, R, poli-
nomul, care se imparte exact prin fiecare dintre aceste polinoame,

Numim cel mai mare divizor comun si cel mai mic multiplu comun
al mai multor polinoame date, divizorul comun de gradul cel mai mare
i multiplul comun de gradul cel mai mic al lor.

186. Polinoame cu aceleasi ridicini.

Teorema Il Dacd doud polinoame, reduse, au acelag grad si ace-
leasi rdddeini; dacd fiecare rdddcing are acelas ordin de multiplicilate
in ambele polinoame i dacd suma acestor ordine este egald cu gradul
polimoamelor, coeficientii termenilor asemenea din aceste polinoame sunt
proporfionali.

In adevir, daci
(96) Bla) = A+ 48" % . LAy

Q(z) = Bx"+ Biz™ '+ ... + Ba

si dacd a, b, .., ! sunt riddcinile comune ale acestor polinoame, cu
ordinile de multiplicitate a«, 8, .., A respectiv si cu

ek BEi.. TA=m,
dup# identitatea (25), putem scrie
P() = do(s—0)" (2=D) ... (z—1)" = 4o C{2),

o7 :
el Q(z) = By(z—a) (2—=b) ... (2—1) = By C(a).

unde
(28) O(z)=(a—a) (z—b) ... (#21)"= 2™+ C@™ '+ ... +Cp.

Din identitdtile (27), in care P(z), Q(z) si C(z) sunt polinoa-
mele (26) si (28), rezulti
A‘o = AO: A] = AOC‘ ) A2 _— A()Cg, seey 41m = AOCrn.
B =B 6 R =R, L, B =003

si impértind membru cu membru aceste egalititi, deducem

4o Ay 4y .
= U ) el
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n 187. Extragerea ridicinii. Daci f reprezinti o expresie algebrici,
Vf este o alta expresie algebrici ¢, care ridicati la puterea  ne
. di expresia f.
Legile radicalilor [132] si operafiile cu radicali [134] se extind
si la calculele cu rdddcini din expresii algebrice. De aci rezultd ci:
10, Rédicina a #-a dintr'un monom se poate caleula extrdgind ridd-
cina a n-a din fiecare factor al monomului si inmulfind rezultatele obtinute.

EXEMPLU : 3m2yez =4 mys 'V3:.

20. Rédécina dintrun polinom nu se poate calcula extrigand
riddcina din fiecare termen; in acest caz se ordoni polinomul dupi
puterile descrescitoare ale variabilei §i se aplicd niste regule analoage
cu cele date pentru extragerea ridicinii dintr'un numir format din mai
multe cifre [128].

Un exemplu ne va arita cum se gdseste fiecare termen al rdddcinii patrate

dintr'un polinom, aplicand regula dats pentru extragerea rdddcinii patrate aritmetice
dintr'un numir [127],

EXEMPLU : Termenul intdi :
Vou'— 62"} 812"~ 102+ 25 | 8a"—o-t5 Voa'=38s"
-9’ 62—z termenul al doilea :
— 62" 812" 102425 -z —62':2. (84" ) =—=a
: +6953 =i —6903—{—902 termenul al treilea :
302'—102+25 | g2 _ og il g 302":2.(32%) — 5
— 30210z — 25 | 5
0 302" — 102 -+ 25
Rezults : V9a:‘—6x’+3.1:n2— 102425 =+ (82"—21}5). :

II. — FRACTI ALGEBRICE.

188. Expresii algebrice fractionare. O expresie de forma i, unde
f st » sunt doud expresii algebrice, se numeste expresie algebrica frac-
fionard sau fractie algebricd.

Dacé expresiile f si ¢ sunt rafionale, zicem ci 5 este o fracfie
rafionald. In particular, £ si ¢ pot fi dous polinoame intregi.

Valoarea numerici a unei expresii algebrice fractionare
este citul dintre valoarea numericd a numiritorului si valoarea nume-
ricd a numitorului ei, dacii aceste valori sunt finite i diferite de zero.
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In Aritimetics operafiile cu fractiile ordinare se reduc la operatii
cu numere intregi. In Algebrd operatiile cu fractiile rationale se reduc
la operatii cu polinoame intregi.

Regulele date pentru operatiile cu fractii ordinare numerice se
aplicd si la operatiile cu expresii fractionare algebrice. Astfel :

1% Dacd tnmulfim (sau impdrfim) §i numdrdtorul $ mumitorul

; ol 1 72 : S )
umey expresi fracfionare 0 cu 0 aceeas expresie algebricd R, obfinem o
3 ; : R Sl 5 £ . o
altd expresie fractionard identic eqgala cu 7 In acest caz zicem cif

amplificdm sau simplificim fractia 4 cu B [80, 3]. Toate fractiile,

@

pe care le obtinem amplificind sau simplificind o aceeas fractie alge-
bricd, sunt echivalente intre ele.

EXEMPLU. Avem
W —o (#—v)(utv) u—0

1,a2—{—21u)—{—v2 (utv) u—{—v,

pentru orice valori am pune in locul literelor « si v,

OBSERVARE. Se excepteazd unele valori ale variabilelor, pentru care — firi
alte conventii — valoarea corespunzitoare a fractiei algebrice n’are niciun sens,

Astfel, in exemplul luat, nu putem caleuls nicj valoarea fractiei date, nici a
fractiei simplificate, pentru u=— — ».

20. Mai multe fractii algebrice pot fi aduse la acelag numitor |82 ].
Se poate lua ca numitor comun produsul tuturor numitorilor fractiilor
date sau orice alt nfultiplu comun, in particular cel mai mic multiplu
comun al acestor numitori.

30. Suma (sau diferenfa) unor fractii algebrice cu acelag numtor,
este fracfia, care are ca muwmdrdtor suma (sau diferenfa) numdrdtorilor
aeestor fractii, iar ca mumitor numitorul lor comun,

Ca si adundm sau si seddem mai multe fractii algebrice, care n’au
acelas numitor, trebue si le aducem intdi Ig acelas numitor.

4, Ca sd tnmulfim mai multe fractii algebrice, inmulfim numrd-
toris intre ei si mumitorii intre e,

2% Ca sd tmpdrtim doud fracti algebrice, inmulfim fractia intdia
cu fracfia o doua rdsturnatd.

6°. Ca sd ridicim la o putere o fractie algebricd, ridicim $ nu-
mdrdtorul si numitorul ei la acea putere.

Osservare. Toate aceste operatii ficute asupra unor fractii ratio-
nale ne dau ca rezultate tot fractii rationale.

M.G. 12
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Orice polinom intreg se poate scrie ca expresie fracfionard, pu-
nand ca numirdtor polinomul, iar ca numitor 1. Astfel operatiile intre
polinoame si fractii se reduc la operatii - intre fractii,

EXEMPLE.,

z—a 2z o (w—a)(mz—a!)+2w(wz+ax) =3w3—am2+azm+aa.

4 4

19,
2 2 2 2 L3 4
z4+a x—a T—a r—a

32'— g’} d'z -+ o’ 2z 32" —ax'} aztd’ 2z (2 d°)
4 4 2 Z_ 4 4 4 4
zT—a z—a T—a r—a

20,

sl acs—a,.-zf;z—a,za:—{—a.3 _ (@'—ad")(z—a) _x—a

4 4 4 4 2 2
r—a T—a z1-a

g0 Z%—a 2z 2x(z—a) _2w2—2aa:
: ztd 2'—a (2 d) (2" — a’) x—a

40 22'— 2qx x—a 2x(x—a) « mz—{—az__ 2z (2} d’) ST

¥—d O+d z'—a' r—a z'—a' r—a
i : B 2 2 3 3 3
2a r—ar—+a)(xta)—2a rT—a
Pt 20 _GEwmtdiata—2d s

-’B—*—d x+a m+a

50,

Orice expresie fracfionard rafionald se poate reduce la raportul a
doud polinoame intregi =¥ Aceastid fraeﬁe rafionald poate si fie proprie
sau smproprie [178, 3].

Orice fractie rationald improprie g este suma unui polinom in-
treg C i a unei fractii proprii g Polinomul C este catul impirfirii

P:Q, iar R e restul acestei impdartiri.

EXEMPLU.

i S i (t—8)F 6t

i A 55 —9 N o
o 2(t—38)—(t+3) £=9 " 39
t+3 t—3 (t+3) (t—3)

e 0
CR Iy

189. Fraetii irafionale. Cand avem o fractie cu numitor irafional,
putem, printr’o amplificare convenabild, si o transformim intr'o fractie
echivalentd cu numitor rafional,
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Intrebuintéim, in general, identitatea (a—!—b_)(a—-b): b %, in
care expresiile a+b si a—b se zie conjugate.
Si insemnim cu fy9,h, 1 niste expresii algebrice rationale,

1°. Daci fractia e de forma ?7:, o amplificim cu g si giisim
g
sty
(80) o~
il o f
9
2% Daci fractiile sunt de forma P~ sa
cu conjugata wumitorului gF Vb sau Vg ¥ Vk. Gasim astfel:
(31) ‘i =f_(.9‘v77r—)’ —f _=f(V(]_+V}T)
g+ 9= Vo—Vr g—nh

3 ! 3
Dac# fractia e de forma == repetim de céte ori e ne-
; E

r P
— =7 1
u T amplificim

voe operatia din cazul precedent.
l =5
f e e Fp : S
Astfel pentru VF=Ts377 amplificim intai cu Vr +Ve+Vg si gdsim

S L A VR ) i 1(V7+VF+VE)_
VitVr-Vg VF+17) =g f+h—g+2 Vi
Amplificim  apoi noua fractie cu f4-7n— 9—2VFh.

190. Valori singulare. Cand 0 cantitate » capitd succesiv toate
valorile reale cuprinse intre doud numere ¢ gi b, zicem ci v varigzg
in intervalul (a, b),1151].

Dacé v, variind, capitd valori din ce in ce maj apropiate de g, sau,
mal precis, daci diferenfa |v—a | ajunge si rimdine maj micd deedt
orice mumdr pozitiv € oriedt de mic [143, 2], zicem ci » tinde cdtrd a
si scriem: v —a sau lim p — a.

O cantitate variabili tinde edtrd + oo (plus infinit) say — oo
(minus infinit ), cdnd, oricit de mare ar fi un nwumdir N pozitiv, valoa-
rea Wi v ajunge s rimane mai mare decdt. N sau mai micd
decit —N [143, 3 si 4i.

Dacd valoarea unei variabile » depinde de valoarea altei variabile «,
zicem c¢d v e o functie de x si seriem v=f(z) [166]. In acest caz
putem vorbi despre limita citri care tinde variabila » sau f(z), cand z
tinde citrd o valoare 4,

OBSERVARE. Ca si calculim aceasta limitd, putem si inlocuim Pe  prin a-#

si sd cdutim ce devine valoarea f( a~+h), cand % tinde citra zero,
In general vom observa ci avem

(32) },hl"o flath)= f(a') (h pozitiv san negativ ),

12*
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In acest caz zicem ci funcfia f(2) e continud peutru z=g. Sunt si cazuri,
cand egalitatea (32) nu e adeviirati.

EXEMPLU. Trinomul v={f(2) =22z —9 tinde citri 6, cand z tinde
catra 3. In adevdr, pentru 2 =238--% avem

f(8+h)=(84+h)\+2(8+h)—9=946h4 "+ 6+2%—9—=6L8h+K
§i cand % (pozitiv sau negativ) tinde ciitra zero, ultimii doi termeni tind cdird zero ;
avem dar: limf(8-+h)=6=/(3) si functia e continud peniru x=3, Putem
constatd cd un polinom P(z) e o functie continud pentru orice valoare a lui z.

Dacd pentru z = a expresiile f() si g(z) capiti respectiv valo-
ile f(a) =m si g(a)=mn, finite si diferite de zero, expresiile

(38)  f(®)+g(a), f(a)=g(2), fla)g(a), [,

pentru z = a, capiti respectiv valorile m-+n, m—n, m.n, %’ bine
determinate, finite si diferite de zero. '

Dar dacd f(x) sau g(x) tind citrg zero sau cditrd +oo, cand z
tinde citrd a, valorile numerice ale expresiilor (33) pot sd nu aibd sens
pentru z =a. In acest caz convenim si definim aceste valori singulare
ca valori limitd: pentru a le determina calculim valorile expresiilor (33)
pentru x4 a (z=a+h) si ciutim ce devin aceste valori, cind = tinde
citrd a (sau cand & tinde citrd zero).

Teoremele relative la limita sumei, diferentei, produsului si catului, demonstrate
pentru limitele girurilor [147], se aplicd si la limitele expresiilor algebrice.

10, Dacd f(a)=0 i g(a)=m=0 si finit, avem
fla)tg(a)=0+m=m, fla)—g(a)=0-—m=—m,

f(a).g(a) =0Xm=0, f(8) 0 g,

gla) — m —

3 i, o ke ..om L =
20, Dupd definifia impdrtirii, fractia 7 D'are sens [57]. Considerand

o . . ” . . . ~ . .. . m &
insd fractia :}f si dand lui v valori din ce in ce mai mici, fractia 5 devine
din ce in ce mat mare in valoare absolutii; astfel oricat de mare ar fi
| | | me m|

un numér N, pentru |o| << w avem |~ > N. De aceea zicem i |

creste la infinit, cind v tinde cdtrd zero [143,3] si in acest sens scriem

m
- — 0O0.
(34) :
OBSERVARE. Putem aved oo sau —oo, dupZ eum fractia % devine nfinitd
prin valori pozitive sau prin valori negative [ 143, 3 5i 4].
Daci, pentru h =0, avem

B (o R FUA] b %5 e g(a+h) =g(a) =0,
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zicem ci
L S Y f(et+k) m
o(a) = 1= g (aFh) =~ 0 =
flah)

400 sau —oo dupd cum raportul ataTh) riméane pozitiv sau negativ

(valoare singulard )

pentru 2 destul de mic.
EXEMPLU. Fracfia % pentru @ =0 are valoarea £I =0; pentru z=1

-
are valoarea % = oo, Pentru =11} (> 0) avem xil=%. Cand % e foarte

mic, numiritorul e pozitiv i semnul ‘raportului e dat de numitor, Deci, cand x— 1
prin valori mai mici decat 1 (sau cand x=1—~h §i h— 0), raportul rimane ne-
gativ i tinde citri —oo; cand x —» 1 prin valori mai mari decit 1 (x=1-4h si
h — 0), raportul rdmane pozitiv si tinde citri + oco.

v
[m |
devin din ce in ce mai mari si crese la wnfinit, diferenta m—uv descreste

spre —o0, iar fractia %1 tinde cdtrd zero [143].

3% Cand v creste la infinit, expresiile v-+m, v—m, v.|m|,

Dacd f(z)— 0o cand z— a, convenim si scriem i@ —c0,

Dacd f(a) =co si g(a)=m=0 si finit, zicem ci
fla)tg(a)=co+m=00, fla)=g(a)=co—m=o0,
g(a)‘f(a):m_w:-oo, f((l).g(a):oo,m:i—oo’

fla) _ o
gla) — m

gla) 7 abig
flay Tk

Dacd f(a) =00 si g(a) =0, avem

818

= to0,

v fla).g9(a) = 0.0 (forma nedeterminati).
f(a) __ oo __ g(a)

gha). > 0. e e
40, Daci f(a) =0 si g(a) =0, avem

= (formd medeterminatd )

0
5% Dacd f(a) =00 si g(a) =o0, zicem ci

f(a)-!‘—g(ab) =0+00 =00, f(a).g9(a)=0c0.00=00;

f(a)—g(a) = co—c0 (formd medeterminati ),
; EZ ; = g (formd nedeterminatd ).

REZUMAT. Valori singulare.
10, Pentru @ > 0 si finit avem :

atoo=-+400, a—oo=—o0, 2.0=0, aoco=occ.
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2, Cazure particulare :
0.0=0, oc.co—=00, L_p,  2_
o0
3%, Forme nedeterminate :

oo ==ca), “0lce, %,

212

191. Forma nedeterminati %- Daci P(z) si Q(z) sunt dous

polinoame intregi in # si daci « este 0 rdddend de ordin p pentru
P(z) si de ordin g pentru @ (z) avem

(35) Plz) _ (2—af Bi{z) Py(a) =0,
Q) (z—a)'@ () Q(a)+0.

Pentru z — a valoarea acestei fractii se prezinti sub forma %

(nedeterminare ), dar pentru = fractia (85) are o valoare bine de-
terminatd, oricat de apropiat ar fi z de a. Distingem trei cazuri:

10. Dacii p — 4, suprimand factorul (z—a)’, pentru z = a, avem
Q(x) (z—a) @ (x) Qi(z)

Cand 2 — a (z tinde ciitri @), valoarea acestei fractii tinde citra

P;(a). . P,(a) e v .« . ‘
2 (a) De aceea zicem ci () © valoarea adevdratd a fractiei (36)
pentru z = a.

20. Dacét p > ¢, de exemplu p — q-rr, suprimand factorul (z—aq)?,
pentru z 3= a, avem
P(z) _ (z=a)*"Pi(z) _ (2—a) P, (a)
Qx)  (z—a)? @ (x) Qi (z)
i cand z tinde citry a, valoarea fractiei tinde edtrd zero.

30. Daci ¢ >p, de exemplu ¢ = p+7, suprimand factorul (z—a),
pentru z &= a, avem
P@e) _ (z—afPy(z) _  P(z)
@) (@—afQ(2)  (s_a) g (%)
i cand z tinde citri @, valoarea numitorului tinde citry zero, iar va-
loarea absolutd a fractiei creste la infinat [190, 2].

(37)

(38)

*

EXEMPLE. Si se determine valorile adevdrate ale fractiilor

1 (@41)(—1) % (£+38)¢ 20 w—4
a'—i1 (t—5)—(t+5) W 3ul—a

™ pentru z = | e pentru { =0; pentru g4 ——9.
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Toate sunt nedetermindri de forma % )

)

10, Impértind «°—1 si o’—1 prin & —1, gisim pentru z—1
[(w”+1><w‘+x+1)J _8
2 &t at1

20, Fiicand diferenta dela numitor si suprimand factorul ¢, giisim pentru {=10

1_ 3 :
2 3
Lo
0

=~ 10 — 10
380, Tmpirtind numéaritorul §i numitorul prin « -2, gisim pentru u=—2
u—2 —4
Pl
Dacd facem w=——2-| ¢, fractia devine

(—2+4e)—2 e—4 4—c¢

(—2+eft(—24e)=2  e(e—p) e@@_e)

Pentru € > 0 si mai mic decat 3, fractia e pozitivd; pentru € <0 fractia e
negativd. De aceea, cAnd € — 0 prin valori pozitive, fracfia tinde citry -+ o0; cand
€—>0 prin valori negative, fractia tinde citri — oo,

In mod analog putem gidsi valoarea adevirati a unei expresii

irafionale de forma %

oF 3
EXEMPLU. f(2) = Vm Vz » pentru 2 =a, e de forma 2
' z—a 0

Amplificand fracia cu conjugata numératorului, putem scrie
r'—d
(z—a) (Va4 Vo)
si fiinded (wg— aa) (z—a) = a:e—}— ax o gisim pentru z=g¢
[m’—l—a:c—{—az] B g 3
Voot Ve

T T

192. Valoarea unui polinom pentru 2= + 0. Un polinom in-
treg in z

P(x) = 42"+ 412" '+ .. + Apiz & A,

se poate scrie, pentru orice valoare finitd a lui z,

ettt

m—1 T ~m
X xr
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Cand z tinde citri + oo, factorul #™ devine énmfinit in valoare
absolutd, iar expresia din parantezd tinde citrd Ao, deoarece toti ter-
menii, cari contin pe z la numitor, tind citri zero. Avem dar

lim P(z) = lim 4¢z" = + o0,
xX=0C xX=00

(39)

EXEMPLE. Polinomul 82’— 522, pentru 2 =-+ sau 22— — oo , are
aceeas valoare ca si 82", adici + oo,

Polinomul — 2z} 42" —1, pentru  infinit, are aceeas valoare ca si —23)3,
adici +-oo pentru #=—oo §i —oc pentrn x=-oco.

193. Forma nedeterminati z Raportul a doudl polinoame’

(40) P(z) _ A+ 4y '+ - + 4,
Q(2) Bw'+ Ba''+ - + B,

. » - o0 2,
pentru z = co se prezintd sub forma nedeterminats it Putem ins# de-
determina wvaloarea adevdratd a acestei fractii in felul urmitor:

1°. Dacii p = ¢, impirtind si numéritorul si numitorul prin z”
giisim, pentru z finit,

. A

VPl . +__P

P(x) 457 2t 2

‘B B

\ Q(‘T) B0+ | S R _i__g

x %

si ednd z— o0, avem

P(x) Ao
41 lim Y i
(41) x=00 )(z) 0

20. Daci p > q, de exemplu dac# P = q-+r, impértind ambii ter-
meni ai fractiei (40) prin 27, gisim pentru z finit:

Aor’ 4 A" 4 -2
P(z) _ or T 4 5y iz 2
i B B,
W ey oy B
x
si cind z— 00, avem
(42) lim Bl2)  jim. A
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3% Daecii ¢ > p, de exemplu dacdl ¢ = p+r, impértind ambii ter-
meni ai fractiei (40) prin o, gisim pentru z finit: , .

A ‘I"‘ﬂ 1 Gaberachn ﬂ
Py, TR st e
A B
@) gt By + 28
X
si cdnd 2— 00, avem
(43) lim P(z) _ lim 4, s

X=00 Q(x) xX=00 Bo’Br
ReGULX. Valoarea adevdraty o raportului o doud polinoame intregy
in x, pentru =00, este:

1% egald eu raportul coeficientilor termenilor de ‘gradul cel mai
mare dela numdrdtor g numitor, daci polinoamele sunt de acelag grad.

- 20, infinitd, daci gradul numirdtorului ¢ mai mare decat gradul
numitorului. :

3°. mudd, daci gradul numdrdtorului e mai mic decat gradul nu-
mitorului.

EXEMPLE. Avem

lim 3.1?-5x+1_3_ lim  22'—1 i hib i e T
e TSR s e B SV T T

OBSERVARE. (and, pentru &= a, valoarea raportului a dofis fractii rationale

o0 0
se prezinta sub forma =~ 1 putem reduce la forma — -

0
EXEMPLU. Pentru z — 1, valoarea fractiei
3 3
x s
5 x'—1 1+3 0o
5 este =
Sz _1 4 oo
o2z —3 0

Dar, pentru z=1, putem scrie

T—z-L8 5t (mz—a:—l—3)(m2—{—2ac—3)
—m = f s | e 3)(esl3s—4)
T—1 “2log_3 (£'—1)(52°—1)

]

0
care pentru =1 se prezint sub forma 0 ° Simplificand cu 2 —1 §i facAnd apoi

x=1, gisim pentru fractie valoarea %
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194. Forma o X co. Dacil avem doud expresii algebrice f(xz) si
9(z) si dack f(a) =0 si g(a)=o0, valoarea produsului f(z).g(x)
pentru = a se prezinti sub forma nedeiermmata 0X0o.

Observéim insii ci, pentru 2 ==a, putem scrie
: e
flz).g(z) =LEL
9(z)

si aceastd fractie, pentru z =wa, se prezinti sub forma 9 [191].

195. Forma co—o0. Daci pentru doui fractii rationale f(xz) si
g(x) avem f(a) =00, g(a)=oco, valoarea dlferentel (o") g(z),
pentru z — a, se prezintd sub forma co—oo.
Etectuand sciiderea, diferenta f(z)—g(z) se reduce la raportul
a doud polinoame intregi in z si valoarea acestei expresii se determini
ca in cazurile precedente. : :

EXEMPLU. Sa se determine valoarea diferentei .
(e 1
d——2 m2—3w+2

pentru z—2,

Pentru o=2 expresiunea capiti forma ~©—oo. Dar observind c¢i avem
T—z—2=(z—2)(z+1), (F—32+2)=(2—2)(z—1)
§i efectuand diferenfa datd, pentru =2, gisim

7—2x 1 _ —22'48z—8  —2(z—9Y
(@—2)(2+1) (z=2)(z—1) (2—2)(d—1) (a—2)(F—1)
—2(x—2)
et

iar pentru x=2, expresiunea are valoarea 0.

196. Raport independent de x. 1. Pentru ca raportul

P(z) _ax+b

(44) Ol T

sd aibd aceeas valoare mumericd pentru toale valorile lui x, trebue si e

de ajuns sd avem:

. a __ b,
(=) P

: b
In adevdr pentru z = 0, valoarea raportului (44) este 773 beniru

; 5 b
x = 00, valoarea raportului e g—, [193]. Trebue dar si avem %= 7
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Invers, daci avem

aad 4.

oﬂlw
Al

a—
— =
a

putem scrie a=pa’, b=pd" si

ax+b __ p(a'z+d") _
ciam+d T adz+b P

oricare ar fi x. Valoarea réportului e independentd de valoarea Wi z.

20, Pentru ca raportul a doud polinoame intregi in x gi de acelag grad,

Plz) _ axd"+ b2+ -+ kx
Q(x) alxM+ blxm—l+ e +k'x+l’

(46)

sd aibd aceeas valoare numericd pentru toate valorile lui x, trebue gi e
deajuns sd avem :

bogiipg ikt o
P =p=1

=

Il

: a
(47) &

In adevir, pentru 2 =0, valoarea raportului (46) este & Deci,

oricare ar fi z, ar trebui si avem :
P(z) 1 P(z)—1 13
RGP e T T

sau, simplificand cu z,

o U oF - st SR A

- =
o O e RO

Ficand din nou =10 gisim
Bleyr- k. W

Qz) =% T T

si agd mai departe. Conditia e dar mecesard,
Ea e si®uficientd, fiindc#, insemnind cu p valoarea comuni a ra-
poartelor (47), putem scrie

a=pa, b=pl, .. I=pl

sl avem : =2
Plz) _ p(a2™+ "'+ - LY 5
Q(x) a'xm-!-b'mm_l-!- +ll

pentru orice valoare a lui z.
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L. — ECUATH DE GRADUL INTAL

197. Eecuatii si ridicini. Daci flz,y,2) si g(x,y,2) sunt doud
expresii algebrice, egalitatea b ‘ ~
(48) M(2,y,2) =g(z,y,2)
se numeste o ecuafie [167]. Literele z, y, z sunt necunoscutele ecuatiei.
Cand inlocuim literele *, Y, ¢ cu niste numere date a, b, ¢, va-
lorile numerice f(a, b, ¢) si 9(a,b,c) pot fi egale sau neegale.
Dacd avem
(49) f(a,b,c)=g(a,b,e)

zicem ci valorile a, 0, ¢ satisfac ecuafia (48) sau ci a, b, ¢ sunt
rdddcinile acestei ecuafii.

O ecuatie poate si aibd una sau mai multe necunoscute. O ecua-
fie cu o necunoscuti poate si aibi una sau mai multe ridicini.

A rezolvi o ecuatie insemneazi a-i caleula rdddcinile ei, adici a
gésl numerele, care puse in locul necunoscutelor, si ne dea waloarca

membrului intdi egald cu valoarea membrului al doile.

EXEMPLE. EKcuafia 32"} 1= 5z+-38 are o singurd necunoscuti a §i doud
ridicini £ =2 g z—_L.
Ecuafia 5(z—y)=32- Ty —4 are doud necunoscute z si y $i are radici-

nile: x=1, y=38; z=—14, y=1; 2=16, y=3,; r=—14, y=—2; etc.

198. Ecuatii echivalente prin adunare san seidere. Doui ecuafii
se zic echivalente, dacii admit aceleasi rdddeini, adici dacdi foate ridi-
cinile ecuafiei intdia sunt ridicini sl ale ecuatiei a doua si reciproc, daci
toate rédicinile ecuatiei a doua sunt riddicini si ale ecuatiei intaia.

10. Teorema 1. Daci adundm la cmbii membri ai uner ecuafii o
aceeas camtitate finitd, obfinem o ecuafie echivalentd cu ceq: diniii.

Astfel dacd f(x),g(2) si h(z) sunt trei expresii algebrice, ecuatia

(50) f(2)=g(x)
este echivalentd cu ecuatia
(51) f(2)+h(z) =g(a)+h(z), .

dacd pentru orice valoare a luiz finitd, valoarea expresiéi h(z) e finitd.
In adevir, daci x —a e o ridicind a ecuatiei (50), din

(52) f(a) = g(a)
rezultd :
(53) fa)+h(a) = g(a)+h(a);

deci z = a este o riidicini si a ccuatiei (51).
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Reciproe, dacd ¢ este o ridicind a ecuatiei (51), “din " egalita-
tea (53), daci numirul 2 (a) e finit, rezulti egalitatea (52). Deci a
este o ridécind si a ecuatiei (50).
Se demonstreazi in acelas fel ci: Dacd seddem o aceeas camtitate finitd
din ambii membri ai unei ecuafi, obfinem o ecuagie echivalentd cu cea dintds.
CoroLar. Ridicinile unei ecuatii nu se schimb#i, daci trecem un
termen al ecuatiei dintr’'un membru in celdlalt, cu semnul schimbat.
EXEMPLU. Din ecuatia Qms-{—s = 8, scéizind din ambii membri pe
8, deducem o ecuatie echivalentd :
22’46 = 72"} 8z
— 8z —8z
2_m3+6—8_w =y

OsservARL 19, Se pot schimba semiiele g tofi termenii unei ecuatii.
Aceasta revine la a trece tofi termenii din membrul intai in mem-
brul al doilea si toti termenii din membrul al doilea in membrul intai.

20, Se poate suprima un termen, care se giseste si in membrul
intai §i in membrul al doilea cu acelag semn.

30. Se pot trece toti termenii unei ecuatii intr'un singur membru,

EXEMPLU. In loc de 84°—52=Tax —2 putem®scrie 82°—5x — Tx42=0
sau 8a'— 1224-2=0. Reducem astfel ecuatia la forma f=0.

Gradul unei ecuatii. Dacd o ecuatie a fost redusi la forma
f=20 si daci f e un polinom intreg si redus, gradul polinomului f este
gradul ecuafier. : :

Astfel ecuatia Ba"— 1222 =10 este de grad 2 si are o singuri
necunoscutd z; ecuatia 5xy3+ 2x2y—x+7= 0 este de grad 4 si are
doud necunoscute z si Y. ’

199. Ecuatii echivalente prin inmultire sau impirfire.

10. TeoremA II. Dacd tnmulfim sau impdrfim ambii membri ai unes
ecuafiv cu o aceeas cantitate diferitd de zero si care nu confine mecurnos-
cutele ecuafiei, obfinem o ecuafie echivalentd eu cea dintdi.

In adevir, si comparim ecuatia
(54) flz)=g(2) sau f(z)=g(z)=0
cu ecuatia
(55) fle).h=g(x).h sau h.[f(z)—g(z)]=0.

Dacd 2 =« e o ridicind a ecuatiei (54), avem fla)—g(a)=0;
deci §i A[f(a)—g(a)]=0; adici a e o ridicini sl a ecuatiei (55).
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-+ - Reciproc, dacd x=1a e o ridicini a ecuatiei (55) si daci & e
diferit de zero, din hif(a)—g(a)]=0 rezults st f(a)=g(a)=0.
20. Daci multiplicatorul % confine mecunoscuia z, ecuatia (55)
poate sd nu mai fie echivalentd cu ecuatia (54). '
In adevir, orice valoare 2 — @, care anuleazdi diferenta

(56) _ f(z)—g(z)
anuleézﬁ"$i‘ produsul ‘ ;
CONE h(@)[f(2) —g ()],

daci factorul h(a) e finit.

Dacii h(a)= o0, produsul (57), pentru xz — a, se prezinti sub
forma nedeterminati oco. [194] si adevirata lui valoare poate fi dife-
ritd de zero. In acest caz ecuatia (54), prin inmultirea cu h(x), perde
riddeing x —a, - : : =

- Reciproc, orice valoare =0, care anuleazii produsul (57), anu-
leazd i diferenta (56), dacd factorul h(b) e diferit de zero.

- Daci 'k (b) =0, produsul (57) poate fi nul, fird ca celilalt fac-
tor adicd diferenfa (56) si fie nuld. In acest caz ecuatia (54), prin
inmulfirea cu k(z), cdstigd rdddeing » — b, ; :

Asa dar: .daci inmaltim ambii membri ai unei ecuatii cu o aceeas
expresie, care confine necunoscuta ( sau necunoscutele ), ecuatia noudl ob-
tinutd poate si aibd mai multe sau mai pufine riddcini decat ecuatia
dati si anume: prin inmulfire, ecuafia datd poate castiga, ca raddcini
strdine, valorile care anuleazd multiplicatorul sau poate perde, dintre rd-
dicimile ei, pe acelea, care fac multiplicatorul infinit. :

EXEMPLU. Eeuafia 2'4-2=w(22--1) are ridicinile 1, —1 si 2, ceea-
ce se poate verifica ugor. Inmulfind ambii membri cu expresia w’-—B, noua ecuatie

(2'—9) (24-2) = 2 (2"~ 9) (22 41)

are pe langd rddicinile vechi 1, —1 si 2 §i rdddcinile noi -3 si — 8, care anu-
leazé multiplicatorul z°— 9, i _

Valorile -8 si — 8 se zic rdddcini strdine, introduse prin inmulfirea ecuatiei
date cu o’— 9, ‘ : I

3% Un rationament analog ne arati ci orice ridicini a ecuatiei

(58) f(#)=g(=) sau f(z)=g(x)=0
este o rddécind §i a ecuatiei

A=) _g(=) f(z)—g(x) =
il =)~ k@) T aE) S

dacd pentru aceastd valoare Smpdrfitorul h(z) e diferit-de zero.”
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* Reciproe, orice riidicing a ecuatiei (59) este o riiddcind §i- a ecua-
tiei (58), dacd pentru aceastd valoare tmpadrfitorul h(xz) este finat.
_ Prin urmare: Daci impéir{im ambii membri ai unei ecuatii cu aceeas
expresie, care confine necunésmta (sau mecunoscutele ), ecuatia noud, ob-
finutd poate si nu mai fie echivalentd cu ecuafia dati si anume prin
tmpdrfire, ecuafia datd poate perde dintre rdddcini pe acelea care anu-
leazd impdrfitorul sau poate cdgtigi ca rdddcini strdine valorile, care fac
impdrfitorul infinit. e b :

EXEMPLU. Ecuafia (z—8)(2’4-2) =x(x—3)(2x+1) are ridicinile g
. 3 g
—1, 2 5i 8. Impirtitd cu fm devine

(245)(24-2) = 2(2+45)(2241),

care are ridicinile 1, — 1 .2 §i 5. Ecuatia daty, prin impdrfire, a perdut dar ridi-
cina =3, care anuleazd impértitorul, §i a cAstigat o noud ridicini r=>5, care
face impartitorul infinit. £

200. Alungarea numitorilor. Cand o ecuatie contine numitori,
putem face si dispard numitorii, dacd inmulfim ambii membri ai ecuafiei
cu un multiplu  comun  al tuturor numitorilor ei. Prin- aceastd operatie
zicem ci alungdm numitoris.

.. Noua ecuatie, astfel ob{inuli, poate si aibi ca rddicini strdine, valo-
rile care anuleazi multiplul comun al numitorilor, cu care am inmulfit.

EXEMPLE. 10, Numitorii nu confin necuroscutele. Fie ecuatia

cu numitorii 8, 7 si 4. Fiinded 8 e divizibil prin 4; un mulliplu comun al numito-
rilor este 78 = 56. Inmulfind ambii membri_ai ecuatiei cu 56 giisim

56.5.2° _56.3 , 56.2

T D s Sl T Ll YO
58.2.x 8 T 56.6.

Simplificand fractiﬂe si fdcand operatiile, obfinem o ecuatie echivalenid cu cea
datd, dar serisd sub formd intreagc,

1220 — 852" = 24| 142 — 336.
20, Numitorit confin necunoscutele, Si luim ecuatfia
Wi Syt 10 - T
(@41)(x—3) (z—3)(z+5) =—1"
Cel mai mic multiplu comun al numitorilor este *
(61) (z4-1)(2—1) (z—38)(x}5)
si- iInmulfind cu acest produs ambii membri ai ecuafiei date, obfinem ecua‘ﬁa intreagd

(62) b.(x—1)(z+5) —10.(2"~1) = 8(2+1) (2—3) (2t5),

(60)
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care e satisficutd de foate  rdaddcinile ecuafiei date, dar poale si aibi ‘ca ridicini
strdine, valorile care anuleazi multiplicatorul (61), adici valorile —1, +1, 3 sau —5,
VerificAnd, vedem c#, dintre aceste patru numere, numai 2 ==3 satisface ecua-
{ia (62). Inlocuind in ecuafia (60) pe a prin 3, gisim ci membrul intai e de forma
nedeterminatd ©o==00, iar membrul al doilea are valoarea -g—-
- Ca si determinim adevirata valoare a membrului intdi a ecuatiei (60) pentru
x =3, efectudim sciderea si obfinem fractia

S(z+5) —10(z41) 5(z—3) 13 5 L
(@+1) (@—38) (x+5) ~ ~ (@+1) (x—8) (aF5) — (z+41) (2+5)

s : 5 :
Pentru =38 aceasti fracfic are valoarea — a—f, #:%- Prin urmare x =3 nu

salisface ecuafia (60); ea e o ridicind strdind introdusd prin alungarea numitorilor,

201. Operatii generale pentru rezolvarea unei ecuatii. Din teo-
remele precedente si corolarele lor rezulty cd, dacid avem o ecuatie

f(x77 ’Z) :g(xyyaz)a

in care expresiile f si g sunt rafionale, o putem reduce la forma cea
mai simpli intrebuintand urmitoarele operatii, care ne dau, in general,
ecuatii echivalente : :

Operatia I. Facem si dispard parantezele.

OperatiaIL. Punem ecuafia sub formd intreagd, alungand numitorii.

Operatia III. Trecem tofi termenii cu mecunoseutele 3 membrul
intdi 51 termendi cunoseufi tn membrul al doilea.

Operatia IV. Facem reducerea termemilor asemenea.

202. Ecuatia de gradul intai eu o necunoscutd. Si presupunem
ci, dupd toate operatiile I, IL, II, IV, am ajuns la o ecuafie de gra-
dul intdi cu o singurd necumoseutd x.

1°. Dacil toti coeficientii sunt mumerici, ecuatia se reduce intot-
deauna la forma

(63) axr =1bh
unde a si b sunt doudi numere cunoscute.

20. Daci coeficientii contin si litere, pumem pe z in factor comun
In membrul intdi si ecuatia se reduce la forma

(64) oz b,

unde @ §i b sunt doudi expresii algebrice, formate cu literele care repre-
3 L 4
zintd numere presupuse cunoscute.
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Rezolvarea ecuatiei. Daci a e diferit de zero, impiir{ind
prin & ambii membri ai ecuatiei (63) sau (64), gisim

b sh i 3,
( LXIIT) B = raddeina ecuafiei  ax — b.
OBservaRE, O ecuafie de gradul intdi eu o singurd necumoscutd are
o singurd raddcind.
EXEMPLE. 19 Ecuafie numeric#. Si se rezolve ecuatia

i’ Ta-l6 3 9 1
L )

Facem si dispard parantezele, observind ci

o (o St %[wz+2m+ljz3_w+6m+3

: (/ 2 14
si ecuafia datd se scrie
2 T24+6 o 34 6z3

3
—— —— e e ——

14 2 14

Suprimand termenul & din ambii membri; inmulfind toti termenii cu 14
(cel mai mic multiplu comun al numitorilor) si ficand sciiderile aritate de sem-
nele — puse inaintea fractiilor, obtinem
—Ua'—Ta'— 6 =— 212’ 62—3.

Trecem tofi termenii cu necunoscula in membrul intai si termenii cunoscuti in
membrul al doilea : . - 5
—Mor—Tr4+ 22"} 62—6—3

si reducind termenii asemenea, ne ramane ecuatia

3
b=
.
care e de gradul #nfdi. Impirtind ambii membri cu 6, obtinem pentru a valoarea
3 1

Osservare. Cand dupd un sir de operatii, care ne dau ecuatii echi-
valente, am ajuns la o ecuafie, care are in membrul intdi numai x, iar
in membrul al doilea un numir cunoscut ¢, zicem ci am rezolvat ecuafia
st cil rdddeina ecuafiei ¢ 2 — ¢.

Verificare, Inlocuind in ecuafia.datd pe 2 prin ridicina gisitd
si ficand toate operatiile aritate de semne, dacd valoarea membrului
intdi e egald cu valoarea membrului al doilea, zicem cii ridicina gisitil
verified ecuafia.

20, Ecuatie literali Si se rezolve ecuatia

St +imaz 1)

in care literele. a, b, ¢ reprezintd numere presupuse cunoscute,

M. G.
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Facem sa dispard parantezele:
Alungdm numitorii, inmul{ind toatd ecuatia cu abe:
d'ex — 2a™} 5abe = 8 bex -+ 6abe.
Trecem termenii cu 2 in membrul intai si cei firi z in membrul al doilea
a’cx — Sbex =0 — 5abe - 6abe.
Scoatem pe  in factor comun i facem reducerile :
(azc—Bbc) z=2a}abe.
Impértim, in fine, cu coeficientul lui 2 si obtinem rdddcing :

ot 2az—l— abe _ a(2a-be)
ac—38be c(a2—3b)

203. Discutie. La rezolvarea unei ecuafii de gradul intai
(66) ar—=2>0

se pot prezenta mai multe cazuri :

10. Cazul general a =0, b= 0. Impirtind ambii membri cu a
gidsim rddicina '

(67) , ng

binedeterminat, finit si diferitd de zero.

20N =0, Ecuatia e de forma az =0 si are rddéicina 2z = 0.

3% a=0, b=0. Cand ¢ e nul, nu mai putem impérti membrii
ecuafiei cu a. Dar dac# ecuatia e de forma 0z = 0, ea e satisficuti
de orice valoare @ Iui z. In acest caz zicem cd riddcina ecuatiei e
nedeterminatd. S :

49, a=0, b340. Avem ecuafia 0z = b, care nu admite nici o
rdddeind, finded orice numar inmulfit cu 0 ne di 0 si valoarea mem-
brului intai nu poate fi egali cu membrul al doilea #+0. In acest
caz zicem cd ecuatia e imposibild,

OBsERVARE. Dacii in ecuatia az = b, cu b 4 0, facem coeficien-
: 2 T meral b . : :
tul @ din ce in ce mai mie, riddcina z = s devine din ce in ce mai

mare $i creste la infinit, cind a tinde citrd zero [143, 1]. In acest
sens zicem cii ecuafia (66), peniru ¢ =0, are rédicina infinitd.
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EXEMPLU. Ecuafia (m—1)2=n +3 are rddicina © — ani—f'

10, Dacid m nu are nici valoarea 1, nici —3, % e un numir binedeterminat,
finit si diferit de zero, 29, Pentry Mm=—3, avem x=0. 39 Pentru =15
avem x=o0,

204. Ecuatie cu mai multe necunoseute. Orice ecuafie de gradul
intdi eu mai multe necunoscute Z,Y,2, cu ajutorul operafiilor generale
dela paragraful 201, se poate reduce la forma normald :

(68) ax T by +cz=d,

unde @, b, ¢, d sunt numere cumoscule sau expresi algebrice formate cu
litere, care reprezintd numere Presupuse cumoscute.

Daci nigte numere z;, y, 2, puse respectiv in locul literelor z, ¥, #,
satisfac egalitatea (68), zicem ci Zy, Y1, 2 formeazi wun sistem de rd-
ddcini sau de solufii al ecuatiei ( 68).

Punand in locul literelor y si z dous numere arbitrare, ecuatia (68)
se poate rezolva in raport cu « si ne di

. ‘._d—by—cz_
(69) e

Cum putem lua pentru ¥ sl 2 o infinitate de valori arbitrare Y1, 213
Y2,22; ..., formula (69) ne di pentru x o infinitate de valor corespun-
zdtoare x1, ¥y, ... . Gisim dar pentru ecuatia (68) o infinitate de solufis :
L1 Y15 215 T2, Y2, 225 ...

ReGULX. O ecuafie de gradul tntdi eu mai mulie necunoscute ad-
mite o infinitate de sisteme de solufii. Valorile tuturor necunoscutelor,
afard de una, pot fi luate n mod arbitrar; la aceste valori corespunde
‘0 valoare §i una singurd pentru mecunoscuta rdmasd, care se obfine re-
zolvind ecuafia datd in raport cu aceasid NECUNOSCUL(.

EXEMPLU. Ecuafia

- (70) 3(m—y—}—1)——z:3z—2(y-}—2w)
se scrie sub forma normald i
(71) Te—y—4z=—3,
Rezolvatd in raport cu 2 ne di
(72) w:U_‘L{"Zg

{

Pentru y==0, 2=1 aceasti formuli ne da m:%;

avem w=17~0 §i asa mai departe, Valorile astfel obfinute

1 10
1'1:—,‘:: y1=0, Z;=1; Xy = —, y2=1, Zz=3;

pentrus =1, z2—7, -

sunt sisteme de solufii pentru ecuatia (71) sau pentru ecuatia (70) echivalentd cu (71),

13*
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205. Sistem de ecuatii. Dacii niste numere Z1, Y1531, < trebue
sd fie solufii comune la mai multe ecualii (E ), cu necunoscutele Z, 152
zicem ci (E) formeazd wn sistem de ecuafin simultane.

Doud sisteme de ecuatii sunt echivalente, daci au aceleasi sisteme
~ de solufii. A rezolv un sistem de ecuatii insemneazi a-i -afla solufiile lui.

Dacii ecuatiile sunt de gradul intdi, le putem scrie intotdeauna sub
formd normald :

3 eeey

ax+by+cz+ L=
(73) ax+by+czt . =1

in fiecare ecualie avand in membrul intaj numai termeni cu necunoscu-
tele, iar in membrul al doilea un fermen cunoscui.

206.. Douii ecuatii cu doud necunoseute, Un sistem de douil ecualii
cu doud necunoscute ‘se reduce la forma
ar +by = ¢
(74)

az+ by = ¢
unde a, b, ¢, a’, V', ¢ sunt numere cunoscute.

Pentru a rezolva acest sistem observim i prima ecuafie (74),
luatd separat, admite o infinitate de solufii [ 203 ].

() Trs Y15 B2y Y25 ooni Ty Y ons

A doua ecuaie (74), luati separat, admite, in general, o altd in-
finitate de solutii

(B) ‘ B1s Yis Ty Y3 ens Ty Ui an

Dacd existd un sistem de valori x,y, care si figureze si in sirul
(«) st in sirul (B), aceste valori satisfac la ambele ecuatii (74). Numai
aceste valori sunt solugiile sistemului (74).

Pentru gisirea acestor solufii comune, reducem rezolvares unui
sistem de doud ecuatii cu doui necunoscute la rezolvarea unei ecuatii
cu o singurd necunoscuti. Aceasti ultimi ecuafie, impreuni cu una
dintre ecuatiile date, trebue sj formeze un sistem de ecuafii echwalent
cu sistemul dat.

Cand am obfinut aceasty ecuatfie cu o singurd necunoscutd, zicem
cd am eliminat pe cealaltd necunoseuts intre ecuatiile date,

Astfel sd presupunem cd, elimindnd pe x intre ecuatiile (74), am
obtinut ecuatia

(75) A

?
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care impreund cu

WA g ax+by —= ¢

formeazi un sistem echivalent cu (74). Ecuatia (75) ne di o singuri
raddcind y = %; inlocuind aceasti valoare a lui ¥ in echatia (76),

ob{inem ecuafia de gradul intai, cu o singurd necunoscutd,
(77) az+b= =,
m

care, rezolvatd in raport cu x, ne di o singurd valoare pentru .

Prin urmare un sistem de dowd ecuativ de gradul intd@i cu doud
necunoscule admite, in general, un singur sistem de solutii.

207. Eliminarea prin Comparare. Eliminarea necunoscutei  intre
ecuatiile

(74)

ax+ by =¢
az+by =¢

se poate face astfel: Considerand Pe y cunoscut, fiecare din aceste
ecuafii ne di cate o formuli pentru calcularea valorii lui 2

3, __ec—by ! = el
(18- o= > si (79) BT

In general, pentru o aceeas valoare a lui y, valorile lui z date de
aceste formule sunt diferite. Pentru ca valorile lui 2 si fie si ele egale,
trebue sd avem '

(80) =l
Ajungem astfel la o ecuatie cu o singurd necunosculd.
Fiinded am comparat valorile lui 2 date de ecuatiile (74) si le-am
cgalat in ecuatia (80), zicem, fn acest caz, cid am eliminat necunosculn
x prin comparare.

OBSERVARE. Sistemul (74) e evident echivalent cu sistemul (78), (79); iar
acest sistem e echivalent cu sistemul format din ecuatia (80) si una oricare dintre
ecuaiile (78) sau (79) [204].

In.adevir daci valorile Zo, Yo sarisfac la ecuatiile (78), (79), yo satisface la
ecuafia (80) si reciproe, dacs %y, Yo satisfac la ecuatiile ( 78) si (80)

c—byy . c—=byy I—10'y

= - ’— bl
din x‘,:—T si 5 7 % rezults %:c“,ﬂ

adicd numerele a, Yo sunt solutii § ale sistemului (78), (79).
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Dacil yy este ridicina ecuatiei (80) i dacd zp e valoarea lui x
dati de una din formulele ( 78) sau (79), numerele a, Yo sunt solu-
tule sistemului de ecuatii (74).

Recuri. Ca sii eliminim necunoscuta z prin comparare:

10. rezolvdm fiecare ecuafie n raport cw xz, presupundnd cd y ar
fi cunoscut;

20, egaldm valorile lui x astfel obfinute.

Ca sd elimindm pe y intre ecuafiile (74), rezolvim fiecare ecuafie in raport
cu y si egalim valorile lui y astfel obfinute,

EXEMPLU. Si se rezolve sistemul
22 — 5y =11
3xt-4y =5,

Rezolvand fiecare ecuafie in raport cu si egaland valorile lui 2, obfinem ecua-
fia cu o singurd necunoscuti

(81)

(82) 5y—|—11=—4y+5
: 2 B

care rezolvatd in raport cu y ne da y=—1. Valoarca lui « e valoarea comuni a
rapoartelor (82) pentru y = —1, Gisim 2 —— 3.
208. Eliminarea prin substitutie. Reluand sistemul

ax+by —=¢c

a'z+ by =,

(74)

dacél scoatem valoarea lui 2 din ecuatia intaia

__c—by
(83) 7=

$i 0 punem in locul lui z in ecuatia a doua, obfinem o ecuatie cu o
singurd necumosculd
c—b
(84) jgimea B8 USRI
a
Fiindea, pentru a obtine ecuatia (84), am substituit, in a doua
ecualie (74), pe z prin valoarea lui dati de prima ecuatie, zicem, ci
am eliminat necunoscuta 2 prin substitufie.

OBSERVARE. Sistemul (74) e echivalent cu sistemul (83), (84). .
In adevir, daci ), o sunt solutiile comune ale ecuatiilor (74 ), xy. 1, satisfac
si la ecuatia (83) si fiinded avem

ary+byy=¢ cu mo=c~by°

2

rezultd ci y, satisface la ecuatia (84),
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Reciproe, daci ay, Yo satisfac la ecuatiile (83) si (84), avem

_¢t—by . ,¢—byp Pl By
%-T $1 aT——{-byo—c

sau amp=c—by, §i a'wytby==¢, adici Zo, 9o satisfac si la sistemul (74).
Dacid 4y este ridicina ecuafiei (84) si daci z, e valoarea lui 2
datd de formula (83) pentru Y =1Yo, numerele xg, 1o sunt solufiile
sistemului (74 ).
Recurs. Ca si eliminim necunoscuta z prin substitutie:

1°. scoatem valoarea Wi = din wna din ecuafii, presupunand pe y
cunoscut ; obfinem astfe! pentru z o expresie, care confine necunoscuta Y.

20, pumem expresia gésitd in locul lui = in cealaltd ecuatie.

Ca sd eliminim pe y intre ecuafiile (74), scoatem valoarea lui y din una din
ecuafii si o punem in locul lui Y in cealaltd ecuatie,

EXEMPLU. Si se rezolve sistemul
2z —5y =11
8xt4y=>5.
Rezolvand prima ecuafie in raport cu @, obfinem

(85)

Gt p1+5y

%

4

§i punind aceastd expresie in locul lui 2 in ecuafia a doua, obfinem ecuafia cu o
singurd necunoscuti

(87) 311';;5?’4-4;/:5 sau 83415y 48y =10 sau 23y —_y93,
4

care ne di y=—1. Inlocuind in (86) pe y cu —1, gisim o——3.
209. Eliminarea prin reducere. Reluind sistemul

bl
—b

’
—a

<= —
(74) az+by—=c¢

a’z+by=¢ a
observiim ci necunoscuta Y se mai poate elimina si in felul urmitor

19. Dacd avem b= — ' (sau b= b’), termenii cu y dispar, eand
adundm (sau scidem) ecuatiile date membru cu membru.,

20. Dacd b e diferit de b in valoare absoluts, putem aduce siste-
mul (74) la forma 10 inmultind prima ecuatie cu ' si a doua cu —b;
obtinem astfel un sistem echivalent cu cel dat, dar in care coeficientii
lui y sunt egali si eu semme contrarii:

ab’z Lbb%y = cb’

—=ba'x b0y =— ¢,
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Adunénd aceste ecuatii membru cu membru, termenii in y dispar
i rdméane o ecuatie cu o singurd necunoscuti

(88) (ad'—ba' )z = cb'—b¢,

care, pentru ab’—ba’ 4= 0, ne di ridicina
e e

i o

Valoarea necunoscutei y se poate obfine pe aceeas cale, fiicand
ca termenii cu z si aibd coeficientii egali si cu semme comtrarii. Pentru
aceasta inmulfim prima ecuatie cu —a’ i a doua cu . Adunand ecuatiile
ob{inute, membru cu membru, dispar termenii in z si obtinem ecuatia

(90) (ad'—ba') y = ac'— cd’,

care, pentru ab’— ba’=4 0, ne d% ridicina
__ac'—ca’

e V= =t

Formulele (89) si (91) ne dau solufiile sistemului (74).
In acest caz zicem ci am intrebuintat elimincrea prin reducere.

Recurk. Ca si eliminim necunoscuta Yy prin reducere:

18 Dacd coeficienfis lui vy, in ambele ecuatii, sunt egali si cu semne
contrarii, adundm ecuafiile membru cu membru,

20. Dacd coeficienfii lui y sunt egali i cu aceleasi semme, seddem
ecuafisle membru cu membru.

3% Dacd coeficienfii lui y sunt diferifi, inmulfim ambii membri ai
ecuafiei intdia cu coeficientul lui y din ecuafia a doua $i ambii membri
ai ecuafier a doua cu coeficientul lui Y, cu semnul schimbat, din ecuafia
intdia. Adundm apoi ecuatiile membru cu membru {1y

EXEMPLE. 10, pElEy =2
r—y=12.
Adunénd ecuatiile obfinem 2x==14 si x—7. Secizind ecuatia a doua din
intdia obfinem 2y=—10 si y=—5. Solutiile sistemului sunt 2=7, y=—2>5,
Verificare:r T4(—5)=7—56=9; T-—(—5)=7}5=19

20, Sa se rezolve sistemul
y 2z —5y=11

3ztf4y—5.

(1) Operatia aceasta e analoagi cu aducerea a doud fractii la acelag numitor [82]. Daci M e
un maltiply comun al numerelor b, b’ sidach M:b=0b; si M:b = bl,, inmultind ecuafia infaia cu by
§i ecuatia a dova cu — by coeficien(ii lui y devin M si—M.

M poate fi cel mai mic multiplu comun al numerelor b, b’
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Ca s& elimindm pe y, Inmultim prima ecuatie cu 4, a doua cu 5 si adundnd
obtinem
22— 5y =11 4
3xt-4y=>5 5

23z =69 de unde z =3,

“Ca si elimindm pe x, inmulfim prima ecuatie cu 3,a doua cu — 2 si adu-
ndnd obfinem
2e—5y =11 |8
8zt4y=5 |—2
— 23y =23 de unde y=—1,
Solutiile sistemulyi sunt =38, y==—1.
Verificare: 283 —=5(—=1)=645=11; 3.344(—1)=9—4—3,

210. Discutie. 1°. Daci diferenta abd’— ba’ e diferitd de zero, sistemul
ola =l
(74) (1) a,’x ! b'y_c'
(II) dz+by =

admite un singur sistem de solutii, finite si bine determinate, date prin
formulele '

_eb=be __ac’—e¢a’
(92) IR

20. Dacd ad’'—ba’ = 0 ‘dar unul dintre membrii ai doilea ai ecua-
tillor (88) sau (90) e diferit de zero, ecuafiile (74) nu admit solufii
comune sau sunt incompatibile. Sistemul (74) e imposibil.

De exemplu daci ¢b'—b¢" =+ 0, ecuatia (88) [209] e imposibils.
Conditiile ad"= bof dar be" =+ ¢b” sau aﬁ'zbﬁ' :‘:Z" ne arati ci, in
acest caz, coeficienfis necunoscutelor sunt proporfionals.

EXEMPLU. Sistemul 6x4-3y—=1

2z |- y=—14,

In care numai coeficientii Iui z si y sunt 'proportionali, e imposibil. In adevir, tn-
muliind a doua ecuatie cu 3, obtinem :

6x1-3y—=1
6x{-8y—=12
si e evident ci ambele ecuafii nu pot fi verificate de un acelag sistem de solutii,
30. Dacdl ab’— ba’ =0 i ¢b'— po’ = 0, avem
a b i b T deci & b e
& o i ¢ a b ¢

adicd fofi coeficientii dela ecuatia (74, 1) sunt proporfionali cu eoe-
ficientii dela ecuafia (74, II).
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" Avem dar si ac’— ca'=0 si solutiile sistemului (74) sau (88)
si (90) sunt nedeterminate. Dacd unul din. cdeﬁcientii lui y, de exemplu
b e diferit de zero, valoarea unei necunoscute () poate fi luati in mod
arbitrar, iar valoarea corespunzitoare a celeilalte necunoscute-( ) e bine-
determinatd prin ecuatia az + by =c. In acest caz zicem ci sistemul
e nedeterminat de ordinul 1. LT P

40. Daci tofi coeficientii necunoscutelor a, b, a’, b" sunt nuli, siste-
mul (74) se reduce la

7

Bi= i gie Q="
Dacd wnul din coeficientii ¢ sau ¢ e diferit de zero, sistemul e
imposibil. T =y '
' Dacd ¢=¢"=0, sistemul e satisficut de orice mumere puse in
locul necunoscutelor 2 $i y. In acest caz zicem ci sistemul e nedeter-
minat de ordinul 2 (1).

211. Regula lui Cramer. Difefenta ab'—bd’ are un rol important
in determinarea ridicinilor sistemului (74). Ea e formati numai eu
coeficientii mecunoscutelor din ambele ecuatii $i se mai reprezintd in mod
conventional prin notatia

=

a b
a b'./
coeficientii @, b, o/, i’ fiind asezafi in acest tablou in aceeas ordine ca
si in sistemul (74). ‘
Expresia D se numeste un determinant de gradul al doilea ; numerele
a,b,d, b sunt elementele determinantului. Acest determinant are doug
linii (ab,a’V') si (doud coloane ad,bl'). Valoarea Iui, prin definitie,
e datd de egalitatea:

(LXIV) s,

a' B

Solutiile sistemului (74) sunt date sub forms fractionard prin for-
mulele (92). Amandoud valorile (si z si y) au ca numitor determinan-
tul D. Numdrdtorii din formulele (92) sunt si ei niste determinanfi si-i
vom insemna cu Dy si Dy:

/ =ab'—ba (determinant gr. 2),

c a ¢

g 3 =ac— ca.

D=
A C

=60~ B, Dr—

a ¢
Numdratorul D, din formula (92), care di pe =, se obtine din

determinantul ) dela numitor, daci inlocuim elementele @, a' (coefi-
cienfii lui ) prin ¢, ¢ ( cantitifile corespunzitoare din membrul al doilea,).

(1) G. Bourlet, Legons d’algébre élémentaire, Paris, 1898, pag. 184,
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In mod analog numiritorul Dy din formula (92), care di pe v,
se obtine, dacd inlocuim in D pe b, b (coeficientii lui ) prin ¢, ¢ (ean-
titdfile_corespunzitoare din membrul al doilea).

Recurx. Solufiile sistemuiui

ax + by =¢
az+by =¢,

a

dacd determinantul 1) = e diferit de zero, sunt date prim formulele

[e b l a ¢

!c' b’ D a ¢ D
LXV s e e
Spo i Pk F TS o b/ D

a b |a" b

in care fiecare fractie are ca numitor determinantul coeficientientilor ne-
cunoscutelor, iar ca numdrdgtor determinantul ce se obfine din numitor,
cand inlocuim coeficientii mecunoscute, pe care o cdutdm, din ecuafiile
date, prin termenii corespunzdtori din membrii ai doilea,

Aceasta e regula lui Cramer.

EXEMPLU. S se rezolve sistemul

2 =5
(93) z+y
8x—2y—_ 3
Fiinded determinantul coeficienfilor necunoscutelor este
L2001
o e MR Y AT T=lly_83_ 740
sistemul (93) admite solutii binedeterminate si cum
fREE 5y 2 a5 hE|
Dy —1 = gt L oy SR PR S oy e
T ey iy g e Wl .
solutiile unice, date prin regula lui Cramer, sunt
Do Dy -2
rion ek e

212. Doui ecuatii cu trei necunoscute. Cand ni se di si rezolvim
un sistem de doud ecuafii cu tre; necumscute

- ohis
(94) alx ; b,y-f-c'z_d,
ax+by+tcz=d,
dacé dunul dintre determinantii formati cu coeficientii a doud necunos-
cute e diferit de zero, sistemul e nedeterminat de ordin 1.

In adevir, daci ad’— ba"$ 0, luand pentru z o valoare arbitrard =,
reducem sistemul la doug ecuatii cu doud necunoscute x i y. Rezol-
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vand acest sistem, obtinem pentru z si y doud valori xy, 7. Valorile
Zo, Yo, 20, astfel determinate, sunt solufiile sistemului (94).
Cum aceste operatii se pot repeta plecand dela orice valoare o
lwi z, vedem ci sistemul (94) admite o infinitate de solufii.
EXEMPLU. Ca sd rezolvidm sistemul
' 20 —5y4-82=1
4248y — z2=1,
ludm pentru z o valoare arbitrard, de exemplu z—2 si sistemul se reduce la
e Qe —5y+46="7 oy 2Z—8y=1
dz+{-8y—2=—1 4218y =3,

care adwite solutiile 2 = 32—3' = %- Un sistem de solutii al sistemului (95) este

(95)

28 1
dar T=g Y=g 2=2,

Luand o alti valoare pentru z, gasim un alt sistem de solutii pentru ecuatiile
(95), si asd mai departe,

213. Trei ecuatii cu trei necunoseute. Ca si rezolvim un sistem de tres
ecuai cu trei necunoscute, de gradul intdi, il scriem sub form& normald :

(I) az+by+cz=d

(97) (II) a’z+by+cz =d
(II) a"2+b"y+c'z=qd"
si, elimindnd una sau doud necunoscute, cdutim si reducem problema
‘la rezolvarea unui sistem de doud ecuats cu doud necumoscute sau a
unel ecuafii cu o singurd necumoscutd.

10. Dacd ab"— ba’ 4= 0, considerand in ecuatiile (97,Isi1l) pe 2
ca o cantitate cumoscutd, scriem aceste doui ecuatii sub forma

(98) az+by =d— ez

o'z +by =d—cz
si rezolvandu-le dupd regula lui Cramer obfinem pentru « si y solutiile
(d—ez).b'=b.(d'— ¢'z)

(99), T ab’'—ba' ¢
_a.(d—=¢cz)— (d—cz).a"
L1003 e ab’—ba’

Valoarea luatd pentru z si valorile corespunzitoare ale necunoscu-
telor z si y date de formulele (99) si (100), trebue si satisfacd si la
ecuatia (97, III), adici trebue si avem

w(d—ez)b'—b(d" —c'z) il b,,a(d'— ¢z)—(d—ez)a’
ab”— ba’ ‘ ab’— ba'

(101) a

Le'z=4d".
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Obtinem astfel o ecuatie cu o singurd necunoscuti (2), care pusi
sub form# normald, se reduce la

(102) (abe"+bea"+ cad' — a'be—b"ca—e'a'b Yz = »
' abd"+ bda"+ dab" — a"Vd —b'da—d"ab.

Sistemul (97) e echivalent cu sistemul format din ecuatiile (99)
(100) si (102). Dacii ecuatia (102) se poate rezolva si dacd z, este o
solutie a ei, formulele (99) si (100), pentru z = z,, ne dau cate o va-
loare zy si yo pentru 2 si Y. Numerele z, 1o, 2, astfel obtinute, sunt
solutiile sistemului (97).

‘ 20, Sistemul (97) se mai poate rezolva si in modul urmétor:

Dacd a == 0, ecuatia (97,1) ne di )

(103) x:d—‘b;/‘_c_z

si inlocuind, in ecuatiile (97, II si III), pe z prin aceasti expresie, obti-
nem un sistem de doud ecuafii cu doud necunoscute (ysiz)

ald—bg_ﬁ+ b’y—li—C'Z: d’
(104)

a” d_—_“bg =C8 byt e —

care, pus sub form¥ intreagd si normald, se scrie
(105) (ab"—ba:)y—}-(ac'——ca')z:ad'—da'
(ab"—ba")y+(ac'—ca")z = ad'— da’.
Daci sistemul (105) se poate rezolva si dacd 7 si 2z sunt solu-
tiile lui, formula (103), pentru Y=Y $i 2=2, ne di o valoare z,
pentru z. Numerele x, yq, 2, astfel obtinute, sunt solutiile sistemului (97).

?14. Determinant. Si insemnim cu D coeficientul lui z din
ecuatia (102):

(106) D=abc"+bca"+ ca’d'— a'b'e—b"c'a — c"a'h.
Aceastd expresie, care joaci un rol analog cu expresia D dela
paragraful 211, este un determinant de gradul al treilea. El e format

numai cu coeficientii necunoscutelor din ecuatiile (97) si se reprezinti
in mod conventional prin tabloul

a b e
(107) D=|a b ¢ ( determinant gr. 3)
al! bll C"
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in_care _eoeﬁcientiiAnecunoscute,lor sunt serigi in ordinea, in care se ga-
sesc in ecuatiile (97). S

Acest determinant are 9 elemente asezate in 3 lingi (abe, a'b'c,
a"b"c") si 8 coloane (ad'a", bbb, ec’e”). Valoarea lui, prin definitie,
e datd de egalitateq :

: a b e
{(LXVI) @ bt = A bea"+ ca’d' — a"be — breg — c'ah.
3 2 < a'l bu» cu s

Suma algebrici din membrul al doilea se obtine usor, din tabloul D,
prin regula lui Sarrus: .

ReGurx. Ca g4 caleuldm valoarea wunui determinant de gradul al

treilea, scriem determinantul sub forma (107) si la dreapta lui repetim
incdodatd coloanele tntgig §i a doua; formim astfel tabloul

el = X x X P A R4
e o oy
50 Xk A2l ) e b
/, l/ ,r
\ \ \ hy
g o //
7 s
(108) g ity s
I’ ’// //
< /,, 52
al; b” Cll’ 'all b:’ a
e \ \ N
s k.

7 .

10 Zudm cu semnul -+ produsele elementelor din prima diagonalg
(ab'c") §i din celelalte doud linii paralele cu eq (be'a’, ca’d”).

20, Ludm cu semnul — produsele elementelor din diagonala a doua
(a"¥%¢) §i din celelalte doud lingi paralele cu ea-(b'c'a, cab). .

3% Facem suma algebricd a tuturor produselor astfel obfinute.

" EXEMPLU. Ca si caleulim valoarea determinantuluj de gradul al treileg

| 4 8 9 4 8 92 4 3
A= f 3 2 _4 formdm tablowl 3 9 _4 3 9
BERES e Feied Logit ot g

§i aplicand regula lui Sarrus obfinem
A=4.2.3+3.(—4).2+2.3.1—2.2.2—1.(—4).4—3.3.3=—'1'3.

Determinant minor, Dacé suprimim o linie si 0 coloand din
determinantul (107), obtinem un determinant de gradul al doilea, [211],
care se numeste determinantul minor corespunzitor elementului comun
liniei §i coloanei suprimate. :
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EXEMPLU. Daci suprimim linia a ireia si coloans a treie din determinantul D 5
! : : L a b 2 PR
obfinem determinantul | &b %: care e minorul corespunzitor elementului ¢”.

Determinant nul. Determinantul D e nul, daci are toate ele.

mentele dintr'o coloand (sau dintr'o linde) nule.
Iz adevir, dacd toate elementele unei coloane (de exemplu a, a’, a”) sunt nule

sau dacd toate elementele unei linii (de exemplu o/, ', ¢') sunt nule, formula .(LXVI)
ne di D=0,

215. Regula lui Cramer. Am viizut cd, eliminand necunoscutele z si Y
intre ecuatiile (97) [213], obfinem ecuatia (102), care se mai poate scrie

(109) Piz= B,
daci punem
D = abc'+ bea"+ ca’d’— a"be— b'ca—c'ab
D:= abd'+bda+da¥ —a'bd — ¥da— dab
sau
’ a b e . a b d
(110) D=1 g 55" e ) D, =g oiq
a" b ¢ a" b d’

Determinantul D, se obfine din determinantul - D, dac inlocuim
coeficientii lui 2z din ecuatiile (97) (e, ¢, ¢") prin cantitiile corespun-
zdtoare din membrii aj doilea (d,d d").

Dacd eliminim necunoseutele Y §i z sau z si 2 intre ecuatiile (97),
obtinem in mod analog ecuatiile X

(111) _ De=D: si Dy=p,,

in care Dy i D, sunt determinanfi analogi cu B

d b ¢ ’ - @ ¢
(112) De=|d ¥ ¢ 14 Dy=|a a ¢
d" b ¢" | [ a" d" ¢

De aci rezultd, si in acest caz, regula lui Cramer [211]:
ReGULA. Sotufiile sistemului :
iy ax + byt ez —d
(97) ax+0y+ ¢z — g
" " " o °
az+0y+tez= d,

— dacd determinantul D, format cu topi coeficientis necunoscutelor, ¢ di-
ferit de zero — sunt date prin formulele ;
ot 2 PR Dy Sy W S,

D".y:T’ sy

(LXVII) &=
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in care, fiecare fracfie are ca numitor determinantul D, iar ca numdrd-
tor determinantul ce se obfine din D, cdnd inlocuim coeficienfis mecu-

noscutel, pe care o cadutidm, prin termenii cunoseufi corespunzdtori
din ecuaiile date.

OBSERVARE. Pentru aplicarea acestor formule, termenul cunoscut
deia fiecare ecuatie trebue sit fie scris in membrul al doilea.

EXEMPLU. Sa se rezolve sistemul

4dz48y--27=11
3x-2yt+dr=—17
2z | y+82—2965.

gasim
4 3 2' , ) i B ]
B =" 13 sz I=—13:}:0; Dx=’—17 2—4 | =—195,
Snn gt | 25 1 3
4 11 2 = G 2Ry e
Dy=| 8-17-4 | — 90, D:=| 8 2_17 1‘=~71,5
295 3 2 1965 |
si solutiile sistemului dat sunt
— 195 260 — 715
m:_—w—ﬁ, y=Tm——20, Z_Tw_5’5'

?16. Discutie. 1°. Dacii determinantul D (110) e diferit de zero,
ecuatiile (97) admit un $istem de solufis §i unul singur dat prin for-
mulele lui Cramer (LXVII).

2). Daci D=0, dar dacd unul dintre determinantii lui minori de
gradul al doilea e diferit de zero, sistemul e imposibil sau nedeterminat.
De exemplu daci ab'— ba' =+ 0, eliminand necunoscutele 2 si y prin
metoda 1° [213], obtinem pentru 2z ecuatia

(109) D.z=D,.

Dacd D, 5= 0, ecuatia (109) e imposibild si sistemul (97) e im-
posilil. Dacd D, =0, valoarea lui z e nedeterminatd si poate-fi luati
in mod arbitrar, iar valorile corespunzdtoare ale celorlalte dous necu-
noscute (zsiy) sunt determinate prin formulele (99) si (100). Siste-
mul (97) e nedeterminat de ordinul 13

3% Dacd D e nul si tofi determinantii lui minori de gradul al doilea
- sunt nuli, dar dacd wn element din D e diferit de zero, sistemul poate
lards fi imposibil sau nedeterminai. De exemplu, daci z==0, intrebu-
infnd metoda 2° [213], obtinem sistemul (105). 7
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Dacét unul din determinantii ad’ — da’ sau ad’— da’ e diferit de
zero, sistemul (105) e 4mposibil. Deci si sistemul (97) e imposibil.

Daci ad'—da' = ad"— da" = 0, sistemul (105) e nedeterminat.
Valorile a doud necunoscute (y si z) pot fi luate in mod arbitrar, iar
valoarea corespunzitoare a celeilalte necunoscute (2) e determinatd prin
formula (103). Sistemul (97) e nedeterminat de ordinul 2.

4. Dacil fofi coeficientii necumoscutelor sunt nuli, ecuatiile (97) se
reduc la

0.2+0.91+0.2 = ¢, 0.2+0.y+0.2 =d, 0.2+0.y+0.z =g~

Dacd una dintre cantititile d, d', d" e diferitd de zero, sistemul e
imposibil. Daci d=d =d" =0, valorile tuturor necunoscutelor pot fi
uate arbitrar. Sistemul e mnedeterminat de ordinul 3; nedeterminarea
e complectd.

217. Trei ecuafii eu doud necunoscute. Cand avem de rezolvat
un sistem de ecuatii, dacd ecuafiile admit solufii comumne, zicem ci sunt
compatibile si sistemul e posibil; in cazul contrariu ecuafiile se zic -
compatibile i sistemul e imposibil. 5

Am vézut, pentru sistemele formate din ecuatii cu doud sau trei necunoscute,
cd, dacd numdrul ecuafiilor e egal cu numdrul necunoscutelor [ 206, 213 ], rezolvarea
sistemului e, in general, posibili si ecuafiile admit un sistem wnic de solutii comune,

Daca avem mai pufine ecuatii decat necunoscule [204, 212], sistemul e, in
general, nedeterminat, 3

Cand avem mai multe ecuafii decit mecunoscute, sistemul e,-in ge-
neral, imposibil si,, pentru ca toate ecuatiile s fie compatibile, trebue
ca anpmite condifii s fie tndeplinite.

S considerdm sistemul de ¢rei ecuafii de gradul intdi cu doud
necunoscute :

(I) az+by=c¢
(113) (II) a'zL+by =¢
(III) a"z+b"y = ¢".

$i sit presupunem ci unul dintre determinantii de gradul al doilea

(114) ab’—ba’, a'b"—ba’, a'b—b"a

formati cu coeficienfii necunoseutelor din dowd ecuatii, e diferit de zero.
Daca

(115) 8=ab"—ba" £ 0,

ecuafiile (I) si (II) admit solutiile unice

_eb'—b¢ _ac’—eca
i =k YT

M. G. 14
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date prin regula lui Cramer. Pentru ca aceste solufii si satisfaci si
ecuatia (III), ¢rebue sd avem:

n O —be" | . al—ca" o
ab’— ba” ' ab’—ba" T 77

egalitate, care — pusi sub formi intreagd — se poate sceie:

TR A o I
(117) A=t h e =10
al ¥ wet

Prin urmare: Pentru ca trei ecuafii de gradul intii eu doud ne-
cunoscute si poatd fi compatibile, trebue ca determinantul format cu
tofi coeficientii ecuafislor s fie nul. ‘

Discurie. 1. Dac# determinantul A (117) e diferit de zero, siste-
mul (113) e imposibil. :

20, Dacii determinantul A e nul si dacd wnul dintre determinaniii
(114), formati cu coeficientii necunoscutelor din doud ecuatii, e diferit de
zero [de exemplu daci & &= 0 (115)], ecuatiile sunt compatibile si ad-
mit un singur sistem de solufii, care se obtine rezolvand cele doui
ecualii corespunzitoare determinantului 5.

3%, Daci fofi determinantii (114) sunt nuli, sistemul ‘poate fi im-
posibil sau nedeterminat.

Astfel, dacd tofi determinantii (114) sunt nuli, dar a e diferit de zero, rezol-
vand ecuafia (113, 1) in raport cu §i punand aceastd valoare in locul lui z in
ecuafiile (118, II si IIT), vedem ci sistemul o posibil numai daci

ac—ca’ =0 §i  agc'—eca"=—0,

In acest caz valoarea lui y e arbiirard, iar valoarea corespunzitoare a lui z
e determinati de ecuatia (1).

EXEMPLU. Si se rezolve sistemul

(I) 22—38y=38
(118) (H) ¢ Sy =t
(II) 22+ y=o0.
Ecuatiile (IT) si (III) sunt cele mai simple si fiinded avem *

gl g
3 [y 0 |

1 1 -1 =0 s5i 12 1‘=—1+o,

R f

sistemul dat e posibil §i admite un singur’ sistem de solufii date de ecuatiile (1) s
(IIT). Gasim astfel: 2 =1, y—=—2,

OBSERVARE. Pentru ca un sistem format din mai multe ecuatii cu doud necu-
noscute si fie posibil, trebue si e deajuns ca doud dintre ecualfii, impreuni cu fiecare
dintre celelalte, s fie compatibile,
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218. Eeuafii liniare si omogene. 0 ecuatie de gradul intdi se
mai zice si liniard. O ecuatie e lniard si omogend, cand are nwumai
termeni de gradul intds.

EXEMPLU. Fcuatia 2z-4-8y—52=0 e Iliniard sl omogend ; ecuatia
Tz —8y =15 e liniard dar neomogend ; ecuatia 2a'+xz—4—=0 ¢ neliniard,

Doud ecuafii cu dousi necunoscute. Sistemul
(119) (I). azd by —10

(II) az+dy=0
e un sistem de doud ecuatii liniare si omogene cu dou# necunoscute.
Pentru rezolvarea lui putem aplica regulele date pentru sistemul (74)
[206—211], observind ci, in acest caz, avem ¢ = ¢’ = 0,
Dupd discutia ficutd la paragraful 210, rezultd ci:
19, Dacd determinantul

(120) B0

al‘ bl
¢ diferit de zero, ecuatiile (119) admit numai solufiile © =0, y =0,
date prin regula lui Cramer [211].

= abi—ba"

In adevir, pentru ¢=¢ — 0, determinantii
! Dx =cb'—be’, Dy=ac—cd
sunt nuli §i formulele (LXV) ne dau solutiile unice : z=0, y=0,
20, Dacd determinantul D e nul, in toate cazurile posibile, siste-
mul (119) e nedeterminat.
Astfel daci a =0, y e arbitrar, iar x e determinat de ecuafia (1), Daci fofs

coeficientii necunoscutelor sunt nuli, amandoud valorile 2 si y sunt arbitrare; nede-
terminarea e complectd,

OBSERVARE. In cazul 20 si numai in acest caz, sistemul (119) admite si’so-
lutii care nu sunt toate nule,
Trei ecuatii cu treinecunoscute. Sistemul

(I) az+dby+ez=0
(121) (II) a’z+by+cz=0
(IIl) a"z+b"y+c"z2=0

e un sistem de frei ecuatii liniare §i omogene cu trei necunoscute.
Pentru rezolvarea lui aplicim regulele date pentru sistemul (97) [213],
observand ci, in acest caz, avem d =d' = @" = 0.

Dupi discufia ficutii la paragraful 216, rezultd ci:

19, Dacd determinantul

a b ¢
(122) D=|a b ¢
a" b" c" .

14"
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e diferit de zero, ecuafiile ( 121) admit sistemul unic de solufii comune
=0, y=0, 2=0, dat prin regula lui Cramer [215].
In adevir, pentru d=d'=d"=0, tofi determinan{ii Dx, Dy, D, sunt
nuli, ca avand o coloani formati din elemente nule [214].
20, Dacd determinantul D e nul, in toate cazurile posibile [216,
20, 30 si 40], sistemul (121) e nedeterminat (de ordinul 1, 2 sau 3).
OBSERVARE. In acest caz sistemul ( 121) admite si solutii, care nu sunt toate nule.
EXEMPLU. S# si rezolve sistemul liniar $i omogen: -
(I) 2—38yt2:=0
(123) (II) d2—12¢48z=—0
(III) 82 — 9y-L62=0.

Determinantul
1°'=3. 9
Dl g
3 —9 &6

precum si fofi determinantii lui minori de gradul al doilea [214 ] fiind nuli, sistemul
(128) e nedeterminat de ordinul 2. Luand valorile a dou# necunoscute (y s z) ar
bitrare, valoarea corespunzitoare a necunoscutei a treia (z) e dati de una dintre
ecualii, de exemplu de ecuafia (I): x=38y— 2z,

Astfel pentru y =7, 2 —— 5 gasim # = 26; pentru y=——3, ; — 8 gisim
x=—25 si agh mai departe.

Din amandoud observiirile precedente, rezulti urmitoarea

TeoremX. Condifia necesard si suficientd ca un sistem de doud
ecuafi, liniare §i omogene cu doud necunoscute sau de trei ecuafis lintare
§0 omogene cu trei necunoscute si admits solutii, care sd nu fie toate nule,
este ca determinantul format de tofi coeficienfis necumoseutelor si fie nul.

219. Permutiiri cireulare. Dacy presupunem cd » litere a, b, ¢, ...,
k, 1 sunt scrise pe un cerc (fig. 84), le putem citi, unele dupd altele,
incepand dela orice literi vrem. Obtinem astfel » grupe (@) diferite :

a b abe ... k1,
l ¢ be ... kla,
3 (@) c...klab,
> 3 labe k
Fig. 84.

Trecem dela o grupi (@) la grupa urmétoare inlocuind fiecare literi
prin litera care urmeazi pe cerc. In acest caz zicem ci facem permu-
tdri circulare.

OBSERVARE. La permutivile circulare ale literelor abe .., kl, litera care vine
dupd I e a,
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Tot astfel dacd din doui siruri de litere
a,b,c, ..., k1 g b, ..., K,V

form#m expresii ca ,
(124) ac’+ b=V, bd'+c—a’, ce'+d-b’, s

pe care le obtinem inlocuind fiecare liters dintr'un sir prin litera wrmd-
toare din acest sir (dupd ! si I’ urmand respectiv o $i a”) zicem ci de-
ducem toate expresiile (124) din cea dintii prin permutdri circulare.

220. Doudi ecuatii omogene cu trei necunoseute. Daci avem un-
sistem de doudl ecuatii liniare si omogene cu trei necunoscute
ax +by+ez =0
(125) in e
ax+by+ce=0,

$i dacd determinantul ab’— ba” e diferit de zero, scriind ecuatiile sub forma

z .Y
a—+bs=—c¢
2
' Z :2/ ’
6—+bE=—¢
B o

si aplicand regula lui Cramer [211], obtinem pentru rapoartele % si y

2

valorile unice
z __be—eb’ Yy _ ca'—ac
e T e 8 T s [
2 S ah = ba’ 20 ab—1ha

’
De aci rezulti ci

R A R
(126) be—cb ~ ed—ac T ab—ba

Prin urmare, in acest caz, sistemul (125) e nedeterminat si valo-
rile necunoscutelor z, y, z sunt proporfionale cu determinantii de gradul
al doilea, pe care-i obtinem din ab’— pa’ permuténd circular coeficientii

’

a,b,csiab,c.

La fiecare necunoscuty corespunde un determinant format cu coeficientii celor-
lalte doua necunoscute din sistemul (125).

EXEMPLU, Sistemul
z—10y—52=0

-

3412y — 7=
admite o infinitate de solutii z, Y5 # proporfionale cu determinantii
-10 —5 i -5 1 1 =10
19521 T (—1 3’2_14’ 3 12'=‘
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o e e Y, ir i), = ra-
Avem dar W@ =g\ sau 2=T0x, y=—14%, z=42, unde va

loarea lui \ e arbitrard.

N

221. Sistem de » ecuatii cu » necunoseute. In general, cand ni
se dd sd rezolvim un sistem (E) den ecuatii eu n necunoscute By @,
L3, ey Zn, elimindm n—1 necunoseute ntre ecuafiile date si reducem
problema la rezolvarea umei ecuafis cu o singurd necumoscutd,

Astfel, intrebuintand metoda elimingrii prin substitutie [208],
dacé una dintre ecuatiile (E) se poate rezolva in raport cu z;, dedycem

‘(127) : 9«"1=f(902,-703, sees Zn)

$i, punand aceastd expresie in locul lui x) in toate.celelalte n—1 ecuali,
ob{inem un sistem ( ') de n—1 ecuafii cu n—1 necunoscute z,, Tagatis ..
Sistemul (E) se inlocueste prin sisfemul (F) si formula (127).

In acelas fel eliminim o a doua necunoscutd x, intre ecuaiiile (F)
§i asa mai departe, pand cind ajungem la o ecuafie cu o singuri ne-
cunoscutd. Rezolvarea sistemului (E) se reduce la rolvarea uner ecuajis
(L) eu o singurd necunoseutd Zn §1 la n—1 formule, analoage cu (127),

Ln—1 =X($n), vyl xzzg(xs, dleisy x,,), Xy :f(xz,xs, veey Z’n),

care, pentru fiecare ridicing 2, a ecuatiei (L), ne dau succesiv valorile
corespunzitoare ale celorlalte necunoscute TRy wany T, A

EXEMPLU. Si se rezolve sistemul

(1) 242y —z—8utv =11

(II) 6ot 4z —ut-2p — 19
(E) (ar) r—38y+z=—¢8

(IV) Y+2z2—8ut59—=25

(V) z4ut3v =14,

format din 5 ecuatii liniare cu 5 necunoscute z, y, z, u, v.

Necunoscuta z se giseste numai In ecuafiile (I), (II) si (II1), Ecuatia (111),
care e cea mai simpld, ne di
(128) S x=38y—z—¢

§i inlocuind pe x, in toate celelalte ecuafii, prin expresia 3y —2z—6, obtinem 4
ecuafii cu 4 necunoscute

(1) 5y—2s—38u + v=117

(1) 18y—2z — 44924 — 48
(r) (V) y42:—3ut50—25

(V) 2 4+ u438v=14,

care impreund cu ecuatia (128), formeazi un sistein echivalent cu (E),
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In acelag fel, eliminand necunoscutele Y, 2 §i v, gisim ci

= (1 z—u -+ =29
et ?Efi«"wf”“s ne di  (G) (Il) 882—53u-88p — 402
. (V) 24 u+48v—=14;
(130) z=u—2v-49 2 () —bu-dd4v=20
(din @, 1) e u + v—5
(131) ’(’;519—%;‘ nedi (L) () —13u—0,

Ultima ecuatie are o singurd ridicini u-—0 si valorile corespunzitoare ale
celorlalte necunoseute », z, y §i z sunt date, in mod succesiv, de formulele (131),
(130), (129) si (128). Gésim astel, pentru ecuatiile (&), sistemul unic de solutii
comune: z=1, y=2, z=—1, u=0, v=>5,

222. Metode particulare, In unele cazuri solutiile unui sistem de
ecuatii se pot obfine mai usor prin metode particulare impuse de forma
sistemului. Dim aci douy exemple.

EXEMPLUL 19, Si se rezolve sistemul

rtytz=15
Ytzrtu=14
2tutxz=29

utxzty=1,

Adunind ecuatiile, membru cu membru, obfinem
q2+8y+48:18u=39  gsau 24-y+ztu=13,
Sedzand din acez‘xsta ecuatie pe ficcare dintre ecuafiile date, deducem

etytz4u=13 rtytztu=13
t4y+z =15 ytztu=14

*U=—2 ‘x =—1

z4y+z4+u=13 z4ytz24u=13
x +ztu= 9 zty +u= 1

Y = 4 2 z =12

EXEMPLUL 20, Si se rezolve sistemul
20 —5y =0, Ty=38z,  aty-tz= 1400,
Scriem primele doud ecuafii sub formi de proporfi

S & BB
=, =

Buz 2 3

-§i impdr{ind prima ecuatie cu 3 §i a doua cu 2, deducem [84, 1 si 159 |

L e zt+y-+z _1400_40
1 B dE 5 18 Lye 85

Prin urmare: @ =15X40 =600, y—6X40—240, z— 1440 — 560.
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223. Semnul binomului az--5. Ridicina ecuatiei az+b = 0 fiind

b : ; R
r=— = = 2', putem scrie, pentru orice valoare a lui z,

ax+b= a(ac.-!— -2) ==z},

De aci rezulti ci:

10. Pentru x> o', diferenta z—z" fiind pozitivd, valoarea bino-
mulus ax+b are semnul Tui a.

20. Pentru = < 2, diferenta z—2" fiind negatid, valoarea bino-
mulur az+b are semnul lui —a (contrar cu semnul Wi a).

EXEMPLU. Binomul 2 — 3z are raddcina x = ; Pentru = < ; e pozitiv;

penfru == LB nul; pentru x > 2% negativ. In adevdr, putem scrie
3 3 P

2—8z=—38242=—38(2—3), [a=—3, b—\——2].

224. Neegalitati. Daci f(xz) si g () sau flz,y,2) si g(z,v, 2)
sunt doud expresii algebrice, o relatie de forma

(132) >y

e 0 neegalilale algebrici. Ka are doi membri si una sau mai multe ne-
cunoscute x, 4, z. Valorile, care, puse in locul necunoscutelor, satisfac
neegalitatea (132) sunt solufiile acestei neegalitéfi.

Doud neegalitiiti sunt echivalente, ‘cand toate solutiile neegalititii
intdi satistac §i neegalitatea a doua i reciproc.

Teoremele [ 198, 199 ], prin care se obfin ecuatii echivalente, se pot aplica si
la neegalitdfi, dar in acest caz trebue se determinim i sensul neegalititii obfinute.

Teorema 1. Daci adundm la ambii membri ai unei neegalitdfi, sau
dacd seddem din ambit membri, o aceeas cantitate finatd, obfinem o neega-
litate de acelag sens si echivalentd cu cea datd.

In adevdr, pentru % () finit, neegalitiile

) >g(®) si f(z)th(z)>g(z)th(z),

sunt echivalente, deoarece amandoud se reduc la f(z) — g(z) >0 [40, 1].

CoroLar. Intr'o neegalitate putem trece um termen dintr'un membru
in celalalt, eu semnul schimbat.

EXEMPLU. Din 52’— 32"} 8 > 72’12 putem deduce neegalititile echivalente :
5a'—32'— 12" > 2—8 sau 52— 102 > —6 sau 52—102"46 > 0,

Gradul unei neegaliti{i Putem preciza gradul unei neega-
litdfi numai dupiice am adus-o la forma f> 0 sau < 0. In acest
caz, daci f e un polinom intreg in = de grad n, zicem ci neegalitatea
e de grad n. g
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Teorema 1I. Dacg nmulfim sau impdrfim ambii membri @i wne;
neegalitdfi cw o aceeas cantitate h, finité si diferitd de zero, obfinem o
neegalitate echivalentd cu ceq dats si de acelas sens pentru h pozitiv
(de sens contrariu pentru A megativ).

In adevar neegalitatea f(z) > g(x) sau f(z)—g(2) > 0 e echiva
lentd cu neegalitatea

[f(=) —g(x)]h(z) >0 sau fh > gh pentru hiz)y >0
§i cu neegalitatea
’ [f=)=g(2)|h(z) < 0 sau < gl pentru h(z) <0,
EXEMPLU. CAnd inmul{im neegalitatea
(133) 22482 > 5p—a
cu 22 —1, trebue sji observiim ci binomul 22 —1 e pozitiv pentru x > %, nul

pentru x — —;— si ncg(;tiv pentru z < % Prin urmare, din neegalitatea (183), deducem

(9m“+3m*)(2x—1)>(5x—4)(zw—1) pentru

V
= 10| ~ o=

(224 82%) (22 —1) = (bx—4)(22—1) pentru »—

(22°4-82%) (22— 1) < (bx—4) (22—1) pentru 2 < 5

Cororar. 10 Cand avem o neegalitate intre douj expresii intregi
(neegalitate intreagd) putem schimba semnele Ia toti termenii el, dacd
schimbdm $i sensul neegalitdtii.

Aceasta revine la a Inmulfi ambii membri aj neegalitétii cu — 1,

.20, Cand neegalitatea confine expresii fractionare (neegalitate frac-
tionard) putem face si dispard numitorii (1), dacit Inmulfim ambii mem-
bri ai neegalititii cu un multiplu comun al tuturor numitorilor ei [200].

In acest caz insi, trebue sj fim atenti la sensul neegalitifii obti-
nute, care depinde de semnul pe care-1 poate avea numitorul comum ales,

EXEMPLU. Neegalitatea fractionard
22" 7

8z
134 — | ;
( ) : r—129 bp 1>3(a:—2)
Inmul{itd cu 3(z—2 ), ne di neegalitatea intreagd

Ur+3(62+41)(x—2) > 0,77,
care e echivalenti ey (134) numa; pentru m—‘2 > 0 adiei pentru x> 9,
Dacéd inmultim insg neegalitatea (134) cu 3 (2—2)* ( cantitate, care nu poate
fi negativd ), obtinem neegalitatea intreagi
(185) 8w(x-2)+3(6w+1)(m—2)2>(2.@2—7)(3:—2)
echivalentd cu ( 134) pentru foate valorile lui 242,

(1) & alungam numitori, 5
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Neegalitatea (1385) se mai poate scrie, trecand tofi termenii in membrul intai,

(136) ; (z—2) (16— 2%x+1) > 0.,

?25. Neegalititi de gradul intai cu o neeunoseuti.
1% O singurdi neegalitate. O neegalitate de gradul intii cu
0 mecunoscutd se poate reduce la una din formele :
(L)esaz = b sau (IT) a=z < b.

In cazul (I), impirtind ambii membri cu a F+ 0, giisim solutiile

T g [de acelas sens cu (I)] dacd a e pozitiv

si
B g [ de sens contrariu cu (I)] daci a e megativ,

In mod analog rezolvim si neegalitatea (I1).

20, Mai multe neegalitd{i Pentru a rezolva = neegalitdfi
cu o singurd neeunoscutd, le reducem intai la forma normald :

(137) Mz > by, ax < by, ..., agx > by.
Rezolviim apoi fiecare neegalitate in parte si luim valorile lui

care satisfac la foafe aceste neegalitéti.
19. Daci toate neegalititile (137) se reduc la forma

(138) A A TS i S bl
si dacit ¢ e cel mai mare dintre nurherele €1y €2, ..y Cn, sistemul (137)

e echivalent cu neegalitatea z > e¢.
20. Dacil toate neegalititile (137) se reduc la forma

(139) B Syt S b il <

si dacii d e cel mai mic dintre numerele .1, €2, vy Cn,y sistemul (137)
e echivalent cu neegalitatea = < d.

3% Dacit necgalititile (137) nu sunt toate de acelag sens, de exem-
plu, dacd p neegalititi sunt de forma

(140) r>ai, r>a, .., rz>a
si ¢ de forma ’
141) $<p,, x<BZa ey '7;<ﬁq (P+(]:7Z),

sl dacit a e cel mai mare dintre numerele Oy, %y vy Op Si B cel mai mic
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dintre numerele B, , B2, ..., By, sistemul neegalititilor date e echivalent ey
(142) r>e, z<B.

" Daci « = B, conditiile (142) nu sunt compatibile si sistemul (137)
e umposibil. Dacd o < B, sistemul (137) e posibil i solutiile lni sunt
toate valorile Iui z, care satisfac la condifia @ < z < §.

EXEMPLU. Si se rezolve sistemul de neegalitafi :

c 5— —3 3
(143) 3241 > 22X, :T4<°’ = >a—38.

Rezolvim intai fiecare neegalitate separat, Neegalitatea intai ne di
6xt+2 > 5__, sau T >3 deci =z >;'
Neegalitatea a doua (143), se descompune in |
(a) " =gy =tgi z4+4 <0 sau (B) (z—38) <o, r4+4 >0,
Sistemul («) 2 > 8, z < 4 e imposibil. Sistemul (B) ne di —4<ax<3,

.
Neegalitatea a treia (143 ) ne di succesiv :
02—65>10r—80, —llo>—8), (15 80;  deci 2 <.

Trebue dar si avem: — 4 = % @8 f—?- De aci rezulti ci solutiile si-
stemului (143 ) sunt toate valorile lui 2 cuprinse inire 73 si 3.

226. Probleme. Ca si rezolvim o problemi de algebri :

1°. Insemnim cu x, 4 » % . Mecunoscutele problemei,

20. Pumnem problema in ecuntii, adici scriem sub formd de egalitafi
relatiile (care rezulti din enunful problemei) intre cantitifile date gi
cantititile necunoseute.

3% Rezolvim ecuatiile obfinute.

4%, Luand datele problemei sub forma cea maj generald, discutdim
diferitele cazuri posibile i cercetim, daci solufiile gisite au wun sens
din punct de vedere practic. )

ProsrLEMA I Doud trenuri pleacd, in acelag timp, unul din Cluj
spre Brasov si celdlalt din Brasov spre Cluj. Primul tren face T5 km.
pe ord, al doilea face 45 fm. pe ord. Stimd ci dela Cluj pand la Brasov
sunt 330 km. de cale feratd, se tntreabi: Iy ce distantd de Cluj se vor
intdlni aceste tremuri?

1% Necunoscuta, Insemndm cu x distanta in km. dela Cluj
pand la locul unde se intalnese aceste trenuri.

20. Punerea problemei in ecuatie. Primul tren parcurge
330 —
45

z km. in 7—905 ore; trenul al doilea parcurge 330—x km. in ore.
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Aceste -timpuri trebuind si fie egale, avem ecuatia

: z  330—zx
e iD= soidb o
3% Rezelvarea ecuatiei. Din (144 ) deducem succesiv

45z = 75.(380—2), 8z =5(330—z), 8z = 1650,

Trenurile se intalnesc la 206,25 km. dela Cluj.

49. Generalizarea gi discutia. Presupunand, in general, ci
primul tren ar pleca dela stafia A (spre B) si ar face p km. pe ori;
al doilea tren ar pleca dela statia B (spre 4) si ar face ¢ km. pe ori
i cd dela 4 pand la B ar fi » km., am avea ecuatia

@ 1Ly
(145) — = )
care admite in toate cazurile solutia wunicd

(146) o

ptq
~ Dacd p < g, avem ,;%] = %”——-% si @ < —; trenurile se intAlnesc intr'un
loc mai apropiat de stafia 4 decat de B. Daci p > q (cazul problemei date), avem

r % r
x < 5 Dacd p=gq, avem =

ProsrEMa 1. Ni se daw doud aliaje i anume:

primul aliaj cu 75 gr. aur st 105 gr. cupru — total 180 gr.
120 — 270

al dozlea » ” 100 7 ” k2 ”

bkl » 9

§i se intreabd: cite grame trebue sd ludm din fiecare aliaj, ca sd formdm
un all aliaj, care si confing 100 gr. aur gi 150 gr. cupru ?

1. Necunoscutele. Insemndm cu z si ¥y numirul de grame,
cat trebue sd ludm din fiecare aliaj, ca si formim aliajul cerut.

20. Punerea problemei in ecuafii. In primul aliaj

la 180 gr. aliaj avem 75 gr. awr si 105 gr. cupru

1 75 105
2 ” 9 » m ” b ] » 180 b &) ”
5 105z
&

2 E1) EE) 18—0 ” 9 » 180 ¥ ”
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In acelas fel vedem ci din al doilea aliaj N

la y gr. aliaj avem 0¥ op gy si 199 o cupru
i g a0 & 270 & '
Scriind ci # gr. din aliajul intai si y gr. din aliajul al doilea for-
meazd aliajul cerut, avem ecuatiile :

pentru awur ‘ pentru cupru
Bz 150y 1052 120y
180 T 270 — 120+ ygg * grge 190

Simplificand si punand ecuatiile sub formi intreagd, obfinem

Sz Lidy — 790

(il 21216y = 5400,

3. Rezolvarea. Aplicand regula lui Cramer, giisim

3 4 720 4 3 720
i =36, = =—10080, Dy=— = 1080,
‘21 16‘ =% 15400 16' R u 121 5400 050
S Dy 10080 0 L _ Dy 1080
S oD Ry e Ty o e S

~ Osservare. Desi sistemul de ecuatii (147 ) admite solutii bine deter-
minate si unice, totusi n practicd problema dati-e imposibild.
In adevir, ea si formdm aliajul cerut, ar trebui si luim: 250 gr. din aliajul
intai, care are numai 180 gr, (#mposibilitate); — 30 gr. din aliajul al doilea ( canti-
tate negativd), in praetica fard sems.

4% Generalizarea. Si presupunem ci primul aliaj are a gr. aur §i b er.
cupru; cd al doilea aliaj are a’ gr, aur si ¥’ gr. cupru si cd se cere si formim din
ele un aliaj, care si confini « gr. aur si g gr. cupru,

Rationand ca mai sus, gisim ecuatiile

pentru aur pentru cupru
ax oy ba Bitfo o
(158) sl T e =% amstaay =6
§i avem : >
.b’—- b(l’ u,l)’— a,’ aB —ba
P= % 0 2ot el
(a4b)a+¥") Dx abl—bd ' ) e b’
_ ab'—pd _ag—ba ,
(149) w_‘ab’—ba’(a_*—b)' Z/~m(a+b)-

piscuTiA. Cazul I Dacd ab'— ba’ =+ 0, sistemul (148) admite un singur sis-
tem de solutii date prin fon‘ﬂele (149). Totusi din punct de vedere practic problema
e posibild, numai dacd aceste solulii sunt amandoud pozitive. Pentru aceasta trebue

ca diferentele
ab’'—pa, ag—ba, ab'—ba
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sd fie toate de acelag semn, adici si avem
a a a a o a
sau (I) ?>F>Z; sau (I[) b—<;<?)7
Cazul 11, Daci ab’'— ba’ = 0, dar sau conditia (1), sau condifia (II) nu e
realizatd, cel pufin una dintre solutiile (149) e negativi. §i problema e imposibild,
Cazul UL Daci qb'— ba’' =0, cum a, b, @', b’ nu sunt toate nule, daci avem
a a’ a
T e
sistemul (148) e tmposibil; problema dati nu admite solufis,

Cazul IV. Daci avem

’

I~

b=t =0 s -‘;—=,=—;—,

o

sistemul (148) e nedeterminat ; problema admite o infinitate de solufii. Nedetermina
rea e de ordinul intaj,

EXERCITIL
40. Si se rezolve ecuatiile’;
S e e T
30, %(3@‘—4)—{—%—(533—]—3):43—532; 40, %(m—%)-}-%(%—%):‘ig
b, ke %=$+i’iz+3m; 60, §+%=5(x—'§—§ +54;
70, 2>\w—3—|—w=)\:p+2m—l—2; 80, (a5x+1)5=(a7x_1)7><(ax—6)9.

__ bab—d*y 26
80, x = '%a e b )
6°. Ecuatie imposibild ; 1% Avem (A — 1)z — 5; pentru x £=1, gisim z= )‘Ll o
cand \ tinde citri 1, « cregle la infinit ; pentru ) — 1, ecuafia e imposibili,

7(7x—1)+9(x—-6)’

R, 10 z=¢; 20 3—2. 30, r=6; 40— 5

80. Ecuafia se poate scrie g7(5x+1) =a de unde dedu-
cem ecuafia liniard 5(dx+1)= 7(7x—1)+9(w—6), care admite solufia z— 9,

41. Si se rezolve ecuatiile :

—~2 - —1 9x 410 84+5x 12 %
e s e 0 e =t L
10, x+2+x—4 2' 2, 11x —12 40 13 8’
80 pia L g0 2+2a  u—2a  4gp £
’ 14at’ T 20—y 2b+u 40 —4°
01 o =2y s 0 P00 0 =a-{-b 3 0 el ab ik
R. 10 2 22; 2.@ G5 180 gt 4.u-a+b

42. Si se rezolve sistemele de doui ecuafii liniare cu dous necunoscute :

0 z—y=1 2 5(x—2)=yt|2 30, a(z+ty)+b(z—y)=1
Bty 2+5=38(y—5); b(a—y)ta(ety)=1
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R.10 z=5, y—4; 20 p—4q » ¥ =8; 30 Pentru a’— b*< 0 giisim solutiile
:‘E%’ y=0; pentru a =12 sistemul e nedeterminat; penfru @ —— b, sistemul
e Imposil. Se pot lud ca necunoscute st u=wty, v=2r —y.

43. Si se rezolve sistemele de trei ccuafii cu trei necunoscute :
10, dxt-3y+22=11 20 2u—3Bvtdw=7 3, 10m + 4n —38p=0
342y —dp—=_— 17 3u-4-2v—5uw =38 20m + 5m— ap=0
2z L y182—1965; Su — v — w=15; 2Tp —124n 4 20m = 0.

R. 19 Avem D=—130 §i gisim x=15, y=—290, 2 — 55"
B+ Tw i 2w —5

1§ 13
80. Avem D=0, Sistemul admlte o infinitate de solutii m, «, p propor-
tionale cu numerele

4 -3 -3 10 1) 10
= 44, = 55
20 —4 : —4 -5 sl

sau cu 4, 5, 20, Avem dar m=4\, n=>5x, p=20\ (\ arbitrar),

2. Avem D=0 si gisim u— w arbitrar,

= 290,

44. Un fatd are 41 ani, fiul lui are 17 ani. Dupd cifi ani vrasta tatilui va fi
10 de 2 ori; 20 de 3 ori; 89, de — ori vrasta fiului ?

R. Peste z ani tatil avand 41 —}—w ani, iar fiul 17z ani, va trebui s3 avem:
10, 4] L= 2 (17 1y 7 De 2 ori, va fi peste 7 ani.
20 41 4-2=38 (174 2); =—>5. De 3 ori, a fost acum 5 ani,
30 41 = %(17—{—32); =151, De % ori, e tmposibil,

45. Se dau doud numere intregi sau fractionare pozitive a §i 8 (a < g) si se
cere si se gdseascd doua numere iniregi p si g, care si ne dea neegalitafile

2041 _ 2p41
p+<p+

(1) L e

R. Presupunénd q cunoseut, numdrul p trebue si satisfaci Ia
L T DR AR R R R U
241 < 295 g i AP TI

Ca si existe un numir intreg p cuprins intre A $i /4, trebue si avem

— )\>1 adici 2‘”9-(2""‘”“ 2"“3—2“)"“;1; de unde deducem

(2} AP < M

(8) go= —F8
S 2(ﬁ——a)

Neegalitatile (2) si (3) ne arati ca existi o infinitate de numere intregi
P §i g, care satisfac la neegalititile (1), '



CAPITOLUL V.
ECUATII NELINIARE.

L. — NUMERE IMAGINARE,

227. Ridiecina patrati din numere negative. Am viizut ci o
ecuatie de gradul intai (%niard) cu o singurd necunoscuti

(1) aei=—b (e0)
b

admite intotdeauna o ridicind wmicd si reald x = o

Nu putem spune acelas lucru pentru o ecuafie de grad mai mare”
decdt 1 sau melinmiard. In adevir, pentru a rezolvd cea mai simpli ecua-
tie de gradul al doilea :

(2) = m,
trebue si extragem rdddcing patratd din m, operatie care nu e intot-
deauna posibild cu ajutorul numerelor reale,

19 Daci m e un numir pozitiv, |/m (in sens aritmetic) [122, 131 ]
se poate extrage si ne di un numir real %, rafional sau irational. In
acest caz, ecuatia (2) admite doud rdddcini reale i distinete 2’ =4 o
$i "= — a, fiinded avem (+a)= (—a)*=m. De aceea zicem cd,.
pentru m >0, |m algebricd are doud determindri +a., pe care le pu-
tem insemna cu + |m si.—)m.

EXEMPLU. V9 e +38 si convenim si scriem +V9 =8¢ —V9=—3.

20, Dacdi m e un numir negativ, |/m nu se poate exprima cu nici-
un numdr real, fiinded orice numir real ridicat la patrat ne dd un nu-
mér pozitiv, deci diferit de m < 0; prin urmare ecuatia (2), pentru
m <0, nu admite rdddeini reale. - :

EXEMPLU. |9 nu e nici 438, nici — 3 §i niciun numdr real o.
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Pentru a face posibili extragerea ridicinii patrate si din numere
negative, trebue si introducem in algebri numere noi.
Convenim si scriem

Acest numir i e unitateq imaginard si satisface, prin definitie,
la conditia : :

(4) £=—1

Un numir de forma ni (n real) contine n unitéiti imaginare si se
numeste numdr imaginar. &

Cu aceastd conventie, ridicina patratdl algebricd dintr'un numir ne-
gativ. —m se va scrie

unde @ = |'m (ridieini aritmeticd) e un numir real pozitiv,

228. Numere complexe. Un numir de forma a+bi, unde o si b
sunt numere reale, se numeste numdr complex sau mumdr imaginar de
formi generals. El confine @ unitifi reale si b unititi imaginare si se
mai poate scrie

(6) atbi=a.14+bi (numir complezx).

Numerele reale a si b pot fi pozitive, nule sau negative ; a e partea
reald, b e coeficientul Tui 3.

Pentru b = 0*avem numiirul 4 (real); pentru @ = 0 avem numa-
rul bi (imaginar pur).

OBSERVARE. Mulfimea numerelor complexe cuprinde in ea mulfimea tuturor
aumerelor regle,

s

Un numir complex se Poate scrie si cu o singurd literdi: o — a+bi.

Zicem cd numirul o = a+5b7 e §i seriem « =0, daci avem
$i a=0 51 b=0 (1).

Zicem ci dou#i numere complexe @ = a+bi i &’ = o'+ b% sunt
egale si scriem « = &', dacd avem g — ¢’ $ib=20" (2).

Doudét numere complexe o34 $i a—bi, care au pértile reale egale
si coeficientii lui 4 simetrici, se zic imaginare conjugate.

Doud cantitiifi de forma a5 $i —a—bi se zic simetrice. Daci
avem o+t =a, vom scrie —g—pj = — o.

(1) In acest caz numiral n’are nici unititi reale, nici unititi imaginare,
(2) Numerele a si a’ au acelas numir de unitéti reale i acelas numir de unitiiti imaginare.

M. G. 16
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Cantitatea reali Va2+ b se numeste modulul numirualui imaginar
@ = a-+bi si se mai scrie
(7) lal = la+bil = Va®+0°  (modul).

Doudl cantiti(i imaginare conjugate au acelas modul.

Daci avem Va®+ 3% = 0, avem i 0 =0,b=0, deci a+bi =0
si reciproe.

229, Operaﬁile cu numere complexe. Operatiile cu numerele com-
plexe se definesc astfel ca, aplicate la numerele reale, si se reducii la
operatiile aritmetice sau algebrice definite pentru numerele reale.

In general, in toate operatiile, simbolurile de forma a-+bi, o'+ b%
se considerd ca binoame algebrice ordinare; unitatea imaginarii ¢ se con-
siderd ca o literd algebricd, cu singura condifie c#, in toate rezultatele,
puterea i se inlocueste prin —1.,

1. Adunarea Suma a doui numere complexe & = g + bi si
a"=a"+b"% este
(8) ata'=a+tbita'+0%= (a+d") +(b+0")i = ct+di = o,
in care avem

c=a+a', o —20-1h%
EXEMPLU. (8 +6¢) (4 —8i) = (84 4)4-(5—8)i —=7—3i.
Suma a n numere complexe
a1=a1—|—b,i, ‘lzzaz’i"bzi, hdr (l”=a”+bni

wtat ... to,=(ata+ ... +a)+ (b8 ... +8,)i.

20 Scidere a. Diferenfa numerelor complexe o — @ -+ b; si
&' =a’+b% este
(9) a—a"=a+bi—(a'+10%) = (a—a') + (b=0")i = e+di =3,

in care avem

este

c=a—a, d=0b-"0".
OBSERVARE. Din a—a'=3§, rezulthi §+ o —a. 8
" Din a=4a', rezulti a—a’= 0,

EXEMPLU. (7—8i)—(4—88) = (7T—4)+[(—2)=(—8)]i — 8155
sau (T—8¢)—(4—8i) =1T—8i—448i=(7—4)4(8—8)i — 345,

3% Inmultirea. Avem, prin definitie,
@.a'=(a+bi)(a’+ %) = ad’+ a'bi + ab’i + bb'E
sau, inlocuind pe i* cu —1,
(10) w.e' = (aa'—bb") + (a'b +ab’)i = B.
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Produsul B e, in general, un numir compiex. Pentru doud canti-
tati imaginare conjugate, avem
(11) (at+bi)(a=bi) = a*+ b* (numir real).

Produsul a mai multor numere complexe se defineste si se caleu-
leazd ca produsul a mai multor binoame de forma a-+0s.

TeoremX. Modulul produsului a doud rumere complexe este egal cu
produsul modulurilor acestor numere.

In adeviir numerele o =a-4bi §i o = a'+-b"% au modulurile Vm §i
1/(,,"+' b* respectiv. Produsul

aa'=(aa’—bb’)—{—(a’b-{—ab’)i

are modulul V( aa'—bb’ )3+(a’b—|—ab’ )’ si se verifiei usor cid avem
(@+ ) (¢’ 1) = (ad—bY' V4 (a'b+ab' ).

Putem dar scrie:
(12) ; le.a’| =jal. |a|
si in general, pentru un produs de » numere complexe,
(13) loc,.acz.... oz,,l:lacll.lazl....lac,,l.

Corotar. Pentru ca produsul a mai multor cantitdfi imaginare sd
fie wul, trebue §i e de ajuns ca unul dintre factori s fie nuld.

In adevir, produsul numerelor complexe agy e nul, daci |agy| =0 [228]
sau dac? produsul numerelor reale | a [.18].]y] = 0 si reciproc [47, Observare].

EXEMPLU. 19, (8-1-5i) X (4 —84) = 12 - 20i — 944 — 404°
e =124207— 247440 = 52 — 4.
. (3+56) X (8—5i) = F— 5" = FL 5" — 9425 =34,

40. Ridicarea la putere. Pentru m intreg si pozitiv avem

(14) " = (a+bi)" = (a+bi)(a+tbi) ... (a+bi).
1 2 m
In particular, pentru unitatea imaginard 4, avem
(15) i2n=(iz)”=(_1)n, i2n+1=1:2n.i=(—1)".2'
adicd
(16 Aol g Spbia 1, P=idi=1, ete

TeoreMX. Modulul puterii a m-a a unei cantitdfi complexe este egal

cu puterea @ m-a a modulului aceste; cantitafs.
In adevir, dupd formula (13), avem:

(17) !“m|=l?-g---gl=lfl-lgl----lggl=|al'"-

15°
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5%, Impértirea e oOperafia inversi a inmulfirii. Vom zice dar
¢d x4+yi e edtul cantititilor imaginare a+bi si o'+ 0% si vom scrie
( g $

] +be 3
(18) Z,Tbv;=x+yz,

dacid avem
a+bt = (z+yi)(a"+0%).

Efectuand produsul in membrul al doilea, obtinem
a+bi = (a'z—0y)+ (a'y +b'z)i,
de unde rezulti egalititile [228]:
(19) a,'x—b'yza
Vz+ady=0.
Rezolvand acest sistem obfinem partea reald si coeficientul lui ;
din catul z+yi (18). Cum determinantul coeficientilor necunoscutelor

e a”+ 7 0, sistemul (19) admite un sistem umic de solutii, dat prin
regula lui Cramer [211]:

00 a'b— ab’
( ) al2+ br_ a12+ bh
Géisim dar
+ 0 ; aa’+ b0 a'b—ad’ .
21 ey =rtyi=—— 1 2 "9 o
( ) a,_]l_ b,’l Y al2+.br2 i al-+ bl2

§i zicem cii numirul imaginar din membrul al doilea e valoarea rapor-
tulue sau a fracfiei din membrul intai,

OBSERVARE. Raportul (21) e real, dacd y e mul, adici dacid avem

b

a'b—ab =0 sau 1,:—,-
a b

Legile operatiilor cu numere algebrice se extind si la operatiile cu
numere complexe. In particular o expresie de forma

a+ bt
)
o'+ 0%

a_
= =
o

care e o fracfie cu termeni imaginari, se poate amplifica. sau simplifici
fdrd si-gi schimbe valoarea. '
De aceea, in practics, pentru a efectui impartirea (18) amplificim
fractia cu conjugata numitorului ei:
a+tbi _ (atbi)(a'—b%) _ (aa’+ bo’ )+ (a'b—ab’)i

O+ (@ +b5)(a—05) a®+ 5"

x+yes
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Regisim astfel pentru z si y valorile (20).

EXEMPLU.
52—4z‘_(52—41’)(4—}—871)_240-"4001'*3+5i
4—8i " (4—8i)(4+81) 80 '

230. Coresponden;a dintre numere si puncte in plan. Si luim
doud axe OX si QY perpendiculare una pe alta si cu sensurile pozitive
dela O spre X si dela O spre Y respectiv (fig. 85). Alegand sl segmen-
tul unitate OU =1, stim i la fiecare punct de pe axa OX sau QY
corespunde cite un numdr real $i reciproc [149].

Sd luim un punct M in planul XOY. Ducind din M perpendiculara
MP pe axa OX, obtinem doud segmente: OP (cu originea in 0) si PM
(cu originea in P). Daci z = Op si y =PM sunt valorile algebrice ale
acestor segmente (OP misurat pe axa 0X, PM masurat pé o axd pa-
raleld si de acelas sens cu 0Y) [25], zicem ci numerele z si y sunt
coordonalele punctului M; z e abscisa, iar y e ordonata lui M. :

Prin acest procedeu la orice punct M din planul XOY corespund
doud numere algebrice s siy.

Y

N X

Fig. 85.

L}

Reciproc: la orice pereche de mumere algebrice (z, y) corespunde -
un punct gi wnul singur in planul XQY.

Pentru a determina acest punct :

10. Ludim pe axa OX un segment OP — 2 (dela O spre dreapta,
dacd z e pozitiv; dela O spre stdnga, daci z e negativ )-

20. Ducem in P perpendiculara pe OX.

3% Ludm pe aceasti perpendiculard un segment PM — Y (deasu-
pra axei OX, dacd y e pozitiv; dedesubtul axei OX, daci y e negativ g

Punctul M astfel determinat are coordonatele (z, y).

Axele OX s§i OY se numesc axe de coordonate; punctul O e ori-
ginea coordonatelor. 0X e azg absciselor; OY axa ordonatelor.

Punctele de pe axa OX au ordonatq nuld ; punctele de pe axa OY
au abseisa nuld ; originea O are amdndoud coordonatele nule.
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Osservare. Cu aceste conventii, dacid un punct M are coordona-
tele x = a, y = b, vom putea zice: punctul M sau punctul (a,d).

Cand reprezentim un punct prin coordonatele lui, convenim si
scriem intai abseisa si apoi ordonate punctului,

EXEMPLU. Punctul (3,0) e pe axa OX si la dreapta axei OY; punetul (0, —2)
e pe axa OY si dedesubtul axei OX, ;

Pe figura 86 avem reprezentate punctele

A(1,2), B(—1,8), C(—4,—29)

Acest procedeu, de a determini pozifia wnui pumct in plan prin doud numere,
a fost imaginat de DESCARTES (1); de aceea aceste numere se numesc coordonatele
carteziene ale punctului (2).

Y
B
A
+3
+2
-4
=3 -0 1 3 X
=2
c l
Fig. 36,

231. Numerele complexe reprezentate prin punete. Convenim si
reprezentdm in plan numirul complex z-+yi printr'un punct M cu coor-
donatele = si y. Astfel: la orice mumdr complex: corespunde wun singur
punct in plan si reciproc. :

EXEMPLE. La numirul complex — 184 corespunde punctul B cu coordona-
tele x =— 1, y =3 (fig. 36). La punctele A (8,2) i C (—4, —2) corespund nu-
merele imaginare 8--27 si —4 — 94, !

.Construind triunghiul dreptunghic OPM (fig. 35), avem
oM’ = @2—}- PN’ = T
Prin urmare distanfa dintre punctul M si origine
OM = VPt 3

reprezinti modulul numirului imaginar z+yi.

(*) DESCARTES, matematician, fizician si filosof francez ( 1596—1650). e il
(2) Uneori coordonatele carteziene ale punctului M se definesc prin segmentele NM si-PM (fig.85).
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OBSERVARI. La un numir real @ sau a0 corespunde un punct (a, 0) pe
azxa OX; la un numir imaginqr pur bi sau 0-4b¢ corespunde un punct (0, b)
pe axa OY,

La doud numere imaginare conjugate a—+bi, a—bi corespund doui puncte
(@, 8), (a, —b) simetrice. fati de axa OX.

La doud numere simetrice a-t+bi§i —a—bi corespund doud puncte (a, b ¥;
(—a, —b) simetrice fajd de origine.

. — ECUATII DE GRADUL AL DOILEA.

232. Definiii. Orice ccuatie de gradul al doilea, cu o Singurii ne-
cunoscutdd [198], se poate reduce la forma

2 2
(22) . ax" +bx+e¢=0,
in care x e necunoseuta, iar a, b, ¢ sunt numere cunoscute.

5 2 . .
Expresia az'+ bz +¢ e un trinom de gradul al doilea. Numerele
a, b, ¢ cu semnele lor sunt coeficienfii trinomului: ¢ e ecoeficientul luj @’
b e coeficientul lui z, ¢ e termenul cunoscut.

OBSERVARE. Pentru ca ecuafia (22) si fie de gradul al doilea, trebue si avem
a=0. Pentru a=0 ecuafia se reduce la ba--¢= 0,

EXEMPLU. Ecuatia — 22 =5 —32" ¢ de gradul al doilea. Ca si o scriem
sub forma (22), trecem lofi termenic in membrul inid; i<t ordondm dupd puterile
descrescitoare ale lui 2; obfinem astfel: 32°— 9z —5 — 0 si coeficientii trinomu-
lui sunt =3, b=—2, ¢=—_5.

A rezolvi ecuatia (22) insemneazi a gisi numerele, care puse in
locul lui #, fac ca membrul intai si aibd valoarea zero. Aceste numere
sunt rdddcinile ecuatiei.

?33. Cazuri partieulare. Vom considers mai intdi cazurile simple,
cand in ecuatia (22) avem b =0 say ¢ — 0. .

1% b =0. Ecuatia (22) se reduce la forma

(23) ar’+c=0,
De aci deducem

si extriigind riddcina patrati din ambii membri, gidsim, in general,
doud solutii :

(24) 1=T]/: si .»,,"'=—]/—i-
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Discufie, Daci numerele ¢ §i ¢ sunt de semne contraris (ac < 0), canti-
tatea —ai e pozitivd si rdddcinile date de formulele (24) sunt reale si simetrice.
Dacd a i ¢ au aceleagi semne (ac > 0), cantitatea —% € negativd i radici-

nile 2’ si " sunt imaginare conjugate,
Daci ¢ e nul, avem o — 2" — 0.

EXEMPLE. 10, Ecuatia 92°—1—0 sau 92%=1 are radécinile

=, x'=— 5 (reale §i simetrice).

20, Ecuatia 42 =0 sau 2’—— 2 are ridécinile

k=g VE, 2'=—39 V§ (imaginare conjugate) .
20, ¢=0. Ecuatia (22) e de forma
(25) ar®+br =0  sau z(az+b) = 0.

Pentru ca produsul din membrul intai sd fie nul, trebue ca wnul

din factori si fie nul. Prin urmare ecuatia (25) se descompune in
b
=0 §i ar+db=0 sy e
Obtinem asfel doud ridicini reale :

(26) =0 4l PR

EXEMPLU. Ecuafia 2a°— 32—0 se scrie a (22 —3) = 0 si se descompune
In x=0 si 22 — 8 = 0; prin urmare are radéeinile ' = 0, a:"=% =15.

234. Cazul general: o F0,030, ¢30. Avem ecuatia

(22) ax?+br+ec=0.

Inmultind toti termenii cu 4a, obtinem ecuatia echivalentd :

(27) 4a’®+ dabx - 4ac = 0,

Primii doi termeni
4a’P 4+ dabe = (2a2)*+ 2 200.b
sunt primii doi termeni din desviilires patratului (2az+5)>. Adunand
dar b la ambii membri ai ecuatiei (27), o putem scrie
(202 + )2+ 4ac = p?

sau i
(28) ' (202 +0) = b®—4qe¢.

Extriigand riidicina patrati din ambii membri, deducem

2ax4+p =t Vb2—4ac
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si rezolvarea ecuatiei (22) se reduce la rezolvarea a doud ecuatii  de
gradul intdi :
2ax+b=+]/b2—4ac si 2ax L p =—Vb2— dac,

care ne dau respectiv riidicinile :

—b+ V02— 44¢ : i g VO e

R :

2a 5 2a

(29) «=

RecuLX. Rddicinile ecuafiei de gradul al doilea
(22) azf+br L=
sunt numerele date de formula

wpde i o
2a

(LXVIII) %=

Aceastd formuld cuprinde amandous valorile 2’ §i " date de expresiile (29).

Discutie. In practicd putem aves urmatoarele #res cazuri :

19 ¥*—4qe > 0. Formula (LXVIII) ne dg pentru ecuatia (22)
doud riddicini &' si 2" reale $i distincte, de forma

(30) x':a—[—ﬁ, x":a—ﬁ,
in care

31 el _ V= 4ac
(31) s CERT PR ey et

OBSERVARE. Dac in ecuatia ax™-- bez+c=0 coeficientii a §i ¢ sunt de
serane contrarii, avem »—4dge ~ () §i radicinile sunt reale si distincte,

EXEMPLU. Pentru ecuafia 2:::3—{— 52—8=0, in care avem g— 29b=—=5,
¢=—3, ac < 0, formula (LXVII) ne di radicinile reale

=5tV s—a.2."8)  —s+Vmim SRty

S g ——
adica

Sl el

g 1 1

i =547
-

| o
N),r—

Verificare. Inlocuind pe x prin % sau prin —3 in ecuafia datd, vedem
¢a primul membru capatd valoarea zero:

s G\t 1 1 5
2.(3)+6.5—8=115_3_,
2.(-3)’-{-5.(-3)-3:18—15—3=o.

2. P’—dge=0, Formula (LXVIII) ne di pentru ecuatia (22)
0 singurd raddcing reald

(32) Feriind &



204 V. — ECUATI NELINIARE,

In acest caz zicem ci cele doud ritdicini ale ecuatiei (22) se reduc
la una singuri sau cii ecuafia (22) admite doud raddcini reale si egale

b

r "

= =——
2a

EXEMPLU. Pentru ecuafia 42— 122+ 9 — 0, formula (LXVII) ne da

e Bti? sse s
& 2.4 AR,
L R o S : 3 ¥
Gésim dar radicinile reale Sl egale: ' = p"— S=1b.

80 ®—4ac < 0. In acest caz putem scrie :
b2—4ac=—(4ac—b2), 4ac~—-b2>0
s ]’b2—4ac=il/4ac—b2, [7/: V—_l]

Formula (LXVIII) ne di pentru ecuatia (22) dowd raddcini ' si
@ imaginare conjugate [228],

(33) . & = @ LB, x2' = a—Bi,

in care Vﬁ
b . Vdac—b

(34) a——%7 ﬁ—— s v

BXEMPLU. Pentru ecuafia 5a’f 221 — 0, formula (LXVII) ne di

$__-2iV4—4.5.1_—2i]/—16_—2i4i__—1i2i_
i 2.5 B 10 B e e

Gésim dar doud ridicini umaginare conjugate:

- —1—=97
v f
si =

’12,::14-21'
Osservare. Felul ridicinilor ecuatiei ar®+ bat+e =0 depinde de
semmul _cantitdfii de sub radical din formula (LXVIIL). Aceasli canti-

tate (b2— 4ac) se numeste diseriminantul ecuatiei.

REZUMAT. Peniru ecuatia de gradul al doilea ax’ 4 br+c=0 putem aved
urmdtoarele trei cazuri:

Discriminant Riddcinile o i z" Rdiddeini reale
b —4ac >0 reale §i neegale 2 :
b'—dac =10 reale si egale 1
b'—4dac <0 imaginare conjugatc 0

235. Forme particulare. 19, Cand coeficientul lui # e un numir
pdreche, ecuatia e de forma

(35) a4 20+ o= 0, (b=2b"),
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In acest caz formula (LXVIII); care ne da

—ob'+ V4T 4g,
= -——==-—— .
2a

se poate simplifica prin 2 si se reduce la

B R Vb'z— ac
a

(LXIX) z =

EXEMPLU. Aplicand formula (LXIX) Ia ecuatia 5} 224 1=0 gisim:

—1t)i=s  —1+y—1 o e
B— \‘J == adicd | Fali ——;" e o

=1 Bf

20. Cand coeficientul lui 22 este 1, ecuatia (22) e de forma
(36) ?Lprtqg=0

si formula de rezolvare (LXVIIL) se poale scrie :

] 2
(LXX) x:%l sau  x = — %%—V(g)—q.

EXEMPLU. Ecuafia 2’— 824-15 =0 find de forma (36), formula (LXX) ne da
e=4TVI6=T6=a%1 . agiey o — 5, a'=3,

236. Relafii intre radicini $i coeficienti. 19 Adundind cele dous
valori ale ridicinilor

L4

’ T e =
1 L ot g oty 2o g
(3() r = P — sl Y e 8 P
date de formula (LXVIIT) [234], obtinem
A —bf—]/b2— dae ! —b—ng— dae ) E b
rTxr = % — - \90/_.*, — T{[. f— ;’

daci obsersiim cii radicalii dela numdritori, fiind egali dar eu semme
contrarii, se reduc.

20, Inmulfind valorile riddcinilor 2 si 2" giisim

e Vb—4uc)(—b—lb—-hu):bz—(bziiﬂ:i1
4da” 4a” @

dacdi observiim ci la numiritor avem de inmultit suma a doui canti-

titi [—b si Jp?— 4ac] cu diferenfa lor [116].
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ReGuLx. Suma s produsul radécinilor ecuafiei de gradul al doilca

(38) ax’+ bzt =0
sunt date de formulele :
S ’ " b
(LXXI) gt ==,
@
7 €
(LXXII) et
‘
EXEMPLU. Pentru ecuafia 2.'1:2—{— 52—T7=0 avem q— 2, b=5, e=—7
§1 fard si cunoastem ridicinile §i ", putem scrie suma $i produsul lor ;
= — % ’ 2l — — —21 7

OBsERVARE. Daci ecuafia de gradul a! doilea e de forma
(39) P+ prtg=0,
formulele (LXXI) si (LXXII) ne dau
(40) rta"="p .2 —q.

PROBLEMA. Si se giiseasci doud numere, stiind c¢i sumalore § $i produsul lor e P.
Formim o ecuatie de gradul al doilea x’-}- px+-g=0, care si aibi ca rd.
ddcini numerele ciutate, Formulele (40) ne aratd, cid trebue si avem
S=—p, B—aq sau  p=— 8, q=P
i ecuatia este
(41) s T—8z+P—0.
EXEMPLU. Si si giiseasci doui numere m $i n, stiind c¢i suma lor e 7 s

produsul lor e 12, Aceste numere sunt rdddcinile ecuatici a'— T 412 = 0. Rezol-
vand aceastd ecuafie gisim ci numercle cdutate sunt 4 si 3,

237. Semnele ridicinilor. Cand riidicinile ecuatiei (88) sunt reale,
formulele (LXXI) si LXXII ) ne permit, numai dupd semmele coeficien-
filor a, b, ¢, si determinim semnul fiecrei ridicini.

Stim ¢4, dacd doud numere 2’ si 2" au acelag semn, produsul lor e pozitiv,
lar suma lor are semnul comun, Dacd 2’ si 2" sunt de semne contrarii, produsul lor
e negativ, iar suma lor are semnul numérului celui mai mare in valoare absoluti [32].

Dacd ' i 2" sunt riidcinile ecuatiei az’+ bz+e= 0, observiim ci:
10. Dacd “ae > 0, formula (LXXII) ne di 22" > 0; rdddcinile
aw acelas semn si semnul lor comun e semnul sumei z'+ z”, adici sem-

nul cantitdtii —5 [ formula (LXXI)],
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20. Dacd ae < 0, avem z'z" < 03 rdddcinile sunt de semme con-
trariv §i riddcing cea mai mare (in valoare absoluti) are semnul su-
e Rt 13 Sl e e = D)
mel z + z", adicid semnul cantitaf 3

EXEMPLU. Ecuatia 2;1:=—|— Sz—T=0, cu bz—4a,c =8l >0, are ridici-
nile reale si neegale, Coeficienii 2 si — 7 (@ si ¢) fiind de semne contrarii, radici-

nile sunt de semne contrari; ; raportul i - fiind negativ, ridicina cea mai
mare, in valoare absolutd, e negativd.
5 e ; 7
In adeviir, rezolvand ecuafia gisim 2’ —1, o"—_ 7 _ __ 3,5.

2
OBSERVARE. In practici putem considera intoldeauna @ > 0. Daci a e negativ,
putem inmulfi toati ecuatia cu — 11

REZUMAT. Semmele rdaddcinilor ecuatiei ax-}- bx4+c=0 cu a>0,

. " ! . v | Rdddcina cea mai mare
b s F ha e 1 z" in valoare absolutd
= it Sl T :
prlig, 8 e oSG Sl T
+ — — — + - — negativi
- — + — + = pozitivi

238. Trinomul de gradul al doilea. Daci scriem
(42) y:awz-.'-bw-{-c,

pentru ovice valoare a variabilei x, formula (42) ne di o valoare si

una singurd pentru 5. De aceea zicem cd ¥y e o functie de z exprimati
in mod explicit prin trinomul az’+ bz + ¢,

. ¥ = . 5 ¥

Reciproe: alegand o valoare arbitrarj Yo, ne intrebim daci

existd valori pentru z, care si dea trinomului az®+ ba + ¢ valoarea yq.
Aceste valori sunt ridicinile ecuafiei

(43) ;llo.::awz-i-bx—{-c sau aw2+b.'1:—|-c—y0:0_

Gésim dar 2,1 sau 0 valori reale z, care si satisfacdl la conditia
cerutd [234], dupi cum discriminantul ecuatiei (43) e pozifty, mul
sau negativ.

In particular valorile 2° si 2", pentru care Y € nul, adici ri-
ddcinile ecuafiei aa’+ by 4o = 0, se numesc rdaddcinile trinomulus
ax’+ bz + e,

EXEMPLU. Fie gy = o'— 827, Pentru fiecare valoare a lui , acest tri-
nom are o valoare y hine determinata, Astfel gasim:
w—3—1-§011,52V1—55710

Y 40 16 12,78 7 0 —275 —5 —8,98 —8 0 27
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Reciproec Trinomul #— Bx 4-7 ia valoarea 50 pentru = egal cu rada-
cinile ecuafiei #'— 82 +7=50 sau o'—8x—43 — 0. Aceste radicini sunt

=459 sau x'=1168, a'— _ 3,68.

239. Trinomul ea produs. TeorEMK. Orice trinom de gradul al
doilea, az?+ bz ¢, se poate scrie ca un produs de trei factori:

( LXXIII) ax’+bxte = o({x—2')(x—a"

2
in care a ¢ coeficientul luj 22 iar z st 2" sunt radicinile trinomulus,
In adevir, punind pe @ in factor comun, avem

(44) a:c2+bx+csa[x2+2x+£J
@

.

si dacd 2" si 2” sunt ridicinile acestul frinom, formulele (LXXI) si
(LXXII) [236] ne dau

: L ,
;.:—(x'—!- 27 Yy ;:mx"
si trinomul (44) se poate serie
a[wz_ (QL"+ x")x J,—x’x"] s a[m2_ .’I:‘:Z"— $$"+ .Z"J:”J

=alz(z—2z) —a"(z—2')] = a(z—z")(xz—a").
EXEMPLU. Trinomul 3z°— 2421, care are ridicinile =1, 2"=17, se

poate scrie ca produs: 3(z—1)(z—T7),

240. Alte forme ale trinomului a2+ pi 4o,
Vom considera cele trei cazuri posibile [234].
1% Dacii b*—dge > 0, rddicinile trinomului sunt reale si neegale,

de forma
n i b l/ b —dac
:z':oc—{—ﬁ, x :zx—ﬁ 12—%: B:T *
Tnlocuind pe « si " prin aceste valori in produsul ( LXXIII) giisim
¢(#—a—f)(2-a+B) = a[(z—a)i— §*]

§i trinomul se poate serie sub forma

(45) ax’+bx+ ¢ = a[(ac—az)z—ﬁg]

adicd : @ inmulfit cu diferenfa a doud patrate.

I 2 A e - 5 .
20, Dacik b°— 4ge = 0, ridécinile trinomului sunt reale si egale :

’L”—x",__ ﬁ_b
A= = &= e
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Produsul (LXXIII) se reduce la a(x'—-m)2 $i trinomul se poate
scrie sub forma

(46) art L byt = a(a?——az)2
adied : d Inmultit cu un patrat perfect.

30. Dacii 0°— 4q4¢ < 0, rédicinile trinomului sunt mmaginare con-
Jugate P R

o o B [a =-2, 5= V‘*”\abj

Produsul (LXXIII) devine

He—a—Bi)(w—a+Bi) = af (w—n)4 ]

§i trinomul se poate scrie sub forma
(47) ax®+ bm—{—csa[(m—a)z—{-ﬁz] (a, B reale)

adici: a inmultit cu suma o doud patrate.

EXEMPLE. 19, Trinomul m2—8.'r—i—15 are raddcinile reale si neegale a’ = 3
z"=15; avem dar m’—Sm—}- 15 — (x—3)(x—5),

- e A A 1423
20, Trinomul — 52422 —1 are ridicinile imaginare o — ==L avem dar

— 5222 — | =—5 [(T——})z—f—%] ;i

241. Semnul trinomului de gradul al doilea. Pentru fiecare va-
loare reali a lui z, dela —oco pani la +00, trinomul

(48)

are cite o valoare reald hine determinatd, Ne intrebim - cind aceastd
valoare e pozitivi si cand e negativd ? :

Dacii trinomul are ridicinile reale si distincte x° i 2" et i
aceste ridicini impart mul{imea numerelor reale in trei intervale :

— um2+ bxr-Lte¢
> (

— 00 (1) :?" (1) aI:'" (1II) +co
“\'\,\
lf'ig.\37.

intervalul (I) dela —ono pand la z’; intervalul (II) dela 2" pani la o
intervalul (III) dela 2" pand la 4o (fig. 87).

Cand z e in intervaiul (II) zieem ¢4 e cuprms intre rdddcing ;
cand z e in intervalul (I) sau (II) zicem ¢4 o n afard de ridacini.

TeOREMA. 1° Dacd trinomul ax’+ bz +e are raddeini reale gi
neegale, valorile trinomului au semnul lwi a pentru x in afard de
raddeini si semn contrar cu Pentru x cuprins ntre raddcini.

~
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20. Dacd trinomul az’+ bzt ¢ are raddcini reale §i egale sau
raddcini imaginare, valorile trinomului au toldeauna semmul Tui a.

In adevir, daci trinomul are ridicinile reale si neegale 2" si 2"
(2" < 2”), avem

(49) ez’ + bz ¢ = e(x—2")(2—z").

Pentru z < 2’ (intervalul I, fig. 37) avem si z < " : factorii z—a"
z—z" sunt amandoi negatwi. Pentru 2 > 2" (intervalul IIT) avem si
x > a'; factorii z—a' i 2—2" sunt amindoi pozitiri. Deci pentru z
in afard de rddfcini produsul (z—2')(z—2") o pozitiv si trino-
mul (49) are semnwl lui a.

Pentru 2" < 2 < 2" (intervalul IT) factorul z—z" e pozitiv, factorul
z—z" e megativ. Deci pentru z cuprins intre riddicini produsul
(z—2")(z—2") e negativ si trinomul (49) are semnul contrar cu a.

Daci trinomul are riidicinile reale $i egale, avem 2z’ — 2" gi

(50) ar® L br+ ¢ = a(z—z')
Dacii trinomul are ridicini tmaginare, putem scrie
(51) ax*+br Lo = a[(z—a)’+ B?] (@, B reale).

In améndouii cazurile, pentru orice valoare reali a lui z, factorul
al doilea (z—2')* sau (z—a)+ B e pozitiv §i trinomul (50) sau (51)
are semnul lui a.

EXEMPLE. 19 Trinomul y=m’—w+ 15 are radécinile reale si neegale x'=3,
x"=5; coeficientul g —1 e pozitiv. Prin urmare acest trinom are valori pozitive
pentru @ <3 si » > 5 si valori negative pentru @ cuprins intre 3 si 5,

Astfel pentru 2 =0 < 3 avem Yy =15 pozitiv; pentru z —10> 5 avem
Y = 35 pozitiv; pentru z — 4 (83<4<5) avem Yy =— 1 negativ.

20, Trinomul y=— 52" 22 —1 are raddcinile imaginare ; coeficientul @ —— 5
e negatiw. Prin urmare valoarea trinomului e negativdé pentru orice valoare a Iui T
Astfel pentru 2z =0 avem Y =—1 negativ; pentru z—— 9 avem ¥y = — 95
negativ; pentru 2 = 100 avem Y = — 49801 negativ.

OsBservare. Pentru z in valoare absoluti destul de mare trinomul
ax®L bz +c are intotdeauna semnul lui a.

Aceastd observare, care e un corolar al teoremei precedente, se poate stabili
i in mod direct. Avem

ar’++br o= 2 [a—l-%—l—%]

§i pentru |z | destul de mare termenii % si i sunt foarte mici; cantitatea din pa-

u . 2 g . . .
rantezd are semnul lui a, o® e pozitiv §i semnul produsului e semnul lui a,
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242, Aplieatii. Si se studieze, dupi diferitele valori ale parametrului m, felul
radécinilor trinomului

/

(52) ' 92"~ 6ma 4 Bm 4.
Coeﬁcientu} Iui  fiind pdreche, discriminantul trinomului [234 si 285, 1] e
(53) b'”-ac:(3m)’—9(3m+4)=9(m’-—3m—4).

Felul ridicinilor trinomului (52) depinde de semnul discriminantului (563). Dar
acest discriminant e si el un trinom de gradul al doilea in m, Ecuatia m’— 8m—4 — 0
avand rddicinile —1 g 4, trinomul (53) e pozitiv pentru m < — 1 sim>4 si
negativ pentru m cuprins intre — 1 §i 4. De aci rezulti urmitorul tablou :

Valorile lui Discriminantul Felul réd¥cinilor trinomuluj
m. 9(m’—3m—4) 9X*—6mx+3m 44,
—co=m < —1 pozitiv reale si neegdle
m=—1 nul reale §i egale
<4 negativ imaginare conjugate
m =4 nul reale §i egale
d<m=1 pozitiv reale si neegale

%43. Neegalititi de gradul al doilea, Numim astfel neegalititile,
care se pot reduce la forma

(54) ax®+bzte>0 sau (55) az®+bate<o,

Si considerim neegalitatea (54). A rezolvir aceastd neegalitate, in-
seamnd a afly toate valorile lui Z, pentru care trinomul ax’+ by +e
e pozitw. 3

1°. Daci ridicinile trinomului (54) sunt reale si neegale x' < x",
trinomul are semnul lui ¢ pentru < ' §i 2 > 2" i semn conirar cu
@ pentru o < x < 2" [241, 1]. Prin urmare: daci « > 0, neegalitatea
(64) e satisficutd pentru z < 2’ si z>a"; daci a < o, neegalitatea
(54) e satisficutd pentru 2’ < S :

20, Dacil ridicinile trinomului az’+ bz + ¢ sunt reale i egale sau
imaginare, trinomul are intotdeauna semnul lui a [241, 2]. Prin urmare,
datd a > 0, neegalitatea (54) e satisficuti pentru orice valoare a lui 2 (1)
dacd ¢ < 0, neegalitatea (54) nu e satisficuty de nici o valoare a lui .

Neegalitatea (55) se rezolvi si se discutd in mod analog.

EXEMPLU. Si se rezolve neegalitatea 2’ — 82 — 4 < 0,

Ecuatia "~ 82— 4 — 0 are rddicinile o’ — — 1 » 2"=4. Coeficientul lui o°

fiind pozitiv, trinomul a’— 34— 4 e negativ pentru toate valorile lui cuprinse intre
—1 si 4 si numai pentru aceste valori, :

(1) Se excepteazii numai ridicina dubli x — X', pentru care frinomul e nul,

M. G. i 16
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244. Neegalititi rationale. I. Neegalitate intres gi.
Recuri. Ca si rezolvim o neegalitate de forma

(56) fg.h>0,
10 Rezolvim fiecare dintre ecuatiile
=0, ¢g=0, h=10,

2. Asezim in ordine cresedtoare toate riidicinile reale ale acestor
ecuafii: a« < B<y<... < 2.
3%, Determiniim semmad fiecirui factor f, ¢, in intervalele

Oy tegvy Bl ) (B L e

4. Deducem semnul produsului fgh in fiecare din aceste interva-
le si solufiile neegalititii (56) sunt valorile i » din wntervalele in care
produsul fgh e pozitiv,

EXEMPLU. Si se rezolve neegalifatea

(57) (2:02—9;1:—]—10)(mz—{—l)(.702—235——3)(5:12—24]'< 0.

Factorul f= 942 92410 are ridicinile reale 2 si :2—’; € negativ intre ri-
décini si pozitiv in afard,

Factorul g — -1 are ridicinile imaginare §i rimane pozitiv,

Factorul h — 2953 are radicinile reale —1 sj 3 e megativ intre rada-
cini §i pozitiv in afari,

Factorul % = 52 — 94 are radicina reaiﬁ w=2,—)4

- 24
3 € nmegativ pentru x < e
§1 pozitiv pentru o > ?.

Asezind aceste cinci raddeini in ordine crescitoare obfinem sirul :
5 24
00y =, .2, %, S5 T 100,

care imparte girul numerelor reale in 6 intervale, Inscriind intr'un tablou semmnul fie-
carui factor f, 9, b, & pentru 2 cuprins in fiecare din aceste intervale, deducem
semnul produsului fghk dupd regula semnelor [47].

z —o0 -1 2 g 3 : + oo
IR e g m
BETEOIT o Gk i
h +m
R \0“

+
fohk O e e e e g

——— s s —— ——— - ———

~ Beegalitatea (57) e verificati pentru a;<—l, 2<a:<§ si 3<ac<%4
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Il. Neegalitate fractionard. In mod analog se rezolvi si o
neegalitate fracfionard. Trecand tofi termenii in membrul intai;, o redu-
cem la forma : _

(58) 5 0 sau % < 0.

OBSERVARE. Aceste neegalititi sunt respectiv echivalente cu reegalitatile 7n-
tregi fg >0 sau fg<0. d
EXEMPLU. Si sc rezolve neegalitatea

2x+9

(59) 5 >

Trecand tofi termenii in membrul int4i obtinem

€ ;I
2—{——x SR et =0 sau el >0
X—1 x+1 it

Trinomul #*— 6247 are ridicinile reale 8+V2 si 38— J2; binomul PF—1
are radacinile reale +1 si — 1. Aceste patru rddacini ne dau sirul

=09 =150, 3L, 3)e, + oo

si tabloul :
x — oo —1 1 3—V2 ) 400
I e Al i e M S
- R I S e pEore
Rapo;*t‘ul + oo =00 £ .0 — 0 +

Neegalitatea (59) e satisficuts pentru 2 < —1, 1 <2 < 8—V2 si x> 8- )9,
L
245. Ecuatii obtinute prin ridicare Ia putere Cind ridicim la o
aceeas putere ambii membri ai une; ecuatii, obfinem o noud ecuatie, care are
toate rdddeinile ecuatier vecht, dar care poate avei §i rdddeini strdine,
Astiel daca £ si g sunt dous expresii algebrice, orice solutii a ecuatiei
(60) f=y9 s  f—g=0
satisfac si la ecuatia
(61) FP=¢ sau P=¢#=0 sau (f—9)(f+g)=0.
Reciproca tnsd nu e adeviratd, Ecuafia (61) se descompune in
f—9=0 si f+g=0 si raddcinile ecuatiei f+9=0 sau f =—g sa-
tisfac ecuatia (61) dar m satisfac ecuatia (60) pentru g=Ei;
EXEMPLU: 2z —3 — 1, Ridicand Ia patrat obtinem
do—102-F9 =1 ~stn - 4a= 12218 =0,
ecualie, care are ridicinile z—1 §i =2, Dintre acestea nmumas =2 satisface la
ecuafio datd; =1 ¢ o rddacind strdjndg introdusi prin ridicare la patrat,

16*
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246. Ecuatii irationale. Numim astfel o ecuatie, care contine ne-
cunoscuta sub radicali. Pentru a o rezolvi 0 aducem la forma rafionald,
facand sd dispard radicalii prin ridiciri la putere convenabil efectuate.

Vom considera cateva cazuri elementare:

Cazul I. Ecuafia confine un singur radical, In acest caz:

19. Zzoldm radicalul, adicd lisim termenul cu radicalul intr'un mem-
bru al ecuatiei, iar pe tofi ceilalfi termeni ii trecem in celdlalt membru.

2. Ridicim ambit membri aj eeuapies la pulerea eqald eu indicele
radicalului. Astfel ecuatia devine rafionald. - :

3% Rezolvim ecuatia rafionald obfinutd.

40, Cercetim, care dintre solutiile giisite satisfuc ceuatia rafionald dati.

EXEMPLU: 3z} |z —32 —g.

Izoland radicalul avem Jr=gl= g 3x.

Ridicand la patrat ambii membri, deducem ecuatia rafionald

*—2=36—86x492" sau 92" — 872488 — 0,

care are dowud radicini: — iy — 19—9'

Dintre acestea, numai x— 2 satisface la ecuatia irafionald datd ; cealalti va-
loare 139 e o radécind sirding introdusi prin ridicarea la patrat,

Cazul Il. Eeuafia confine doud rdddcini patrate. In acest caz:

10, Izolim wn radical §i ridicim ambii membri ai ecuafiei la pu-
terea aratatd de indicele acestui radical. Astfel radicalul izolat dispare.

20 Leoldm i pe al doilea radical $i printr'o operafie analoagi fa-
cem sd dispard §i acest radical.

EXEMPLU: V2 —3+4 Jz—6 — 3.

Izoland primul radical gisim Vo —3 — 3 . Vo—%6.

Ridicand la patrat avem: z—3 — 9—6)z—642—8.

Izoland §i termenul cu al doilea radical, gdisim

6Vz—6=6 - sau Ve—6—=1

si ridicand la patrat, obfinem ecuatia rafionald * — 6 = 1, care are radacina @» =7,
Se verificd usor ci =7 satisface ecuafia drafionald dati,

Cazul II. Eeuafia confine mai mulfi radicals, Problema e mult
mai complicatd si ca si facem si dispari radicalii, trebue sii intrebuin-
{dm metode speciale pentru fiecare cagz.

3 3 3 3 - 8 3
EXEMPLU ! Vout-Ju—1+Vu—3 — 0 se scrie Vu4Vu—1 = — Ju—3.
RidicAnd ambii membri la cub, obfinem

u+3]/u"(u~1)+3l/u(u—1F+u—1=—u+3
“""‘:”71‘(“-1)[i;—f*f/m]—}—u—l:—u—{-—b’

gaun
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85 s 3
si inlocuind pe Vu—I—Vu —1 prin cantitatea egali — Ju — 3, ajungem la ecuafia

a\—_
3Vu(u—1) (u—38) = Su—4,
care confine un singur radical (cazul 1).

II. — ECUATII DE GRAD SUPERIOR.

247. Ecuatia bipatrati. Numim ecuatie bipatratd o ecuatie de gra-
dul al patrulea de forma

(62) az'+ ba'+ e = 0.
Puniand z° — Y, obtinem o ecuatie de gradul al doilea in y:
(63) ay’+ by +e=0,

care se numeste rezolvania ecuatiei bipatrate (62).

Recuri. Ca si rezolvim o ecuatie bipatrati :

1°. Caleuldm ridicinile 3’ si ¥" ale rezolvantei.

20, Inlocuim in x2:y pe y succesiv prin y* si y” si formim
ecuatiile 2* = 3" si 2* — Y.

30, Rezolviim aceste doud ecuafii si radicinile lor

2=+, Ba=—V, s=+7, u=—|7
sunt radédcinile ecuatiei bipatrate.
FormuLX. Réddicinile rezolvantei (63) fiind -
gald S £ T
S e e

toate raddeinile ccuafici bipatrate sunt cuprinse in formula :

/=1 Vo=
(LXXIV) a:-_—i-!/ "—2(’: e

EXEMPLU. Si se rezolve ecuatia a'— 22°—3 — 0. Punand '— ¥, obtinem re-
zolvanta g'— 2y —8 =0, care are ridicinile Y=38s y'—=—1,

Rezolvand apoi ecuafiile E’= 3§ o' =— 1, obtinem ridicinile ecuafiei bi-
patrate: @ =13, z=_|3, T3=1i, wp=—1q,

Discume. Cazul I: 5°— 4ae > 0. Ridiicinile Y si y" ale rezol-
vantei sunt reale si neegale. ;

- 10 Daci £> 0, valorile y’ si y" sunt de acelag semn [237].

Dac# g <0, ¥ si ¥y sunt pozitive si ecuatia bipatrati are 4 -
ddeins reale de forma +a, +B. Daci %> 0, ¥ si y" sunt negative si
ecuafia bipatrati are 4 ridicini imaginare pure de forma tai, +pi.
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2% Daci §< 0, valorile $i y" sunt de semne contrarii. Ecuatia
bipatrati are 2 raddcini reale  simotyiee (de forma ta) si 2 ridicini
imaginare bure simetrice (de forma +Bi).

3% Daci §=0, b e diferit de zero Sl una dintre raddeinile rezol-
vantel e nuld, Daci Eb< 0, cealalti ridicing a rezolvantei e pozitivg sl
ecuatia bipatraty are 1 rdddcind nwld dubly $1 2 radicini reqle sime-
trice ; dacy 2 = 0, cealalty raddcind a rezolvantei e negativag si ecuatia
bipatrati are 1 raddcing nulg dubly si 2 ridéicini imaginare pure simetrice,

Cazul II: PP—dge— 0. Rédicinile Y siy” ale rezolvantei sunt
reale §i egale (y' = y"). In acest caz trebue sd avem ac > 0 say aﬁ =)

Dacii §< 0, ¥" ¢ pozitiv §i ecuafia bipatrati are 2 raddcini reale
simetrice duble; daci ab—> 0, ¥* e negativ $i ecuatia bipatraty are 2 ry-
dicini imaginare bure simetrice duble,

Daci g: 0, ¥" e mul ecuafia se reduce la gz'= ( $i are o sin-
gurd riddcind 2 =0 de ordinul 4 de multiplicitate (cuadrupli).

Cazul II: 3*— 44¢ < 0. Rédicinile rezolvantei sunt imaginare ;
ecuafia bipatrati are 4 raddazeing imaginare conjugate doui cate doud.

248, Descompunerea trinomului bipatrat in factori.
Un polinom de forma

(64) t =az'+ bt .
€ un irinom bipatrat. Ficand substitutia xZ:y obfinem " un trinom de
gradul al doilea in y: ay’+ by +ec.
Dacd y" si 4" sunt rddédcinile ecuatjei ay’+ by+e¢=0, avem
Y +by+e = a(y—y')(y—y")
si reinlocuind pe Y prin 2%, gisim identitatea
(65) = az'+ ba+ ¢ = a(z’— y') (&= y")
sau

(66) tEa(x—V?)(x+W)(:c—l/y‘")(xﬂ?)-

TeorEMX. Orice trinom bipatrat sc poate serie sub formd de produs
de doi factori de gradul ol doilea sau de patru factori de gradul ints;,

~ OBSERVARE. Tn identitifile (65) sau (66) ¥ sy Vo si Vg pot i nu
mere reale sau imaginare,
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249. Factori reali. [ats

cum putem si descompunem un trinom bipatrat intr'un
produs de factori de gradul 7n/

@i sau al doileq cu coeficienti real;.
Si considerim :

Eecuatia bipatrati Substitutia Trinomul bipatrat
a:c‘—l—ba:’—]—c:O mz=y aw’—l—bw*:{—c
Eevatia rezolvantd Riddcinile rezolvante; Trinomul rezolvante;
ay+by+e—=o0 Y sy ay'+ by +c.

DISCUTIE. Cazul I: Radacinile 3, y" reale §i neegale, Avem
ay'+by e — aly—y' ) y—y").
104t ="0. %" > 0. Punand
t = ax*f-ba’f-c se poate scrie
t=a(a’— o) (af—p5t) —

cu tofi factorii cu coeficienti real,

Y=4d y'= g («, B reale), trinomul bipatrat

a(@—a)(ata)(w—p)(xig)

3 2o
‘0,

Yy <0, de exemplu y > 0, ¥" < 0. Punand

yr=a2’ yu:__#z avem
t =a(a—a’)(a*]5) sa(m—a)(x—]-a)(mz—{-ﬁz).
3% y' <0, 4" < 0. Punind Y=—dy'—_g gisim

t = a(24 o) ('t ).

Y, y" reale si egale. Trinomul rezolvantei se po
Wtbyte=a(y—yy

10. Pentru ' > 0, o/ — a®, avem t=a(’—a?)’ = a(x—a)(z+taf

0. Pentru ' < 0, o/ — @, avem {= g(a’} a?)’,
3 Pentru ' — 0 avem 7 — ax’,

Cazul [Il.:

Cazul [[: ate serie

y’, y" imaginare. In acest caz avem b—dac < 0 si qe > 0.
Punand a£= A\* (X real ) putem serie

b b
t=a [m‘—f—;w’—{— %] — a,[w‘+ 724 )\z]
sau, adunand si seizand pe 2xz’
t=a [m‘+ 2xm’+>\’+—ng— 2}@2]
— a[(a:z—l-)\)’—(fz}\—%)w’].
Pe de altd parte 5 < 440 ne aa
b2 . 55 b -
- <4— sau — < 4\ de unde 2 - 9y sau 2\ —— > (,
a R a a
Punand dar 2)\—% =/ (p real), gdsim
t=4a [(w’—-l—)\)z—/t’xz] = a(ac”+x+pm)(a-’—f—7\—/tw)
§i trinomul bipatrat e incj

descompus intr'un produs de doi factori
lea cu coeficienti real;,

de gradul al doj-
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EXEMPLE, 10 z'— 142*]-45. Rezolvanta Y'—14y 445 —0 are ridicinile
Y =29, y"= 5. Deci

o'— 14245 = (2'— 9) (2"~ 5) — (z—3)(2+3) (2 —V5) (L V5).

20. 924 5a2"— 4. Radacinile rezolvantei sunt ¢ == %, y"=—1. Deci
9x' 52— 4 — 9(.#_;) (@41) = (32—2) (B2+2) (a*4-1).
2% 204 721 3. Rezolvanta ure radacinile y' =—3, 4" —_ % Deci

2o Ta3 = 2(atl 3) (m‘+§) = (2-3) (2271 1),
4% 92'— 302" 95. Rezolvanta are o radicing Aublii : 3 = ; - Deei
< 92'— 802495 — ¢ (:1:2— g)’ = (92°—5)°
50, 2*41. Rezolvanta #*+1==0 are radicinile maginare: y'=iq, y'"—__ ;.
Scriem
Tl =921 942 — (#4172 —(x)2 )
§i gdsim produsul
o+ 1 = (+1 + V2 ) (o1 —a)z2).

OBSERVARE. Aceasti descompunere reduce vezolvarea unei ecualii bipatrate
la rezolvarea unor ecuafii de gradul intdy sau de gradul al doilea.

250. Ecuatii reciproce. 0 ecuafie intreagi f(z) = 0, in care po-
linomul /() e ordonat, se zice reciprocd in doudl cazuri:

1. Dacd termenii extremi i termenii eqgai depdrtafi de extremi au
coeficientii egali si de acelas semm.

20, Dacd termenii extremsi §1 lermenii egal depértafi de extremi au
coeficientii egali §i de semme contrare.

OBSERVARE. In cazul al doilea, daci polinomul f(x), presupus complect, e de
grad pdreche (adici are un numir nepédreche de termeni), termenul dela mijloc tre-
bue si fie nul,

EXEMPLE. Ecuatiile 52°— 72'— 72 5 =—0" &5 ot 8282 —1=0 sunt
ecualii reciproce; prima e de forma 10 si cealaltd e de forma 20,

1°. Pentru a rezolva ecuatiile reciproce de gradul intii si al doilea.
n'avem nevoe de metode speciale.
20. O ecuatie reciprocii de gradul al treilea e de forma

(67) a2’ + b2+ bz +a =0
sau
(68) az’+ b’ — bz —a=0.

Si considerim prima ecuatie. Grupand, cate doi, termenii cu coefi-
cienti egali, obtinem
a(a®+ 1)+ ba(z+1) =0
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si fiinded avem 2°+ 1= (z+1)(2®—2+1 ), ecuatia ‘se poate scrie
(z+1)[aa"~ (a=b)a +a] =0,
si rezolvarea ei se reduce la rezolvarea ecuatiilor
2+l =0 si a2’—(a—b)z+a=0.
Printr’o transformare analoagd ecuafia (68) se poate scrie
(z—1)[aa’+ (a+d)z+a] =0
si rezolvarea ei se reduce la rezolvarea ecuatiilor
z2—1=0 si a’+(a+b)e+a=0.

EXEMPLU: 32— 132*}-182—3—0 oo ecuatie reciprocé de forma (68).
Grupand termenii cu coeficienti egali (in valoare absolutj ), 0 seriem
8(2"—1)—182(2—1) =0 sau (z—1) (82— 102 }3) =0
$i ecuafia se descompune in z—1— ( si 832" — 1023 = 0, care ne dau ridi-
cinile =1, x,=3, x5 =T;.

3% O ecuatie reciproci de gra'ldul al patrulea e de forma

(69) az* 4+ ba®+ ca® L by @ —0
sau
(70) azt+ ba®— bx—a=0,

deoarece, in cazul al doilea, termenul dela mijloc trebue si lipseasci.

Grupénd cate doi termenii egal depiirtai de extremi, ecuatia (69)

se scrie ’
a(2+ 1)+ b(2P+ )+ ea? = 0

$i, Impiirtind ecuatia cu «*, deducem

(71) a(xg-f-wiz)-}-b(x-{-%)—l—c:&
Punand apoi : l

(72) stz =y

obtinem

2
PR ) tei=to o B
(x+;)—x+2+g—y ol U0 A S Gl
si ecuatia (71) se transformi intr'o ecuafie de gradul al doilea in y
(73) a(y2—2)+by+c=0 sau ay2+by+c—2a=0,

care se numeste rezolvanta ecualiei reciproce (69).
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Inlocuind in relatia
x-}-%:y sau 22— ay4+1=0
pe ¥, succesiv, prin riiddcinile 3’ si y"‘ ale ecuafiei rezolvante ( 73), ob-
tinem doud ecuatii de gradul al doilea
(74) Py’ +1=0 g 2_ wYlkd =0,
care, rezolvate, ne dau cele patru riddcini ale ecuatiei reciproce (69).
OBSERVARE. Fiinded produsul rddacinilor fieciirei elcuatii (74) e egallcu 1, rida-

cinile ecuatiei reciproce sunt de forma: r=a, .7:2='E; X3=Pf, xy——-

B
Pentru a rezolva ecuatia (70), o scriem

a(azt— 1)+ b (a2®— 1) =0
sau, punand z°— 1 ca factor comun, gisim
(2"~ 1) (a4 be + a) = 0
si problema se reduce la rezolvarea a doui e.cuatii de gradul al doilea :
2—1=0 si ar’+bzta=0."

EXEMPLU? o'~ 82"~ 22— 821 1 -,
Ecuatia e reciproci de forma (69). Grupand termenii egal depirtafi de extremi
2+1—3(241)— 24—
§i impirtind cu x, ecuafia se scrie =
e 1 .
@+ —3 (m—{—-;)—2 =0.

Punand apoi 2

2|

=T xi =y’ —2, obfinem rezolvania -
y—8y—a—o,
care are radicinile g'= 4 Sl y'=—1.
Inlocuind pe y prin aceste valori in a°— zy—+1=0, oblinem ecuatiile
T—dz{1=0 g dfax41=—0,
care ne dau ridicinile ecuafiei reciproce : -

0 =24V3, z—2_y3, Ta___l*;ﬂ, T4=#.

OBSERVARE. Radieinile, dous cate doud, sunt una inverss celeilalle, fiinded avem

n=2_)3-2=VB)24V7) _ 4y gl ey e
: 2+J3 248" o iyg g
T::r—il/:T:(—n—il’?)(—1+fV?_)= 2 e
4 2 H—14+i)7) —14if8  x
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40. O ecuatie reciproci de gradul al cincilea e de forma

(75) ax’+ bt e P+ br+a=0
sau
(76) 0z’ + b+ erP— o®— bz —a=0.
Ecuatia (75) admitand riddcing » = — 1 , membrul intai al ei e

divizibil prin z-+1; prin urmare ecuatia se poate scrie
(z+1)[aa'~ (a—0)a*+ (a—b+¢) 2P~ (a—b)ata] = 0
i se descompune in z+1=0 sl
ax'— (a—b):c-3+ (a—b+e)a*— (a—b)zta =0.

Reducem astfel rezolvarea ecuafiei (75) la rezolvarca unei ecuatii
reciproce de gradul al patrulea.

In mod analog se rezolvi si ecuatia (76), observand ci polinomul
din membrul intai se anuleazi pentru z =1, deci e divizibil prin z—1,

251, Ecuatii binome. Se numeste ecuafie binomd o ecuatie de forma
(77) Azl £ Bat =0

in care membrul intai e un binom intreg in z.

Dacd p > ¢, de exemplu p = ¢4m, punand z? in factor, ecuatia
se poate scrie

(78) 2 (A2"+ B) =0
si se descompune juo 2z7=10 i
(79) 42"+B=0 su =_Z.

Ecuatia 7= 0 ne di q raddcini nule. Celelalte ridicini ale ecua-
fiei (77) sunt date de ecuatia (79), care e de forma

(80) &' =a [“=‘§J'

Riidicinile ecuatiei binome (80) sunt ridicinile a m-a algebrice (1)
ale numirului @, adicii valorile algebrice, care ridicate la puterea m ne
dau pe a. Ecuafia find de grad m, admite m ridicini [182]:

Existd dar m numere algebrice (reale sau imaginare ), care se pot

m

reprezenta prin simbolul |a.

(1) Aci se confundi cele doud infelesuri ale cuvantului rdddcind: 10 rid#icina san solufia
unei ecuatii i 20, rédéicina dela extragerea rédicinii dintr'un numir,
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OBSERVARE. Daci g e real §i pozitiv, existi un numir §i numai unul real
m
§i pozitiv a=Va, care se numeste radicina a m-a aritmeticd a lui ¢ [122].
Pentru ridicinile algebrice ale unui numér real @, avem urméitoarea

RecuLx. 1°. Dacii m e nepdreche, ecuatia 2™ = a admite o rqdd-
cnd reald si numai una; ea e de acelas semn cu a. Celelalte m—1
rddécini sunt imaginare,

20. Dacii m e pdreche $i a pozitiv, ecuatia 2™ — ¢ admite doud
m

: m
raddcini reale simetrice: zr=Yea (ridicina aritmetici) si 2z, =—J/a :
celelalte m—2 ridicini sunt imaginare,

3% Dacti m e pdreche $i @ negativ, ecuatia z"= ¢ nu admite nicio
rdddcing reald; toate ridicinile ei sunt imaginare.

4

EXEMPLE. 10, 2*— 9 — 0 saq ' = 9. Ridicina aritmeticd e xy=|/9— V3.
Réddcinile algebrice reale sunt @=-+13 si 2;=—¥3; celelalte dous ridicini
sunt ¢maginare. 5

. 822°-28=0 sau =22, Rugucing aritmetics adics m1=l/?;~,_,3—=§
e singura ridicing reald ; celelalte 4 ridicini sunt imaginare, -

80, #*4-243—0 sau 2*—— 243 are o singuri radicini reald ry= |/—‘.'43=—3;
celelalte 4 ridicini sunt imaginare,

49 32’ 5=0 sau m”=—§ are toate rddicinile smaginare,

Rezolvarea com plecté. Pentru a gisi foale ridicinile, reale
sl imaginare, ale unei ecuafii binome de forma

(80) =

cdutim si descompunem binomul ™ — a intr'un produs de factori, cari,
egalati cu 0, si ne dea ecuafii pe care si le putem rezolva,

Dacd cunoastem o ridicing 2 — o a ecuatiei (80), avem o” — 4
si punind '

(81) z=ay,
ecuatia binomi devine «™y™— &™ say
(82) =1,

Astfel rezolvarea ecuatiei (80) se reduce la rezolvares ecuatiei (82)
si la inmultirea (81 ).

ReGuLX. Daed Y1) Y25 s Yy, sSunt raddcinile a m-a ale unitdjii
(ridicinile ecuatiei Y"=1) i dacd « e o rdddcing a m-a o numd-
rului a, toate riddcinile o m-a ale numdrului o (adici foate riddcinile
ecuafier binome z™ — a) sunt: ;

Ly Sl T, = ay, L, Ty = ay,,.
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EXEMPLU. Ca sd rezolvim ecuatia binomi @27 =0 sau. a®——27, care
are rdddcing @ —=—3, e deajuns si rezolvim ecuafia ’=1 sau y'—1 =0,
adicd sd caleulim rdddcinile cubice ale wnitdtii,

Fiinded avem 5'—1 — (y—1 J(y'+y—+1), ecuatia s*—1—0 se descom-
pune in y—1=0 5 y"fy41=0 si ne di ridicinile

— 1443 —1—i)3
n=1, yz=+ly_' Z’/s=+y'

Inmultind cu — 3 fiecare din aceste numere, gisim

_ 3-3i)3 ¥ o 3+:-‘xiVs :

1’|=’_3) Xz B) 9

care sunt riddcinile ecuatiei 2°4-27—0,

Réidicinile unitdii se pot calcula usor in urmétoarele cazuri:
10 1=, Binomul z°— 1 se anuleazj pentru z =1, deci e
diwizibil prin z—1 si efectuand impirtirea gisim
P=1 = (a—1)(e+ o+ 1);
prin urmare ecuafia 2°— 1 = 0 are o rdddcind reali z; = 1 si doud
rdddcini imaginare conjugate, date de ecuatia 2’4 2+ 1 =0,
S0 T 00 b analog giisim
2+ 1 = (z+41)(aP=z+1).
Ecuafia are o ridicini realy Zy=—1 si doud ridicini imagi-
nare conjugate, date de ecuatia #°— z+1 =0,
8. 2~ 1=0, Avem 2'— 1 = (2= 1)(22+ )
Ecuafia are doud ridicini reale +1si —1 date de 2°— 1 =0
¥i doud ridicini ihaginare +i si —; date de 2%t 1 — 0.
4% z*+ 1 =0, Putem scrie
A | =zl o AR 8T S (xz—!— 1)2— (ac V§)2
= (F L)+ 1) (P@-x)2+1).

Ecuatia are 4 ridicini imaginare, conjugate doudi cate doud, date
de ecuatiile

x2+wV§+1 =0 si ac2—9cl/§+1=0.

5% 2"~1=10, Avem 2"~ 1 = (x—1)(2a*+ 2L 2L x4 8
Ecuafia are 1 ridicing realy 2y =1 si 4 ridicini imaginare, care

se obtin rezolvand ecuafia reciproeq: '+ a4 Ltazt+1=0 [250, 3].

60, 2°+ 1= 0. Avem z°+1 = (z+ 1)(304— w3+ r— +.1).
Ecuatia are 1 ridicing reald 2y =—1 si 4 ridicini imaginare, care
se obfin rezolvand ecuatia reciprocd: a'— Pty 1= 0.
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7% In acelas fel observand ci avem identitétile :
=1 = (£*— 1)(2*+ Iy, el (x— 1)(z'+1),
20— 1 = (z°— 1)(2°+ o)
rezolvirile complecte ale ecuatiilor binome
iem 0, el g M

se reduc la rezolvirile unor ecuafii binome din cazurile precedente.

252. Ecuatii trinome. Se numeste ecuatie frinomd o ecuatie de forma
(83) ax’+ ba' 4 ca” =0,

in care membrul intai e un trinom, pe care-l presupunem ordonat dupi
puterile descresciitoare ale lui z.

Daci avem p—g — q—r = n, deducem
9=r+n, p=gtn—r42a
si ecuatia trinomi (83) se poate scrie
(84) P Al € S U e
S 2’ (a4 ba" 4 ¢) = 0
si se descompune in z"=0 g

(85) a2d®™ L ba'y ¢ = 0.

Prin urmare ecuatia (84) are rﬁdécini nule §i alte 2n ridicini,
care se obfin rezolvand ecuatia (85).

Punand
(86) =y deci M=y
ecuafia (85) devine o ecuatie de gradul al doilea in y
(87) a4 by 4o =0

-§i, pentru fiecare riddcind y’ si y” a ecuatiei (87), ecuatiile binome
"=y si 2" = y" ne dau cite » ridicini pentru ecuatia trinomg (85).

RecuLk. Ca sd rezolvim o ecuafic trinomd de forma
a.z'2"+ ba" L=,
19, Punand =" =y formdim ecuafio, de gradul al doilea

ey’ 4 by e =0;
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20. Cdutim solufiile y' si y" ale acestei ecuatin ;

30. Rezolvim ecuatiile binome " = y', 2" — y".

EXEMPLU ' 2'— 192*— 2162 — 0, Punand pe z in factor comun, ecuatia se
serie @ (2°—192°—216) = 0 si se descompune in 2 — 0 5i 2’ —192°—216 = 0.

Ficand substitufia o®= y, ultima ecuatie devine y*— 19y — 216 — 0 si ad-
mite rddicinile y = 27, 5"=— — 8. Rimane dar si rezolvim ecuatiile binome

(@)" “af=—=97, (B): a*=—8,
Riddcinile cubice ale unitdtii fiind

T S S P
(7) 1, =38 € lbh ‘12'1@;

3_
o raddcind a ecuafiei () fiind 27 =3; o riadicing a ecuatiei (g) fiind -8 = — 2;
radacinile ecuatiilor binome (@) si (B) sunt numerele () inmulfite respectiv cu 3
si —2, Prin urmare ridicinile ecuafiei {rinome date sunt

—348i)3 —3—3i)3
2y =0; =3, Lo i ) m:T;

=—2, x=1—i13, x=1+4il3.

IV. — SISTEME DE ECUATII NELINIARE,

%53. 0 ecuatie eu mai multe neeunoscute. Si considerim o
ecuatie de gradul al doilea cu doud necunoscute 2 si y, de forma cea
mai generali

(88) az’ 4 bay 4oy de ey f =0,

. Membrul intai e un polinom de gradul al doilea in z gi y. Va-
loarea numerics a lui depinde de valorile, pe care le ddm variabilelor
z 51 y. Dacd pentru z ==z, si Y =y, membrul intdi al ecuafiei (88)
are valoarea zero, zicem ci numerele %y §i yo formeazi wum sistem de
solufii al acestei ecuatii.

Recurk. Ca si gisim wn sistem de solufii pentru o ecuatie cu
doud necunoscute, procedim in modul urmitor :

1% Ludm pentru = o valoare arbitrard .

20. Inlocuim in ecuafie, pe x prin x, §i obtinem o ecuatie cu o
singurd, mesunoseutd 1.

3. Rezolvim aceasld ecuafie.

Dacil ecuatia e de gradul al doilea in Y, gisim, in general, doud
riddcini y” si " (reale sau imaginare ). Perechile de valori a, 3" si
o, y", astiel obfinute, sunt dous sisteme de solufii pentru ecuatia dati.
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In particular, ecuatia (88) pentru x — z; devine

(89) cy2+(bx0+e)y+agg02+ dry+f=10

si formula

1 5
(900, ST el et ) SN o e e
ne dd pentru y douil valori corespunzitoare Yo si v

Inlocuind pe =z, succesiv prin &, @, .., @, ..., obfinem astfel
pentru ecuafia (88) o infinitate de sisteme de solufii :

’

moa yo; x01 yo; fL‘l, yl; xla yl; veey -Tn’ yn; wn’ ?/n,'

OBSERVARE. Daci ecuafia (80) are coeficientii reali §i daci se cauti numai
solutiile reale, se pot intAmpla trei cazuri,

Pentru un numir real z =9 (dat sau ales arbitrar) cantitatea de sub radical
din formula (90) poate fi: 12, Dpozitivd; 20, nuld; 80, negativd. .

In fiecare din aceste cazuri, valorile lui Y sunt: 19, reale si neegale ( Yy Uy )5
20, reale i egale (y,); 3. tmaginare ; si ecuatia (88), pentru x=ux,,

In cazul 1° admite doud sisteme de solutii distincte Ty Yo Xy, Yo

in cazul 20 admite un singur sistem de solufii @y, yp; :

in cazul 3 nu admite niciun sistem de solufii reale.

'EXEMPLU. Ecuatia 2’4 g*—2—2y+1 =0, ordonati dupd puterile lui y
se scrie y*—2y+a'—x+1=0 sine di

(91) y=1iVl—(m’—w+1)=1in(l—a:).

Pentru fiecare valoare reali a lui z cuprinsi intre 0 gi 1 cantitatea de sub

radical e pozitivd i formula (91) ne di pentru y doud valori reale si distincle. Ast-

fel, pentru m=~21— avem y,=1—}—%=% §i yz=1——;—=%-

Pentru 2 =0 sau z=1 cantitatea de sub radical e nuli i gisim y=1.
Pentru @ < 0 si pentru @ > 1 cantitatea de sub radical e negativd si valo-
rile lui y sunt imaginare.

GENeravizare. Ca sii rezolviim o ecuafie eu mai mulie necunoscule

(92) f(2,9,2,..)=0,

. procedim in mod analog:

19, Ludim pentru toate necunoscutele (v, 2, ...), afard de una (z),
valori arbitrare (yo, 29, ...).

20. Formdm ecuafia cu o singurd necunoscutd 12 Mange; %) = 0.

3% Rezolvim aceastd ecuafie.

Daci f(z,y,z,..) e un polinom de grad % in 2, rezolvind
ecuatia f(z, Yo, 2, ...) =0 giisim p ridicini distincte Ry Wy 4y Ty
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(L =p=mn) (1), care asociate cu Yo, 2o, .. D& dau p sisteme de so-
lufii pentru ecuatia (92):

L1y Yoy 20y «ov; Xo, Yo, 205 -ov3 Zpy Yo, 20y -ee

La fiecare sistem de valori wy, 2o, ..., date sau luate arbitrar
pentru necunoscutele y, z, ..., corespund cel putin wnul si cel mult n
sisteme de solufii pentru ecuatia (92). Prin urmare: o ecuafie intreagd
cu mai multe necunoseute admite o infinitate de sisteme de solufii.

254, Sistem de ecuatii neliniare. Dacii avem dowd ecuafii cu doud
necunoscute 1

(93) flz,y) =0, g(z,y)=0,

fiecare ecualie, luatd separat, admite cate o infinitate de sisteme de
solutii; dar — in general — un sistem de soluii al uneia dintre ecuatii
nu satisface st pe cealalli ccuafie.

Totusi .se pot giisi, ca si la ecuatiile liniare [208], sisteme de so-
lutii comune pentru ambele ecuafii: acestea sunt solutiile sistemului de
ecuafii (93). A rezolvir sistemul insemneazi a gési aceste solutii comune.

Vom considera doud cazuri :

L. Cand sistemul dat e format dintro ecuafie de gradul al doilea
st o ecuatie de gradul inids.

. Cand sistemul e format din doud ecuatii de gradul al doilea.

Cazon 1. Avem

(1)  ax®Lbaxy+ ey’ drdoeyt f = 0,

(II) mxinmgisp=0.

(94)

Sistemul se pogte rezolva prin metoda substitutiei [ 208]. Ecuatia (II),
de gradul ntdi, ne di

(95) y==—"-"

n

$i substituind aceastd expresie in locul lui ¥ in ecuatia (I), obtinem o
ecuatie cu o singurd necunoscutd z, de gradul al doilea cel mult, adici
de forma

(96) aa’+ fot v =0.

Discurie. 19, Dacd a0 si fP—4ay =40, ecuatia (96) este de
gradul al doilea si are dowd ridiicini z” si "; formula (95), pentru

(1) Dacd ecuatia are o riddcind multipld de ordin n, avem p=1; daci toate rddécinile sunt
simple avem p =n; daci ecuatia are ridicini multiple de ordin mai mic decdt n, avem 1 < p<n[185].

M. G. : 17
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r=2x"§i x=2", ne di pentru y doud valori corespunzitoare Y sioy'.
Sistemul (94) admite dar doud sisteme de solufii: yrighatiag™:

20. Dacd « 3= 0 i {32-4047 =0, ecuatia (96) e tot de gradul
al doilea, dar are o sigurd rdadicing x (dubli).

3% Dacii & = 0 si B3 0, ecuatia ( 96) e de gradul inia; si are
0 singurii ridicini z".

In amandouii cazurile 20 si 30 formula (95), pentru » — x', ne di
0 singurii valoare y — y’ si sistemul (94) admite un singur sistem de
solufii: ', ",

40. Dacii ¢ = 0, B=0 dar vy Fo0, ecuat'a (96) nu admite so~
lutii si sistemul (94) o imposibil.

% Dacil §i a =0 g =05 y=o0, ecuatia (96) e o identitate;
luand pentru = o valoare arbilrard w, si peptru y valoarea corespun-
zitoare y, [dati de formula (95) pentru @* =], perechile de valori
Zo, Yo sunt solutii ale sistemului (94). In acest caz sistemul (94) ad-
mite o wnfinatate de sisteme de solutii. '

EXEMPLU. Si considerim sistemul
(97) (I) 3m2—2wy—y2—{—:c—1=0,
' ()  pe—y—6=0,
in care p e un numir presupus cunoscut,

Ecuafia (IT) ne di Y=Ppx—6 si substituind aceasti expresie in locul lui y
in ecuatia (I), obfinem o ecuatie de gradul al doilea in
(98) —(pz—f-f.’p—B)w’+(12p+13)ac——37=0.

Trinomul p*4-2p —3 (1) se anuleazi pentru p»==1¢i p=—38, Prin urmare
pentru p diferit de 1 gi — 3 ecuafia (96) e de gradul al doilea, 1

De exemplu, pentru p=—1, ecualia (98) devine 42’2 —37 =0 si ad-
mite radicinile o' — 2,92, 2"— — 3,17. Ecuafia (97,1) devine — 2 — y—6—=10
§i ne di pentru y valorile corespunzdtoare y'=—— 8,92, y"= — 2,83, Sistemul (97)
admite doud sisteme de solufii: o = 2,92, y'=—2892 si x"=—38,17, y"——983.

Peniru p=1, ecuatia (98) e de gradul infai si admite ridicing o — ¢ B
Ecuafia (97, II') devine T—y—6=0 sine di pentru y valoarea ' = —5, Siste-
mul (97) admite un singur sistem de solufii: o' — 1, y=—5.

Cazuw II. Avem

(1) a2’ bay+cy’tdetey+f=0,

9 ’ ’ ’ 4 ’ of
(519 (Ir) ax2+ba:y+cy2+dx+ey+f=0.

In acest caz putem forma un sistem echiwalent cu sistemul dat,
dar in care o ecuatie si fie de gradul #ntdi in raport cu wma dintre
necunoscute. 5

(1) Care ne détermini valoarea a a coeficientului lui x°
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In adevir, inmultind ecuatia (I) cu ¢, ecuatia (II) cu —¢ si adu-
nand, termenii in o* se redue [209] si obtinem o ecuafie de forma
ow;g-}- pwy—{-yx-;-ay-{—s:O,
care asociati cu una dintre ecuatiile (99), de exemplu cu ecuatia (1),
ne dd sistemul mai simplu i

(1) a2t bay+ey’+deteytf=o0,
() (Bz48)y+ad’fyzte=0,
echivalent cu sistemul (99).

(100)

Rezolvarea sistemului. 1° Daeci B=0si =0, ecuatia
(100, IT) contine numai necunoscuta x; fie z; §i @, ridicinile ei.

Inlocuind in ecuatia (100, I) pe  prin @, si x, succesiv, obtinem
doud ecuatii de gradul al doilea in Y. Prima (pentru 2 = ;) ne di
doud riddeini ¥, y;; a doua (pentru © = a,) ne di alte doui radi-
cini y,, y,. Gisim astfel pentru sistemul (99) patru sisteme de solufii :

; " , "
L Yys Xy, Yys Ly, Ygs Las Y.

OBSERVARE. Numdrul sistemelor de solufii distincte ¢ mai mic decat 4, cand
cel pufin una dintré ecuafiile auxiliare de gradul al doilea (numai in 2 sau numai
in y) are raddcinile egale.

20. Dacd numerele B si & nu sunt amdndoud nule, putem elimina
necunoscuta y, intre ecuatiile (100), prin substitufic [208].

Ecuatia (100, 11) ne di

__ —ex—yx—¢
(101) Z/—W

sl substituind aceasi expresie in locul Ini y in ecuatia (100, 1) obti-
nem o ecuatie, care, sub formsg intreagd, ¢ — in general — de gradul
al patrulea in x.

Dacii ridicinile ei sunt z,, Tz, 3, 24, formula (101) ne di, pen-
tru fiecare valoare a lui z, cite o valoare pentru y: Y2y Y3, Yy S
sistemul (100) admite sistemele de solutii :

X1, Y15 X2, Y25 23, Y3; X4, Yy
EXEMPLU. Sa considerim sistemul
(F). 82— Stry — 11y 802 + 54y — 97 = 0,
() —d2? g F122—9—0.

Adunand ecuafia intai cu a doua inmul{itd cu 11, obfinem o ecuafie de gra-
dul intai in y

(103) 2:cz—|—3w7—9:v—31+7=0,
¥ Y

(102)
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care se mai poate scrie
(x—1)(8y+2x—7)=0

i care asociatid cu ecuatia (102, II), ne di un sistem echivalent cu (102).
Noul sistem se descompune in

2 2 Qo= g Al S i) s e
(101) 4o’y 4122 — 9 =0 s (105) 42’4 122 g 0
; z—1=0 3y4-22—17=0,
A doua ecuatie (104) ne di z=1; prima ecuafie (104), pentru r=1, de-
vine y*—1 =0 si ne da pentru y valorile 1 si — 1,
Din a doua ecuatfie (105) scotand valoarea lui y si substituind-o in ecuatia
intai, deducem o ecuatie de gradul al doilea in a
22— 522 =0,
care admite ridicinile 2 si —i— Valorile lui y corespunzitoare sunt 1 §i 2,
Sistemul (102) admite dar patry sisteme de solutii :

=1, =1; ‘m=1, ga—1; X3=2, y3=1; 1‘4=%'Zl4=2-

255. Sisteme particulare. 19. Sistemul
() =+ Y =—-a
(19} (D) W ity

Ecuatia (I) ne dd » — @—y si inlocuind in ecuatia (I1) pez
prin @—y, obtinem o ecuatie de gradul al doilea

(107) Y—ay+b=0,

care ne di doud rddicini: y, si y, (diferite sau egale). Valorile core-
spunzitoare ale lui z sunt z, — a—Y1 $i X3 = a—y,.

OBSERVARE. In acest caz, cunoscand suma @ a solutiilor s§i produsul lor &,
solutiile @ §i » sunt radicinile ecuatiei _zz— az—-b=0 [236, Problems |. Gasim ast-

’

fel urmatoarele doud sisteme de solufii: =2/, y; =2" si xp=2", y, =7
EXEMPLU. Si se rezolve sistemul
3
ety =— 3?
xy = —10.
Valorile necunoscutelor z si y sunt radacinile ecuatiei
3 P : =
74+52-102=0 gan 2748:—20 =0,
care ne di 2’ = 25, 2= — 4 i solutiile sistemului sunt

Ty=25, p=—4; a——4, Ya=25.
20, Sistemul

(Ir) Y=

56 poate vezolva prin substitufie ca si sistemul (106).
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30, Sistemul
(109)

(Dhcrnty=a,
() 244°=0.

-

Scotand valoarea lui z din ecuatia intdi si substituind-o in ecuatia
a doua, obtinem

(110) (e—~g) o’ =% sau 2y°— 2ay L a*— b =0,

Aceastd ecuafie ne di pentru y dowd valori: tosioy, (diferite sau
egale). Valorile corespunzitoare ale necunoscutei x sunt z; — ¢ — Yy $i
xy =a—1y, (si ele diferite sau egale).

Osservare. Sistemul (109) se mai poate rezolva $i in modul ur-
mator: Ridicand la patrat ambii membri ai ecuatiei (109, 1), oblinem

(111) e 2zy + 9’ = o>

Fiinded ecuatia (109, IT) ne di o+ * = b, ecuatia (111) se mai
poate serie 2xy — a°— b §i, impreund cu ecuatia (I), ne di sistemul
echivalent cu (109):

zZTy=a,
a?F—b )
2

zYy =
Reducem astfel problema la cazul 19 [ sistemul (106)].
EXEMPLU. Sistemul
(1) 2 4-y=14.
Scotand valoarea y =4 — 2 din ecuatia (I) si substituind-o in ecuatia (1I),
obfinem »'—d4x—1=0. De aci deducem a;=2-1V3, mm=9_)3 s1 relatia
y=4-=z nedd y=2-_V3, y,—21J3.

(112)

49, Sistemul

(B} s — y2 =27,
L (1) 2ty =

Impértind ecuatia (1), (z—y)(x+y) = a, prin ecuatia (II ), mem-
bru ecu membru, deducem

(1IT) x—y:%-
Sistemul (1), (III), echivalent cu (I), (IT), e de gradul intdi
[209, Exemplul 19]. Adunand si scizand ecuafiile (II) si (III) obiinem

i bz—l- a 'b:-— a.

a
2 =0k =, 2y=b—3 sau T = e

(S =



262 V. — ECUATH NELINIARE,

In mod analog se rezolvi sistemul

- (114) «‘02—2/2=a,
T =g =
59, Sistemul
(115) (I) 2+y’=a, -
3 (II) LY =26

Ridicand la patrat ambii membri ai ecuatiei (II), deducem
() =4

§i sistemul (I), (II1), mai general decat (L) (H), e d5% sy si
produsul cantititilor 2 y*. Procedand ca in cazul 19, daci 2".si 2" sunt
raddcinile ecuatiei -

F—az Lt 0,

2 ’

2 2 2 2 .
avem x' =2, " =2 san P — 2",y =2"; prin urmare
w= =Y b e + )z, y=1)7

Primul grup ne di 4 sisteme de solutii; al doilea grup ne di
alte 4. Ecuatiile (I), (I1I) admit dar in total 8 sisteme de solutii.
Dintre acestea numai 4 sisteme de solufii satisfac la ecuafia Ty —==b;
celelalte 4 sunt solutii strdine, introduse prin ridicarea la patrat (1).

EXEMPLU. Ca si rezolvim sistemul

24y =95
zy =12,
ludm o’ P — 95, 227 144 Eeuafia 2*— 2524 144 — 0 ape radacinile z'-== 9,
#"=16 §ine di 2= 9, )’ — 16 sau 22— 16, y'=9, adici 2=13, y—+4
sau x=— i4, y =T 3. Dintre acestea numai 4 sisteme de solulii satisfac la ecuatia
zy =12 i anume:

T =3, y=4; Xy=—3, Yo=—4; Xy =4, y3=3; W= =g =3

256. Maxime si minime, Zicem ci o cantitate variabili trece
printr'un mazim sau printr'un minim, cand capiti o valoare mai mare
sau mai micd decat toate valorile pe care le ia imediat inainte si ime-
diat dup# aceasti valoare.

Astfel dacd am considera un relief geografie, altiludinea solului e o cantitafe
variabild, in general, dela un loc la altul, Varfurile muntilor §i fundurile viilor sunt
puncte unde aceasti altitudine e maximd sau minimd,

(1) Sunt solutiile sistemului L= a, Xy=—p,
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Teorema 1. Produsul a doud mumere variabile — dar cu suma
constantd — e maxim cind numerele sunt egale.

In adeviir, daci pentru doui numere reale z si ¥ avem
Z+y =c (constant), *y = v (variabil),
* §i y sunt ridicinile ecuatiei de gradul al doilea

2
g—¢czltov=0

si deducem
A ct+Ve—ap _ec—Je=ap
r = oo = _‘Ah .

o : : 9
Cand numerele z $1 ¥ sunt reale, avem ¢ = 4p sau

(116) ; n2E
Produsul v are valoarea max’hmig pentru = — Vi %
OsservaRe. Si identitatea
doy = (24+y)f— (2—y)?
ne aratd cd, dacd z+y —c ( constant), avem
day = P~ (z—y)’ < & pentru = x—y =40

adicii pentru x == y. Produsul xy are valoarea cew mai mare (maximd ),

. v s v C

cand diferenfa z—y ¢ nuld, adiei pentru x =y — 5

EXEMPLU." Dintre toate dreptunghiurile, care au acelag perimetru, patratul
inchide aria maxim i,

In adevir, daci i semnim cu 2 lungimea, cu y li{imea si cu P perimetrul
3 : M S P
unuia dintre aceste drep{unghiuri, avem 22142y =p sau 9y = 5 (constant)

§i, dupd teorema I, aria xy e maximd, cind x — y — —’21 sau ecand dreptunghiul
devine patrat,

Teorema IL. Suma a doud numere variabile — dar cu produsul
constant — e minimi ednd numerele sunt egale.

In adeviir, daci avem
x+y=v (variabil), xy = ¢ (constant),
x si y sunt ridddcinile ecuatiei

2
v Z—vz4+e=0

si deducem
v+ Vr—ac v—Jr—4c
= \2 ) = 5 .
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zitive, trebue si avem

Pentru ca numerele z si ¥ si fie reale si PO
5 &
v =4¢ sau v=2]e.

y— :V?

LY

(117)
Suma v are valoarea minimg 2 Ve pentru x—

Osservare, Si identitatea
2 2
(m+y) 54.1-2/-;-(50—,1/))

ne aratd cd, daci #y = ¢ (constant), avem

° ;)
(x4y) =4de (2—y)® > 40
Y are valoarea cen mai micd

adicii pentru = %= y. Sama 4
cind diferenfa x—y e nuld, adicii pentru  — y=2)e.
EXEMPLU. Dinfre toate dre

pentru x—y 4= 0
(minima ),

ptunghiurile, care au aceeas arie patratul are

perimetrul minim,

In adevir, dupi teorema IL, toate aceste dreptunghiuri avand aria zYy—a

«( constantii), perimetrul 2(x~+y) e minim, cind z=y=1Va sau cind dreptunghiul
devine patrat.

re complexe. Zicem ci un

7. Extragerea riadieinii din nume
) ®+yi e radicing patrati a unui numdr com-

numdr complez (imaginar
o & 12 =
plex dat e+bi, dacii avem (xLyi) —aLbi sau
2 . .
T 'L 2ryi — g L
Aceaslid egalitate se descompune in [228]:
2 9
(B A
(1) 22y — b,
a patratd din numdrul com-

(118)

Prin urmare : pentru a extrage rdddein

plex a-+bi trebue s rezolvim: sistemul (118).
I°. Daci @« =0 si b =0, giisim 2=0,y=0si zLyi=0,
20, Daci b =0, numiiral a+-bi se reduce la a (real); ecuatia
0. Dacii a e pozitiv, gisim in am-

daci a e megatin,

(118, 11) ne di sau # =0 sau y —
etyi=+il|d’

bele cazuri 2 riidiicini patrate reale etyi=+|a:
(e =—a'), giisim 2 ridicini patrate imaginare pure
3%, Dacit b= 0, ecuatia (118, IT) ne di
b
Y
(118, 1), obti-

Yy =

(119)
si substituind aceasti expresie in locul luj ¥ in ecuatia

nem o ecuatie bipatrati [247]
' da'— daa®_ P2 =,
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Punind #® = z aceastit ecuafie se transformi intro ecuatie de
gradul al doilea: 42— 447 —p2=0 si ne di pentru z valorile

o at)ete w__a— )t v
sy g L e e

Cum z= + J/z trebue si fie un numir real si cum 2° e pozitiv
dar 2" e megativ, gisim pentru z numai dowg solufii reale :

Lf =5 V? si doi== = VZ—'
Formula (119) ne di pentru y valorile corespunzitoare

. b
== 1 Yy — — —
27 ¥ Y2 2]

Yy =

si deducem pentru Ja-+bi doud valori complexe simetrice :

b

: 7 3 L bi
@ 4 i = |’ 4 oz B ‘et =—J7-

N

EXEMPLU. Si se calculeze Vl—iV?. Insemnénd cu 2} y4 aceasts radicing,
trebue si avem (z+yi)’—=1—i)3 sau

(120) =1 i 2xy—=—J3.
De aci deducem z —l/g apa 2. "/l=—_3—’ 1/'=i— $i gi-
1=V 3> M gy < 2)/2 . 2V2 §1 ga:
sim ca ridicini patrate valorile complexe simetrice
sl aE g : : /6 , 3)3
m!‘l‘?/ﬂ:v?—%_l s -Tz-l-:l/al————l?—i-Tz

258. Probleme de gradul al doilea.

ProBLEMA T (ARITMETICK COMERCIALK ). Doi asociafi au si-gi impartd
o sumd de 90275 lei, in eare se cuprind g1 ecapitalurile $ cdstigurile lor.
Capitalul depus de’ primul asociat e de 25000 lei si edgtigul celui de-al
doilea ¢ de 18525 lei. Se intreabi care e capitalul celui de-al doilea i
cdstigul celui dintiii, stiind ed beneficiile sunt mai mici decat capitalu-
rile depuse. :

Insemnand cu =z capitalul asociatului al doilea $i eu y castigul
asociatului intdi, avem !

Capital Cagtig
Asociatul T - 25000 Y
3 U i, 18525

Din enunful problemei rezulti dous egalitdfi.
10. Suma capitalurilor si a cagtigurilor e de 90275 lej:
(1) 25000 + = + y- 18525 — 90275, °
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20, Céstigurile sunt proporfionale cu capitalurile depuse :
25000 2
(1) y 1852
De aci deducem sistemul de gradul al doilea

(I) z4y=46750

(121) (1Im) xy =463 125 000,

si necunoscutele z si y sunt ridicinile ecuatiei’
& — 46750z + 463125000 — 0,
adicd 2" = 32500, 2" = 14250,
Problema algebricii admite doud sisteme de solufii:
2y = 32500, y, = 14250 §1  x; = 14250, y, = 32500.

Cum ni se spune insi ci beneficiile sunt mai mici decat capitalu-
rile respective, numai primele valori y, ¥, sunt solutiile problemei date.

ProBrema II (Fizick s Crivie )- Intro eprubetd gradatd, agezatd in-
ir'o cuvetd ew apd, se introduce aer, care ocupd o indlfime de 25 cm.
la temperatura apei (159) si la presiunea exterioard (750 mm,). Nivelul
apei e acelag in cuvetd i in eprubetd.

Se absoarbe apoi ozigenul cu ajutorul fosforului i se cere s
se determine indlfimea gazului ramas, daci se presupune e temperatura
§U presiunea exterioard m'aw variat in timpul experienei.

Tensiunea maximi a vaporilor de apd la 159 este 12,6 mm,

Densitatea mercurului 13,6, Nivelul apei in cuvetd se consideri invariabil,

Dacd s e suprafaa sectiunei eprubetei, volumul aerului din epru-
betd este 25s eme. si confine 0,79X25s eme. azot si 0,21X25s eme.
oxigen la presiunea 750—12,6 — 7374 mm. (1).

Dupé ce se absoarbe oxigenul, riimane numai azof salurat de va-
pori de apd si mercurul se ridicd in eprubetd cu z em. Gazul riimas
ocupi un volum de (25—z)s cme., la presiunea anterioari micsorali
cu presiunea reprezentati de coloana de z cm. de apid sau de

@ x
mcm. = m mm. mercur.
Avem dar

Vi =0,79X258, P, = 7374, Va=(25—z)s, P2=737,4—%

(1) In 160 c¢me. de acr sunt 79 cme, azot si 21 eme, oxigen.



1V. — SISTEME DE ECUATI NELINIARE. 267

si legea lui Mariotte V,P,= V,P, ne di egalitatea :

- y — =4 : - &
- 0,79X 255X 787,4 = (25—=x)s (737,4“%)

de unde deducem ecuatia de gradul al doilea in z
2’— 1027,8 2 4 5766,5 = 0,

care are riddcinile 2" = 5,7 si 2" = 1022,1,
Solutia problemei e numai z = 5,7 ¢cm. < 25 cm.

Prosreya III (GroMETRIE). Sd se inserie nir'o sferd cu raza r un
cilindru, a cdrui suprafafd totald sd fie de m ori suprafafa sferei.

Reprezentim pe fig. 38 o sectiune fi-
cutd in sferd si cilindru printr'un plan, care D C
trece prin axa cilindrului. Sectiunea in sferd
e un cerc cu centrul in O si cu raza r (cen-

trul si raza sferei), iar in cilindru e un O"\_‘ 7
dreptunghiu ABCD. T

19. Necunoscutele. Insemnéim : A P x /B
diametrul bazei cilindrului AB = 2 PB = 2
inilfimea cilindrului AD = 2 PO = 2. Fig. 38.

2. Scrierea ecuatiilor. Triunghiul dreptunghic BOP ne dj
() 24 =4,
egalitate, care exprimid cil cilindrul e #nseris in sferd.

A doua ecuatie e dati de relatia dintre suprafata totald a cilindru-
lui §i suprafata sferei: :
pY 2nz.2y = m.4mr®
sau ’

(1) 2+ 22y = 2mo® (m pozitiv).

Avem astfel, pentru a determina pe z sl ¥, un sistem de doui
ecuafii de gradul al doilea cu douii necunoscute.

3% Rezolvarea. Ecuafia (II) ne di

2mr? — o?
(122) y=mree

inlocuind pe y prin aceastii expresie in ecuafia (I) obfinem
(123) 5a'— 4 (m+1)a’ L amdri =0
sau, ficand =z, '

(124) 55— 4 (m+1) st dmir =0,
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Daci 2" si 2" sunt radicinile ecuatiei (124), deducem pentru z
patru valori +J2 s +V2" si formula (122) ne di pentru y alte patru
valori corespunzitoare. Acestea sunt solutiile “algebrice ale sistemului
(I), (II). Dintre acestea numai sistemele de solutii z si y reale si po-
Zitive pot avea un sens pentru problema geometrici dats,

Discutie. Ridicinile ecuatiei (124) sunt reale, dacd avem
(125) 4+ (m4-1)*— 20mr* =0 say  dmi— 2m—1=<0,

Trinomul 4m2—-2m—1, care se anuleazi pentru m — li‘lﬁ'
e mnegativ pentru m cuprins intre aceste raddcini. Rimane dar sj discu-
tdm numai valorile
1+V5
(126) I<m= SR

1% Pentru m < ‘H;VE ecuatia in z (124) admite 2 rddicini reale

$i pozitive: 2" i 2" 1237]. Fie 2" < 2", Acesto radicini ne dau pentru z
numai doud valori reale si poziiive: zy = |7 E A

Pentru ca valorile [ui Y, date de formula (122), si fie si ele po-
zitive, trebue si avem

(127) 2% < 2my? sau (128) z< 2ms>

Inlocuind pe 2 prin 2ms? in ecuatia (124), obfinem pentru mem-
brul intai al ei valoarea
(129) 8%{m(2m—1),
care e negativd pentru 0 < i < % $i.pozitivi pentru m > %

Prin urmare, daci 0 <m< %, avem 2’ << 2mo® < o [241,1]
$i numai ridicina 2” satisface Ia neegalitatea (128); giisim dar up Sin-
gur sistem de solufii reale §1 pozitive pentru sistemul (1), (11).

Daéﬁ % < << H;V5

A I o 2 v . T 2 4
2 si 2", Dar nu putem avea 2mr’ < o < 2", ciici ar rezulta 2’5" >dm

v 2ma® se gaseste in afard de riddcinile

LN

pe cand ecuatia (124) ne di 2" = %m2r4 < 4m°r%  Avem dar -
< 2" < 2mr®, adicy neegalitatea (128) e satisficuts $i pentru z — 2

$i pentru z = 2" si giisim doug sisteme de solufii z $i ¥, reale si pozitive,
peniru sistemul (I), (II).

Pentru m=%, ecuafia (124) devine 5,°— 67°%2 42 si admite radicinile
d=r M= 5+ Valoarea z=—4? pne g3 #1="7, y1=0; e cazul limiti, cand indlfimea
cilindrului insecris se reduce la zero. Valoarea == ne di m,=-_, ,7/2:1%; inal-

5 5

4 9
{imea cilindrului e de dous orj mai mare decat diametrul bazei,
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20, Pentru m — L

» ecuatia in z (124) are o singuri ridicini

(dubld): z = 541—01[37-2 $i gisim, pentru sistemul (I), (II ), un singur

sistem de solufii reale pozitive:

i l/' 5 s e
i o T

ProBLEMA IV (ARiTMETICK COMERCIALK). O persoand a pus la o
bancd, cu dobindd de 8%, suma de 662000 lei in doud rate:: rala
intdi la 1 Mai i rala a doua la 2 Iulie acelag an. Dupd un timp con-
statd cd dispune la baned de un capital de 683 600 [lei.

Stiind cd dobdnda produsd de rata intdi ¢ de 5 ort mas mare decdt
dobinda ratei a doua, se cere sq se caleuleze: a) valoarea fiecdrei rate;
b) data evaluirii capitalului format la bancd (1).

10 Necunoscutele. Insemnim cu z si y valorile celor doui
rate i cu ¢ (zile) timpul corespunzitor ratei intdi (dela 1 Mai pani
la data evaludrii).

20. Ecuatiile. Stim ci suma ratelor ¢ 662 000 lei:

(1) z 4y = 662000,

Ca sii calculim dobanda, trebue si stim tompul si divizorul fix.
Timpul corespunzitor ratei intdi e ¢, Dela 1 Mai pand la 2 Iulie fiind
62 de zile, timpul corespunzitor ratei a doua e ¢t—62. Pentru procentul
8 divizorul fix e 4500. Scriind ci dobanda ratei intdi e de 5 ori mai
mare decit dobanda ratei a doua, avem

xt - y(t—62)
4500 — °° 4500

") =zt = By(t—62).

In fine capitalul total constituit la banci find 672 800 lei si

suma ratelor depuse fiind 662000 lei, suma dobanzilor produse este
672800—662 000 = 21 600 lei. Prin urmare :

xi y(t—62)

Hoo T 4500
(1) zt+y (t—62) = 97200000,

sau

21600
sau

Avem dar un sistem de trei ecuafii (I), (I1), (II) cu trei necu-
noscute z, y, t.

(1) La calcularea numirului zilelor infre doud date, zina initiald nu se socoteste, pe cand ziuna
finald se socoteste. Astfel dela 1 Mai pand la 2 Tulie avem : din Mai 30 zile, din Iunie 30, din Iulie 2;
in total 62 zile, -
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3% Rezolvarea sistemului. Sistemul se poate scrie:
(1) Z 4y = 662000,
(130) (Ir) Zt— 5yt =—310y,
(L) =zt + yt = 624+ 97200000,
Adunand ecuatia (II) cu ecuatia (III) inmultiti cu 5, obtinem

s 62¢ = 486000000
sau

(I)" 2t = 81000000
Secdzand ecuatia (11 ) din (III), deducem
6yt = 372y 4 97200 000
sau

(Ir)” Yyt = 62y 1 16 200 000
si sistemul (I), (II), (III) se poate inlocui prin sistemul echivalent

(1) z 4y = 662000,
(131) (Ir) xzt = 81000000,
(1) Yyt = 62y 1 16200000,

Rédmane si rezolvim acest sistem. Kcuatia (181, 1 ) ne di

(132) y = 662000 — z;
ecuatia (131, I1) ne di
81 000 000

$i inlocuind pe ¥ $i ¢ prin aceste expresii in ecuatia (131, I1I), obtinem
ecuafia cu o singuri necunoscuti :

62 z°— 138 244 000 2 + 53 622 000 000 000 = 0,
care admite ridicinile

2= 500000 §i o= BEBW _ {79974y

Formula (132), pentru z — 4* $l z=ua", ne di valorile luj y:

¥ d A 33 100 000 ‘
y' = 162000, 4 == — =— 1067 741,94

iar formula (183) ne dj valorile lui ¢ corespunzitoare :

LA 15500
v=162, ¢=22N g8



V. — SISTEME DE ECUATI NELINIARE, 271

Problema algebrici admite doud sisteme de solutii :
x’) y” t' $i m”’ y”’ t”’
dar ratele 2 si y trebuind sii fie amandoudt numere pozitive, problema
aritmeticii dati admite o singurd solufie :
z = 500000, y = 162000, ¢= 162,
Data evaludrii capitalului este 70 Octombrie acelas an.

EXERCITIL
46. Si se rezolve ecuatiile :
1 (2x—5)=(2—1)(22+3)—Ta-4;
20, (302'1*52)(902—'(17-{-1)=(3bz+az)(mz+w+1)§

1 1 1 1 ; 1 ey he s W
3. x—1+x—2+x+l+x+2=0’ 4, x—a+x—b_7+7’
= e 2
50, 5(x+8) =V222F-3x—9; 680, 2)ax41-+ m=5.
R. 10 &’=3, a"—4; 20, m’=_Z;:, x”:i%:; ]
5 5 2ab .
30, w‘=3,a:z=-—{—V~2—, Tp=—llsi 4% am=—g-lp, mz=ai)b,
50, Obfinem ecuatia 232°-}- 147 +284 =0, care are radicinile o' — — 3 3
:z'"=—;—:- Dintre acestea numai = — 3 e ridicina ecuatiei irafionale,
60, Gisim ecuafia 42°— 92— 9 — 0, care are ridicinile 2’ — A e —% .
Amandoud aceste valori sunt ridicini ale ecuatiei irafionale,
47. Si se discute felul ridicinilor ecuatiei
(A—1)a*—2) 231 =0,
cand ) ia toate valorile reale dela — oo pand la 4 oo,
R. Gisim tabloul urmitor :
Valorile lui \ D;"i;"”j’;"x";‘”' xpxr= B 2 Felul radacinilor
A<O - - - imaginare
A=0 0 0 0 e—l=—0
Qe X1 + - - reale si de semne contrarii
——--13 e 0o oo ecuatiaedegr.l:m:%
1< ?? + + -+ ‘reale si pozitive
A == -2— 0 + + wl o= xll= 3
3 A' S o
S — + + imaginare,

Cand A tinde eitrd 1, o ridﬁéina creste la infinit,

48. O persoand cumpirand un obiect si in urmi vanzandu-l cu 72 lei, are o
perdere la suld egald cu a treia parte din costul obiectului. Cat a costat obiectul ?
R. Problema are doud solufii: 180 lei $i 120 lei,
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49. Ecuatia 32420y — 59— 10z — 2y+7=0 ne di, in general, pentru
fiecare valoare a Iuj 2 cate doud valori pentra y si pentru fiecare valoare a lui ¢
cite doud valori pentru z, Si se precizeze: cand aceste valori sunt: 10, reale si ne-
egale; 20, reale gi egale; 82, imaginare 9

R. Ecuatia in 2 are raddcinile reale si neegale pentru orice valoare a lui 4.
Ecuafia in 4 are raddcinile reale §i meegale pentru <1 si > 295; reale si
€gale pentru o — 1 §l =925 imaginare pentru 1 <T <225,

50. Si se rezolve ecuatiile :

1
10 x12+m+,ﬁ+ﬁ+,ﬁ_+x;4 =0;
2. 2%(2"4-82"4-63) — 8 (2’4-8).
R. 19 Problema se reduce Ia rezolvarea ecusfiei bipatrate 3a*— 58’244 —0
§i gisim: o, — 131; 2y —— 13,1; x3=62; Ty=—6,2 (cu aproximafie de 0,1 ).
20. Ecuatia e trinomy 2" 632°— 61—, Problema se reduce Ia rezolvarea
ecuafiilor binome: 2°— 71— §1 2°4-64-=0, Prima [251, 7] are ridicinile

—14i)3 —1—-i)3 . 14i)3 1-i)3
2 =1, Tz=+yrws=_2i' = e +2V ’Tﬁ:.\)y'

s 6
Ecuatia a doua are ca radédcini valorile precedente Inmulite cu J/—64 — 95,
51. Si se rezolve sistémele de ecuafii ;
P.aty=a, &4y —p; 9 "_2'+bL: =1, '""+g =1,
- :

P
a’

0. 32 - day 18,2 15249y —0, 2 —2py | of 10242y = 0.

3_p3 [163_ g3 [ 43— 43
S a® —p 2 a 4b°—q a | 4b°—gq
0 = = — —_— eyt | SR
R. 19 Gisim ay = $i x=g -|—1/ Za * Y=7 1 T
.0 T Y v —_ 22 s e ———
90 o Cv'mEa’nl iy v'm’ —a*p? o — 20 F b%m Va!nz-}-bzmz—a’b’_
oF @2 n® - b2m? o @24 pm?

P2y =0, yy=0; g1, Yo=38; 24=38, yp==—3; z,—p, Ys=—2,
52. Si se determine laturile unui triunghiu dreptunghic, care are perimelrul 2p
§i suprafata %f .
R. Trebue si rezolvim sistemul
2
2ty+2=2p, my=3£, 'yt = !
Eliminand pe 2 intre ecuafia intdia i a treia, deducem a:+g/=78—p §i giisim

2p o Sp
m:s—, ?/:E' z=—6—.

53. Si se determine cifra o §i baza B a sistemului de numerafie, in care nu-
merele 2736 si 1741824 se scriu respectiv. 1200 si 0000,
R. Trebue si rezolviim sistemul
B+ apt= 2738 ; ag®= 1741800
Géasim un singur sistem de solulii reale, pozilive §i intreg; : o=T7, =12,

—_—



CAPITOLUL VI.
REPREZENTAREA GRAFICA.

I. — FUNCTII SI GURBE

259. Funetii explicite. Dacii avem dous cantitdti variabile z si ¥,
care depind una de alta, asa ci la fiecare valoare a lui x sl corespundii
o valoare pentru y, zicem ci y e functie de = [166].

EXEMPLE. Formulele
(1) y=2x43, y=2—b2117 y=Jor—1

definese pe y ca functie de . Primele doui functii au valori reale pentru orice va-
loare reald a lui x; funclia a treia Ve—1 e reald pentru @ =1 §i imaginard
pentru » < 1,

Ca sii aritim cii y e functie de x, scriem in general

(2) %==f(z),
unde prin simbolul £ reprezentim sirul de operatii, pe care ar trebui
si le facem asuprd lui z, ca si cipdtim valoarea lui v.

Formulele (1) sau (2), care sunt ecuafii cu doud necunoscute
z sl y, rezolvate in raport eu y, definese pe y ca functie explicitd de z.

Cand vrem si reprezentim in mod simbolic mai multe funetii diferite, intre-
buintim simboluri diferite, Astfel egalitatile

e=f(1), y=9(t), z=1q(¢)

ne aratd cd z, y, z sunt trei funcfiuni explicite de ¢,

In general, formule ca

(3) u = x2+ 2¢3, u=3z+y2—5|z—4
sau, in mod simbolie,
(4) u:f(mvy)s U= :P(xayiz)
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oricare ar fi sirurile de operafii reprezentate prin simbolurile f sau P,
ne definese pe » ca functie explicits de mai multe variabile independente :
Z,Y sau z, y, z [166, Exemple].

260. Funetii implicite. Am viizut ¢t orice ecuatie intreagi cu doud
sau mar multe necunoscute, ca .

(5) 8r4+y+6=0, 22422y —y21 4 — g
sau, in general,
(6) flz,y)=0

admite o infinitate de sisteme de solufii [ 204, 253].
Valoarea variabilei Y depinde de valoarea lui sl anume pentru
fiecare valoare arbitrarg Zo a lui z, ecuatia in Y

f(xO, _7/) = 07
prin radicinile ei, e determing una sau mai multe valori pentru Y. In
acest caz, zicem ci ecuatiile (5) sau (6), care nu sumt rezolvale in
raport cu y, definese pe y ca functie implicits de 2.
Tot astfel e ecuatia de forma

f('x1 Y, t) =0,
unde f e un polinom intreg in =, y, ¢, defineste pe wna dintre varig-
bilele z, y sau ¢ ea functie impliciti de celelalte doud.

OBSERVARE. Ecuatiile (5) sau (6) definesc §i pe @ ca functie de 7. Astfel din
prima ecuatie (5) putem deduce in mod explicit :

sau  y=3x-+6 sau w=yT—6-

In general, daci o ecuatie de forma (6), rezolvati in raport cu y ne di
¥=%(x) si rezolvati in raport cu z ne ds =1 (y), zicem ci Y e functia in
versd a lui @.

261. Funetii uniforme si multiforme. 19. Daci Ia fiecare valoare
a lui z, dintr'un interval (a, b), ecuatia f(z,y) =0 ne d% numai
cale o singurd valoare pentru y, zicem ci y, definit de aceastd ecuatie,
e o functie wuniformd de z in intervalul (a, b).
EXEMPLU. Ecuatia & —5y—dx419—0 rezolvatii in raport cu y ne di:
Y= (o singuri determinare ).
Prin urmare y ¢ functie wniformd de x n orice interval,

x’—4x+£

20. Dacd la fiecare valoare a lui 2 dintr'un interval (a, ), ecuatia
f(z,y)=0 ne ax (in general) mas multe valori pentru y, zieem cii y,
definit de aceasti ecuafie, e o functie multiformd de z sau o funetie
eu mai mulle determindri in intervalul (a,d).
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EXEMPLU. Ecuafia o* — 5y — 4219 =0 rezolvati in raport cu 2 ne di:

z=2%V5(y—38) (doud determiniri).
Prin urmare z e functie multiformd de y. Cum avem y—3 >0 pentru y > 3,
Y —8=0 pentru y=38 si y —3 < 0 pentru y <3, cele doud determiniri ale lui x
sunt reale §i meegale pentru y > 3; reale §i egale pentru y=38; imaginare pentru
y<3 [227, 2].

262. Functie definit prin giruri. Legitura dintre doui cantititi
variabile se poate stabili si fird existenfa unei formule matematice. Ast-
fel miisurand #impul ¢ in ore (cu ajutorul unei pendule) si temperatura
aerulus 6 in grade (cu ajutorul unui termometru ) si inscriind valorile
gisite pe doud siruri corespunzitoare :

(1) i 6 .7 8:9 10 11 12 13.14 15 16 17 18 ore
(11) 6 4,3 5,0 5,9 6,4 6,7 8,0 8,6 9,0 9,2 8,8 8,5 8,1 7,6 grade

constatdm cd la fiecare valoare a lui ¢ corespunde o valoare bine deter-
minatd pentru 6. Prin urmare temperatura aerului e o funcfie de timp
definitd prin sirurile (I) si (II) (1).

Convenim si zicem, si in acest caz, cd intre variabilele 6 si ¢
existd o relatie de forma

0 =1(t) sau F(b,¢)=0,

desi nu cunoastem expresia analiticd a functiei 7, adicii sirul de ope-
rafii matematice, pe care trebue si le facem asupra valorii timpului ¢,
ca si determinim a priori (2) temperatura aerului 6.

263. Lege naturali si expresie matematici. Studiul fenomenelor
din naturd (fizice, mecanice, chimice, ete.) au introdus §i vor introduce
mereu in Matematici numeroase exemple de functi.

Se stie ci uns fenomen fizic (chimic, etc.) se poate studia din
doud puncte de vedere: calitativ si camtitatiy. In primul caz se cerce-
teazd numai cauzele care produc fenomenul, care-i variazi intensitatea
sau care-1 impedicd si se produci ; obfinem astfel legi calitative, In cazul
al doilea, un fenomen se caracterizeazd printr'o mdrime mdsurabild 2.
) De exemplu starea de mai cald sau mai rece a unui corp pusd in legdturd cu
dilatarea corpurilor la cilldurd, sa putut caracteriza prin misurarea unei lungimz, In
particular observatia c¥ o coloani fini de mercur se lungeste sensibil pentru o
variafie foarte mici de temperaturs, a permis construirea termometrului,

Cauzele fenomenului se caracterizeazs sl ele prin mirimi mdsura-
bile: x,y, ... Se construese aparate speciale peniru mé#surarea miri-

(1) In intervalul de timp in care a fost studiati.
(2) Mai dinainte adici inainte de a exista §i de a o puted misurd in mod dircet,

8
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milor cauze si a mirimii efect si dupd un numir oarecare de experienge
si de mdsurdrs, putem inscrie pe mai multe siruri orizontale valorile can-
titdfilor z i z, y, ... corespunzdtoare fieciirui caz. Obtinem astfel o -
tabld, care ne va da in viitor (fard alta experientdi ) valoarea mirimii 2
pentru valorile mérimilor Z, Y, .. studiate. Trecand apoi dela abstract
la concret, deducem stares fenomenului efect, care corespunde la stirile
considerate pentru fenomenele cauzd.

Aceasti legiturd dintre valorile simultane ale mérimilor z gi z, y, ...
constitue o lege cantitativg, Ea defineste in mod numerie pe z ca functie
de variabilele independente z, y, ... Astfel sunt legile gravitatiei,
legile lui Kepler, legea lui Mariotte, legea lui Joule, ete.

Pentru enunfarea acestor legi stiintele experimentale cautdi in
Analiza Matematicg niste expresii analitice adici niste formule
simple, niste fumefii elementare, care prin combinatiile lor si poaté
exprimd — cu o cit mai bung aproximatie — legitura reali dintre mi-
rimile cauze si mirimea efect, adici legea cantitativa,

OBSERVARE. 8% nu se confunde legea naturald cu formulele aproximative ce

EXEMPLU. S& ludm ca exemplu legea lui Mari otte, care leagd presiunea
cu volumul unui gaz, cand temperatura rimane constanti,
Se comprimi o cantitate de gaz intr'un tub, cu ajutorul unuyj piston, si se ob-

siunea gazului au avut la inceput valorile V,, P, cand aplicim asupra gazului o
presiune P=n P,, volumul lui devine V=7,‘-'-

Prin urmare : Produsul dintre Dpresiune gt volum rdmane constant si avem

Vo Py

VP= VoPo sau VP

—

Experienfele ulterioare ficute de Régnault, cu mai multy Dreciziune, asupra
aerubui §i hidrogenului, au dat urmdtoarele rezultate : $

Pentru aer Pentru Lidrogen
Vo P Vo P,

» ) Bl o il
1476,25 mm.| 1,001414 1173,17 mm.| 0,998584
4209,48 1,002765 4431,14 0,996121
8177,48 1,003253 18490,47 0,992933
8404,11 1,003336 20879,18 0,992327

13483,48 1,004286
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Deci pentru aer produsul VP, vecin de Ve Py, merge descrescand, pe cind
pentru hidrogen acest produs crestes cind presiunea P creste,

O lege fizicd (chimic, etc.) scrisi sub forma analiticd, desi e o egalitate ma.
tematicéd, nu e riguros exacti din plnct de vedere fizic (chimic, ete.): ea e numai —
dintre relatiile simple — functia cea mai apropiatd de aceea, care ar trebui si ex-
prime legea cantitativi adeviirati a fenomenului considerat,

Pe de altid parte, in teoria matematici a diferitelor ramuri ale Stiintei si
»ipoteza joacd un rol capital, in lipsi de alte date mai solide ; or, pe cat ipoteza este
de pretioasd ca ajutor in cercetirile noastre,. pe atat ne oferd mari primejdii, mai
ales cand ne lisim dusi de ispita, ce pare fireascd, de a considera o ipotezd, creatd
a priori, ca o realitate cfectivd, desi ea e numai fructut imaginatiei noastre® (1),

264. Coordonate. Daci luim intr'un plan doud axe de coordonate
Oz si Oy, perpendiculare una pe alta [230] si o lungime ca unitate
de misurd, orice sistem de doud numere reale x si y determind un
punct M in plan (fig. 89) si invers, fiecare punct M din planul zOy,
prin coordonatele lui 2 = OP, = W, determind doud numere alge-
brice reale x si y,

A4

Fig. 39.

z ¢ abscisa, y e ordonata, iar linia franti OPM e conturul coordo-
natelor punctulai +M,

Vom considera, in general, axa Oz ca orizontald si cu sensul pozi-

tiv spre dreapta, iar axa Oy ca verticald si cu sensul pozitiv in sus (2).

Planul 20y e impirtit de axele de coordonate Oz, Oy in patru regiuni:

yt

regiunea II regiunea I
<0, y>0 x>0, y>0

-

0
regiunea III regiunea IV

<0, y<0 x>0, y<0.

(1) G A. Laisant, La mathématique, philosophie — enseignement, p. 22 ( Georges Carré of
C. Naud, Paris).

(2) De fapt axa Ox poate avea orice directie, iar axa Oy e perpendiculard pe Ox,
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19. Punctul origine O are coordonatele z =0, y =0 (fig. 40).

20, Toate punctele de pe axa Oz au ordonata nulg (y=0).

3%, Toate punctele de pe axa Oy au abseisa nuli e ==0'),

49, Doug puncte M, M’ simetrice fati de Oz (PM = PM’) au
abscisele egale si ordonatele sumetrice (1),

5%, Doud puncte M, M” simetrice fati de axa Oy (QM = OM”)
au ordonatele egale si abscisele simetrice.

69 Douii puncte M, M; simetrice fatd de origine (OM = 0M,) au
§i abscisele si ordonatele simetrice.

Frg. 40.

265. Reprezentarea unei funetii in mod grafic. Si insemnim cu Y
valoarea variabili a unei functii f(z)

(7) y=f(z)

$i sil presupunem cd, pentru ¢ =z < b, la fiecare valoare reald a lui z
formula (7) ne di cate 0 valoare pentru y. Dacy aceasti valoare e
reald, putem reprezents in planul 20y punctul M cu coordonatele

2=0P, y=DPN=f(a).

- Segmentul PM reprezintd in mod grafic valoarea funcliei f(z) pen-
tru & = OP (fig. 43, pag. 281).

10. Sir de puncte. Alegand pentru variabila » un sir de valori
(@) By By gy vy iy
cuprinse intre a si b, formula (7) ne di pentru Y un alt sir de valori
corespunzitoare :

(B) Yok B ypcsconny: s

(1) Egale in valoare abseluti dar cu semne contrarii,
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La fiecare pireche de numere Z;, Y; corespunde in planul z0y,
un punct M, cu coordonatele (2;, ;). Unind punctele eensecutive

(1) My, M, M;, -, M,

prin linii drepte : .MIMg, MM;, ete., obtinem o linie frintd, care, prin
ordonatele varfurilor ei, reprezinti in mod grafic succesiunea valorilor
funcfiei f(z) pentru valorile Iui  din sirul («) si ne permite, prin com-
parare, si constatim daci aceste valori merg crescind sau descrescdnd
si in care puncte funcfia are valoarea cea mai mare sau cea mai micd.

EXEMPLU. Determinind. cu ajutorul unui termometru, temperatura unui bol-
nav la diferite ore (de exemplu la orele 4, 10, 16 si 22), in mai multe zile consecu-
tive, putem insemni pe o axa Of timpul ¢ (in ore) si, pe niste perpendiculare la
aceastd axi, temperatura corespunzitoare ¢ (in grade). Obfinem astfel la fiecare
Inregistrare cate un punct M cu coordonatele (¢, ¢).

]

5

37

1
l
!
!
I
1
1
1
i
!
1

[
16 16 22
Fig. 41.
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|
1
1
!
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B e
B R e e

Unind aceste ﬁuncte prin linii drepte, linia franti AMB (fig. 41) ne arati mer-
sul temperaturii bolnavului in zilele §i orele inregistrate.

‘2. Linie continud. Si presupunem cd functia Y={f(x) ca-
piti valori reale pentru toate valorile lui 2 cuprinse intre @ si b, Cand
abscisa 2 = OP variazi §i ordonata y = PM variazd (fig. 43, pag. 281 |
Cind z creste dela « la b, punctul P, se miged in mod continuy pe
aza Oz dela @ la b; punctul M s cu coordonatele (z, y), se miseit n
plan in mod continuu si descrie o linie curbd conts ud AMB.

Aceastd linie e imaginea geometricd a functiei y = f (z) intre a si b.
Ea ne aratd, prin ordonatele punctelor ei, modul in care se succed va-
lorile funetiei f(z), cand 2 creste dela a la b; de aceea zicem e arcul
AMB sau linia C e curba, care reprezintii in mod grafic variafia funcfiei
f(2) in intervalil (a, b).
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In practici nu putem determind, prin misuriiri succesive, toate
punctele curbei C dela A la B. Putem reprezenta insd un numir de
puncte destul de apropiate unele de altele, in cat curba continud, care
le uneste, si rezulte fird ezitare, Aceastdl curbd ne permite si evaluiim,
cu o aproximatie suficienti pentru practicd,valoarile functiei f( z) sl in
celelalte punete din intervalul (a, b) (1).

OBSERVARE. E evident cii oricat de apropiate ar fi doua puncte A si B ale
unei curbe necunoscute G, arcul AB, cuprins intre ele, poate avea o infinitate de
forme. Totugi, cAnd am determinat un sir de
puncte, care se succed destul de apropiat

y unele dupa altele, sentimentul continuitdfii ne

C : indicd, in general, mersul probabil al curbei
% prin punctele determinate,

4 ~Pentru a construi cu mai multy sigu-

ran{d imaginea geometrici a unej functii, va
trebui sid introducem o nofiune geometrici
noud : panta unei curbe si o notiune analitici
noud : derivata unei functis [283].

: L EXEMPLE. 10, Si considerim functia
i 1% cea mai simpla de gradul al doilea:
A 5
o
C : /] Y = m’.
1

Pentru orice valoare reali si finitd a
lui 2, aceastd functie capiti o valoare bine
determinatd, reali § finiti. De aceea zicem
\ / cid functia existd pentru toate valorile lui x
dela —oo pand la oo,

Pentru a-i construi imaginea geome-

\ tricd, putem da intéi variabilei 2 valori inlregs,

\ plecand dela z=0, in amandoui sensurile,

o (pozitiv si negativ). Daci luim pentru 2 >0

e e M A B B S S T valori cresciitoare, constatim ci valorile func-
Fig. 42, fiei y=a* cresc; pentru z < 0, din contra,

cand z creste, valoarea absoluti a lui 2 des-
creste si = a® descreste, Pentru =0, avem y =0,
Inscriind intr'un rand orizontal valorile variabilei  si intr'un alt rand orizon-
tal valorile corespunziitoare ale funetiei y, obfinem tabloul urmitor ;
o] i gt st T e B gl

Y j 16 9 4 1 0 1 4 9 16

Reprezentand punctele (2, y) corespunzitoare, fafi de doud axe: Oz orizon-
tala si Oy verticald, si unind aceste puncte printr'o linie continud, obtinem o curba C
(7ig. 42), care reprezinti variafia funcfiei y — a2, Aceasti curbi e o parabold.

(1) Adiclt si in punclele, carc n'au fost determinate prin milsuriiri directe,
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Daci, intre doudi puncte consecutive, nu suntem siguri de mersul adevirat al
curbei, putem lud pentru z valori intermediare (in acest caz fractionare), Astfel

Intre =—1 §i 2=-1 gisim pentru curbd urmitoarele puncte :
: 1 1 1 1
X , e —1 = e 7T 0 e 5 1 e
1 1 1 1
Y | = 1 —4- i 0 % T 1

Curba e tangenti la axa Oz in punctul O,
20, Imaginea geometrici a functiei y=%m’ (curba punctati C’ din fig, 42) se

poate obiine pe aceeas cale sau se poate deduce din curba C, observand ci linia C’
trece prin mijloacele tuturor ordonatelor curbei C,

8. Curba temperaturii. Daci pentru determinarea variatiei temperaturii
unui bolnav, in loc si facem observafiile §i inregistririle la fiecare € ore (fig. 41),
le-am face la fiecare ord sau la fiecare minut, punctele M corespunzitoare ar fi mult
mai apropiate unele de altele si daci — printr'un mijloe oarecare (1) — putem in-
registra temperatura @n mod continuu, punctul variabil M descrie o limie curbd com-
tinud C, care reprezintd in mod grafic variatia temperaturii bolnavului in tot timpul
inregistrarii,

Fig. 43.

266. Functii definite prin curbe. Putem considers problema in-
versi: Sd desemndm in planul 20y o linie curbg C, care si fie intal-
nitd numai intr'un punet de orice dreapti paralelié cu axa Oy (fig. 43).

La fiecare valoare a lui z = oP, corespunde pe figuri o ordonati
y =PM si un punct M pe curbi. Ordonata y e o funcfie de x definiti
prin eurba C.

Dacd putem giisi o expresie analitiei f(=) (2), astfel ca, pentru
fiecare valoare a lui z = OP, formula Yy={f(z) si ne dea pentru Y
tocmai valoarea algebried a segmentului PM corespunzitor, dat de curbha
C, zicem ci y =f(z) e ecuafia curbei C.

() Cu un fermometry Inregistrator, care mseamni femperatura in fiecare moment pe o
band# de hartie

(2) De exemplu: o expresie algebrici.
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Funcfia y astfel determinati, e definitd in mod grafic prin curba C
si in mod analitic prin expresia f (z) sau prin ecuafia y — f(x).

267. Functie ecrescitoare §i desereseiitoare. Fie y — f(z) o fune-
fie, care capiitd valori reale pentru @ =z = b. Daci dim lui doud valori
diferite 2, gi ,, functia y capiti si ea, in general, doui valori diferite

Y1 = f(z), Yo =f(=).
1%, Daed, oricare ar fi numerele x; si x,, cuprinse intre sib,

pentru @ <y avem . f(#) < f();
zicem cii functia Y= f(x) e cresedtoare in intervalul (a, b) $i conve-
nim si scriem y [ yier.y2] (y creste dela Y la ).
In acest caz pentru orice sir de valori crescitoare
s G =t
din intervalul (@, b), avem

f(f,)<f(€z)<...<f(f,,). ,
2. Dacii, oricare ar fi numerele z; si @, din intervalul (a,d),

pentru  z; <z, avem f(x,)>f(w2),

zicem cj functia y = f (%) e descrescitoare in intervalul (a, b) si con-
venim si scriem y [#1 desc. 1] (y descreste dela y; la y, ).
In acest caz pentru orice §ir de valori crescitoare
£,<£2<...'<E,,, >
din intervalul (a, b), avem
eI fley=r f(&):

3°. Dacd, oricare ar fi dous numere z; si %, din intervalul (a, b), avem

Fl@) = f(a),
zicem ci functia f(zx) e constantd in intervalul (a, b).

In oricare din aceste cazuri, cind z creste dela 2y la z,, functia
y=1Ff(x) trece dela valoarea % la valoarea y,. Diferenta ay—z; —
se numegte cresterea variabile; , iar diferenta Y2—Y1 = k se numeste
creglerea functier y; cresterea % poate fi pozitivd, negativi sau nulg,

CreSTERILE Az s1 Ay, Uneori e mai comod si insemném cre-
sterea variabilei = cy Az $i cresterea funcfiei ¥ cu Ay. In acest caz
la valorile 2 si z4Az ale variabilei independente corespund pentru
functie valorile

(8)"$‘i’ ; . | y=f(z)
(9) ¥+ A4y = f(2+Ax).
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Scizand egalitatea (8) din ( 9), membru cu membru, deducem
(LXXV) Ay = f(z+Az)—f(=) (cresterea funcfie ).

OBSERVARE. Si nu se confunde Az cu Axaz si Ay cu A Xy. Simbolurile
Az §i Ay sunt nigte semme convenfionale: Ax, ca si b, reprezintd cantitatea cu cat
creste z; Ay, ca si k, reprezinti cantitatea (algebrici) cu cat creste Y.
EXEMPLE. 10, Si considerdm functia y— o7,
Pentru o =1 i 2,—1,3 gasim y; =1 si y,=—1,69; adici pentru
h—13__ 1 =03 avem k=169—1— 0,69 pozitiv, »
Pentru oy =—4¢, g,— 3,9 gisim gy =16 si Y2=1521; adici
pentru h=(——3,9)—(—4)=0,1_
avem E—1521 —1g=—"=" 0,79  negativ,
In general, pentru dous valori Xy §i 2, gisim
k=y,“yl =x—a=(x,—ux,) (23t 2) = (2,42 ).
Pentru oy <z, <0 avem h=x, —a >0, xz+® <0 si k<0 sau Y1 > Ya;
deci y descreste, cand z creste dela —oo pand la 0. Pentru 0 < 2 <z avem h >0,
Ty+2 >0 i k>0 sau Y1 <yz; deci y cregte, cAnd x creste dela 0 pand la oo,

20, 84 consideriim functia liniars

(I) y=3x-5,
Cand dim Iui z o ci'estere Az, valoarea acestei functii devine
Ir) y—{-Ay=3(m+Az)—]—5=3a:+5+3Am‘

§i scizand egalitatea (1) din (II), membru cu membru, obfinem
Ay = 3ar.

Prin urmare: pentru Az > 0 avem Ay >0 adicd-functia y=3m+5 cregte,
cand z creste dela — oo pani la + o0, :

OBSERVARE. O functie poate fi necontenit cresedtoare, fird 'ea va-
loarea ei sd creased pind la +oco.
z—1

Astfel functia y — —— he di

__a:,—l __2'2—1
Y= Sk Yor= oz

§i pentru 0 < gz, < 2, gisim

pry =Bl sl ara =0

Xy g 2 2y
adicd y creste, cand 2> 0 creste. Dar cand Z — 00, % tinde cdtri zero
Shy=1 Ll tinde ecdtrd 1. Deci Y nu cregte la infinit.
X

Tot astfel, o functie poate fi necontenit descrescitoare, fird ca vg-
loarea ei s descreased pang la —oo,

.
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Functia y — z2 creste si ea, cand z > 0 creste; dar cand z— 4 00,
Y = x? creste la infinit,

In adevir, pentru 2 > 0 §i destul de mare, y poate deveni oricit de mare.
Astfel pentru ca ¥ sé fie mai mare decat 1000000 e de ajuns si luim @ > J/1000 000

adicd # > 1000, Pentru ca y si file mai mare decat un numdr N, oricat de mare, e
de ajuns si luim ¢ > VN

Functie mirginiti. Zicem cj o functie f(z) e marginitd
intr'un interval (a, d), cand, pentru orice valoare a lui din acest
interval, valoarea funcfici f(x) riméne cuprinsd intre doug numere fixe
A si B, adici daci

pentru a=2=1"> avem A=Tfle) =1

v

~ Zicem ci o functie e mdrginitd in vecindtatea wnei valori (sau
unui punct) z;, cand e mérginitd intr'un interval Zy—e, zy+¢, numi-
rul & putand fi oricat de mic, dar deferminat.

EXEMPLE. 10, Funefia 3=z penira z cuprins fntre —2 si +3 capiti
valorile urmétoare :

@& —2 —1 0 1 2 3
Y 4 desc. 1 desc. 0 oer 1 er. 4 er. 9
deci pentru —2=2=3 avem 0=y=9. Functia Yy=x? e mdrginitd in inter-
valul (—2, 3),
20, Functia y — % pentru z cuprins intre —1 si ~+1 capitd valorile urmitoare :

, —1- =00 =0,01 '—¢ 0 +e 0,01 o1 1

X
v | =1 =10 —100 -1 —oo| 4w +5 100 10 1

Cénd & > 0 tinde citri zero, fractia —;— creste la infinit. Prin urmare: cand z
tinde citra zero prin valori negative (=2}, y=xl tinde citri —oo; cand z tinde ciitry

zero prin valori pozitive (- g), y tinde citrd oo, <
Functia y=%: devenind infinitd in intervalul (=1, +1), nu e mdrginitd in
acest interval, '

268. Panti. Si considerim un triunghiu dreptunghic OPM (fig. 44)
in care o cateti OP si fie orizontald si cealalti cateti PM verticald.

Ipotenuza OM are o aplecare sau o pantd fatd de cateta orizontali
§i convenim si misurim aceasti pantd prin raportul

PM
: ()

dintre cateta verticald si cateta orizontals,
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Mai general, daci M e un punct oarecare cu coordonatele x si Y,
fati de doud axe de coordonate Oz orizontald si Oy verticald, convenim
si numim panta segmentului OM valoares algebricd a raportului

Y

xz

EXEMPLU. Dacd pe figura 44 avem OP — 25 mm. $i PM=15 mm., coordona-
tele punctului M sunt z=25, y=15 si panta segmentului OM este

F=—z== (pantd pozitivd).

Coordonatele punctului M’ (simetricul punctului M fati de axa Ox) fiind
=25, y=—15, panta segmentului OM’ este '

y —15 3 3 .
= =3 ( panti negativd ).
y
A
”
i o Q M
1 e SR e e s LR 1
: -
; Ly
: s !
: e t
i - .
ok i
: - |~ : S
s ~10 TR
: L |
2% ]
?
”f’ :
Mv. ............................................................... JM’
1
Fig. 44,

v
Dacéd luim punctele M” si M, simetricele punctelor M §i M’ fafi de axa Oy,
constatim cd panta segmentului OV, e egald cu panta segmentului OM s§i panta seg-
mentului OM” e egald cu panta segmentului OM’ (fig. 44).

269. Panti mijlocie. Fie C (fig. 45 sau 46) curba, care reprezinti
in mod grafic variatia unei functii

Y =f(z)
si fie M si M" doudt puncte vecine, pe aceasti curb, cu coordonatele
(z,y) si (z+Az, y-+Ay) respectiv.

Dacd P e punctul unde dreapta MP, paraleli cu axa Oz, intal-
neste ordonata punctului M’, avem

MP = Az, PN =Ay= (y+y) —y = fla+ Az) - f(<).
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Raportul acestor cresteri

Ay _ flatAz)—f(z)
iy P e

care e panta segmentului MM’ fati de axa orizontaly IVTP”, se numeste
banta mijlocie a curbei C intre punctele M si M’,

In general, daci avem pe cutba C dou# puncte
My(zi, %) i My (2, »),

panta mijlocie a curbei C intre My si M, este raportul dintre diferenta
ordonatelor g diferenfa absciselor acestor puncte :

(LXXVI) o s Tlod il mijlocie).
Lo =2 Ty — &y

OBSERVARE. Aceasty pantd nu depinde de forma arcului M; M;; ea depinde
numai de pozifiile DPpunctelor extreme M, si M,

YA 2 y*

A

Pentru Az > 0:

10. Daci functia Y e crescdtoare dela z la z+Az, cresterea Ay e
pozitivd (fig. 45); panta mijlocie a curbei intre M si M e pozitivd si
curba C e wurcdtoare dela M 1a M.

20, Dacy funetia Y e descresedtoare dela z la z+Az, cresterea Ay
e negativd (fig. 46); panta mijlocie a curbei intre M si M e negativi
si curba C e scoboritoare dela M la M’

OBSERVARE. Desi in cazul al doilea valoarea funcfiei se micgoreasd, cand
trece dela y la ¥+ Ay (Ay negativ ), convenim si zicem, si in acest caz, ci Ay e
cregierea functiei y ( crestere negativd ). - :
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270, Funetie continu. Cresterea funetiunii
Ay = f(z+4z)—f(z)
depinde de doud variabile independente : 2 $i Az. Putem lisa pe z con-
stant §i si facem si varieze numai Az. In acest caz, pentru unele func-
fiuni (de exemplu pentru functiile reprezentate n figurile 45 gi 46)
vedem ci, daci luim cresterea Az din ce in ce maj «mici, si cresterea
Ay devine din ce tn ce mai micd,

S& considerim, in general, o functie Y=/f(x) si si insemniim
cu z; o valoare determinatd g variabilei independente 2. Pentru

(11) Ap =20y ' avem Ay:f(x)—f(x,).

Daci cresterea funcgiunii (Ay) tinde cdtrd zero, cdnd eresterea va-
riabile; (Az — x—2zy) tinde citrd zero, prin valori pozitive sau negative,
zicem ed funcfia f(x) e continug Peniru valoarea z; sau continug
in punctul 1.

OBSERVARE. Egalitifile (11) se mai pot serie

(129 T=x +Ax s f(w)=f(m1+4m)=f(931)+4y-

Cand Ax tinde citri zero, z tinde citrd a, §i, dacd functia f(x) e continud

in punctul ,, Ay tinde citri zero, adicd f(x) sau f(@ + ax) tinde citra ()
[190, Observare].

ConpITia DE conTINUITATE in punctul z,:

(LXXVII) Ay =f(z)—f(2)—>0 cand 82 =z—p—0,
sau

(LXXVIII) f(z)>f(2) cand z— .

Se mai poate zice ci o functie f(2) e continud pentru =g,
DUMAr pozitiv €, oricdt de mic, putem face sj corespundid un numiir
¢d pentru b

dacd, la orice
pozitiv 7, asa

la2|=|2—2 | <9  siavem [ Ay | =1 F(2) —f(2) | < ¢
sau pentru '
BN <o et & avem f(®)—e<f(z) <f(z)+e.

O functie e continug intr'un interyal (a,d),
peniru fiecare valoare a lui » din acest interval,
:EXELIPLE. 19, Un bino
pentru orice valoare a Iuj @,
In adevir, avem
j f(2) =ax| b, (@) = az,+b

iy AY=f(®)—f(2) = a2 —2) — 2 1
tinde cditrd zero, cand Az tinde citry Zero.

cand e continui

m de gradul intaj Yy=ax+b e o functie continud

§i diferenfa
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20. Un trinom de gradul al doilea
(13) Yy =ax’tbaxte
e o functie continud pentru orice valoare a lui i )
In adevir, cand dim lui 2 o crestere Ax, funcfia capiatd valoarea

(14) y+Ay=a(m’—l—-2m.Am+Aw’)—{—b(m—[—Am)+c.
Sca:and egalitatea (13) din (14), deducem
Ay =(2ax+4b)Ar+ anx?
si, cind Az tinde eilri Zero, Ay tinde cdtrd zero, oricare ar fi .

30. Se poate constata in mod analog ci, daci P(z) e un polinom intreg in x,
functia y= P (z) e continud pentru orice valoare a lui z.

OsservARL. Orice functie definiti printr'o curbd comtinud intr’un
interval (a, b) e o functie continud in acest interval (fig. 43, pag. 281).

O functie f(2) reali si continuii intr'un interval (a, b), cand
trece dela valoarea f(a) la valoarea f(%), capdtd succesiv toate valo-
wile reale cuprinse intre f(a) si f (b).

271. Functie diseontinui. Dacy pentru o functie, mérginiti in veci-
nitatea unei valori 2;, conditia de continuitate (LXXVII) sau (LXXVIII)
nu e realizatd pentru z — z;, zicem ci functia e discontinud in punetul .

De asemenea, dacé o functie f(z) creste la infinit (+o0) sau des-
cregte spre —oo, cand z tinde ciitri o valoare determinati @, zicem
ci functia f(z) e discontinud in punctul a.

EXEMPLU. Funcfia rafionald [188]
1
(15) Y=

X—a

e reald pentru orice valoare reald a lui . Pentru « < a, y e negativ; pentru z > g,
Yy e pozitiv; pentru x=a, y e infinit,

Pentru x=a—¢, (&> 0 foarte mic ) avem y=_ie, negativ §i foarte mare
in valoare absolutd ; prin urmare, cand ¢ — 0, y tinde citrd — oco.

Pentru x =a-}-¢, avem y = %, pozitiv i foarte mare, daci g e destul de
mic. Prin urmare, cind & —» 0, y tinde citrd 4-oco,

Funcfia rationald (15) e discontinud in punctul . In acest caz zicem ci y
trece dela —oo la 400, cand z trece prin valoarea a.

272. Maxim gi minim. Daci existd trei numere a,b,c(a=c=b)
astfel ca functia y = f(), reald in intervalul (a, b), si fie cresedtoare,
cand z variazi dela a la ¢ si descrescdtoare, cand z variazi dela ¢ la b (1,
zicem ci functia f(z) trece printr'un mazim, cind x trece prin va-
loarea ¢ sau ci functia f (z) e maximd pentru 2 — ¢.

(1) Intervalul (a, b) poate fi oricat de mic.
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In acest caz valoarea f (e), pe care o ia funetia f(z) in punec-
tal ¢, e mai mare decat valoarea functiei in oricare alt punct din inter-
valul (a, b). :

EXEMPLE. 10, Functia
y=1—zx°
e egald cu 1 pentru =0 si mas micd decdt 1 pentru = 0; y trece printr'un
maxim (y =1) pentru z—0,

Oricare ar fi un numir pozitiv g, ciAnd = variazi dela —e la 0, functia
y=1—2 creste dela 1 — g2 pand la 1 si cand 2 variazi dela 0 Ia €, y descreste
dela 0 pand la 1 — g3 ;

20, Funcfia y definitd de curba C (fig. 47) e cresciitoare dela 0 la a, descre-
scitoare dela @ la b; prin urmare e maximd pentru x = a, Valoarea maximi a luj Yy
in intervalul (0, b) e M, .

4
y

Fig. 47,

Dacil existd trei numere a,b,c (a=ec¢=1b) astfel ca functia
y=F(z) si fie descrescdtoare, cand z variazi dela o la ¢ §i eresedtoare,
cand z variazi dela ¢ la b, zicem ci funcfia f(z) trece printrun
minim, cind z trece prin valoarea ¢ sau ci functia f(2) e minimd
pentru z = ¢.

In acest caz valoarea f (¢), pe care o ia functia f(2) in punctul e,
e mai micd decit valoarea funetiei in oricare alt punct din intervalul (a, b).

EXEMPLE. 19, Functia y=x243 e egali cu 3 pentru o= 0 si mai mare
decdt 8 pentru z==0. Cand z variazi dela —1 pand 'a 0, y descreste dela 4 Ia 3;
cand g variazi dela 0 panj Ia 2, y creste dela 3 1a 7. Prin urmare fanefia y =22} 3
e minimd pentru x =0, Valoarea minimd a functiei e y=13,

20, Functia y definiti de curba C (7ig. 47) e descrescitoare cand z variazi
dela b la ¢ si crescitoare cand x variazi dela ¢ la d; prin urmare e minimd pentru
@ =c. Valoarea minimi a lui y in intervalul (b,d) e m, .

M. G. 19
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273. Variafia unei funetii. A studia variafia unei functii y = f(x)
insemneazi a determina valorile lui 2 sau intervaiele, in care functia ye:
10. reald sau imaginard ; 20. cresedtoare ; 30. descrescitoare ; 49, mazimd sau
minimd ; 59, nuld ; 69, infinitd ; In general modul cum se suceed valorile lui Y,

in intervalele unde y e real, cind x variazd dela —oo pind la -+ oo,

EXEMPLU. Variatia functiei y definiti in mod grafic prin curba C (fig. 47)
Intre =0 §i #=1 se poate rezuma in tabloul urmitor :

x| 0 a b i d e F g h l

¥ | Yo cr. M, desc. y, desc. m; cr. ys cr. M, desc. 0 desc, mz cr. 0 er. oo

Funcfia are doui maxime pentru x=a §i x=-c¢; are dousi minime pentru
#=c §i x=g; e nuld in punctele fsih sie infinitd pentru z=1,

A

: 4

Tig. 48,

274, Distanta dintre doui puncte, Si considerim in planul #0y dous
puncte: M; cu coordonatele z; » U1 81 My cu coordonatele 2y, Yo (fig. 48).
Ducénd prin M; o dreaptd paraleli cu Ox si prin My o dreapti paraleli
cu Oy, construim un triunghiu dreptunghic M;PM; cu unghiul drept in P.

Coordonatele punctului P sunt x =, y —y, si avem

MP = 2 — 2, PM; = g, — .

Distanta d dintre punctele M; si M,, adici 1potenuza triunghiului
dreptunghic M,PM,, sé poate calculy cind cunoasgtem coordonatele ace-
stor puncte. In adeviir, formula elementari

MMz = M,P -+ PM?
ne di :
& = (zy—m ) + (o= )?
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si, extrigand riddcina patrati din ambii membri, obtinem formula
fundamentals ; :

( LXXIX) = V( ay— a2, )° 4 (=) (distanta dintre doud puncte).

OBSERVARE. In aceastdi formuld, sensul in care luim diferen{ele dintre abscise
sau dintre ordonate (z; —a,, Y1 Y. SaU x,— @y, Y, —y,) e indiferent, deoarece
aceste diferente se ridicd la patrat.

RecuiLX. Distanta dintre doud puncte e egald cu rdddcina patrati
din suma patratelor diferenfei absciselor §i a diferenfei ordonatelor ace-
stor pumncle.

EXEMPLU. Distanta dintre punctele A (8, —5) si B (—2, 4) este
d=AB = |[8—(—5)F+ [(—1)—4T — Vso—93.
Distanta dintre un punct si origine. Daci punctul M,
e originea coordonatelor, avem wx, % 0,% =0 si formula (LXXIX)
pentru distanfa OM; dintre un punct My (zy, y1) s origine (fig. 48)
se reduce la-

(LXXX) d=)z+4.

EXEMPLU. Distanfa dela punctul M (—2, 4) pani la originea coordonatelor
este d=(—2) +&— Jat16— V20 — 4,47,

275. Ecuatia eercului. Si considerdm : un punct P fiz cu coordo-
natele (a, b) si un punct M cu coordonatele (z, y) variabile. Insemnand
cu ¢ distanfa dintre aceste doud puncte, avem :

& = (e—af+ (y—b).

L
Toate punctele M, care se gisesc la o distanti determinati de
punctul P, d — 7, sunt asezate pe un cerc G, cu centrul in P i cu raza r
(fig. 49, pag. 292). Cand punctul M se migcd pe cere, coordonatele lui
(, y) variazi, dar intre aceste coordonate avem intotdauna relatia

(16) (z=a)+ (y=b) =
care ne exprimd cd distanta MP e egald cu 7.
Osservare. Daci punctul M e in afard de cercul C, avem
d>r  sau (av—a)g-l-(y—b)2 >,
Dacd M e in interiorul cercului C, avem

d<r  sau (x—a)'+ (y—b)2 <

19*
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~Dacid M e pe cercul C, avem
d=r sau (x—a)2+(y—b)2:r2.

Prin urmare: dacd M ¢ un punct de pe cercul C (1), coordonatele
lui,  si y, formeazd un sistem de solufii al ecuafier (16) si reciproe,
dacd numerele x si y formeazd un sistem de solufii al ecuatiei (16),
punctul M cu coordonatele (z,y) se gdseste pe cercul C.

De aceea zicem ci ecuatia
(16) (—a)'+ (y=0)" = #°

reprezintd wn cerc si anume e ecuafia cercului C cu centrul in punctul
(a, d) §i cu raza r.

Fig. 49.

EXEMPLE. 19, Ecuafia
(2—1) '+ (y+5) =3,
in care avem a=2, b=—35, r?=3, reprezinti un cerc cu centrul in punctul
(2, —5) si cu raza V3.
20, Ecuafia cercului cu centrul in punctul (1, 0) si cw raza 1 este

(2—1)'4+(y—0=1 sau @ty — 22 =0,

Ecuatia (16) ne defineste pe y ca functie implicits de z. Ecuatia
fiind de gradul al doilea, pentru fiecare valoare 2 lui , ne di in ge-
neral doud valori pentru y. Functia e deci multiforms (cu doud deter-
mindri ). Variatia ei e reprezentatd in mod grafic prin cercul C.

(1) Adicd de pe linia curbi C,
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Dacé ducem prin centru o dreaptdi AB paraleld cu axa Oz, ob-
finem doud semicercuri, unul superior AMB, altul inferior AM'B. Aceste
semicercuri corespund la cele doui determindri ale functiei.

In adevir ecuatia (16) rezolvati in raport cu ¥ ne di

(17) : y:b-l—Vrz—(x—a?
51 ;
(18) y:b—Vrz—(z—a,)z.

Ecuatia y — b reprezinti dreapta AB [278, 1]. Expresia (17) cu
Y > b corespunde la semicercul- superior si expresia (18) cu y<b
corespunde la semicercul inferior. Aceste dous semicercuri sunt asezate
simetric fati de dreapta y — b.

OBSERVARE. Functiile definite prin ecuatiile (17) si (18) sunt uniforme si
reale pentru a—r=ax=a-r Variafia lor e reprezentatd in mod grafic prin
semicercurile AMB si AM’B, Pentru r=a functia (17) e maximd (y=0b-4r), iar
functia (18) e minimd (y=b—r).

I. — FUNCTII LINIARE.

276. Binomul az+b. Cea mai simpld functie de z e functia liniard
sau binomul de gradul intdi:

(19) Y=axth,
unde z e variabila independents, iar §i b sunt doui numere date.
1% Pentru orice valoare reali i finitd a lui =, binomul az-b
capitd o valoare bine determinatd, reald si finitd.
20, Daci a,e diferit de zero, oricare ar fi mumdrul yy, gdsim in-

totdeauna o valoare si una singurd x = xy, pentru care binomul ar+b
capatd valoarea 1.

Aceastd valoare se obfine rezolvind ecuatia
ax 4 b =y,
sl gdsim
__Yo—0b
DE S

x

= (valoare unicd).

EXEMPLU. Binomul y =38z —5 capatd valoarea — 8 pentru

3% Semnul binomului. Daci z — 2’ ridédcina ecuafiei

ax+b=0,
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D3 : ! :
avem w':—; $1 putem scrie, pentru orice valoare a lui x,

(20) y:ax-;-b_=_a(x+%Jsa(x—x').

Diferenta x—z" o negativd pentrn x < ', nulg pentru x =z’ gj
pozitivd pentru z > ',

Egalitatea (20) ne aratj cid y are acelas semn sau semn contrariu
cu r—z', dupi cum a e pozitiv sau negativ.

EXEMPLU. Binomul Y =3x—5 are ridicina ar:=3i $i coeficientul g =3 ~ ¢

Prin urmare Y e negativ peniru m<%, nul pentru z— 2 §i  pozitiv

. 3
pentra z > o

49. Funcfia azLd ¢ cresedtoare daci a e pozitiv i descrescitoare
dacd a e negativ.

In adeviir, daci pentru doui valori $l 2, avem

D =ax +0, Yo = ax; - b,
deducem

(21) V2= = a(z—az).
Prin urmare: daci ¢ e pozitiv, peniru
Zo—x1 >0  avem Yo—1y > 0
adicd, pentru z; < Zp, avem
<y sau am+b<amib
si functia y = az4-b e cresedtoare [267, 1].
Daci a e negativ, egalitatea (21) pentru
Trp—x >0 ne dj Yo—1y < 0
adicd, pentru Zy < x3 avem .
Vi >y sau gz b > ary+b
si functia y = az4b e deseresedtoare [267, 2].

Dacd a e nul avem y — p pentru orice valoare a lui «; binomul
ar+b se reduce la o constantd,

20. Dacd a e diferit de zero, cind x tinde cditrd 00, valoarea bino-
mului az+b tinde cdtrd - 00 Sau — oo, avand aceeas limitdi ca si
produsul az.

In adevir, pentru

1x1>]§‘ avem  |az| > ||

si semnul binomului az+b e semnul produsului az.
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Pe de alti parte, cand lz|—co, atit az cat §i axz+b erese la

infinit in valoare absoluti,

Prin urmare, daci ¢ e pozitiv :

ax+b— 4+ 0o cand z— 400,

az+b— —00 cand g-—» —00;

lar dacii « e negativ:

ar+b—> —0co cand z— + 00,
az+b— +00 cand z— —00.
EXEMPLU. Pentru binomul y=—4dax+17
A Y

Yy—>—0o0 cnd z—+oco g Yy—+oo cind z— — oo,

27%. Variatia funetiei y — az4-p, Presupunand 4 > 0, variatia

functiei y — az4b se poate rezumi in tablourile urmitoare :

10 y=—azx+1p, a>0,

® — 00 B2 0 e
| : +
0

creste b creste + o0

512

R 0 ~2 + oo
0

+oo  descreste & descreste

Y descreste — oo

In mod analog se discuti cazurile 10 §i 20 pentry p — 0.

v

30, y=2= (a:O).

— 00 0 + o0
b b b Dty 14

278. Reprezentarea grafici. Pentru a giisi linia prin care se re-
~

prezintd in mod grafic variatia funetiei

(19)

vom

(22)

Y=ax+0b,
incepe cu cazurile cele maij simple.
CazuL 19 ¢ — 0, Ecuatia (19) se reduce Ia

y:ba
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adicd, oricare ar fi z, ordonata y are mereu aceeas lungime b. Astfel
pentru z = OP; avem punctul M; (P;M; — 0) (fig. 50);
pentru 2= 0P, avem punctul My (P,M, = );
pentru z = OP; avem punctui Mz (P3M; = b)
sl asd mai departe.
Obtinem dar un sir de puncte situate toate be o aceeas dreaptd D
paraleld cu aza Oz si la distanfa b de aceasty axd,

Invers, orice punct de pe dreapta D (fig. 50) are ordonata egali
cu b, adici satisface la condifia. y —b. De acees zicem cj

Y=0> e ecuatia unei drepte paralele cu azg O,

J
M3 M| Mz D
e R 3 x

Fig. 50.

Un rationament analog ne arati ci toate punctele, care au aceeas
abscisi a se giisesc P€ O aceeas dreapti D' paraleli ew ama Oy si la
distanta a de aceasty axd,

Invers, toate punctele de pe dreapta D satisfac la conditia 2 — q.
De aceea zicem ¢

T=a e ecuafia unei drepte paralele cu aza Oy.

CazuL 20, p =0, Ecuatia (19) se reduce Ia 5
(23) Yy =azx,
care pentru fiecare valoare a Iui 2 ne di cate o valoare pentru y si
cate un punct M in plan cu coordonatele (z, y).

Dacid a e pozitiv, pentru z < 0 ayem ¥ <0 si punctele M cores-
punzitoare se giisesc in regiunea (III) fati de axele Oz, Oy [263]
- pentru 2> 0 avem y > 0 sl punctele M se giisesc in regiunea (I).
Daci a e negativ, pentru z < 0 ayem ¥ > 0 si punctele corespun-

zitoare se giisesc in regiunea (II); pentru z > 0 avem y < 0 si punc-
tele se giisesc in regiunea (IV).

2
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Teoremx, Toate punctele M, ale ciror coordonate satisfac la o aceeas
ecuafie de forma vy — ax, sunt siluate pe o aceeas dreaptd, care trece
prin origine.

Fie M; (fig. 51) un punct cu coordonatele

L= OP1 3 Yi== PlMl 5
care satisfac la conditia Y1 =ax si fie D dreapta OM,, care trece prin
origine si prin punctul M;.

Vom demonstra ci orice alt punct M, ale eirui coordonate (z,y)

satisfac la ecuafia Y =ax, se gasesie pe dreapta D.

y=ax

Fig. 51.

In adevir, daci M, (2 =0P;! Y2=P,M;) e un punct ale efirui
coordonate satisfac la ecuatia (23) si care e situat in aceeas regiune cu
M; fati de axele Oz, Oy, din egalititile

Un— qx; si Y2 =.ax,
deducem
Yie it - PiM; __ By,
:l'l == .7:2 SBu OPI = OP2

Prin urmare triunghiurile dreptunghice OPII\E si OP,M, sunt age-
Menea ; unghiurile M;0P; si M,0P, sunt egale i cum ele au o laturd
comund ( Oz ), un varf comun (O) si laturile necomune OM; si OM,
asezate de aceeas parte a axelor Oz si Oy, rezulti ci direcfia OM, se
confundd cu OM; sau ci punctul My se giseste pe dreapta D.

Dacd punctéle M, (1, 1) si M (z,9), ale ciror coordonate sa-
tisfac la conditiile

U= az si Y= g%
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sunt situate in regiuni opuse, un rationament analog ne arati ci unghiu-
rile POM; si POM sunt egale si cum laturile OP si OP; sunt in pre-
lungire, rezulti ci si laturile OM si OM; sunt in prelungire si punctul M
e tot pe dreapta D.

Reciproc. Daci D e dreapta, care trece prin origine si prin
punctul M; (zy, ;) si dacd insemnim cu a raportul %, coordonatele
1
(z, y) ale oricdrui punct M de pe dreapta D satisfac la ecuafia y — az.
Y Y

In adevir, daci M e un punct situat pe dreapta OM; (D), avem
z=0P, y=PM
§i triunghiurile asemenea OPM si OP\M; (fig. 51), ne dau

Y _PM_PIMI_ Y
cx! - OB QP T 1
sau
Yo="aa"

Prin urmare variatia functiei y — a2 se reprezintd in mod grafic
prin dreapta D (fig. 51).

De aceea in geometria analitics (1) vom zice ci
Y=az e ecuafia unei drepte, care trece prin origine.

OBSERVARE. Daci y—1{(x) e ecuatia unei curbe C, ca si putem spune
dacd un punct M; (z, Y1) se géseste (sau nu) pe curba C, e deajuns si ciutim
dacd coordonatele 1 satisfac (sau nu) la ecuafia y=7(z).

Astfel originea se giseste pe dreapta y — ax (sau dreapta y = ax trece prin
origine ), fiindei coordenatele originei, =0, y=0, satisfac la ecuafia y = ax,

Panta dreptei. Si luim pe dreapta D (fig. 51) doui puncte
My (2, 91) si M (2", o). Raportul dintre diferenta ordonatelor

Y=y = Ay = NM’
§i diferenfa absciselor ,
a'—x; = Az = M,N
adici

L¥=n__ 4y
(24) p—x'—xl T Az

‘este panta mijlocie a dreptei D intre punctele My si M" | 269].

(1) In geometria analiticH se inlocueste fiecare figurd printr'o ecuafie si ge stabilesc
proprietétile figurilor din studjul ecuatiilor corespunziitoare.
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Dar, oricare ar fi punctele M, si M* pe dreapta D, triunghiul
dreptunghic M;NM’ e asemenca cu OPM; si avem .

NM" PN,
M\N — OpP,

sau i
e B
e x

Raportul acesta constant ¢ se numeste pania dreptei D.
Ecuafia y = ax reprezinti o dreaptd, care trece prin origine si
are panta a,

EXEMPLU. Feuatia y=32 reprezintd o dreapti care trece prin origine si
are panta 3 sau %

Unghiul dreptei cu axa Oz, Panta dreptei y — az ne deter-
mind aplecarea ei fafd de axa Oz,

Pentru z =1, avem y — 4. Existi dar, pe dreapta D cu panta g,
un punct A cu coordonatele (1, a). : :

Fie o unghiul z0A < 90% pe care-l face directia OA cu Oz
(/ig. 52, pag. 300). Convenim si ddm un sens acestui unghiu sl anume
sensul dela Ox spre OA. Oz e latura origine iar OA latura extremitate,
Astfel unghiul zOA devine o marime dirjjatd si misura lui se repre-
zintd printr'un namdr algebric.

Pentru a preciza sensul unghiului @, vom zice unghiul 20A sau
unghiul (Oz, 0A), spunand, ca si la segmentele dirijate, intdi originea
§i apoi extremitatea [24].

Daci sensul, in care s’ar roti o semidreaptd OA in jurul punctului O,
ca si descrie unghiul o dela origine (Ox) spre extremitate (0A), e contrar
cu sensul de rotatie al acelor unuj ceasornic, zicem ci unghiul « e
pozitiv; in cazul contrariu unghiul e negativ,

EXEMPLE. Pe figura 52 unghiul 20D sau (O, 0OD) e pozitiv si egal cu -} 300,
pe cand unghiul 20D’ sau (Oz, OD’) e negativ §i egal cu — 400,

Relatia dintre pantd si unghiu. Daci ¢ e panta unei
drepte reprezentati prin ecuatia

Y =ax,

la fiecare valoare a numirului a, dela —co pani la +00, corespunde
cite un punct A cu coordonatele (1, a), o directie OA si un unghiu
(Oz, 0A) cu valoarea «.

Pentru ¢ =0 avem ¢« = 0; directia OA se confundi cu Oz,



300 VL. — REPREZENTAREA GRAFICK,

Pentru 4 > ¢ unghiul « e pozitiv; semidreapta OA e deasupra
axel Oz (fig 52). Cand & creste si a cregte.

Pentru o =1 triunghiul OPA e isoscel ; avem OP — PA — 1| si
@ = 450, Directia OA e bisectoarea unghiului xzQy.

Cand @ tinde citri +00, directia OA tinde si se confunde cu Oy :
unghiul « tinde citra 900, :

Pentru @ << 0 unghiul « e negativ; semidreapta OA e dedesubtul
axei Oz (directia OD’ pe fig. 52). Cand a creste in valoare absoluti
$1 « negaliv creste in valoare absoluty, %

Pentru ¢ =—1 avem ¢ —— 450; OA e bisectoarea unghiului =0y,

Cand ¢ tinde citry —00, directia OA tinde si se confunde cu Qy”:
unghiul a« tinde citri —900, :

Coeficientul @, care ne determind unghiul ¢, pe carel face dreapta y = ax
cu axa Oz, se mai numeste coeficientul unghiular al acestei drepte,

A D
Y A
a +30°
&
O \\\\ 1 P x7
40
y ];;\
Fig. 52,

Constructia dreptei. Ca si construim dreapta
(D) Y =azx

e de ajuns si determinim doud puncte ale ei.

Un punct e origines coordonatelor O0(z=0,y= 0). Ca al doilea
punct poate fi luat punctul A (=1, y=ua) sau oricare alt punct M,
(r ==, y=ax). Unind originea O eu punctul A (sau cu M;) avem
directia dreptei D.

Dacd panta a e pozitivd, dreapta D e urcdtoare (directia OD, fig. 52);
dacd panta « e negativa dreapta D e scoboritoare (directia OD”).

OsservARI. Dreptele reprezentate prin ecuatiile
J==tawy si Y =—un

sunt simetrice fatd de axa Oz,
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Dreapta y — =, avand panta 1, e bisectoarea unghiului 20y,
Dreapta Y =—=x, avand panta —1, e bhisectoarea unghiului zQy’,
Daci dreapta D (y=oaz) e construjtd pe o hartie milimetricd, ea ne deter-
mind in mod grafic Dprodusul wumdrului a cu orice nwindr real.
- In adevir, daci » e un numir real, luand pe axa Ox abscisa OP — g si du-

cand prin P o paraleli la Oy, determinim pe dreapta D un punct M cu abscisa n,
Produsul an se obtine m#surind lungimea ordonatei PM.,

%79. Cazul general: ¢ F0,040. Avem ecuafia
(25) Y —ram-h

Pentru 2 =0 avem y— 5. Prin urmare linia reprezentati prin
ecuafia (25) trece prin punctul N (0,b), adici taie axa Oy la distanta b
dela origine.

Pentru orice altd valoare a lui z,ordonata y se compune din
doud pdrti: ax si b. Valorile produsului ez sunt date de ordonatele
dreptei D’ (y = ax). Fie D" dreapta y = b (fig. 53).

B4

Yy=ax+b
: D.
N e el
/ A,}f,"/ B, f
b i T
orE 4D P P, x
: Fig. 53

Pentru a construi ordonata %1 & unui punct M; de pe linia (25),
care corespunde la x = x;, observim cd, in suma

Yie=rawp 45h

ax; e ordonata punctului A; de pe dreapta D* si b e ordonata punctului
corespunzitor By de pe dreapta D”; trebue dar si adunim la segmen-
tul PjA; = ax,, segmentul AM; = P,B, — 5.

De aci rezulty cit segmentele ON si A\M; sunt eqgale si paralele
patrulaterul NOAM,; e un paralelogram si dreapta NM, o paraleld cu D'

In acelas fel se determind oricare alt punct My cu coordonatele
%2, Y2, care satisfac la egalitatea y, — @%y+b. Dreapta NM, e si ea
paraleld cu D’ si, cum trece tot prin N, se confundd cu dreapta NM, .
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De aci rezulty urmatoarea

TrorEMX. Toate punctele, ale ciror coordonate satisfae la ecuatic
Y= ax+b sunt situate pe o aceeas dreaptd, care taie axa Oy la distanta
b dela origine si care e paraleli cu dreapta y = az.

Reciproe. Fie D’ dreapta y —ax gi D dreapta paraleld cu D',
dusd prin punctul N cu coordonatele (0,0).
Coordonatele oriedru; punct de pe dreapta D satisfac la ecuaii
Y =—toa b,
In adevir, daci M, (22, #2) e un punet situat - pe dreapta D si
dacd ordonata P,M, e tiiati de dreapta D’ 1

in punctul A,, avem
PoA; = ax,, A2M2=0N:b,
deci
Yo = PoMy = ax, +- ).

De aceea zicem cii y — @x+b e ecuafia dreplei D (fig. 53).

Panta dreptei. Luand dous puncte My (2, y;) si My (z,, Yz)
pe dreapta D, avem

h=exy4+b, yp=azx,40,
Scézand aceste egalititi, membru cu membru, deducem
Yo—y1 = a(xy—a;)
i panta mijlocie a dreptei D, intre punctele M, si My [269] este

(()6) Yo—Yy 8
= Tp—xy

Daci punctele M, si M, sunt pe o l.mw curbé C si dacd, lisand
punctul M; fix, migcim punctul M, pe curba C apropiindu-l sau depértan-
du-l de M;, panta mijlocie a curbei intre M; si M, variazd, in general,
cu pozifia punctului M.

Dar daci punctele M, si M, sunt pe o linde dreaptd D, egalitatea
(26) ne arati ci panta mijlocie & dreptei D pdstreazd aceeas valoare a,
oricare ar fi punctele M; si M.

De aceea zicem ci
@ e panta drepter y — azx-b.

Coeficientul b, care e ordonata punctului N , unde dreapta D taic
axa Oy, se numeste ordonata lo origine a dreptei,
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Unghiul dreptei cu axa Oz. Dreapta

(D) Y=axr3b
fiind paraleld cu
(D) : Y=ax

face cu axa Ox acelas unghiu ca si D’

Ecuatia unei alte drepte Dy paraleld cu D’, dar care taie axa Oy
la distanta b, dela origine, este

(Dl) y:a,x—}-bl.

Dreptele Dy si D fiind paralele cu D’ sunt paralele inire ele.

Prin urmare: toate dreptele paralele intre ele adic loate dreptcle,
care fac acelas unghiu cu axa Oz, aw aceeag pantd i reciproc toate
dreptele, care au aceeas pantd a, fac acelag unghiu @ cu axa Oz

De aceea a se mai numeste coeficientul unghiular al dreptei D.

un unghiv & si reciproc. Unghiul ¢ se poate construi usor. Determinind punctul A
(x=1, y=a), unghiul @ e unghiul 20A sau (Ox, 0A).
Prin urmare @ e o functie de «. Existi table, care ne dau valoarea pantei a,

cand se cunoaste unghiul & i reciproe,
Construectia dreptei. Dreapta

(D) Yy=azx+b
poate fi determinati: -
19. Prin doud puncte. Observim cd aceasti dreapti trece prin

punctele
N(#=0,y=1), M(z=1,y=0a+b).

Dreapta D e dreapta NM.

In loc de punctele N si M putem lud oricare alte doui puncte de pe dreapta D
M, (wxfy1=‘”'1+b)» M, (s, :1/2=a~”:'z+b)-

20 Printr'un punet § 0 dreaptd paraleld cu ea, Putem lua ca punet
punctul N (0, b) de pe axa Oy sau oricare alt punct My (@1, 9 = ax+b)
de pe dreapta D si ca Dparaleld dreapta D’ cu ecuatia y = az.

Dreapta D e dreapta paraleld cu D’ dusi prin punctul N (sau prin M, ).

Osservare. Cand panta a variazi, dreapta D se roteste in jurul
punctului N.

Cénd b variazi, dreapta D se migeil in - plan rimiinand paraleld
cw ea insdsi, fiinded e necontenit paraleld cu D’
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EXEMPLU. Ecuatia
(27) y==(z+1)

reprezintd o dreapid. Dacd facem pe 2=0,1, 2, 3, ... sau x— — 1, —2, . sical
culdm valorile lui y date de ecuatia (27), obtinem coordonatele §i punctele urmétoare :

& A — ¢ —1 0 1 e 3
w 5 5 10 15
Punciul e A B C E F

Toate aceste puncte sunt asezate in linie dreaptd (fig. 54).
Dreapta reprezentati de ecuafia (27) e dreapta AF. Ea taie axa Oz in punc-
ful B (—1, 0) si axa Oy in punctul C (0, g)

P

J

Fig. 54.

Panta ei este coeficientul lui 2, adici g- Unghiul o al dreptei cu axa Oz
este unghiul ascufit B dela baza triunghiului dreptunghic BOC ( BO=1, 0C =§

sau unghiul ascutit B dela baza unui triunghiu dreptunghic BPM cu unghial drept
in P, cu cateta verticali PM —5 §i cu catela orizontali BP—38,

Panta g fiind pozitivd, unghiul & e pozitiv; dreapta e wrcdtoare §i functia y e
crescdtoare. y e pozitiv pentru x> —1, nul pentru 2 ——1 §i negativ pentru < —1.

280. Eeuatia generali de gradul intdi. Si considerim ecuatia
generald de gradul intdi cu doui necunoscute
(28) . Az+By+C=0.

Dacid B e diferit de zero, ecuatia se poate rezolva in rapot cu y
si ne di functia expliciti

' R i W
(29) y=-—Zo——
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care e de forma
A

(30) Y=azr+b e e b:—%.

Prin urmare reprezentarea grafici a functiei y, definity prin

ecuafia (28), este o dreaptdi D eu panta —% § cu ordonata la
i C
origine —— [279].

Orice punct M, ale cirui coordonate (2, y) satisfac lo ecuatia (28)
se gdseste pe dreapta D si reciproc coordonatele oriedrui punct de pe
dreapta D satisfac la ecuafia. (30) si prin urmare §t ln ecuatia (28)

De aceea zicem ci

Adz+By+C=0 e ecuatia unei drepte.

EXEMPLU. Egpuatia
(31) 2245y —4=0

reprezinti o linie dreaptd, Infelegem ci, daci dim variabilei 2 diferite valori §i cal-
culdm valorile corespunzitoare ale Iuj Y, date de ecuatia (31),

2 o, PR L 0 1 2 3
y 16 1.2 08 0.4 0 W iy,
E’unctul' R C D R F

toate punctele A (— 2, 1.8), B.(—=1, 1.2), .., cu coordonatele astfel obfinute, sunt
situate pe o aceeag linie dreaptd ( fig. 55).

. Eeuafia (81) e de forma (28), in care avem

A4=2, B—p, (—_4.
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Rezolvatd tn raport cu y ne di funcfia expliciti

2 4 2
(82) y=—g§+g=g(2—x),
care ne aratd ci dreapta (81) are
> panta — 5
S1 4
ordonata la origine 5 =08.

—2

o o

Unghiul @, pe care-l face aceasti dreapti cu axa Oz, este unghiul MOz, pe
care-l obfinem luind punctul M cu abscisa 5 (numitorul pantei) si cu ordonata — 9
( numéiritorul pantei) si unind punctul M cu 0.

Panta dreptei (32) e negativd, unghiul & e negativ dreapta e scoboritoare,
funcfia y e descrescitoare,

Y e pozitiv pentru z < 2, nul pentru @ = 2 si negativ pentru z > 2,

Punct pe dreaptd. Ca s gisim coordonatele unui punct M;
de pe dreapta
(D) Az+By+C =0,
proceddm astfel :

Daci ni se di abscisa z — #1 a punctului My, inlocuind pe =
prin 2; rezolvim ecuatia

dn+By+C0=0_ :

in raport cu y si gisim ci ordonata punctului M; este

__Ax-]—C_
Y= B —Yt s

Daci ni se di ordonata Y=Y a punctului My, abscisa lui se ob-

line rezolvand ecuatia
in raport cu 2.
In particular, punctul unde dreapta taie ara Qx se obtine inlc-
cuind in ecuatia dreptei pe y prin O si rezolvand ecuatia Azx+C =0,
Gisim astfel z =—§, Bt
Punctul unde dreapta taie aza Oy se obtine inlocuind in ecuatia
dreptei pe z prin 0 si rezolvand ecuatia. By+ C =0,

Gisim astfel 2 =0, y— —%-

Constructia dreptei. Ca si construim dreapta datd printr'o
ecuatie de forma
(28) - U Az+By+C=0,
e de ajuns si-i determinim doud puncte ale ei. Putem, de exemplu, si

ciutiim punctele unde dreapta taie axele de coordonate, adiei punctele
de pe dreapta D, care au sau abscisa sau ordonata nuld.
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EXEMPLU. Ecuatia
(31) 224 5y—4 =0

pentru =0 ne di = % = 0,8 adicd punctul C pe axa Oy (fig. 55);

pentru =1 ne di y = é = 10,4 adicd punctul D,

Dreapta reprezentats prin ecuatia (31) este dreapta CD. Ea taie axa Oz in
punctul E (2,0) si axa Oy in punctul ¢ (O, % .

OBsErvARE. Dou ecualii liniare in z si y cu coeficienti proporfionali
(83) _ Az+ By4+ C=0
(84) g PAz+pBy+pC=0
reprezintd aceeas dreaptd.

In adevir, rezolvand aceste ecuafii in raport cu Y, obtinem

A G
(35) : Yy=—pz—5
si 3
R 7 U ] A c
(88) ST PBTB=——Fe—%

Aceste douid drepte, avand aceeas panta si aceeag ordonati la origine, se confundd,

281. Cazuri particulare. Pentru ca ecuatia generali (28) si con-
find cel putin una din variabile, # sau y, trebue ca sau 4 sau B si
fie diferit de zero.

100 4=0, B+ o, Ecuatia (28) se reduce la
(87) By+C0=0 say y:—%:yo.

Dreapta e paraleli cu axa O [278, 1] sila distan{a 1, dela
aceastd axd (!). Unghiul, pe care-l face dreapta (87) cu axa Oz, e
nul i panta dreptei e nuld,

2. B=0, A=+0. Ecuatia (28) se reduce 1a
(38) - Adz+C=0 gy x:—zczxo.
Dreapta e paraleldi cu axa Oy [278,1] si la distanta 2 dela

aceastd axd. Unghiul, pe care-l face dreapta (37) cu axa Oz e de 900
si-panta dreptei e mfinitd.

(1) Intelegem la distanta | yo | dela axa Ox : deasupra acestei axe dack Yo © pozitiv si dedesubt
dacd y, e negativ.

. @
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0 C=0, B+o. Ecuafia (28) se reduce la

(39) Az4+ By =0 sau y:‘—%x:mm.
Dreapta trece prin origine [R78,2] si are panta m — —%-

282. Tangenta la cere. Si considerim un cerec cu centrul in 0.
Fie A si B doudi puncte de pe cerc; dreapta AB sau AS, care taje
cercul in punctele A si B, e o secantd (fig. 56).

Cat timp punctele A si B sunt distinete, directia secantei AS e
perfect determinats, cel putin teoretic.

B evident ci in practics, dacs distanta dintre punctele A $i B e foarte mici
(de ex. de 1 mm. sau de 0,1 mm.) directia AS e cu totul nedeterminati,

In feorie insd, oricat de mici ar fi distanta AB, indati ce nu e riguros nuld,
directia AB se consideri ca pertect de bine determinati.

Fig. 58.

Si ldsdm punctul A fix §i s migedim punctul B pe cere, apropiin-
du-l de A. In fiecare pozifie a punctului B (diferit de A) directia AS
e bine detérminati,

Cind B tinde citra A, directia secantei AS tinde cdtri directia
limitd AT, care e tangenta la cere tn pumectul A.

OBSERVARE. (And se consideri tangenta AT ca o dreaptd ce trece prin dous
puncte A si B confundate, directia ei e nedeterminat, Cand se consideri insi ca
limita pozitiilor succesive ale secantei AS, cind B tinde catrs A, pozitia tangeniei in
punctul A e perfect determinati,

In cazul eercului, daci dreapta AB e o secantd, in triunghiul isos-

cel AOB (fig. 56) avem
o+ 23 = 1800,

Cénd punctul B tinde citrs A, unghiul o tinde citri zero si un-
ghiul OAS =8 tinde citri 909, Prin urmare: pozific limitd a secantei
AS adicd tangenta AT, e perpendiculard pe raza OA.
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283. Panta unei curbe intr'un punet. Fie C o curbd reprezen-
zentatd prin ecuatia

(40) (L) - v=f(=].
Sd ludm pe aceasti curbi dous puncte apropiate
Mi(z, 1) si Mp(as, gp).
Dreapta MM, e o secantd la curba C (fig. 57).
Panta ei e raportul

Cik A .
(41) wL zl = Ai/ (panta secantei)
25 %1 =

dacii coordonatele punctului M, sunt Ty = 2+ Az §i 1y, =y +Ay.

3

Fig. 57,

Sd  ldsim };unctul M; fix gi si miscim punctul M, pe curba C
apropiindu-1 de M,.

Cind My tinde citrd My, directia secantei M\M, tinde cdtr 0 pozi-
fie limité MyT, care se numeste tangenta la curbd in pumectul M;; dife-

: 5 Ay .
renfele Az si Ay tind fiecare ciitri zero, dar raportul lor —A—Z tinde

citrd panta tangentei M;T, pe care o vom insemna-o cu p.
Avem dar
! -3 A
(LXXXI) P = panta tangeniei = lim A—Za

cand Az tinde eciitrd zero.

Panta secantei M;M, e panta miglocie a curvei C intre punctele
M; si My; ea variazi, in general, cand M, variazi.

Limita acestei pante, cand M, tinde citri M,, adicy panta tan-
gentes MiT, se numeste panta curbei in punctul M;.
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EXEMPLE. 19 Panta unei drepte intr’un punct al ei.

Ca si determinim panta unei drepte Yy=ax~+b intr'un punct al ei M(z, y),
luim pe aceastd dreaptd un punct vecin M’ (x4-A%, y+Ay), si ciutim limita

. Ay a d

raportulus = cand Ax tinde spre zero.

Din egalititile ]

Y+ay = a(z+az)4b
Yy=ax-b

deducem, prin scidere,

Ay
=oadr  spu L g,
Ay A e a

A »3

Raportul A_Z avand valoarea constanti g pentru orice valoare a cresterii Az,
rezultd cd si pentru Az — 0 avem
(42) p=1lim A—Z =4,

Prin urmare : panta drepte; y — axz+-b, in orice punct al ei, e a,

2, Panta curbei Yy =ua*% Procedand in acelas fel, din egalititile

y+ay = (z+a2) =2 4 20 Az | ag?
y =2

deducem, prin scidere,

Ay =2xAx - ad® i %:2@—}—1&«:.

A
Cand Az tinde spre %ero, oricare ar fi x, valoarea raportului A—a:y se reduce la 2,
Avem dar
. Ay
43 = s
(43) P = lim = 2z,

Panta parabole; y=2a intr'un punct My, cu abscisa x, e 2y, Astfel :
pentru =0 avem y=0 s p=0;
pentru x=1 avem y=1 i p=2,
penfru =2 avem y=4 s§i p=4, ete

Derivat#. Curba C (fig. 57) are o ordonatd Y $i 0 panid p in fie-
.care punct al ei. Cand z variazi $i ordonata si panta variazi, in general :

Y si p sunt functis de z.
Functia y e definity prin expresia f(x). Functia p e definiti prin
( LXXXI) b %zlimf(’”JrAz\W
cind Az tinde spre zoro. Aceastd limiti se numesgte derwata functiei
Yy={F(z) si se reprezintd prin simbolul Y sau f'(z).
EXEMPLE, Din oxemplele precedente rezulti ci

derivata functiei y=ax+b e y —gq;
derivata functiei Yy = e y =2z,
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ReGurx. Cénd ni se dy ecuafia y = f(2) a unei curbe G, ordo-
nata §i panta curbei C, intr'un punct M, cu abscisa z, se calculeazi
prin formulele urmitoare :

ordonata  y = f(z),
pania tangentei  p =y = f'(z),

IIl. — FUNCTII NELINTARE,

284. Funefia y — 22, Am viizut (pag. 272) cit functia y=2a2 e
realid si finiti pentru orice valoare reald a lui 2 dela —oo pand la oo
si cil imaginea ei geometricii ¢ o parabolé C (fig. 58).

Fig. 58.

Panta acestei parabole variazi cu valoarea lui z si e dati de formula
D= 22,

Cand z variazi dela —oo pand la 0, functia y — 22 descreste dela
+00 pind la 0, panta p e negativd si curba e seoboritoare,

Pentru 2 =10 avem Yy=0 si p=0, ,

Cand z creste dela 0 pand la 4-co, functia y ereste dela 0 pand
la 400, panta e pozitivi si curba e wredtoare.

Functia y — 22 are o valoare minimd y = 0 pentru z — 0, adies
in origine. In acest punct parabola C e tangentd lo axa O,
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Pentru doudl valori simetrice ale variabilei z, valorile lui y sunt
egale s punctele corespunzitoare ale curbei sunt agezate simetric fati
de axa Oy. De aceea zicem ci Oy e o axd de simetrie a curbei LS

Punetul O se numeste vdrful parabolei. Curba C , avand forma din
figura 58, vom zice e it intoarce concavitateq spre y pozitiv.

Toatdi aceasts discutfie se poate rezuma in tabloul urmitor :

p=aEp =2

x —00 0 ~+ o0
»
y -+ o0 descreste 0 creste + oo
minim
» R 0 -

OBSERVARE. Curba C, daci e construitd cu preciziune pe o hartie milimetrici,
ne poate folosi ca tabli de patrate. In adevir, patratul unui numir real ¢ se
poate obfine misurand ordonata punctului de pe parabola C, cu abscisa a.

285. Functia y = g22 CAZUL‘ a >0,
Pentru a =1 avem parabola C (fig. 58).
Pentru a:% avem curba C’ din figura 42 (pag. 280). Pentru

0 aceeas valoare a lui z, ordonata punctului de pe curba C’ e Jumdtate
din ordnata punctului corespunzitor de pe curba C.
Pentru a = % avem functia
Is.
(44) y=3

reprezentald in mod grafic prin curba G’ din figura 58. Pentru o aceeas
valoare a lui «, ordonata punctului de pe curba G’ e ¢ treia parte din
ordonala punctului corespunzitor de pe curba C,

1 ;
In general, pentru @ = - avem ecuafia s
il
y= L

care reprezintd o curbit ale ciirei ordonate sunt a a m-a parte din ordo-
natele punctelor corespunzitoare de pe curba C. Toate aceste curbe
sunt parabole.

Functiile y =222 4 = 3% .. si in general
(45) Y = aa? cu @0k
sunt reprezentate tot prin parabole analoage cu C, in care ordonatele

punctelor de pe curba C sunt dublate, triplate, .., in general
Inmulfite cu a, -
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OBSERVARE. Prin inmulfirea cu a <1 toate ordonatele (4=0) se micgoreazd
§i curba corespunzitoare e asezati intre curba C si axa Q.

Prin inmulfirea cu ¢ > 1 toate ordonatele (==0) se mdrese §i curba corespun-
zatoare e asezatd deasupra curbei C,

Panta curbei. Din egalitifile
Y+Ay =a(z+Az)f = a2+ 202 Ax + A
Yy = a2’

deducem, prin sciidere, :
Ay =24z Az + a As?

Ay ) !
A—w_..2ax-,-an.

si

~ Cand Az tinde spre zero, obtinem expresia Limitd :

£ o8 Pl
(46) . p=y =hmA—Z:2ax,

care e derivata functiei y — aa? sau panta curbei corespunzitoare,

peniru orice valoare a lui o pozitivd sau negativd.

Variatia functiei Dacd g e pozitiv, pentru = —00 avem
Y =+ 00; pentru z < 0 panta (46) e megativd, curba e scoboritoare ;
pentru £ =0 avem y =0 §i panta e nuld; pentru x>0 panta o
pozitivd, curba e urcdtoare; pentru x — 4 0o avem Y =+ 00,

Functia y = 22 (cu g > 0) descreste dela oo pand la 0, cand z
variazi dela —oo pand la 0 si ereste apoi dela 0 pani Ia +00, cind z
variazi dela 0 pand la +oo.

Functia are o valoare minimg ¥ =0 pentru z =0, adicj in origine.

Toats discufia precedentd se poate rezuma in tabloul urmiitor:

Y=oz y' =2qz, ¢>0.

— 00 0 +oo
—+ o0 descreste 0 creste -+ oo
minm
L3 0 o

In toate cazurile, imaginea geometrici a funcfier
Y = ax? cu a>0

€ 0 parabold cw virful in originea coordonatelor, cu concavitates intoarsd
spre y pozitiv (in sus), simetrieq fold de aza Oy si tangentd n
origine la axa Oz,
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Cazor @ < 0. Pentru a=—1 ayvem functia
Y =— a2
Dacd Cy (fig. 58, pag. 311) e imagineaei geometricd, fiindedl pen-
tru fiecare valoare a lui = ordonatele curbelor
(C) y=a% s (G) y=—2?

sunt simetrice (egale si de semne contrare ), curba C; e o paraboli si-
metricd cu parabola C fatd de axa Oz.

S considerim, in general, functia
(47) Y = ax? cu o <0.
Panta curbei corespunziitoare e dati de formula (46)
=9 = Yax

Variatia functiei. Pentru z — — oo avem y — — co; pentru
<0 panta e pozitivd, curba e urcdtoare; pentru z =0 avem y— 0
si panta e nuld; pentru z > 0 panta e megativd, curba e scoboritoare ;
pentru z = —o00 avem y = — oo,

Functia y = a2? (cu a < 0) creste dela —oo pani la 0, cand =
variazi dela —oo pand la 0 si desereste apoi dela 0 pani la —oo,
cand z variazd dela 0 pand la oo,

Functia are o valoare mazimd Y =0 pentru x =0 adici in origine.

Toatd discutia precedenti se poate rezuma in tabloul urmitor :

Y = aa? Y =2ax, a0,

x — 00 0 -+ o0
y — 00 creste 0 descreste — 00
maxim
y=p A 0 =

OBSERVARE. Pentru @< —1 curba Yy=ax> e asezatd dedesubiul curbei Ci;
pentru —1 < a < 0 curba e asezati intre axa Oz si curba C, (fig. 88).

In toate cazurile, imaginea geometricd a functier
Y = ax? Cu Y . <0

e o parabold cu varful in originea coordonatelor, eu concavitatea intoarsa
spre y nmegatliv (in jos), simetrici fatd de ara Oy si tangentd in
origine la axa Oz,
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286. Functia y — ax?4-bz+c. Si considerim acum cazul general,
cand avem o functie reprezentati printr’un trinom de gradul al doileq :

(48) Yy=ax2+bx-te.

Pentru ¢ = 0 trinomul se reduce la functia liniard y = bx + ¢ si
imaginea geometricii e o linie dreaptd [279].

Vom presupune dar coeficientul g = ()

19. Pentru orice valoare reald si finitd datd variabilei 2, trinomul
az?4-bz+c capiti o valoare bine determinatd, reald §i finitd.

20, yp fiind un numir dat in mod arbitrar, ne intrebim dacii existi
una sau mai multe valori reale, care puse in locul lui z si dea trino-
mului (48) valoarea .

Pentru a giisi aceste valori, e de ajuns si rezolvim ecuatia de
gradul al doilea

ax? +bx 4 ¢ = y,
sau
(49) 22+ bx+c—yy = 0,

Discutie. Dacii b°— 4a(e—yy) e pozitiv [234], ecuatia (49)
admite doud ridicini reale si neegale x si %, si pentru fiecare dintre
aceste valori trinomul (48) capitd valoarea Yo-

Daci b*— 4a(e—yo) e nul, ecuatia ( 49) admite o singurd ridi-
cind reald (dubld: z) — x;) si existi numai o singurd valoare x, pen-
tru care trinomul (48) capiiti valoarea Yo-

Dacd b*— 4a(c—yo) e negativ, ecuatia (49) are raddcinile imagi-
nmare; prin urmare nu gisim niciun numér real Z, pentru care y si ca-
pete valoarea y,.

30. Dervata Funcrien Ca si determinim derivata functiei

(50) (I) y=ax2+px+.

sau panta curbei reprezentati prin aceasti ecuatfie, facem urmitoarele
operatii :
Operatia I: Dim lui z o crestere Az si calculim valoarea co-
respunzitoare a functiunii
Y+ Ay = a(x+Aw)2-{— b(m-.'—Aw) +ec

sau
(II) y+ay = aac2+2axAx-{—an2+bx+bAw+c.

Operatia II. Scidem egalitatea (I) din (II) si obtinem cresterea
functiunii y
Ay = (2ax+b)a\x + a A2,
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oy
Operatia III Impértim ambii membri aj acestei egalititi cu Ax
§i gidsim raportul

Ay
e 3
= 2ax b+ 2 Az,

Operatia IV. Cautam valoarea limitd a acestui raport, ecind Az
tinde edtri zero :

A
lim =% 29 ot
Az

Prin urmare, derivata functiei y = ax?+bx+c este

(51) Y =2ax+p,
Panta tangentei in orice punct al curbei (I) ¢ dati prin formula
(52) p=y =2ax+b,

49, Punctele de pe axa Oz. Punctele curbei situate pe axa
Ox au ordonata nulg. Abscisele lor sunt valorile lui z pentru care ye
nud, adicd ridicinile ecuatiei
ax?2+bxr+c¢=0,
5% Punctele de pe axa Oy. Punctele curbei situate pe axa
Oy au abscisa nuld. Ordonatele lor sunt valorile Iui y pentru care » o

nul. Ficand 2 — 0, giisim y =¢. Prin urmare ¢ e ordonat lg origine
a curbei.

6% Varatia ruscrien Ca si studiem variafia funectiei

; Yy =oax?+tbx 4 c,
0 scriem sub forma

Yy=a ‘b
2a 4q3

(=t 5]~ | = al(e—ay 74

punand, pentru prescurtare,

b i et
(53) 2_‘;:_“ Sl 4a'ac:i_52

$i luand inaintea Iui 8% in egalitatea (53), semnul -+ sau — dupi cum
b’—4dac e pozitiv sau megativ. Avem astfel
(54) Yy =az cu  z=(z—a)F g%

Derivata (51) se poate scrie sl ea sub forma

(55) p:y':2a(x+é%)=2a(x—a) cu a=_2ia,

In func;ia z (54) variazi numai termenyl* (x—a)z.
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Trinomul ¥ are acelas semn Sau semn contrar cu z, dupi cum g
e pozitiv sau megativ.

Pentru z — ¢ —p, $iz=atlh diferenfa z—a capiti respectiv va-
lorile —h si +4 iar (z—a )’ are valoarea %*. Prin urmare pentru dou
valori ale lui z simetrice fafd de o (adici pentru o—F Sl ath) zsiy
au valori egale: curba e sumetricd fofd de dreapta = — a,

Cazul a > 0. Pentry z — — S0 sau z =+ oo formulele (54) ne
dan z =4 o0 SLy— iy '

Cand z variazii dela —oc pani la «, (z—a)® descreste dela 400
pand la 0; 2 descreste dela oo pand la Tg° g functia y =az des-
¢reste dela +co pani la Fap’

Cand z variazi dela « pand la 400, (z—a) creste dela 0 pani
la 4-00; 2 creste dela T8 pani la TOO §i y=az creste dela Faf?
pénd la 400,

Formula (55) ne arati cj pentru z < o panta curbei e neqativeg :
curha e scoboritoare ; pentru x > & panta curbei e pozitivé si curba e
urcdtoare (fig. 59, 60, 61; pag. 318).

Imaginea geometricy a functiei

Yy=ax2+tbr+c cu g>0
€ 0 parabold, care 35i intoarce concavitatea spre y pozitiy (in sus).
Functia are o valoare minimg

(56) N=Faf® pentru x,:m:—%-

Puanctul eu coordonatele Z1> Y1 e wirful parabolei, Abscisa vip-
fului e rédicina ecuatiei
Y’ =0 sau 2aac—l-b=0;

prin urmare: in *varf panta parabolei e nulg si tangenta la curbi e
paraleld cu axa Oz,

Toatd aceasti discutie se poate rezuma in tabloul urmitor :

y=azd+tbzde, 4>0; a—_2b O, L[
2a 4a*
€x — 00 o +°o
£ 2
y + o0 descreste o aﬁ creste + o0
minim
p=y ‘ 508 0 +

Distingem trei cazuri: 10, 3°— 4 4, > 0. Rédacinile ecuatiei
(50) 022+ bx4c =
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sunt reale si neegale. In tormula (53) trebue si luim semnul — inajn-
tea lui §° si formula (56) ne di
h==af <0,

Varful parabolei e sub aza Oz (fig. 59). Curba e tiiati de axa Ox
in doud puncte (M’ M), care au ca abscise radicinile ecuatiei (50).

N, P’—dge=0, Rédécinile ecuatiei (50) sunt reale i egale.

Avem B =0 gi Y1 = 0. Parabola e tangentd lo axa Oz in varful ei
Alzy = a, y, =0). Curba se giseste deasupra axei Oz (fig. 60).

8% BP—dqe < 0. Rédicinile ecuatiei (50) sunt smaginare. In for-

mula (53) trebue si luim semnul — inaintea lui B° si formula (56) ne di

vy = af® >0,
Vartul parabolei ( A) e deasupra axei Oz (fig. 61). Curba rimane
toatd deasupra axei Q.

X
y i D D
D B C
B & 5
\ = \
H
\M’ P M) \\ P A
0 \_ / X910 T P x
A
Fig. 59. Fig. 80. Fig. 61.

EXEMPLU. Ecuafia y—a* — 5244 cu a=1>0 reprezintd o parabold cu
concavitatea intoarsi spre ¥ >0 (in sus). Avem Yy =2x—5.

Rezolvand ecuatia =0 sau 2 —b5x44=0 gdsim ci parabola taie axa
Oz in punctele o=—1 §i =4, Ficand z—0 gasim ci parabola taie axa Oy in
punctul y —4,

Rezolvand ecuatia- 4 =0 sau 2z — 5 =0 gisim ci varful parabolei are
abscisa @ = — si ordonata

2
5 \2 5 9
v=(3)=5.(3)++—— %

Parabola e simetric fa{s de dreapta m=%

CGazul a < 0. Pentru z — — 00 sau 2 — + oo formulele (54) ne
dau 2=+ 00 §i y=—o0.

Cand z variazi dela —oo pand la a, z descreste dela 400 pani
la Fp° i functia y = az creste dela —oo pani la Eapg.
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Cand 2 variazi dela « pani la 400, z creste dela T8 pand la
TO0 $i Yy =az descreste dela Fap’® pani la —oo.

Formula (55) ne arati ci pentru x < & panta curbei e pozitivd :
curba e wredtodre; pentru > @ panta e megating si curba e seoboritoare.

Imaginea geometrics a functiei

Yy=ax2+bx+e¢ cu a<0

€ 0 parabold, care igi intoaree concavitalea spre y negativ (in jos).

Functia are o valoare mazimg
b
5o

Punctul cu coordonatele 1, Y1 © varful parabolei. Abscisa varfului
e rdddcina ecuatiei .

¥ =0 sau 2az+p= (s

(57) %1 =TFaf®  pentru T = =—

prin urmare: in varf panta parabolei e nuld si tangenta la curbi e
paraleld cu aza Q.

Toatd aceasti discufie se poate rezuma in tabloul urmiitor :

y=odtbate, ax<0; p——2=f, g P—duc
_ 2a 4q*
z — oo o + o
= 2
Y — oo creste +af descresgte — 00
maxim
r=y it 0 -3

Distingem trei cazuri: 10, 3°— 4 4¢ > 0. Rédicinile ecuatiei
(50) o ar24-bx ¢ — 0

sunt reale si neegale. In formula (53) trebue si luim semnul — inain-
tea lui B si formula (57) ne di 3, = — af® > 0. .

Varful parabolei e deasupra axei Oz. Curba e tiaty de axa Oz
in doud puncte, care au ca abscise radicinile ecuatiei (50).

D, P~ dge=0, Rédécinile ecuatiei (50) sunt reale si egale.

Avem B=0 si y; = 0. Parabola e tangentd la axa Oz in varful
ci. Curba se giseste dedesubtul azei Oz.

80, ¥’—4dqc < 0. Rédicinile ecuatiei (50) sunt smaginare. Tn for-
mula (53) trebue si luim semnul + Inaintea lui §* si formula (57) ne da

yI:aﬁ2< 0.

Varful parabolei e dedesublul axei O.. Curba rimane toali dede-
subtul axei Oz.
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EXEMPLU. Ecuatia y=8-1 72— 52 cu g——5 < 0 reprezintd o paraboli
_cu concavitatea intoars3 spre y < 0 (in jos). Avem Y =—10z-}-7.

Rezolvand ecuatia y=0 sau —52'+Te 1 3=0 gasim vidicinile imagi-
nare; prin urmare curba nu taie axa Qe

Ficand =0 gisim c3 parabola taie axa Oy in punctul §:=—18,

Rezolvand ecuatia 3’ — 0 sau — 102+ 7 =0 gisim ci varful parabolei are
abscisa x==0,7 si ordonata

0
Yy=38+7.(07)—5.(07) =545,
Parabola e simetrici fati de dreapta = = 0,7.

\ 2 ("?,
\, y=ax°+bx +¢ -
/i
M Il§
y
/’ C
X
A Lvs
7 N -
7
! P X

Fig. 62.

OBSERVARE. Dacd avem construits parabola
() y=ad,
ca si deducem din ea parabola
(58) (P) y=aa'+brte
e de ajuns si construim dreapta
(D) y=bz+te.

7 bservim cd, daci M, A si B sunt trei puncte, corespunzitoare la o aceeas
fch;do ui x, situate pe liniile (P), (P") si (D) respectiv (fig. 62), egalitatea
/ y= (az’) + (baz+c)
ne da“constructia :

PM = PA 1 PB.

La punctul O corespunde punctul T, unde parabola (P) e tangentd la dreap-
ta (D). La punctul S, intersectia dreptei (D) cu axa Oz, corespunde punctul I, inter-
sectia parabolelor (P) si (P’),

La dreapta ordonatei SI parabola (P) e deasupra parabolei (P"); la stanga

ordonatei SI parabola (P) e dedesubtul parabolei (P’)
VERIFICAT
2017

.



