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IIS 
Qutpb- PREFAŢĂ 

Partea a doua a „Culegerii de probleme de Algebră“ 
care formează obiectul volumului de faţă, se referă la chestiuni 

de un ordin ceva mai special şi mai înalt. Ea cuprinde apli- 

cațiuni asupra Combinărilor, Funeţiuni de variabile, 

Derivate, Variaţiuni de funcțiuni, Maximă şi minimă, 
Determinanţi, Fraeţiuni continui, Serii, în fine un şir de 

capitole privitoare la Ecuațiile algebrice, proprietăţile și 

rezoluţia lor numerică, precum şi un capitol relativ la 

rezoluţia unor ecuaţii transcendente. Această ultimă parte, 

într'o ediție anterioară, a făcut obiectul unui volum deosebit. 

"La fiecare capitol sunt un număr de chestiuni, care pot fi 

studiale şi rezolvate de elevii de liceu, altele cu cunoştiințe 

mai întinse, acestea se adresează în special celor care fac din 

matematici un studiu de specializare, unele pot da loc la 

studii detailate şi cercetări înleresante. In ceiace privește 

aranjamentul general s'a păstrat dispozițiile anterioare. 

Ca și prima parte, lucrarea de față este exclusivă a D-lui 

Ovidiu N. 'Țino, profesor la Școala Politechnică din Timi- 
şoara, cu colaborarea D-lui C. Ionescu-Bujor, profesor 

secundar. Domniile lor au revăzut, compleelat și îndreplat 

cele cuprinse în ediţiile anterioare. I-am rugat să accepte că 

acest fapt să fie menţionat chiar pe coperta volumului, aşa 

cuin se cuvenea, dar D-nii 'Țino şi loneseu-Bujor nu au 

primil, de aceca sunt cu atât mai mult dator, să le exprim 

— în numele meu şi al celor ce vor folosi acest volum — 

vii mulțumiri pentru munca depusă, care nu a fost uşoară. 

A, G. JOACHIMESCU 

8 Ianuarie 1939



PREFAȚA EDIŢIEI I1*) 

In 1901 împreună cu colegii I. Ionescu, G. Ţiţeieu și 

V. Cristescu am publicat o Culegere de probleme de Aritme- 

tică, Geometrie, Algebră şi Trigonomelrie ; în această culegere 

— care s'a epuizat de mult limp — partea de algebră cu- 

prindea, calculul algebric, ecuațiile de gradul întăi şi al doilea, 

progresiuni, logariimi, funcțiuni continui, derivate, combinări, 

delerminanţi, serii şi alle chestiuni conexe cu acestea. În 

1901, ca urmare la precedenta, am publicat o culegere de 

probleme asupra <Teoriei Ecuaţiilor», care și aceasta sa 

epuizat, | 

Pentru prima parte pregălisem manuscrisul de reimprimare 

încă din 1915, acest manuscris s'a perdul cu ocazia eveni- 

mentelor de răsboi şi a trebuit să: fie refăcul; între imp 

cpuizându-se și volumele din Teoria Ecuaţiilor s'a crezul 

util să se cuprindă întrun singur volum tot ceiace privește 

problemele de algebră, urmând a se scoale în volume separaie 

Culegerile de probleme privitoare la Aritmelică, la Geometrie 

şi la Trigonomelrie. 

Ezperiența făcută cu publicațiile anterioare de acest gen, 

ne-a arătat că planul după care ele au fost întocmile era 

bine alcătuit, de aceia a fost păstrat întocmai şi în această 

nouă ediție: am păstral de asemenea neschimbată nomen- 

clalura capitolelor. In afară de acest fond lăsat neschimbat, 

multe capitole au suferit modificări şi complectări şi ches- 

tiunile revizuite alât în ceiace priveşte enunțurile cât şi răs- 

  

*) Prefaţa ed. I şi a ed. III se află în partea 1.



VIII 

punsurile. Revizuirca a fost făculă cât mai amănunțit, dar 

întrun număr de aproape două mii probleme — din care 

unele necesitând calcule laborioase — a mai pulul totuşi să 

scape câte o erorare de calcul sau împrimare, sper că în afară 

de acelea menționate în <Ehată> altele nu mai sunt, şi în 

orice caz, dacă mai sunt vreunele, cititorul le va putea îndrepta 

și singur, 

Această lucrare a necesital muncă mullă — mai ales că 

ceu mai mare parte a trebuit făcută de două ori din cauza 

manuscrisului pierdut — probabil că nu aș fi putul să o 

termin curând dacă nu aș fi fost foarte mult ajulat de D-l 

Inginer C. Mititelu, membru în comitetul de redacție al 

«Gazelei matematice> şi de D-l D. V. loneseu, eninentul 

corespondent al Gazetei; ţin cu aceaslă ocazie să exprim 

D-lor Alititelu şi Ionescu cele mai rii mulțumiri pentru con- 

cursul ce mi-au dat, 

A. G. JOACHIMESCU 

20 Seplembre 1921
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EXPLICAŢII 

La început sau pus enunțurile împărțite pe capitole nume- 

rotate cu cifre romane, iar chestiunile fiecărui capitol sunt 

numerotate independent cu cifre arabe. 

După enunțuri vin răspunsurile și indicaţiile. Cifrele romane 

ce se păsese la începutul fiecărui aliniat și în capul fiecărei 

pagini din partea răspunsurilor, indică capitolul la care se 

referă indicaţiile; cifrele arabe grase, ce se găsesc în corpul 

aliniatului şi se succed în ordinea naturală, indică problemele 

din acest capitol. 

Dacă la un răspuns se găsește o prescurtare de forma (7) 

inseamnă că trebue să ne referim la problema 7 din acelaș 

capitol, sau prescurtarea (IV. 20) înseamnă că trebue să ne 

referim la problema 20 din capitolul 1V. 

Prescurtările de forma P. S. A. P. sau P.S.A.I, înseamnă: 

chestiunea a fost propusă la examenele dela Şcoala de Poduri 

şi Şosele, anul preparator sau anul I; deasemenea prescurtă- 

rile de forma F. S. B. sau F. S. I, inseamnă chestiuni propuse 

la examenele dela facultăţile de Ştiinţe din București sau Iaşi, 

iar A. G. se referă la chestiunile propuse la examenele de 

admitere la Şcoala de Artilerie și Geniu. 
Problemele ale căror soluţii au fost publicate în Gazeta 

AMatematică au răspunsurile lor urmate de inițialele G. M. şi 

anul respectiv, cele publicate în Revista Matematică din Timi- 

șoara au răspunsurile urmate de inițialele R. M. T. și anul 
respectiv, iar cele publicate în Suplimentul cu exerciții al 

Gazetei Matematice îşi închee răspunsurile cu S$. E. G. MM. şi 
numărul volumului din care au fost extrase,
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Pagina 71 problema 3l se va scrie după determinant <=0», 
> 96 
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192 
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143 
146 
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154 
160 

110 
173 

173 
188 

189 

190 
191 

192 
192 
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18 membrul I al egalităţii este <tgz». 

b rândul 2 se serie înainte de semnul == <Obser- 

răm, după (4) că Cr + Om Pt 00 23. 

12 rândul 5 de jos, în loc de 25 (n—2)(n1—3) se 

va serie «95 (n—1) (n—2)». 
1 

26 în loc de + sc ta scric = 
60 * 

17 rândul 4, în a 2 egalitate ultimul factor este 

TF; (y.2). 

12 în loc de lim E, se va scrie «lim E». 
z=ya zoyaV2 

45 ultimul rând în loc de 7 se va serie «nm», 

50 rândul 6 la sfârşit <q în loc de q. 

8 rândul 10 în loc:de mare sc serie «mica. 

15 în loe de (arc tyz)», «(aro tg zn)m». 
39 rândul 4 de jos, prima egalitute are membrul 

II cos0 în loc de 0. 

241 în tablou, 7 în loc dez. 
32 rândul 2, al doilea termen la numiărător are 

exponentul 2p în loc de p. 
32 rândul 4 de jos, valoarea lui 2 are exponentul p. 
14 rândul 1 în loc de «dela a» se scrie «dela (la a2. 

20 în loc de   se scrie ——= 
sin ș sin12Q 

23 rândul 10 ultima literă ' este în loc de. 

21 penultimul rând în loc de ecuația se scrie 

condiția. 

6 se scrie Ni în loc de X:. 
7 înaintea radicalului din rândul 3 se pune 

semnul +. 

23 primul rând, după cubică se adaugă compleză. 

30 rândul 3 dela sfârşit, în valoarea lui A se 
udaugă factorul «(a-+b-krea)». 

32 ultimul rând e=3. 

50 în al doilea factor al valorii lui D numitorul 

este y--d, 
51 ph=qn în loc de ph=q. 

48 în penultimul rând sub primul £ se ecric art 

în loc de aș; iar în ultimul rând sub primul 
5, al doilea factor este za.
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Pagina 248 problema 25 ZF în loc de Z 

> 

249 

280 
281 

281 

297 

301 

309 

303 

306 
303 

310 

322 
324 
331 
335 
330 
353 
338 
333 

360 
370 
372 

375 

379 
391 
393 

398 
401 

401 

> 

» 

28 ultimul rând: = în loc de y—. 

S rândul 13 —42- în loc de 2 
Un— tin—l 

26 rândul 2 numărătorul primei fracţii este 

l—er4-zez. 

? rândul 6, z=—s, în loc de z=î.: 

9 rândul 5 după cuvântul umăr se adaugă 

«de ralori>. 

9 rândul 8 în prima egalitate se serie — 4. 
27 ultimul rândi::sq=—a%» în loc de =—05, 
17 rândul 7? de jos, după A, se scrie =. 

27 rândul 3, după X(z,-t-ar,)m se scrie «=», iar 

rândul ? în loc de p" se scrie pn. 
28 se va serie Sn =. 

32 ultimul element este Smtn—nr. 

317 în primul rând pă în loc de pă. 

    

S în ultimul rând se va serie cecuație» în loc 

de rădăcină. 

24 ultimul rând = în loc de >, 

5 ultimul rând «reale» în loc de cpale. 

16 în loc de r—a se va scrie r—az, 

1l rândul 3 se ra serie 43 în loc de 27. 

32 rândul 8 de jos se va serie Ap în loc de Î,. 

3 X,=—4 în loc de 4. 

4 rândul 5 z=—o. 

12 la rândul 1 se adaugă după are: «două rădă- 

cini reale. Când (a1--82)5—625 8:==0, ecuaţia are. 
2 se serie (—2, —1) în loc de (—1, —2). 

3 rândul 3 de jos cosz, în loc de cosz. 

10 penultimul rând se va serie poaitiră în loe 
de reală. 

22 rândul 4 se va pune — înainte de —. 

9 în loc a se scrie z. 
14 ultimul rând, se scrie b* în loc de a*, 
13 primul rând în al 4-lea numitor se înlocueşte 

A prin p. 

1 rândul 2 se înlocueşte f prin f. 
9 al doilea rând exponentul 4 al lui zi--mmz-ta 

se înlocuieşte prin «2». | 
29 rândul 5 trebue /[flz)]—z în loc de flf(z)]. 

Obs. Nu s'au semnalat erorile de tipar care pot fi uşor îndreptate.
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ALGEBRA 

I. ARANJĂRI, PERMUTĂRI, COMBINĂRI. 

— 1. In câte moduri se pot schimba între ele literele cu- 

vântului Roman? | 

— 2, Să considerăm literele alfabetului 4, BC D.EF,G,. 

HI 1,J, E LU NO, PR S, TU, V,Z; în câte 

moduri se pot forma cu aceste litere cuvinte de câte trei 

litere diferite cea din mijloc fiind în totdeauna litera O. 

3, Câte aranjări de câte trei litere putem forma cu literele 

a, b,c, d,e, f, şi în care literele să se urmeze în ordinea 

alfabetică ? 

4. In câte moduri se pot aşeza, de aceeași parte a unci 

mese drepte, 12 persoane, în ipotezele următoare: 1) la:masă 

încap deodată toate persoanele; 2) la masă nu încap deodată 

decât 6 persoane; 3) la masă nu încap decât 6 persoane și nu 

se ţine seamă de ordinea în care sunt așezate? 
5. In câte moduri se pot așeza n persoane în jurul unei 

mese circulare? 

6. In aranjările de n litere luate câte 7, câte conţin o 
literă determinată; câte încep cu o literă determinată? 

7. Câte numere diferite de câte una, două, . .., zece cifre, 

toate diferite, putem forma cu cifrele 0, 1, 2,..., 9? 

8. Să se găsească numărul aranjărilor de 2 litere luate 

câte 7, care încep cu 2, 3,..., p litere determinate. Se va 

examina când acele litere sunt într'o ordine dată și cazul când 
sunt într'o ordine oarecare, AR 

9. Se permută cifrele 1, 2, 3, 4, 5 în toate modurile. po- 

—1—
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ALGEBRA 

sibile; să se găsească, în sistemul zecimal, suma numerelor 

formate de aceste permutări. 

10. In câte moduri se poate descompune produsul de factori 

literali a b c d întrun produs de doi factori? 

Să se generalizeze, 

11. Să se găsească numărul patrulaterelor în care poate fi 

descompus un poligon de n laturi. 

12. Să se găsească numărul total al punctelor de intersecţie 

al diagonalelor unui poligon convex de 2 laturi. 

13. Fie As, As, ...; An, 2 puncte în plan, din care 3 

oarecare nu sunt în linie dreaptă, nici 4 oarecare pe două 

drepte paralele. Să se găscască care este numărul cel mai 

mare al punctelor de intersecţie (distincte de punctele date) 
al tuturor dreptelor ce unesc acele puncte. 

14. Fie A, As,..., An, 2 puncte în plan, din care trei 

oarecare nu sunt pe aceeași dreaptă, nici patru oarecare pe 

același cerc. Să se găsească care este numărul cel mai mare 

al punctelor de intersecţie (distinete de punctele date) al tu- 

turor cercurilor ce trec prin câte irc din aceste puncte, pre- 

supunând că două oarecare din aceste cercuri se taie în două 

puncte. 

15. Să se găsească numărul permutărilor ce putem face cu 

cifrele 1, 2, 3, 4, 5, 6, astfel ca suma cifrelor egal depărtate 

de extremi să fie aceeași. Să se generalizeze. . - 

16. Se consideră toate permutările ce se pot face cu 2 litere 

Qi, Q3, ..:., n. Intro permutare oarecare se zice că avem o 

inversiune ori de câte ori o literă cu indice mai mare vine 

înaintea altei litere cu un indice mai mic. Să se găsească 

numărul total al inversiunilor din toate permutările a 2 litere, 

17. Să se găsească numărul permutărilor ce putem face 

cu 2 litere au, aa,..., an, astfel ca primele litere să nu aibă 

nici 'o inversiune. (F, S. B. 902). | 

18. Să se găsească numărul valorilor distincte, pe care le 

în expresiunea: Fa zatrs tut... Fanny când se per= 

mută literele as, za,..., Zn în toate modurile posibile; zu, 

D3saeey Can fiind 2n numere arbitrare. | 

— 9 —



    

ENUNȚURI 

19. Aceeași chestiune pentru expresiunca: | , 

Pza-tata soti s Bob eebe Pmn-i Pm—n2ooe tm munti). 
20. Ştiind că numărul aranjărilor de 2 obiecte luate câte 

G este egal cu de 72 ori numărul aranjărilor acelorași obi- 

ecte luate câte 4, să se găsească n. 

21. Știind că numărul aranjărilor de n obiecte luate câte 
p este egal cu de 7» ori numărul aranjărilor acelorași obiecte 

Iuate câte p—2, să se găsească 2. Cum trebue să fie n ca 

problema să fie posibilă și în acest caz câte soluţii avem? 
V 22. Să se determine 7» astfel ca să avem: 

Am —24mOCm==11 Am. 

23, Să se arate că dacă avem: C=Câ, vom avea r=s, 
sau rțs=m. 

'94. Știind că numărul combinărilor de n litere luate câte 

p—p' este egal cu numărul combinărilor acelorași litere luate 

câte p-l-p', să so păscască n. 

25. Știind că numărul combinărilor de 2 obiecte luate cîte p 

este egal cu numărul combinărilor aceloraşi litere luate câte 
p-l-i, iar raportul între numărul combinărilor de n obiecte 

luate câte p către numărul combinărilor acelorași obiecte luate 
câte p—1 este (a+-1): a, să se găsească n și p. 

26. n,p,q şi n',p,q fiind două grupe de numere întregi 

deserescătoare, cuprinse între numerele 7» și 7, să se stabi- 
lească relaţia: | 

Cu 04050 _(m—n lu —phip'—oila'—r 
0" 02, CA, Cr, (m — nn — pi(p —a)!(qg—r)! 

27, Să se păsească numărul termenilor unui polinom omogen 

de gradul al patrulea, în raport cu 5 litere. Să se generalizeze, 

găsindu-se numărul termenilor unui polinom omogen de gradul 

2 în raport cu 2 litere. 

28. Să se găsească numărul termenilor unui polinom ne- 

omogen de gradul 7, în raport cu 2 litere. 

29. Câte permutări distincte se pot forma cu literele cuvin- 

telor București, papagal ? , 

30. Fie a,6,î,0,u, 5 vocale; b,c,d,f,g, 5 consuns; în 

— 3 —
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câte moduri se pot permuta aceste 10 litere, astfel ca să nu 

fie niciodată 2 vocale sau 2 cousune alăturate? 

"N 31. Să se determine numărul de cuvinte, ce se pot forma 

“cu 19 consune și 5 vocale, fiecare cuvânt având trei consune 

diferite și 2 vocale diferite, şi excluzând cuvintele care au 

două consune consecutive. 

v82. O urnă conţine 8 bile albe şi 5 negre; se scot 4 bile 
la întâmplare; care este probabilitatea ca 2 să fie albe şi 
2 negre? Pi 

39. Pe o masă se aruncă 2 zaruri; care este probabilitatea 

ca ficcare să dea numărul '7? 

34. Se aruncă 2 zaruri de două ori; care este probabili- 

tatea a avea cel puţin odată numărul 1? 
35. La un examen la care sunt de învățat m chestiuni, 

elevii convin să înveţe fiecare n chestiuni la întâmplare. 
Examinatorul pune fiecărui elev p chestiuni și lasă corigenţi 

pe aceia care nu răspund la g chestiuni. Dacă Neste numărul 

elevilor, care va fi numărul probabil de corigenţi? 

II. PUTERI, RĂDĂCINI 

— Să se desvolte moale: 

1. (eta). 2. (z—a)i. 3, (ki), Va. 

4. (U—d. 5. (5—40)5, 6. (2 Vip). 
7. (a Va2—1)-+(a—Va2—i 1%, 

8. Să se găsească j 7-lea termen al desvoltării lui (1—s)io 

9. Să se păsească al 19-lea termen al desvoltării lui 

trap 
10. Să se găsească coeficientul termenului în z*t! din, 

. jN2n+ 

'desvoltarea lui (+4) . 

“11. Fie An=n(n—1)(1—9),..(n—m-+1); să se. arate 

că avem: 

A =(AstAd”, 
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cu condiție ca în desvoltarea lui (Antrâp să înlocuim pe 

(A) prin Ani, 

12. Să se determine 72 întreg pozitiv, astfel ca al 10-lea 

termen al desvoltării lui (3-k+-m)” să fie cel mai mare. 

13. Să se găsească: patru coeficienţi binomiali consecutivi 
formând o proporţie; 2) trei coeficienţi binomiali consecutivi 

in progresiune aritmetică. 

14. Să se găsească suma patratelor coeficienţilor binomului 
(z-ka). 

15. Să sc verifice identitățile: 

Om = OptOn 

On Câ FCACI+-C2, 

Cm = Cute a FOC, 2403 

Ca CA FOrICI+OP ROI Ce, 
"16. Să se demonstreze identitatea: 

(za —(z-t Ci (za) bc)" alt 
o all za) 202— (54 bhh—2a2]4-...-k O nA(z-ha)bi-t — 

(24+-5)a5—1]4-3"—a"=0. 
17. Să se găsească suma produselor câte doi a coeficienţilor 

din desvoltarea (2-a). 
18. Se notează: | " 

(a, rh=al(aţr)(a+2n)...(a+-n—1r), 

să se demonstreze că avem: 

(a-t-d, =(a, ra-F Ca (a, = (0, rh hr... -F(B, 7. 

— Să se extragă rădăcina patrată a polinoamelor: 

19. 4zt—4a'4+5at? —2z4-1. 

20. 2%—2054-162zt —68022-+15612? —1860 z-+-900. - 

91, zi-h2(a--b)a-t(a2--3ab+2)z?-bab(a-kb)ztta?:b. 

92, 26 —Gaz*+15a?at—20a'a'-4+-15ata?—Gasa-țrat. 
23. 4[(02—v2)ed-t(62— d2)ad]?-k+ [(a2— 0") (c2-—d2) — 4abed!?. 
24. avăi-fară—2 cra) —902(c2—d2-+2c2(a21—d?). 

Pub o, 
25, ze ra : 

n? 
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  26, (5 ji J-2 a[£ Pra. 

27. (22 yale a) —ary)9—8 (ar???) 
_28. 1Xa?(b—c)? (ab-t+-ac—2bc), 

29. Să se păsească condiţiunea pentru ca polinomul: 

a "ai-razttbatezt-e 

să fie un patrat perfect. 
30. Să se determine a și b astfel ca polinomul: 

zi-ttazit6atH-tiz 

să fie un patrat perfect. : 

31. Să se păsească condiţiunile pentru ca polinomul: 

Az-t2BaytOz, să poată fi pus subt forma: 

(az--Byp-Hratăy) 
— Să se extragă rădăcina cubică a polinoamelor: 
32, p6--3a5—5azt4-3z-—1, 
33. 20 —9a5-+- 3321 —63a'-+-66z2—3624-8. 

34. 80%—36c25+102c2a5%-2171 0953-4204 cta22—144c%-4+8405. 

— Să se desvolte: 

35. (a-tartkas); (a-Pastasta);...; (atat... tan). 
36. (a-tastas); (a-Faztasta)t;...i (artar tran). 
37. (a-Faztas); (akas-Fas-tai...; (ata. țan)?. 

III. SUMĂRI DE COMBINĂRI ŞI DE NUMERE 

SIMILARE 

1. Să se arate că avem: AP=A?_tpA2I; 

AP— At APOI A2 ADI — mt (—1P A AP 

AP reprezentând numărul aranjărilor de 2 obiecte luate: 

câte p. 

9. Să se arate că: 

CL E GG. „Cn-i= pri 

nn (119!81..(n—1)) 

CP reprezentând numărul combinărilor de n obiecte luate 

câte p. | 

3, Să se verifice formulele: 
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Ca = C++ Cn-i= = Cn o+2 9 Cni-ţ Cn-2= Cn + 3 Cnzi 
n=l 

3 Ong Ong == Cm pt CL CnzA-4- 02 Cn-2-..-- Crez. n—3 n—p n—p 

4, Să se stabilească egalitatea: 
m 

N m=k— a Cm= | +20 n—k 

5. Să se arate, că: 
m 
N L — = SAE An Cn = An Cr, 

m 

ni 

m 

Ab Î-1) A£ An-t Cn > Aa Ca. n—k 

6. Să se stabilească relaţia : 

= nl (n—h! (Ek=a! Ca 

7. Să se arate, că avem: 

—1) Ci Cr=i=0, 
20 

— SI se calculeze sumele:, 

Ennt-1)(nt-2). 9. Sena (end). 

Seara) ear eră). 11. > (6n—5)(6u-9) )(6u—1). 

Su —1). 19, 2 (um), Ir S. B.: 1903). 

14. 1.n-F2.(n— +3. (n—2)-h nl; 

1.(2n—1)-F2(2n —3)+3(2n—5)+...4- (2n—1). 3kn.1- 

15. 12.n2-+92,(n— 1 n2.12; 
12,(2n —1P-F92.(2n—3P+ t(n 1. 924-212, 

16. 5 n(nf-1)(nt-2) (24+-3)...(n-+p). 

17. Suma celor n? numere! întregi, care urmează pe cele 

dintâi n numere, este egală cu îndoitul sumei celor dintâi 

n cuburi, 

18. Impătritul sumei: 

(5-1) 2)-k(n3)... knd 
este egal cu produsul -unei sume de trei pătrate printr”o 

sumă de trei cuburi. 

: 19. Un număr de forma a2-t-ab+b?, a și b numere întregi, 

este egal cu o sumă de trei numere triunghiulare. 
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20. Diferenţa între cubul sumei și suma cuburilor celor 
dintii n numere fără soţ, este un patrat perfect. 

21. Să se găsească suma numerelor cuprinse în primele 22 . 

linii și 7 coloane ale triunghiului lui Pascal (fără coloana 

unităţilor), 
292. Pentru ce valori ale lui z suma patratelor a 21 nu- 

mere consecutive, din care cel din urmă este z, este egală 

cu suma patratelor a 2 numere următoare? 

23. Să se efectueze produsul: 

(1+2) (3-+-4+5)(64+-7-+8+9)... [Capa (Cart). -F(Capo—1)], 
compus din n factori, | | 

— Fie Sa==1*-f90-4-304-...-bkn“, a între pozitiv. Să se 

arate că: 

24, 5 S,=8,(68.—1). 25. 8, =4S2(5,.—1)4+S8s. 

26. Fie San=10-t2e-,.-bnă, Să se calculeze sumele: 

“ Soat- So2t... Sans Sat Sa2t S33-F...-F San. 
27. Şirul 15,25, 95,..., 7929,... se împarte în grupe, astfel ca 

grupa de ordinul 2 să aibă 2 termeni; să se găsească suma 

„numerelor din această grupă. 

28. O cantitate de ghiulele: sferice se așează tangent una 

la alta, astfel că ele formează o piramidă, a cărei bază este, 

un triunghiu cchilateral. Să se găsească numărul ghiulelelor 

așezate într'o asemenea piramidă, știind că pe latura triun- 

ghiului echilateral de la bază sau așezat 2 ghiulele. 

29. Să se găsească numărul punctelor de contact al ghiu- 

lelelor sferice din problema precedentă, 

30. Să se arate că 

3 PĂI = 25 (3n2-k-3n-k4) S2 

S, este suma patratelor primelor 2 numere și C; este nu- 

mărul combinărilor de p obiecte câte 2. | 

31. as, Q3,..:3 An fiind termenii unei progresiuni aritmetice 

de raţie r, să se calculeze suma: 

S=asas(as-Fas)-as (as-Paztas)-t...-Pan (abat... an). 
32. a fiind un număr mai mare ca 1, să se arate că avem: 

ale) >nVia—1) (a2—1)...(0— 1)... | 

— 8 —



  
  

i   

    

ENUNŢURI 

IV. FUNCȚIUNI DE UNA SAU MAL MULTE VARIABILE 

1. Fie f(a)=az+b, să sc formeze f(az+-$). 

a: _azib , , a z-+-B 2. Fie pla) SE, > (3255) 
3. Fie pe) Piete să se formeze r(s aa) 

4, Pic f(z)=ao—i, oo > floki) 
, _u la: (62). 

5. Fie Fl) lo9j ap să se formeze f Ta 

6. Fie lo) =log? tz, să se fornieze: 

ata (atbth+z-tabz 
/l a —/l2) d (ee) — flo) 

aceste diferenţe sunt independente de . | 
7. Fie f(z)=sinaţcosa; să se arate că: 

filo)=1+f22)—f(o fi(—a). 
8. Fie f(z,y)=at-ky—r?, să se formeze f(z--h, th). 
9. Fie f(z,y)=aa-t2bay-tepodz+2ey+f; să se 

formeze f(z-+h, y--h) şi să se arate că: 

fle-kh, y+h=fiz Fa +P(ay), 
P(2,y) reprezentând un polinom ncomogen de gradul întâi în 

raport cu z şi 7. 

10. Fie f(z,y,2)=af-y? pan, , să se' formeze: 

flz-ty, ya -t—2flz,y,2) şi fizhyhatd). 
11. Fie fly) Azi Ap A” a2+2Bysţ2Bzz+ 

-+ 92 B'ay-t2Cz+20y4+-20"24-D, să se formeze: 

fiz+h, vyth, at şi să se arate: că vom avea: 

fiz-thyyhy 2 D= yu Ft, D+P(z,y,2), Pla,y,2) 

fiind un polinom neomogen de gradul întâi în raport cu z,y,ă. 

12. Fie flz,y, dA Baga să se formeze: 

13. Fie pozat „Tr er. Tai 3 să 

  

  

se arate că avem: 

nfin)=(n+f(n—D)—f(n—2). 
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14. Fie pm) oa 
1 , 

Qi Q2 Qa 03 . On—1 An On Anti 

1, Cosssea An fiind numere în progresie geometrică de rație b; 

să se arate că avem: 

b? F(n)=(062+1D) fin—D=f(n—2). 

15. Să se găsească un polinom întreg: f(z), astfel ca: 

fle+2)—2flia+D+fim=e 

16. Să se determine o fracțiune ' raţională fl), egală cu 

câtul a două polinoame de pradul al doilea, ştiind că: 

(ij_i __ al 
(1) = rufe 

17. Fie F(,y) o fracțiune raţională în raport cu & și Y. 

Să se arate că putem întotdeauna determina trei polinoame 

P(z.y) Qlz, 7, R(z, y) întregi şi simetrice în raport cu 2 

şi 7, astfel încât să avem: 

pa Pee DA. 

V. LIMITE 

— Să se găsească limitele către care tind expresiunile: 

p5—1l 

  

1. FIE 3a când z tinde către Să 

git —i , _ 

2, DZ Poză când z tinde către 1. 

3 2 
3 atasat? când a tinde către— 1. 

O ashati—u—l 

pt 9u5—Dda—l 
- 

În 
A ? — 

4, Pai Păa Fa când z tinde către 1, 

ge — a 

5, —————— când z tinde către a. 

mem — a) (2 —a" , j 

= 8, (a — az —0) când a tinde către a. 

  

(z—a) 
m __ n (pt —ah p—np 

.. 

7, (an —a)la a”) (za) când z tinde către a. 

(z—a) 
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i m n a"")(a Na a'*) sa (mn — a) 

  3. | (a) când z tinde către a. 

n _ . 

_ 9. me ) când z tinde către 1. 

zi — 254-922 — 2-1 , 
10. da Poz Ii când z tinde către 1. 

n — n i 

11, 2 ln e ata când tinde către 1. 

19 (72-a2)5-5 a*(22-a2)%+4-10 a*(22-a2)%-10a0%(22-a2)'+5 a%22-Ga10 

" (a2+a?)1-19a2(.r?+ a2)5+54at(2+a2):—108a6a2—27a8 

când z tinde către aV2. 

3, Nzk3VaVz—sVaVa—Va 
  _ când z tinde către a. 

Nz—Va (P.S. A. P. 97). 
8 . 

_ 3 când a tinde către 1. 

15. lo rozi 35 când z tinde către 1. 

3 aL 

16. a când z tinde către 1. 

  

7 Vata 2+6—V6 —a—a2 
În ara Foii | 

18 5-9 a2-ba— 1 Vata —7 — V 42—a-k2 

p—3+ VâziZ5z—1 
când z tinde către 2. 

când z tinde către 1. 

  

— Să se găsească relaţiile de condiţie pentru ca expresiu- 
nile ce urmează, să tindă către o limită finită, când tinde 

către 1. 

19 ale Ir (z5—1) a(2*—1)-+b(a"—1), 
  

  

(21) 20. E 
1, ale” n —1)-F as —1) ba kau(z m —i 
l. (z—1) 
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op. Vz—-hu(Na —1)+ p(Vz— 1) 
  

  

(z—1) 

93, Vz—0(Vz—D+ m(lz— 1P+ n(Nz—1P 

(Vz—1) 

— Să se păsească [limita expresiunilor următoare, când £ 

tinde către 7. 

94, (am —1) (an —1)—mn (z—1P 
  

  

  

(2—1) 

95; (am —1(an—1)(z2—1)—mnp(z—1P 

_ (2—1)* 

26 (2 —1)(" —1)...(2n—1)— 
m Mi3 ae Mân (2 — 1) 

” (—1)ntt 

— Presupunând că z crește nemărpinit, să se găsească li- 

mitele către care tind expresiunile următoare: 

ax-+-b ” azt-+ba-te 

21, da-i 28, aaa 

29 cati agate ant ami et am 
  

Da Fbaa IFeeetrbn- 0 
3 — CITE 

30 Vatra, 31 Var Var Va— Va, 

Ad. 
— 9 3 EI 

— Vas z—1 Vat—5a +1 

No [a-Fta—2Na 

N z-Fa—Noa 

34. aa Piz e—Vaatizte. 35, Vasari —z. 

————— 3 3 

36. Vas a-taszt-ţ-1 — az. 37. V(z-ki)-ti— V p3-2at-l 

- (P.S. A.P. 908). 

3 fa îm 

- 938, fa Va —Va— Vaz. 39. anți—a. 

— Să se găsească coudiţiile, ca expresiunile ce urmează 

să tindă către limite finite şi diferite de zero, când z creşte 

nemărginit. 
: 

40.) Pa Piata 
—pz 

41. Vaz Pr Pet Vaz kiote—pr—a a>0, a>0. 

  

33. Vae-tbail—z. : 
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4 y 3 Nea Az)—pz în care Pa(r)=aiha ka. 

43, "fa -- VQ(2). 
P(2) şi a reprezentând două polinoame întregi în z. 
— Fie Se=1%-ţ-9e-p-3e4- ka“ a fiind întreg pozitiv. : 

44. Să se calculeze limita raportului (S2:S3), când n crește 
nemărginit, 

45. Să se calculeze limitele expresiunilor: 

„(50); (81) (Sa 2) 
n? 9): Pass): lumi m-ti 

când n crește nemărginit. 

, __1 1 1. 46. Fie f(n= ta gt Ea; să se arate că 

f(n) creşte când n creşte şi tinde către o limită determinată 
când n crește nemărginit. 

47, Aceeași chestiune pentru expresiunea: 
1 1 1 

NF Fei, — (n) aa Zr + aa” 

Ai 03... Any Onri PR numere în progresiune aritmetică, toate 
diferite de zero. 

ie Sala ÎL, sl d 48. Fie Su — 2 hate tut on! S=gkat. a an? 

1 1 

  

  

S:= gi gat + Zi să se arate că pentru expresiunea 

S+-Se-FS+...+-S, 
limita sumei este egală cu suma limitelor, când n crește ne- 
mărginit. . 

49. Fie p şi g două numere pozitive date; 2 media lor 
aritmetică, p2 media; aritmetică “între p şi Di; pa media arit- 
metică între pu. și pa; ete. Să se păsoască lim pn când crește 
nemărginit. Aceeași chestiune când se înlocuește media arit- 
metică prin media geometrică, 

50. Fie p și q două. numere pozitive date, Pi și 1 media 
lor aritmetică și geometrică, pe și Q: media aritmetică și geo- 
metrică între Di şi qu etc.; să se arate că avem: 
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Di > pi > ps > PD: 

qi <q: Cass... <n<... 

pi > qi; oricare ar [i î și 3; lim (pn —qn)=0, când n creşte 

nemărginit. 

51. Aceeași chestiune: când se înlocuește media geometrică 

  
. . [2 . 

prin media armonică (271); numerele pi și q; se bucură de 

aceleaşi proprietăţi, iar lim pn Slim qu=pq, când n creşte 

nemărginit. 

52. Se consideră două numere pozitive a şi b, precum şi 

media lor geometrică 7; să se găsească limita raportului 

(a—m):(b—m) când a tinde către b. 

53. Să se găsească limita către care tinde expresiunea: 

a—Va2—52, când a şi b crese nemărzinit, însă raportul 2:a 

păstrează o valoare finită egală cu 2p. 

54. Să sc păscască limita expresiunii: 

9p—Tapta—2 

| pF Fay-Pa— 

când z tinde către zero şi y tinde către 1, 1şiy verificând 

relația: 3yt— 5 -(6a2—5azti)ppA-at—3atra—4=0. 

55. Să se arate că expresiunea: 
Pi 

AVa Vara. 

tinde către o limită determinată, când numărul radicalilor 

suprapuși crește nemărginit; a este un număr pozitiv dat. 

Pentru ce valori ale lui a limita precedentă este raţională 

şi întreagă? Să se arate că dacă a tinde către zero, A tinde: 

către 1. | 

56. Să se găsească, când z tinde către 1, limita expresiunii 

n == , 

Va Nazi 

z—l ! 

  

numărul radicalelor suprapuse fiind 2. 

57, Pic r şi a raza şi apotema unui poligon regulat; r șia 

raza şi apotema unui poligon regulat de acelaşi. perimetru cu
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precedentul, dar cu un număr îndoit de laturi; să se păscască 
limita raportului (—a'):(r—a) când (r—a) tinde către zero. 

58. Un con de rotație este tangent la o sferă şi are ca 
bază planul în care se găsește cercul de contact, Se cere să 
se găsească limita către. care tinde raportul între suprafața 
laterală a conului și zona care îi este interioară, când planul 
cercului de contact tinde a deveni tangent la sferă, 

59. Intro sferă se înscrie un cilindru circular drept; să se 
găscască către ce tinde raportul între suprafaţa laterală a ci- 
lindrului și suprafaţa zonci, care are aceeași bază cu cilindrul 
şi îi este exterioară, când înălțimea cilindrului tinde către 
diametrul sferei. 

60. Fie AB diametrul unui cere de lungime L. Intre A şi B 
se iu un punct C, iar pe BO şi AC ca diametre se descriu 
două cercuri; fie Li şi Le lungimile lor. Cu cele două Sep 
mente BC și AC se operează în același fel ca și cu AB; 
se obțin patru cercuri de lungimi Zi, Li, Ls, Le şi așa mai 
departe, nemărginit. Fie Lp, Lpţa,...., La lungimile cercurilor 
obținute după 4 a operaţie; să se arate că în expresiunea 
Lp Lit et La limita sumei. nu este egală cu suma limitelor. 

— Să se găsească limitele expresiunilor următoare: 
2 

61. ag: h+(2) » când z tinde către 7. 

  

1 , 62. 7 cotgz, când z tinde către 0. 

63, 1 —ec0sa 

_ - 

n fiind întreg pozitiv, 

> 2 >: 2-0, 

Di 1 —c0s8 
64, SL " sinacosa 

sin"pr 

siuPuz * 
66 arcig(a-+-2)— arc 19 (a—a) 
 tgla-ka)—tg(a—a) 

, & a a 67. Fie Pn=cosă cos p cos as... cos za 

să se arate că-dacă & tinde către zero, limita produsului este egală cu produsul limitelor și când șa crește nemărginit. 

, când z tinde către 0, 

65. când z . >» > 0 

» când z tinde către 0, 
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VI. CONTINUITATE 

„— Să se arate că funcțiunile reale următoare sunt continue, 

oricare ar fi z real: 

ya dy. 3 (m întreg pozitiv). 

4. y=sin a. 5. y=cosz. 6. y=sin?a2, 

7. y=sin”a" (m şi n întregi pozitivi). , 

8. y=aresin a. 9. y=arecosa. 10. y=arcigz. 

11. y=Vz. 19. y=Vea. 13. = Na (m, n întregi pozitivi). 

14. y= arctg Ya. 15. y=(arclga")” (m şi n întregi pozitivi). 

— Să se găsească valorile lui z, pentru .care funcțiunile 

următoare sunt discontinue şi să se arate pentru fiecare in- 

tervalele de continuitate: 

    

= 
at ” ! = 

16. yarzi 
18. y=t9z. 

j 
1 

19. Iaz 20. y=igz—colga. „91. y= 9 

99, Fie I(), numărul întreg, egal sau imediat mai mare ca 

un număr dat z; să searatecă funcțiunea 7 este discontinuă 

la dreapta ori care'ar fi valoarea întreagă a lui z. 

23, Fie y=fla) = 75, în care p ia toate valorile întregi 

pozitive, mai mici ca m; să se arate că funcțiunea 4 este 

discontinuă la dreapta oricare ar fi valoarea întreagă a lui z. 

VII. DERIVATE 

3 
1. Fie y= Vz, pornind de la valoarea z= 8, se mai dă 

lui z o creștere Pb; fie | creşterea corespunzătoare a lui y şi 

h , SR . , 
alim când hi tinde către zero. Să se determine un interval 

(—a,4-a.) așa încât h rămânând cuprins în acest interval, | 

l; . , 
să avem a— 7 <0001, diferența fiind luată în valoare absolută. 

(Concurs G.M. 1912). 

— Să se calculeze prima derivată a funcţiunilor următoare: 

— 16 —
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2 y=at(a-ka)(b—a)t 

    

  

3. y=(aka)(-ka) (c-ka)p. 

    

  

  

  

  

        

  

i aa 1-+a 1-a? i 4,4 .y= - = | | = 5. y Rp 6. y Fa 

7. gs 8. y= 2. 9. == (Fa) Yo Va Viza 
10. p=—E— 1 psi 

(1—a2)2 |(z—1)5(z—3)u 

12, y= Vata. 13. + _ Mk +Viza 
Vaz?  Vipaă — Via 

_ n _ Sinnnz 
14. y f iai 15. y= sin"ma 

16. y=(a2-+a?)arcțg2- 17, pp PESE, 
a siu a 

22 „z-ki 18. y==arel, . 19. y= - y=are IF y = arc sin I3 

20. y = rose 21. y=arcty (n1ga). Ni q2 a 

2 _—m2 

Ș 22. y=arcsin a 23. y=arcig (+ Vi—a?). 

Ap , z2n—1 Ă - Ă 
($ 24. 9 = arc za a 25. y= aresin (Vsina). 

26. y= arcsin TI 27, y=aresin e 
z 

|a-a z , 28. y=arel 29. y= — arcsin z. y | pt y Viza 

: 30. carei aalz. Această funcţiune are aceeaşi de- 
rivată ca şi funcțiunea 2 = 2arcsin az; să se verifice că dite- 
renţa sau suma lor este independentă de z. 

  

  

zi să se explice rezultatul, 
Sa 3 [1—cos 31. zarea 

| (P. S: A. P. 1901). 
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Vi-Fa2— 
„32. y—arcl ; “să se explice rezultatul. 

(P. 8. A. B. 1907). 

  

33, să se. caleuleze derivata funcţiunii: 

m J= _arosin LA), 
. E (+a * 

și să se verifice că dacă: se pune z=4arclgz, avem: 

yFa= C-ta. 

-34.. Să se calculeze derivata funcţiunii: 

„= oara ENI 
z(9 V—a2—1) 

35, Sii se arate Să funcțiunile: 

Varia pF): == z= arclg SI == — arclg a oz = 

au aceeaşi derivati. Să se explice rezultatul. 

36. Să se calculeze derivatele funcțiunilor: 

z, "a-l-bha—abz 

1— sa rel 4 — a az =bz: 

aceste două functiuni și au aceeași derivată cu o funcţiune cu- 

noscută, să se explice rezultatul. - 

37. Să se calculeze derivata funcţiunii: 

a-t-22— VI3e—5ir—z, 

y=3arelg 1— Pa —2arol9 = Sbz—3ai-lai 

să se explice rezultatul. 

38. Să se pi derivatele unaţioilor: 

  

y= aretg £ 

V(a2— 82) (1—22) az) Va:—B5)U 
= a: 

y= aresin TB za) ia a arelg A ai 

să se explice rezultatele 'găsite. ” 

- 89. Să se calculeze derivatele funeţiunilor: o 

  

= 1 - d sin & p Lacu EVshe - 

a2— a-Fboosz Vali. | btacosz ] 

il asinz 92b 'a—b z - 

zi, FD cos a Vai ra pa =) 
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-- uz 2 1 | ssz 9 mel, ua) 
-.  q2—2 a-Fbcosa Va2—b: o: latbcosa 
să se explice rezultatele păsite. 

  

40. Fie y=arctgz, 3 = gara d; să se determine ai 

astfel incât să avem W=y. Valorile lui. ah depind -de o 
constantă, pe care putem să o luăm după voe; alegând con- 
venabil această constantă, se găseşte că una din valorile lui 

  At. este 3 
1l—a: 

Pornind dela această valoare, să se găsească o funcţiune 

aa astfel că punând > Dpareig ue, s să avem Jay. 

Să se generalizeze. (Concursul G. M. 19139). 
1 , PE 41. Fie fle)= zi: să se calculeze derivata funcţiunii: 

a=fl(az4-B). 
„42.. Fie f(a)= Eciza ; să se calculeze derivata funcţiunii: 

| a p[2zFB 
= (Fe fo)” ca 

43, Fie f(z) =sin a; să se calculeze derivata. faci 

z=fe 2). . N n at 

44. Fie fla )=sinzteosz; „să-se calculeze „derivata fune- 
țiunii : 

LR 
a=flaresin a). + 

1— 42 21 
Tr! cal e 

45. Fie y= TFE z= Fa să se. ca cueze derivata lui 

Y în raport cu z. | aa 
„Sat. "sa a - 

46. Fie z= IE y= ies să se ealeuleze derivata lui 

Y în raport cu... : ' i A, 

417. Fie z==a0—asiid, <a acosb, să se , calculeze de- 
rivata lui y în raport cu z. 

48. Fie f(z, )=AzF2Bayţ-OpP+oDa2Ey+E; să 
se calculeze derivatele parţiale ale lui f în raport cu z şi 7. 

—:19 .—
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49. Fie fl, y, 2) At A pr A” a 2Byz4- 2B'az-ţ- 

-9B"zy-t-20zF20yț-20”24-D; să se calculeze deri- 

vatele parţiale ale lui f în raport cu z,y, 4. i 

50. Fie f(x, = Vi Zaze.cos pt Vip sina; să se caleu- 

Jeze derivatele parţiale ale lui f în raport cu zşiy. 

51. Fie f(z, y, 2) îg(az-t by— ca) ig(bz—cy kt az) 

ig(—cz-tayt-bz); să se calculeze derivatele parţiale ale lui 

f în raport cu z,y, 4. 
2 2 

52. Fie fl. pa e —1=0; să se calculeze derivata 

lui 7 în raport cu z. = 

53. Fie f(z, Ea +y—3azy=0; să se calculeze deri- 

vata lui y în raport cu z. 

54, Aceeași chestiune pentru funcțiunea: 

fir, Zoli pthpi—z2=0, 

— Să se calculeze derivatele de ordinul n ale funcţiunilor: 

55. y=aa”. 56. p=a 57. y=Vi—z: 58. y>sinz. 

59. Având f(z)-b—c)(—a-+-(e—a) (z—bP-+(a—b) (a—cY și 

g(2)=(6—c)(2—38) (z—0)-He—a) (ac) (z—a)-ţa—b) (za) (d), 
să se arate fără a efectua înmulțirile că f(z) și g(z) nu ae- 

pind de z şi că f(z)=g(2). 

60. Dacă avem: fler, Py, t2)="f(z, 9,2), vom avea şi 

azf'zbbyfu-kezfu= mfilay,2). 

Si se generalizeze. | 

61. Din identitatea: 

abata- patat Pepi a e, 
| | az—l 

să se deducă valoarea sumei: | 

> pa P3atazt-L4 atat -Iahat. 
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VIII. VARIAȚIUNI DE FUNCŢIUNI. MAXIMA ŞI JINDIA 

— Să se studieze cu ajutorul teoriei derivatelor şi cu aju- 
torul proprietăţilor trinomului de gradul al doilea, variaţiu- 
nile funcţiunilor următoare: 

      

1. y=a—5a4-3. 
2 y=—at-tkai. 

2 
2 —1 — 

3 py=t ata (A. 6. 908). 4. = 
__z2—2a—8 . = Pati 

5, Io 526 
6. Ya Fa a 

2 __ m — 7, p=se set (B. F, B, 99). 8. = A 

ki yz—l = 41 apese 0 vo asi ap pt 2azt-3d IL pr 12. 9 paz 20 
— Să se păsească intre ce limite poate varia z şi y în 

-expresiunile : 
13. 22—day-k?—42—6y4+1=0, 
14. da2—2ay-hy-k2a—4y—1=0. 
15. 3a'—6ay—2p-t4z—8y—2=0, 
16. Să se determine a și b, astfel ca maximul și minimul 

funcțiunei Si 
= z-th-ar—5 
Y da —bzki 

să aibă respectiv loc pentru z=2 şi 2=3.. 

17. Fie =, să se determine a astfel ca pro- 

-dusul valorilor lui a, pentru care Y este maximum sau mini- 
mum, să fie egal cu produsul valorilor maxime . și minime 
ale lui y. | - 

18. Care este condiţiunea ca funcțiunea 
__ da?-t bate 

o a'ariz-Fe . . 
să nu aibă nici maximum, nici minimum, 

„= 21.—
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— Să se studieze variațiunile funeţiunilor: 

19. = — at 924-5. 20. y=5at—8724-7. 

91. y=a9—3a2-8324-7. 22. y= (2—3)(2-+1)(3z—1). 

29. y=a—baiţ-5a—l, 24, y=(z—1zt2. 

25. y=(2—1)(r—9)(2—3P. 26. y=a0t—1054-2527—36. 

97. y=an(z—ah; mn întregi pozitivi şi a>0. 

„98. p=a—pztg. | A 

29. y=at—620+-8az4-bi! şi at —602a0—Batzțot; 

să se găsească condiţiunile ca maximele şi minimele acestor 

funcțiuni să fie egale cu zero. (Concursul G. M. 911). 

1 , , .. 
"80, pt m şi n numere întregi pozitive. (Con- 

cursul G. M. 909). 

31. y= at—3a0t-3zi 

e Vai paai— al 

munte ca 

  

zi an-t-a 

n și p fiind numere întregi. 

33. y=Voz—V3zi. 34. y=aVaz Via: 

35. y= Va+Vu—zk. 38. y=sinateosa. | 

37. y=2sinszcosz. (A. G. 910). 

ip a 

38, y= 32 

uliul 1 
39. y= 1 sin ao gsin dat g sin 3z+ sin da. 

sin? z—cos 22 

40 Zoosa * 

41. y= —(a0) coszzt- (za): [3 sin zaț zcoszal + 

Lo [(3-+an?)coszr— sint] 2 [(3-koz)sinza 

+z(1$Faz2 costa. (P.S.A.. 99). : 

49. Să se arate că dacă p este "număr întreg pozitiv, 

funcțiunile = sin?7z —cos??aț-i și u=l—cos22 

au maximele şi minimele pentru aceleași valori ale lui z- Să 

se traseze curbele reprezentative ale variaţiunilor lor.
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43. Produsul zy fiind constant și egal cu a, să se'gă- 

sească maximul și 'minimul expresiunei: " 

„a Plzt5t uita), 
„o Bhp—at(z-hy) 

44, Suma a5-+y8 fiind constantă „și egală cu a, să se gă- 

scască maximul şi minimul lui a=aţy. | 
45. Știind că a%-ky5—3azy=0, să se păscască maximul 

lui z=a2-hgt, 

"46. Care este maximul raportului: 

Mi a.s.n 

” (2 ț za Pet n) 

când variabilele a, za... sunt toate pozitive? * 
47. Să se deducă din reprezentarea «varinţiunei funcțiuni 

9 =9a54-9 224-129 z-t+a 

numărul rădăcinilor reale ale ecuaţiunii 

2a3--9a2--19a-k+a=0. | 

48. Să se studieze variaţiunea funcţiunii de variabilă reală 

y=a"+A (n întreg pozitiv; A real340) 

şi să se deducă numărul rădăcinilor reale pe care le are 

a2n--A=0, 
49. Să se studieze variaţiunea funcţiunii de variabilă reală 

y=a*PH--A  (p întreg pozitiv, A real3%0) 
și să se deducă din reprezentarea variațiunii că i ecuaţiuneă 
binoamă : 

, apti A=0 

are totdeauna o singură rădăcină reală. " a. 

50. Să se studieze variaţiunea funcţiunii de variabilă reală 

y>a—ai—1 (n întreg 32) 

și să se deducă din reprezentarea acestei variaţiuni numărul 
rădăcinilor reale ale ecuaţiunii: 

ah—al—1=0, 
51. Fie - o 

igu a 
% iau . 
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Punând îgu=z şi iga=f2>0, să se studieze variaţia lui 

2 când z variază dela O până la = 3e—a. 

Si se construiască pe o foaie milimetrică şi cât mai exact 

posibil, curba care reprezintă variațiunea lui y în cazul când 

1=0,15. (Concursul &. M. 922). po 

52. Să se studieze variaţiunea rădăcinilor ecuaţiei: 

a? —2p—m==0, când m variază dela —c0 la +eoo.. 

53. Se dă tga==m, să se formeze ecuaţia care dă pe 

ai să se arate că ecuaţia formată are toate rădăcinile 

sale reale și să se studieze alpebriceşte variaţiunea fiecărei 

rădăcini, când 72 .variază dela —c0 la 4+-oe. 

54. Fie I(a).un număr întreg mai mie sau cel mult. egal 

cu z; să se găsească ce fel de funcţiune reprezintă expresiunca 

= (2), | 
şi să se construiască curba reprezentativă, când z variază în 

mod continuu dela 0 la 10. (Concursul G. M. 923). 

„1%. PROBLEME DE MAXIMĂ ȘI MINISĂ 

1. Tăiem o sferă de rază R cu un plan P; pentru care 

poziţiune a planului P produsul suprafeţelor celor două zone; 

separate pe sferă de acest plan, este maxim? (B.F.B. 1903). 

2. O steră de rază R şi un con circular drept, a cărui 

bază e un cere de rază r şi a cărui înălțime este cpală cu 

diametrul sferei, sunt situate pe același plan orizontal. Să se 

studieze variaţiunea raportului dintre secţiunea sferei și accea 

a conului, 'printrun plan orizontal. (P. S. A. P. 1901). 

3. Să se găsească maximul și minimul funcţiunei, care se 

obţine scăzând din volumul unui cilindru, volumul unui trunchiu 

de con, cele două corpuri :având o bază comună cu raza egală 

cu 1, aceeaşi înălţime z, iar diametrul celeilalte baze a trun- 

chiului de con fiind tot z. | 

4. Să se afle suprafaţa unui triunghiu în funcţiune de 

mediane; presupunând două mediane fixe, iar a treia varia- 

bilă, să se studieze variaţiunea suprafeţei. 

— 94 —-
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- 5. Pe o dreaptă AB luăm un.punct C, Descriem un cere 
cu centrul în punctul C și cu rază CB, iar din A ducem o 
tangentă AD la acest cerc, punctul de contact fiind D. Să se 
afle maximul suprafeţii CD, când C variază: ” 

6. ABC fiind un triunghiu dreptunghiu, cu unghiul drept 
în A, ducem din B o dreaptă care taie pe AC în D. Să se 
găsească maximul * suprafeţei triunghiului ABD cunoscând 
lungimea BOC=a şi ştiind că AB=0D. (B.FB. 1903). 

7. Pe o dreaptă AB luăm un punet C; apoi descriem un 
cere cu centrul în C și rază CB, care taie pe AB în F. Din A. 
ducem la acest cere o tangentă, punctul de contact fiind D. 
Să se afle: 1) maximul suprafeţei descrisă de segmentul AD, 
în rotația lui în jurul axei AB; 9) maximul volumului născut 
de triunghiul ADF în aceeaşi rotaţie. 

8. Să se păsească: maximul sau minimul suprafeței unui 
triunghiu dreptunghice ABC, în care suma unei catete și a 
ipotenuzei este constantă. | __ 

9. Fie un cere cu centru! în O, un diametru fix AB ul 
lui și un punct P mobil pe cere. Fie J/ și AN intersecțiile 
dreptelor BP și AP cu tangentele în A și Bla cerc. Să se 
găsească: 1) minimul perimetrului. trapezului AMNB; 9) mi- 
nimul volumului născut prin rotația trapezului AJNB în 
jurul diametrului fix AB; 3) mazimul lungimei perpendicu= 
larei OD seoborâtă din O pe MA, 

10. Fie yoz un unghiu drept, d un punct în interidrul 
unghiului. Să se găsească cel mai mie segment determinat de 
laturile unghiului în raport cu toate dreptele ce trec prin VW, 

- 11. Un vas are forma unei calote sferice. Fie z raza sferei 
și y. înălţimea calotei. Să se afle, în funcţiune 'de a Şi y, su- 
prafaţa şi capacitatea vasului. Suprafaţa aflată fiind egală cu 
aceca a unci sfere de rază 7, să se exprime . capacitatea nu- 
mai în funcţiune de z. Să se arate ce valori poate. lua varia- 
bila z şi să se studieze variaţiunea capacităţii vasului, - 

| Rae 18. F. B:1910). . 
12. Fie un cere O, trei puncte. fixe pe el. B, 4, B' şi un 

punct J[ variabil pe cerc. -Să se găsească poziţiunile lui J/ 
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pentru care BM-+Bil— AD devine maximă sau minimă. 

Caz particular 4B=AB. 

13. Fie ABO un triunghiu de suprafaţă dacă a2. Pe latu- 

vile acestui triunghiu ca diametre descriem trei sfere; ele au 

două puncte comune. Unind unul din aceste puncte cu vâr- 

furile triunghiului, formăm o piramidă. Să se determine tri- 

unghiul ABO astfel ca volumul piramidei să fie maximum. 

14. Pe feţele. unui tetracdru regulat construim patru pira- 

mide cu feţele laterale triunghiuri isoscele egale. Suprafaţa. 

totală a solidului format fiind dată, să se studieze variaţiunea 

xolumiului lui. 

15. Fiind date două puncte şi o dreaptă, să se studieze va- 

riaţiunea raportului distanțelor unui punct mobil, de pe dreapta 

dată, la aceste două puncte date. o i 

16. Fiind date două sfere exterioare una alteia, de raze 

R şi 7, să se studieze variaţiunea sumei zonelor văzute din- 

trun punct aşezat pe linia centrelor, între cele două sfere. 

17. Fie un cere 0 de rază ID şi o tangentă la cere AB cu 

punctul de contact în A și având lungimea AB egală cu R. 
  

Ducem prin B o secantă BOD. Să se găsească maximul su- 

prafeţei triunghiului A0D, : 

18. Printre toate triunghiurile dreptunghiuri de același pe- 

rimetru, să se găsească acela pentru. care cercul înscris este 

maximum, 

19. Dintun carton cu forma dreptunghiulară să se taie o 

cutie paralelipipedică, al cărei volum să fie maximum. 

20. Un trunchiu de piramidă regulată este circumscris unei 

sfere de rază R..Să se studieze variaţiunea volumului acestui 

trunchiu, când înclinarea feţelor laterale pe bază variază. 

21. Să se găsească maximul suprafeţei. totale a unui para- . 

lelipiped drept, în care suma lungimilor muchiilor este o 

constantă. | 

99. Două mobile ]/ şi N se mișcă uniform pe două drepte 

perpendiculare 0X și OY; primul dela O spre A cu viteza 

a pe minut, al. doilea pe OY către O cu viteza b pe minut. 

Să se determine. minimul distanței lor. 
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23. In două. păricte A'şi B se află câte o sorginte lumi- 

noasă, având respectiv intensităţile £ şi z, Să se studieze va- 

rințiunea cantităţii de lumină primită de un punct JI, ce par- 

curge un cerc având centrul în mijlocul | lui AB, și situat în 

acelaş plan cu AB. 

24. Un rezervoriu cilindrice are un capac conic circular 

isoscel şi un fund semisferic. Dacă suprafaţa rezervorului este 

cunoscută, când volumul inchis este maximum? 

X. NUME RE COMPLEXE 

In 'ce caz modulul sumei sau diferenței a două numere 

complexe a-ț-bi şi a'4+-Vi, este egal cu suma sau diferenţa 
moda elor acestor numere? 

(2 Să se efectueze produsul Uri) (2 a-+35)0 ta 

U-E%). 
(3) Să se calculeze (1-+4)”. 
-4. Să se calculeze: 

(25, (cau se 
2-91] S(o9=-o9 5 

p întreg şi pozitiv. 

C5. In ce caz produsul Faran ura a-t2a - 
este real? 

6. In ce caz produsul (z-Fas)(c-kaai).. te-ar) este 
real, z fiind real; în ce caz este de forma Xs, X fiind real? 

In-ce caz (l-ai)? este real sau de forma hi? In 

-aceşte cazuri să se determine &. 

8.)In ce caz (14-aî)" este real sau de forma k4?- | 
9. Fie a =r(cosa-ț-isin a); xa=rlcos(a-t-B)-kisin (2-+-8)] | 

şi: “as=rleos(z--2 5) [sin (e-F2B)]; 

pă se găsească condiţiunile ca să avem: 

au aa aa 0, 
10. Fie: *? 

=r (eosartisin &), zar leos(a-+-B)-kisin teo), 
= r [cos F2B)-isin(e+-26)] !
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şi: a==r|cos(c+-38)-kisin(a-ţ+-3 8)] 

să se găsească condiţiunile . ca tă avem: 

aaa asta =0. 

11. Fie = eos[e-k(k—1DB]-kisin [e-k(:—0BI] 
k=1,9,9,..., n. Să se găsească condiţiile ca să avem 
. ” . "n : 

XS ap=0. 

hr 
b 

19. Dacă punem: 

ALF-RBi= (a.-+b, 7) (a.-+ bai) (a3-Fbsi)... 

avem 

B_— bi b> 1 ovotabs arcig A are 97 arc ig a Parctg ae 

13. Modulul sumei a două numere al căror modul este mai 

mare ca 2, este inferior modulului produsului lori 

14. Se consideră cantitatea complexă 2=az-iy, Să se gă- 

sească valorile lui z și pentru care 2" să fie real şi mai 

mare decât a, n fiind întreg pozitiv. . 

15. Să se găsească suma coeficienţilor binomulni lui Aezcton 

luaţi din 4 în 4. 

—(16. Să se dividă (1+3) prin (1—. 

(17. Să se dividă (14-î)” prin (1—;, în care caz câtul 

este real ? 

18. Si se găsească condițiunea ca un număr complex adi 

  

1-Fii 
să se poată pune sub forma rii > A real. 

_19. Pentru ce valori, complexe sau reale ale lui Ă, expresiunea 

a-tiv-ti (a—ib) | 
SE I-A 

- este o câtime reală, aşi b fiind reali. 

20) Să se extragă rădăcină patrată şi rădăcina a 4-a din î. 

(9 Să se calculeze VI, Vi, Vi. 

(92. & fiind o rădăcină cubică complexă a unităţei, să se 

„arate că avem: 

(a--w-+c) (a-Fba-t-caz) (a ve Loc) 203-058 c9-—3abe. 

— 98 —
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23. Să se arate că dacă 2 este fără: soţ și prim cu 3, ex- 
presiunea: (zh ya —p este divizibilă. cu at azyfe, 

24, Să se arate că ecuaţia: . 
(7 1)60H1 —g6nti —1=0, 

admite ca rădăcini, rădăcinile cubice complexe ale unităţii. 
25. Să se calculeze valoarea expresiunilor: 

uita cos0-ț-z2c0s20-4-...-H-acos nd 
v=  asinb-ha?sin90-b.bahsin nd, 

26. Să se găsească legea de formaţiune a coeficienţilor în . 
produsul infinit: 

F(2)=(14- zi) (1-a) (1-ka)...(1-ka25), 
27, Să se arate cu ajutorul imaginarelor că ecuaţia: 

F(tgz)Stg mr —:=0 | 
unde /; este un număr real, are toate rădăcinile reale, 

28. Fie z=a-hiy, = Fig, ata =-klii; cind pune- 
tul care figurează pe = descrie o curbă (C), punctul care fi- 

? gurează pe 4 va deserie o curbă (C'); care este curba (0) 
când (C) este o linie dreaptă? 

29. Aceiaşi chestiune presupunând ax =; real, 
90. Aceiași chestiune presupunând 2444 şi că curba 

(C) este cercul z-kyp2=1. 
31. Fie z=a-țiy, 2 =a-tFiy; dacă: 

o — a-Fibz 

”e-kada 
atunci 4 descriind o dreaptă sau un cerc și + va descrie o 
dreaptă sau un cerc. Cantităţile a, D, c, d sunt reale, 

32. Să se determine numerele u, f, a; BI! care satisfac ega- 
lităţile următoare: 

aa-tPE=1; a7++37=0; da+pP=1. 
“Numerele a, 6, «' ff! sunt imaginarele conjugate ale numerelor 
a B, «, &. Să se deducă cazul particular când numerele 
sunt reale. | 

— 29 —
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XI. DETERMINANŢI 

* Să se caleuleze determinanţii: 

10 
GI 

co 
ti 
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=
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să se: generalizeze. 
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EXUNȚURI 

Lei 
CE OC, 05 gi Ci ui 

12| Ce Co Cs. mi | 

Qi CE CE CE 
1 1 1. 1 
N Bo n. 

1312 23 84.  n(n-Fk1) 

1.2..n 23.(n+1) 3.4.(n+9), a(n-+1).(2n-1) i 

ia i m 
23 (ai)! 

i (na)! (0-42). (ai) 

(1) (2)! e (n)! 
(12)! (+3)! SA (ni)! 

“adi (tn), Utant):. 

  

    
  

e ea 1 

m Ci CZE; 

1 „1 1 

ag (u—1)! (n—)! W— | | 

, . . .'. . . . : * . . . 1... . . . . N - 

; , 1 i | 1. ", , | 

a | (n—B-1)! (a2—B)1 (n—2Ho) | . 

| po | Rao: [o [ea ei 
e Mae "al Ge ce "all | a î da [-] 

da 3 a | i mad. 0 ae. 
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IE 2 ol a 

(p-k-ek a? a2 c ) 

19.| (eta) d? „90. ori 2 aț=. 

c? c2 ab: 
(ab) a-ti ai 2 

21. Să se descompună în factori determinantul: 

(a-kbk (a—Dk ah a2—42 

(0-0 2-2  a2—b2 (ab) 

2 2: (ab (a—b| 
a2—b (ab (a—0 a? Lu 

— Să se calculeze determinanţii: 

x Qi Q2 ds % Qi (3... (n 

Ma 2 02 as Qi E Q2...n 
— 99, E Pin 23, WM Qa BE s.n: 

i Ga. & Q3| cc... 

4 aa G3 2 Wu Ga 03 z 

  

    

  

MT 8 Doe 

a z zel T' 03 2 Lut 

94, z GQ % az 95, BE Q3: Pe. 

Ta: 03 a DB Que 

z «e x a .. . ... 
z BT 2 s.n 

, a 2 za db 

a 2 z d cr a «x b 

og|£ ab z| op| 2 2 ad 2 z| 

z:b'a a za bb a a 2 

db z za z bb = za a 

, b za za a 

1 a-t+b-e abtacțthe abe 
1 ab-t+d ab-țadi-dd abd| an be c-ta 

„28. . „*99.|a2-4-02 Bee? c2-ta?l. 
1 a-tet-d ac-traded acd a2-F0 D-le ct-Lus 
1 bed bețbdted bea 

—. 92 —
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a db 
30. a: pi 

at i 

1 1 

a d 
32, 02 - 08 

q$ be 

34. 

1 

35| £ 
„la 
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1 1 

c-d | 

e d: 

et di 

1 

c d 
3 3 33. 

e dd 

Q3 . 

(44-a) 
(44-22); 

z a a 
z a 1 

zi 1 zf 

l az a 

sin? a 
37.| sin2f 

"| sin27 

sin & 

cos & 

38. sin $ 
cos f 

Qi Ga (3 (n 

3 
a? a; Os. Gn 

31. i 

a? a Aa ss.Q 

a a db an—3 je wil 

a ani, ap ml 

a 000 ai pri 

W5 „că 

(dk a) (ca) |. 
(B+ 22) (c-+2 a) 

1 Bar 
za al 

cos?& sin cos 

cos?f  sinficosf 
cos?Y  sinYcosY 

sinf sint  sină 
cosf  'cosț  cosă 
sin& sin? sin 

cos& cos cost: 

39. Să se calculeze valoarea determinantului;: 
0 

sin 9209 - 

cos 2900 

ig 140 

colg 140% 

sin 400 cos 400 Ig 40%  cotg 40 
0 cos 509 Ig 50  cotg 500 

cos 1300 -0 19 60  cotg 600] 
ig 1300. 19.120. . 0 colg 700 
colg130 .cotg120% cotg1100 0
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40.. Să se calculeze determinantul: 

u v 20: 

11 1. 
Au? la? lu? 

ha: 1 1-+kau? 

descompunându-l în factori. 

D = 

Din: calculul lui D să se deducă valoarea determinantului 

„o E .VY pă a T. 2 2 sin  Sin?— sin? 
A 2 2 2 

| sina siny sin & 

sin 2 z sin 2y sin 24 

41. Să se rezolve ecuaţia 

l—z 3 3 4 
2  35—z 4 1 |_ 

3 4 ia 2 [0 
4 1 2 3—z 

a (F. S. DB. 900). 
42, Să se rezolve ecuaţia: 

a —a ab ac 

ba VW — a be 1=0. 

"ca be c—z 

43, Dacă Cisr Ca, 03 ...n; b, ba, a see Das eee În le, În << În sunt 

n grupe oarecare de câte n numere consecutive: din şirul Ini 

Fibonacci (2583): 
0,1, 1,2,3,5, 8, 18,21, 84,.. 

atunci determinantul 

isa "| Qi. Ga 3 ses „(n 

b. ba Da e... bn 

are valoarea zero. 

— 84 —
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44. a, d, e fiind laturile unui triunphiu, să se arate că dacă 

-determinantul 

1-ta-+at i-Fab-ka:i  i-tac-kaic: 
1Fabhad?  1+b-ut 1-+bc-t+ie 
lactate?  1-+bethiie  1-+ce-het 

-este -nul, triunghiul este isoscel și reciproc. 

  

45. Se dau numerele: | 

OSHO n2=0 | 0 

= 

Să se calculeze determinanţii: 

II 12 0 0 0 

E 12 800 
2 E 13 40 

Î3 Î3 LE Îş Î3 ]2 ]3 - Ț ]2 

i n 13 14 2 6 “6 6 “6 

12 1320 0 

2 8 14 0 
2 . - 

Sii se generalizeze. (Concursul G. M. 923), 
46. a,b,c,d,e, f,z fiind cantităţi reale, iar 2-+-1=0, 

să se arate că valoarea determinantului 

az a-tiz biz c-kiz 

u—iz a  d-hiz e-kizil: 

b—iz d—iz a  f-kiz 
c—iz e—iz f—iz „a 

-este independentă de ş. | 

47. Să se demonstreze egalităţile: 

O 1 1 1 „LO.a 
10 2 42| __|z 02 y|_ 
1 220 22| ya 00| 

1 p a0 | |lz ya 0 
DN E Ie IE IN Copa 

= —(24-y4-2) (zty—2) (z-—ykz) (—atyta ) 

— 35 —
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„.48. Să se „verifice “egalitatea: 

  

db ea 
e a db 1 _ | N 

a d ce |=gaple—bp-kr(i—ekte—a)] abe AI - 

e ad 
b ca 

49. Să se arate, fără să se desvolte, că determinantul: 

z—a a—b a—b 

z—b z—c b—e. 

p—c 'z—a c—a 

    

este nul. Să se deducă identitatea: 

(2 —a):(0—0)-k(z—b) (c—a)t-(z—c)(a—0)=(2—b) (z—c)X 

(D—c)-k(z—c)(z—a)(e—a)k-ir—a)(z—d)(a—D). 
50. Să se arate că dacă avem abe=zyz=1, vom avea și 

a i 
ya(z—a) _ — 

1 . , ata ” 0. 

— ax(y—b) 
iu ț tb 

51. Se consideră funcțiunile: 

„11 11 
a = 2 ZI za a a 

_— 4 — 1 1 

1 1 1 2 — = a —- az 
m a a 

Avem relația F(2)=/f(22). | 
52. Să se demonstreze că: 

1 a 2 pe ANTI 

0 1. 2, 802.. (2n—1a”? 

1 aa 2 3... ati = Il (a—af. 
d în 

0 1 20 302 , (2-1) aan? 

— 36 —
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Să se generalizeze, 
53. Să se determine p astfel încât să avem: 

ci Cc G CC Ci... Cn 
1 0 00 i ia ni —C, GC CC... Cc, Cp...C", 

P 

— 1-02 03 Cî Ci Ci.Cn 

2 ii cul — a E ci 00-03-04. Ci Ci..C7 
. . . . . . . . . . . 

— 01-02 _03 -0i,. —Cir1 Ci „Cn 

54. Să se calculeze valoarea determinantului : 

=| ih |: 

în care 7 și I ia valorile întregi 0, 1,2,...(n—1); rămânând 
4 neschimbat pentru elementele unei linii, iar 4; pentru ele- 
mentele unei coloane; /: este un număr întreg dat; numerele 
îh+i>n se înlocuese cu resturile diviziunii lor prin 2. 

59. Să se găsească numărul termenilor determinantului: 

| Qi 1 0 0 0.......,0 

—L: as 10 0........ 0 
0 —l (3 1 0 o... ,.0 

0: 0 —1 a 1... 0 

0 0 0 0 0....—1a, 

56. Pentru ca valoarea: unui determinant-să nu se schimbe 
când mărim fiecare din elemente cu: este necesar şi sufi- 
cient ca suma tuturor minorilor de primul ordin să fie nulă. 

57. Dacă z,y,2,t sunt niște câtimi pozitive variabile care 
satisfac relaţiile: 

Aa bac ti Aga y ae ti A, 

Bz*y Pa ace fe e Ba fa pb 2 ți = B, 

să se determine valorile lor astfel ca produsul P=a"7 y 2P a 
să fie maxim.
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XII. INMULȚIREA DETERIINANȚILOR. 

APLICAREA DETERMINANȚILOR LA TEORIA 

ECUAȚIILOR LINEARE 

— Să se multiplice determinanţii: -- 

  

    

| 111 1 A 1 
iz y 2. |X| A BC 

dy ABC 

z y î: dy 

2ly a a XX] zz- 
a ay ady 

        

3. Să se determine coeficienţii ax, bi, 42; ba, as, bs pentru 

ca produsul determinanților: 

    

  

  

za b z aul 

a £ cc |, Qa2 2 be 

b cz 3 Us z 

să fie determinantul: 

a24-4 Bat 2 4z42 

3x46 a2t-12 4a+6 

3243 bat 3 2-6 

    

4. Fie: 

a ai, u= adi: 

a cdi, e =: c-kdi. : 

= —ct-di, : BR=—cţădi, ” 

babi Be. a—bi; 

să se imultiplice” determinanţii: 

«ah | E 

aa ba. ' 

a fu | 

Oa Ba 

şi să se deducă: e 

(2-a?) (a2-+-2-02-4-d2)=(aa' —3bA-ec— da k+- 

(av ba—cd'— de-a —bd'—ca4-dbPA- 
(ad be-teb-t-daY. - 

—:38 — 
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5. Știind că: 
at pg ya y=R şi 

day pisc, day =R—şu, 
za” = R—a?; 

să se calculeze produsul: " 

z y RN dj —R 
ay RIXIa” y” —R 
cz" y NR z” y"—R 

— Să se ridice la patrat determinanţii : 

| 1 1 
1 11 Qi "Qas,k. Ga 

a 2 2 2 
9, b c 7, Q; Oas... a 

Qi o... | 

aq... ai 

8. Să se arate că patratul unui determinant de ordin par 
se poate pune sub forma unui determinant simetrie stâng, 

9. Fic: 

  

  

Ma a 3 

=] e B=|la n n o di — _— 1 . b, ba „08 103, 

Di DP  Ds' 

Ana ps-Fnspa A=ns pik ps, Asu pana pu. 
Să se arate că avem; ...... 

a?  aubi Ga 74 Qate as 

A bi p? ” ba 4 ba "9 ba 13 

A2B2=| asmu boem 2nipi O 3 A, , 
dama Vama O As  9napa :Â, 

Qams Dams A . A, 9nsps 

10. Din ridicarea la patrat a tabloului: 

cos sin & 

cos B. sin f 
cosț sinY. II
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să se deducă: 

„1 - -cos(B—a) cos v—a) | 
cos(a—f): : 1: cos(v—B)|=0. 
cos(a—y). cos(f—p) 1 

11. Să se arate că: 

        

  

    

cos& sin: | sina cosa' 
cosf :sinf ||X|| sinf” cosf' 
cos sinY sinț cosY     

sin(a-ra”) sin(B-ra) sin (v-a) 
sin(a+-$) sin(B+-8) sin (7-8) 
sin(a-p7) sin(B-rY7) sin(v-r)   

  

12. Din: 

    
. ! 

E ave d 

să se deducă: (a2-+-b2-t+-c2-+-d?) AA de 

a a 

| i d a +]: : d ji + 

| $ a je e] (ad-Pib-ec-t-adk. 

e c 

13. Să se. formeze, patratul tabloului: 

a D ec d | 

      

    

    

  

    

    

1 1... 1 

a boc... l 

2... p 

  

  
14. Să se- descompună în factori determinanţi de ordinul III, 

determinantul : 

(a—ak "(a —bh (a—cP 

(Dak (p—0k (b=—cP 

(e—ak (o—WP (e--cY 

15. Să se arate, folosind regula -lui Laplace pentru des- 

voltare, că determinantul: 

  

  

— 40 —
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la b at at: 
a bb —b —pi 

1 1 a: —ab? 
1 1 —a% 3 

are valoarea a%—y, 

16. Să se descompună în factori îreducibli raţionali ex- 
presia: 

0 1 11 
1 0 at ai 10 
1 . as . 0 -aQ: +4a îi 

l a: a: 0 

17. Să se înmulțească determinantul 

GQ Ga. On—1 | (n 

| Q2 QseeQn Dau 
A=|a A... Dai pas 

“| n DQi e. DOn—2 Pn—i 

cu determinantul 

d issa 
= 3 e N 

R
R
 

R 
w
e
 R E
N
 

2 n= 
ds Gş 3 n e Cs 1.

 

1 & | &, .. , an-l 

SENINA min. unde &,, &,,...&, sunt rădăcinile „ecuaţiei: -a —p>0 şi să 
se deducă că A: este produsul an, factori lineari în raport cu 
i, 03, .. (n, 

18. Să se arate că determinantul :. , 

Dr: cosa... Ig& . cotga „| cos(3—a) 0. i9 8 cotg$ |. . 
Ig (5—a) tg (5—B) 0 colgY 

colg(7—a) cotg (%---8) . cotg (—) 
este patrat perfect. 

— 41 —
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19. Să se calculeze valoarea determinantului: 

1 1 
0 m! (n—1)! 0 
1 1 1 

n! 0 (n—1)! 0. (0—2)! 

1 " 1 

0 (2—1)! (2—2)! 0 
1 1 1 

(2—1)! (2—29)! (2—3)! 

ordinul determinantului fiind p4-1; există o valoare a lui 

p>> 0 pentru care determinantul este nul? 

20. Să se calculeze direct, fără desvoltare, valoarea deri- 

vatei determinantului: | 

1 1 1 

A=|1 f(a) fina) 
1 g(z) g(nuz) 

91. Să se calculeze valoarea determinantului: 

a (a-ti) (a 4-2....(as+-r) 
a (ay (at2y....(a tr)” 

(ar + 1) (a. + 2... (ar -Fr)r 

r număr întreg. 

22, Să se calculeze determinantul: 

fo fo... ftn43) 
' e 

; 

fw f (2) . .. . .. .. F (n) 

FD PO. fa 

fl) fiind un polinom algebric de gradul 2, iar accentele în- 

semnând derivare. | a 

93, F, (2), F2(2).... Fa(2) fiind polinoame în z de' gradul 

n—1, să se arate că determinantul: ” 

— 2 —
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Fi(z)  Fi().... Flo): 
F,'(2) Fa'(0) . .. Fa'(a) 

F"(2 F(2)...F"(a) 

LPG RD Pa) 
este independent de z. | 

— Să se rezolve cu ajutorul determinanţilor sistemele de 
ecuaţii următoare: cc 

24, zhy—a=1, z—ytaz=3, —z+yka=3, 
25. 22 —3y-f-5z==4, 3ahy—0a=1, z—4yka=2, 
26. z+2y=1, 2y4+-3x=2, 3z-F4u=3, 4uț5z=4, 
27, z-haytta=az-ta?yra= ataykaz=1. 
28. z-ty-ha=1, axtbythea=a, tatiy-beta==at, 
99. aizi-Faiazat...Faiza=ai, [=0, 1,2...(1—1)]. 
30. z-h-y-tha=a, ytatu=b, ztu-ka=e, utaty=d. 
31. z-+2y+3x=sz, 22F3y-kra=sy, Sa-ty-koz=sa, 

-hphka?=1. (F. 8. B. 99). 
32. aty-ta-ti=az-t-by-kozțdi=a?22-by-Fe?a-td21=0, 

aiba 2=1. (FR, S. B. 902), 
33. Să se discute sistemul: 

az-ț-by-tez=1, bz-Fey-ka:=1, cz-Pay-kbz=1. 
34. Să se formeze relaţia de condiţie pentruca sistemul: 

(a—s)z-Fby-te= at (02—s)y-ţe?= a3z--0y-k (09—s)=0, 
să fie compatibil; cum trebue să fie a, b, e pentruca sistemul 
să fie compatibil pentru s=0? (F. S. B. 98). 

95. Să se găsească condiţiunile ca sistemul: a 
4zt3y-ha=5, zkdy—32==4, az-t-fy—2a=a4-fi, să fie: 

a) incompatibil; d) nedeterminat. 
36. Să se discute sistemul: 

zsin 0-+-y-tkacos0=0 
z--y cos0 4-a sin 0=0 
z cos y sin tz = 

şi să se rezolve în cazul când este determinat. -.. 
37. Să se discute sistemul: 
az-tby-ha=1, be-tay—Aa=9, z-tyt(akb)z=A.
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Presupunând că a şi b sunt coordonatele unui punct din 

plan, să se arate care sunt punctele planului pentru care 

sistemul este determinat, incompatibil sau nedeterminat. 

38. Să se pună sub formă de rapoarte egale, numărătorii 

fiind x,y, 3, î, ecuaţiile: 

az-Fby-bea-tdi=a' ati yo „bd i=a" ab yo” at-d'i=0. 

39. Să se arate, prin trigonometrie, că un triunghiu drept- 

liniar nu este determinat când se cunose numai cele trei 

unghiuri, și că toate triunghiurile, care corespund la. aceleaşi 

valori date unghiurilor, sunt asemenea. 

40. Să se găsească condiţia de compatibilitate a sistemului : 

„atoy=a, 2at4y=b, 3z+6y=e. 

41. Să se elimine z între ecuaţiile: 

mat _azt- bs __as&-t-bs 

Ca sd Ca ad Cs at da 

42, Să se elimine z,y, 2 între ecuaţiile: . 

z ya|  |az y 2 ay 
a bb c|=0,!|b ce a|=0,|le a 09 |=0. 

a 2 | Wc a ca VW 

Fie D=0 rezultatul eliminării, să se arate că D este di- 

vizibil cu: : 

1 1 1: 

„A=la dv cj; 
a, 

să se găsească câtul diviziunii. "(Concursul G. AM. 911) 

: — Să se elimine Z, 9, &' între ecuaţiile: 

43. =a(z—y)(z—2), pP=bl(y—(y—2), 
e=ela—z(a—y), 

44, 2=a(2f-y) (4-2), pPb(y-ta) (ya), 
eter) 

45. Se consideră ecuaţiile: 

az-kbytez=k, a'atb'ytez=ti, aa” yea=t; 

se pune: 

a=at-Bute,, y>atrp at 2, at tube. 
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se obţin astfel trei ecuaţii în 4, u,w;. să se "calculeze numi- 
torul comun al necunoscutelor. 

46. Aceiaşi chestiune pentru sistemul: 

Gia zi fFaia za... Fa;, nn li 

în care se pune: 

0 hi Vi pe Jaf ao Qin Un 

(6, h=1,29, 3...n). 

47. Din sistemul: 

Lai =0, Laizi 0... a? zi=0, Xa al, 
(5==1, 2...n), să se deducă identitatea; 

mn an —l = . 

  

m=1(an—1) (Am —ai...(aa — n) 

48, Fie sistemul de ecuaţiuni: 

au zi Passat. Fain Zn Sa , | 

Goa zi Pass ast amana (au=aun) 

Gu ban zaț... Lai In 3 au 

Să se arate că există 7 valori reale pentru A pentru care 

sistemul are soluţiuni nu toate nule. 

XIII. FRACȚIUNI CONTINUI. ANALIZA 
* NEDETERIINATĂ 

— Să se desvolte în fracțiuni continui numerele: 

  

347 3117 
1. 7  Da5I3 3. 3,141592. 4. V2. 

| Ve GT 7.Vil.8,V13. 
9. VI9. o O O10.Y1. 11. V101. 12. E 

13. Va2-F1. 14. Va2pP2. 15. Va2—1. 16. Va2— 

17. ja:-F a. 18. Vaa?-ta. 19. Ver, a>b., 

20. Să se arate că numiriitorii a două reduse consecutive 

sunt primi între ei; deasemenea și nuimitorii. 
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21. Fie Pr, Pr, Pre 
(n (nt (n 

fracțiuni continue; să se arate că: 

(pi — poa =(qp—qs)p 
29. Dn:qQn reprezentând redusa de ordinul 2, să se arate că: 

(22 a) (1 — 22 = (22 a) (1-23). 
Dn Dnri (n „On+i 

23. Să se arate că o redusă oarecare pn:qn este egală cu: 

trei reduse consecutive ale unei 

pi 1 1 9 
d Ma: zar Qn—1 (n 

24. Fie pn:qn redusa de'ordinul 2, a desvoltărei unui nu- 

măr în fracțiune continuă; să se calculeze câturile incomplete 

ştiind că între numărătorii și numitorii a patru reduse conse- 

cutive avem relaţia: 

(pare Dna) QnFDnk3 Qn-1 = (no 4 qm) pn + Qn343 Pai. 
25. Se dă fracțiunea continuă periodică: 

z = (a, Oa. ns Aus Qasee. n; .--), 

și se cere să se găsească relațiunea ce trebue să existe între 

redusele sale de ordinul 2 și 2—1, așa că răsturnând ordinea 

câturilor incomplete, adică luând: 
= (an, anii Cny Ante iţe-.), 

să avem Z=az. 

26. Fie pn—4:Qn-—1 și Pn: n două reduse consecutive; an câtul 

incomplet următor; se consideră fracţiunile: 

Dn $ A pn 

(ni A qn 

să se arate că fracţiunile astfel obţinute —care 'se numesc 
fracțiuni convergente intermediare — se bucură de proprie- 

tățile următoare: a) ele sunt ireductibile; b) dacă o fracțiune 

p:q-se apropie mai mult de numărul care a dat naştere frac- 

ţiunei continui considerate, termenii săi sunt mai puţin simpli 

ca ai îracțiunei convergente; c) dacă n este par, fracţiunile 

convergente intermediare merg necontenit crescând, iar dacă 

a este impar, ele merg necontenit deserescând. 
— Să se rezolve în numere întregi ecuaţiile: 

  

» în care 4A=1,9,...an; 
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27. 92—11y=8. 28. 7-4+-10y=297. 

29. 2z—3yk5z =1, 

„80. 2aţ-5y—a=1, 32 —0y-F5z=4,. 
.31.;9z24+-16y4+-152=1851, 3az-k2y-bka=—27,: 

1:— Să se măscască soluţiile ecuaţiilor următoare în numere 
întregi, pozitive: 

: 82. 1824+-19y=1170, 

33. Bz-t4y-ta=27, 8z-F-9y-k+3z= 656. 
. 84. 3ay—4y4-3z=14.. E 

35. Fracţia continuă: 

, a E! 1 

as 1 
as+ 

a: 

  

  

pa. 
se poate exprima cu ajutorul determinantului: 

a 10 0 ... 0 

0 —1 a 1 .. 0 = (a. aa a3...0n). 

* . 1. . . . . . . . . e. 

36. Fiind dată ecuaţia az+by=e, să se găsească condiţia 
pentruca soluţiile pentru care suma patratelor lor este un mi- 

nimum să fie îutregi.. , 

37. Să se găsească numărul care divizat cu 28 dă restul 
21, iar divizat cu 19. dă restul 17. 

38. Să se găsească: cel mai mic număr, care divizat cu 2, 
3, 4, 5, 6 dă resturile-], 2 3, 4,5. 

39. Să se găsoască 2 numere întregi, astfel că diferența lor 

să fie egală cu de două ori raportul lor. : 

40. Cu cifrele 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8''se fac. toate permu- 
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tările posibile; să se păscască numărul permutărilor în care 
suma primelor patru cifre este egală cu suma ultimelor patru. 

41. Să se împartă. 100 'lei la 100 persoane, bărbaţi, femei 
şi copii, dând . fiecărui bărbat câte 3 lei, fiecărei femei câte 
2 lei și fiecărui copil câte 0,50 lei;. câţi bărbaţi, câte femei 
și câţi copii sunt? - 

42. In anul 1905, întrun atelier, lucrătorii sunt plătiţi cu 
ziua, nu însă cu acelaș preţ. -Ei sunt împărţiţi în trei cate- 
gorii: preţul pe zi pentru cei din categoria a 2-a este cu 20% 
mai mare ca al celor din categoria a S-a și cu 925% mai mic 
ca al celor din categoria I-a. Să se determine numărul lucră- 
torilor din fiecare categorie, știind că întro zi de lucru fie- 
cărei categorii i sa cuvenit aceaşi sumă, câte 200 lei, că nu- 
mărul total al lucrătorilor este mai mic ca 120, și că nici 
unui lucrător nu i s'a cuvenit mai mult de 8 lei, nici mai 
puţin de 4 lei pe zi. 

43. Se zice că un poligon regulat este o dală a planului 

când un plan. indefinit poate fi acoperit cu polimoane egale 
cu acesta, care 'se unesc fără poluri și fără suprapuneri. Să 
se găsească poligoanele regulate cure sunt dale ale planului. 

XIV. SERII 

— Să se găsească suma celor dintâi n termeni ai seriilor 
următoare și să se deducă convergenţa lor: 

Ci Pag tatea E -- 

Dara asttaerat 

gaz togt- Cat 

Disaizatarizat- E Fa) i Eat 

atasat. F; a Ga) te" 
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1 1 

(Oriztatat TF +. 

pt 3u-ti + 
aaa gaz (22-4+1)(n-+2)(n-+3) ! **: 

1.2.3 2.3.4 o 

AS. 156.73 * 56.789 f--: 

+ n(n+-Dnk2) 
  

Fa OF sau Fat" 
9. Să se arate Pi seriei: 

1.9.3. 

ES a F3) Fe 

SIE n (7-F1)...(n-Fmn—1) + 
(nm) rm). (n-Fomt1) ! ** 

și să se găsească suma. 

10. Să se afle suma seriei: 
Ş : . “a-i A 

ă (a-k1r).. Ta (ir 

— Să se arate că seriile următoare sunt convergente şi să 
se Ec suma lor: : 

SS. FE. 

ae SES (a>1). 
13 n.9n 

18. dog aaa + te. 

  

1.2.3...(n4+2) 

14. Să se stabilească natura seriilor care au termenul general 
n " 

(9 
msi sau n =(—1 Za 

GC, este Bumiărul combinărilor fără repetiţie a 2n obiecte 
luate câte 7. 

— Să se arate că seriile următoare sunt convergente: 

15. Şn s—5ui | 16, Ş_ mn n2—n 

1 m 1 ma 
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17. Dacă termenul general al unei serii se poate pune sub 

fln) 
F(n) 

port cu: 2, din care F(n) nu se anulează pentru - vre-o valoare 

forma fin) şi F(n) fiind două polinoame întregi în ra- 

întreagă și pozitivă a lui 2, pentru ca seria 3A -) să fie 

convergentă, este necesar și suficient ca gradul numitorului 

să fie cu cel puţin două unităţi mai mare ca al numărătorului. 

— Să se studiere natura seriilor: 

16, haha hr n? Da, 

, 19. 22 5 oa het 

Ioa VACI, aa Fe 

1.3...(2n—1) ati 1 a 2 

21. +3 Ea +a gt d 2.4..2n “Dai 

99. Să se iese natura seriei: 

00 za Ti ( ppt — ati) 

Ș 
noa” ) (at t1) ( (at? + apt) 

și să se afle suma în Ai convergenţei. 
* 

23. Fie 8;= Si să se calculeze Si, S2, 33... și să 

20. 

  

se arate că dacă n creşte nemărpinit, seria: 

SS. PS... 

este divergentă, iar seria: Si —Sa4-Ss—St... E Sn F... este 

convergentă. 

24, Se consideră seria armonică ă + - Fe. pet Fe. 
7 

în care se schimbă semnele în modul următor: se ia primii 

p termeni cu -+-, apoi la g termeni care urmează li se dă 

semnul —; după aceia iar p termeni cut- și g termeni cu —; 

se continuă astfel: nemărginit luând câte p termeni cu +- și q 

— 50 —



EXUNŢURI 

termeni cu —. Să se arate că dacă p==q seria este conver- 

gentă, iar dacă p>fq seria. obținută „este. divergentă. (Con- 

cursul G; M. 1911). 

— Să 'se studieze natura seilor: 

25. 2cotgăa-iga-tZigl — az... + fug Zi La : 

26, metan arareori. 
— Să se arate că seriile următoare sunt convergente: 

e 1 27 3 — 
4v 

ŞI z 
98. X —sin = 

2 ia a 
n sin 

29. Seria: sin + sin ek sin + a 

«ste divergentă. 

30. Să se sumeze i 
9 a ” pnl 

a —l ZIP ” | | | 
         

31. Pentru ce lori î lui z seria: 

ai a).   

“este convergentă? (P. S. A. P. 900). ” u 
32. Să se găsească condiţia de convergenţă a seriei: 

12 Dar 92a2-ţ a b(n bib +... 

:şi să se găsească suma ei, în cazul când este convergentă. 

39. Aceiaşi chestiune pentru seria: 
Sa 

2 P(n)z”, 
1 

P(n) reprezentând un-polinom întreg în raport cu n. 

Să se indice un procedeu pentru calculul sumei acestei serii, 
34, Să se arate că seria: 

„2 1 a 

TF OFaG E "E FaTI pat 
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Pe 

+ a hi. 
(1-2) (1 a2).(1-2) | E 

este convergentă și să se găscască suma ei. 

35. Seria cu termeni pozitivi: zoo Femeia... 

fiind divergentă, să se arate că seria: 

20 a aa 

ai to FIE Ga Fa Far FD 
Un 

t (20 +1) (2. -+ 1)... Pl) Fe 

oste convergentă și are ca sumă pe 1. 

36. Să se studieze seria al cărei termen general este: 

  

NE 

| 1-+bn 

. a 1 Rn 
37. Fie Sn= 2 SET Ss, = = EP să se arate că dacă 

  

creşte nemărginit, Sn și S', crese deasemenea nemărginit, 

dar diferenţa Sn— Sn tinde către o limită finită. 

(F. S. B. 903). 

38. Să se arate că diferența: 

"> (men te) (pr 1) 
nin-t-1) p 

tinde către o limită determinată, când p tinde către infinit. 

39. fie: 

n=l 

n 7 | " „7 

Sp Î tg SS sin— 
p= PD p=3 

Să se arate că n tinzând către infinit, Sn și Sa tind către 

infinit, dar Sn—Sn tinde către o limită finită. Cum trebue 

să fie & pentruca aceiași proprietate să subsiste pentru sumele: 

i af a ! Na? 
Sn= Ă 9 — și Sn= = sin —: 

p=3 p p>3 | 

_- (Coneursul G. M. 923). 

40 Fie Oz şi y Oy două drepte ce se întâlnesc 'în O. 

Pe Oa se ia segmentele OA > OAz> 0As>... > 0An>...; 

se unesc apoi punctele Ag, Agyee An cu un punct C situat
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în unghiul z Oy sau  z0y din planul determinat de dreptele 
zOz' şi yOy, fie Bu, Be,.. - Bn;a.. punctele unde CA, CAs,... 
CAn,... întâlnesc pe Oy. Să se arate că seriile: 

OA + Oâs-k... PF Oân+.. 
şi O" OBiFOBt.. ++ OB... 
sunt de aceiași natură. Să se aplice în cazurile când 
  

Dan = sin și Oa, = sint = iar punctul 0 se depărtează 

la infinit, (Concursul G. M. 910), 
+ — Bă se caute limitele expresiunilor următoare când n 
creşte nemărginit: 

a. pi 42, 43. Vlog n. 

îi Lp Ye Lp. pi Va —2Va. 

ati te pD oarecare, 

AV. FUNCȚIUNI EXPONENȚIALE ŞI LOGARITMICE. 
LIMITE. SERII 

—.Să se calculeze derivatele funcţiunilor: 

  

eee | = 204 3 1. y az | 2. y= (1—z ) 

3 yet. 4. y= et'sina 
5.y=aLa. 6. y = L(z+ Vika) 

Mketii—a A Te > Le 8. y= Leotgz.: Nae 
la , e aviz 

9. = rolei) a 10 pp = L——— 
” a—digz 

11. y= pita IEEZ-taă 
Mă 
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“12 =: 1 | asina ___b etacesa VE Esi] 

ă y: qm—blatbcosa Viza: -  a-tbcosz 

  

  

Vi-Fat +aVa_ 1 ze 
13. y= L y > 5 ae Ta pare sin pa 

14, y= L(e-+e”2), 3 LIU Eb ). 
nz : 1 . 

16. i) . 17. y = ze: 

18. Să se calculeze derivatele funcţiunilor în raport cu (ga: 

1 = (sin 2)%2; y= (cos zkin?. 

„= Să se găsească derivatele de ordinul n ale functiunilor: 

19. y=e2, 90. y=me. 21. 1 = P(a)ez, unde P(2) 

este un polinom de adu m. 

29. y=La. 93. y=fle?). 

— Să se păsească limitele expresiunilor: 

94. E=(1l—sina)Y2 când z tinde către zero. 

az 

25, p=(2—2) 133 când tinde către a. 

2z —— z 26, p=2% kare —2022-4-2e2 

(e2—1) 
97, B= LD când a tinde către 1. 

28, E= (sin at cosa)?? când z tinde către 3: 

când z tinde către 0. 

) 
<i 

N
 

4 
29. E= (cosY 2) 2 când a tinde către 0. 

30. E= (cosaz) (002 când z tinde către 0. 
z 

31. E= (os) când « tinde către &. 

39, E= (52 sin?) când n tinde către co. 

33. Să se găsească limita expresiunii 

_Y 2 sin (az — a) 22 sin(y—b) 

ytg (z—a)+zig(y—b) 
ale ecuaţiunii: eza-Perba?-ţ-j?—a2— 5" —2=0, 

— Să se găsească limitele expresiilor: 

34, E=n (Na—1) când n tinde către 9, 

pentru z=a, y=b soluţiuni 
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35. E=n (Va—V>) când 2 tinde către 0.: - 

„an p[i] 
Pa n ” 

| | Sai 
37. P= 1—— > A > > CO, 

p 

> > 00, 

  38. P=(n Sa: ţ-ăb)L | +3 a |emănandesaeee 

(=, a. 2. 

39, B= (nt Dar 2).. „(2 n) când n tinde către 00. 

40. E=Va! —" Vu şi Es Ni n—p) când n 

tinde către o. 5 
p 

41. E IEI când n tinde către ce, 

_(nk1P -P1 pnl 
42. E — când n tinde către %, 

pn n (a2—1y-2 

43. Să se determine 7, n, p astfel ca, expresiunile: 

, , z—siuz U 
E = (sinz—tga)am; E=(a—sin aa", Ea, să 

e? — cos 

aibă limite finite şi diferite de zero, când tinde către zero: 

44. Să se arate.că: 

lim lu 2 — m == 
mo m 2 

lim Ime[aa 1 me me te, 
mo 

lim (e £ 1 —m5e He me __2le, 
m oo n | 94 . 

— Să se studieze ariațiunea funcţiunilor: 

45. y= Lia Csi (P.S. A.1. 95). 

3 
46. y= zrzEă 2 Si-a) aretga, (P.S.A.1.96).
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— a z—l 5 47. y=i+La Fir LC CI; zare! G(PSA-L9) 

48, „ateatazt_ 3L(1-tka?)—arciga. [ > 900). 
1-+a2 

19. y=ikat—5a— a thlettato+ 

are rcig sei (P.S. A. 1. 904). 

50. = =LVI-Fa -+-8 arcig aţ-5 SE za po, 

C fiind o constantă. Să se determine C astfel ca maximul 

funcţiunii să fie 5+LY5. (P. S. A. L. 98). 

51. y=2(24-2)—3L LE: să se deducă inegalitatea: 

e>3a| a(= =), z>1. 

52. Să se dovedească inegalitatea: 

(m—n-k 1 > m (m—n m>n>l. 

  

- | 

53. Să se studieze funcțiunea: y= (1 -2) şi să se deducă 

n 

inegalitatea (1-2) <1 pentru 121; e fiind baza loparit- 

milor naturali. 

54, Să se: găsească maximul sau minimul funcţii reale 
zy ă 

= pare ştiind că z-t-y=e, ] 

— Să se insumeze seriile următoare: 

  

  

55, optat aere 

56, În Pee 

atata ati 
a E Shu e 
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p a 

59. + ghete. (p întreg pozitiv). 

i 2 3 (2 —15 
60. 15 133 "123a t- PT... n! 

  

61. Să se „iseaseă natura seriei: 

rr n CR ke 
„62. Să se găsească natura seriei; 

3 n 

uZra (2 ra (2) pr (2) +... 

63. Să se determine natura seriei cu termenul general: 
n" 

(a4+-1)(2a4+-1)(3a4+1)...(na+-1) 
a fiind un număr pozitiv, 

64. Seria cu termenul general: 
1 1 ni 1 2n | ' 

= + ara] — [ra] „ este convergentă. 

> oa e (am 
05. Să se găsească limita expresiunii: (222) » când n 

nt 
tinde către co; să se deducă despre seria cu termenul general 

  

  Un= 

  

  

2—m , _ , Un = = 3) că este divergentă, iar seria cu termenul general 
" 

n— |n? 
n = (22) este convergentă; m>0. 

n-a 
7 N 

| 1 — sin — 

66. Să se calculeze: lim | —— |. Care este natura 
00 . dv ” 

d 1-+ sin— 
“op 

n=co [| 1— sin — 
AY i —| > n 

seriei cu termenul general: 2=| 23 (——— ? 

n=2 1 sin — 

" (Goncuzsul G. M. 923) 

67, Se consideră seria în care d termeni consecutivi sunt 

legaţi prin relaţia: 2 = tin— „pb a: să se arate că seria 

e convergentă și să i se găsească suma, 
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Aplicaţie a=1, b=—1. 
68. Să se arate că avem inegalitatea 

. 2 n 

>ÂpPrE+L,, 2 
ezita 

pentru 72 impar, oricare ar fi a real, egalitatea neavând loc 

decât pentru o singură valoare. ” 

69. Să se arate că numărul e nu poate fi rădăcina unei 

ecuaţii de gradul al doilea cu coeficienţi întregi. 

10. Dacă f(z,y)=aY.y?, să se urate că avem: 

, 1,1 
fa) fl D-ra = (+3) fly). 

71. O persoană înprumută pentru un an un capital a. Ea 

convine să-și plătească datoria în n părți egale cu b și la 

, 1 , 
intervale 3 dintrun an. Dobânda pentru 1 leu şi pentru 

3 
: 1 rr. IERI 
timpul - dintrun an este par capitalizarea se face la 

, 
pa _ a 1 a. Ş 
fiecare perioadă de dintrun an. Se cere: 1) Să se cal- 

culeze valoarea lui b: 2) Să se calculeze limita către care 

, nb e. . > 
tinde pt când n creşte nemărginit; 3) Cum variază accastă 

limită când r descrește?; 4) Care este valoarea ci când r 

tinde către zero? : 

XVI PROPRIETĂȚI GENERALE ALE POLINOAMELOR 
ȘI ECUAȚIILOR ALGEBRICE 

1. Să se găsească un număr pozitiv &, astfel că -dacă 

|z|a:), valoarea polinomului a5—9ztta5—9at-t-9a să 

rămână cuprinsă între — 0,001 și -+ 0,001. 

2. Să se găsească un număr pozitiv £, astfel că dacă 

modulul lui 4 rămâne mai mic ca £, modulul polinomului 

5z4—9a3-+932—5a să rămână mai mie ca 0,001. 

1) |z] îaseamnă valoarea absolută a lui z. 
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9. Să se găsească un. număr pozitiv A, astfel ca pentru 

Ilzl>A, valoarea absolută a polinomului a5t3at—5a-+. 

+2a?—6a+1 să fie mai mare ca 100000. 

4. Unde trebue să se găsească punctul £, astfel ca punctul 

uzi aiba? —82—10 să se găscască în afară de cercul 

cu centrul în origină şi cu raza 100? 

5. Fie: P(2)=735—8a5-k+a2— 9x41; unde trebue să se 

găsească punctul F. astfel ca punctul P(ao-t+h)—P(20) să ră- 

mână necontenit în interiorul unui cere având centrul în ori- 

pină și cu raza 0,0001? 

"Aplicaţii: z0=1, z0=2-i. 

6. P(z) fiind un polinom întrep, să se arate că dacă 

P(2)=4 P(—a), avem = +4. | 

7. Fie: au, 2a,...2n rădăcinile ecuaţiei: 

atu pat kr pn=irtpa=0; 

să se arate că avem:. Ea e . 

(1—pa-kpa— por ..P(pi— ps ps— = 
(1-ţ-a22) (1-a2)...(1-k+22). 

8. Dacă un polinom f(x) verifică identitatea f(z-+-a)=f(z), 

flz) se reduce la o constantă. 

  9. Dacă o fracțiune raţională [(2). voritieă identitatea 

faza) __f(a) 
» acea fracțiune se reduce la o constantă. 

plz-Fa) e(2) ! 
  

10. Să se pună polinomul 

fl) ana az... an | 

sub forma unui determinant, având elementele polinoame cel 
mult de gradul I în raport cu z. | 

11. Orice ecuaţie algebrică ale cărei: rădăcini sunt as, 
Q2,... n, toate diferite, se poate pune sub forma: 

1 1 1 1 

E Qi Go +... An 

a a m... 02 |=gQ, 

1 " 
(o 

— 59 —



ALGEBRA 

19. Fie f(a)=(z—a:) (a —a2)...(2— an). Să se arate că 

determinantul : 

1 1 1 

Qy Ga Q3 n 

4 "i . Si . A . .. a 

a! ao a „ah 

fl) flo) la) fl) 
| D—04 D003 D031 Dn 

este independent de z. 

19. cu (2),6ea (0),... Pn(7), a+i(7) fiind niște polinoame întregi 

cel mult de gradul 2—i şi au, a... niște numere oarecare, 

să se arate că determinantul:. 

q, (2) Pa (az) pu (209) ua (22) 

Pe (2) Pa (01) Pe (22)... Pe (2n) 

A = . . . . . . Li . . . .. . . . 

a (2) a (z.) On (22) ....9n (2) 

nul) Para (22) Pata (202). Pra (22n) 

este independent de z? 

14. Care sunt condiţiunile ca raportul: 

Av an A DA, FF An- tin 

Boz" kB m+.. Baiat Ba 

să fie independent de z? | 

e 5 să fie inde- 

pendent de z,y, P și Q, fiind două polinoame întregi în ra- 

port cu z,y. Generalizare. 

  15. Care sunt condiţiunile ca raportul 

„16. Calculul valoarei numerice a unui polinom de gradul 

m, pentru 0 valoare a variabilei care anulează un polinom 
de gradul n, (2 7), se poate reduce la calculul valoarei nu- 

_merice a unui polinom de gradul n—1. Aplicaţii: Să se cal- 

culeze valorile polinomului z5— 3at-F-625 —2a2-+-a—1 pentru 

a=1+FY2 şi pentru z=1-ti. 

17. Fie P(sin:, siny) un polinom omogen de gradul 7 în 
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raport cu sinz și siny; P'z şi 'P, derivatele parţiale ale lui 

P în raport cu z și y; să se arate că avem: 

(gz. Pzigy.Py=mP. 

Să se păzească relaţiuni analoage când se înlocuește sinusul 
prin cosinus sau tangentă. 

18. Să se descompună în factori polinomul: 
aha, Fzr1; 

în expresiunea obţinută să so facă z=—1 şi să se deducă va- 
27 (2 —1)7 

loarea produsului: sin — sin sin 
ș n n | 

19. Se dă ecuaţia anton a"-kp2n=0; să se formeze 

ecuaţia ale cărei rădăcini sunt egale cu puterile a 5-a a ră- 

dăcinilor ecuaţiei date. Să se găsească condiţia ca ecuaţia 
formată să aibă rădăcini multiple. 

20. Fie az; una din rădăcinile ecuaţiei f(2)=0, să se arate 
că avem: 

  TI ——— 

XVII. TRANSFORMĂRI DE BOUAȚII 

— Să se facă să dispară al doilea termen din ecuaţiile 
următoare și să se arate relaţiile ce există între rădăcinile 

ecuaţiilor date şi transformate. 

1, z3—62x-+5az—1=0. 

2. zti—5a+6a—5z-t+92=0. 

8. a5-tăzi—ba-tda?—z—1=0. 

4, af omzn 4-22 —1=0,. 

— Să se transforme ecuaţiile următoare, astfel încât coefi- 
cientul primului termen să fie 1 și .să se găsească relaţiile 
intre rădăcinile ecuaţiilor date și transformate. 

5. 3a35—9a0-+-5z—1=0. 

6. 5ai—2z+3=0. 

7, 8Sz%—Bat-+-2z—1=0. 
8 ma — 52246 2—9=0. 
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3 

d — Să se transforme ecuaţiile următoare astfel încât coefi- 

cientul primului termen să fie 1, iar al celui de al doilea 

termen zero: E | | 

9. 3z3—922-+6z—1=0. 

10. aoz-ta a2-Fazzţas=0; ao, a, az, as fiind nu- 
mere întregi. | 

41. 2 tb a5——1=0. 

19. aoxttazi-tasa2-Faszta==0; ao, a 02 as a. 
fiind numere întregi. 

13. Să se rezolve ecuaţia: 

pt — 95-a (1—m)z-kn=0, 

ştiind că are o rădăcină egală cu Z transformând-o în o altă 

ecuaţie care să admită ca rădăcini, rădăcinile ecuaţiei date 

micșorate cu E | 
(I. S. B. 909). 

— Să se formeze pentru ceuaţiile următoare, ecuaţiile ale 

căror rădăcini sunt egale: 1) cu inversele și 2) cu rădăcinile 

patrate ale rădăcinilor ecuaţiilor date. 

14. mat 9a—3=0, 

15. at-+kpzt-tgatr=0. 

16. aoa-ț au alt as am. ami 2F an =0. 

— Să se formeze pentru ecuaţiile următoare, ecuaţiile ale 

căror rădăcini sunt eee cu patratele rădăcinilor ecuaţiilor date. 

7, —6a024-22—1=0. 
45 a ala 3 0. 
19. at pat gq=0. 
20. atpait-gz—r=0. 
21. Aga Asa As a 2— A pm. 

| E Ami CF An=0. 

22, Fie determinantul: 

Gia Oua - Gas: 

Asa 032 ss
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fie A; minorii de ordinul al doilea ai acestui determinant şi: 

Au An Ass | 

D= Aa Asa Ass . 

Asi As Ass 

Dacă zu, >, 3 sunt rădăcinile ecuaţiei caracteristice: 

d(2) Za — (as as2-kas5) 2-F(A sr Ass Ass)z—d=0 

a. determinantului d, atunci rădăcinile ecuaţiunei caracteristice 

D(2)==0, relativă la determinantul D 
sunt: 

Di Xa, Xa 3, Is. 

XVIII. RELAȚII INTRE RADACINI ȘI COEFICIENȚI 

1. Fiind dată ecuaţia z3-+-pa-t+q=0, să se formeze ecuația 

ale cărei rădăcini sunt egale cu sumele două câte două ale 

rădăcinilor acestei ecuaţii. 

2, Aceiași chestiune pentru ecuaţia 2%-+-pi z?-+-pe z-tps==0. 

3. Aceiaşi chestiune pentru ecuaţia zi-kpa?-kqgzt+r=0. 

4. Fiind dată ecuaţia zt—1=0, fără a o rezolva, să se 

formeze ecuaţia ale cărei rădăcini sunt produsele două câte 
două ale rădăcinilor acestei ecuaţii. 

5. Fiind dată ecuaţia z*+-pzr4+-q=0, ale cărei rădăcini 

sunt a, o, Za, să se formeze ecuaţia ale cărei rădăcini sunt 

zi —da ao, Zi—Zis i— aa. (E. 8. B. 95). 

/6. Ecuația: | 

a5-taa?tbz-t+e=0 

având toate rădăcinile reale, să se discute semnele lor după 

semnele coeficienţilor a, d, c. 

7. Să se arate că rădăcinile ecuaţiei: 

a3-+297pa?-+aqz4+-9pa—1458p5=0, 

sunt în progresie aritmetică şi să se rezolve ecuaţia. 

8. Să se rezolve ecuaţia zt—10az?-t+bz-te:=0, ştiind 

că rădăcinile sunt în progresie aritmetică și să se păsească 

relaţiile dintre coeficienţi. (P. S. A. P. 902). 
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9. Să se determine p și q astfel ca ecuaţia: 

zi pa 47a2 —Da-t+-aga=0 
să aibă trei rădăcini 'în progresie aritmetică, iar a patra egală 

cu suma primelor trei şi să se rezolve ecuaţia în aceste cazuri. 
10. Știind că ecuaţia 

m —dat-baat-buo-te=0 
are rădăcinile în progresie aritmetică, să se determine a,b, . 

și să se rezolve ecuaţia. 

11. Să se păsească condiţiunile ca rădăcinile ecuaţiei: 

z5-Fpas-t-qat-trzts=0, 

să fie în progresie aritmetică, 

12. Aceiași chestiune pentru ecuaţia: 

flo) =etpiai poet psat-t- paz ps=0. 
13. Dacă rădăcinile ecuaţiei: 

ah fe pa al -paa 2. once =0 
sunt în progresie aritmetică, prima și ultima rădăcină sunt 

date de ecuaţia: 

(2-1) (nzcțtpP=3(n—1Ppi—6n(n—1)pa. 

14. Dacă rădăcinile unei ecuaţii de grad m fără sot sunt 

în progresie geometrică, coeficientul lui a” fiind egal cu 1 

rădăcina m a ultimului termen luat cu semn schimbat, este 

o rădăcină a ecuaţiei. 

15. Produsul a: două rădăcini ale ecuaţiei: 

ao 3a +3 a2z-tas=0, : 

„fiind egal cu 1, să se arate că-a treia rădăcină este egală cu 

(ao — 8a2): (3a. — as). 
16. Să se rezolve ecuaţia zi+-32%—22+-p=0, ştiind că 

suma a două rădăcini este egală cu 1. | 

17. Să se rezolve ecuația zi-kpat-2a?4+-102—8= 0, 

știind că produsul a două rădăcini este egal cu 4, : 

18. Se dă ecuaţia zt—a*4+-3zx-+-a=0, să se determine a 
şi să se rezolve ecuaţia știind că raportul a două rădăcini 
este 2. a. (P. S. A. 1. 901). 
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19. Să se păsească condiţiile ca media” armonică a dotă 
din rădăcinile unei ecuaţii de. gradul al' IV-lea, să fie egală 
cu media armonică a celorlalte două rădăcini. 
"20. Să se rezolve ecuaţia a*-t-pa?-kgz:tr= 0, ştiind că 
patratul unci rădăcini este egal cu suma patratelor celorlalte 
două; să se găsească relaţia. de condiţie între coeficienţi.. ' 

(P. S. A. P. 907). 
21. Să se rezolve ecuaţia 2%-k-pz-+g9=0, ştiind că cubul 

unei rădăcini este egal cu suma cuburilor celorlalte două ră- 
dăcini şi să se păsească relaţia de condiţie între coeficienţi. 
Presupunând p și g.reali, să se deducă numărul rădăcinilor 
reale ale ecuaţiei date, . - (P. S. A. P. 908), 

22. Intre rădăcinile Zi a îs, ale ecuaţiei z%-+-p z-+-a=0, 
se dă relația azitbzra-Feza=0; să se găsească rădăcinile și 
relaţia de condiţie între coeficienţi. 

23. Intre rădăcinile zi, za, 23, Zu, ale ecuaţiei: 

zi--pas-tgz+r=0, 
se dau relaţiile: ai -kastas=z şi Zi Lozs=a?; să se pă- 
scască relaţiile“ de condiţie şi să se formeze ecuaţia care are 
ca rădăcini pe zu, Ze, a. 

24. Să se găsească condiţia pe care trebue să o ndepli- 
necască coeficienţii unei ecuaţii de gradul IV: 

itp agz-+r=0, 
pentruca între două rădăcini ale acestei ecuații să avem relaţia: 

Za tza pe 22 
IL n: 

m, n fiind două numere date, . 

=1 

25. Să se găsească relaţiile de condiţie. între coeficienţi, 
pentru ca rădăcinile ecuaţiei z+pa? +qz-tr=0, să fie; 
q) tangentele, b) tangentele jumătăţilor, €) tangentele sfertu- 
rilor unghiurilor unui triunghiu. 

26. Fie A,, As; As, A, unghiurile unui patrulater“ convex. 
Sii se găsească relaţiile între coeficienţii ecuaţiei: 

zik pai bpacttpsz-+p.=0, 
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când pi ei sunt egale cu: 

As As Ac cont, ab, ot, sl 
1) 9 £ =, 19 2” 9 ui şi 2) sin a» sin singe sina 

27, sa se rezolve ecuaţia z*+-pz+-g=0, ştiind că rădăci- 

nile sale, reprezentate în plan în modul obișnuit, sunt vârfu- 

rile unui triunghiu echilateral; în acest caz să se determine 

p şi q care sunt numere reale. 

28. zu, as 3, Zu fiind rădăcinile covaici mt-baz-tba=0, 

să se păsească limita raportului De când a tinde către zero. 
: ” 3% 

29. Fie zu, za... n rădăcinile ecuaţiei: 

|  Acah-t Ag 2 Asti. fr An=0; 

să se arate că avem: | 

= Pr. PE „+2 =o 

Ce devine această relaţie în. cazul când A740? Să se 

generalizeze. 

30. Dacă ecuaţia a — As alt Aa 2 — a E An 0, are 

toate rădăcinile sale reale și pozitive, toți coeficienţii A sunt 

pozitivi. 

31. Dacă ecuaţia 2" —A 2 1-H-Asa 2, E An=0, are 

toate rădăcinile reale, avem neapărat: | 

A? —9 A2>0, A3—2A: Astr2A.>0, 
A3-2A. As—2 Az A —92 A. >0, 

A2-4+-9 Ast-2 Aa As —2 As As —2 As As>0, 

A?-FOA, As t2AsAr—2Az As—9Â, As ZA >0, 

32. Dacă zu, 2. „Zn sunt 22 din rădăcinile ecuaţiei: 

an Asa 1-5 Asan? FF Ana Pân=0, n>m, 

celelalte 2—7 rădăcini sunt date de ecuaţia: 

an (AF) -F(Az HA Szţră a 

— (As—Azăa FA Pula Za 23) 234, = 

simbolul X referindu-se la cele m cantităţi zi, Za... m. 
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33. Să se rezolve sistemul de ecuaţii: 

ana, kan 2za.. Fausta 20, 
ana iz h-a2 za Pa as n-iFzn=0, 

an-battzi-ba2 "ze +... -Panantan=0 

XIX. FUNCȚIUNI SIMETRICE 

1. Să se calculeze suma puterilor a G-a a rădăcinilor 

ecuaţiei ztt-pa-t-at-1=—=0 şi să se determine p astfel ca 

această sumă să fie epală cu 7. (F. S. B. 900). 

2, Dacă &, 8, Y sunt rădăcinile ecuaţiei z5-+-pz-+q=0, 

să se arate că: 

a(ez-F-B2-2)(05-FBe-t-7) 3600 feo) later), 
83. Cu ajutorul relaţiunilor între rădăcini și coeficienţii 

anci ecuaţii de gradul al III-lea să se arate că având: 

z-kytz=0, 

zi-kypt-a= i (0-a) (P-ta) 

4. zu, Za, 2a fiind rădăcinile ecuaţiei 2%— 5a-t-1=0, să 

se calculeze valoarea funcţiunii simetrice Xa? 3. 
(F. S. 1. 99). 

5. acu, ay za fiind rădăcinile ecuaţiei z*-t-pzt-g=0, să 

avem și 

se calculeze valoarea funcţiunii simetrice Xe 

(E. S. 1. 908). 

— 2, Za, Za fiind rădăcinile ecuaţiei z*-t-p.22+paz-t+p3=0, 

să se calculeze valorile funcţiunilor simetrice următoare: 

6. (au harta za) (2 -F 03 +a z3) (aa -F 23 + ta 3). 

7. > (tz) (a, ras) 

9. Fie au, Za, Ci, Zu rădăcinile ecuaţiei: 

zi+pi z-+p: at ps z+p =0, 
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să se calculeze valoarea funcţiunii simetrice : 

„o Ătzataze) (asta). 

10. Să se calculeze pentru ecuaţia atpat-a= 0 valoarea 

funcţiunii simetrice: - 

“(2 — aa 2)" (23 — az.) „Hei asa)p 

11. au, Za, Za fiind rădăcinile ecuaţiei: 

D- ps a2--psa+-ps=0, 
calculeze valoarea funcţiunii. simetrice: 

(i — za 0-a — as a)'A-(z3 —auza), 

Chestiune analoagă pentru funcțiunea simetrică: 

a? (ca — asha (zs— m-ai (a — 0), 
19. Aceiaşi chestiune pentru funcțiunea simetrică: 

(aa — 23)? (acu — ars) -t- (eco — zzs)P (ara — 200)? + (5 — a)2(23— 0), 
14.:Să 'se calculeze pentru ecuaţia 25-F pua%--paz-ps=0, 

aloarea expresiunii tu =? zotz2asțzizu. 

15. zu, a, 3 fiind rădăcinile ecuaţiei: 

„akpikpaztps= 
să se formeze ecuaţia ale cărei rădăcini sunt: 

3 Di ds, 

să se 

19. 

„Ei Za La 
—, — —— " a — 

I3 3 ti i Xo Xa 

să se arate că ecuaţia formată se poate reduce. 

16. zu, a, 23 La fiind rădăcinile ecuaţiei: 

zip praz? psatpu=0, 
să se calculeze valorile .expresiunilor: . 

Pleacă 0) (arbas ba aa tata —a) 
Ea (2th ţar — 25), 

Aoeitai tezei Taia —zi)l (zikziai—a3) 

zi atat —z3). 
, (F. 8. B. 99). 

17. Fiind dată ecuaţia zt-t- paa?-tpsz-+pa=0, ale cărei 

rădăcini sunt zi, Za, ds, zu, să se formeze ecuaţia ale cărei. 
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rădăcini sunt valorile pe cari -le in expresiunea: 

ziFza—2s—au, 

când se permută indicii în toate modurile posibile. 
„18. Fiind dată ecuaţia f(2)=a5-+-pa-t+q=0,. să se caleu- 

leze valoarea funcțiunii simetrice: 
(e —z0) (2 —azs)?-k-(a— ar)? (a— as) --(a— 5): (az 
(Bz) (B—aaP-t (BP (B—05)-F (fr)? (Bu), 

Zi Za &s fiind rădăcinile ecuaţiei f(2)==0, iar a și f ale 
ecuaţiei f'(2)=0. 

19. Să se calculeze valoarea determinantului: 

| 1 1 1 
A= Yi Za 3 

| zi m 2 
Zi Za, ds fiind rădăcinile ecuaţiei z%-+pua?-tpaz-t-ps=0. 

| (B. F. B. 902), 
__20. Să se calculeze valoarea determinantului: '* 

1 1 1 1 

Zi 3 23 Ti 

) 

A = o 
zi 22 a a? 

3 3 3 3 
Ti do 23 2] 

Zi 22, De Zu fiind rădăcinile ecuaţiei zt-ktpszrpi=0. 
| | | (B. F. B. 904). 

21. Fie zu, 23... Za rădăcinile ecuaţiei: 

2"-tpn=ckpn=0; 
să se calculeze, în funcţiune de pr= Şi.Pn, valoarea deter- 
minantului: 

1 1 1 ...] 

zi Za Z3 ne. En 
A=|aE 2 Du aa 

a ” za ai ” ani ... 2 

„22. Fie zu, aa, Za, z, rădăcinile ecuaţiei: 

zi-t-paz?-psetpu=0,-- 
f=azeFasz, ... 9=aFza—z3—z; . 
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să se arate că avem f=Am+Bo+O; A, B, C fiind func- 

țiuni raţionale de coeficienţii ecuaţiei date, ale căror valori 

se cere să.se determine. . . | . 

29. aa, Bay Dsooeea n fiind. rădăcinile ecuaţiei f(2)=0, să se 

calculeze valorile funcţiunilor simetrice: | 

        

aul 
= zi a ta tt 2n—a 

„__i 1 1. 

Seara ta) 
1 1 - N | , 

Ss ia era) et a 

94. Fie a;(i=1, 2,...,n) rădăcinile ecuaţiei: 

flo) = ant pa bea pn 2 pn =0, 

a;(j=—1, 2,...) rădăcinile ecuatiei £P(2)==0, F reprezen- 

tând derivata de ordinul 4 a lui f, rădăcinile & fiind diferite 

de rădăcinile a. Să se calculeze valoarea expresiunii: 

5 pb (a) > 

  

= 

25. Să se calculeze suma puterilor asemenea a rădăcinilor 

ecuaţiei an—z—1=0. ti 

96. a, şi > fiind două rădăcini ale ecuaţiunii 2" —1=0, 

să se calculeze valoarea functiunii simetrice: 

DE 
(B. F. B. 903). 

27. au şi ze fiind două rădăcini ale ecuaţiei pn —1=0, să 

se calculeze valoarea funcţiunii simetrice: 

II (aut 22)”. 

28. Aceiași chestiune pentru funcțiunea simetrică: 

| Sata: 3P, 

i, ay. %p, fiind numere întregi positive și diferite între ele. 

29. zi, 02, 3p+..2n fiind rădăcinile ecuaţiei 

za --pu ah l-t-pa an—2 4 ... + pna pn =0, 
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iar & un număr întreg pozitiv mai mic sau egal cu n, să se 

arate că Sa este o funcţie de Pi Ps» Pn În care suma coefici- 

enţilor este — 1, 

30.- zu, 2a,..., Zn fiind radăcinile + unci ecuaţii de gradul z, 

Sp suma puterilor asemenea de gradul , să se arate că avem: 

II (ai 03)PP==9 So S2p—2C3, S iSap-1-F203 pSiSap-z= m: Cp 

31. Să se arate că pentru mZn avem: 

Sm Sm=i Sm-—2 ... Sn=n 

Sani Sn San ... Îmi 

Sm-kn Smn=i Smn—2 ... Sm 

Sp reprezentând suma puterilor asemenea de gradul p a ră- 

dăcinilor ecuaţiei: . 

zh —k- pa ah 1-ț- pa 2... pn Fr pn = 0. 

32. Avem de asemenea: 

Sum Sm-2 Sms Sm-2n 

Smyi O—OSm=i O OSm-3 0 ce Smnți [ _ 0 

Smin — Smpn-0 Smpn=4 +. Sm-n 

chestiunea putându-se încă generaliza. 

33. zi, Za, a fiind rădăcinile ecuaţiei: '. 

a-taz?-+bz-tc=0 

să se calculeze valoarea determinantului: 

  

  

  

za 8 a & aş 

da îa a 

CEA â ze d 23 

39 î5 6 
îi 8 aa 3 

Ge îe îe 

34. Fie Flzi Danes) bai ez Se cere să se deter- 
mine un număr întreg 2 aşa încât să avem: flarkazţ..— an, 

if rn—0— ni Zap tra FI) =a f (rasta n),
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„85. Dacă z,y,z sunt trei numere diferite. de zero,. astfel 

că: Î2=0 şi A ay7f0, să se arate că avem relaţia : 

ppt aspra? aia aprut (er) 
  

9 8 d LT 
-- 86. Să se calculeze pentru ecuaţiunea: 

m Pkpuatkpezpa=0, 
valoarea funcţiunii simetrice - 

z(2i +a: ). 

LE Xa 

37. Să se calculeze pentru ecuaţia: 

apps. pusa? Fpmcizitas 0 
valoarea funcţiunii simetrice : 

(zi azi ) 
“Uz ” Ie 

ăi (F. S. B. 1922). 

XX. DIVIZORI COMUNI 

1. Să se găsească condiţiunea pentru ca polinoamele: 

aaa z-ka şi boz2-tbi-trba 

să aibă un divizor comun de gradul întâiu, 
2. Aceiași chestiune pentru polinoamele: 

ap 2-a a2-Fas at as şi 3 agaz?-t2 a. z-taz. 

3. Să se găsească cel mai mare divizor comun al polinoa- 

melor 2" —1 și s"—l. 

4. Să se găsească condiția pentru ca polinoamele zii —a 

şi at—b să admită divizor comun; să se generalizeze pentru 

polinoamele z*—a și a"—b. 
5. Să se găsească rădăcinile comune ecuaţiilor: 

26 —7 a5-+15 2t—40224-482—16=0, 

Gz5—35-F60z%—802-F48=0. 
__6. Să se determine y şi « astfel ca polinoamele: - 

a 1—9a3-4-3 +2 a-k+y și 2 —37-H4dtăzta 

să aibă un divizor comun de gradul al doilea. 

— 02 —
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7. Să se rezolve ecuaţiile: 

' a3—7a224-36=0 şi 3821074 0, 
ştiind că prima are o rădăcină 'care este egală şi de semn 
contrar cu una din rădăcinile celei de a doua. 
"8. Să se rezolve aceleaşi ecuaţii, știind că cea dintâi are 

0 rădăcină care este egalii cu de trei ori una din rădăcinile 
celei de a doua. 

„.9. Se dă ecuaţia mi-6 0-3 z-ka=0, să se determine a 
i să se rezolve, știind că raportul între două rădăcini este 2. 

(P. S. A. I. 901). 
10, Dacă ecuaţiile: 

zipa-tgrt1=0 şi at-kp'a2-tg' z+1= 0, 
au o rădăcină dublă comună, ele au toate rădăcinile comune. 

(Concursul G. M. 907). | 
- 11. Se presupune că ecuaţiile: 

z3—3az4-2P=0 şi mi-Pazi-kba-be= 
au o rădăcină dublă comună; se cere: a) să se i ecua- 
ţiile; d) să se găsească relaţiile de condiţie. 

(P. S. A. 1. 98). 
12. Fie Pia? —a2" 1-1, să se arate că polinoamele 

P,, Ps... Pa... sunt prime între ele. | 

13. Polinoamele am--a—1 şi am--z+1 sunt prime 
între ele oricare ar fi numerele întregi 7 şi n. 

14. p şi g fiind primi între ei, să se arate că avem: 

zP-Da 0-2 ka? Tati _ 

appear -ka-Fakl 
z(0-Dp-pe gt dp ka?t1 x 

Ilha țrz-kl - 
X fiind un polinom întreg. 

  

15. Dacă un polinom cu coeficienţi raţionali se anulează 
3 3 . , pentru z=Va, a fiind ua număr raţional iar Va un număr 

irațional, polinomul este divizibil cu z3—a. 
„16. Dacă un polinom (z) cu coeficienţi raționali, nu se 
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poate descompune întrun produs de alte două polinoame 

cu coeficienţi raţionali, şi dacă o ecuaţie algebrică f(a)=0 

are o rădăcină comună cu ecuaţia 9(2)=0, f(z) este divi- 

zibil cu pla). | 

-17. Dacă un polinom cu coeficienţi raţionali se anulează 

pentru z=V24+Y3, el se va anula și pentru Yo —Y3; 

—Y34+V3;—V2—V3. | 
18: Să se formeze ecuaţia cu coeficienţi raționali și reali, 

care admite rădăcina Yo+ Vai. 

19. Să se găsească forma generală a unui polinom divizibil 

cu derivata lui. 

20. Să se găsească forma generală a polinoamelor de gradul 

n, pentru care c. m. m. d. c. între acest polinom și derivata 

lui este de gradul 2—2. 

21. Să se găsească condiţiuneu necesară și suficientă pentru 

ca polinoamele azs-Fizte şi exi-tbazi-ta, să aibă un 

divizor comun de gradul al doilea. Condiţiunea este unică; 

să se explice pentru ce. | 

29. Să se arate că dacă f(2) este un polinom întreg de 

gradul 7, o singură condiţie este suficientă pentru ca poli- 

noamele f(z) şi (az-—b)" (22) să aibă un divizor comun 

de gradul al doilea. 

  

23. Dacă F şi f sunt două polinoame întregi de gradele 

m şi n, fără divizor comun, există întotdeauna alte două 

polinoame Fi și fi cel mult de gradele m—l şi n—l, 

astfel încât FFA+ ff, =1. 

24. Fie: 

(0) Aoz At l-a A pe Prut An-azt An=0, 

să se găsească forma lui f(z) astfel ca derivatele de ordinul 

n—p, mpi, n—pț? m, n—l să aibă o rădăcină 

comună. 

25. Se consideră polinoamele: | 

P(x, D=P.(), P'z(z, D= Pax) şi Pula, D= Ps (2); 
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să se arate că dacă coeficienţii polinomului P+ sunt polinoame 

de grade ncegale în î, atunci c. m. m. d. e. al lui. Pa. şi Pz 

“nu diferă de e, m. m. d. c. al lui P, și Ps decât printrun 

factor independent de z. Se presupune că P, nu se anulează 

pentru z=0,. 

XXI. RĂDĂCINI MULTIPLE 

= 0, are rădăcini multiple? 

(F. S. 1. 1904). 

1. Ecuația: 3 — pd 
Aaaa 3V 

2. Să se determine a astfel ca ecuaţia: 

pt — 6a%-4- 1022 — 8a =0, 

să aibă o rădăcină dublă şi în acest caz să se rezolve. 

3. Să se determine a și b astfel ca ecuaţia: 

at— dag 6bz2—824-1=0, 

să aibă două rădăcini duble şi în acest caz să se rezolve, 

4. Să se rezolve ecuaţiunea P (2) = ai—9a5 — 4104-49 

-+360==0 ştiind că P, (2) este -de forma: Qe [Re (2)], unde 

Qa (2) și R>(a) sunt polinoame de gradul al doilea. 

Ce relaţie trebue să existe între coeficienţii unui polinom 

de gradul al 4-lea P, (2), pentru ca să putem aplica această 

metodă în rezolvarea ecuaţiei Pe (2)=— 0? 

Să se arate că P,(2)=0 având o siugură rădăcină dublă, 

aceasta este media aritmetică a celorlalte două. 

5. Să s6 găsească condiţiile ca ecuaţia: 

z5— 5a2a3-+ 5bz te =0, 

să aibă două rădăcini duble; să se exprime b și c în func- 

țiune de a şi să se rezolve ecuaţia. (P. S. A. 1. 99). 

„8. Să se găsească condiţia ca ecuaţia 

4g9—9azt+-1=0, 

să aibă: o rădăcină dublă. 

"7. Aceiaşi chestiune pentru ecuaţia 

: an—pa + 9=0, n>m. 
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8, Polinomul . . | 

(2 — 12 an2— (22 ah3-ţ haz i)+-n—l, 

este divizibil cu z—1,; dar nu este divizibil cu (z-—1), 

9. Polinomul (+1) 6n4H1 — gânti—1 este divizibil cu: 

(2-4- zf 1), 

10. Să se găsească condiţiile ca ecuaţia: 

zi 4ax54+8br-+ec=0, 

să aibe o rădăcină triplă şi în acest caz să se rezolve. 

(P. S. A. 1. 96). 

“11. Să se.afle condiţiile ca "ecuaţia : 

(a-+-b—ad)ztt(b—a tab) z%-t-(a—b-tkab) 2? -ba-t-kab=0 

să admită o rădăcină triplă și în acest caz să se rezolve. 

19. Să se găsească condiţiile ca ecuaţia: | 

ast pr 4- qa?-+-r=0, 
să aibă o rădăcină triplă. 

13. Să se găsească condiţiile cu ecuaţia: 

azs-tbzi-bezt-t+dz-tre=0, 

să aibă o rădăcină” multiplă de ordinul al patrulea diferită de 

zero. Să se rezolve în acest caz, (P. S. A. P. 903). 

— Să se descompună în factori polinoamele! urmnătoare, 

ştiind că ele au rădăcini multiple: 

14, a5— 9-32 —7a2-+-8z—3. 

15. ai Bat Lâa--11 208-442, 
16. 2%—(2a41-3b—2)a5-+(a24+-6a54-352—4a—6b)zt 

— (3a2b-F-6ab?-ţ-b5—2a1—19a5—652)z3 

-+(3a252-+9a05—2955—12ab%—6a25)z* 

— (0205 —6a252—4a05)z— 2a255=—=0. 

17. Să se formeze ecuaţia care dă baza unui triunghiu 

isoscel de suprafaţă a2, înscris întrun cerc de rază.r. Să se 

rezolve ecuaţia în cazul când ea are o singură rădăcină reală. 

(P. S. A. 1. 900), 
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18. Fie f(2) un polinom întreg în a și a un număr arbi- 
trar. Să se demonstreze că polinomul întreg în z, F(a), de- 
finit de relaţia: 

FO=sz—0)f'(0)-+-P'(a0—rf(0-+r(a) 
este.un cub dacă f(z) este de gradul al treilea şi identie 
nul dacă (2) este de gradul al doilea. 

19. Dacă a este rădăcină, multiplă de ordinul 2 a ecuaţiei 
f(2)=0, ca va fi rădăcină multiplă de ordinul 2n—1 a ecua= 
ției obţinută multiplicând termenii ecuaţiei propuse, presupusă 
complectă, cu termenii succesivi ai unei progresii aritmetice, 

20. U şi V fiind două polinoame întregi în z și A o con- 
stantă, dacă ecuaţia U—AV=0 are o rădăcină dublă, acea 
rădăcină verifică şi ecuaţia UV'—VU'=90, | | 

21. A şi B fiind două polinoame întregi prime între ele, 
A“ şi B' derivatele lor, dacă ecuaţia A2+B2==0 are o rădă- 
cină dublă, acea. rădăcină aparţine și ecuației A?-+B2=0, 

22, Dacă ecuaţia f*—pfo+aq=0 admite o rădăcină 
dublă, acea rădăcină va verifica şi” ecuaţia f'2—pf'g'+ 
q92=0, f şi & reprezintă ' două polinoame întregi prime 
între ele, f” și &' derivatele lor, o 

23. F(/.4) reprezentând un polinom omogen în raport cu, 
f și 9, £ şi 9 fiind două polinoame întregi prime între ele, 
dacă ecuaţia F(/,9)=0 are o rădăcină multiplă de ordin &« 
acea rădăcină va fi multiplă de ordinul a—1 pentru ecuaţia 
F(F,9)=0. 

24. Fie ecuaţiile: | 

A (2) Sara pap. Ama An=0, 
B(2) Ea BpaoP-ţ... kr Banat Ba =0, | 

dare au: o rădăcină comună de ordinul (2—p) de- multipli- 
Citate. Să se arate că dacă există un număr pozitiv 7; astfel 
ca Ap: Bpyu, cele două ecuaţii au toate rădăcinile comune. 
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XXII. PROPRIETĂȚI RELATIVE LA RĂDĂCINILE 

REALE ALE ECUAȚIILOR ALGEBRICE 

1. Ecuația 

(A2— 1)? —(2a-fh—1)z—a(a—1)=0 
în care 4220, OsSasSI, are totdeauna o rădăcină m, Oz <I. 

2: Să se arate că ecuaţiunea 

3a?-ţ-[34— o(a-Fi)]z—(a-kDă-ta-F=0 
are, dacă a și A satisfac la condiţiile 

| OŢALI; AO sau 21, 

o rădăcină cuprinsă între zero și unu. 

3. Să se găsească maximul și minimul funcţiune: 

y=a(p-—22) şi să se deducă condiţia ca ecuaţia 

a—pat-a=0, 
să aibă cele trei rădăcini ale sale reale. 

4. Să se arate direct, fără a rezolva, că ecuaţia: 

a? + E 00, (po), 

z—p 2— 

  

  

are rădăcinile sale reale. 

5. Chestiune analoagă pentru ecuaţia: 
ai a: a? 

Dai razi Fo + L— Pa 0, 

Das Dasee-Pn fiind numere reale distincte; ax, aus: An şi b nu- 

merele reale. | | | 

6. a și b fiind pozitivi, să se arate că ecuaţia: 

z3-Hatb)e—(a2-tab-B )z—(a4+b)(a24+ J= 0, 

are toate rădăcinile sale reale. 

7. Ecuația. 
fla)= ete te Ale0) Be) —0(e-9= =0, 

în care A, B, C sunt pozitivi, iar a, b, c numere reale oarecari, 

are toate rădăcinile sale reale. 

8. Să se arate că ecuaţia: 

| (2—a2)(2— z0-Fl)—(P—z3) costa =0, 

are toate rădăcinile sale reale, k>0. 
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9. Fie d'un număr pozitiv, Qi, 02, sue. on, În numere 
reale descrescânde; să se arate că ecuaţia: 
(z—a)(z—as)...(2— as) -blz—as)(z—a)...(2—as0)=0, 
are toate rădăcinile sale reale. . 

(£. S. 1. 97). 
10. Se dă cosa==u, să se formeze ecuaţia care dă pe 

„__9a , , RR cos = a; fie f(2) primul membru al ecuaţiei formate, să 

se studieze variațiunea funcţiunei y= f(z) și să se deducă 
despre ecuaţia formată că are toate rădăcinile sale reale şi 
cuprinse între —1 și +1; să se determine semnul rădăci- 
nilor; să se găsească condiţiunea ca ecuaţia să aibă două 
rădăcini egale. 

&% 11. Aceiași chestiune punând: iga=a, Ig =z; rădăci- 
nile sunt cuprinse între —co și -F-oo, 

. [74 12. Aceiași chestiune punând: cos =a, cos =; rădă- 
cinile sunt cuprinse între —1 și FI. 

13. O ecuaţie algebrică cu coeficienţi raţionali care admite 
rădăcina a+-Yb, a şi b fiind raționali, iar Vb irațional, admite 
şi rădăcina a — VB. Ma 

14. Să se rezolve ecuaţia: at —7a-h2a+-2==0, ştiind că 
una din rădăcini este 14+Y. 

15. Să se rezolve ecuaţia: pt 235 —95a2-+ 4lz+66=0, 
ştiind că una din rădăcini este 342. 

16. Să se rezolve ecuaţia: 

zi —a5— 82-25-21 22—9—54=0, 
ştiind că una din rădăcini este Va + î 

17. Să se rezolve ecuaţia: - 

2% — 3at-f- 3082? — 397224 484-615 = 0 
ştiind că are o rădăcină de forma a-+- îbY2, unde a și b sunt numere întregi. 

19. Să se formeze ecuaţia cu coeficienți raţionali, de gradul 
cel mai mic, care admite rădăcina 1-+V2+ i, 
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19. Să se determine numerele raţionale A și 4 ştiind că 

ecuaţia pt — 45 —4a2-t4ha-t-4u=0 admite rădăcina dublă 

«+ fY5, a şi Ș fiind raţionali. ! (R.S B. 909), 
20. Să se studieze natura ideii or ecuaţiei 

3 — (a2-t+-a--1)z?2+ (a3—1)x-tka?-t+a4-1=0 
când a variază dela —c0 la too. . 

21. Dacă ecuaţia f(2)=—=0 are toate rădăcinile” sale reale, 

ecuaţia ?(2) = f“(2) f(a) —f2(2)==0 are toate rădăcinile sale 

imaginare, : 
22. O ecuaţie algebrică cu coeficienţi complexi primi între 

ci, nu poate avea toate rădăcinile. sale reale. 

ÎXIII. TEOREMA LUI DESCARTES 

Să se ” discute cu ajutorul teoremei lui Descartes ecuaţiile 

următoare: 
1. : a5—z-t-a=0 

3, z5-+ pzt+q=0. 

+3, zi-tpz-kta=0. 

- 4 zi-taz-tkztb=0. 

5. apa" q=0. 

„6, Fie: Ia 

fla)= Ac Asi. Apa Pi 

A Apa Ft An=0; 

să se arate că dacă Apa Apri>0, ecuaţia are rădăcini ima- 

ginare. | 

7. Ecuația: 

F(z)=Ao zau pei: FF Ap cari 
-r Apţea” Pa Tân=0, 

are rădăcini imaginare, 

8. Dacă numărul variațiilor produsului (z—a) f(z), a>0, 

întrece cu mai mult de o unitate numărul variațiilor lui f(2), 
ecuaţia f(2)=0 are rădăcini inainte 

9. Dacă produsul (z+-a) f(2), a>0; are n variații ' mai
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puţin decât f(z), ecuaţia /(2)==0 are cel puţin 2 sau 2-1 
rădăcini imaginare. 

10. Dacă coeficienţii a trei termeni consecutivi dintro 
ecuaţie algebrică sunt în progresie geometrică, acea ecuaţie 
are rădăcini imaginare. 

11. Dacă coeficienţii a patru termeni consecutivi dintro 
ecuaţie algebrică sunt în progresie aritmetică, acea ecuaţie 

„are rădăcini imaginare. . 
12. Să se arate că dacă ecuația algebrică f(2)=0 -are 

toate rădăcinile sale reale, ecuaţia: ” 

e(o)=f(d—2f' (0 f" (2) =0, 
are cel puţin două rădăcini imaginare. | 

13. Să se aplice teorema lui Descartes la căutarea naturii 
rădăcinilor unei ecuaţii algebrice, cuprinse întrun interval 
oarecare (a, d). 
14, Fie: | A—S BB” 

fS)=| B A-—s B |; 
| BB A'—S 

să se formeze produsul /(S)/(—S) şi să se deducă despre 
ecuaţia f(S)=0 că are toate rădăcinile sale reale. 

15. Să se găsească raza unui cere, știind că trei coarde 
de lungimi date a, d, e formează, împreună cu un diametru, 
un patrulater înscriptibil; să se examineze. cazul când a=5=c - 
și în ucest caz să se construiască patrulaterul. 

(F. S. 1. 909). 
16. Să se înscrie întwo sferă de rază r un cilindru, astfel 

că raportul dintre volumul cuprins între suprafaţa laterală a 
cilindrului și acea a: sferei, și: volumul cuprins între bazele 
cilindrului şi sferă, să fie egal cu 0 cantitate dată a, 

XXIV. ECUAȚII BINOAME 

1. Să se rezolve ecuaţiile: z%—1=0, g5—1=90, 
2. Rezolvarea ecuaţiei zi1—1==0 depinde de rezolvarea 

unei ecuaţiuni de gradul al doilea și a unei ecuaţiuni de 
gradul al cincilea; să se formeze aceste ecuaţiuni. 
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3. Să se arate că rezolvarea ecuaţiei z1?—1 = 0, se poate 

reduce la rezolvarea a două ecuaţii de gradul al doilea și o 

ecuaţie de gradul al treilea. Să se formeze aceste ecuaţii. 

4. Rezolvarea ecuaţiei zi?—1=0 depinde de rezolvări. de 

ecuaţii de gradul al doilea și al treilea; să se formeze aceste 

„ecuaţii. (F.S.B. 906). 
— Să se rezolve ecuaţiile: 

  

5. p00—1=0 (E S.B. 904). 
6. z%0—1=0. 

7, (UV) 1—Vi—"=0. 

8. (222) =a-+ di, z real; să se găsească condiţiile de 

posibilitate. 

9. Din rezolvarea algebrică şi trigonometrică a ecuaţiei 

—1=0, să se deducă liniile trigonometrice ale arcelor 

T 7 
2 şi LE, Chestiune analoagă pentru ecuaţia: 
5 5 

z5—1=0. 

10. & fiind o rădăcină imaginară a ecuaţiei 
a5—1=0, 

să se calculeze produsul: 

P=(ztyţa Ps) (e-tayttabati-tats)X 
(ab a2y 4- ata + at a3s) (tat -4- ax ati + 025) X 

| (az ctg kr aa ț- 24 A- as). 
11. & fiind o rădăcină complexă a ecuaţiei 27—1=0, să 

se arate că toate rădăcinile complexe ale acestei ecuaţii pot 

fi reprezentate prin unul, din şirurile: 

a, 2, &5, at, a, at; 
2 ş 4 5 6 3 3% 3 30. 05, 43, a3, ai, 5, a; 

as, as, as, as, a, as, 

Ie TE , o. , 
19. Fie ae cos isi una din rădăcinile. ecuaţiei 

z15—1=0; să se otozavine ]; ora ca toate rădăcinile ccua- 

ţiei să fie: i 
Ge, Oi, Misa. Ok.
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13. Să se rezolve ecuaţia: 

n__ noa 2ln—1) an n(n—1)(n—2) 5 an-8- _ 20: 2" —naa do da — Doga =. 

14. Să se rezolve ecuaţia: 

1 a sali an 
za aa 1 

Aa a at.1 z |=0. 

Zn 1 e a al 

15. Fie a?nt!—1==0, o ecuaţie binoamă; scoțând rădă- 

cina 2z=1 şi punând za Y, obţinem o ecuaţie algebrică 

F(/)=0; să se arate că: dacă 2m-4-1 este un număr prim n, 
rădăcinile ecuaţiei pot fi reprezentate prin numerele: 

Îz A Te îÎn-lz 
200525, Dcos2iă, Dos 7, .... dcos2 

n n n | 
  , 

Yu 

) fiind un număr întreg, astfel că puterile A, 22,.., Am di- 
vizate cu 2 dau resturi diferite. 

16. Să se formeze ecuația F(7)=0 din problema precedentă 
când gradul ecuaţiei binoame este un număr întreg pozitiv 
oarecare, 

17. « reprezentând o rădăcină primitivă a ecuaţiei 2"—1=0, 
punând: 

Ș(2)= pir poz? psat...tpaa" 

și 9(2)= quz go? asa... ga", 
avem: . Ă 

e(a)e (Z)-totedo (3) olane (3) = 
o alpuar- Faq. .F pn dn). 

„18. Dacă o ccuaţie cu coeficienţi întregi are coeficientul 
primului termen egal cu 1 şi dacă modulele tuturor rădăci- 
nilor sunt egale cu unitatea, rădăcinile ei se reduc la. rădăei- 
nile unităţei și ecuaţia e de forma 2"—1=0. 
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19. az, aa, Gapo. An fiind rădăcinile ecuaţiei a"—1=0, 

să se calculeze valoarea determinantului : 

d 11 li 

d (a 

— ? 2 3 
A=la, a: aj ...Gn 

n—l — nl = 1 a" a" Qi. 

XXV. TEOREMA LUI ROLLE 

Să se discute ecuaţiile: 

1. p35— 5x21 =0, 

2, zi— bat 3a-t-a=0. 

3 Dai at — 2 a=0, 
4. 3at-f Bai—6a2— 24-a =0, 

5. at— 9z-+ Gaţ-a=0. 

6. 35— 9523-+- 60z-+-a =0. 

7, Gz5— 15zt— 10x%4+-a=0. 

8. 56 — 18a5-ț- 15zt-t-a=0, 

9. (z+1j—z1+a=0. 

10. pt— Gathag-24 =0, 

11. pt — 25-a (2z—1)=0. 

12. . zt-t- pa?-tq=0. 

18. tb opatorztpr=0. 

14. azi 60zt—95a*+3=0. | | 

15. mi-tpat-q=0.  (F.8.1.902). 

16. apa a=0. | : 

17. at pat q9=0; p şi q oarecari. 

"18. as-+-pz3-t+-q=0; să se găsească condiţiunile necesare 

şi suficiente ca ecuaţia să aibă cel mai mare număr de rădă- 

cîini reale. (F. S. 1. 99). 
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19. Să se discute ecuaţia zt-+4az-k+ db l2=0. Pre- 
supunând că a și b sunt coordonatele unui punct din plan, 
să se separe planul în regiuni după natura rădăcinilor ecuaţiei. 

20. Chestiune analoagă pentru ecuaţia : 

pt — 4azs-+ 4a?a2+b=0, 
(F. S. B. 99). 

21. Se dă ecuaţia Gazt—Baz'—3a222-+-6 a —a25=0, 
și se cere: a) să se separe rădăcinile ecuaţiei; b) să se re- 
zolve in cazul când avem rădăcini multiple; c) presupunând 
că a şi b sunt coordonatele unui punct din plan, să se separe 
planul în regiuni după natura rădăcinilor, 

(F. S. B. 902). 
22. Să se discute ecuaţia 1625—20p?a5-+-5piz—q9=0; 

presupunând că p şi gq sunt coordonatele unui punct din plan, 
să se separe planul în regiuni după natura rădăcinilor, 

„(Concursul G. M. 905). . 
23. Aceiași chestiune pentru ecuaţia: 

„Sat-t4pz—12p?a-+p*(q—p2)==0, 
(F. S. B. 904). 

24. Să se cerceteze natura rădăcinilor ecuaţiei: 
z5—5pa+5p2a4+-2q9—=0. 

25. Fiind dat un cerc și o tangentă fixă, se duce la o dis- 
tanţă z o coardă paralelă cu tangenta, iar din extremităţile ci 
se coboară perpendiculare pe tangentă; să se determine astfel 
ca suprafaţa dreptunghiului format să fie egală cu 272, | 

26. Să se găsească condiţia de maxim sau minim unic al 
funcţiunei y==aozt-fFa a%-Faz2*-Fasz-ka,. 

27. Să se arate că dacă - derivatele de ordinul n—9, 
R—pFla.n—l ale unei! ecuaţii algebrice de gradul n, 
f(2)=0, au o rădăcină comună, ecuaţia are p sau p—1l ră- 
dăcini imaginare. | o | 

28. Să se arate că dacă coeficienţii consecutivi Av, As, Aa 
ai unei ecuaţiuni algebrice satisfac relaţia; 
A A? 2 Ao A3, 
acea ecuaţie nu poate avea toate rădăcinile reale, 
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29, Dacă ecuaţia f(a)=0 are toate rădăcinile reale, 'ecua- 

ile: 

floral (00=0, 2flaohzf (Mt-/'(0)=0, 

6f(z-FI8zf' (+97 (0-a f"(2)=0,.... 

vor avea deasemenea toate rădăcinile reale. 

30, Dacă ecuaţia f(2)==0 are toate rădăcinile sale reale, 

ecuaţia $(2)= f'(0)-+-af(z)=0, va avea deasemenea toate 

xădăcinile reale. . 

"- 81, Dacă ecuaţiile: | 

fla)=0 și AgatA sa -Asa i A nat An=0, 

- au toate rădăcinile lor reale,. şi ecuaţia: 

cola) ZAof- PA FAsfr-bb Ana fin 9-F An 90, 
va avea toate rădăcinile reale. | 

.82. Dacă ecuaţia algebrică f(z)==0 are toate rădăcinile sale 

reale, diferite de zero şi de acelaș semn, ecuaţia: 

e(=flo—af' (are (0)=0, 

va avea două rădăcini imaginare, celelalte fiind reale. 

33. Să se arate că derivata a 2% a expresiunii: 

X=a(1—z), 

are toate rădăcinile reale și cuprinse între 0 și 1; deasemenea 

derivata a 2 a expresiunii: 

Su =(1—22), 
are toate. rădăcinile seale, cuprinse între —1 şi +1... 

(F. S.1. 900). La 

34. Ecuația: 

a 2 pt (n 1 prd 2(0—1k(n—2k 
za og ho, 

are toate rădăcinile sale reale. 

35. Dacă. ecuaţia: 

p(2)= fo) -Faf(a-tap(o+.. „kan f((2)=0, 

are toate rădăcinile reale, f(2)==0 are deasemenea toate rădă- 

cinile reale. 
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36. Ecuația: . ) | 

pna A ip RN n—2 Fn(2=z — 2 2 

| = 20002) ama pe =0, 
m 

nu poate avea mai mult de două rădăcini reale. | 
37. Fie f(z) un polinom întreg în z, A? numărul aranjă- 

rilor de n obiecte luate câte p, f derivata de ordinul D 
a lui f, e(2)=(f-k-A), „în care se înlocuește AP și fP. prin 
AP și f!P); să se arato că dacă ecuația f(2)=0 are toate 
rădăcinile sale reale şi ecuaţia $(2)==0 va avea toate rădă- 
cinile reale. | E 

38. Să se discute ecuaţia: sin*z-teossa=a. | 
- (F. S. B. 903). 

39. Să se studieze natura rădăcinilor ecuaţiei: 
2 (A2 2 —2a-F1P—(1—a) (1 —2a)= 

A fiind un parametru pozitiv mai mic decât unu. 
Ca o consecinţă să se discute ecuaţia: 

cos0-4- A(c0s20-t- 2 sint0) —0, 

(1 —A2 sin20) 

NAVI, TEOREMA LUI STURM 

Să se discute ecuaţiile: 
1. „25—8a2—3a-ka=0, 
2, ai—-ţ22—5=0,. 

3, _B5—5a3-4+1022—2=0, 
4. z%-+-3at—4a5-+622+1922—18=0, 
5, z5-+52%—9022—192—2=0. 

6. a-tpata=0. 
7, ainti-pzg=0. 
8. zi-+-pa?-t-9=0. 

„9, z5—5pa'+-5p2z-+-29=0, p>0, 
10. zt—225-+a(922—1)=0, 
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11. Să se studieze, cu ajutorul teoremii lui Sturm natura 

rădăcinilor ecuaţiei: . 

z-t-azt+-b=0. 

Să se păscască rezultatul şi cu ajutorul teoremii lui Rolle. 

(F. S. 1. 1910). 

19, Fiind dată ecuaţia: a 1—6Va 2-FB2a2—40Ba—8(02+f2 )=0, 

în care & şi 8 reprezintă doi parametri arbitrari, să se stu- 

dieze natura rădăcinilor. 

13. Fiind dată ecuaţia: zt—62 —4fB24+3(024-3)=0, în 

care & și fi reprezintă coordonatele unui punct din planul 

axelor ortogonale &Of, să să studieze natura rădăcinilor după 

poziția punctului M(&,$) în plan. 

14. Să se rezolve un triunghiu cunoscând perimetrul 2p și 

razele R şi r ale cercurilor circumscris şi inscris triunghiului. 

15. Să se arate că ccuaţiunea: X= Z(2 ţi +(2—i)"=0, 

unde = V=1, are toate rădăcinile sale reale (m întreg 

pozitiv). 

16. Ecuaţiunea: (2-22 ZnHoVI 0 unde 72 

este un număr întreg pozitiv, are toate rădăcinile sale reale. 

17. Ecuaţiunea: 

(22 na [ne oa [alin == je 3 

” +(4) 2 +a | e = pe 2.3 0, 
are toate rădăcinile e reale. 

18. Cunoscând valoarea lui cos4=a, să se formeze ecua- 

ţiunea care dă pe cos î=ai să se arate că ecuaţiunea for- 

mată are toate rădăcinile sale reale şi cuprinse între —1 şi a-i, 

Să se separe rădăcinile ecunţiunii. În ce caz ecuaţiunea are 

rădăcini multiple? 

19. P, Pu, Pa. Pi, Piţi, sec: Pn fiind sirul polinoamelor 

lui Sturm al ecuaţiunii P(2)=0 și având Pf. Piu >> 0 pentru 

orice valoare care anulează polinomul P;, dacă ecuaţia P;:=0 

are 2k rădăcini timaginare, ecuaţiunea P=0 are cel puţin 

91; rădăcini imaginare, 
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20. Ecuaţiunea c”Dnc”2=0 are toate rădăcinile sale 
reale. Dre”? reprezintă derivata de ordinul n a lui ee, 

21. Se consideră polinoamele lui Legendre: Po=+1, 
Pi(2)=-Fz, și în general definite de relaţiunea de recurenţă: 

Rt Pn (2) — (2 —1) Pa (2) A (n —1) Pra) 0; 
să se arate că ccuaţiunea Pn(2)==0 are toate.rădăcinile sale 
reale. 

99. Fie ti-a avem gp-+ 5 = Pale) P, fiind. un 

polinom întreg în ; să se arate că ecuaţiunea P„(2)=0 are 
toate rădăcinile sale reale şi cuprinse între —2 şi +2. 

XAVII. LIMITELE RĂDĂCINILOR 
CALCULUL iRĂDĂCINILOR RAŢIONALE 

1. Să se găsească o limită superioară a rădăcinilor ecuaţiei: 
21 — 554-325 — Gat — 2003-42 22 —152—100=0. 

2. Să se păsească intervalele între care sunt cuprinse rădă- 
cinile pozitive şi negative ale ecuaţiei: 25—2a22—3a-+1=0. 

3. Să se aplice metoda lui Nezton la găsirea unei limite 
superioare a rădăcinilor ecuaţiei: 

[(7)=a5at—102-F22—162—7=0. 
4. Să se aplice metodele lui Nezton și Laguerre pentru 

găsirea unei limite superioare a rădăcinilor ecuaţiei dela No. 1 
5. Aceiaşi chestiune pentru ecuaţia: 

25 —20 24-70 25—1022—32—5=0, 
— Să se găsească rădăcinile raţionale ale ecuaţiilor: 

6. zt — 1022-4385 22—5024+-24=0, 
7, z5+8at-ţ-523—5022—362-+72=0. 
8. a — 25 —14214+-195-4+-2822—4454-48=0. 
9, „6z%—4325-4+-107a22—1082-4-36=0. 

10. 21 24 —41z9%-F4522—942-+4=0, 
11. 1625—7624-4-44a524+-13922— 422 —45=0. 
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-149, Să se descompună în factori polinomul: 

3 pt — 55 — 8210244. a 

(P.S. A.P. 901). 

—: Să se rezolve ecuaţiile: i 

13. Dat-t- azt-tata?-t-az—a1=0. 

14. at-b3a5-taa?-+4(a—1)z-F4a=0. 

(P.S. A. P. 904); 

'15. 3 —(0ak1)a?talat2)z—(a-ţ-1)a=0. 

16. zt-l-3(1—9a9)a2+-2(2a%—3a)zt-30'=—0, 

17. z3-+3aa?— (Bt 05-+-V2—3a2)z 

— (p5-babi-ţ-bi-tabit-ab?—a5)=—0. 

18. Azi —8az5—4(c2-Fd)z-t8a(c2-k-d)ztt-ad(4c24-d) 

— 9ad(4c-t-d)a?—c2dz+-2ac?d?=0, 

19. | (z-baț=a-haţ-bi. 

pr 20: | 0330 

(F. 8. 1. 904). 

9 j—3zi—iz+0 _ 
s(=-) | = 195, 

29. Să se determine valorile lui z pentru care avem: 

35 oat—4a0-ţ-4a2—7a4-2>0. 

(P. S. A. P. 902). 

21. 

23. Să se rezolve ecuaţia: 

zi zlat1)u ale+i)(z4+-2) 

iata + Ta.3 her 

z (2-41)... (z-kn) __ 

rosu 0 
24. p şi q fiind numere raționale iar Vq un număr irațional, 

rezolvarea ecuaţiei a-+pa-tYa =0 se poate reduce la rezol- 

varea unei ecuaţii cu coeficienţi raţionali. Să se generalizeze. 

25. Să se găsească baza unui sistem de numerație în care 

numărul 824, din. sistemul zecimal, se scrie 8452. 
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26. Să se găsească două numere a căror diferență este 4 și 
astfel că produsul multiplicat cu suma lor să dea 1386. 

27. Un basin având o capacitate de 360 litri se poate umple 
in două ore de 4 fântâni 'care ar curge în același timp în el; 
cea de a doua fântână curgând singură ar face 1 oră și 12 m,, 
cea de a treia 3 ore, iar cea de a patra 6 ore mai:mult de 
cât cea dintii, pentru a umple fiecare singură basinul. Care 
este debitul pe oră al fiecărei fântâni? ă 

28. Să se împartă un triunghiu printro paralelă la una din 
laturi în două părți astfel, că dacă triunghiul se invârtește în 
“urul acelei laturi, volumul produs de trapezul format să fie 
jumătate din volumul produs de triunghiu. 

29. f(2)==0 fiind o ecuaţie algebrică cu coeficienţi întrepi 
dacă f(0) și f(1) sunt amândoi fără soț, ecuaţia nu are rădă- 
cini întregi. 

30. f(2)=0 fiind o ecuaţie algebrică cu coeficienţi întregi 
dacă ea admite o rădăcină întreagă a, unul din numerele 746), 
F04-1), F0+2),..., F(b+a—1) este divizibil cu a, oricare 
ar fi numărul întreg d. 

31. Dacă Ac, A, A ..., Ap sunt pozitivi, iar N repre- 
zintă cel mai mare coeficient negativ luat i în valoare absolută, 
cantitatea: 

1 

  

N 

Av A... Ap 

este o limită superioară a rădăcinilor pozitive ale ecuaţiei: 
Ao2" + A am, „FF Apa: P—, FL An=0,. 

32, Expresiunea Y20 + 14V2-+20 — a este raţională - 
şi să se păscască valoarea ei. 

  

XĂVIII. CALCULUL RĂDĂCINILOR IRAŢIONALE 

1,.Să se calculeze cu cinci zecimale exacte rădăcina reală 
a ecuaţiei z5—z—1=0. 

2. Aceiași chestiune pentru ecuaţia z3—19 z—28= 0. 
9. Să se calculeze 'cu patru zecimale exacte rădăcina po- 
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zitivă a ecuaţiei z'—5z—3=0 şi cu două zecimale exacte 

rădăcinile negative. 

4. Să se calculeze cu patru zecimale exacte rădăcina po- 

zitivă a ecuaţiei z*-t-10z*-+-62—120=0. 

5. Aceiaşi chestiune pentru ecuaţia zi—5zi-ț-3a*-4-35z— 

—70=0. 

6. Să se calculeze cu patru zecimale exacte rădăcinile 

ecuaţiei zi—8z—1==0. 

7. Să se calculeze cu cinci zecimale exacte rădăcina po- 

zitivă a ecuaţiei ziț-a'—38z*—z—4=0. 

8. Să se calculeze cu patru zecimale exacte rădăcina po- 

zitivă a ecuaţiei z%—4x—9,6027=0. | 

9. Să se calculeze cu patru zecimale exacte rădăcina reală 

a ecuaţiei dela problema 15 cap. XXIII în cazul când 

a=b=2c=2, 

10. Aceiaşi chestiune pentru problema 16 cap. XXIII, când 

m=l şi r=l. 
11. Să se rezolve ecuaţia dela problema 25 cap. AXV în 

cazul când =R=1. 

12. Să se păsească un număr, care multiplicat cu patratul 

numărului mai mie decât el cu o unitate, să ne dea 1. 

13. Si se arate că ecuaţia 1225—7at-t-a?—3000=—0, nu 

are decât o singură rădăcină reală, care reprezintă valoarea 

lui 7 cu o eroare mai mică de 0,0001. 

14. Să se calculeze, prin rezolvarea unei ecuaţii algebrice, 

valoarea lui sin 509, cu trei zecimale exacte. 

| "(Concursul G. M. 1912). 

15. Intwan cere O să se ducă o coardă AB astfel că du- 

când tangentele AC şi BO, suma AB+-OC să fie egală cu 

o cantitate dată a, luând ca necunoscută z, distanta centrului 

cercului la AB. Să se examineze în particular cazurile când ; 

a=R şi a=2R. In ultimul caz, să se calculeze raportul 

dintre necunoscuta z şi raza cercului, cu trei zecimale exacte. 

16. Să se împartă o jumătate de sferă în două părţi echi- 

valente printrun plan paralel cu baza sa. 

— Să se dezvolte în fracțiuni continui rădăcinile pozitive
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ale ecuaţiilor următoare, mergând cu desvoltarea până ce se 
obțin patru zecimale exacte: 

„17. z5—9a—5=0. 

18. 13—9p—9=0, 

19. z5—3at-t+-5z—2=0, 
20, at Vak17=0, 

21. Să se calculeze rădăcina cuprinsă între O şi 1 a ecua- 
ției z*—0,004797 22 —0,0008262—0,0111=0, întrebuinţând 
metoda aproximaţiilor succesive. 

XXIX. DIFERENȚE ȘI INTERPOLARI 

"1. Să se calculeze diferența a G-a a primului - număr din 
şirul 2, 8, 28, 35, 48, 65, 94,... | 

2. Să se calculeze diferența a 4-a a primului număr din 
şirul aP, (z-t-1), (+2) ), zh. «3 Cazuri particulare 
p=4,p=5, 

3, Fie 4 10=0, Ay=1, A% Yo=2, AS Jo=3, Ayo =4,, 

să se calculeze șirul care a dat naștere acestor diferențe, 
4. Să se calculeze diferenţa de ordinul 2 a funcţiunei: 

y= sing. 

5, Aceeiași chestiune pentru funcțiunea y=uz. 
6. Să se calculeze pentru ecuaţia z*— 1att= 0, valorile 

pe care le. ia: primul membru pentru: 

z=1; 1,41; 19; 143;...; 19; 2. 

7. Să se determine un polinom întreg f(z) astfel ca să 
avem: | 

FU)=2*—1, h fiind număr întreg. | 
- 8. Știind că dacă un polinom cu coeficienţi întregi se poate 
descompune întrun produs de doi factori, acei factori sunt și 
ei cu coeficienţi întregi, să se găsească formele divizorilor 
posibili de gradul âl doilea pentru. polinoamele: 

fn) =3at-tk2a2—7a+-1. 
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9. Acceași chestiune pentru polinomul: 

flo) = —6z%4-42—3. 

10. Să se găsească un!polinom de gradul al 7-lea fla), astfel 

ca f(z)+-1 să fie divizibil cu (z—1), iar fla)—1 să fie 

Givizibil cu (z4+-1)*. 

11. Să se găsească forma generală a polinoamelor de un 

grad oarecare, care împlinese aceleași condițiuni ca și poli- 

nomul f(z) din problema precedentă. 

19. Să se arate că formula lui Lagrange dă acelaș polinom 

ca şi formula lui -Neacton, când valorile variabilei sunt în 

progresie aritmetică. : 

19. Să se păsească o expresiune fracţionară egală cu câtul 

a două polinoame de gradul n, astfel încât pentru 20, 

Zi, Daysesn funcțiunea să devină cpală cu 260, 2ti, Maeee2in 

14. Să se verifice identitatea: 

mI(m-kIr— n na pnl D (ap —1 1)» 

(m —1)(m—2) m 53 (m 9 a. 

a fiind un număr întreg pozitiv. 

15. Să se arate că avem: 

(z—a)n=am—C! a(z4-b)n-t-4- Căa(a4-25) (2-20) — 

Că a(a+-30)(z4-3 Bm—3-t. E CP a(a-pb)e 1(0-FpU) 27... 

16. Să se arate că dacă p este întreg pozitiv, avem: , 

(2 m)PP—C4 (9 m—2PPy C2 (2m—4PP—. E Cn 9070, 2p<m 

i: 

) (0mţ-1prti— Ci (2 m — pri C2(2m —3ppti— 

t Cn=0; (2p4-1)<m, 

C5 reprezintă numărul combinărilor de r. obiecte luate câte s, 

17. (a) reprezentând o funcţiune oarecare de z, să se arate 

Aga) Molz) 4e (2), 
pa 5 

9”'(2), 0(20),... când k tinde către zero; să se deducă de aici 

că expresiunile: „tind către (a), 
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că, dacă h este foarte mic, diferenţele succesive sunt cu atât 
mai mici cu cât ordinul lor e mai depărtat. 

18. Să se demonstreze formula: 

[= pet Ana — rep pa e2D 
  

  

  

  

h 1.2 

ee opera ez ze aj Ple 3) e 3 

za eze-ra]]=3 eo]. [etaje ea. 

19. Fie polinomul: 

flo) =a”. 
Dacă notăm cu N; suma “produselor câte î a primelor 3 

numere, avem: 

NI 

N 

1 0... 0 
NI, 

m=2 

m—l 

m=i 

rp=l Tp—2 TI SĂ ză Nae N m—i m—3e 1. 

(m—p)! 
  

pa a(n p "= 

XXX. ECUAȚII TRANSCENDENTE 

— Să se discute ecuaţiile: 

1. 5a—2sinz=0. 

2, 2—92 sin z=0, | 

3. az—bsinz=0, a şi b pozitive. | 

4, zsinz—1=0. (F. S. B. 902). 

5. zigz—1=—0 

şi să se calculeze cu patru zecimale exacte cea mai mică 
rădăcină pozitivă. 

„6. cosmr—a"=0. (m întreg). 
7, cos z—92 sin 2—3z=0. 

8. .. sin 2a—igz—az=b. 
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9. Să se discute ccuaţiunea: 

2— 3 sinz—8=0 

şi să se rezolve. - (F. S. 1. 904). 

— Să se discute ecuaţiile: ” 

10. ez-P02—92x=0. 

UL „o eSazd, 
„12, 107=—957z, 

să se calculeze rădăcinile cu patru zecimale exacte. 

alui 
să se calculeze rădăcinile cu trei zecimale exacte. 

14. a? — 10 logz—10=0, 

să se calculeze rădăcinile cu patru zecimale exacte. 

15. - (ez2-ke”2)cosz-t+2=0, 

să se calculeze cea mai mică rădăcină pozitivă cu trei ze- 

cimale exacte. 
sina . 1 n 16, sina - pLFsine 40, 
cos? a cos x 

17. Să se rezolve ecuaţia z7=10. 
4% 

18. Să se discute ecuaţia 9 Zaza: să se calculeze cu 

patru zecimale exacte primele două rădăcini pozitive ale ecuaţiei. 

e? A4e? 
19. Fie f(z)=-3— + —: să se rezolve ecuaţia f(22)==2. 

er—e 

20. Să se studieze variaţia funcţiunii: 
- A „- 1 

y=ae; 

să se deducă numărul rădăcinilor reale ale ecuaţiei: 
1 

ae —a=0. 

: Aplicaţie la cazul a==4, în care caz să se găsească partea 

întreagă a rădăcinilor reale. 
(P.S. A. P. 911)
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21: Să se studieze variaţia funcțiuni: 

1—(93 
Yy=zTrL e zui 
o + Niue as 

să se arate că ccuaţia: . . A t 
_ z 02 — e? 
9 = 7 a | 6 te 

| z, , Te 

are trei rădăcini reale cuprinse între —— şi +a L. re- 
9 

prezintă un loparitm neperian. 

E S.'B. 900) 
— Să se discute ecuaţiile: " 

22. aro gap > | 

luându-se pentru arciga cel mai mic are a cărui tanigentă 
este opală cu z, a 

  

93, are lg —mz=0,. . 
făcând aceiași ipoteză în privinţa lui arciga. 

24, sin (a—a)= m sint z. : 
” ” sina 1 N ei), 95, „De Z, =, 

.. . a . T . 
& fiind un are cuprins între O și pp iar m>0. 

. e? rii a . 26, = (2 -kVaz221). a 

27. Să se împartă o jumătate de cere în, două părți echi- 

valente printr'o coardă AM dusă prin extremitatea diame- 
trului AD. 

28. Să se ducă printr'un punct al unui cere două. coarde 

AM și AN, - care să inipartă cercul în trei părţi echivalente. 

99. Să se determine un sector circular, astfel ca suprafețele 

segmentului circular şi triunghiului, din care se compune 
acest sector, să fie echivalente.. 

-30. fla) reprezentând o funcţiune continuă de z, bine de- 

terminată, admițând o derivată f'(2) împlinind aceleași con- 

diţii, dacă f'(2) a oricare ar fi z, „eouaţin: Rae ) 

az—f(z)= 
nu poate avea. mai mult de o Sai reală, 
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XXX. ELUIINĂRI. REZOLVAREA SISTEMELOR 

DE ECUAȚII ALGEBRICE 

1. Să se elimine z între ecuaţiile: 

aoa-Paztka=0, boz?tbzki:=0. 

2. Aceeaşi chestiune pentru ecuaţiile: 

a-kpzta=0, z+p'zg=0. 
3. Aceeași chestiune pentru ecuaţiile: 

ao tau z2-Fazz-kas==0, dohbizbezt-bs=0, 

4. Să se elimine z între "ecuaţiile: 

an-t-pan+-q=0, an-+p'a-tq=0 (m>n). 

5. Să se elimine între ecuaţiunile: 

13 ——1=0, ziar hati=y. 

Să se generalizeze. 

6. Să se elimine t între ecuaţiunile: 

a(iki)—ct(1+2)=0 şi BU-Fri)—ct(1—2)=0. 

Ț. Să se elimine « și 7 între ccuaţiunile: 

zar (u-Faji, y= But Vi (e ru, 

Cute (e-ko. 

8. Să se climine z şi 9 între ecuaţiunile: 

zi 20) a, ir t)=e apr, 

9. Să se rezolve sistemul de ecuaţii: 

54-32 —3224-322— Gay y5—392 —yr3=0 

25 — 9 ya 30 3pa— Gary — xp F3phy—3= =0, 

10. Să se rezolve sistemul de ecuaţii: 

2—p=1, by —92—2y+-1= 0 

- RS, B. 1902), 
11. Să se găsească numărul sistemelor de soluţiuni reale 

comune ecuaţiilor: 

zip „ ataytayta= 
12. Să se rezolve complet ecuaţia: zt—z-+-1=0, 
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19. Să se păsească, făcând uz de transformări * trigonome=- 
trice, toate rădăcinile ecuaţiei: 241—2a-+-3==0, 
1 14. Să se rezolve sistemul: 

o a5—a9=—316, a2—92==94, y—a=2, 
15. Să se rezolve sistemul: 

By săe aeohyegpeta= d 
16. Să se rezolve sistemul: a 

zhyba =>, hypha=21, z3-fsp9-k-x5==73, 
17. Să se rezolve sistemul: 

ztytatru==10, a2-a2-a2-ku?==30, z5-Fy5-ba ho 100, 
pihapitat-tut= 354, 

18. Să se calculeze laturile unui triunghiu dreptunghiu, cu- 
noscând suma celor două laturi ale unghiului drept, egală cu 
a, și volumul născut când triunghiul se învârteşte în jurul ! 
, „o 1 , 
ipotenuzei, egal cu g7b:, Caz particular, a=5, 

: 19. Fiind dat sin&==a, să se formeze ecuaţiile care dau 
a a 

pe sin 3 și sin ; să se determine a astfel ca ecuaţiile ob- 

ținute să aibă o rădăcină comună. 
20. Fiind dat (g34=—a, să se formeze ceuaţiunile care dan 

pe 1924 și colg2a; să se determine apoi a astfel ca ecua- 
ţiunile obţinute să aibă o rădăcină comună. 

(F. S. B. 1901). 
21. Să se determine a astfel ca ccuațiunile care dau „pe 

a & 
cos și cosz* când cunoaștem valoarea cos =a, să aibă o 

rădăcină comună și în acest caz să se rezolve ecuaţiunile, 
22. Să se găsească condiţiunile ca două ecuaţii: de. gradul 

al patrulea să aibă trei rădăcini comune. Generalizare. 

1 (2 
23. Fie la, = 2 e aregl— (815); să 

se formeze ecuaţiunile: f-=0 şi Fu=0, Şă se arate că re-
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zolvarea'-acestor ecuaţiuni» poate fi redusă” “la aceea” a. unei 

ecuaţiuni de gradul'al patrulea în. raport cu ig9=t. Insem- 

nând cu 4, Pa, 93, P, valorile lui 9 corespunzătoare celor patru 

rădăcini ale ecuaţiei, să se arate că avem: 

fute traista (1; întreg). 

a (FSB. 1898). 

94. Fie fl și ol două “polinoame de gradele m şi p 

(m>9); fie Ru Ra Rac... Rp resturile” diviziunilor polinoa- 

melor f; zf, z?fi.. isaP-Lf prin 9; să se arate că „eliminantul 

polinoamelor f și 9 este determinantul coeficienţilor polinoa- 

melor Ri. 

25. Fie (z,y), (2, Vocea (nu dm) sistemele de “soluțiuni 

„ comune. ecuaţiunilor algebrice fiz, 9)=0, Fl, 9)=0. a) Să 

se “arate că avem: ă 

fl, D= — ad aitz,u)-Htu —yi) bil(z,y) 

F(z, ): =(r—ai) Ala, -tly— vi) B; (2,9) 

ai, bi, A, Bi reprezentând polinoame! întregi în'z și y; 

- 0).Să se găsească valorile expresiunilor a;(z:;, gi); dili 9); 

A; (zi, Yi); B; (zi, 3 vi); 

" 6) Să se arate că avem: a;(zr,y0). Bi (yd — bilei 9) 

Ai(zr, 00, Ei. 

::96, Fie „polinoamele: 

flo Zasa” a ari.. ani 

F(2)=boa MI pam. Fm; 

| 9) Scotia anu Penz 

satisfoând condiţiunilor : 

" AOF(a-I)—F(a) şi FD+FO)+.. re) 

oricare ar.fi 2. intreg pozitivi să se demonstreze că dacă 

Geuaţiunile: 
Pa) 2am=0, d-ta 20, 

au 0, ăcină comună diferită de zero, ecuaţiunile 

a | Fl) —bmţi=0, 9(2)=0, A 

au- şi ele o-rădăcină comună diferită de zero şi reciproc. 
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el “TRÂNSROROIARI” DE "ECUAȚII * 
” ECUAȚII REDUCTIBILĂ Na 

i E) ST IN II Al, 

— Să se rezolvă: ecuaţiile: -.-! p.-ii 
1, , 2at—500-H6a—5a-k2= 0, ti ca 
2: 2 datata Dat i0i i 

. 3 , pu 0130, IDR 
d oii, aa i d 

5. zi -F-4az3-+9a2a timetat=0.: SR 
6. Să se rezolve ecuaţia: -i.. | 

pe apa (mm2-+-7) jtt-baatzh-at= pia 
ştiind că rădăcinile sunt în progresie geometrică, , a 
7 Să se discute ecuaţia 20 —3a5-fiia9 30-51-20. 
— au za, 23 fiind rădăcinile ecuaţiei Z-tpeta=0 să. 

  

  

  

se formeze ecuaţiile ale căror rădăcini .sunt:: a. 
g 7 1 1 sc. 

ti ! Zuţ ze - 3-f 3 za zi ” îi - 

9 Zi Xa „3 o i 

” ' za „7 za. , ! zi . _ 

aaa: akasa, a-ti iza 

11. | Zi j. ze -, (. za ). 
CEA Las e. Aaa AT]. 
„12. Fiind dată ecuaţia z-kpatag= 0, .să. se .formeze 

Geuaţia ale-cărei rădăcini sunt egale cu patratele” rădăcinilor 
acestei ecuații; să se găsească condiţiunile ca ecuaţia formată 
să aibă toate rădăcinile sale reale:isă se: explice -a priori 
rezultatul, EI 

i -(R8.B: 99); 
13. Fiind dată ecuaţia z*-t+-pa+-q9=0,.ale cărei rădăcini 

sunt reprezentate. prin: (ge, tgf,: “19Y, să se "formeze ecuaţia 
ale cărei rădăcini sunt: 

I9le-t-) ig(24-9, ig(B-F-7) ot (6-a) rele. 
14. Aceiași chestiune pentru, ecuaţia : a i 

aoz5--3a 2?-+3a3z-kas=0; 
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să se formeze. ecuaţia ale cărei rădăcini sunt: 

tgle4+-8),. t9(B-+-, torta). 
15. Dacă 19&, t9f, 19%, igă sunt rădăcinile ecuaţiunii 

pt-ț-azs+-ba-toztd=0, 

să se păsească ecuaţia de gradul al treilea, care are ca rădăciți: 

igle--f)totr-F3), tota ta(8-+2), tota ta(B-k-) 

16. Fiind dată ecuaţia zi-t-pz*4-qz+-r=0, să se formeze 

ecuaţia ale cărei rădăcini sunt egale cu sumele două câte 

două ale rădăcinilor ecuaţiei date: 

17. Să se determine q astfel ca două rădăcini z și = ale 
1—a 

1+ 

(F. S. 1. 903). 
1 | 

ame 1 1 i . 
18. Fie a, asece dn, 2 0 — rădăcinile ecuaţiei: 

Zi Za In 

pn pini fe porn 2-ea. Fame =0; 
să se arate că avem: 

rr. pr. + î. E pa 
E n , - Tn=1 , 

(e 2 —2ps)? oa. 

19. Dacă a este o rădăcină a unei ecuaţii reciproce, care 

  

ecuaţiei z*—5z-+-q=0, să verifice relaţia z= și în 

n 

acest caz să se rezolve ecuaţia. 

  

  
, , . l—z 

nu. admite rădăcina +. 1 și dacă punem y = ecuaţia 

în y nu va conţine decât puterile cu soţ ale necunoscutei ; 

să se deducă cu ajutorul transformărei precedente ecuaţia 

1 
care dă pe sat 

"90, Să se arate că rezolvarea ecuaţiei: 

Fl(-+z+1), (2?—a4+1)*]=0, 

în care F este un polinom întreg şi omogen în raport cu 

ai-tati şi z?—aţ1 şi de gradul p, se poate reduce la 
rezolvarea unei ecuaţii de gradul 2. 
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91. Aceiași chestiune pentru ecuaţia: 

Fl(z4-1), (z—1)4]=0. 
22. Dacă o ecuaţie algebrică /(2)==0, are două rădăcini 

egale în valoare absolută și de semne contrarii, gradul ci se 

poate reduce. Să se aplice la ecuaţia zi-tpz-tgztr=0. 
23. Dacă două din rădăcinile ecuaţiei fla)=0, sunt lepate 

“ printro relaţie de forma azi zaFba-Peztd= 0, gradul 

ecuaţiei f(2)==0 se poate reduce. 

24. Dacă între două din rădăcinile ecuaţiei f(2)=0, avem 

o relaţie de forma zi=0(22), % reprezentând o fracțiune 

raţională, ecuaţia dată se poate reduce. Să se aplice la ecuaţia: 

—6a224+-112—6=0, a =zitat. 

25. Dacă rădăcinile unei ecuaţii de grad cu soţ 2p, se pot 

împărţi în grupe de câte două rădăcini, verificând o relaţie 

de forma azi z>fFb(ztz2)-t-e=0, atuuci, printro substi- 

  

, ay-t-B | , 
tuţie de forma z= => putem face ca ecuația în 7 sănu ţ Zy-Fă p Y 

cuprindă decât puteri cu soţ ale necunoscutei. 

XXXIII. REZOLVĂRI PARTICULARE 

ALE ECUAȚIILOR ALGEBRICE 

1. Să se rezolve ecuaţia z%—9z—28==0, prin formula 
lui Cardan. 

(F. S. B. 909). 
— Să se rezolve ecuaţiile: 

— 3,  9a%—6a2—2=0, 

(3.) [(zţ-2P-+ a]'=8zi(z4-2k. | 

4, az ! 

5, z5-4+-6aa2—36a5=—0. 

6. (2-a) (za) (zA-a4-b+c) (e ba-ko-be-t2d)X 
(z-tka4-bt-2e-+-2d) (zthaţ25+-2c-+-24)= 

= (p-the-tak (e-ka) dz. 
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7, a — Gatha t-9a2—3azt-b=0.- ...: 

8, Vaz VB- Pa 
-g Să se reducă ecuaţia apart n forma 9 *—A=0, 

  

  

m înd y= ata, a Hi — : * . zi d - „$ | 

Rr i. u 

40, Fie ol z)== = aderi 75 ; să se .arate că 

ecuaţia at-pr-—9 =0 admite rădăcina: | 

u. Fie 4 y= =(2—1; să se. arate că ecuaţia 4 po=0 | se 

poate rezolva algcbricește; j9 reprezintă derivata de ordinul 

al 9-lea alui 

„129. Să. se .rezolve ecuaţia, -tpzka= 0, punând 

z=u 2p-ku2u; să se arate că prin. această substituție, nu se 

obțin -decât trei valori distincte pentru z. -. 

193. Să se elimine y între ecuaţiile v 3—1=0 și ap 

şi să se deducă o metodă pentru rezolvarea ccuaţiei:! i 

a-t-petq=0. 
i o (E, 8.1. 901). 

14. Să se rezolve în mod analog. ecuaţia: 

at-t-pa-t-qrtr=0. | 
15. Dacă ecuaţia at pat q=0 admite o rădăcinii de 

forma a-t-Yb, a și b fiind numere raţionale iar VO un număr 

irațional, nici una din rădăcini nu va cuprinde în „expre- 

siunea sa un radical cubic. i: : - 

16. Fiind dată ecuaţia. PI r=0, punând 

e=uyv-ța şi anulând coeficienţii lui utohau și 

av-Puawo-tez, determinarea lui 2, 12, ac? depinde de rezol- 

varea unei ecuaţii de gradul al treilea; să se formeze această 

ecuaţie. .. - 
, 

17. Sa se calculeze valoarea expresiunii: 

Aaa 2)2 (ac (002 — 02) 

şi să se arate că “dacă p<O, p?—4r>0 și A2>0, ecuaţia 
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zi-tpagatr=0, are toate rădăcinile reale. In ce, caz 
ecuaţia va “avea rădăcini egale? a, 7; 20 au semnificările din 
problema precedentă. _ 

18. Să se determine i şi v astfel Ca să avem identic 

DU  —y 

pata piu |==a; ” 
—U —v z ” 

determinantul A are factorul z—ue; să se afle ceilalţi 
înctori și să se deducă formula lui Cardan. | 

D= (F. S. B. 910). 
19. Tie zu, Za, 3 rădăcinile ecuației z*-+-pz-t-g=0; să se 

determine a și b astfel încât cele şase valori pe cari le in. ex- 
presiunea zi-taza-Cbas când se permută zu, 22, Za în 'tate 
modurile posibile, să fie rădăcini ale unei ecuaţii de forma 
usi u-+-B=0. a Sa 

20, Să se rezolve cenaţia 2%-+-pz+q=0, punând-o sub 
forma z*=(z?-t-azt+i);. în ce caz această transformare 
este posibilă? , po 

21. Fie o(a, aa... 20) un polinom întreg care verifică 
identitatea & (z,, zn)=—9(z, zi, î,k oarecare; să se arate 
că forma generală a lui ș este AA,A fiind o funcţiune si- 
metrică, iar A determinantul lui Vandermonde. 

22. Să se arate, fără.a face uz: de formula care dă rădă- 
cinile unei ecuaţii de gradul al doilea, că. ecuaţiile generale 
de acest rad cu rădăcini distincte, nu pot fi rezolvate numai 
prin operaţiuni raţionale, 

pie. 

XXIV. DESCONPUNEREA FRACȚIUNILOR ! 
RAȚIONALE. 

Să se descompună în fracțiuni simple 'expresiunile urmă- 
toare: Pa ” ij 

1, 5-62 — 93a4-8 
A i: 

ps—9at-+3z—5 a , 
zi—8a5--2422— 3016: i il 

e. 

2... a   
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3 — zi 
695 SIF FII 087 FI5 

4 | ki 
- . zi-tazt-b1 ' 

5 "pai 

” UPU 

| 1 
7 ZI 

1 „1 

8. FI PT 
| 1 
9. | (22—1)(a—1) 

1 

10. FI) | (F. S. 1. 905). 
zen ' 

a TF DE 
12, _l 

| (2-+-1) (+2) (24+ 3)... (akm) 

13. 4a5—3%a zt25ab.z—Xabe 
  

zi Sa a Sab. zi Sabc.zPabcd 

simbolul A referindu-se la cele patru litere a, d, e, d. 

14. Să se determine un polinom f(z) de gradul al doilea 

astfel ca să avem: 

22 - 

Fi 0 tP 
15. Să se demonstreze formula: 

Onna” — Copa a Ca at — 

(2 +1) 
Da arc lg x reprezintă derivata de ordinul uri a lui arcigz. 

  Dnuareigr=(—1).n 
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16. Fie f(z): F(z) o fracțiune raţională, F(a) neavând 
decât rădăcini simple. Să se arate că, dacă gradul lui f(2) 
este cu două unităţi mai mic ca gradul lui F(a2) suma coe- 
ficienţilor descompunerii în fracțiuni simple este egală cu 
zero; iar dacă gradul lui f(z) este numai cu o unitate mai 
mic ca gradul lui F(z), suma acestor coeficienți este egală 
cu raportul dintre coeficienţii termenilor de gradul cel mai 
înalt din f(z) și F(2). 

17. Să se arate că avem: 

a _ (a-kr_, (a-k2rp n (aturh 
n! Tai Z3)i 2) mei) =0, 

n şi p fiind două numere întregi pozitive și „<a 
18. zu, Za, Zac... Zn fiind rădăcinile ecuaţiei fla)=0, să se 

arate că valoarea funcţiunii simetrice $(z4)-k (aa)... eo(2z) 

este epală cu coeficientul lui 3 din câtul diviziunei lui 

?(z) f'(2) prin f(a). 
19. Fie zu, 22,..-;a rădăcinile ecuaţiei: 

fla)= Anat Asan 1 Aga, PF AnziztAn=0: 

să se formeze funcțiunile: 

  

  

1 zi a pl > > X > XI peces  I ; 
L— A L—ZI V— Ia: L— DK 

aceste funcțiuni sunt de forma: 

- Vo (2) (2) e (2) a. Ph (7) (2). 

fl) Aa" A 
să se păscască determinantul funcţiunilor &. | 

20, Fie F() un polinom de gradul a-ti ale cărui rădă- 
cini toate simple formează o progresie aritmetică, primul 
termen fiind a și raţia r şi fie f(2) un polinom oarecare de 
gradul p<n—1; să se arate că avem: 

î=90 fla-tir) 
ini Peri 

_ 13 1 f(a-kir 
or; El TIZR a at 1| ein Flair) 
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: 9li.  Fouâţia f()=0; Tavaild: toate” rădăcinile “sali “siniple, 

teale şi! 'diferite de 1,'să se tkscască 'condiţiunea ca fraăţiunica 
a pia fo) Eptiat letse pr 

zf te e 

Piti 

“ descompusă în. elemente: simple, :să 

  

4 | “ ” , e La „ . : up 

ia ir în Ea DPN Ca at 

at pe 5: Da Ne ; pai Ai 
ai (2 — Sa 
  

  

29. Să se descompună în elemente simple fracțiunea ra= 

ţională care: ; reprezintă, valoarea lui iga=a. în » funcţiune 
a “. 

de în- — = 

93, fie fi Fo fracțiune raţională, în care presupunem că 

pumitorul nu-l „putem descompune in factori de gradul întâi 

sau a doilea, dar se poate descompune întrun produs de 

forma FF... să se arate că vom' avea: 3 

Pa —1 2 ep et Si 
5 Fi pir 

&,, oa, %, Vaca fiind elitei de un “grad mai “mic ca 

Tu Fa,... | Ă 

  

pi 

XXXV. CHESTIUNI DIVERSE. 

1. Să se studieze variaţia rădăcinilor ecuaţiei: 

z 4—4ai-ti6zț-a=0, 

când a variază dela — 00 la +. 
i RS B:97). 

2, 'S6 ăi cos a=a şi. se cere: 'a) să se, formeze cezţia 
. : . a 
care ax pe cos =; y) să se arate « că această. ecuaţie are 

6 

toate rădăcinile sale reale” şi. cuprinse între —1 și +1; 

c) să se studieze variaţia - rădiicinilor când a variază dela 

aa ti, Pa a. a 
e m a a Da i B.. 98).
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1: 8, Să:se-studieze variaţia rădăcinilor :ecuației ::: 

zt—4pas-+2p'a*—q9=0, 

când gq variază dela — 00 la oo. iar p rămâne constant, 

(B.F.B. 902). 

4. Să' se studieze variaţia rădiicinilor ecuaţiei: 

7 1— Das-tat — 9att+1=0, 

cârd” d variază dela — 00 la ţoo. : 
3-4 a 

5. Fie psi —. să se rezolve ecuaţia y'=0. 
ztiz—2. 

6. Fiind dată o ecuaţie algebrică cu “coeficienţi reali, ră- 

dăcinile ci pot fi considerate ca tangentele unor arce reale 

sau complexe; să se arate că suma acestor arce este reală. 

7. Dacă &, f, 7 sunt lungimile bisectoarelor interioare ale 

unui triunghiu, care întâlnesc respectiv laturile a, V, c ale 

triunghiului, să „se arate că ecuaţia: i 

proza] -1=0 
are toate rădăcinile :sale reale și că una din rădăcini. este 
egală cu aria triunghiului. 

8. Să se calculeze laturile unui triunghiu isoscel, cunos- 

când lungimea înălţimei coborită din punctul de întâlnire al 

laturilor ncegale: şi raza cercului circumscris. Să se rezolve 

complet în cazul când avem 0 singură soluţie reală distinetă. 

” (FE. Ş. B. 903). 

9. Ce. relaţie trebue să existe între pg, r pentru ca 

ecuaţia: | 
Aa: “ aS-kpa-tgqetr=0 

să se poată pune sub forma: 

ÎN (22 + ma-tu—at= | 

în acest caz să se rezolve ecuaţia. Să se solie la ecuaţia: 

BF 2a2224+1=0. 
(F. $. B. 909). 

„10. Dacă ecuaţia f (7)=0, ale cărei rădăcini sunt zu Zoe 
A 
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Zn, are 0 rădăcină comună zu, cu ecuația f"(2)==0, care nu 

anulează pe f'(2), să se arate că avem: 

„a _1 
p=0 Pia 

să se deducă a apoi că f(2) fiind de gradul al treilea, rădăcinile 
ecuaţiei sunt în progresie aritmetică, 

11. Dacă zi, Zac, Zn sunt rădăcinile ecuaţiei fla)=0 şi 

29, D'ssee din ale ecuaţiei f'(2)==0, avem: 

3 1 1 + 1 
= 

20 i n 9 0 DL 

12. Fie f(z)=0, ecuaţia care dă valorile lui: 

  =0; 

  

959 pi 2 | 

când cunoaştem pe cos&=a; să se arate că vom avea: 

f'(a)= £ (2m4+1) P(a) P(—2), 

P(2) fiind un polinom cu coeficienţi întregi, iar f' (2) deri- 
vata lui f(2). 

193. Să se rezolve sistemul de ecuaţii: 

ti 

PI a +. EI —1= 0, 

Ei Ta | 

aaa + SI —1=0, 

Fun — 

Pa ta 10. 
14. Dacă ecuaţia a*-t+pzr-+-g=0, are o singură rădăcină 

reală a, modulul rădăcinilor imaginare va fi mai mare sau 

mai mie decât valoarea absolută a lui a, după cum p2>0 sau 

p<O. | 

15. zu, o, Zs fiind rădăcinile ecuaţiei: 

ao z-t3au at 3az-tas=0, (1) 

dacă punem: 

do iaca au (aa z0-FazsrsF- zu) Pas (rio a)-Fas =0, 
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valoarea .lui 2; va fi nedeterminată când 4. şi za vor verifica 
o ecuaţie de gradul al doilea, ale cărei rădăcini sunt imaginare 
când ecuaţia (1) are toate rădăcinile reale şi reale când ecuația 
(1) are o singură rădăcină reală, 

16. Să se găsească condiţiunea pentru ca un polinom întreg, 
în raport cu sinz şi (ga, F(sinz, (ga), să fie identic nul. 

17. Să se arate că identitatea: 

ao-t-as cosz-tas cos 2-t-as cos 3... -b an cosnz=0, 
atrage după sine: ao =a=a2=...=a1=0. 

18. Dacă rădăcinile unei ecuaţii de gradul al treilea sunt 
p*, q? și 2pq, rădăcinile derivatei sunt raţionale. 

19. Dacă cele trei rădăcini ale ecuaţiei z'—3gz-+r=0, 
sunt reale, fiecare din ele este mai mică decât 24, iar dacă o 
singură rădăcină este reală, ea este mai mare ca 2Vq. 

20. Rădăcinile ecuaţiei z*-F pir? pat ps=0, împreună - 
cu —o0 și -+- eo, limitează două sau patru intervale reale. 
Fără a rezolva ecuaţia, să se- găsească condiţiile ca un număr 
dat a să fie cuprins întrunul din aceste intervale. 

21. & fiind o rădăcină simplă a ecuaţiei: 

flo) —z=0, 

si se arate că dacă & este o rădăcină multiplă a ecuaţiei: 

Pa fif(z)l—z=0, 

atunci ea va fi cel puţin rădăcină triplă. 
22. Un polinom f(2) de pradul n verifică identitatea: 

nf(z)=(z—a)f' (2450); . 
q) să se găsească coeficienţii lui f(2) ordonat după pute- 

rile lui z—a; 
b) să se găsească condiţiile de realitate. ale rădăcinilor 

ecuaţiei f(2)=0; - i | 
"c) bo fiind valoarea absolută a lui 9, rădăcinile ecuaţiei 
f(z)==0 sunt cuprinse între: : „ă 

a— jud, și aț RUA Da 

23. Fie (2—a—b, î)(z—a2—baî)...(2— an ba D=Un Vai, 
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în carâ” ai aojis-, 0 Di, baie: br, sunt: numere reăle din 

care Dry Bzy.i:s bn sunt toate de-acelaş semn ;: să se arate că 

ecuaţiile Un==0 şi V„==0, au toate rădăcinile lor reale și 
că rădăcinile ecuaţiei Vn=0, sunt cuprinse între acele ale 

ccuaţiei U,=0; 
94; Si se arate că forma cena mai:generală a unui polinom 

întreg de gradul 7, F(2), verificând identitățile: 

Fl ZPu—a), ap(2)>r(o), 
este: : PE d Ma 

Pl) (0 apr at [Ao(z? —ţ- 1)" 4+- 

Aa pir: 
Ps (FI —z) 42 An(a2 1), 

D, q, n fiind numere întregi pozitive, iar Ao, Aa,;e.y An Cons- 

tante oarecare. -. : 

25. Să se determine ! un polinom întreg fa), așa .fel încât 

să avem f(2)=/fl(az), a fiind o constantă. 

26. Fie ex, ca, es trei numere diferite de zero,, dar de o 

natură oarecare: să se arate că dacă produsul a două oricare 

din aceste numere, egale sau diferite, este comutativ şi se 

exprimă liniar şi omogen cu ajutorul lui ei, ca, es, atunci aceste 

numere sunt reale sau complexe. 

27. zi, Zapoo:y Zn fiind rădăcinile unei ecuaţii algebrice, iar 

F o funcţiune simetrică raţională și întreagă de diferenţele 

rădăcinilor luate două câte două, dacă punem: '* 

F(azi— as, rise Zi > fps Po: Pr) 

funcțiunea: f; verifică ecuaţiile; . 

n fatin—pifatin—2)paf ptr. praf pm=0, 

n( = fFpak(n—D (n dpi fat... =0 

„28. bu ba syseeba, fiind niște,.numere pozitive, să se arate 

că dacă ecuaţia: | | | 

aotuztaz +... “Pan a"=0 

are toate rădăcinile rcale şi ecuaţia: 

a: A Sk +) e. (br adi 
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va avea toate rădăcinile reale. Să se determine valorile nega 
tive ale numerelor bi, b2,...bx, pentru care teorema subsistă. 

29. ie ecuaţiunile: 

ao-PFa z-kas-t...-kan z"==0 

bstb, z-+ ba pe Fbaa"= 

„cu toate rădăcinile reale, ale celei de a doua fiind toate nega- 
tive. Să se arate că ecuaţia: | 

Qobo-țril!a bit 2! asbaz? ţi... laba =0 

are toate rădăcinile reale, 7; fiind cel mai mare dintre nume- 
rele 7 și n, 

(Schur). 
30. Să se arate în aceleaș condițiuni ca la problema pre= 

cedentă că ecuaţia: 

aobe-F a biz azbs? 4... Fr aut =0, 

are toate rădăcinile reale. Să se deducă despre ecuaţia lui 
Jermite 

p — p 

1 (2) e e, ! 1) ! ii 0 

că are toate rădăcinile reale. 
o (Malo). 

31. Fie za cea mai mare rădăcină a unei ecuaţii cu toate 
rădăcinile reale, fie apoi 2n-—4, n-—2 rădăcinile cele mai mari 

ale primelor două ecuaţiuni derivate. Să se arate că avem: 

|n — n-a | SS] ni — a-l 

(Sehur). 

32. Să se arate că ecuația: 

1-4 a2€ bas -k...-F an =0 

are o rădăcină în modul mai mică decât: 

9n-2, 

33. Rădăcinile unei ecuaţiuni algebrice sunt reprezentate 
prin puncte în plan. Se unesc între ele prin linii atâtea puncte 
rădăcini încât cele rămase să fie toate în interiorul poligonului 
astfel format. Să se arate că punctele rădăcini ale ecuaţiunei 
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deiivate sunt și ele toate în interiorul poligonului astfel format. 

(Generalizarea teoremei lui Rolle)... . | 

(Lucas). 

34. O ecuaţie algebrică cu 7; termeni are cel puţin o rădă- 

cină în valoare absolută cel mult egală cu 7. 

35. Să se calculeze sumă următoare : 

s= nn — auz pna. 3 

ŞI 4! n! 
| 

n fiind un număr întreg și pozitiv mai mare decât 2. 

36. Să se determine 2 dat de relaţia de recurenţă 

(n—2)un= nun —a), pentru 2=1,2, 3,.., 7 

unde a este o constantă și presupunând 220>=0. 

37, Să se dovedească inegalitatea: 

nt aa ms azot. ip ar > mame p 

mms Pe Fnp Put pi 

în care avem: ÎN 

S= ma F ma Fr mp | 

numerele Gr, Qayecsclpy PMliy Paeess Mp fiind pozitive. Să se arate 

că avem egalitate numai pentru qi =as =... ap. 

38. Să se calculeze suma secrici: 
7 shi a y > Sp, i (2) = K+ RT Rt a. LR RI? Fe, 

RR”, reprezentând numărul combinărilor cu repetiție a p obiecte 

luate câte 7. Pentru ce valori ale lui a această sumă exislă? 

Numărul Ko este dat de formula: 

Rr _pip+...(ptr—1) 
Sp . 

39. Dacă z,y, 2 sunt rădăcinile ecuaţiunii 

z5—xt—zxz—1=0 

și punem: 

X=atoztă, Y=p2u3, Z p=a2F0a43 
avem relaţiunile 

1,1 1 | z 2 = tat = rr D=0 
L x Z i N Z 

Io Pup 
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40. Fie p=2g+1 un număr prim, fără soţ. Să se arate 
că acele 2q rădăcini ale ecuaţiei (1) zP-1-+-aP2+.. hat1=0, 
pot fi reprezentate prin formulele: 

„Pl +Q(vd . Pl) F-Q(w . 
= DINTAI Ş = P (792 FQi:) =], 2, 9 

P, (i): +Q.(y;) Sa P, (9) Qui) ? Se 4 

în care y; reprezintă rădăcinile ecuaţiunii ce se deduce din (1) 
1 , . ” . _«. . . . punând ay: a și 4 rădăcinile unei ccuaţiuni de 

forma a2-Fa Fa==0, a fiind un număr întreg; P(y;), Q(y)), 
P.(v), Qu(y:) polinoame întregi în raport cu i. 

41. Se consideră ecuaţia: f(2)=az*-+-pz-t+q=0, coeficienţii 

p şi q putând fi numere complexe. Rădăcinile ecuației f(2)= 
se reprezintă prin punctele A şi BD în raport cu un sistem 

de axe rectangulare Oz, Oy. Se dă apoi un număr 7, repre- 

zentat prin punctul L și fie M, N punctele corespunzătoare 

numerelor p?—1g, f(2). Să se arate că dacă punctele A,B, L 

sunt colineare, atunci și punctele M, N și origina O sunt 
colineare. 

Să se deducă un criteriu pentru a recunoaște dacă punctul 

L este pe dreapta AB, de aceiaşi parte a punctelor A și 

sau între ele. 

Caz particular, când coeficienţii p şi q sunt reali, rădăcinile 
ecuaţiei f(2)=0, fiind: deasemenea reale. 

42. Fie az2+ba-te=0 (1) o ecuaţie cu coeficienţi reali 

sau complexi; 4 și 2“ două numere reale sau complexe 

legate prin relaţia az'2"Fb(2'-a)tke=0 (2); M și M” 

două puncte din plan, corespunzătoare (după modul de repre- 

zentare obișnuit) numerelor + și 2. Să se arate că rădăci- 
nile ecuaţiei (1) nu pot fi niciodată de aceeaşi parte a 

dreptei M'M”. 
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RASPUNSURI. INDICAȚII. 

I. 1. 513120, 2..A2,=420. 3, C3=090, 4.191= 
479001600; A 4 =121: G1== 665280; Oa (61)2== 924, 
5, Se va presupune o persoană fixă şi se vor permuta cele- 
lalte, rezultatul Pn-. 6, Toate aranjările' celor n litere luate 
câte 2, în număr de An, se „pot despărţi în două grupe, 
acelea care nu conţin litera considerată, și al căror număr 
este de A”; şi acelea care conţin acea literă şi al căror 
număr este diferenţa între numărul total” și Ano; rezultatul - 
este Ap —An „mA; toate. aranjamentele care încep cu 
O literă determinată conţin m—1 litere din cele n—1 ră- 
mase, așezate în toate modurile posibile, deci AN. 7, Cu 
două cifre destinate putem forma atâtea numere câte aranjări 
se pot face cu 10 obiecte luate câte 2, din. care se va scădea 
numărul acelora care încep cu 0, deci A2— Al=81; de câte 
3 cifre AB— A3=648; de câte 4 cifre Ad — A3= 4536;.,. 
de 10 ciire A10—A9=—91X9; 8. Se va observa că dită se 
suprimă âcele litere, rămân aranjările de n—2, n— 3,....obiecte 
luate câte m—2, m—8,... dacă ordinea este dată; în cazul 
când: ordinea în car& se sucecd literele dela: inceput este ar- 
bitrară, numerele căutate sunt P2 AŞ, PsAn-3...-Pp Ani 
9. Cifra 1 arată zecile de mii în. Pe=04. numere. ; La . fel 
celelalte cifre, Deci.suma zecilor de .mii ale numerplor for- 
mate este 24 (1-+-2-+93-F4-+5)X10t= 360X 104 Analog se 
găsește suma miilor: 360X 103 cete. Suma tuturor numerelor 
formate este 860 X 11111== 3999960. . 10, ct+ = 10;



(,1—18), ALGEBRA 

n— n 
pentru cazul general CL 3. Ca 2 sau C?, după cum 

m este împar sau par. ll. Cî. 12. La un punct de inter- 

secţie a două diagonale corespunde patrulaterul format de 

capetele diagonalelor. Deci avem atâtea punete câte patru- 

latere se pot forma cu vârfurile poligonului convex, adică 

C4. 13. Se va observa că numărul total al dreptelor ce trec 

“prin aceste puncte este C2. Se va face abstracţie de 2 punete 

şi se va căuta numărul punctelor de intersecţie al dreptelor 

ce tree -prin celelalte n—2 puncte, cu dreapta ce trece prin 

cele două puncte, găsim C2 „2 puncte, iar pentru toate drep- 

tele C2 X C2_, şi 'cum fiecare punct a: fost numărat de două 

ori pentrucă se piiseşte în cele două numărări corespunză- 

toare celor două drepte care-l determină, rezultatul, este 

3. C2X02_2. 14. Procedeu analog ca mai sus;.un cere tre- 

câna prin A, B,C întâlneşte cele: C3_, cercuri ce nu trec prin! 

AB, C în 2C3_3 punete, iar cele 3 C2_ cercuri ce trec prin 

câte unul din „punetele A,B,0 în ca 73 puncte; numărul 

total al "punctelor de intersecţie este = = (203 Fr C2_3). 

15.: Se va observa că în toate ocrnutările ce se găsesc în 

condiţiunile enunţului, putem schimba între ele cifrele echi 

distante, precum și. grupurile de două: cifre echidistante; re- 

zultatul este BX C2-+-C3=31X8= =—48. In cazul 

general, rezultatul este n! (14 CL OA. PO)! X 2. 

16. Se va: asocia la fiecare permutare aceia în- care literele 

sunt scrise în ordine inversă, în aceste 2 permutări avem C2 

inversiuni;: deoarece acolo unde este o permanenţă în -prima, 

este o inversiune în a doua; numărul“ total al: inversiunilor 

este = Pa C2. 17. Ptimele p litere având. o ordine deter- 

minată,: numărul! grupurilor. distincte, este C7, iar numărul total, 

âl "Dermutărilor 2 Pap = Pa: Po. "18. Insemnăm cu -z numărul 
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permutărilor distincte. Să ne fixăm una din ele. Acelea care 

“se deduc din ea prin toate permutările între termeni nu sunt 

evident distincte, deasemenea acelea care se deduc prin păr- 
mutări între factorii aceluiaș termen. Numărul - permutărilor, 
astfel deduse din acea fixată, împreună cu ea este 

nIXUFo+c2 at Cn) =n!X2", Din cele z permutări 

distincte se obțin n!2"z expresiuni, ele reprezintă toate per- 

mutările făcute cu cele 22 litere, adică n!9z=(2n)!, de 

unde =) 19. Insemnăm cu z numărul permutăirilor 

distincte. Să ne fixăm una din ele” pe care o presupunem 
distinctă. Din aceasta se deduce 2 expresiuni prin permutarea 
factorilor în termenul al doilea, din fiecare din acestea se 
deduc 3! expresiuni prin permutarea factorilor în termenul 
al treilea, din fiecare din acestea se deduc 4! expresiuni prin 
permutarea factorilor în termenul al 4-lea. In total se obţin 
astfel, pornind dela o valoare distinctă 2!13!41..n! expre- 
siuni care cuprind între ele și valoarea presupusă distinctă. 
Pentru cele z valori distincte vom avea deci toate permută- 

m _ 

23! 
20. Ecuația problemei este A = 1243, n(u—D(n—2)(u—3) 

(2—4)(n—5)—19u(n—1D(un—9)(n—3)=0 sau n (22—1)(1—2) 
(2 — 3)(n2—9n4+8)=0. Pentru soluţiile problemei trebue 
n>6, deci n=8. 21. Ecuația problemei. este: 2(1—1)... 
(n—ptI)=mnla —1)...(n—p+3). Din egalitatea aceasta se 
vede că 7 trebue să fie întreg; n fiind mai mare decât p, 
ecuaţia - problemei devine: (2—ptk2(n—p+1)=m sau 

rile posibile, adică 2! 3! 4!...n!z==m!. Deci z= 

n2—(2p—3)n-+(p—1)(p—2)—m=0; ca problema să fie posibilă : 
trebue 1-+-4n=(24-+1 i m=B(RF1), k fiind un număr 
întreg arbitrar pozitiv; dacă această condiţie este împlinită avem 
Ma Spl=-1, na==p—l—2. A doua soluţie fiind mai mică decât p 
nu convine problemei. 22. După simplificare, ecuaţia problemei 
este m?—10m4+-9=0; singura soluţie care convine este 
n=9. (S. E.G.M. II. p. 62). 23. Relaţia ce trebue satisfă- 
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mim! 

i s!(m—s)! 
Observăm că această epalitate este satisfăcută pentru r=s 

sau r=m—s care dă m—r=s. Să arătăm că aceste produse 

de numere consecutive nu pot fi egale pentru alte relaţii între 

r şi s. Să presupunem că r=s-+-p, urmează (s+-p)! (m—s—p)!= 
s!(n2—s)!. Inlăturând factorii s! şi (m—s—p)! care nu pot 

fi nuli pentru 7 şi s mai mici decât m, găsim (s-+-1)(s4-2)... 

(s+p)=(m—s—p-t1)(m—s—p+2)...(m—s). Ambele pro- 
duse având p factori şi fiind produse de numere consecutive, 

nu pot fi egale decât dacă factorul cel mai mic al unui 

produs este egal cu cel mai mic dintre factorii celuilalt produs. 

Deci s-til=m—s—ptl sau s=m—r, contrar ipotezei. 
Relaţia fiind simetrică în raport cu 7 şi s ajungem la aceiași 

concluzie dacă presupunem s=r-tp. In cazul când r=0, 

CA fiind 1, urmează că s==0 sau m, 24. După numărul pre- 

cedent, neputând avea p—p'=p-tp, decât dacă p'=0, trebue 

(p—p)t(ptkp)=n sau n=2p. 25. Se deduce imediat 
din prima relaţie 2=2p-F-l1, iar din a doua, ţinând seamă 

de aceasta, p=2a, deci n==4a-ț1. 26. Folosim formula 

Cu= Pee Ti na! (S. E.G.M. II. p. 61). 27. Numărul căutat 
ni (m—n)! 

este numărul cormbihărilor cu repetiţie de 5 litere luate câte 

cută este ———— Ziar sau r!(m—r)!==s!(m—s)!. 

4 4 , 
4, lk5= 0s= 70; în cazul general numărul termenilor este 

m n . . pu 

lin = Omtn—t 28. Insemnând a, Za... Zn cele n litere și fă- 

. . _VYi Ya Un 
când polinomul omogen punând ai=% aa 32 aan 

x a % 

polinomul omogen având n-+-1 litere, are numărul termenilor 

“egal cu /;m. 29. In general dacă formăm permutări cu 2 

litere dintre care mu 'sunt egale cu au, 72 egale CU az etc, 

Şi . . na! 
numărul total al permutărilor distincte este 

. . muta! e.n! 

In cazul nostru, cuvântul București având 2 litere a, numărul 

permutărilor distincte este 2 = 181440; în cazul cuvântului Zi 
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RĂSPUNSURI ȘI INDICAȚII (1, 30—34), 

7! . ZT3I = 490. 30. Toate permutările celor 10 litere 

  

papagal, 

le putem obține în felul următor: Luând fiecare permutare a 
consunelor așezăm vocalele pentru ea în toate modurile po- 
sibile fie începând cu o consună, fie începând cu o vocală. 
Deducem astfel dintr'o permutare a consunelor 5!1X2 per- 
mutări. Cum avem 5! permutări printre consune, numărul total 
al permutărilor celor 10 litere în condiţiunile cerute este 
(51)X2. 31. Pentru cuvintele ce trebuese formate luăm 3 
consune din cele 19. In total putem lua Că. Deasemenea tre- 
buind să punem în intervale câte 2 vocale, vom lua CE grupe 
de 2 vocale. La o combinaţie de 3 consune putând -pune 
fiecare din cele C2 grupe de 2 vocale, formăm CX CE cu- 
vinte (din cauza condiţiei impuse, cuvintele nu pot nici în- 
cepe, nici sfârşi cu o vocală). Permutând între ele cele 3 con= 
sune ale unui cuvânt în toate modurile posibile, vom deduce 
Ci X 02 P3 cuvinte. Iar în fiecare din acestea, permutând 
cele 2 vocale în toate modurile posibile, vom avea, în condi- 
țiunile cerute Ci5XC3XPaXPz cuvine. 32... AS AS: Ad, 

1 | 1. 33, Ga! 34, Dacă se aruncă un zar, probabilitatea de a avea 

1 a. 5 1 este Ş' probabilitatea de a na avea 1 este =: Se aruncă 
6 

două zaruri. Probabilitatea de a avea 1 la primul zar şi de a 
nu avea Î la al doilea zar este o probabilitate compusă, deci: 

XD Probabilitatea de a avea 1 la al doilea zar. şi 

5 a nu avea 1 la primul zar este deasemenea 36: iar probabi- 

, , 1y,1l 1 litatea de a avea 1 la ambele zaruri este G X 6 35 Dacă 

aruncăm ambele zaruri, apariţia cel puţin a unui 1 este un 
eveniment care se poate realiza în trei moduri care se eselud: 
(4, nu 1), (nu 1, 1), (1, 1); probabilitatea evenimentului este 

1_11 
36 36" Deci 

. iai a Bu5 deci suma probabilităților parțiale: 3e-tsot- 
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(35). ALGEBRA 

probabilitatea pentru ca la prima aruncare de 2 2 zaruri să 
“N 

“11 
avem cel puţin un 1 este ÎL 36: probabilitatea de: a nu avea un 

'25 aa 
1 este 22 probapiitița pentruca la a doua aruncare de 2 

36 
11 

zaruri să 'avem cel puţin un 1 este de asemenea 2: pentrucă 

| această aruncare .nu este de loc influențată de prima; iar pro- 
25 

babilitatea de a nu avea 1 este ET Să ne ocupăm” de eve- 

nimentul cerut de problemii: Se face două aruncări cu câte 

două zaruri şi voim să apară cel puţin odată 1. Acest eve- 

niment se poate realiza în trei moduri: a) Să apară lu prima 

aruncare cel puţin un 1 și la a doua să nu apară 1, proba- 

2 
bilitatea este “6x36: b) Să nu apară la prima aruncare |], 

dar să apară 'la a doua, probabilitatea este 25 a xa5: c) Să 

apară la ambele aruncări cel puţin un î, probabilitate: | II xi 
36 '36 

Probabilitatea evenimentu ui problemei este suma acestor 

pas 11 x 11 X61 671 
probabilităţi : 2 X = 36 Be 3 x = 07 1290 

Soluţia II. Să i o obbilitateae oronimcntului contrar, 

adică în două aruncări cu câte două zaruri să nu avem de 

loc 1. Probabilitatea pentru a nu avea 1 R aruncarea unui 

5 - , 25 
zar este $ la o aruncare a două zaruri este — Xa la 

25 .„95__ 60925 . 
două aruncări succesive de 2 zaruri, este 30360 1z00' Deci 

625 _ 671 

| 1296 1296 

35. Trebue să existe condițiile m>n>g, m>p>aq. Care : 

este probabilitatea ca un elev să răspundă numai q din cele 

probabilitatea evenimentului problemei este 1 — 

p chestiuni puse de profesor? Profesorul pune C, grupe de 

chestiuni, iar elevul răspunde la Cf, dar favorabile 'lui sunt 
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RĂSPUNSURI, ȘI INDICAȚII (0, 1—11), 

și cele p—q la care nu este obligat să răspundă, din' cele 

i — chestiuni neinvăţate, care dau C1-, grupe. “Toate: ca- 

zurile favorabile sunt „deci CI X Om Deci probabilitatea ca 

CA AX Cuza, 

n 

Analog se 'caleulează probabilitatea ca elevul să răspundă la 
cati CZ A 
Cn XCm=n Dar pro- 

un. elev să răspundă numai la q chestiuni este 

qi chestiuni 0 <i<p—9 și găsim = 
m 

babilitatea de a răspunde ia cel puţin g chestiuni este proba- 

"E osti Lorzszi. 
bilitatea totală a. celor. precedente, deci _i=0 

C 
Aceasta pentru un elev. Probabilitatea ca elevul să nu răs- 

i Sau CX —1—i 
m—n 

î=0 
pundă, este contrară, deci 1—-—   » multiplicând 

GC, 

cu N, obţinem numărul probabil de corijenţi. . 

(ar. a--9az+-36n?'4-84a5z%+-126atz5-+1926aîzt-ț. 

B1a--36a7a?+-9az-a?, 2. zii —11aa04+-55a2a0-— 
—1651525-1-330 a4 271-462 a 9-4-462 a02:5—3930a7a4-1-165 a55— 

—550P2llarr—a". 3, (1+3)5=[(1-+1)2]t=(92)0=216. 4. Pro- 

cedeu analog cu precedentul: —64(1—3). 5. 3125—12500 2 
-+20.000 2?—16000 5 6-400 2—1024 5. 6. 1094 a5—5120a4 

Ja V d +11520a+V 0215360320 -+-13440 a: bu —8064a:5 
N 3fa 27* Vi „5 2__ sv Va Vi2 -+-3360 a20:—960a 4: Va Vu-+180a5:V5:—205:Va-t- 
No. 7. 2(320%—48a+418a%—1). 8. —CÂ, 9. 0Haitp Vai, 

cae pl 
10. Forma termenului general al desvoltării este: Cati "a 

deci 2n—2phI=2rti sau | p=n—r.. Răspunsul este 

Conti 11. Observând că: At =(n—m) An (1) și că avem 

încă relaţiunea: (n-k-p—m) An” Ap=(n— mr) An” Ap+F 
(p-- r) AT : A= m ri: AF A” AH= 4 mir Ar 
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(1, 12—13), ALGEBRA , 

An A (2), vom presupune relaţiunea adevărată pentru 7 

și vom arăta că în această ipoteză ca este adevărată pentru 

cazul când m se înlocuește cu (m4-1). Avem: An p =n-tp—m) 

m „Sta-tp— m) [AR OL Anat, Am? Apt 
C, An AFC A m-s- 1 Ar, „+ ml AL Amt 

Cu Ap]. Scriind pentru toţi termenii acestei desvoltări relaţia 

(2), înmulţind cu coeficienţii respectivi și ţinând seamă de 

relația (1), avem pentru trei termeni consecutivi oarecare: 

Coi(n-rp-m) Amos Asi Cap Am=et2 Ar A Co An A,, 

Cc, (n-+-p— 2) Am A = = Ce Amti—e A + G, An As, 
m 

Ost1 (n-r-p=m) Anei Asti 07 Am ASF Osttan mortare 
3 

şi observând că prima parte a unui termen și cu a doua a 

celui precedent se însumează şi că Or PCI 0raa pentru 

diferitele valori ale lui 7 avem: Ami =(An ApetD, 

Cum relaţia pentru m=2 se verifică imediat, (249) 

(nt p—1)=(nkp?—(n-kp), urmează că ea este ade- 

vărată pentru m==3 ete. 12. 'Trebue să avem 8,3" 0m5< 

C9, 31-99 CIOgm-—10 m10 .*. m2—8m—27>0 şi n2—9m— 

300, deci m=18. 13. Patru' coeficienţi binomiali pot 
forma o proporţie în trei moduri diferite (căci unul poate fi 
luat cu fiecare din ceilalţi trei) şi anume: a) Ci CeP= 

Cp Ceti, care dă n=—1 imposibil; d) Cp Cena, 

_ n —l . 
, Tr deci 

- 1 ă 

p=3(n—1) posibilă pentru 2 impar; c) C0100= Crt Crt? 

care dă: (n—pklln —pP—1]=(p+k1i?p(p4+2) sau: 

               care dă; n2—92pn—2p—1= 

(n— plin —p—1]=(p+1kPl(p4+1—1]; punând deci 
n—p=u, ptl=o, avem 02 (u2—1)=02(52—1) sau încă 

ut — vit —(u2—v2)=—=0, de unde deducem succesiv: (22—22) 

(12 02—1)=0 no 0, u-y=0 , ie —1=0 sau 

n—p—p—1=0.. p=a (2—1); n— —p-tp-H1=0 tal 
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RĂSPUNSURI ȘI INDICAȚII (1, 14 —18). 

imposibil. (n—pl+(p-k1)?—1=0 .. 2p2—2(n—1)p-kn2-+1=0 

care dă: p= - (n —1)£ ZI (n —1P—22 —2 sau încă 

1 m 
p= Zn) 2 V—n2—2n—1, deci: p=3 (anti 1, 

deci imposibil. Pentru progresiune aritmetică trebue să avem 

202 = CPA Crt, p= ZinzV u-$2); dacă n este cu soţ 

trebue să fie de forma 2(2/;2—1).'. p=9 lt +h—1; înv dacă 

n este fără soţ trebue n=4k(:—1)—1 și p=2l2—3k. 
14, Se vor egala coeficienţii lui a" din desvoltarea ambilor 
membri ai identităţii (c-ta) (z+-a)'=(z4-a)"; se găseşte 

12-+-(01)2-f- (02)... (Oman, 15. Se vor egala coefi- 

cienţii acelorași puteri ale lui z din desvoltarea identităţii 

(z-Fa)(z-ka)=(a4-a)ntn. 16. Scriind identitatea sub forma: 

2 Ci (z-ta)-idi= 2 Ca (z-+b)-kak se observă că este de 

ajunstsă aplicăm desvoltarea binomului lui 2Vezcton puterei 

(za), odată în raport cu (z+-a) și a doua oară în 

raport cu (z-+-b) pentru a avea identitatea de mai sus. 

- , , Aa aa Î pa azi 
17. Se va avea -în vedere identitatea = 0,0 = DlC,)— 

, d a niia 
—X(G;)], apoi că 2 02 și > (Cp= A (14), rezultatul 

op—1__ 2p), 
este 2*P-1— 2(p 

n şi să arătăm că ca există în acest caz peutru 4-1. Ob- 

servăm în primul rând că: (ad, roi =(a-kb-kur). (ad, Th. 

Să înmulțim doi termeni consecutivi ai desvoltării lui (a-Fb,r)u 

18. Presupunem relaţia adevărată pentru 

„cu (a-+b-+unr); avem în primul rând: (a+b-kur) 

Ce(a, To (b, 7 = [a + (n—p)l Cu(a, 7n—p (0, rt(b+p r) CP 

(a, 7n-p (6, rp= Ce (a, rapi (5, rhpt- CP. (6, rh=p (6, reni şi 

asemenea: (a-t+ b-+ nr) CPt(a,r)n=p-1 (5, r)pri = CP"! (a, rap 

(b,r)p-pa + CPT (a, rhh—p-1(b, rhp+a. Se vede că primul termen 

din a doua egalitate se însumează cu al doilea din precedenta 
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pp De mea Ye 

(U, '19 —28), - ALGEBRA 

și cum CFC = Cr, avem termenul general al desvol- 

tării (ab, rupt sub forma: Cc? Tia, 7)i=p (b, 7). - Cum pentru 

n=2 relaţiunea este evidentă: (a-ti) (at-o+r=alatkrt 

A2ab-+b(b+kr) urmează că ea este stabilită: din aproape 

în aproape. 19. 2a2—ak1. 20, 25—10a2+31z — 30. 

21. Haka za, 22. (r—a). -23. Desvoltând, ex- 

presiunea se poate pune sub forma: (02--00P (2-a), :, deci: 

ere) 24. 0—let—d?. 25. Punând „aa 
da 

3 

avem: 2 e +1, deci £? ast 

= AR = U 1, — == . 3 | 3]: jTaza 26 Sa t, expresiunea dată 

devine 9(62—9)—94 484=(34—4P a(2+-9) —4. 27, Pu- 

nând a—ys=ă, P-azB, a2—ay=C, avem: AS-+R3-+-C%— 
—3 ABC (A FB C)(A2-+ B2+ 02 — AB — A0— BC) 
(Partea I, III. 23); deci: ( 2 ppt a2— pp — za —y2)X 

S [(a2—y—(qp2—z) (02—ccyj)]; dar (ap — (apara) (6229) 
ata 35)—8 22 ps (pay Ela yt-a)X 
(22-Pa?4-a2—ay—z2—y4). Așa dar expresiunea dată devine: 

(22-rp-ra2—ay ay). Îl ta 2-a ay zip 
(reg a)(ae-baP-bi?— ay —rz— ya şi ca urmare, rădăcina 

patrată este: (z-thy-ta) (hp —zy— pa —y2)= 
= a5yp-ta?—3ayz. 28, Scriind expresiunea sub forma: 

PI Sat cf (acela — pei cita —c) 

IS ela —P-+ Beeteta— 00 —c) (ad) și: 
observând că ab —c)=0 şi că Sa 2(b—ck (a—c) 

= (v—c) (a—b) , rezultă că: PE Xa? (V—c) (a—c). 

Insă: (b—c):(a—ck =lab—ela+d) + eh=ab-ettat-ik 

Pet —Babela ki) 2abc2—2c% (â-ț-0)i* BE Xabi ee 

5 (a-ţ-ik-ha22 c2 Xc2—9abe a?d P(a4-b)H-2a2b2c23ab—2a2b?c? 
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RĂSPUNSURI ȘI INDICAȚII (11, 29—35), 

e(a4-b) Le D202 (q2-+-9 Sab)-t a2 02 62 (3024 Xc2) 
— 2abc Xa? (a+V)4+-2 aie Bad —2 bc Xe (a-ti) 
Sia us Le ak gap Xa? (24 b)+ 

„22022 ab — 402022 Sa = (Saba? 222 (XA a)—2abe 

S [a202(a4-5)-ka212c] Ea ri n bc2(da)— d2abe Sa2b? 
(a be) (Sa) + a? (2 (Sa) —2abe (5). (3 a292)= 
[Sa252—abe. Jah, deci rădăcina patrată este: Xa202—abe. Sa. 

In al doilea fel observând că expresiunea FEXa2/2(B-ck(a-ck 

este de gradul al 8-lea, ea poate fi-patratul unei expresii de 

" pradul al 4-lea ce trebue determinată, fiindcă E este sime- 

trică în raport cu a,b, ec plecăm dela identitatea presupusă 

existentă: Xa202(p— cl (a — ca Xa + Bay Xa? 
+ âSabe*. Făcând pe c=0, păsim: 2=6=0, =: 

apoi făcând: a=V=e Răsim î= —1 repgăsind astfel expre- 

siunea de mai sus. 29, a?at-haz-tim-țeaţtre= 

(a22-+-Bzţec). Identificăm: 2af6= =a, B2-F-dasc=), 2Bec=e 
1 

Ba şi înlocuind valoarea lui p în ultimele două relaţii, 

avem 4b—8acc=l şi ee=e, deci e=-+1 de unde, condiţia 

de posibilitate este 4W—8ac=1. 30. z+-4az'+62? --4bz 

+ = (a2-k at), identificând : „d2a=4a, a4-28=6, 

2aB==40, Pb i. a=2a, (=3—2a3, iar ultimele două 

relaţii devin /a (3— 2a2)=40, (3—2a?P=3; ii _acest 

sistem, 3—2a02=0 și d2a+a—3=0, deci „= 

a=—2 sau 1. Valorile lui D se deduc. 31. A>0, C>0 

şi ținând. seamă de identitatea lui Lagrange, Br—AC<0. 

92, at-tha—1. 993. 2— 322. 94, 9z2—3ca-t4c2, 
35. Să găsim desvoltarea puterii (a-Faz-ţ-:..-tan)3. Obser- 
văm .dela început că trebue să avem .0 identitate de forma: 

(at as+-.. han = al +a Sata FP3aiajai (Deși 8 

fiind coeticienţii constanţi entu suma de 2 termeni, ce ră. 

mâne să-i determinăm. In- acest scop,-plecăm dela identitatea 

evidentă :. (BaihannP la zai care desvoltată după - 
(1,n) - 
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(II, 35), ALGEBRA 

formula: binomului, dă: e aiP-anrit- Sam a ai + Baii 

Xa ai + ai) F3aţ ămi-aa del sau e folosind 

pentru sumele de 2 termeni (Aa; și [Xa;]? desvoltarea (1) și 
(n) E. n+) 

făcând toate reducerile, avem: (4—3) (a iata) arta—9) 

(a ian) Bai (p—6) (a: —amia) iai ax 0, duzi presupu- 

nând cum e necesar A La “entitatea: (1) (e—3) 

(ar-t-anta) Dai-t-(a—3) Zai (5 6)Xaiar=0 care are loc 
8) .. &,n) 

deci oricare ar fi valorile atribuite lui ac, uz... ani. Să 

presupunem că alegem pe 3, Qs,...,an astfel ca Xa:a:=0, 
E,n) 

însă ao şi asemenca Xaizc0, având atunci [ăa;=2at, 
(2,5) (,n+1) (2,1) (2,n) 

identitatea (11) devine; (2 —3)Xa;. Xa: ==0, deci 4=3, 
E, Un+i 

care atrage după sine P=6. Aşa dar: (ai ai +3 
LU 

Y 
. 

ai a t6ă aiajar (1) în care X conţine n termeni; X 
(1,n) [Și „h 

conţine AR=n (n—1) termeni, iar X” conţine Ca termeni. 

36. Urmând metoda din cazul precedent şi folosind rezul- 

tatul obţinut, vom pune: (Za)= Xa; tadai ar+p> Xa ay 
2,n 1,n 

Xa? ajastă Xai ajaau (1) şi olecând dela identitatea cvi- 
l,n 1, 

dentă (af ai) (X ai;-t-an-ţ1)t, care desvoltată după formula 
2, n 1,n 

binomului după toate reducerile posibile, dă: (2-—4)[(a?-ras ani 

Fan+a) Zar, Sai ]+(6—6) (castan) Fai + (7—12) [(astar+a) 

x ai at 5 ai i) +-(8—24) XJ a;aja: =0, oricare ar fi valorile 
2n 2% „7 

lui aa, Qa,..-, An, Qui. Luând: Xaiaja=0; Data =0 şi 
2,n 

ai PFan+i=0, avem: (a—4)ă Dai [(%a:) R-ba:]=0 care dă, pre- 

supunând aiz0, imediat; "aq, Luând apoi pe a; astfel 

ca să avem: ai-Fanyi=0, Daia a:==0, Xaiaj as 0, avem ; 
2,1% 

3=294; apoi astfel ca a -Pana=0, Za?a+:340 avem: Y=12, 
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RĂSPUNSURI ȘI INDICAȚII (1, 37, 1, 1-5), 

și în fine pentru a -fan+13£40 avem: P=6. Așa dar avem: 

£ a) =, =aai iq aai a:+6 Xai a; +12 Daia; a-24 Daiajasat. 
1,n 

37, Proozăand ca în cazurile procodente găsim: Îi a?+-5 
Ss at de-t+- 10 Ssai a3 +20 Xa asast-30 Xa: as 3 as4+-60 
Xe a? az asau-+120 E, au az as aus. 

III. 1. Observând că 2!=(n—1)! n=(n—1)!(n—p-kp), 
a (n—1)! p(n—1)! P=A2_ 

(n—p)! (n—pFI)! (42 p) deci Ap A 
-+-p APZL. Făcând p succesiv D, D— 1,10, multiplicând re: 
Iaţiile acestea respectiv cu 1, — AA, — 45... şi însu- 

mându-le, obţinem relaţia căutată. Se poate incă descompune 
combinările de n litere luate câte 7 în acelea care conţin o 
literă determinată și care nu o conţin; în acelea care conţin 
două litere determinate a și D, în acelea care conţin numai 
pe a, în acelea care conţin numai pe și acelea care nu conţin 
nici pe a nici pe b; în genere se vor descompune combină- 
rile în acelea care conțin p litere determinate, în acelea care 
conţin p—l oarecare din aceste litere, acelea care conțin p—-2 
oarecare din literele considerate, etc.; se va număra câte com- 

deducem : 

! 
binări sunt în fiecare categorie. 2. Avem Co — 

pi(n—p)! 
făcând p=1,2,3...(1—1) şi înmulţind, obţinem relaţia cău- 
tată. 3. Relaţia C"=C On on se verifică imediat. Apli- 
când-o celor doi termeni din membrul II, obţinem a doua 
relaţie, apoi fiecărui termen din această primă relaţie, se 

obține a treia, ete. 4. Din relaţia CCC deducem 

- = C2,,— 271 .*. deci 0mi= CE 4 — OTEL. Insumând n—k 

dela k=0 până la 4=m în membrul II dispar toţi termenii 
afară de primul C",. 5. Observând că oricare ar fil, 
AA ANTE A"; primul membru al primei relaţii se serie sub 

k=m 

forma: Am X Cm „= ACN, iar primul membru al relaţiei 
1=0 
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(0, 6—19), ALGEBRA 

a doua devine A” EA „l: +1) CE = An [Om of 2 On 

3 On2-F.. -H (nt1) co. mil G;, On + CZ kt 9 - 

+ OC", ete., şi însumând, obţinem A” (CRC. +09) 

ul 

n (nl 

> (Cp Cs n, membrul I se serie > d! (221) CA Ca=nl Stop 

Zu C2, (G.M.XLII.p.611). 7. Se stablieşte mai întâi at Ca 

= An Cn, (G.M.XLI p.258). 6. Cu formulele CE= 

Oi, = 0-2 Ci, deducem St 1)i Ci, Ce-i = Cr & „a m m— m 

Ci=0, deoarece = a S (ca) i=0, 8. Se poate serie GĂC 

=6 Cta Enn-a (n-ț-2)(n4-3), 9. 4ă n3—n; însă 

Sate FIE, 3 Xn= = Bla-Ed), deci > = n(nkI) 0 

2n—1). 10. 39 429 dat — 9 ăn —3un(u-2) 
(9m2-+4n—1). 11. 65Xn5—-9.623n24+-93.6 ăn —15n 
=—3n2(18n2—13). 12. Desfacem pe (nt—1) în sumă de pro- 

duse de 4,3, 2, 1 factori consecutivi. Observând că el este 

divizibil cu (12—1) vom pune: nt—1=(2—1)(1—2)(n—3) 
(n—4)+a(n—1)(n—2)(n—3)-+8(1—1)(n1—2)-+r(n—1). 
Inlăturând factorul 2—1 şi făcând 2=2, găsim 7=15, apoi 

înlăturând factorul (22—2) şi făcând 2=3, găsim f=95, apoi 
a==10. Avem: nt—1=(n2—1) (2—2)(u—3)(n—4)-H-10(n—1) 

(n—2) (n —3)-95 (n—2) (n—3)+15 (n —1), deci: Stat —1)= 

24 3 Otoa-F10. 315 I Curt 25, 2> S 044-150 și folosind 

proprietăţile numerelor tinuti lui Pascal, avem: > Sin 41) 

= 94 C3-+-60C4-+50 C3-+15 Ci=zin (12—1)(6n34+21 a24+ 

+31n-+31). Din aceasta deducem: Spoatett 65-49 n? 

— 130 —



RĂSPUNSURI ȘI INDICAȚII (0, 13—17). 

-+-n—1). 13. Ca în exerciţiul precedent, punând u5—u2--1 
=(u—1(n—2)(n—3)(n—4)(n—5)-+ka (n—1) (n—2)(n—3) 
(2—4)+ 8 (n—1) (n—2) (2—3)+"%(2—1)(n—29)+3 (2—1)-+e 
și făcând n=1 găsim e=1; apoi simplificând cu n—1 și 
făcând n=2, păsim 3==98; simplificând cu 1—2 și făcând 
n=3, găsim Y=89; apoi P=65, 4=15; X(n5—n2+1)=5! 
C54-15.4! Cu4+65. 3! C4-+-89.2 0:-+-98 Cita, ete. | 
14. Se va serie nkon3nt...Fn.n—[1.2+23+... 

“nuj CEE 2 (034 cip... opt 
—20îu= Tnntu-F2) Se va scrie: 2 Ind (2n—1) 

=n(nt1)—32(n—1)(n—9)-F5(0—0-F 12 (0k-1)— 

45 Ci—5 I(n— Dn? (n -+-1)—4 Ge, 

= = (2 22-+F-3u-+k+1)= — n(nk1) On+1)= 52, 15. Ter- 

menul general fiind de forma: p:* In— (p—1P=pi—2(0 +1) 

p+(n+1*p?, avem: ap [n—(p—1)P=ă pr—2(0+1)%p p= 

(a FIR ip zi) (6 15-49 m2-tn—1)-2(0+i e
e) 

Hut pe OF DEI) nr-E1) [6 n2--9m2-ku—1 

—15a(nk1PF5 (n tIP(on4+1)]= au), 3-4 u2-+6 2-44) 
30. 

PI ni 1 2 €) 24 mt = (n+4+1)*—1]. Deasemenea p?[22—(2p—1)] =4 Îpt— 

—4(2u+-1)5p5+ On 4-1) Sp; se găsește nat) 

—H6n2-+-4n-+1). 16. Avem (p+2)n(2+1)(n4+2)..(n-kp) 
=n(n-k1)..(npk)—(n—1) n (72-+-1)...(n-Fp). Făcând în 
această identitate 2==1,9,...n şi însumând, termenii se reduce 

72 (7-+1)(22-+9)...(n pl), 
pțF2 

. . . + 17. Cele n? numere care urmează pe cele -dintâi 2, sunt: 

afară de penultimul și găsim rezultatul 
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(UL, 18 —27). ALGEBRA 

(n-P1)-F(ako) bn n5= ns-F 0 =2 pete. 

18. Impătritul sumei este 2 [(2-+-1)5-+n4+1] [(02—4- 1)5— n3) 

= (n?) (012) [15-a (02-19); 19. a2-+ab4-b? 

= Ted 2-0—D0-t2 (ti) (eo zalat- 

Lui Iati—De-+5) 20. Având Sena. 
n6— X(251—1). Observând că (2n—1)9=8 (n —1)(21—9)(n1—3) 

+ 36 (n—1) (n —2)+26(n—D+1.. X(9n —1)5= 8.3! 

C44-36.9 C24-26 Cin =2(2n2—1).'. n5—n0(2n2—1)= 
n2(m2—1). 21. Se va aduna pe coloane şi termenii din 

linia de rangul nl, având în vedere suma coeficienţilor 

binomului; se găseşte 2ntl—(p4-2). 22, z=2n(n-+1); 

exemple: 92-ț-42==52; 1023-112-+-192=—192-+-142; 2124-2922 
-F-992-+-942==952-+-273; ete. 23, Snma termenilor din fac- 

torul iti este In (2-+-1)(2-+2), iar valoarea produsului 

cliutat este zi 1 —— (n (n-4-1):(n+9). 24 Inlocuind pe Ss și 

S, prin valorile cunoscute, egalitatea propusă revine la 505, 

= (n t1)on41) (3n24+3n—1); S a fost însă calculat 

(12) și am găsit —a— 2 tut) (6 n5-+-9n2-F+-n— 1), de unde rezultă 

precedenta. 25. So + va stabili mai întâi că 5,25 (2ntp6n 

Font) Sa(0ut-kan—1), ceeace devine relaţia ce- 

rută, avându-se în vedere că Ss= Si. 26, Avem S2n= 

n(n-+1)(2n4+1) 1» 1 
G » iar X Sang Sat-2 Int 2 1 > în= i: 

n (nt-1) pm = int (nik (02). Sn= mHiE, 

X Ss, "=3 1 mi-a X na 13 me-FDinl-FDl-F23 sâni), 

27. Numărul numerelor intrebuințate până la linia de rang 2 
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RĂSPUNSURI ȘI INDICAȚII UI, 28-39), 

nn =E4) 
  este 12. +n= » cure este dealtfel 'ultimul număr al 

liniei precedente, deci numerele din linia de rang n sunt 32 
2, 

(n—1D)+1, î 2(2—1)+3,... Inn). Suma cuburilor lor 

este egală cu suma cuburilor celor dintai l 2 (n-+1) numere 

. , , a. C mai puţin suma cuburilor celor dintâi pn(n—1) numere; 

se păsește 2 [m-am 3-2) —(n5— 924 3n—9)]= 

Di matnt-t-1) (n24+3). 28. La bază avem Z n (n-k1) ghiulele, 

iar rândul de d'asupra în (2—1), ete.; numărul total este 

Z04-u 0 (n4+1)(2-$+9). 29. La bază avem în 

(n—1) puncte de contact, între sferele din aceleași rânduri 

, 1 , , i: , şi 2. gn(n—1) între sferele din rânduri deosebite; peste tot; 

an (n—1) puncte de contact; în planul următor, asupra 

3 , 
bazei, vom avea 3(n—1)(n—2) puncte de contact, ete.; sfe- 

rele din planul al doilea au cu sferele din planul întâi 3. 

Zn puncte de contact ete. Numărul total este S3 

Ga—6Ca pina —1) 30, Avem 5 (cp =35 1— 

1 SsLiSe _ ini) ş _ 2_ par —130 — 00 (6n5 +9 n—1—15m2—15n+ 

rio (n —1)n (0-1) (802 —2) și e RO= 

25 mt (6 +- 9r2-F 114) = 2 (8t-t-3n4) 
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CI, 31-32. W, 1-7). | ALGEBRA 

n (n-+1)(2n-+1) 31, 

  

g “Termenul de rang £ al sumei este 

a = a, Pai Drli — rikr(3a n) (ra) (r—2adi 
us 2 —— 2 

deoarece a;=at-(i—1)r. Dând lui i valorile întregi dela 1 

la n, însumând și notând Sp =1F5-f-2E-, ni, 2S==72 str 

(3a.—2r) Sk (r—2a1) (7 —a,) S. (G. M, SLI. pag. 449). 

32. Impărţim de o parte și de alta cu a”, m=s (2 + 1)(n-+2), 

  

n „n — 2— n _— 

avem a! > Ve 7 :) (* 1) --| ai ), deoarece 
a.a2 a.02...a" 
  

a ta La tra radicalul 
este media geometrică a cantităților din paranteză şi deoarece 
media aritmetică a 2 cantităţi pozitive este mai mare decât 

media lor geometrică (Partea I-a IX. 18), dacă membrul întâi 

va fi mai mare decât ceiace obținem înlocuind media geo- 
metrică prin media aritmetică, a forţiori inegalitatea va fi 

na—1 1 fa—1 | + adevărată ; deci trebue probat că a >an.— 7 

a"—] 1 
Ip PR | aaE ceia ce este adevărat ! 

a 

  

  

n 

a. - a.a?.. 

mea 

pentrucă a fiind mai mare decât 1, a E >>1, iar 1— a <I. 
, 5 

a 
(G. M. XII. 

e (aa-tăa)ztiB-kaf a. IV. 1. aaa-bat-td. 2, (a (daFua)z VB Fa 3. 

Az-+BaţO 
Aa7-FBFazI-OP în care A aat-fboat-l-at:, Caf--uBfi-e$, 
B=2a08+-5a' Bros +2ca'B'; ABC se deduc din A,B,C 
înlocuind pe a,b,e prin q,b,c. 4. 1-F9z-t+45a2-t-19025-4+- 
210z44-2525-+-210x%4-19027-+-455-+-10x0- to, 5, —logz. 

1 
6. log 1cka, log a (EFOED) 7. Ridicând la patrat relația 
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RĂSPUNSURI ȘI INDICAȚII (IV, 8—16), 

dată avem: făa)=1-+sin2z, iar f(22)= sin 2a-ţ- cos 2, 
f(— a) Scosz— sin, 8. a2-ka2-oha-ory-Fl2- 12 —r2, 
9. Az--hy-tI)= (az? 2bay-key24-2dz-+2ey-tf)-Han-t 
+2 bhltel24-2 dh--2el;4+-f)4- [2(ah-kolz-t2(h-tel:) y—A= 
=fiz FI B+-P(z, 9). 10. 2(ay-hashyz)-kr, ay 
A a2-F 29 ola2-FI2—r2, 11, Analog cu (8), 
avem Pc, 9,2) =2(AB+-B"A+B'Dz42(B"A--A' FBI) y-k+2 
(BR--BE-FA” a—D. 12, 5-a (azi-tyt-kz0)--10 
(79-95-35) 3zyx4-5(a2--9j2-4-22)—3(azay-kars-yz)-Folay-a), 
13. Egalitatea dată poate fi scrisă: 7 [/(n)—An—19]=f(n—1) 
—f[lu—2), care se verifică imediat. 14. Avem as dna 
[/(n)—f(n — 1] Sani an [f(n—1)—f(n—9)], ani =ban= 
=Wan-. 15. Dacă f(z) este de gradul n, expresiunea din 
membrul I este de gradul 1 —2, deci "=3 ; punând 
f(z)= aoz3+F asa? asz-k as, substituind şi identificând, 

rezultă [= —2 az? + az--b, a şi $ fiind arbitrari, 

16. Fie /(2)= ae, Prin ipoteză avem A740; 

A'740 şi unul din C şi C' diferit de zero. Dacă scriem con- 
dițiunea ca f(i—z)2f(z—1), avem (AB'—A'B)(z--1P— 
—(BO' — B'0)220 din care rezultă: BO —B'C=0 și 

AB'—A'B=0, adică presupunând B'340, avem: 4; = BC 
IN Â B C 

care reduce fracțiunea la o constantă. Dacă B'= 0 + B=0, 
celelalte rămânând arbitrare. In acest caz, trebue să avem încă: 
AO A-Ca 0 i Lee A2ZEG AEO | care dă: AC=A'C şi A2-+C 

= A2+ 02. AFOSE (AC) şi AC (4'—0) 

bă 

_ Primul sistem: (ATCZ AC dă A=A, 0=0 care 

reduce fracţia la o constantă. 20) jAtoza to, 
2 7 

care dă A=C, C=A' și avem: [(a) = AZ FA 
A' a? + A 

30) jAtrez—A 0, care dă A=—C, C=—A”, adică 
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(17. Y, 1-9), ALGEBRA 

47, A AFOS—A—C AA 
flo)= ai BAT O=—A+O + 0=— C! deci 

f(z) cont ta. Aşadar, singurele soluţiuni posibile: / fl) = 

pă unde e=1 sau £= —]. 17. Deducem imediat 
4 

din relaţia cerută: P(zp=ă [TF (2 p+- Fly, 2 ]R (a, Y) și 

Q(z, p=i [F(z,9)—Fl(y,2lR(z,y); deci dacă punem: 

F(z,y)= eu Tale), avem: R(2,y)=2 Fo(z, 9) F:(z,y); Pl, y= 

=F(2,9)F2(y,2)F.(y, 2) Fel(z,y); Qle, j) Fila, 9) Fly, 2)— 
—F, (y, 2) Fe (2,9), unde Fi (z,y) şi Fe (,y) sunt polinoamele 
întregi. . 

_Y. 1. Pentru = 1 numărătorul şi numitorul se reduc la 
> 

zero. Punând z=1-e expresiunea devine p= E 

i oa 11 == dna, [= Lima + în Ba 2. In acelaș fel găsim: 5 3. Pu- 

nînd z=—1-+£, expresiunea devine E= A , lim Ba.   

pa Reiet_ —2-he 4. Puntnd p=—1-țe găsim: E a. Punând z 1-+e găsim: E= e*(—1-Fe) 1-4)  —1-pPe 

lim Bo, 5. Făcând pe z=a-s, simplificând şi 

trecând la limită, avem: mami, 6. Vom serie sub forma: 
E= ai — qm pt —ah 

z—a z—a 
  » rezultatul mn an, 7, In acelaş fel, 

a —a0" ph—a ab—aP 
scriind: po PI roza d vom avea ca limită 

z—a z—a a—a 

mnpantn+e-3, 8. aa age n QMtateuet nn, 9, Facem 
ea , , 1-51 &=1-+€ și simplificând cu £, expresiunea devine pr 

prez pe UTA ace im (EPA ou, e e £-0 e, + 
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RĂSPUNSURI ȘI INDICAȚII (Y, 10—14), 

[(1-F e) (1-te)p-24...-+1]=p, deci lim. E= lim. E= 
. DI. 

SP2-Fa-uut(m— pe 10. După co facem 
2 

a=1-ke și simplificăm, avem: p= E Când facem 

pe z să tindă către 1, deci ->0, numărătorul tinde către 2, 
iar numitorul către zero: deci valoarea fracţiunei creşte ne- 
mărginit. Îl. Făcând pe z=i-țe, expresiunea dată devine 

pa Pet epi—(0 etate _ 
e [(1-4+-e)—1] 

= bati repi—1]-aep2 ki] _ 

succesiv: 

  

  

  

e(24-2) 
— 20 1-12 (12 l(1-pe)r-1—(1e)] 

| e(e4+-2) 
_ 2(1-te)-24..-1]:H41-re)24(1-re)-3(e-+-2)r(1-re)[(1re3r. HI], 

+2 

"deci lim E= lim E= 2 (n —1kikokiutn—2 =   

= —>0 

— €) ” . 

=?) (S. E. G. M. III. p. 44). 12. Expresiunea 

[ (22 — a2)— a] __ 

(22 -PFa2) = 3a2 

= Ta oa 2 22 —0a8, deci dim E E=0, (S. E. G.M.II.p. 45), 

dată poate fi scrisă sub forma: E= 

13. Aducem radicalii la acelaş dice şi notând Ep =y, Va=v 
15 — 22,73 

avem de aflat limita fracțiunii PS su pentru 7, 

6 
tinzând către d, Rezultatul final este 3Va (G. M. II). 

Vz—1 
a—l. 

14. Expresiunea dată poate fi scrisă subt forma: E= 

Na=1 =1 Vezi 
z—1l 

  

- , deci ne propunem să găsim limita unei 

“za 
z—1l 
  expresiuni de forma e , când & tinde către 1. Punând 
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(V, 15—24), ALGEBRA 

p UL a 2 
je=y, avem: 0 e ZA şi acum făcând pe y=1i-țe   

  

e 1 
7 e>—= = 5 » deci avem e aro a orator FI 
lim e=lime == 2: Asadar lim E =3+ pai 15. Se va 
PL 8 - 

face număizitorul raţional, dusă aceia făcând z=1-țe și sim- 

plificând găsim că limita este Le 16. Expresiunea se poate 

pune sub forma: a—1 sd e 3 9 3 

(z—1)(V(24-7) 4+-2Va-4+-7 4-4) 
1 ne , d. - 

tatul Z- 17. Din fiecare parte, raţională sau iraţională, se va 
6 

scădea valoarea pe care o ia pentru z=1, diferenţele se vor 

divide su z—1; găsirea limitei fiecărei părţi ca la 13 şi 14; 

  ; rezul- 

rezultatul este a (G. M. V.). 18. Procedeu analog; rezul- 

tatul este ip - (G. M. [). 19. Punând z=i1-țe şi simpli- 

ficând, expresia devine: A [be2+(a-4+-3b)s4+(2a4+-35)], deci 

pentru a avea limita finită trebue să avem: 2a-ţ-3b==0. 

20. ma-tnb=0. 21. muar-Fmaazt.. Fnnan =0. 22. Se 
Pr 

va pune Vz=y, expresiunea dată devine 

2 (y6—1)4- nt —1)+-p(y5—1) 
(12 — 1 

rătorul devine N=(6m+-4n+3p)e+(15m-+6n4+ 39) 

2 (20m-kân-kp)s-+.... iar numitorul N =e3((1ţ-e):4+ 

(1-Fe)0-4-...+1], deci trebue să avem: 6n-t+4n-+3p=0 

şi 15m-+6n4-3p=0. 23. Procedeu analog, numărătorul 

N =e2[(6-+9m-4F-4n)-F(9-+18m-kan)e+-(6+ki5m+kn . 

ra -+-6m)e3-+- met], iar numitorul €5, deci trebue să avem: 

9mtân-t+6=0. 24. Seriem expresiunea sub forma: 

p= ("7 —onlz în —1) (2-1 tnt —1)(0-1)-mn(e= 

E (z—1) 

- Punând y=i-țe, numă- 
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RĂSPUNSURI ŞI INDICAȚII (V, 25-—26). 

n — n n—2 — m—l M—2 4. — IX iz an 2 fe fl 22 too al n 
  

  

  

  

z—il z—l * z—1l 

„_am—1 n—1 l—n__,. nlai—l Dar: lim =, lim Pee Fi=0 ă = mi e—l zl z—l zylizi z—l 

no zi—1__"I n(n—1 e = > lim = zu), Avem deci lim E = izlai 2—l i=1 2 zi 

= n(-1) +a = =2 mnlm-tn—9) 25. Scriem 

expresiunea sub forma: 

p=(2" Dl "—1)(a?-1)-np(2—1)2(2—1)-+np(a—1P (2 -1)-mnp(e-1) 
  

  

  

  

    

  
  

(2—1)% 

1 "a _2"—1l (2—1)(z?—1)— np(z—1) z—1 
o a—1 (2—1) rap z—1 Dar 

m__ n 1) je lin dim Ea > lim La; Lima Ea ip (E Der 1)=up(e 1) my z—l 1 1 (2—1): 
al m—2 — 

= 2 mplnrtp—2) şi lin Esti ti 2 lim 
z—l - — 

ml pi — m—i ha m=—l — 
Sel lim E 15 = PR deci lim B= 1 z—1 2 iz —l a. 2 > 9. 

mnptnt-o— —2) + înpm(m—)= 2 map (mt n-kp— 3). 

—1) (a m — 1)... (an — 1)—mu ma... (z—1) 26, pitt” Ian (z—1pr 
Observând că exerciţiul acesta generalizează pe cele două 
precedente 24 şi 25, și observând că rezultatele în acele ca- 
zuri sunt de acelaş fel, vom presupune că el subzistă în cazul 
„a(n—1) coeficienţi, şi să arătăm că el subzistăŢși în cazul 
următor a 2 coofivienţi. Admitem prin urmare că 

ma__ ma—1__1)_ 2 _ lina Eos lim (E —1)(a2—1),.(aomn—1 —1)- ma mautn—a(00— = 
=> z>1 (o 

=2 Mia Da see hint În ma F ina —(n—1)] (1). 
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(V, 21—390). ALGEBRA 

an —i] 

z—l X 

(m — 1) (2 — 1)... (ani — 1) — ma ma. na (2 — 1) 

(2 —1) 
an — 1 

Scriem expresiunea En sub forma: En = 

z—l n an —] 
11 9 cae Pine ———————— sau încă: En= 

z—l „z—l X 

, mi ma? — i 

En ma Ma. anion Dei Mn, geci .. Nîn—le 
z—1l 

  

  

, -1 , „_Dn— , “i „natia 
lim En = lim X lin Eni Pact LN 
zl zl L— ml > zl z—1l 

nân(nan—1) 
= Mn PM PMameehân-i [In armata (00 ratan a 

1 
= 3 mi Masee n (af ma ee F mn —a]. (2) 

Cum acest rezultat a fost demonstrat pentru 223, el este 
1 

adevărat pentru 2 egal cu 4; Sun. 27. Punând z= 2 avem 

a4-be 
—F— pentru ca a să crească nemărginit, trebue să facem dFYe a E = 

pe € să tindă către zero. Avem deci: lim E=lim E= 
n=yoo z—>0 a 

28. Avem p=tie res z4 * lim B= lim Bar 29. Aven: 

atae+.. Fam 161 -t- am Em 

Feb En Î-Fbaen - Pentru ma, 

aka hame” a e tim B= 
0 be. „ben b deci lin E 

, , , a 
um E=0; pentru m=a, lim E= lin E=: pentru m>a : 

E= gen—m X 

lim et"=0, iar lim 

  

.—>0 z=>0o z=>0 

. AQ, . 
al doilea factor are limita pp îar primul factor —4=, creşte 

peste orice limită, deci E creşte nemărginit când 2-00. 

. SIE DRE , 
30. Inlocuind pe z prin —— expresiunea devine: 
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RĂSPUNSURI ȘI INDICAȚII (Y, 31—35). 

pare ki deci îm E= lim E= A = 1. 
(1 —es)i-ber(1— e): z=>00 20 1 

31. Inlocuind pe prin Z, expresiunea devine: 

ecilVia- Vrei —a] VirVapeta 
= » deci lim E= 

e—i VI=bez-pei VI—5ezpet z=yoo 

lim Ba —4, 32, Scriind expresiunea sub forma: 
€ . 

E= 

  

, 1— 9] -8a_ 
_Va-k7a V2F7a pp Pa x za 

V ata 

  

  şi făcând s=l avem : > e 
Vi 2 

  

1— 3i Bac. 

pori e x tee Observând că limitele 
1-Fae 1— V Fa 

fnctorilor al doilea și al treilea sunt 1 și că II 0, dedu- 

cem că valoarea expresiei trece peste orice limită când a crește 

1-Fa nemărginit. 33. Expresiunea poate fi scrisă: Ba 
Vaza 

te deci lim E= 
IPEE ee 

1 1 , , lim B= 3 34, Făcând pe z= 2 expresiunea poate fi pusă 
—0 

p= (eza) + (5 —v')e4+( (e—c')e? 

e [Vadeeet eee? Va'4-b'ezc'e? 2] 

  

  

1 
Făcând pe z=2 avem: E= 

“e , sub forma: Dacă aa, 

  

—b' o 
lim [=co; dacă a=a' însă b34b, avem lim Bd =; 
200 z=o0o 2Va 

dacă în fine a=a, V=b, dar ce +*+ UmE=0. 
z=y00 

22-41 
35. Expresiunea se va scrie :     

(fai) ha Ve FaFi-tat 
- Nedeterminarea —o o =, care ridicată ca în exer- 

— 141 —



(, 36 —43), ALGEBRA 

ciţiile precedente, dă limita 3 36, Procedeu analog. Limita 

C(S.B.GML.II.p.108). 31. Z. 30.2. 39. 0. 40.721 

. 3 
. “. . e . s. . . 

și Va5-Pa-Pa-F1 tind către infinit cu z, să scriem expresiunea 

dată sub forma (Va2-frzt-1—z)4+ (ja-Pa tat 1—z)— 

—(p—2)z, când z creşte nemărpinit prima paranteză tinde 

„i 1 A eu 
către =» a doua către z ca limita să fie finită trebue p=2, 

2 

iar limita va fi Z (GM. VIII). &l. Se va serie sub forma 

(Vaz-Fbz-ke—Va Vaz) + (Vaz+ba-+e — Va 2)—lp— (Va+ 

__ V' 

-Va)] z—a !. = Vata, 43 (e +13) şi limita 

3 (e LE) a 42, Generalizarea chestiunei 40; trebue p=k; 

limita va fi Za m A —. (G.M. VIII). 43. Fie P(z)= 

AP Aa de “at (0) Bt Biat- 14. Se vede în 

primul rând că nu poate fi diferit de Le căci presupunând 

q p . , 

de exemplu Su putem scrie expresiunea sub forma: 

  

1 > qm] A n: B ] 

— 
1 . A 

zh * art prat- şi în acest fel 
. z a 

se vede că limita nu există, valoarea expresiunii crescând 

pie . : p Q .. . . 

nemărginit cu z. Prin urmare n şi în acest caz raționali- 

zând expresiunea e 

R= n mn = si sco- 

V(Pn) mn —1 + V = Qnt- Lp" V(Qm)m-i $ 

, - 
ţind z În puterea cea mai mare în factor, avem 4" m, Care 

  

trebue să fie egal în -grad cu numărătorul, deci în primul 
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RĂSPUNSURI ȘI INDICAȚII (V, 4—45). 

gr, adică £ întreg, Punând P = Î:, trebue m m 

) 
rând: mp 2 întreg 

2 
. 

. e 
D deci ca gradul numărătorului să fie (np—h). Aşadar I= = 

(k intreg) şi Pn — Q"! să fie un polinom de grad exactpu— d, 
2,3 3 46. Avem 83:82 — poze But; (22-41) = o) 

6 8 9 u 
1 8 2-2); i 1 2. 85)=—, € e m ( FI): deci Jim (Si; :S$) 3 In cazul general S, este 

un polinom de gradul (m-+1), lucru care se vede, pe baza 
relaţiunii cunoscute (2-+1)rHi=1 Fe Cm Sm Cara Sn-aF 
Cata Sm-2-f 07 Sin, din aproape în aproape. S, fiind 
de gradul al 2-lea și Sa de gradul al 3-lea, urmează că S 

  

este de gradul al 4-lea, ete. Aşadar, pentru ca i 8 
- pi 

limită finită și diferită de zero, trebue ca gradul numărătorului 
să fie egal cu cel al numitorului, adică m (p+-1)=(m—) 
(p-k+-i-k+1) care dă m=pti+1. Pentru această valoare a 

Sp = (pi): (2 + 1)(etDm lui 72, ave = - i . 
avem Sp A (p + 1)” | (22 1)ptitb m—) 

d — 2 __ Sp—i _ m 

| (m1)rti Cp CIPE | 
  

Srtiti 

deci: lim _ m=i? 4 p+i 
- CAFFE Ci pa e Sp+i (02-F1) i (n24+1) 

; p 
= Dra Făcând p=1, î=1 avem rezultatul găsit 

.9 
mai sus: s3: S2=3" 

45, Avem: E.=a (Se nu, [5-4] 

Se na (ninti) nn 1 n Lol, 
m2 3 6n 3 3 2 8316 216n 

, _l a Sa 1 (im Baa. In cazul general, avem: En=n E a] 

__ (mt 1)Sn—umtt _ mpi __Îmkl)m a Fim (7241) Sn=(n4+1) — 3 Sm-a 
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(V, 46-—49), ALGEBRA 

+ f. (n), unde fi (n) este un polinon în 2 de gradul (m —1); 

dar : m Snoa =(nt+1)"— fa(2), unde f,(n) este un polinom în 

n de'gradul (m—1) cel mult, avem deci: (m-k1)Sn=mtt 

-H(a4-1) nor) nf (n), unde f(n) este un polinom în 2 

| (Do flu) 

de gradul (m-—1) cel mult, şi ca urmare: En= (Fin 

_ 1 Fin) ml = x li 
Ea 21) pm deoarece, Îi, n” 0, rezultă să o 
a | A 1 

En=3 46. 'Fermenul general se poate serie — 

iar f(n)= 1— ii când n creşte scăizătorul descrește, fln) 

tinde către 1 când n creşte nemărginit. 47. Fie 7 raţia pro- 
1 

NE | , 1 1 , 

gresiei, termenul peneral se poate scrie: 12 » iar 
Tr Lan Ani ” 

  

  

po A as) tim [0 = a 48. Avem: Sit-S: 

pu Sasa 
de pp

 PPE 00 

—a a 1—a (U1—ak 

n a"ti 

  

1 e A 
, unde a==3: când n crește nemărginit anti si manti 

2 S Ş 

tind către zero, deci lin. (SF Ss+...4+ Str. = TE 

=2; pe de altă parte lim. S=1, lim Saar deci 

lim. Su + lim, Sat lim. Ss+k...= 

1, 1 . , 
rahat. dim. (SS tr Sn fr...) | 

| lim. Sat lim. Ss lim. Sn 

49. Observăm în primul rând că avem: pipe DE) 

şi în general relaţiunea : p2n— pan > (—1) [ee] (2). 

pana eta (0 | Pe] (3). Făcând în (2) şi (3) pe 
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RĂSPUNSURI ȘI INDICAȚII (0,49), 

2 să ia valori 1,2,..., și înmulţind- toate: relaţiunile astfel 

Za (4) obţinute, şi (1), avem : pe Prazl 

şi Pin — Pau =(—1r, n Care 7 (5), Pyeand acum În relaţiunile 

  

(4) și (5) pe n săi ia valori , 2. ,(n—1) 5 odă la suma lor 

    

1 1 ” 
relaţia (4) avem: pi —pon=(p— a|-z it ter 

a 
1 1 n 1 __92 92nt2  4fq 1 | Za Zi — => |: ă Xa — = 312 —73 + pini | Insă „2 02n | d 3 D2np2 

. ga 

1 _1_ o 
A "> 1 ___93  9nti _4|1 1 

hi nai Dn 1 O 83|93 gânși 
L—33 . 

PRR Alla 11. deci: Pi—pn=(p—9)3 [ral ia] ” 
. - . , - , . 4 1] 1 " 

De unde Pi dim pen = 3-(p- 9) zf sau încă: 

li pen pr e Sti— paza i =(p— paza i 
Din rclaţiuneă (5) mai rezultă că lim n Poni > im n pan. In cazul 

când se înlocuiesc mediile aritmetice prin modiile geometrice, 
avem în primul rând: pi=piat; ps=ptqi, Ps=p:q:. Apoi 

. 2 . Ă Don |. 2n—1 D2n—2 observăm dini aproape în âproape că: (Bee Sp 

  

Poni Dăn—i 
2n—2 che . . D2n = » ridicând relaţia din nou la patrat avem: (22 = = 
aN—. 

=. . | Diin—2 ____Dlon—2 7 Pon-0 
= — — = înlocuind totdeauna pe cel cu indi- Pâna D2n—2D2n-—3 ' Pon=3 

cele mai mare prin relaţia caro îl defineşte, Goi astfel relaţiunea 
  

  

92(n-—1) 
importantă: | pen ; = 2 sau încă 2 = (Pee (). _.. Dn: Pa pa 1... (pu 
Din această primă relaţiune, dacă presupunem că P2n și Pon=1 
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(, 50, | ALGEBRA 

au fiecare limită când n-o, rezultă că: lim. pan Slim. Dante 
n—yoco n=y09 

  

Ia , 

Plecând dela (ez) a Pin Pinzi — Pnl, se găseşte ca mai 

  

p2n p?2 n Dn 

, 
1 | 

sus o 'a doua relaţiune: Poni = (2205 (10). Făcând 

„ . D2n D2 Pai 

acum pe n egal cu n—l, n, n —2, 9 —3,...2 în ambele 

relaţiuni şi înmulțindu-le între ele şi cu IL găsim: 

1 1 1 1 

(2) = (ze (2) at tă, avem : 

P3 Pi | pe ' 
1 i 

. __[ Pa 45 pat 3 i 3 ra 

lim mn=(£ (2). = pol: =piqt = , 
„im pan 2.) PL pa=pst:pi pa Vp? q 

50. p și q fiind pozitive, toate'numerele pn şi qn sunt pozitive. 

1 

Avem în primul rând: pn — ni = Pn pr ae — Iona) 

şi Qn—QnrL an — Vpaqn = Van [Van — Ypal: deci ştiind că 

media aritmetică a două numere pozitive este mai mare ca 

media geometrică a lor, avem: Pn >pn+is dn Cani Dacă 

I<i pi > Qi > qi > Pai; dacă j >, pi>pin > ..>2i>0 

, _ _ 4 

deoarece avem relaţia: pji—9j>= pi ta 1 — BAL 3 

1 

  

(Vp — Vai >0. (1) Făcând în relaţiunea: pj—d=5 

( pi — PI pe j egal succesiv cu 2, 3, Ani, n 

și înmulţind aceste relaţiuni, avem după simplificările făcute: 

(9) pan pr Va PE: (e). . 

Pa Pi 1100) “(ps Vazl Wps- Vas 

(ip) Observăm acum că pentru 222, avem: 

Pn=l Qn-—l 
| 

le aa OBEZI am misi 
Vp + Vaz Vpi+-Va: (Vpa-t- Va) Vp: Va) ) 

qi> as, deci pzqi>gapi +" Vpaqi— Va2pi> 0 și ca urmare: 

n. —V a: POR - i | 

(3) pla et pentru î=39,4... Avem în acest caz: 

- bă i Da Q2 
- . - 
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RĂSPUNSURI ȘI INDICAȚII (4, 5t—57). 

  

- 1 , Yp2— Va: ai Pan —9n <a (Vp — | =] (4). Când facem pen 2 il Pi Ti Ypo-+-Vaa 
ua 

1 'Vpa— 2 1 să crească nemărginit în relaţia (4) factorii —— şi (e 
_ ” ? ţ on 1 Ş Da | Va: . 

tind către zero, deci întreg produsul tinde câtre zero, deci 
lim (Dn — qn)=0. „ler 2 (pn — qn) 

9 - 

Sl. Prima parte ca mai sus. Numerele p descresc cu n, iar - 

a „numerele 'q crese cu 2 n<qe<...; pn = (p—a) 

  

020; D= PIQi = Di—gqi . 1] FT e d DL, d s : Dn— — 2(pit-q)” 0" pila O pia deci avem: pn dn za 
(p—aqh ma Ii , ——— * e tim. (Pn—qn)=0, avem apoi _pka [za dim (pn— ar) în APO Prdu 
= p9, P2qQ=mq se PnQn=pq, deci lim pn = lim (= Ypq. 

n=00 n=yoo 
2 

52. —1.(G.M. II). 53, Punând =2p-+e, unde lim e=0, . 
a ” a.» 1. 

expresiunea dată devine a — Va? —2apae şi făcând-o raţio- | - , Li nală la numărător, se vede că ea tinde către p. 54, —3 

(G. M. 111). 55. Avem Anu= Va FA, An=Va-FAa.., 
As> Va Va> Au, deci Ani An, iar din A? — An — a=0, An—An—a<0, prin urmare A+, care crește necontenit, rămâne necontenit mai mie de cât rădăcina pozitivă a trino- mului precedent, prin urmare tinde către o limită; această 
limită este ZU V1-+4a). Limita este raţională și întreagă 
pentru a==4;(4-+-1), 4; fiind un număr întreg pozitiv; când a 
tinde către zero expresiunea precedentă tinde câte 7, 56. Se va căuta o relație între limita de determinat pentru cazul când sunt p—1 radicali suprapuși şi acela când sunt D ra- i. 1 1 1 — 1 1 - . . ——— —— —— 14 —— 
dicali; rezultatul este; 2 [ i ai + î.. 33| +. 5 
(G. M. VI). 57. Se va ţine seamă de relaţiile cunoscute din 
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li-50-—4). 7 oana AIGEBRA i: 

  

  

  

ȘI pă i „ra, 
geometric. a'= = ri ra -y; —Z * înlocuim par! 

| 1 
şi facem- numărătoniil raţional, ete, rezultatul este 7”, 58. R 

fiind. faza. sferei, 7 raza bazei conului, g generatoarea, i înăl- 

ţimea zonei, V: vârful. conului, O centrul “sferei şi-A. un: punct 

situat pe cercul de bâză: al: conului, : al cărui centru este C, 

a aa BE o RERIZE, ai 
OA. OV. OC, deci 0V= a tar I= RI din 

tragi OAV, iar: din: OAC; Co - deci 

_79_ _ RR —22) — BOL) 2.9 

Ri Ra 2 Ri Da 

mita este 1, „59, Inăijiea, fiind 22, avem si tisă, 

aYR Za. din: See, 60. Avem Li FIe=L, :dease- 
S. 

menea LELE LL ete. Când n creşte 

nemărginit fiecare .din. cercurile descrise tinde către un punct 

"al diametrului : limita sumei este necontenit egală « cu lungimea 

„cercului dat, pe. când suma. limitelor este “egală cu diametrul 

său.. 61. Se poate serie E: teza), când z 

: z a Pina ig(n—a) 
tinde: către 7 primul” factor tinde. către 2;7, iar cel: deal 

doilea către 1; imita, căutată este 9.7. 62, avind, în vedere 

  

raportul este. 223 

  

inegalitate sins<a< aa: „0 —togz<3 L-—cotga 

“1 —cosz 
Deea 2; 5 cpnă a. „tinde, către, 0, "expresiunea dată 

sin 9: 

rămâne cuprinsă între două cantități una 0 'și alta. care tinde 

etiteo Zero +.» hm (1 — cotga)= ==0, - pentru. imn z=0. 

m
!
 

  

63. Puiera tai U-+ mii data E 

De ui E e ta et 
sin Ş R 

| (1-treosa., Heo iz limita este es 64. .Ex- 

Ş DI DN II AI SR II a IN PR RR 
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RĂSPUNSURI. ȘI INDICAȚII (UA m : 

m * 1. 

a. CI e sin 
2 Fc boost; presiunea poate fi p pusă sub forma: 3 a 

. = COSz.cos e... 
3 2 

2 

iar limita “când z-—>0 este 3 35, Expresiunea poate fis scrisă. 

- - ? ” și astfel: (2222) (2 (2); limita este: zero, dacă 

n>p; 00, când n<p; L'când'n=p. - 66; Se poate serie 
“areig (a-ta)—arctg(a— 2). „inla-ka)—to(a-=a), -- 
| (a-+-z)—(a—a) (aka—(0—a) ? Punând, 

arc ig(a-t-z)=a şi arctg(a—) =, când 2-0, o și CĂ 

tind către, un unghiu „P= arciga. Apoi insemnând deinipăr- 

ţitul, cu Ea avem: E= Pa — Pa = i —%a x. 
I9 —ig9a sin ((pi—94) 

tos i 005 a. Câna. z->0, Primii factor tinde către 1, ceilalţi 

  

dei cătro  conlereia) = fa Asemenea împărţitorul poate 

  

    

i _[sin?2z - 1 e ă i Scris: E E 22 ara „deci, imita. „sa 
când 2-0 este 1. L = iz 67. Observând. cl averi: costa costa aa Ş | LIRI 
cor z, făcând în această relaţie succesiv =, > 

so
] 

Zi 3 şi inmulţind „relațiile obţinute, găsim P„= 

a "a | sin das(2r sin 2 z> See (3): Za „făcând -po-n să 

sin20 
Z -iar a), avem lim. Pa=l, 

  crească nemărginit, -lin,. Pa= 
. mo... 

care este egală cu produsul limitelor factorilor, licita fiecărui 
factor fiind: 1. * | SI a 

VL 1, aa, să arătiiaa « că & fungţiunea ș y=a -eală pentru 
toate valorile dela —% la --oo, este continuă în vecinătatea 
unui punct! corespurizător lui z== a. Aveni: = (oh) — 
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CI, 2—3), _ ALGEBRA - - 

e2=92hath?. Să arătăm că putem determina pe h astfel ca 

să avem |&] e, e fiind pozitiv dat oricât de mic. |ohzot?|<e; 

sâa încă |h].]2zo-t-k|Ce ze fiind o valoare luată, putem 

alege totdeauna un număr pozitiv M, astfel ca pentru fe 

suficient de mie 'să avem: |2zot-k|M. Luând deci pe Il 

astfel ca |h]. Me, vom satisface aforliori condiţiunii |. 

a este. de ajuns să 

luăm creşterea k a variabilei z în intervalul (—%,-F-n) pentru 

a avea creşterea I: a funcţiunii y cuprinsă în intervalul (—s, 4-8). 

Funcțiunea ya? fiind continuă întrun punct o oarecare ab 

intervalului ei de existenţă, este continuă în ori ce interval 

(a,b). 2. y=5. Avem = (o h)— 2333 h-t 30th" 

= (3a3-+-32o0h4-h2). Să arătăm că fiind dat .> 0, putem 

determina un interval pentru creşterea h pentru care să avem 

|| e, oricât de mic ar fi £ dat. Avem în primul rând: 

|n]. ]3z3-F3zoh-t-h?| Ce. Observăm ca în cazul precedent: 

că putem alege un număr pozitiv M astfel ca pentru 

h suficient de mic să avem: |3z5+32 N h2|<N, 
e 

deci este de ajuns să luăm el ap pentru ca să avem 

|2zoţh| <e. Aşadar însemnând cu == 

|] Ce. Deci funcțiunea fiind continuă în orice punct al * 

intervalului de existenţă, este continuă în orice interval dat. 

| ARN - 1 
în întervalul de existenţă. Dacă luăm zo=1 și = 203 trebue 

105 

să avem: lnl.[3-F ante < es deci observând că |/| este 

A po i 
mai mic ca 7, putem lua M=7 şi ca urmare: 21105 

_ i . d _3_ _I_ e 

Luând k=0s-g» avem: = 1058 (3-- 3 =) deci 

1 5 __d1 i : 
pg ETI+I=105-8 105 3, Procedăm ca în cazu- 

rile precedente. Avem: k (ao) — 209 = N (în zom 4 t- 

Câh? hm) e. Luând AM astfel ca |mazo”it- 

Ca aon2h-. Fr] CU, avem || < 2 ete. 

j; < 
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RĂSPUNSURI ȘI INDICAȚII (VI, 4—7). 

  

h 
, R ah h san 2 4. Avem l=sin (zothi)— sinao=dsinz cos| zo +3 =1 3 

2 

he 

cos(s+ 2), deci trebue să determinăm o limită pentru intervalul 

      

sin= 
valorilor pe care le poate avea k pentru ca să avem: pr x 

2 

in2 | | _ sn 3 ile a. [4] . [cos zot- 3 <e, dar i, 1, |cos 4-5) 1, deci 

2 
este suficient să luăm |/|<e, pentru ca să avem r|<e 
oricare ar fi a. Deci funcțiunea fiind continuă în orice punct 
al intervalului ci de existență, ea este continuă în orice 
, , , , „] interval al intervalului de existenţă. 5. Avem = —2sin2 

2 

sin( za-+-2), găsim |l|<e. 6. Avem: L=sin [(o-ki)-ae2]. 

sin [(o-F-h)2—a3]= sin ((zz0-+-2)2-ka5]. sin (n (20-t+2)]. Putem 

serie [1] = | sin [(azo-+-1)2-+-23] |. sl ez] "2zotal.|a|; 

cum primii doi factori au valoarea cel mult egală cu 1, este de ajuns 
să luăm [2zo-kh|.lnl<e, deci alegând pe J/ astfel ca |2z9+- 

  

  

| e 
|<M, limita creşterilor Î în condiţiile cerute este 137 ete. 

„(ok h)n—an 
sin pr 

7. y=sinma" Avem ca mai sus: l;= 
(o -t- h)" — a X 

2 

[(z0 1)" — 22] X cos pe berea] X [sin t(z0 + pn + 
Fe sin? (29 + hp. sinat-t....-F sin (o fF- h) sinm—1 a] = h 
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(VI, 8—9). o ALGEBRA 

sin (zo-t-h)"* —z% 
, , | , 9 —— 

n=— : n—2 a Pe | 
nai +0 ha + + h ] (0 -F h)— a? X 

” 2 

0s [e ur ai] X [sin 20th) sin 2(azo-4-h) sin zt-t 

„„ sin” at]. Observând acum că putem alege un număr 

pozitiv M, astfel ca oricare ar fi k suficient de mic să avem: 

nato? | < At 8 C.A. ma dei 
punând = 

  

e > este suficient să luăm pe Ph în intervalul 

(- 7) pentza ca să avem e; ete. 8. Avem: k= 
aresin (co +- h)-arcsinzo_ 

sinlaresin(zo+h)-aresin zo] 

X| sin laresin (zo-t+h)—aresin z]l= RX |(azetViZai— a 

V1— (oh) |, unde R înlocueşte primul factor al expresiei 

precedente, și observăm asupra lui: dacă / tinde către zero, 

R se apropie de limita 1 prin valori superioare. Dar IrI=IRI X 

Io F-nViZa — 2 izbi —zoj 1— (2zo-f- hYP | 

22th) o 
= Rp NI pa) ; iar. h fiind 

creșterea valorii unui sinus este mai mic în valoare absolută ca 

1 și cea mai mare valoare a numitorului VI 5 -t- Vi —(ro-th)? 

este VI—a:3 iar cea mai mare valoare a numărătorului (220-+-h).re 

este [2|2o]-1-1]|zs|. Rezultă că putem determina două numere 

pozitive N și ML. destul de mari, astfel ca să avem pentru 

9 ho 
oricare h, |R|IN și IViZa area) <M. 

aresin (oi;h)-aresin o, sau încă: |ni= 

  

  

  
Odată existenţa numerelor M şi N fiind evidenţiată, este 

suficient să luăm || <a pentru ca să avem ze. ete, 
M si 

9, Este deajuns să observăm, că având: /;==arecos (zo-+-h)— 
arecos (ao -+ h) — arccos o 

sin [arccos (ao 4 h)— arecos zo] 

baza VIE Fi — (ro P) VI Za] 

= 152 — 
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RĂSPUSSURI ȘI INDICAȚII (41, 10—12), 

arccos(x04-h) — arceos zi : ZI oa VOR: sin |arecos (ao-+h)—arecos 20) Xllezoth) h ză” 20) 1-(co+h)?| 
ete. 10; Avem: |+|= | arctg (29 +1) — arclgzo|= 

arclg (zo-+-h) — arctg o . , A Cig (zo-th) — arcig xo., 
19 larcig (zo-+-h)—arctgzo x ll X 

    

= 

      
1 

1-F zo (zf) 
Presupunând 20340 și pe alo, avem evident 
1-Fzo(z0+1)>1, deci observând că raportul |R| tinde prin 
valori inferioare către 1 când h->0, rezultă că este suficient 
să luăm |u]e pentru ca să avem |/;]<e. “In cazul z0=0, 

&=arctg (0-+-h)— aretg 0= met h “h, deci acecași concluzie 

  

ca în general. Îl. Funcțiunea este reală pentru toate 
valorile pozitive ale lui z. Luând deci o astfel de valoare 

zo 20, avem: = Vo Fi — Vaz = nl Să pre- 
% Vaza Ft Yzo 

supunem că am ales pentru |/| o limită Ji, mai mică evident 
ca Zo și un număr M2>0, astfel ca Vzo-ț-i-+ Vazo > M [ceace 
este totdeauna posibil oricare ar fi valoarea fixă a lui ao și 
aceea variabilă a lui h, luând de exemplu M< Vazo—hu -+Vzo] 

  

. a dl " , ŞI şi avem în acest caz || <a “AM Așa dar, este deajuns să 

luăm pe k cuprins în! cel mâi mic din intervalele (—Me, -+-Me) 
sau (—h,-khi) pentru ca să avem || Se, oricât de mie ar 
îi numărul pozitiv € ce'ni Sa dat. Dacă zo==0, funcțiunea 
există numai în: semiintervalul la dreapta lui zo==0. In acest 
caz, t=Vo-Fn—V0=Y şi este evident suficient să luăm 
n<e pentru casă avem e, 12, y= Vaz. Intervalul de Tea- 
litate al funcţiunii y este (—co,ț-oo), Va Fh—Vzo= 

1 d = =. . Na PE -Pzo i zi ză - 
„d 

=]. II = Fie 4 >>0, o va- PILA ETER PD-L Pe 30.0 
loare a lui |/2| astfel ca zi <|z| şi fie M un număr pozitiv 
astfel. ca: Viza) + Yzo (2o-k+-1)+ Vai] > M pentru |/|<r, 
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VI, 13—15). ALGEBRA 

este de ajuns să luăm pe k cuprins în cel mai mic din inter- 

valele (— Ms, + Me) sau (—hu hu) pentru ca să avem 

|4|e, oricât de mic ar fi numărul positiv £ dat de mai 

înainte. 13. p= a, procedeu analog ca în cazurile prece- 

dente. m şi n sunt numere; fiind numere prime între ele, avem: 

10, Dacă m este par, funcțiunea este continuă în orice în- 

terval (0, 4+- 00); dacă m este impar, funcțiunea este continuă 

în orice interval cuprias în intervalul (— ce, + 00). 

14. y=arcig Va, funcțiunea reală există numai pentru valo- 

rile pozitive ale lui z. Fie, >> 0, una din aceste valori, 

Avem: Î; = arclg Vzot-h — arclgzo sau încă 

arctg Vao-Fh — arctg Vaz O Vzoth— Yzo , 
= . ; deci 

19 (arctgVazo-th— arclgVzo) 1-+Vzo(zoth) .- 

|:]= arcig |zo-El — aretă za, Il X 1, 

! tg larclg VzoFh-arctgyzol [1 + Vzzo(ezo-F2)] Vath + Val 

Fixând o valoare convenabilă hi, zo, ca limită a creșterilor 

lui |7] putem alege un număr pozitiv M, astfel ca I(Vzo-th)+ 

Yzo) (1-+ co (io + k)] > M. Deci primul factor din valoarea 

lui [a tinzând prin valori inferioare către 1 când h—> O, este 

de ajuns să luăm creşterile lui h cuprinse în cel mai mic 

din intervalele (—Me,-t Me) sau (—h-t-h) pentru ca să 

avem |l;|<Ce, oricât de mic ar fi numărul pozitiv £, dat de 

mai înainte, ete. 15. y=(arctgz): m şi n întregi. Se poate 

arăta continuitatea funcţiunii y printrun procedeu direct, ca 

acele întrebuințate în exerciţiile precedente. Lucrul se simplificii 

mult întrebuinţând teoremele cunosente asupra funcţivnilor 

continui. Fie u o funcţiune continuă de z și y=arctgu; h 

fiind creşterea variabilei a, la creșterea corespunzătoare a | 

funcţiunii 4, & creşterea corespunzătoare funcţiunii y, avem: 

= A7el9 (azot Ji: )— arclguo ao —t- Îi — to a 

“ glaretgluot la) —aretguol 1-Fauolao- Fl) Cum am vă- 

zut în cazul particular (8) când us, putem găsi o limită £, 

pentru creşterile |l:.| astfel ca pentru |n | Le. să avem || <e, 
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RĂSPUNSURI ȘI INDICAȚII (11, 16—21). 

oricât de mic ar fi numărul positiv € dat de mai înainte. Dar 
u fiind'o funcţiune continuă de , putem asemenea găsi o 
limită 7] pentru creşterile |&|, astfel ca pentru |4/|Cy să avem 
| e, oricât de mie ar fi numărul pozitiv &,, găsit mai 
înainte. Aşadar putem găsi un număr 7 astfel ca pentru 
[2] <n să avem || e; ete. 16. Funcțiunea este discontinuă 
pentru z=1; intervalele de continuitate sunt (—co, 1—e); 
(1-ţ-e, <+-oo) unde € este un număr pozitiv oricât de mic. 
17. Funcțiunea este discontinuă pentru z=1 şi = —1; 
intervalele de continuitate sunt (— oo, —1—2); (—1-țe, +1-e); 
(ie, 4+-o00). 18. Observăm în primul rând că funcțiunea 
fiind periodică de perioada egală cu 7, este de ajuns să pre- 
cizăm răspunsurile întrun singur interval de periodicitate, de 
exemplu în intervalul dela 0 la 7. Valorile lui z pentru care 
funcţitinea este discontinuă sunt acelea din intervalul (0, 2) 

z , 
care anulează numitorul cos, deci = “Toate valorile con- 

FR . ” . - ._«. i gruente cug din celelalte intervale de periodicitate sunt 

puncte de discontinuitate (deci za unde k=0, +1; 

+2; £3; ...; En). Intervalele de continuitate pentru înter- 
T T 

valul ales sunt: (0,5 -- e); (Ste, 7). 19, Funcțiunea este 

periodică, perioada având mărimea 27; deci o fiind o valoare 
intre 0 și 7, fie intervalul ales: (o, zo-t++27%). Punctele de 
discontinuitate in acest interval sunt punctele în care sinz=0, 
deci zi =, za = 27, iar intervalele de continuitate din acest 
interval ales: (0, 3—€); (nţe, 22 —e), (2zțe, 2n-+a). 

sin2z—costa 
= — 3 colg 2 20. Funcțiunea poate fi scrisă: y = 

A | sina cosz 2 
- 
d. 

deci o funcţiune periodică de perioadă 3: este de ajuns 

. PN : T să fie studiată pentru intervalul (2%, cota 

2. Funcțiunea are o valoare determinată pentru orice valoare 

); etc.... 
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(1, 22223, VW, 1), i ALGEBRA 3. 

a lui. diferită ;dc: zero şi este, periodică, perioada fiind egală 

cu 7. "Fie la at =) unăl din întervalele de . periodicitate, a 

fiind o valoare. între 0 şi = =. 20 ș și zu cele două, Xalori ale lui 

? . . 1 .... 1? - 

a 2 pentru : care. avem Za şi sai, Există în intorvalul 
o LS 

considerat 0: singură valoare de z pentru - care” funeţiunea 

17 
este discontinuă, valoarea dată. de ceunţiunea : Z=z deci 

| 1.991 
+ Interyalele de coutinuite: e: [2 3) (zi a) 

Gbservând, trebue să uăwa şirul valorilor lui z : descrescător, 

pentru ca acela al lui Z “să fie crescător; 22. Când z creşte 

cu o cantitate k>0, ori cât de mică am voi, y crește cu 1. Să 

luăm 203, avem yo=39. Pentru z=3-+-h, avem (h fiind pozitiv) 
o th=4, deci = +1 oricare ar fi creşterea / și nu putem 

determina: 1> În| pentruca să avem 1, € fiind un număr po- 

zitiv oricât de mic ni slar da. 23. Idem, creșterea lui y este 
p cantitate finită când a crește cu k>>0, ori cât de mic ar fi Ph. 

pi 

„YI. 1. Avem pentru o , valoare € oarecare z, „lim — _d 
h "3 ză 

deci luând 2a=8,. lim — d = şi urmează să determinăra pentru 
, 0 h 12 | 

o EA | Fi 

Că un interval astfel ca să avem: 1 IEFIA8 5 com 

său încă i UEIE-raNE 8 app d fiind o creştere 
(Ba)? ro Vs 4-4 

mică,  pritera să-L presupunem în valoare absolută mai mic ca 

lv iar în acest caz pentru toate valorile lui k numitorul are 

o valoare: mai.mare decât Na9 -r2V7+-4>95 deci partea 

întâia“ a inegalităţi fiind mai mică decât expresiunea obținută 

din ea, când înlocuim numitorul-prin 9,5, intervalul găsit;pentru 
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RĂSPUNSURI ȘI. INDICAȚII =! (Vile 2—30). 

h ca să satisfacă” inegalităţi: Nera): -F2A 8-H-H—8<0, 114 

va satisface ă fortiori 'condiţiunii' date: Dar punââd Veta = = 
va trebui:să luăm: pe 2 mai;mic: decât rădăcina. pozitivă a a 
ecuaţiei: 22-92 —84114=0, adică = S 2,0189, deci 
8--h <-2,0189:, Dacă p>0, găsim că- trebue. să luăm 
h <+-0,2289, iar pentru h 0 .să, luăm h> — 0,2289. Inter- 
valul * căutât “este prin urmate” (— 0,2389, ++ 0,2289). 

2, zatab Psi > X [2ab—(6a —50)z—9az, 

  

2 

S [a at „eta Za 4 —a: iz 5. 2: ua) 
da — 92 ai Aa =p)an i 1- = 6 Uto To TF . 8 —za: za. 

1, 10. a (a2 z(2-2). a (e —0)(t a-ti) 

  

  

    

  

  
  

(ai. Uzzi Aita 

12, as 13, Se. va face mai întâi + numitorul 
aq2—a2) Vat—t 

raționa!, rezultatul este: — shi 2 14 
— at -zVil—a 

, mn sin! nasi (20 "sin (m—n)z 15. y= iz = MN 
ă -simHmga sin ma. sin na : 

1 cosz. are sin a 
16. a-t+2zareig=. .17. — 
pp ae 7 Visnu: simz 

: 9(1__aa * 

  patati Via Vai. 
20 aa ZE 
cos "an sim a: " Vaza) (02 (02-22) 

l—a2— zi 2 gen-i az: _cosz 

. iz (rr i ie 3 2 a hsinz=sin?a 

  

  

3 a 9, oa Va = - 26, 27, DB e 
Vo sina -: ha - 1-a ” 2 (1-a). Va-Fbz: 

29, —— 30, 2 = (2arezinzi, Să. considerăm cele 
“(ai . Via 
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CU, 31—34), ALGEBRA 

două relaţiuni y=arosin?2a Vi —a? şi z=2arcsinz şi să 

căutăm .0 relaţiune intre y şi 2; pentru aceasta să eliminăm 

pe z între ele; din cea de a doua deducem z=sinZ.. 
2 

yJ=are sin (> sin Zcos 2) = arc sin (sin 2) .. siny= sina... 

apa Fa sau y=(0tri)n—a.. ypa=Că 31, y= 

sinz 1 
— = => Rezultatul se explică observând că: y= 

V1 —cos2z 

1 — cos y! 1 1 
arelg Vp Pa =are (to zane, y=3 32. pa) 

1 . 
L (arc 197) : y având semnificarea din enunţ, fie + == garcigz. , 

  

  

  

z=i923, iar y=arcig ae er cae 

arclg(192).'. toy=iga. y=atha. ya. 93. Punând: 

u= 4(z—20) avem: u'z= Azi — 6 Fi FI, iar y= 
Ura) a UP) 

(1 az __ (oh arata 

Vaz5—19a5-F38zi—19a1 o zt— Ga2F1! deci yz= 

4 4z(1 SS 
TF = 4(arctg a). Eliminând pe z între y = arc sin casa Uz 

49 â. (1—t0 i 
A , 4 4 

şi 2 =4aretga, avem y = aresin | —— a 
12) 9 =) . 

= aresin (sina). siny=sinz. .y Fa = Că. 34, Punem u= 

ot Vi Za PI , S(1—Vi—a?) 
  

    

zeVi Za 21 Vile e Ve 

1 z[2V1 Ey d — * Aceiaşi d tă N a € 1 Fu 2(1 2] oi Ta Ș eriva d 

ea a funcţiuniiz = 3 are sin &. Pliminână pe a, aflăm 3



  

RĂSPUNSURI ŞI INDICAȚII (UI, 35—38), 

  

  

22 2 2 4z „324 2 „0a da 

pad geosg 71 cos g 0083 
i 2 sin 2% cos 2% sin 22 sin dă „22 

= ga.y—a=i. (GM. Vol. XXXVII. p. 273), 
e Ale) 1 35. ap. pp 2 

Avem: y AI și Iaz Paz Fi 

1 — —4(24+1) 47. Pant 

Da F6z-Fo az F16-Fo4a?-FI6z 5 9: n a 
1_ 1 

explica rezultatul observăm că avem: 19 = 2zxr1 223 + l 2a-F3- 

| ! 17023) 

22 rose IEEE > PREZ 199. (G- ML XXSIV. p.475). 36, 

e __i 
Tae 

f = arctgb, avem y=arctg 

  = (arctg 2). Fie u=arctga, «= arelga, 

tqu + iga : A II == ar d] .:. 1 gaga aro igliglu+- )] 

y—uSatEa .': y=u; în mod analog găsim x= 
are tg Lig (u-t-a-4-B)] .a—u=atihz x =. 31, Fieu= 
are paza și = aretg b+-3z— 3ba2—a5 

1—2az—zt 1—3bz—3z*--bz3 

e SUF) _ 3 (i-ai) 2 
UFO) IF Udrea 1-a” 
- . r__ 2 A 3 . r__ LR _ — 
deci y = 31 21 7 =0. Fie a= ga, b=i9), 

__„  aoz—aa? : 323 —25 
D=? oa ==19 (a +29), iar 1—3ba2—3at-tbz 

t9(84+-3%).". y= 3arctg [ig(a 4+- 29) ]—2arctg lig(8-+29)]= 
30 -f-6p-ln—2p—6p—iz=Q.. y=0. 98, y=a = 

» se păseşte 

  

— Va — B: , . atBa _ tipa . sal Din relaţiile date deducem 372 sin . 

&siny — Btgz 
-—s substituind în cea de a doua din relaţiile 

&igz — fsiny 
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(4, 39—41), 0 “ALGEBRA -.-. | 

  

V(ctga—Bsiny)?—(asiny—Biga)? 
date d du 4 =a 2—pi 
ate deducem: g2= & E i ci +B(a1g=— =Bsin 

Vi: x—siniy i Ia 
siny = 

  

== Sia e. ra=ce 

  

  

sin y Taia =, 7 

39, OS , _ y =u= a Focoszt Pentru a explica rezultatul oh 

db d 
serv în n ainu rând că: == (ao) |2ar E 9 ) 

Ie); , . —b —areta| V-Fa cos și că punând: arclg dir = ăi 12)   
  

  

V a2— b?sin sine) | 
arcig (= Tacosz =V şi 129 —V, vom avea (pv= =0, In 

_a—b_, g. 
sta 2 Va: 202 192 

240. ap _ > 
adevăr: me ea I », 

97 Stea (05) (a-0)tg 
CR 2 2 

, - 9a2-—b2 sin Zecosg 
Va? —02 sin _- -. 2 2 2 
b-k-acosz (b-ka)cos —(a—b)sin? Z 

"1993 

a 2 3 
2Va2—H 02 ! 

pt 9 (92p—V)= 0. In acelaş fel 

rodie - - 

| 1 - (atbcosa)P zk 

  

d: V-Hacosz ! 0, ! :0— 

punân aFbcosaz — » Veni (9 = 230 "(b-racos Lacos 
= (0*%—b?) (1 — cos? z) (a2 —02) sini g _— 9 

(B-k-acoszk :(b-ka cos a)! = % deci 960 -%) 

sau tg (0--$) ete nulă; deci suma sau diferența celor două 
funcțiuni este o constantă, A treia rezultă din primele două. 

40. Din ji pi SyFO si 92 = Ig (2y-+ 0), - 
Pyet0- a(1— Zr 
  

         

— A == = 190.192 “0 a)aaz iC, luând « a=0 pui 

2a 2u 
US aa analog = aa 4, Punând zip =u, 
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RĂSPUNSURI ŞI INDICAȚII QU, 42—57). 

  

_ 2 RR 20% avem z:=f"(u)u, însă f'(u)=— 5 = i, = 

42, Punând = pi >=, fu= e (duo u= 

af —Ba' . (a —ba)(af” —Ba) _ PA Ja B'— Ba”) (227) (aa AbP(ezB> aaa) BIB )fe" 
43, Bacos 4a?, 44, a'=l[cos(aresin a) — sin (are sin 2) * 

  

, „ă lat 45, Prin definiţiune. y2== lim =Y Vi —a2 Via? | Aa 
Ay Ay, Az . o 1 — 21 | însă 2 Br Ap: Yaya a: 46. y= 

2i—ţi Ip 47 pacotpid. 48, Fa=2(Az+ By+D); 
Tot ostE) 49. f= 2(Az-k-By-t-B'a +0); 
=2(B” + A'y +Bz +0); fa=2(B' + Byk AYz-k-0%), 

50. e ENI cozi: F=—Vi—a2, sin y — 
„Vl— a | 

  

ysin a . IS 5, d ” 

VI —gp2 fe rosa z 0 Za 
b c e. 

cos? (bz — cy az) cost(—cz-Fay-Fbz) ; ete, 
2 52. Se va aplica formula faekyf=0 j=— 3 , 

53, pl ş4 ja 2 z 
V pi —az VI 

ya (n —1) az? pm(0-—0)(—2). (mada, 

  

  

55. y'= mal, 

dacă 2>m, j(9=0; pentru n=m, yo=nla. 56. y=a, 
= — a , y' '=1,2a-3 , ==, 2.9, .. pm= 

(al ar, 57, ya), rs Lu mt 
u 11 1.2.5...(2n —93) 21 ID — = — (n) a — Deo N TI) — > 

y ze (Uz îy an (1—2) 72 
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(VII, 58-81, VII, 1). ALGEBRA 

58, y'= cos = sin (S-a , y'= cos(2+-a) = 

= sin (nb) .... gD = sin (n5ra)... 59, f(2) şi gl) 

nu depind de z, pentrucă derivatele lor sunt nule. Punând 

fin) gl) + k, determinăm pe 4 dând lui  . valoarea 

zero. Avem k=0. (S.E.G.M. IL. p. 48). 60. Derivând amân- 

două părţile egalităţii în raport cu î; z, , 2 fiind priviţi ca 

părametri și făcând apoi pe (==1 în egalitatea obținută, găsim 

relaţia cerută. Dacă mai general avem: f(Pnia, imiara, ..  bTP2p)= 

fila, 22,...%p) se găseşte în acelaş fel, relaţia: Su fzi= 

m (Cap 9ayoe+stp). Gl. Derivăm ambele părţi ale cpalităţii datei în ra- 

(a2—1)[(02++2)anttant1-1)]-a(a"t? 
ala) 

(az —1) 

(mt Dana — (no) tan Hi 
(az —1) 

port cu a, obţinem X= 

VIII. 1. Funcțiunea g există pentru toate valorile lui z dela 

—00 la too, fiind -foo la capetele intervalului (—co, 4-00) 

Rezolvind însă în raport cu z se vede că pentru valorile reale 

ale lui z avem 2-3 prin urmare, cea mai mică valoare 

a funcţiunii 4 este — go valoare care este atinsă pentru z=— > 

-. Sk _1 ax Scriind pe y sub forma: y=2 2-3] se vede că dacă 

a crește dela —00 la Ş, funcțiunea continuă 7 descrește dela 

14 , | 5 , : 
--eo până la —, apoi crescând dela 7 la -Foo, funcțiunea 

1 , 
1 crește dela —3 la -+-o0.. Deci are un minim când z=2- 

Metoda generală. "Derivata funcțiuni y fiind: y=a[ —5), 
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NE A 5 1 trece printro valoare maximă [y= — pentru 2z=—. 

  

RĂSPUNSURI ȘI INDICAȚII QUUl, 2—3), 

- | i 5 , ” , . -deducem că pentru z< Z avem <0, iar pentru 2> Zarem 

y >0; deci variabila z crescând dela —co In? funcțiunea 

descrește, iar crescând dela En + oo, funcțiunea creşte, prin 

- . “ : . 5 urmare funcțiunea trece printrun minim pentru z= a” anume 

ya 2. Funcțiunea y există pentru toate valorile lui a 
dela —oc0 la -- oo, având valoarea —c0 la capetele interva- 
lului. Rezolvând în raport cu z relaţiunea dintre şi z, se 
“vede că pentru toate valorile reale ale lui z funcțiunea 7 este 

AES 5 . PR . mat mică sau cel mult egală cu =: deci funcțiunea y admite 4 
, 1 : - N , un maxim pentru z = Metoda generală. Calculânad deri- 

a e . 1 vata lui în raport cu z, găsim: y =— 2z-1=—2( 1) 

AR | 1 de unde rezultă că derivata anulându-se pentru z= g avem 

720, pentru <z și y'<0 pentru z> Z Așadar, z cres- 

când dela —o la +, funcțiunea creşte, apoi cres- 

când de - ln la + o, funcțiunea y descrește, deci ca 

4 2 
-3, Se observă că funcțiunea devine infinită pentru z=1, deci 
“intervalele în care funcțiunea -este continuă “(intervalele de 
continuitate) sunt: (—c0, 1—e); (-1-+e, -F-oo), unde € este un 
număr pozitiv oricât de mic vrem. Deci avem două intervale 
în care urmează să studiem variaţiunea funcţiunii y. Rezol- 
„wind egalitatea în raport cu z vedem că pentru valorile reale 

- —. 1683-— 
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VI, 4). , ALGEBRA . : 

ale lui a avem fie yj<—1, fie y>-t+7, deci în primul in- 

terval de continuitate, funcțiunea y fiind —c, la capetele 

intervalului, funcțiunea are ua maxim (y=— 1); iar în al 

doilea interval de continuitate, funcțiunea y fiind + oo” la 

capetele intervalului, ea are un minim (== 4-7). Seloda ge- 

(4-1) —3) 
= 

semnul îl dă numărătorul, numitorul fiind totdeauna pozitiv 

în intervalele de continuitate. În primul interval de continui- 

tate derivata se anulează pentru z=—l şi avem: J>0 . 

pentru z<—1 și y<O pentru z>—1, deci când z crește 

dela —co până la +1—s; funcțiunea y crește până când z 

devine —1, apoi descrește. Prin urmare 4 trece printrun 

maxim (7=—1) pentru z=—1, în primul interval. In al 

doilea interval de continuitate, 7 se anulează pentru z=-3, 

având y'0 pentru 23 și 4'>0 pentru 2>3, deci când 

az crește dela -1-te la +-oo, funcțiunea descrește pentru 

a<3 și creşte pentru 423. Prin urmare y trece printrun 

minim (y=-k7) pentru z=8. 4. Funcțiunea este continuă 

pentru toate valorile lui z cuprinse în intervalul (—c0, 4-00), 

luând pentru valorile z=—c şi z=-t-oo (capetele inter- 

valului) valoarea 4-1, căci lim y=41. Rezolvând în raport 
, o z=wi-00 - , - 

nerală. Caleulând derivata lui y, găsim: y= 

cu z egalitatea dată, avem: z=+lE V-a deci pentru 

, | y-+i i , 
valorile reale trebue să avem pl SO .adică ia valori cu- 

prinse între —1 care este un minim al lui y și --1 valoarea 

“pe care o îa la capetele intervalului. J/etoda generală. Deri- 

ae 8ta—l : 
vata funcţiunii fiind: ip se anulează pentru 

a=t şi având y O pentru z<--1 şi y>>0 pentru z>1, 
urmează că dacă z crește dela —c0 la 4-1; funcțiunea y des- 

creşte, apoi ' când z creşte dela +1 la +-eo, funcțiunea y 

creşte; iU6ci 7 trece printrun minim y=—1 pentru z=1. 

— 164 —



RĂSPUNSURI ȘI INDICAȚII N, 5), 

Funcțiunea y se anulează pentru z=14+V2. 5. Observiim 
în primul rând că funcțiunea gy dovine infinită (discontinuă) 
pentru.valorile = —1, z2=-+6, care anulează numitorul 
fără să auuleze numărătorul; deci vom avea de studiat varia= 
țiunea funcțiunii y în. trei intervale de continuitate (—oo, 
—1—s); (—1ţe, +6—e); (4+-6-<+e, eo). Mai observăm 

. : . LL . că valorile care anulează funcțiunea Y, anume 2 =—2 şi 
zIY=4 se găsesc una în primul interval de continuitate, a 
doua în al doilea interval. Derivata funcţiunii 7 fiind 

  

( 142110) | 14.219) Z3 ez le a | J= (576) » z anulează pentru 

TR _ 91ia 
= 142110 şi z "= 2200 deci avem 7 <0 pentru 

toate valorile lui z>1-F2V10 sau p< 12110 și 7>>0 

pentru 12410 <z< 14210 Așadar, făcând tabloul 

variaţiunii avem: 

  

zj—co |-2—l-e-ire |” 4 6-—e|6+e [a -L- oo 
  

y|  — — |ol+ + |+ |0|— 
  

                          
y|tldese.| | —coţoodesc.] m|er. creș,teo|-oocr.M |desc. 4-1 

0 0 
col col 
X x 

to 09 

| + | 
ce N % e 
23 3 
„8 i 
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(VII, 6—9). ALGEBRA 

Variaţiunile funcţiunilor sunt cuprinse în tablourile respective: 

6. . ? 

7, 
  

  

  
  

  

  

  
  

  

  

  

  
  

  

  

  

  

  

  

  

      
  

  

  

  

        

    
  

  

  

  

  

  

      
  

      

z|y|_y z|y|_y 
—c0| | | a 
— -F [creşte + creşte 

145 —1—e|_|kee| a; 

ae lee ej 65] disc 
1+Y5 Za] dise. 0,5 |-+ |ereşte! y=0 

— Bre 2 
+ creşte 1 _ 

0 0 M yu=ri A desc. y=0 

—14+V5_, — |descr. +2—e| _|—o| 
2 —o a pote] |-Fo disc. 

—1+YV5 Poe 150, — |deser. _ 

2 e — |deser 3 5+3Y2 0| 2 nt N2 

2 10| m me -F lcreşte 
—- |ereşte 

+ oo +1 + eso +2 

8. ZI |_y 9. zly'! y 

i + creşte -Flereşte 

Ze ZS disc. —1—e| | 

1—V13 |-kereşte —1ţe| |—o 

„6 + 0 |y=0 -- |ereşte 

1 creşte] 0 _|0| M |y=—2 

+a—e + Foo]. — |deser. 
1 disc, +-1—e __|—co 

+ate| |—c FiFel |[a 

Vi3 Cr jereşte — |deser 1-+V13 
6 0 |y=0 ——— 

-F- |ereşte + co +3 

+e| |+3 
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10. az 
  

  

  

  

  

RĂSPUNSURI ȘI INDICAȚII (UI, 10—12), 

  

  

    

  

  

  

  

  

  

  

        

V|_y 

— + crește 

— Va—e + co 

15 | 
. + crește 

2 0] A hpe==—6 
__ |—|dese. 

— Yo—e — o 

— Vote] |-k-oo 
— | dese. 

—110| m ly=0 

i + creşte 1 

010| M = 

— | desc, 

+110| m |y=0 

-F lereşte 

+ Va—e|__|-+oo 
Pare] |—c0 

+ creşte 

e 0| M |y=-—s 
_|—ldese. 

se | 
VS) |eo 

— | desc. 

Fel ri 

11. In cazul B2—a2>0, variaţiu= 
nea lui 7 este aceeași cu a funcţiunii 

3 a 
at 2 Za 

z(z—a) 
variațiunea lui y se obține prin si- 
metrie din aceea a funcţiunii u. 
Derivata funcţiunii « fiind: 

u= » iar dacă b2—a2<0, 

    

2 2 a a 
z——]|z-r— 

, b+a +52 
Lz= 7 3 » ca se 

z'(2—a) 
2 

lează :pentru z= a i anulează : = i av Ş 

„ a? 
2 = Dacă W>a>0, avem ta- 

bloul variaţiunii lui a următorul 

  

  

  

  

  
  

  

  

  

  
  

  

  

        

W>a>0 
z 

— 00 0 

+ creşte 

a? | 1 
Pa 0| M uta) 

— | desc. 
0—e —0% 

oFe [Fes 
— | dese. 

a2 0 — ad 
26 m lau a(b—a) 

- lereşte 
Qa—€ o 

a-țte —o% 

- + crește 

rol lo 
In acelaș fel, se vor alcătui tablourile variaţiunii lui 4, anume: 
a>0, 0<b<a; a>0, 5<0; a<b<0; bLa<0, ete. 

12. Observăm că putem serie: y==1-t-u, unde = „5b—3az 
z?-t+-az—2) 
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(VU, 13—17). ; - ALGEBRA 

deci pentru a avea variaţiunca lui y, este de ajuns să studiem 

pe aceea a lui 4. Punem: 6==a24-80 şi 0'=—2552—3a20. 
10, Presupunem 8 0, funcțiunea a este continuă dela —oo la 
-F-oo, In acest caz, dacă 30, derivata păstrează un semn 

constant, seinnul lui a. Deci când a2>0, 4'2>0, iar a crește 

continuu; când a <O0 avem 20 iar « „descrește continuu. 

In cazul când 3'5>0 fie zi Caz cele două rădăcini ale deri- 

vatei, adică: 7/= Salz— zu) — ae) Dacă a>0, avem 4'>>0 
(a2-F-az—2V) 

pentru za; 40 pentru zi <zCa şi u'>0 pentru 

z>a2, deci funcțiunea arciun mazim pentru z=a şi an 

minim pentru za. Dacă a<O, avem u'0 pentru za 

sau z>z2 şi u'>0 pentru zi CaCza, deci funcțiunea are 

un minim pentru Z=a şi un maxim pentru ra. 90. Să 

presupunem 90 și fie aa” rădăcinile trinomului 
a2-t+-az—92b. In acest caz, intervalele de continuitate sunt: 

(—oo, a'—); (z'-ke, z"—e); (Fe, +oo). Pentru a studia 
variaţiunea lui a în cazul 80, observăm că în fiecare in- 
terval de continuitate lucrurile se petrec ca în cazul 30, 
8<0, In cazul când 820, rădăcinile zi Caz trebue aran- 

jate în intervalele de continuitate; cle pot fi situate amândouă 

în acelaș interval, sau în două intervale diferite. 'Fablourile 
variaţiunii lui 2 se obţin în fiecare din cazurile posibile, ca 

în cazurile numerice tratate, ce preced. 13. Se va rezolva 

succesiv în raport cu 7 și d, se găsește — Sa, — Ey. 

14. 1—V6SzS1+V6; 3—2y3SyS3+2y3. 

15, > Z16F2V19 a 216 —2V19 
15 sau 15  Y oricare. Valo- 

rile limite, ale lui z și y din exemplele precedente, reprezintă 

masimele sau minimele acestora. 16. a= —0,4;:5=52. 

(G. M. IV). 17. Valorile lui , pentru care 9 este un maxi- 
mum sau un minimum, sunt date de ecuaţia (1) az?—3z-+4a=0, 

(7'==0), iar valorile maxime și minime ale lui y sunt date 

de ecuaţia (2): a2(2y—1P—(y—1)(2y+-1)=0, (metoda in-



RĂSPUNSURI ȘI INDICAȚII (AU, 18— 22). 

directă); exprimând că produsul rădăcinilor ecuaţiei (1) este 
cgal cu produsul rădăcinilor ecuaţiei :(9), avem (a2-4+1): 

(402—2)=4 i. a=4 pe + 18. (ac—ca')?-(aV'—ba')(bc'—cv')<0. 

19. “Tabloul variațiunii este următorul: 

  

  

                  

z|—oo —1 0 +1 + oo 
y +|lol-=lolzlo|2 
9 crește! M |[descr.| m |ereștel M ldeser. 
= +6 +5 +6| |—c 

Din această variaţie se vede că trinomul bipătrat are numai 
două rădăcini reale z<—1 și 2-1, curba reprezenta- 
tivă a variaţiei lui , taie axa Z'z numai în două puncte în 
intervalele (— oo, —1) şi (+1, Foo). 
țiunii este următorul: 

20. “Tabloul varia- 

    

  

                    

z | —o0 —V0.3 0 --V0,3 Foo 
y — 0 + | 01—|o0 |+ 
y deser. creşte deser. Jerește 

+ o + 6,55 +7 -+- 6,55 -F- o 
Din această variaţie se vede că trinomul bipătrat nare nici 
o rădăcină reală, curba reprezentativă a variaţiei lui Y nu 
taie axa dz. 2]. Se poate scrie (z—1)-+-8, nici maxim 
nici minim. Când z variază dela —co la -t-oo, ş ereşte con- 
tinuu dela —oo la -+oo. 22. Tabloul: variațiunii lui y este 

  

  

            

următorul: 

1 

y + |_0 | —|o0l|+ 
55 |.. 

Y | — oojerește 2373 descr.| 7 creşte] +-oo 

M — 25 

în ai , , 1 Curba reprezentativă a variației taie axa z' a pentru z=—o 
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(VII, 23—26), ALGEBRA 

"= +2 p"=-3. 23. "Tabloul variaţiunii este: 

  

  

  

z|—oco 0 +1 +3 -F-co 

y + +0] +]0l—|o [+++ 
creşte creşte| M |deser. creşte 

|=—o i 0 — 190 --oo                   
Din tabloul variaţiunii se deduce că trăgând curba reprezen- 
tativă a variaţiunii lui y se vede că ecuaţiunea: z5—5zi-ţ- 
5a%—1=—0 are trei rădăcini reale: o rădăcină dublă a =-t-1 
şi o rădăcină simplă în intervalul (+3, <-oo). 24 Tabloul 
variaţiunii lui y este următorul: 

  

  

  

a-l] |—2 Ha Foo 
pF +XLLOLĂ+ | 0 | = |0|4+-+ 
y creşte creşte| _M_ |deser.| 72 | crește 

98 lo 

— co 0 | 0 -F oo.                   
Se vede că trăgând curba reprezentativă, ca taie axa ua 
pentru 2=—2 și îi este tangentă pentru z=-t-1. 25. Ta- 
bloul variaţiunii lui 7 este următorul: 

    

  

  

  

„| 1-u1ă 9 uri La] lo 

y — | 0 [+|0|+| 0 [+ |o|+ 
descr m lereştelM deser] m: crește|  |ereşte 

+ co A<O0 0 B<0 O + oo                       
Curba reprezentativă a variaţii lui g taie axa z'a în punc- 
tele z=1, 2=83 şi îi este tangentă în z==2. 26. “Tabloul 
variaţiunii lui y este următorul: 

  

  

                    

z|—oco -|.0 = 5 + 

y — |0 +0 = LO0 ++ 
y descr.| 7 |ereștel M |[descr.| m | creşte 

+ oo — 36 + 49 — 36 - |-Foo 
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RĂSPUNSURI ȘI INDICAȚII CU, 27—25), 

Curba reprezentativă a varinţiunii lui y, taie axa abseiselor za 
în patru puncte, deci ecuaţiunea de gradul al patrulea z+—1025-+- 
25 2*—36==0 are patru rădăcini reale cuprinse respectiv în 

intervalele: (--o0, 0); (0,+5); (4-5, +5); (+5, -k-oo). 

27. Formând tablourile variaţiunii lui y în diferite cazuri care 
se pot prezenta, avem în rezumat: a) și 2 impari, minim 
pentru z=ma:(m-+n); D) m par, n impar, maxim pentru 

. e. a . . z=0, minim pentru z= aa ; 0) m impar, n par, maxim . D 
  

  

ma, , , , pentru z= » minim pentru z=a; d) m sin pari, maxim mu , 5 
ma : pentru z= » două minime pentru z=0 şi z=a. mb 
  

28. "Tabloul variaţiunii lui y este următorul: p>0 

z|—o 2 0 + -F- eo: 

0 
  

  

    
  

                  

y |: + — — 0_|_+ 
7 creşte| M  Ideser. deser, | __72  lerește 

R "Ş 

— ce = q Foo 
Zis 3 sie] IE] 

. 3 3 

Urmează că dacă q+ | >o și g— Vo, curba va- 

riaţiunii taie axa absciselor în trei puncte, adică ecuaţiunea 
a —pztka=0 are în acest caz trei rădăcini reale. Dacă 
p<O, y2>0, deci y creşte continuu dela —co la Foo, In 
toate cazurile avem 7“==6az, deci curba variaţiunii are pentru 
20 un punct de inflexiune. 29. Avem '==4 (z—a)(2+F2a), 
24 (a-pak (z—2a), presupunând a2>0, avem tabloul următor: 
  

  

  

— er. —2a cer. —a cr. a cr. 2a cr. Fo 
OA FAO FI 
— 7 = VU — — — 0 + 
  

-k-oo des. m. cr. cr. cr. cr, cr. cr. cr. oo 
oo des. des. des. des. des. des. des. m' er. + o 
    a 

l
e
l
ă
,
 
e
]
 

R 
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CU, 30—31), | ALGEBRA 

m=bt—24a* este minimul lui 7, iar m =c+—294at este mi- 

nimul lui 2; ca ele să fie zero trebue b=aV24, e=aVoa. 

Discuţie analoagă dacă a <0. La valorile z=-tFa şi z=—a, 

curbele reprezentative ale funcţiunilor y și & au fiecare un . 

punct de inflexiune, având y"Z£0, y'(h-a)=0 şi 2“(—a)=0, 

„m man —n e n SR 
a" (—a)7f0. 30, > fie a= Va variaţiunea 

lui este dată în tabloul următor, după parităţile lui 70 și 2. 
  

z —co er. —a cr. 0 cr. ta cr. +oo 
  

  

m=90p+-1, n=2a4+1|—o er. Max. des. too des. min. cr. <k-oo 
  

  

      
m=2p, n=2q-ti |Hoo des. — des. Foo des. min. cr. te 

y mM=2pț-1, n=2q |-oo er. — cr. Eco des, min. cr. + 

m=2p, n=2q -oo des. min. er. Foo des. min. er. +eo 
  

RLLă n - 

E . - : 1 imn NI mt __ 
valoarea lui 7, pentru z=-ta este (») + (=) =Ă, 

când m=2p-1, n=2q94-1, pentru z=—a valoarea lui y 
este —A. 31. Observăm în primul rând că punând 
vaita? —92a+1, deci w=2 (a-ti (922—1), avem pentru 

variaţiunea lui următorul tablou: 
  

z|—s —1 E „o 

v — 0 — 0 A+ + 

v|-koo dese. dese. dese. m=+a cr. cr. +: 

  

  

      
  

Curba variaţiunei nu taie axa absciselor, prin urmare poli- 

nomul 2 nu se anulează pentru nici o valoare a lui. şi ca 

urmare funcțiunea 7 este continuă în orice interval cuprins 

în intervalul (— oo, <b- 00). Calculând acum derivata lui y găsim: 

= a —3%241) 
AL op5—9x 1 

ste tute 1+V3) (4 V2—V3)lz-Ve ZT5) ef) 
_ (zt-f-2a29—2a-1k : 
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RĂSPUNSURI ȘI INDICAȚII (VIII, 32), 

deci următorul tablou al variaţiei lui y: 

    

  

y + — + — + 
y creşte] M, |descr.| 7 |erește| Ma |deser.| m, |ereşte 

+1| - [50 <0 >0 <0| +1 

  

                        
_ Observând că valorile maximelor și minimelor satisfac condi- 
tiunilor M+>0; nu <0; M:>0; m+<C0, urmează că desem- 

" mând curba variaţiunii lui y, ea”taie axa absciselor în patru 
puncte, deci y ia de patru ori valoarea zero, deci numără- 
torul are patru rădăcini reale Ce în întervalele: 

(—V22-V3, —V2 273), (Y22Y, +V22T73); 

(-+YV2—Y3, VF), (+24, +); 
92. Să presupunem 20, p>0.. Funcțiunea poate fi scrisă 

(2 -t ape (20 4-0)P - Fapta * şi se vede. în acest e caz 

că funcțiunea nu se anulează decât dacă ccuaţiunile binoame 
z"--a=0 şi 2"4+b=0 ar putea avea o rădăcină reală co- 
mună, însă pentru aceasta trebue să avem b=a contrar ipo- 

tezei. De altă parte y este discântinuă pentru rădăcinile reale 
ale numitorului, adică pentru rădăcinile reale ale ecuaţiunilor 
"-+a=0 și z"-rV==0, (2) 10. n este număr par și fie b>a 

sub forma: y= 

  (ceeace nu restrânge generalitatea),. Punând a | za) =u, 

21, 
u,   avem pui 22 deci calculând derivata avem: 7 = 

"209 anl (n-a) , 
(zf beti 2 aaa Sau 

pr RP (b—a) ari + aPP— (24-07) 
d (za) (z"4-o)h 

unde 4= 
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(Wu, 32). „ALGEBRA 

Tabloul variaţiunii este deci în acest caz: 

  

  

  

          
  

  

  

            
  

  

    

  

  

  

  

    

  

  

  

  

z|—o 0 - co 
y + — 
y crește] M | descreşte 

v>a>0 +2 Zz +2 

+ 

- a le 

a|— co] V—a-—e _V-a-e 0 Y-a-e]V-a-ejps 

y ++ 0 | — | — 

220.030 y crește crește | M. | descr. | deser.| 

d-ha>0 |+2|  +e|—e  |sta | —cojdee [+2 
= 
RIS 

z|_y_|_7 
p impar — +2 

aZ0,5>0 -+ creşte - 

ațd<0 —V—a-e +. co 

—V—ațe |. —s* 
--. lereşte 

_ — | 2 0 | m lo-ap.2 

—  |deser. IE 

0 0 m (5) 2) 
b a 

+ creşte 

j-* 0 | M (—ab2 
__ — |deser, 

i a—e __ co 

+N-ahe |. i 
- | — '|deser. 

+a +2     
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RĂSPUNSURI ŞI INDICAȚII (III, 33—34), 

  

    

  

    

    

  

  

  

  

  

  

  

  

  

        

zl y |y |. 
p impar — =) 
a<3<0 -F-. lereşte 

— V—a—e -L- oo 

- — V-a --e | , —*» 

+ creşte 

— sd 0 | A l(—apX2 
—  |descr. 

—V—w—e — o 

aa Fa 
—  |deser. 

, a DP 
0 0 n (2) +(£) 

__ + |erește 
" —b—e 

Foo 

n 
Do v—b-e 

+ creşte 

V=*50 0 | M l(—1pX2 

—  |deser. | 
|_a-—e — co 

VZa-te 
A oo. 

—  |deser, 

Fa Fă 
Rămâne încă de examinat cazul când n este impar. lJease- 
menea în ambele cazuri variațiunea când unul din numerele 
a, b este nul. Când presupunem unul din numerele întrepi 7 
și p sau amândouă nenative, funcțiunea se poate pune sub 
forma tratată corespunzătoare lui n şi p pozitivi. (S. E.G. 
M. IL. p. 141). 33. z nu poate varia decât dela 0 la +o, 
pentru z=2, „= —2V5 (max.), crește dela —1 la 

RR , 
—> Y3, apoi descrește până la —c0,. 34. Avem 
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QMII, 35—37), ALGEBRA 

pp 3 (2 12— 2) şi ca urmare următorul tablou 

al variaţiunii i y: 

z | O + 

po + 
y 0 cr, M deser. —"* 

35. = Vi —z—Vz 
FF când z variază dela —c la —£, y 

3 Vz Vi—z 

descreşte dela -+-e la 1; când e trece prin O, 4 y îşi schimbă 

-- co 

o
 

= 
|
|
 

=] 

  

1 
semnul şi avem un minim; când a crește dela 0 la > y creşte - 

dela 1 la Va, care este un maxim; apoi când z creşte dela 

> la 1, y descrește până la 1, care este un nou minim; de 

aci înainte creşte necontenit. Este de observat că in curba 

reprezentativă, în punctul unde 4 este maxim tangenta la 

curbă este paralelă cu Oz, dar în punctele minime tangentele 

sunt paralele cu Oy. Punctele acestea se numesc puncte de 

înapoiere. 86. Observăm că este o funcţiune periodică de 
perioadă 27, prin urmare pentru a avea variațiunea completă 

a lui y este de ajuns a studia această variaţiune întrun singur 

interval de lungimea perioadei 27, fie în intervalul (0, 27). 

Avem următorul tablou al variaţiunii care se reproduce in- 

terval după interval: 

  

    

Ti 37% — 
z 0 4 a , 9a 

y + _._0 — 0 + 
og FI cr. Ma dese. m=—V2 er FI. 

37. Fie o o valoare a lui z:și so = sin o COS 20. Să însem- 
năm cu y., valoarea lui y corespunzătoare la z=7-ao.. Avem: 

= sinS5(3-F zo)cos(2 +20) = (— sin o (— cos z0)= two: 
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RĂSPUNSURI ȘI INDICAȚII QV, 38). 

deci funcțiunea dată este funcţiune periodică, de perioadă 
egală cu 7 și ca urmare este suficient pentru a avea varia- 
țiunea completă a lui y, să o studiem întrun interval de 
lungime egală cu 7, de exemplu (0,7), căci derivata lui ș ] 
fiind: y = 2sin 2 (3—-4 sin? 2), deși se anulează la capetele 
intervalului ales, nu-și schimbă semnul trecând prin valoarea 
zero. În aceste condițiuni avem următorul tablou al acestei 
variaţiuni: 

      

  

  

              

17 27 2|ol| 13 | | 
y 0 |+ 0 — O |-+ 0 

y creşte| M |descreşte| 7 [creşte 

0 V3 _ 3 0 
3 8 

38. Observăm că putem serie pe y sub forma: = aa X- 

T . 

1—4 sin? a sin (£- n E +a) 
a i şi avem: sin z+z sin lz—3 

, 6 sin acos 47 
Y > Taz iz" Observăm că y-este-o functiune Y Cosi [4 cos2z—1k y ți 

I0'a . 

9 320 tă 
  

periodică de z, perioada fiind z, Puntnă yo= 

199 (2-0) __ 199 ao zo = = 90. Deci est a 2-Fzo avem pi= 195(-Fzo)  îp3a, Yo. Deci este 

de ajuns să studiem variaţiunea lui y în intervalul (2, 

+3. Tabloul variaţiunii lui y este următorul: 
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(Vl 39—40), „o ALGEBRA 

  
  

  
  

  
  

                
  

  

  

14 Ti = — 
az —ae fă e jeo| ele] __F|_FE 

| | | -6 8 

Y_|__— ++ | — 
y deser. | m |ereştelcreştelereşte| M_|_descreşte 

ISN ” LS 
= 

+ | 
t= t= 
— ha] 

A w, w E 100 w 

| + | | 
0 pE|E erele ele | tele 

|ES|S | + | + 
[2 + 

“m lereşte| M | deser. | deser. m creşte 

= 2 => 
| + 

:D= t= 
— A mai                 

39. Avem y = căt cos? ze Bo-costo=2en5f 

zi 5 a a 
(cos32 — + cos 2) = 4 cos cos cos variaţiunea este: 

„9: 2 

TO 3% Ta: 32 97 
O cr. ger 3 cr gr 3 cr, î. cr, 5 cr er. e cr. 27 

  

  
y 

P0—=0+ 0 = 020 +0 —0+ 

O cr. M des. m. er. Ma des.— des. nau cr. Me des. ma er. O   
-M; M, Ma reprezintă maxime” ale” funcțiunei; 7%, a ma mi- 

7 

nime;” şi. „unele Şi altele „pot fi calculate. ştiind că sin == 

1Y0— 2V5 ete. 40, Funcțiunea este periodică, de „peri- 

Sad az. “Dacă tai intervalul 022) ca este discon- 
tinuă la capetele intervalului, aşa că studiem variaţiunea 
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RĂSPUNSURI ȘI INDICAȚII (00, :41—42), 

3— Y3 

  

“lui y în intervalul (0-ţ-e,' 9320), 0-re<aare cos 

  

  

9 

i — co <y<6—2V3 (maxim); arecos 33 <<, . 

6—2Vj5>y>—3 minim; F<g<2n—arezos 53 

3 

creşte dela 6—2V3 la —c. 41. “Punând Ta=u, avem 
= — ut — 472 u-t43%)X sin uu = R5(p5—'a2— 4-4) 
sintz=23(24-2)(2—1)(2—2)sinnz;:y' se anulează pentru 
z=I, număr întreg pozitiv sau negativ, pentru = —2, 1 şi 
+2, 4" anulându-se nu îşi schimbă semnul și. nu avem nici 
Maximum nici minimum, pentru celelalte valori ale lui f uvem 
un maxim sau un minim. și anume: dacă :>2, maxim este 
pentru 2=294'+F1: şi minim pentru z=2k, contrariu “dacă 
k<—2: Pentru z==0 avem un minim. -42, Derivatele celor 
două funcțiuni sunt respectiv: y = psint 2 [(sin? a) + 
(cos? 2)P-1] w'= +2 sin 2 ambele se anulează -pentru rădăci- 
nile ecuaţiei sin 22=0, având ambele semnul lui: sin2 a, deci 
cele două funcțiuni au maximele -pentru aceleaşi valori și 
asemenea minimele. pentru -aceleași valori. Ambele, funcțiuni 
fiind periodice, de perioadă egală cu: 7, este de ajuns să se 
studieze curbele reprezentative ale variaţiunii lor întrun în- 
terval de lungimea 7, de exemplu (0, 2), Avem tabloul .varia- 
ţiunilor următor, ţinând bine înţeles seamă că 0 şi 7 suut 
valorile „pentru. cari avem maxime sau minime: 

5 <z<25—e, y des-   —3<y<6—2V3; 23 arocos 

  

    

                        

T z T 3% să 

„210| îs] lz| . lo la F. 

zu; y . 0": + - + + 0 — — 2 “07 

: [I INT ha. ZI 

Y o erleștțe |--1 creşte e descr. +1 descr. 9 

au 9 | crește | +1 crește ba deser. +1 deser. m 

-. AD iii d 
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(VU, 43), ALGEBRA 

Se observă că maximele și minimele corespunzătoare ale celor 

două funcțiuni au aceleași valori; ele mai au valori cores- 
punzătoare egale pentru toate valorile lui z care sunt rădă- 

cini ale lui cos2a. Totuş curbele reprezentative nu sunt su- 

TI __ gP—1?, TI _ 1__1 
propuse, Avem: Yy (Sa iar a (E) 3>=3 

ete. 43. Simplificând funcțiunea 2 cu (24-47) şi ţinând seamă 

de relaţiunea dată zy=a?, avem succesiv: 
— zi gpi—a? (202-092) 4-5 a2(2224-12)—Bat — 
  

  

  

% ” _ a? 9j2—2a2 Na 

(cot pda (mt) dat +, 
ZF 22 + x 

m8-t-4a2z0—4 atat 4aat-kat , > 
s= + 00 ae aie » dacă punem 2>aa+-40* 

valorile și variaţiunea lui = se deduc din ale lui au. Pentru 

simplificarea calculelor punând încă z=at, avem: 

8 4 | 
Era FI Observ 2 = pap ăm că funcțiunea zu este discontinuă. 

pentru 1=0, =—i, I=-+1 şi este totdeauna pozitivă. Avem 

prin urmare să studiem variaţiunea lui 4, în fiecare din in- 

tervalele de continuitate: (—c, —1—2); (—14-s, 0—s);: 

(de, <+-i—e), (die, 4-00). Dealtă parte ea este o func- 
țiune pară de î, pentru î=to şi [= —to ea ia aceiaşi va- 

loare; este de ajuns â studia în acest caz variaţiunea lui 4 
pentru valorile pozitive ale lui î. Calculând derivata lui 2 în 

(£2-+-1)(48— 415 — 40241) 
raport cu î, avem: 44 =2a02. a) și se 

vede că zu. se anulează pentru valorile reale, care sunt ră- , 

dăcini ale ecuaţiunii reciproce în raport cu =; găsim 

(transformând radicalii suprapuşi) următoarele rădăcini reale = 

1020 + VIOV e , 
Şi 3-+ Ve VI+ Y6), câte una în fiecare interval 

de continuitate. Avem tabloul variaţiunii următor: . 

sasa St 
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RĂSPUNSURI ȘI INDICAȚII | (VIII, 44—46). 

  

  

                

x |O+e ta | biele | -- co 
2 — 0 + _— 0_|_+ 
21| descrește | 7 creşte __| descrește | 7 |crește 

po rele e +a 
= 30087 T6-+-VI-FY6) și ta = (Va T6—V12FT6) 

le? si) 
4. Avem: 4=a-FVaa şi a (e bNatozlz-Nat=ai, 

. Ă V(as—z5) 

deci următorul tablou al variaţiunii lui =: 

  

  

  

. 3 —N CAL N 
a + — 

A 
2 crește M descrește 

av4           
— Sat 390 _9eeu+e), 

IEI TFE * Ue , —20(6— 1) (24 5-3 2-1) af= 2 
> 

derivata 2'= 9a (1-Fe 

iar tabloul variațiunii lui + următorul: 

45, Se va puney=iz .'. 

i|—s  —i—ej—1-ke 0 1 -+- o 
  

? 2 + — O_+ 0 — 
2 

210 er. -oo|-t-oo desc. m=0 er. = desc. 0 

  

    
, 9 , , , , deci 2maz > 3 q2. 46, Se aplică teorema maximului unui 

produs de factori pozitivi, când suma lor este constantă ob-= 

Bz n im —Î. 90 servând că Sai sa Poets d. Găsim n 2, Fo- 

losim proprietatea că media geometrică a n cantități pozitive 
este mai mică sau cel mult epală cu media lor. aritmetică ? 

A 
N 

egalitatea având loc pentru valori egale, Vaza za. .2n S 
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QU, 47—49). - ALGEBRA : 

Pa Laos. In a.. „In < 

  

  

  

  

  

  

pi Gia <— (G.M. XXXII, p. 154). 47. Rădăcinile- 
1 

derivatei sunt 2 şi —1. Avem următorul tablou al variaţiei: 

z — % —2 1 + oo 

Ar 0 > 0tte 
a — a—4 a—5 oo |__ 

a<4 |—o cr, Mnegativ des. m.negativ er. +] IL 

y a=4 _|—o er. 0 des. —1 cer. țoe|IL 

4<a<5]|—o cr. M pozitiv des. m. negativ cr. —- co [III 

a=5 |—co cr. ți des. 0 or, + oo |V   
    a>5 |—eco er. M pozitiv des. m. pozitiv er. tel V 

Rădăcinile reale. Pentru: | 

]. O rădăcină cuprinsă între —l şi oo. 

II. O rădăcină dublă pentru z=—2 și una cuprinsă între 

—1l şi. 

III. 3 rădăcini reale în intervalele (—c0, —2), (—2, —1), 

(—1, ko). 
1V. O rădăcină dublă pentru z=—1 şi una cuprinsă între 

—0 şi —2. 

vV. 9 rădăcină între — 00 și —2, 

(3. E. G. M. III. p. 70). 

48, Derivata ze anulează pentru z220, “Tabloul variaţiei este: 

a je 0, +, 
TEZELE 
poe: dese.| A ler. “ko 

  

  

      
Deoarece curba are:minimul y=A, nu va tăia axa 2 când 

A>0, îi_va fi tangentă în origine pentru A==0. și o va tăia 

în 2 puncte: simetrice faţă cu origina dacă AO. Deci ecuaţia. 

problemei âre 2 rădăcini reale contrarii când A<O. (8. E. 

G.: M. IL. p. 1939). 49. Derivata se anulează pentru z=0, 

păstrând semnul + pentru orice. valoare reală a lui z, Func- 

ţiunea este “crescătoare dela — 00 la too, iar curba repre= 
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RĂSPUNSURI ȘI INDIOAȚII (MII, 50—51), 

zentativă are pentru z=0 un punct de inflexiune. Tabloul 
variaţiei este: 

z =. 0. oo 
  

  

  
PF + 0 ++ + 
YU —*0 A -F- co 

Funcțiunea fiind crescătoare şi ordonata variind dela —oco 
la -k- eo, curba tae întrun punct axa z, deci ecuaţia pro- 
blemei are o singură rădăcină reală totdeauna pentru A3+0. 
(S. E. G. M. II.p.139), 50. Derivata este z"2 (nz—n-+-1). 

Rădăcinile sunt z=0, z= mi   Tabloul variaţiunei este 

pentru 2>>2, 

  

  

  

    

n |—oo 0 nl + oo 
7 

1=2p = F ar + 
Y|-+oo desc. —]l desc. a ee e] er, <f- oo 

W|t + 0 — 0 + + 

n=apri g|—oo cr. —1 dese. ri er. “oo 

Ecuația problemei are 2 rădăcini reale pentru n=2p în în- 
n—] 

terzalela (-- 20, 9), k-   , o); pentru n=2p-t-i, o zin 

gură rădăcină reală în intervalul pe <A ce): Pentru n=3, 

studiul se urmează ca în cazul n=2p.- (S.E.G.M. II. p.140). 

z(1—f2) 51. Funcțiunea poate fi scrisă subt forma y= fa şi ur- 

mează să studiem variaţiunea lui 7 când a variază dela 0 la 
colg a. Ea este discontinuă pentru o valoare negativă, deci în 

afară de intervalul o, 3), care rămâne întreg interval de 

continuitate pentru 4. Calculând derivata avem GR 
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(VI, 52--53).. . ALGEBRA 

(224+-2fa—1) şi se anulează pentru două valori 2.20 și 

ZO, deci numai 2 = colg (2.2) găsindu-se în interval 

(căci & intrând numai prin tangenta sa f>>0, poate fi pre- 
7 

supus <3) și avem următorul tablou al variaţiunii: 

  

  

E: 0 zi cotg a 

V + 0 — 
y 0 M 0 

: zi           
Construcţiunea curbei în cazul cerut este ușoară.. 20. Prin 
metoda directă, observăm că rezolvând în raport cu z rela- 

ţiunea care dă pe y și punând condiţiunea ca z să fie real 
trebue să avem: 42—2(1-+-2f2)y+-120 şi avem deci 

mira p—2PiFf: (an masina) şi ge>1+2fP:r2/VIFP 
(un minim); primul având loc pentru z=— [FFF și 

al doilea pentru 3 = — f—VF2Fi (în afară de intervalul 

dat), deci minimul nu ?convine. 52, Fie zi > cele două 
rădăcini ale ecuaţiei; pentru p<—1, a şi aa sunt imagi- 

nare; când m crește dela —1 la -+-o, au crește dela 1 la 

-F- oo, iar za descrește dela 1 la —c. 53, Ecuaţiunea în z 
este următoarea: mazt-t-4a5—6ma?—4a-t+m=0, sau pu- 

nând p—Î= 9, mat 4y—4m=0, care dă = 

(—1 VI-Fn) şi a? —ya—1==0 şi se vede că pentru toate 

valorile lui m avem Y real și ca urmare z real. Să luăm acum 

y==C 1+ VIE 2 şi z=349+ V1223F4) şi să studiem 

(Vi-trm2 4+- 1) Vi? 

- 950, pentru că |y| < Vera, prin 

variaţiunea rădăcinii a. Avem yn= 

şi 2n= ut-aptă 
Va 

urmare următorul tablou al variaţiunii: 
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RĂSPUNSURI ȘI INDICAȚII CV, 54, 1%, 1-5). 

        

    

  

            

m |—o , 0 Fo 
1 + + + + 
y |—9 crește .| 0 creşte  |-1-2 
a + + + _+ 
a |-l +Va creşte --1| creşte |+-1.+V2 

Pentru celelalte rădăcini studiul variaţiunii este analog. 
54. y esteo funcţiune discontinuă la stânga în punctele 
0, 1,2, 3, 4,5,6,7,8,9, 10. Căci dând o descreştere mică lui 
z în aceste puncte, I (2) descrește bruse cu o unitate. Pentru 
construirea curbei se consideră succesiv intervalele 0,1; 
1,2;...9,10; funcțiunile de studiat fiind Y=a?, ya, 
Avem niște arce de parabolă. 

IN. 1. Produsul este maxim când: R+a=R—z, adică 
planul secant trece prin centrul sferei. 2. Insemnând dis- 
tanța dela vârful conului la secţiunea lui cu z, păsim că 
raportul creşte necontenit când z variază dela O la 2R; la 
capetele intervalului (0, 2R) tinde respectiv către O şi <+-oo. 

'3. Maxim pentru z=3 (V'7-4), minim pentru z= > (V7-+ 1); 

dintre care numai maximul este acceptabil - pentru diferenţa 
. Li . . . . volumelor. 4. Fie 7,0,” lungimile celor trei mediane, avem: 

= IeneFa Fa) (mm'— m") (mm) (—m-bm'-tn”). 
  

  

  

S este mazim odată cu u=—mt-ţ-2 (%2-t-00'2)m2—(m0'2—m0", 
U'm = —4m (m2—m2— "2. Avem tabloul: 

== 
m |0 Vant? be ma”? A 

Um|O +. „0. — 
M a | 0 creşte | 422 | descrește       

Dacă m'=m?-+-m'2, avem 5a2==-to2, A se. vedea 
şi Malhesis XL pag. 175. (G. M. III). 
5. Fie AB==a. Punâna BO=a, se găseşte fie prin metoda 
generală, fie aplicând teorema maximului unui produs de pu 
teri cu suma factorilor constantă, că suprafaţa este maximă 
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(4, 6—0). ALGEBRA 

m_i 23 | 
pentru BC = sa. Avem Smaz=1g a2V3. 6. Insemnând pe 

AB=a, avem: 28S=aVa2—a2— 2, iar 29 = x 
Ă . Q2— m? 

(q2—9a2— 2 Va?— a). Anulând derivata şi rezolvind ecua- 

ţiunea iraţională găsim patru valori şi considerând numai pe 

cele pozitive, observăm că numai z=> = ya— Va satisface 

ecuaţiunii iraționale şi deci convine bene a variind dela 

e până la (k-a—e), pentru 2=3<3 9 —V2 avem S>0, 

iar pentru z=9>ga-Va avem SO, deci suprafaţa Ss 

trece. printrun mazin s=4- (2-a) pentru aB= aa 

(AC= sVa-+H2). 7. Punând AB=a şi i BC=az, asia : 

Sv= saata--22) și v=ajete=22| , deci, z variind 
a—z 3 a—xX : 

între ( Le, ae) și S fiind pozitiv, maximul celor două 

funcțiuni S şi V are loc pentru aceeaşi valoare a lui z, Numai 

. ._. . . . a 
una din rădăcinile derivatei se găsește în interval, 2z=-3- 2 

(2— 2) şi avem: Sroszzzn2(V2--1)4 Vaza nat (3..9V ate 

Ina (Va--ay, (G. M. II). 8. Fie AL mijlocul ipote- 

nuzei. Punând AB=a şi ipotenuza BC=y, găsim (fo- 

losind teorema maximului unui produs de puteri ai cărui factori. : 

au o sumă constantă, fie “studiind variaţiunea funcţiunii) că. 

maximul are loc pentru z=3 (adică pentru triunghiul AMB 

echilateral).. (G. M. VII). 9, Insemnând cu E proiec- 

țiunea punctului P pe diametrul AB, cu z=A4E, y=EP 

— 186 —



  

RĂSPUNSURI ȘI INDICAȚII (0%, 10—12). 

  

  

şi 4 au perimetrul trapezului AMNB, avem, punând * a, 

ZORII Ra 
că 2= 2R+-V32 Sa —GRatiRt de unde: 

VoRz—a 

(z—R)[2 (z—RR+-oR? 3 RYSZ—GRa-FAR2) 
ORz—a0): [32 —6Rz-+-A4R 

deci perimetrul trapezului are un minim pentru 2=.R, adică 
P la mijlocul arcului APB, când trapezul devine patra. Ase- 

87R5 a2—2Ra--4R? 

, 
Z= 

menea păsim că V= 3 Ra este minim 

2R2 pentru z=R, iar 0OD= "este maxim când 
Vaz RPR 

numitorul are cea mai mică valoare, adică z=R. 10. Fie a 
şi b distanţele punctului M la laturile OY şi OA, iar Pşi N 
capetele segmentului determinat de 0X 'şi 0Y. Punând 
0P= a și ON=y şi făcând pe z să varieze dela a la -+o, 
găsim că segmentul cel mai mic are lungimea: (ai-ţ-di)i, 

11. Avem S= 2nzy; V=ngpt (2-3) Dacă S=47r e 

2 — 2 

p= v=3ar dtz Pentru ca să avem Y>0, trebue 

ca z>ra şi cum y<2z .. 2>r, care cuprinde pe cea 

4 dintâi. Cârd z. creşte dela r oAnă la rV2, V creștea dela s£r 

4_u „o , până la gar EI (maxim), z crescând V descrește continuu 

şi tinde către zero. 12, Insemnăm MOA=:2z; BOA =2a; 

BOA=2% şi R raza cercului. Fie a<a<a <> şi 

sin&sina COS &-+- cos &-+i 
= avem în acest caz: y=2R maori + 

Cos &-l-cos& +1 cos 9 
sin (9—a). Având sin &-t- sin &'>>0, dacă cos &-t-cosa'-+-13>0 

08 &-teos&' +1 +1>0. 

cos 9 
ES *0<9<3 deci cos 920 şi ca urmare A= 
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3—1 5), ALGEBRA 

dacă cos&-eose ti <0, w* =< 9<7, deci cos9<0, 

ca urmare A>0. Așadar, maximul și minimul lui 7 au loc 

în acelaşi timp cu maximul și minimul funcţiunii 2 sin (9—a) 

respectiv, ete. (G. DM. 1V). 13. Fie O unul din punc- 

tele comune celor trei sfere (punctul unde perpendiculara pe 

planul AB0 în ortocentrul ZI înţeapă una din sfere); un- 
ghiurile triedrului OABC. sunt drepte, deci însemnând cu 

z, Y, % lungimile OA, 08, UC avem: V=Sayz. De altă 

parte, S fiind aria ABC, avem: 168==9 (a2-t-a2)(qp1-t-a2)4+- 

(9p2-4- 22) (02-42) 4-2 (27?-ţ-a2) (ap) — (2 2) — (2-2) 
— (0%-Fr 22 ==4 (2 poa? 329222), deci între z,y, 4 există 
relaţia a? 2-a? a2-t-a2a2==4a2, In acest caz (6V)' atat 
= (2292) (a? 22) (222) este maxim când z=y==2, deci când 
triunghiul este echilateral. 14, Fie z latura tetraedrului re- 

gulat, y muchia laterală a unei piramide, avem: V= Da V2+ 

L 2V3ppt—a2; S= dati —z=0)ă, + *a 2v=zt 

oaVat Za, 19V'—3a2 Vara   
mt 

Vai Tzi z poate varia dele a a. 

In acest interval, V” se anulează, schimbând semnul din plus 

, 2 , , 
în minus, pentru a=a Va deci volumul Y pornind dela O 

4 
crește până la un maximum egal cu Lat V2 apoi descrește 

continuu, 15, Fie a şi V distanţele AA' și BB ale punctelor 

A şi B la dreapta dată, O mijlocul lui A'B și 2m lungimea 

lui A'B'; distanţa punctului A variabil pe dreapta dată la 

MA? _(r—mkta 
Ip  (ekmk-ko 

şi calculând pe 2 avem următorul tablou al variaţiei lui =: 

Z* Zi 2 A co 

+ 0 — 0 + 
--1 creşște| M | descrește | m creşte |-+1 

  

punctul 0. Avem: = Punând 1=z 

  

    “
a
l
e
.
 

la 
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RĂSPUNSURI ŞI INDICAȚII (1, 16—21). 

._. 3 . unde zi sunt rădăcinile care anulează pe z'(2); anume: 

Lia = A (a2— 02) + V(a2-+- 02-44 m2)2—4a262], Valoarea ma- 

  ximului lui y? este Ș [02-p-02.p- 4 m2-F V(a2-02-74 m3)2—4a202), 

pentru aceea a minimului schimbăm semnul radicalului în Va . 
loarea maximului. 16. a fiind distanţa centrelor, suma supra- 
feţelor celor două zone trece printrun maximum pentru 

<a BVă_—, z fiind distanţa punctului la centrul sferei RYR+rYr 
E => 

de raza FR. 17. Punând a==DBA, găsim: S?=Risin?asinda. 
7 Aria triunghiului ACD este maximă când unghiul a= va- 

loarea maximului fiind 2 RV 108, (G. M. 1X). 

18. Având r=z şi relaţiile: z-ty-tha=2p; a2-ha2=a2, 

exprimăm pe r numai în funcțiune de z, de exemplu, și stu- 
diem variaţiunea lui r observând că variază dela te la 
(p—e). Găsim că 7, deci cercul înscris, este maxim pentru 
2=y=p(2—Y2), rmas fiind egal. cu p(3—2Y2). 19. a şi b 
fiind dimensiunile dreptunghiului și a înălțimea cutiei para- 
clipipedice, avem: V=a(a—292)(5—2a). Studiind variaţia 

găsim că V este maxim pentru 2= Bla-ho)— AVERE. 

20. Fie 2 înclinarea feţelor laterale pe una din baze, avem 

V=3anR sin 22 [1-4 î92 9 cotg? e], variaţiunea volumului 

depinde deci de variaţiunea funcţiunii 2 = î92-+- colg2p= 

_4_ | 
sin2%9 

nimă (trunchiul de piramidă devenind o prizmă pentru această 
valoare), de unde apoi creşte nemărginit. 21. Avem 

1 S=zytesty şi condiţiunea: 4(z-+-y-+-2)=4a; putem 

—2, care descrește dela jo la +2, când este mi- 

— 189 —



(IX, 22—24), : - ALGEBRA 

serie suprafaţa: 3S=6 (zy-țzz-ky3)>2(zkytP—(0—y)— 
(p—ah— (2 —a)?, care este maximă pentru z=y=a. Se 
poate păsi acelaș rezultat privind pe S ca fiind. funcţie de 

două variabile de exemplu de y și =, având z=a—(y-ţ-2) și 
aplicând condiţiunile în acest caz pentru maxim, 22. Fie 

Mo şi No. poziţiunile mobilelor la momentul 2=0; OMo=m, 

ONo=n; avem OM=m-tat, ON=n—0t, MN= (m PFa?-+ 

an-tbm, 23, Can- 
Va | 

titatea de lumină primită de un punct dela un isvor luminos 

este egală cu câtul dintre“ intensitatea isvorului luminos și 

patratul distanţei dintre punct şi isvorul lumihos. „Deci pentru 
î 

A: = Sr 
tivă dela A către.B şi negativă” în sensul invers... Avem 

AM?=OA?-+O0M?— 204 (OA —a)=a2r2—9a(a—a) 
BM'=0B2+0M2 +-20B (0B—a)=a?-t-r-ţ-2a(a—a) 

  (n —b02; găsim că minimul lui MN este 

  Fie a proiecția lui AM pe AB, pozi- 

SA Z_ a: . 

(punând AB =2a, OM= r). Deci = Pod t. 

Foaia sau Aha —2abeti—iazrilr+-3cta 

(72—a2)—1:(r 1-9 72 q— 3023)=0. Pentru ca valorile lui z să 

fie -rcale, trebue să avem; 4a? (a2 + 72) 12 —4a2(a24+-7?) 

pi A-(i—i) 2a2>0. Rădăcinile trinomului din membrul | 

al acestei inegalităţi sunt: = Asii jr = e, | 

> VirVk prin urmare va trebui să avem: > “sau 
ini ata 2(a+r) 

Mih Pre IS =, av gal EA Pentru =, avem z= z' =at Sa” 

aer Vi—Vi —V2 . 
unde A= >. 

| Vie 
(G. M. VL p. 184). . 24, Fie z raza comună a cilindrului cu 
înălţimea 7, a conului cu: înălţimea « şi a sferei; S=îm2 

  

  pentru k=H4, a=a ata 

— 190 — 

ar . :



RĂSPUNSURI ȘI INDICAȚII (0, 24, %, 1). 

. . . „RV | , 
suprafaţa totală dată a rezervorului, —— volumul său. Avem: 

a 6, 
S=9xayţrz V 2224-97 a2== 7 m? 

T Tara Tzi - - 
sai y+ ze 2 3 sau m?=2ay-raVa2-F a-t-2aă, 

V=622 kata +42, Eliminând -pe y între aceste lao 

ecuaţiuni, V=—9a0p9 tz — 302 zi ai-3 tz. V fiind 
funcţie de donă variabile, pentru maxim, anulăm derivatele 

sale parţiale în raport cu z şi 3. Va=—Ga-k4ax— 

    

  
3 a5-+-9 ma? 322 
9 k3m =0, Vaz=2at— > =0. Din ultima 
Vaza Vai 

ecuaţiune se deduce z=0, = 215, Prima soluţie introdusă 
2 

în prima ecuaţie, conduce la 372=0, deci se exclude. Pentru 

cealaltă aflăm „25 V5—2 Lis=2 z=m |Y5—2, 

= mY5YV5—2 52, Pentru aceste valori, volumul rezervo- 

zm5 Y5 —2 j | i 
rului este + Să arătăm că acest volum cores- 

  

  

3 . 

punde unui maxim. Calculăm derivatele secunda: 

ma Lu gri r9imr2at 
V = —12 ata (a2-ba2)t 

.. a? m , 4 

Na 4 a Ioa PI 20 Va= — Sa =* Jalocuim în 
(a) - (22) 

Va Va Va pe ză 'cu valorile ce-ne-au anulat deri- 

j P 5 2 A 

vatele prime. V (5-34), V za= = Boa ——— 

Va = = Va, Va fiind negativi, se verifică ecuaţia 

de maxim: V'z. V'a—(V'zd>0. (GM. XL. p. 42). 

  

"X, 1. Avem V(a tab 0)=V a-i + Va2-0 2, Ridi- 
când la patrat, reducând, ridicând apoi a doua oară la patrat, 

ăsim: (024-052) (a24+02)—(aa' Abd) =0, Dar după identitatea



"X, 2—8), ALGEBRA 

lui Lagrange, membrul | al acestei egalităţi este (ab'—ba')?==0, 

deci St 2, (1-835F20(+30(1F+9i-+200)= 
(—1-+33)(1-+-33)(—194+93)=—=—(14-9)(—194+92)=—=10(19—93). 

3, Dacă 2=4p, avem [(1-+5)]22= (95)P = (—1)p.927; 

n=4pl, (Ukie(1k)=(—12,22%2(1 +5); n=4pF2, 
(IF) 'e(0-F)=(07, 735; nâpFa, (Fir 
(—1)2,927t1(6—1), 4, [-z vb 7 33) = “ 

Y3 ED ( 1, Y3 j 4 7 i —=+— = Pentru a doua expresiune, (=3 3 + 2 23 

_
 1 . 

i) Dacă luăm exponentul -+i, rezultatul este: 2-a | 
1% 1, Y3 1 

( E zi, anca uim —a, să SD = EI 

aa? 
_1=X%,; 
22 = 15, 5. Insemnând suma numerelor 
1,3 2 2 

ata 
reale &, $,y,3 cu S,; suma produselor lor câte două cu Sz, 
suma produselor lor câte trei cu Ss și produsul tuturor cu S+ 
„găsim că produsul dat este egal cu (1—Se-t-89)-+i(S.—S5), 
deci produsul este real când S.=Ss.' 6. Insemnând suma 

„produselor câte una, câte două, ete., câte n ale cantităților 

reale &; cu S,, $z,..., Sn, produsul dat, ordonat după puterile 

lui z este egal cu a"-tSuizh it Sa s2ah2- Ss s5at3-t- 

Su ît an Sand == (a Sg 2 Sup — Fi 
(Su anl — Sgan-3-1-...). Produsul este real, dacă Sa 1— 
Ss an-3-4- Sp ah-5 —...=0 şi este de forma X; dacă 2"— 
Sar2-F- Ss... =0, 7, (Ut aip=(—100%-f-5a0, 
(5 4-10 &5%p-a5), Expresiunea este reală, dacă &(a:—10a?.4-5)=0.,. 

x=0, a=+V5 +95; este de forma i, dacă 5a4-10241=0;.. 

s=)] 5 3215 8. (1-Pas=1-F0ai— Cat —0patiţ- 
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RĂSPUNSURI ȘI INDICAȚII . 0, S—11). 

Caai-l-Ci as;—... Expresiunea este reală, dacă Cua—Ciat-t+ 
Cn a5—...=0 şi de forma li, dacă 1—Ci o? Ciat—...=0. 
9. zu-kas-tasr|leos e cos (+ B)-F cos («-F2 8)]-ks 
[sin at sin (2-4-8)-ț- sin (2-2 )I]. Dar cos&-+ cos(a-t- 8)-+ 
cos(a-4-28)=2 cos(a-t-B)eosB-t-cos(-+-B)=cos(a-+-8) [2 cos 8-1], 
sina sin (a-F-6)4- sin (a-+-o f)=2sin (a-+-f) cos B-+- si (a+-f)= 
sin(a+ 3) [2 cosB-+1]. Deci z-Fza-Fas=r(2 cosB-+1) 
[cos(e+-B)-+-i sin (24+-8)]=0. Cum cos (c-+-£) și sin (4-6) nu 
pot fi nuli pentru aceleaşi valori ale lui 2+-f, trebue 

2cosP-+1=0, cosf=— Z Deci vom lua 3= + 19200, In acest 

caz, punctele 2, za, 23 formează un triunghiu echilateral, 
10. Procedeu analog. Deoarece cosz-t-eos (c-4-8)--cos(a+28)4- 

cos(a-+-3 )) = 2 cos (-+-f)cos B-+-2 cos (a-F-2 8) cos 6. ==4 cos 8 cos i 

i a ă sin a-ț-sin(a-t-B)+- sin (a + 28)+-sin (4-3 8)= 

2 sin (448) cos R-+-2 sin (a-+-2f) cos P==4 cos fi cos E sin 2235 

  

cos 

  

  

  

2 

aaPasfas-taa =4r cos cost |eos2 38 -kisin 2 tă E 

Dar cos25t 38 şi sin 22-F3 nu pot fi nuli în acelaș timp, 

deci cosB=0, deci vom lua =+909, iar X15 Xa, ă3, 4 sunt 
vârfurile unui patrat. Îl. Generalizarea chestiunilor prece- 
dente. Punând E. =cos&-+ cos (zf 8)... cosla-+- (n —1)$] 
Es =sin + sin (&-k B)+ ... + sin [a +-(n —1)8], înmulţind 
pe E. şi Ea cu 2 sii P și observând că 9sinz cosy = 
sin (yka—sin(y—z) şi 2sin a sin y==cos (y—0)— cos (ya), 

"avem făcând reducerile: 2sin PE. =sinle+nB]l+ 
sin [2-t+ (n —1)6]— sin a—sin (c—b);2 sin PE, =cos(2 —B)+ 

| îi sin: 
2 cos a — cosla-+-(n—1)8]— cos[a-k-n f] sau încă: E.=- 

: : sin 
2 
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Q, B2—14), ALGEBRA 

.nB 

pati 2, akm 
cos —— pe și Re= sin —— pe   

sing 

sînt | attaB.. aa —D8 
E = --isin - | 

sin 
2 

| Ş 2 a —1 , 
Pentru ca > 2: =0, observând că cos 22 (n —10£ şi. 

sim 22 Pin—1E Hui ; 

sin E 

2 Î0 a 200, unde 1, 9,2 —4). 

nu pot fi nuli în acelaș timp, urmează ca 

  

să avem: 

sin—— 
2 

Deci în acest caz afixele cantităților imaginare sunt vârfurile 

unui poligon regulat de 7 laturi însoris în cercul cu centrul 

în origină și cu raza 7, plecând din z: (în sensul direct sau 

contrar și poligonul fiind conzez sau stelat). In cazurile n=3 

şi n==4, avem rezultatele găsite în exerciţiile precedente. 

12. Argumentul membrului I este arcig 3, iar argumentul 
A 

“ factorului an-t-bni este are ge (n=1,2, 3...) şi cum argu- 
n . ” 

mentul unui produs este egal cu suma argumentelor facto- 

rilor, avem egalitatea din enunţ. 13. Fie r,, ra modulele celor 

două numere, r modulul sumei lor. Se știe că rr ra 

vom arăta că, în condiţiile problemei rit-roCru 72; în adevăr, 

notând r=2-+âi, rs=2-1-02, unde Pi şi 2 sunt pozitivi, avem 

Pi Pa— (ra Fra) piata b2>0; deci rSSrţreCrurs 

(G. M. XXXVII. p. 476). 14. ==pl(cosat-isin2), trebue 

să avem sinna=0, deci ne=k7, k=0,1,...(2—1). Dacă 

OL+Iz 

n 

? 

2 7 ao: 
a>0, a şi r> Va; dacă a<0 și «= 
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RĂSPUNSURI ȘI INDICAȚII (%, 15—20), 

? - 

  
(40, 1.11) și r<V—a; dacă a <0 și > 2 : - oricare 

ar fi p. 15. Fie So==Ca FĂ +... Sia FO Fi... 

S2= CAF Cao +... „Ss=C3+ Cut On +... Desvoltăm cga- 

litatea (1-+-"= (Vo) (cos2E + sin 2) Separând partea reală 

- de cea imaginară, Ss—S8, = (Va) cos i 2, S,--95=(V2)n sin ua 

Desvoltând (14+-1) și (1—1) după formula binomului, 
So+-Se + S, +33 =9, So+-S:, — S.—S8;=0. Rezolvăm sis= 
temul celor 4 ecuaţii în Se, Si, Se So, avem: So=212--(V2)* 

cos =, S,=202-+ (V2)2 sin ari Sa 2— Va cos zu | 

Sa=9r2— (fa sint? (6. M. XXVII. p. 309). 16, (1) 
[uta i-o, 17, (Io tinta 

2 DT OZ n 

m-kn ' 

Ata * Pentru valoarea numărătorului se va vedea (3). 

i) Câtul este real dacă me 18. a-t-vi = = 

CPE deci a= Fe b= TE **x a =. 

A 1—? 
9, , —— imaginar, î1;; avem: 1 a-tivi deci 13 Pur imaginar, îl; avem: 

di (UP 10 2 |zte)rare a 
Fate SIP TFE IPEE PO) Up SL 

Deci expresiunea dată este reală când A este o câtime de 
modul 1, adică afixul lui A se găsește pe cercul cu cen- 
trul în origine și rază 1. 20. a) Vi=a-tbi, Determinăm pe 

“a şi b ridicând la patrat în ambii membri == =q2— 249 abi, 

deci q2—(2=0, 2 ab=1, de unde at le . Vi= sa 

22 ” 

9 + 

  

  

. |. Te 
JMeloda trigonometrică: i= cos = i sin Vi=cos: 
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Q, 20). "0 ALGEBRA 

aaa _ Vă 
3 (= 0,1): găsim costisin i-a (Iti) și 

cos (străin (+2) = Para b) Să calculăm IER 

ase ae | = 

21; Sin —— i 2 (10, 1,9,3); găsim cosz gt 

  i sin 

ap 
Vi cos 

! . 97 7 

îsin- 2, core Sia? SE, 005% -isin ge cos apă + 

  

  

8 8 

sina? E) cos if bisin 52 ( SE 
safe 3)- — [eosz -Fisin = g rising =— [cos S 

+Fisin0E); deci rădăcinile sunt:  [eos= —-Fisin3 5; 2 (eos% 

i sin) Metoda algebrică. Punem Vi=atkbi, a și b reali. 

Ridicâna egalitatea la puterea a patra, avem pentru determi- 

narea lui a și b reali sistemul de ecuaţiuni: 
4 2 pa lupi 

(ad duo care se descompune în alte donă: 

da bea iz ed 
şi II , 

4ab(a2—b2)=1 > 4ab (a2—5)=1. 

Din primul, formând ecuaţiunea echivalentă — 8a202=—1, de- 

ducem că mare soluţiuni în a și b reale; sistemul (Il) ee 
descompune în următoarele două: 

  

ale ciot 

III — iIV 

a 4 a Z 

-care dau sistemele de soluţiuni: 

ana & IVa-FYa asta 2 — Ya 

- (III) —— IV — 

bat Va Va = IP



  

RĂSPUNSURI ȘI INDICAȚII 020) 

Aşa din avem rădăcinile: | , | 

gi IV Ya = Y3), + 23 12372, 

207 pie BEE. 
(£=0,1, 2), Valorile sunt 1, tza 

21. a). 1005 opsisivoa VI = cos 

    

cat iin 18 Metoda algebrică. “Punând 

VI=a+-vi (a și b reali), avem: 3a2b— —5=0, a5—3a02=1, 

care dă sistemele de soluţii: (5=0, a=1); la=-4, V=£ 5), 
deci soluţiunile obţinute mai' sus pe cale trigonemaet că 

aa ae 

  

v). Vi= cos - isi —U=0,, 2). cos CF 
„ 2__Y3 Br Vs ui ss. ising=g+ costi sin BE= — post 

1 
3 : ' d sin Sî= —2. Jetoda algebrică: Punâna Vi=atoi a 

    

2 

„aa 
(20 Babi =0 care dau: (aZ0 9 
Bab—p=1, Se da: 17, VS 

a= a8 
2 

o 

| 7 7 

Vi = ra iz c) iz ă î sin tăiat: 73 i a 5 5 
— 2 1 

(1:=0,1,2,3,4) ... cos kisin — 10 cos3-i sn 3 

97 .9 7% 82 i Te e, ne cos gtisin: Tg 00520 g Tiso 0” Cos 6 dna 10 

10 a*b:+5abt=0 dletoda algebrică. Punând: Vi= =aFbi x*a (a V—10a205-05=1 
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X, 22—21). ALGEBRA 

care dau: (a:=0, b=1); (= l5 + 2V5, w= 11259), 

22, (atba-teat)(a-kbo?-tea)=a2ţ-02-c2-+-
 ab (ar-ţ-a2)A- 

ac(a-t+a?)-+-oe(a:-+-a) pentrucă Cl +*x 2-a 4-1 =0, 

deci a4-a2=—1 și ca urmare produsul de mai sus este: 

ah —ab—ae—be. Multiplicând cu (a-t+-b-te) găsim 

a3-Fb*-+e—3abe. : 23, & fiind o rădăcină cubică a unităţii 

avem: &1-ț-a-t-1==0, deci descompunând trinomul omogen - 

a-Pay-l-y? avem egalitatea a-t-zyt-yP=(r—ay) (2 — 024) 

şi ca urmare vom arăta că pentru 72 impar şi prim cu 9 

expresiunea dată E, p=(zby— a" —y" este divizibilă 

cu (z—ay) şi (2—a2y). In adevăr, observând că pentru 

n=3pÂ1, m=a şi 0203, iar pentru n=3pţ2 an=a?, 

cen=ai=a, avem: E(ey,y)=—pr[o?n-ţ-oen--1] = —gp"[2.ţ-a4-1]=0. 

Tot asemenea, avem: E [2 y)=—y" [ăn on -1]=—y" 

[o2-F-a-ţ-1]=0. 24. Observăm că Gn-t-il este un număr 

fără soţ şi prim cu 3. Suntem deci în condiţiile problemei 

(93). Punind y==1, conchidem că membrul I ul ecuaţiei pre- 

zente se divide cu z?-t+rz-l, polinom ale cărui rădăcini sunt 

chiar rădăcinile cubice complexe ale unităţii. 29. Să notăm 

A=cos0+ isind. Observăm că uita... 

An pa anti —1 _ [cos (n-4t-1)04-5 sin (n-t-O)anti—1 _ 

a—i zcost-l-izsin0—1 

( (ant cos(n-4-1)0—1)-kiatti sin (n--1)0)(accos6—1 —irsinb) 

(a cos0—1)-ta2 sin:0 E 

ant? cos n 0— atcos(n-t+-1)0— cos0-t1 

] a2—9 a cos0-+-1 
NO 7. ml e. : 

pat Psinnd zar sil erezie 26. Să însemnăm 

f(z)=1+FA zh... avem flo=(1+azdfla?), deci 

1+ As ttAoa?PAgzi-bA piu (1) ( I-A? Aozi-trAsztt..) 

= 1 bai Asa? Ai a+ A2 pt Asi ms: Deci A =, 

As= Au, As = Aa, A;= Ag, ete. în general, A2n = An 

tomati _ 

ima—i 

Se găseşte: 4= 

Ani Sân. 27. Din ecuaţia (gr, deducem 
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RĂSPUNSURI ȘI INDICAȚII (X, 28—32), 

  

li cosmz—isinma__i-+-l; 
sau — = k—i cosmz-țisinma  î—l 

COS mr —isin ma = (zen) — (2) 

dar dacă punem 2=îgz, 

  avem 
cosmzțisinmz  losz-Pisiuz] 1-Fiz 

2% Li 2 ]; [> ] Pi P , 

[z2)'= ie — din: care, notând VE + =, i-a — a, 

  sI Dacă în această valoare a lui 2 înlocuim pe £ 

VE VE 1 L-a 
cu —î, deoarece V= = ai = a 1 

FI 
|l—&__.a—1l NI . , ari iar adică « nu-și schimbă valoarea când 

schimbăm pe îîn —s, z este deci real. 28. Fie az-tby-te=0 
dreapta (C) deserisă de punctul z. Din relaţia care leagă pe 
x de deducem: aha, y-Fy=H, deci a(tk—a)+Fb 
(:—y)-ko=0, adică 2 descrie asemenea o dreaptă. 29. Avem 

, 
— Îy a 

din relaţia dată z=—p y= deci înlocuind în din relaţ FIR ISP 

  
  

  

ecuaţia dreptei: c(z*-ky2)-haka'—bly=0, adică un cere 
Iy Ia —ap! 

4 i igină. 30. zh, Ely trecând prin origină Avem, z= 3 Ip? y 2 

găsim cercul cu centrul în origine: z?-thy2=72-4- [2 
3l. Arătăm că dacă punctul + descrie o dreaptă sau un cerc, 

, 1, punctele z12=î2; e =da; 43= = aere; a = a aab! 
A3 

descriu respectiv. o dreaptă sau un cere. 32, Punând a=a+bi, 
Pp=e-țdi, a=a-țb'i, B=c-țd'i piisim pentru determinarea 
numerelor &, fi, 4, sistemul: a?--b?-rc2pd2=1; a? 024 

ce+d?=1; aa'—bb-hec—dd=0; ab-tbatedhe'd=0, 
în total un sistem de patru cecuaţiuni cu opt necunoscute 

reale; deci un sistem care are un grad ridicat de nedetermi- 
nare. Putem adăoga pentru aflarea lui a,d',c,d' o ecuaţiune 
lincară omogenă cu parametri arbitrari, formând astfel sis- 
temul omogen: aa —bb-t-ec'—dd=0, av-kat-ked-te'd=0, 
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(92). - ALGEBRA 

da a-răsb-scț-iu d=0. care dă, ţinând seamă de relaţia 

ce leagă pe a,b, ce, d' soluţiile: - 

    

a — b' _ . G' __ d — 

Di ce-a] |ezaa| |-aa—| |a-—b ce 
ad cec d ev ed a db ad 

Da d AM Ag AM A MA 3 A Aa 23 

+1 
=> (Di fiind determinanţii precedenţi), iar 

YDI+DI+DI+D; 
at VI =2—ud2. Pentru a avea soluţii reale, vom 

lua deci D=d=0, a=t Vi—c le], şi numitorii lui . 
. 7 . . 3 

b' și d mult, adică: 

ec 0 a|. a 0 ce 

0 e 0|=0; 10 a 0|=0 
d A A A A 23 

sau încă e(cA —ad3)=0; —a(cd—a 33) =—0 ata A d 

pe care întroducând în sistemul de soluțiuni de mai sus căpătăm 

pe a'şic'. Solutia II. Să punem Er. (cos pati sin Și), B=r2 

(cos eh îisin e), ru (cos 9 tisin 9, Î'=r'a(cos'at 

sin 4'2). Inlocuind în prima și ultima ecuaţiune, obţinem 

pithri=1, r?tr'3=1. Prin definiţie modulele na pot fi 

numere negative şi putem pune 7ri=cost, razsin 0, rusinos 

=) Ecuația 

a doua a problemei devine ra 7'a [cos (pi — 9 )H-isin (9. —9'1)]= 

ra ra [cos (7 pa —p'2)-t- î sin (2-t- pa — 0'2)]. Deducem: 

9 —9 = popa t-2 iz, 71 7 =ra r'a, Î; fiind un număr 

întreg. Deci pas ttpa— poa, suprimând pe 27 care 

nu schimbă valoarea numărului complex de argument Q'2, iar 

din egalitatea modulelor, cu înlocuirile făcute, sin (b—w')=0, 

w=u', deoarece W şi w' sunt în primul cadran. Numerele 

căutate sunt deci: &=cosw(cosei-tisinq), = sin o(cosgzt- 

i sin 99), a'=sinw (cost isinQ'1), 3'=cost(cos "st isinQ'2), 

Q', având valoarea aflată. &, 6, 4, 3” sunt reale dacă Pilaf, 

P= ha T, Pui T, (eu la, I întregi). (G. M. XL. p. 326). 

. 4 pe . . a . 

7'a=cosw' (o și 6 fiind deci cuprinse între O şi 
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RĂSPUNSURI ȘI INDICAȚII QU, 1—5), 

XI. 1. Scăzâna elementele primei linii din.acelea ale linici 
a doua și asemenea elementele linici a doua din acelea ale 
liniei a treia avem un determinant cu două linii identice, 

„deci nul. 2. Adunând ln elementele primei coloane, apoi la 
cele ale coloanei a doua, apoi la cele ale coloanei a treia 
elementele ultimei coloane înmulţite respectiv cu —3, cu —4 
și cu —2 determinantul se reduce la următorul de ordinul al 

22 97 9 13 1 0 
treilea: —| 9 16 9|=—2|1 4 2|=—302, 

7 85 7 85 
3. Dând factor între elementele coloanei a doua pe —2; upo 
în determinantul obţinut adunăm la elementele linici a doua, 
a treia şi a patra elementele primei linii înmulțite respectiv 

19 —2 17 

cu +3, cu —1, cu Fi, obţinem: 6| —7 5 —2 
| 4 1 3 

Acum scăzând sumele elementelor primelor două coloane din 
a treia avem succesiv: 

19 —2 0 - 
6|—7 5 0|=—12 2 —|=- 

4 1 —2 | 
972. 
—— 

4, Scăzând pe rând: elementele coloanelor a doua, a treia, a 
patra elementele primei coloane înmulţite respectiv cu —2, 

cu —8, cu —l, cu —2 determinantul se reduce la următorul: 

1.5 15 1.00 0 
48 2 8|_ |4 —192 —2 —19 
3 3 —9 292| 13 —19 —5 —13 
18 13 1 3 0 —2 

12 2 12 2 1 6 
—| 12 5 131|=—6| 4 5 13 |=—a74. 

—3.0 2 —1 0 2 

5. Se va scădea elementele primei linii succesiv din elemen- 

tele celorlalte: 
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(I, 6—7), ALGEBRA 

  

129345 2 345 
10000 

100 0 
2 10 0 0|=— = 

2 100 
32 1 00 ls 210 
4 32 1 0 

3 45 
(—1| 10 0 |=(—1) 8 | onis= +5. 

2 1 0   

  

6. Generalizarea chestiunei precedente, procedeu analog; re- 

zultatul este (—1)”in. (G. M. ]].). 7. Se vor adăuga la 

elementele primei linii elementele celorlalte linii, se va scoate 

factor comun: 

        

1 111 10 0 0 

4 12 3 4 —8 —2 —l 

10.| 3 a 1 2|10l3 1—2— 
2 3 4 1 92 1 2—1l 

—3 —2—1 —4 00) _o_4 
= 10| 1 —2 —1]=10| 1—2—1|=—40 | 2 21-60 

1 2—] 1 2—1 | 

In general, avem de calculat determinantul: 

1 2 3 4... (2n—1) n 

2 1 2 3... (n—2) (n-—1) 

(n—1) n 1 9... (n—3) (1n—2) 

(2n—29) (n—1) n 1... (n—4) (n—3) 

2 3 4 5... n 1 

Adunăm elementelor primei linii, elementele celorlalte linii. Fie- 

care element al primei linii conţinând suma primelor 7 numere 
n(n4-1) 

întregi este i scoțând factor comun în prima linic, 

1 1 1 1 
n 1 2 3... (n—92): (n—1) 

n(u+1)|(n—1) 2 1 9...(2—3) (n—2) 

2 (2—2). „(u—2) n. 1 ee (n—4) (n—3) D=  



  

RĂSPUNSURI ȘI INDICAȚII QI, 8). 

Scăzând elementele primei coloane din elementele celorlalte 
coloane, ! 

1 9 0 0... 9 0 

n l—n 2d2—n 3—nu., —9 —l 
_n(n-t-1) (2—1) 1 2—n 3—nu.. —2 —i 
o l(n—3) 1 9 3—n., —9 —l 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . e. 

2 1 2 3 n—l —l 

Punând în mod general: | | 

—(n—2) —(n—p—1).......—2 —1 
p —(n—p—1) —2 — 

An-p= p - (p+1) ..... —2 —1 

p (p+1) — —1 
p. (p4+1) (n—2) —1 

scădem elementele ultimei linii din elementele primei linii, 
dăm factor comun pe (—n); apoi adăugăm la elementele 
primei coloane elementele ultimei coloane înmulţite cu p şi 
avem: An-p=(— nn pa Făcând în această relaţiune pe p 
egal succesiv cu 1, 2, 3,...,(1—2), observând că As=tn, 
şi înmulțind relațiunile obţinute, avem: 

Anat X(—1); „deci D=(—1 ph n i(n-+1). 

lalte coloane, apoi scădem elementele ultimei linii din elemen- 
tele celorlalte linii, determinantul se serie deci: 

—3 —2 —1 4 —6 —3 — 1 3 
1 2 31| _|— 2 30|_ 
2 3 01| |—1 3 00|” 
3 0 01 3 0 01 

—2— 3 —6 —2 —1 
—3| 2: 3 0|+|— 2 3 

3 :0 0|: |—1:3 0 
Valoarea primului determinant se obține imediat: 34 Pentru 
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al doilea determinant. scădem elementele liniei II din ele- 

mentele liniei I şi găsim: 

            

—4 —4 — 111 0 01 

—2 2 3l=—4]—2 2 3|=—4]—5—1 3|= 

—1 3 0 —1 30 —1 30 

—5 —1|__ a-i „| 1 | 
—4 Dias] | _4 3 4 

      

Valoarea determinantului orei este deci 344-453, 9. Acest 

determinant este generalizarea celui precedent. Urmând acelaş 

procedeu de calcul, găsim: 

1l—a 2—n 3—n dan. —l n 

1 2 3 4 „n—l 1 

2 3 4 Do. 0 1 

3 4 5 6... 0 1|= 

n—92 n—l 0 „Da. 0 1 | 

n—1l 0 0 0 .... 0 1 | 

2(1—n) 2—n 3—n 4—n... = n—l 

2—n 2 3 4 al 0 

3—n 3 „4 5 ..., 0 0 

4—n: 4 5 6... 0 0 

| —1 n—1 0 0 ... 0 0 

n—1 0.: 0: 0 ... 0 1 

Desvoltând după elementele ultimei linii, obţinem doi ter- 

meni D, şi De. 

2—n 3—n 4d—n... —l n—l 

2 3. 4 nl 0 

3 4 5... 0 O 

Din) 45 e zi 0 0 [O



  

RĂSPUNSURI ȘI INDICAȚII (ă, 9). 

3—n dn. —l n—i 

3 4 nl 0 

= (1 (o1p2 (nah 4 5... 0 0 

” ul 

d 2 n(n—1) 

=) (n 7 (na, 

2(1—n) 2—n 3—n 4—n.., —l 

2—n 2 3 4 n—l 

o _»| B—Aa 3 4 5... 0 
D=] an 4 5 6 0 

JIn acest determinant de ordinul n2—i scădem elementele 
liniei II din elementele primei linii: 

—N N NR ceea —n 

2—n 2 94 m. n—l 
3—n 3 4 5 .. 0 

D=] 4 4 5 6 o | 

7 

apoi scădem elementele ultimei coloane din elementele celor- 

alte coloane: 

0 0 0 0... —a 

3—2n 83—n 4—n 5—n... n—l 

3—n 3 4 5... 0 

D=] 4-a 4 5 6... 0 [=



Qi, 10), ALGEBRA 

3—29n 3—n dn Dn, —l 

3—n 3 4 5 nl 
(—1)-n 4—u 4 5 6 ... 0 

. . . . . . . . . . . . . . . . 

Repetăm şi în acest determinant de ordinul p—2 scăderea 

elementelor liniei II din elementele primei linii: 

  

ÎN NN sees —n 

3—n 3 4 Dc... n—l 

De =(—1)A e 4—n a 4 5 G o... 0 = 

—1 n—1 0 0 ..... 0 

4—2n 4d—n 5—n 6—n —l 

4 4 5.6 nl 

| = 
—1l n—il 0 0 0 

(n—1)—2a  —l1 - 
= (— n—l o. n—2 21 33 n—3 = (—1 2 (—1)—2...(—1Pa 4 „1 

| - . n(n—1) 

CDI (Dot) E, 
n(n—1) ! 
  

Deci valoarea determinantului propus este: (—1) 2 
(02 —1)-m—2]. 10. Scădem ultima coloană din celetalte, 

avem, notând cu Ds valoarea determinantului. 

  

        

A SAUL 1 1 1 14 
5 10 15 20 5 1 2 8 4 
432 1 1 1 1 1 14 
12 18 24 30 6 2 8 45 

pal 2 2 11| A |L 411, 
21 28 35 42 7| 56.789|83 45 6 | 

4 321 1 1 d 1 14 
32 40 48.56 8 4 5 6 7 
4 3 2-11] e aL 14 1y 
45 54 63.72 9 5.6.7 8 

| 2
 
o
 

9
 |



  

RĂSPUNSURI ȘI INDICAȚII (A, 11—13), 

Scăzând linia ultimă din celelalte, păsim: 

  

    

  

4 4 4 4 
5 19 21 22 

3 3 3 3 
10 18 28 40 

(44| o 2 2 2 _ 

D= sr|a5 2 35 280| 
| 1 1 1 19: 

20 30 42 56 

Lai, 
5 6 7 8 

Lui 
1 2 3 4 

A AL 
(4): | 2 3 4:5 = 460 pi, 

8! 91| 1 1 1 1 e] 9! 

3. 4.5 86 

Laiu 
4 5 86 7 

(31): i Analog se calculează D+ și găsim D= Ti Ds ete. **x 

D= a 11. Generalizarea determinantului „prece- 

+ . 

dent, procedând analog găsim: D= Gina Da. 

Dând lui n succesiv valorile 2, n—1, 22,83, 2 şi înmul- 

: -. PEPI E 0 oo ţind relaţiile obţinute, găsim: 'Du= “Traian 

12. Insemnând determinantul cu Dn, observăm că dacă scă- 
„dem fiecare coloană din precedenta, ultima rămânând ne- 

schimbată, și ţinem seamă de relaţiile generale CCC 

şi Ca =1, obţinem desvoltând după elementele primei linii: 
Du=Dr-i X (-1)“1. In acelaş fel avem: Dn-1=Dn-2X(—1)*2, ete. 

RU) 
Inmulţind aceste relaţii găsim: Dn=(—1) ? . 13. Insem- 
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nând determinantul cu Â»,1, observăm că scăzând fiecare co- 

loană din următoarea și dând în factor în determinantul re- 

zultat după desvoltare factorul egal cu rangul liniei, avem: 

Ana =! Ana, unde: 

1 1 | cee 1 

2 3 A. n+i: 

A,,.=| 92.3 8.4 4.5 si. u-+1)(n-+2) 

dun 3, 4. (n) a (n-k:1(n-k-2).. (0—1) 

In acelaș fel păsim: A» 2-1) 4,9 ete. 
Deci Anp4 3119! 3i...nt. 114. Dăm pe linii respectiv fac- 
torii 1,! 24, ...n!, iar pe coloane, începând cu a doua, pe 

! 
1! 2!...(n—1)! și cum Cai 

1 Ci CI Ci 

| 1 C3 CE „Ca 

Da=[112(an— hai | e eo... .. = 

* avem: 

1 Chi Cho. Cn 

[1! 21... (2—1)!k n! (G. M. ÎXLI p. 535). 15. Generalizarea 

problemei precedente. Procedând ln ifel, 

D211 21 8 (021 (FD (Po) (ra) X 
nl 

1 Cia Câa.. - Cin 

1 Ci+a Câsa ... Cizia 

Kc... = 

, | | 1 Cina Cita „Otțăn-i 

11 9! 31... (a—1D (pF 42)... (+a)! pentrucă valoarea 

determinantului din membrul II este 1. Pentru 4=0, avem : 

problema precedent (G. M. SLI. p. 537). 16. Observând 

că ——— 1 1! ! Al 1 ! —— Cl 1 __ 

x. = nl LI, (n 2) UI) na (2—k)! 

ji! , 

20) Ca-aa mmm găsim că 
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RĂSPUNSURI ȘI INDICAȚII (AI, 17—19), 

1 1 sa. 

11 21.....(k—1)! Cn Cn Cai || 
Dn = nn—1 (nl)! Xe. „ ete. 

GI oi, CT 

17. Se adună primei coloane elementele ultimelor două co- 
loane și punând (a-+-b) factor comun, avem: 

  

1 2ab. BB 
(a-b)|1 a2  2abi=(a+b)[(a (6-a! —2a8(a?+p0')]= 

1 2 a2 
= (0-0) (02 —a0-+- 5 = (â5-+-v3)2 „18. Adunând elemen- 
tele primei coloane, cu elementele celorlalte coloane și sco- 
țând factor comun, 

1 ab dl 

  

1 ab p 
(a2-+ab+-b?)|1 a2 ab|==(a2t+ab-5?)]0 a(a—b) Wa-—b) |= 

1 d a? W(b-—a) a2—52 

(a—d) eat), a „o | =(a—0)(a2-rab-r32P=(a05—05, 

  

19. Scădem demente coloanei II din elementele coloanei I 
şi elementele coloanei III din elementele coloanei II, des- 
compunem în factori diferenţele de patrate și scoțând factorii 
comuni elementelor coloanelor I și II, avem: | 

b-te—a 0 a? 
b—c—a  cta—b p? 

0 c—u—b (at 

tele liniei II, elementele celorlalte linii, aflăm 

Wte—a 0 a? ” | - 

2(at-i-ko)  —e a —a(a+-d) |=2abe(aţk-tkek, 
0 c—a—b (a+bk 

(aţ-b-țkek , scăzând din elemen- 

    

„Soluţia II. Se observă întâi că determinantul nu se schimbă 

dacă facem o permutare circulară asupra literelor a, d, c; în 

al doilea este un polinom omogen de gradul al 6-lea elemen- 

tele liniilor fiind toate omogene de gradul al doilea: al treilea 

se anulează dacă facem a=0, suu b==0, sau c=0, sau 

abe=0, deci este divizibil cu abe(a-+b--c). Aşa dar 
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CU, 20), „ALGEBRA 

A=abe(a-FV-Fe)A ( (024-024 c2)-+-B(ab-tacbe)] A și B 

fiind doi coeficienţi numerici, deci aceiași oricire ar fi valo- 

rile lui a, b, e. Dacă facem a=+l, p==0=-9 găsim A=-+2; 

dacă facem a=1, b=c=—1 găsim B=3A—2 deci B=4 

te A=2abe(atb+ko (24-54 e+2abt-2ac-4t-2bc) sau: 

A=2abelatbtok. 20. Prima soluție. Desvoltând avem: 

sh et) per) bere) 
1 , , , 

(eri expresiune care nu se schimbă când permutăm cir- 

  

tă 

cular a,b,c. Putem scrie: La= —(2-te be + (e-+2) 

ete, (+ 1) |ue-2) — i-a: apoi succesiv: sA= — 

erei 2) 02 - 20)-r(a-+- 1) c-ai 2-) 
be b2 c2 abc 

de unde se vede că A este divizibil cu (be—a) şi ca urmare 

1 bc? 
cu factori obținuți prin permutări deci gâ= (Be—a)|— ie 

fer arte alert 

  

  

  b 1 (o a) 
— —— 21; A=f(be— N — = 

e ia (Be—a) (+ 2) c ab 

(020609 4 1 -- AZ 2 
N be ( — i sau încă: = ap E 

(be—a)(ac—b)(ab—c)(abe—1). Soluţia II. Dând DL A î 

factori comuni între elementele celor 3 linii, determinantul devine 

1 2be b(e2-+1) c(024+1) 

Zi a(c24-1)  2ac e (a24-1) 
a(b2-+1) D(a24-1) 2ab 

In acest nou determinant A să punem a=bc, devine 

2 ci Oi 
2c?| c2-4-1 20 Bei |; 

Bi Bei 2 
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RĂSPUNSURI ŞI INDICAȚII * (4, 21). 

în acest ultim determinant scădem din coloanele II, III 
coloana LI: 

2 2—1 b—1 
bc] ci  c2—4 c2(5:—1) |=te (02 —1)(c2—1) 

1 02(c2—1) 

2 1 1 
c*-+-l 1 c2| în care adunând coloana II la III, obţinem 
Bi 1 o ! 

un determinant cu 2 coloane identice. Deci A==0 pentru 
a=be, A este divizibil cu a—be şi analog se arată că este 
divizibil cu b—ca,c—ab. Punând în A a= Le se găseşte 

abc blet+1) e(62-4-1) 
a b(e24-1)  2be o 1 |= 

* le(i-Ha) iki ave 
a [885c-+-2 dee) (624-1)(1 6209) —2c3 (02-12 — 
—265c (0?-+-1)'—2ve(14+52c2]= = (4 02 c*.-(1-p:02e2) (62.pc2) 

— e? (124-1)2—62(c2-+1)]=0. Deci A este divizibil și cu 
1 

a— sau cu abc—]. A este deci divizibil cu (a—c) 

  

(B—ea)(c—ab)(abe—1) şi cum reprezintă un polinom de 
gradul IX, câtul este o constantă: A=t(a —dc)(b — ca) 
(e—ab)(abc— i). Determinim pe & înlocuind în ambii membri 
ai identităţii a=0, =1,c=1, se găseşte —2=+7,, deci 

  

= —2. Valoarea determinantului propus este deci: 

F2(be—a) oaza = e) (abe— 2) 21. Adunăm elemen- 

telor din prima linie respectiv elementele celorlalte linii, ob- 
ținem 2(2a24+/?) factor comun în prima linie, deci, deter- 
minantul — notat D— se poate scrie: 

1 1 d 1 
(a—5P ai? a:—* (av) 
Mb?  a2.—l! (a-l (a—b| i 
a2—b (ab! (a—0 a2-+ 

D=9(9a24+-12) 

t9
 

19
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ȘI, 22—24), . ALGEBRA 

o 1-0 0 0 
| (a—0)  2ab O 2a0—252  4ab 

2(20+-22)| a2ppe : —942 2ab —2ab | 7 
q2—b? 9b2-+0ab 932—2ab  92b 

: a a—b 2a 

1655(9a24+52)| —b a  —a 

a+b b—a db 

Adunăm elementelor primei coloane elementele coloanei III, 

scădem elementele coloanei II și avem: 

| 1 a—b 2a : 

D=165(2a2+5))(2a+b)| —1 a  —a|= 
1 ba db 

1 a—b 2a 

160%(9a2+52)(92a-+5)| 0 2a—b a = 

0 db b—a - 

— 1605 (2a4+-d)(2a2-+-32)(2a2-+-b:—2a5). (G. M. XLII. p. 94). 

22. Determinantul, care este un polinom de gradul al 4-lea 

în raport cu z se reduce la zero pentru 2=a; întrucât are 

primele două linii identice. Analog pentru 1=as, ras. 

Deci valoarea determinantului este Givizibilă cu (2—a.) 

(2— a2) (1— as). Adunând primei coloane elementele celorlalte 
coloane, deducem că valoarea determinantului este divizibilă. 

cu a-ta-kastas. Rezultatul este (z—a:)(2—a2)(2— as) 
(2-a. -ka.tas), coeficientul lui at fiind 1 în ambele expresiuni.. 

23. Acest determinant este generalizarea celui precedent, pro- 

cedeul este analog, rezultatul: (2 — a.) (2 — a2)...(z — an) 

(a-Fa.taz4-...-kan). 24. Scăzând elementele fiecărei linii. 

din elementele liniei următoare, avem: 

ti z z z 

A | 2-a a—z 0 0 =a.X 

0 a—aa as—z 0 

0. 0 z—a3 au—z 

Qa—z 0 0 z z z 

z—a2 as—z 0 |+(a—siz—a2 as—z 0 |= 
0  z—as a.—z 0 L—as a—z 
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RĂSPUNSURI ȘI INDICAȚII (XI, 25-—29) 

as (a3—2)(as— a) (a —a)-kala— 2) [(as—a) (a. —z)4+-(az—a) 
(a —a)--(az—2)(as—a)]=a(a —2) (az — 2) (as — a) (a. —a) 

4 LL 1 1 1 . Da ra ata) 25, Generalizarea deter- 

minantului precedent. Procedind + în acelaș AI pati 

+ La. 
ps) azt as—z 

  A=z(a— 2) (a—a)...(an— 2)|7     

  
1 IE + =) 26. Se vor aduna elementelor primei coloane = 

elementele - celorlalte coloane, se va scoate a-+b+2z factor 
comun, apoi se vor scădea elementele primei linii din ele- 
mentele celorlalte linii. Rezultatul este: (a— 5) (a+ 5422) 
(a4+-b —2a). 27. Se adună elementelor primei coloane, ele- 
mentele celorlalte coloane, se scoate: a-t+-b-t-4z factor comun, 
apoi se scad elementele primei linii din elementele celorlalte 
linii. Se găseşte: | 

a—a 0 0  D—z 

0 a—z b—zr 0. (a-4-0-4-4 2) (a—5) 0 ba 0 | 

b—z 0 0 a—z 
Acest determinant de ordinul 4 este de aceiași formă cu acel 
calculat în exerciţiul precedent, din care se deduce punând 
în loc de a, a—z, în loc de 5, b—z şi în loc de z, 0. Deci 
valoarea sa este (a—z—b-t-az) (a—z-tb—a)(a—z-tkb—a)= 
(a—b)(a+b—0 a). Determinantul propus are deci valoarea : 
(a—b) (a4+-b+42)(a+b—2x). 28. Scăzând elementele primei 
linii din elementele celorlalte linii avem: 

1 a-+b ab 

A=(d—c)(d—b)(d—a)| 1 a-te ac |; repetând același 
1 b-he be 

lucru pentru noul determinant, avem: A=(d—0) (4—b)(d—a) 

(6—6)(e—a) : EI =—0td— (dalele) (0—2). 
29. Se va descompune întro sumă de 8 determinanți din care 
6 sunt nuli; rezultatul este 2abe (c—5W)(e—a)(b—a). 
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00, 30—32). ALGEBRA 

30. Fie A valoarea determinantului de calculat, A este un 

polinom omogen de gradul al 7-lea în raport cu 0,b,c,d; 

A se reduce la zero când facem a=b, a=c, a=d, b=e, 

V==d, cd, este deci divizibil cu (a—5) (u—c) (a—d) (b—c) 

(b—d) (c—d), câtul va fi omogen de gradul I în raport cu 
a,b,c,d; A îşi schimbă semnul când schimbăm pe acu, 

împărțitorul de mai sus schimbă deasemenea numai semnul, 

câtul rămânând neschimbat este simetrie în raport cu a,b. 

Urmează că el este de forma l(a-tb-tet-d), k& fiind un 

coeficient numeric; pentru a determina pe Î;, considerăm iden- 

titatea A=/1:(a—b) (a—c) (a—d) (b—c) (5—d) (c—d), unde 

facem d=0, simplificăm cu abe, apoi c=0, simplificăm cu 

ab..., găsim l=1. 3l, Generalizarea chestiunei precedente, 

valoarea determinantului este un polinom omogen de gradul 

La (n —1)-+1, ea se reduce la zero când facem a; an, este 

deci divizibilă cu (a, —a2) (un: —a3)... (a: —an) (a2—a3)...(a2— an)... 

(an—1—an), peste tot Zm(n—1) factori, vom avea un cât 

simetrie de gradul I: &(a-bas-t...ț-an). Egalând determi- 

nantul cu produsul dintre împărţitor şi cât, obţinem o iden- 

titate în care făcând ax=0 și simplificând cu aa Qs...0n—1, 
păsim o expresie de aceiași formă afară de factorul (—1)1... 

n(n—1) 

din aproape în aproape găsim k=(—1) 2 . 32. Procedeu 
analog cu precedentele. Detenninantul se divide cu (a—b) 
(a—c) (a—d) (b—c) (b—d) (c—d). Câtul împărţirii este un 

polinom simetric și omogen de gradul 4: aXat-ț-BXasd-+ 
va? b2-+5ăa2be-teabed. Egalăm determinantul cu produsul 

dintre cât și împărţitor, în identitate facem d4=0, simplificăm 

cu abe, apoi c==0.şi obținem ab(a?-t+ab-t-b2)=a(at4-bt) : 
B(a35-Fb5a)-b+ya??, de unde 2=0, f=y=1. Pe dîl de- 

terminăm înlocuind în identitatea (ce obţinusem înainte de a. 

face c=0) a=1, b=—1, c=2, găsim î=2, In fine, punând 

în identitatea iniţială a=1, b=—1, c=z, d=—2, găsim, 

2==4. Încât, valoarea determinantului este : (a—b) (a—c) 
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RĂSPUNSURI ȘI INDICAȚII UI, 33—37), 

(a—d)(b—c)(0—d)(e— d) (Xasb-ţ- Sat? -+-23 a2be-+-3abed) 
(G. M. IV.). 33. Se va divide linia întâia cu al, linia a 

doua cu a27,...linia n-a cu a" punând b;:a:;=ci, avem: 

  

1 ea cj cec. ct 
aria a Xa... .. 

” 2 n=l | n Cp sc... ci 

Avem de calculat un determinant Vandermonde de ordinul 
n. Rezultatul este an lan anl (cs — e.) (es —c.)..... (en —c) 

db b — an=l anl n=l 2 1 (es — cş)....(Cn — ca)...(en— cn—3) = an Lan. ..a (2 ) ( "n ( n n 1 2 n as a 

ba bi (e ra) 
——— Le... — — ada — ab, (ai La — as bee. 
(2 GQ (n On-1 ( ) 

(aa bn — an bi) (az bs— as ba)...(an-i Dn — bran). 3%, Prin des- 
compunere în sume de determinanţi ajungem la: 

a 2 c2 as b5 c3 3 W3 c3 
18%abc|a b ce |+18at|a? W c2|-+12z5la d el. 

l 11 1 1.1 111 

Valorile acestor determinanţi sunt respectiv: (a—b)(b—c)(e—a), 
(a—b)(B—c) (e—a)(ab-kbe-- ca), (a—5)(b—c) (e—a)(a-+-b4+c). 
Deci valoarea determinantului este 6z5(a—)(b—c)(e—a)X 
[2 2 (a 5-te)+ 3 (a5 + ca+t+eb)+3abc]. 35. Din co- 

. u . . 1 Joana întâi se va scădea coloana a doua multiplicată cu zi 

, , i. 1 din coloana a doua, coloana a treia multiplicată cu 2 etc., se 

găseşte (20 —1), 36, Procedeu analog; rezultatul este: 
 s(n—1) 

(—1) 2 (a —14 (G. M.'VI) 37, Se divid liniile res- 
pectiv cu sin?2&, sin?f, sin?2Y, găsim: | 

1 colg?&  cotga 

sin?2&sin?Bsin2Y |: 1 cotg?f cotgf |= 
* 1 cotg?Y  cotgț 

1 coig& colgta 
—sin2& sin? sin2y | 1 cotg) cotgf |= 

i 1 cotgY cotg:Y | 4 i 
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UL 38-40), ALGEBRA 

— sin 2a sin? $ sin2% [cotg P—cotg a] lcotgv—cotgallcotgY—cotgBl= 

— sin (2—B)sin (a —Y) siu(8—Y) = sin(a—f)sin(B—Y)sin(v—0). 

38. Se va scădea linia a 3-a din l-a şia 4-a din a 2-a,apoi 

se va aduna coloana Î-a cu a 2-a şi a S-a cu a 4-a; se va 

desvolta după elementele coloanei i-a. Se găseşte: 

[(cos B+ cos) (sin 3 sin 7) — (sin B 4- sin a) (cosâ A+ cost) X 

sinf—sin& sinâ— sin |_ 
m 

— .Â — . — 3 

cos B—cos& cos î—cosY 4 sin (a 8) sin (Y 

—y—5 
sin? santeti 39. Determinantul se mai scrie: 

9 sin 40 cos 40 lg 40  co1g40 

— sin 40 0 cos 50 ig50  cotg50 

D=|—cos40  —cos50 0 ig60  cotg60|, 

  

— 1940  —ig50  —ig960 0 colg 70 

—colg40 —cotg 50 —cotg 60 —cotg70 0 

Se ştie că schimbând liniile cu coloanele, determinantul nu-și 

schimbă valoarea, deci 

0 — sin 40 —cos40 —i940 —cotg 40 

  

sin 40 0 —cos50 —ig50 —cotg50 

D=| cos40 cos 50 0 — 1960 —cotg60 |, 

940 t950 ig 60 0 — co!g'70 

cotq 40 colg 50  coig60 cotg'70 0 

scoțând pe fiecare linie (—î) în factor, obţinem D= —D, 

deci D=0. (3. E. G. M. III). 40. Observând că 

2 ukuS vos 20-a 
Do DI N n i 9 2 2 

D= OF) (1-20?) 1 | 4 “ 

Calculul lui D se reduce la calculul unui determinant Van- 

1 1 1 
dermonde şi Da=| 2 ov? 202|. Pentru Ă observăm că 

us 75 205 " 

| 192 igI tg2 
ARE , , , 2 2 2 

poate fi scris sub forma: A= sin siny sina 1 1 1 

COS% COSY Cosa 
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RĂSPUNSURI ŞI INDICAȚII (XI, 41-—40), 

deci vom pune: pp =u wg= v, că 5 = şi obţinem re- 

      

„A ZU a Ey y—a z—a 
zaltatul: A = 16 sin 2 sin 2 sin > sin 5 sin 3 sin 3 

os FuFz, (G. M. XXXII. p. 114). 41. Se va adăuga la ! 
coloana întâi celelalte 3 coloane; se găsește factorul 10—a; 
în urmă determinantul se reduce la unul de ordinul al 3-lea, 
a cărui valoare se obţine adunând la elementele primei linii 
pe ale celorlalte, şi apoi coloanei l-a elementele coloanei a 

3-a şi este (8—a2)(2-k-a); rădăcinile sunt —2, +2V2, 10. 

42, Rădăcinile sunt 0, 0 şi a-Fi-te2. 43. Din definiţia 
numerelor lui Fibonacci putem scrie: as=aFas, bs=bibbe 
Is=l la, rezultă că determinantul A se descompune într'o 

sumă de câte doi determinanţi, fiecare nul, având câte două 

coloane egale. (G. M. XLII. p. 140). 44. Scădem elementele 

primei linii din acelea ale linici a 2-a și a 3-a și punem 
factor comun pe (b—a)(c—a); apoi în determinantul rămas 
scădem elementele liniei a 2-a din acelea ale linici a 3-a și 
punem în factor pe (c—b); repetăm operaţiunea pentru co- 
loane și avem: | 

| 1-Fa2-bat ata:b-tha: a? 
D=(6—ak (c—a)(e—5k atata: 1+(atik a+al. 

a? a-t-b 1 

Acum adunând la elementele primei linii pe ale liniei a 3-a 
înmulţite cu (—a2), și la elementele liniei a 2-a elementele 
liniei a 3-a înmulţite cu —(a-+5), găsim: 

1l-Fa a a: 
D=(b—aP(e—a)?(c—b| a 1 htkal= 

| 0 0 1 

(B—a) (e—a)? (c—b)?. Dacă determinantul D este nul, trebue 
neapărat unul din factori: (a—b), (B—c) sau (ec—a) să fie nad 
deci triunghiul este isoscel; reciproc două din numerele 
a, d, c fiind. egale, D este nul. (S$. E. G. M. III. p. 69). 
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(0, 45—47), ALGEBRA 

Ig lee 0 ...0 
| 1 2 PE 

]: Îi eee lipi +... 0 45. Pie Dra] PH Poti se 
1 2 

lin-tp=1 Intp—1cselebp—i .... Ing 

“Ținând seama de relaţia de recurenţă se poate înlocui ele- 
mentele din coloana primă cu l;p—4, lip,.lntp—2; apoi scăzând 
coloana primă din a doua și repetând operaţia pentru două 

câte două coloane ce se succed, avem Di=u! Dai cum 

Du=1, rezultă Di=(n P-1, Să notăm 

RE RO. O 

MIRĂ eee 0 4,= 4 4 4 

na Ida înc ....... Ienei 

In determinantul D4—s, adăugând la elementele primei coloane, 

elementele coloanei a doua multiplicate cu 2 şi în general la 
elementele coloanei de rang ?, elementele coloanei urmiitoare 

înmulţite cu îi, 

Bia 4: 43 OD... ..0 

D= 32 3 RBS Re... o 

FO IE e Rn 
și ţinând seama de relaţia de recurenţă, rezultă că 

Dia SÂn—n n-a sau Ann Anoit(n—1)! din care A=n! 

(hop al) 46. Desvoltarea determi- 

nantului este un polinom de gradul putru în z, deci de forma 

A FBa3+C324+Di-tE. Inlocuind în determinant pe î prin 

—i şi schimbând liniile cu coloanele, observăm că determi- 

nautul nu-și schimbă valoarea. Deci A 4FBB-+CE2+-Di+EZ 

Asti— BB-FCE2—Di-tE sau 25(B24+D)=0 .. D—B=0. 

Desvoltarea determinantului se poate deci serie: 

ACEA B+ Di(624-1). Şi cum 12-+-1=0, Asţ-Ci2+E, 

care conţinând numai puteri pare ale lui î, deoarece = —1, 

este independentă de î. (S. E. G. M. III. p. 69). 47. Se va 
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RĂSPUNSURI ȘI INDICAȚII (XI, 48—50) 

multiplica, în cel de al doilea determinant, coloana a 2-a cu 
Y3, a treia cu zz, a patra cu zy, se vor scoate apoi factorii 
comuni şi se găsește primul determinant; tot în cel de al 
doilea determinant adunând la elementele coloanei întâia ele- 
mentele celorlalte coloane, ete., avem succesiv: 

Îi zoyaz 
102y ZO 3—y 

A== (20-a) 12 0 go ehyhajz—z y z—a|= 
1 y a 0 Z—y y—a A 

1 0 2—y 
—(zytatz— ya z-kyka)| 0 1 2—a = 

1 1 % 

1 0 z— 
—(ztytalz—y+o(—zkytl 0 1 z—a  |= 

0 0 z-ty—x 
—(zkykalz—yta(ztykae-ty—x). 48. In de- 
terminantul din membrul I se aduc fracțiile la acelaş numitor, 
se scoate factor comun FRF apoi factorii comuni pe co- 

loane şi se desvoltă determinantul. cte. ($. E. G.M. 1. p. 39). 
49. Se scad elementele primei coloane din elementele coloanei 
II. Identitatea se deduce desvoltând determinantul după re- 
gula lui Sarrus şi scriind că valoarea ei este zero, ($. E.G. 
M. 1. p. 56). 50. Ținând seamă de relația dată, determi- 

  

  

  

  

  

nantul D poate fi scris: 
1 2—e x—e ze | n 

l z—a z—a D= 1 = za E =| az za Ri = 

y— y— 21 av 
e 1 01 
ae az ae TI 

z—a _1 z—a _ 
£ za. *|oz| 2 aa 7 | o y—b y—b 

DI UFb DIV go



XI, 51-52). ALGEBRA 

x—c 1 z—e E 2 —1 a 
a-Fe 7] ate 

1 : | a ET ul 

  

    

    

ata 4 z-ta 

_ y—b _ y—b 

Ip pl 
Desvoltând acest ultim determinant după regula lui Sarrus 

z—a y— b , 
și ţinnd seamă de condiţii, găsim: D= Fa Fe 

20 a yd —e — 4(zyz—abc) 

z-Fe 2FatyFo =Fo (z-Fo)(y-Fo)taFe) 7 

51. Avem ri=(2 A), fla)= (1), deci F(e)=  fla2). 

(G. M. XLI. p. 116). 52. Determinantul dat fiind A, scădem 

linia I din a III șia II din a IV, apare (a—a2) factor 

comun și vedem că determinantul rămas se anulează pentru 

Q1=a3, deci se divide cu Qi —aa. În adevăr scăzând linia a 

doua din a treia, elementele liniei a treia au pe a.—a2 factor 

comun. În fine, în determinantul rămas scăzând linia a S-a 

multiplicată cu 2 din linia 4-a, apare din nou a —as factor. 

Deci determinantul dat se divide cu (a — az). Făcând per- 

mutări circulare se vede că A se divide cu i ÎI (a:—as)t. In 
. . N . 1,x= 

raport cu a, desvoltarea determinantului. reprezintă un po- 

linom 4e gradul (2 n —1)+(90n—3)=4n—4= 4(n—1); iar 

produsul ÎL (aia conţinând pe ai în factorii (a, — a.) 
î.+= 

(a1—a3)...(0. —an) este un polinom de gradul 4(21—1) în 
raport cu a. Deci câtul. împărțirii lui A prin produsul 

Lg (a;— an) este o constantă &. Punând A=a în (ai— as), 
î, = î, 

dacă în această identitate punem a:=0 și desvoltăm pe A, 
obţinem : 

Q: 1 a 

41 0 1  2as a 
1
6
1
9
 

ai aî...a 

0 1 dan ... 
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RĂSPUNSURI ŞI INDICAȚII 0, 53—54) 

iar în membrul II aa d3e0a LL (a;— as)“. Simpliticând şi 

repetând operaţia precedentă, păsim «=1. Observând deter- 
minantul dat, elementele din liniile de rang par sunt deriva- 
tele elementelor din liniile precedente, deci generalizarea va 
rezulta luând p—1 linii deduse din elementele primei linii 
prin derivări succesive, apoi p—1 linii deduse prin derivări 
succesive din linia p+F1, ete., adică 

a a... al 1 1 
O 1 2a,.....(np—1)atP2 

D,= 0 0 2.1.....(np—1)(np—2)ae-8 p= 

0 0 0.....(np—1)(np—2)..(np—pki)a, 

și se va desvolta analog. 53. Adăugând elementele liniei I, 
respectiv la elementele liniei a 2-a, a 8-a,...an2 obţinem un 
determinant în care elementele de o parte a diagonalei prin- 
cipale sunt zero; găsim pentru valoarea determinantului: 

Q2n—2(p1)n 

pl 21... (n 1) 
dă p=2a. [G. M. XVIII]. 54. Prin ipoteză linia de 
rang p este: (1) ph ph-1 ph-?.:.phtn—1. Vom dis- 
tinge două cazuri: a) k şi n primi între ei. Numerele din 

şirul (1) divizate cu 2 ne dau în acest caz resturi distincte 

r, rbl,...; iar valorile lui 7 corespunzătoare la diferite va- 

lori ale lui p vor fi asemenea distincte; va exista deci o va- 

loare a lui p pentru care resturile sunt 0, 1,2... (1—1); alta 
în care resturile sunt 2— 1,0, 1...1—2; alta pentru care 

avem resturile 21—2, 2—1, 0, 1...(n—3), ete. Sehimbând 
convenabil liniile între ele, avem: 

2n-1 Cl C2 C3,..C, care epalată cu 

0 1 9... n—] 

n—l 0 |... n—9 

A=4+|n—2 n—l 0..... „R—2 | 

1 2 9... 0 

 



Q, 55—57). ALGEBRA 

Adunând, elementele primei linii cu elementele celorlalte linii, 

n(n—1) A a 
avem pe atu în factor; scăzând apoi prima coloană din 

toate celelalte, se obţine un determinant de ordinul n—1 în 
care scăzând elementele ultimei linii din celelalte, determi- 

nantul rezultat de ordin n—2, are toate elementele diago- 
nalei —n, iar elementele deoparte a diaponalei nule, deci 

A= 4 : n (2 — 1) nn? 

5) h şi 2 au un divizor comun d>1. Fin n:d==p, h:d=q; 

ph=q, iar (1) devine qn qfit-i...gqntn—1 care urmează 
a fi înlocuite respectiv cu numerele 0, 1...(1—1) care re- 

produce linia I, deci A=0. (G. M. XVIII). 55. Dacă notăm 
A. determinantul dat, avem Asan An-atân-2. Dar. an An-u, 
An—2 nu pot avea termeni asemenea, deci dacă N, este nu- 

mărul termenilor lui A, vom avea Ni = Nat Na-0. Cum 

avem Ni=1, Na=2 urmează că Nn este al n-lea termen 

din șirul lui Fibonacci. 56. Fie A=|as, a;z...ain|, unde 
s'a notat astfel determinantul 

Cu Q13 e... . . Cin 

Oa (33 se... .. . Can 

. Gu Qi e... .. .. . . . Cin 

. . . . . . . . . . . e. 

(n (na e... , e (nn 

și A|an-ță aisFA..ain FA. Avem imediat A=A+ 
lA aia as an |-t aia A ais an |F...-Flain ais- ana | = 
AA 5; (Î Gr: fiind suma tuturor minorilor de primul ordin). 

Rezultă propoziţia enunțului. 57. In general, dacă variabi- 
lele pozitive au, Za... an satisfac relaţiunile : : 

As ame Ag tinta ant a A 202001: aoten = A 

Bz a... Baa... + B zar, „rin = B 
. . . . . . . . . . . . a. . . . . . 

Luz ateu Lant n auf Le chs-Deti, „adn L 
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RĂSPUNSURI ȘI INDICAȚII "Q, 57), 

phgt..ks=n, atunci produsul P= 27 pa, aotn 

  

  

  

13 

este marim, când avem: - ! 

ATi. in Again, ,„atin __Ă pipaita 
S, A, ... z; 

Baa Din B Zi, „Z, ben B, za 0n1zeban 

see Arta Apa 

L, zh... n _ Laahui.. „z, lan _L le-o... zen 

Ani As IN A ' 

unde A; oarecare (î1,2...n) se obține din: 

Qi One... Ite—1ni 

Q2 Ono... Île—3)n-ţa A= | ; + ( - Z 0 

! ! 

Gu (an Lsn 

înlocuind elementele coloanei de rang îi prin mu, Ma... 2n. 

Toate câlimile au, 2...2n suni presupuse constante. Această 

teoremă este demonstrată de D-l V. Alaci în Revista Alate- 
matică din Timişoara, anul 1V, pag. 99. 

Maximul găsit pentru P, în această teoremă este: 

ma Po Viza) (oa TTX 

Vp pp Popp 
In cazul problemei noastre: 

  

QC GQ Qa 03 N da Qa 03 Q 1 Ga Qs 

A= D bn be la A n bi ba bs „A= ba ba 3 | 

C Ci Ce C3 PD Ci Ca C3 C PD Cs C3 

d d de d3 -1Q d, d, da d q da. da 

a Ga 1 3 G GQ Qa "m 

â,= b 5 2 bs A, b bi ba 2 

CC CO PD C3 Cc Ca Ce DD 

d d, 9 da d d, da q 
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GU, 1—4), , ALGEBRA 

iar maximul lui P, va fi: 

mele) fa UD E) tal (5) 
(G. M. XXXIL. p. 105). 

3 A-+B+O A+B-A+O 
XII. 1. |z-hykz AztBytCa  Az+By+Ca 

dy kz AzFBy-FCa Az+By-+Oz 

dacă facem înmulţirea pe linii, sau 

1FAztkaA'z 14+-Baz+Ba 1-+Ca+Cz 

1PAytAy 1+FBy+By 1-+Cy+Cy 
1-FAz-A'x 1FBa+Ba' 1-FCa+O0a 

  

? 

  

XA Y 4 

dacă înmulţim pe coloane. 2.| 7 XS Y|, în care: 

Y 7 XS 

N=az-hyyhaa, X=aythya-taz, Z=aahkya-khay. 
3, Iumulţind pe linii, obţinem ecuaţiile care determină can- 
tităţile cerute, aa-tbb.=4, a-Fas=5, bbs=2, bhas=4, 

ab3=?, aha =3, ch =6, aas-teb:=12, c-kbs=4, aas=6, 
VF =3, ca =3, ckhi=5, ba =3, bastebs=6. Din 
ecuaţiile de gradul I obţinem valori pentru asa, 3, bis b2,bs, 

pe care substituindu-le în ecuaţiile rămase cu membrul I 

monom, aflim: 5b—be=?9, 4a—ac=?, 3e—bc==6, 4a—ab=6, 

3e—ac=3, 5b—ab=3. Eliminând produsul ac se găsește 

3e—l - 
4a—3e=—l.. a=— care substituită în 3e—ac=3, 

dă 3c2—13c+12==0, de unde c=3, o=3. Pentru prima . 

valoare avem Q=—2, b=1, a =, a2=39, 033, bi =2, bi=?, 

. - 4 . 
bs==1, care satisfac ecuaţiilor rămase. Pentru c=g se obţine 

pentru a,b, ete., valori care nu satisfac ecuaţiile rămase. 

(G, M. XXXII. pag. 187). 4. Produsul este: 

ia bi Ba aa ata Be _ 
altă pe aaa Bi asa-tbaBa | pe de altă parte 

  

G  |= 

Q2 „ba 
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RĂSPUNSURI ȘI INDICAȚII (XII, 5—6). 

a2-+- bt d2, hi | = 0220247, iar determi- 
2 2 

* 

nantul care reprezintă produsul pe linii al celor doi deter- 
minanţi, desvoltat, dă partea a doua a egalităţii de dovedit. 
5. Se înmulţese cei doi determinanţi pe linii, se fac înlo- 
cuirile și obținem: 

1 op 272 0 ze d 

1 1 
— =p2 — 2 | ap 72 n e 0 za za b c?, 

da 1 2 > pa 0 

So Se Sa 
6. Si Sa Ss ; Si=ai-ti-ța, 

S> Ss Si 

So Ss, Sa . .... Sa— 

S, Sa Ss... Sa 

Sa Sn Sana. . . Sa n—2 

8. Să considerăm pentru simplificarea scrisului un deter- 
minant de ordinul 4, calculul fiind acelaș pentru un deter- 
minant de ordinul 2. 

GM  Qa.03 ai di Q2 as a4 
Ș bi. ba b3 b4 x b la b3 bi A 

Ci Ca Ca C4 Ci Co Cs C4 

d, "da da  d4 di da ds d 

Qi  Qa 03 Q4 Qi —03 Qa3 —m 

bi ba ba bi x ba —b ba —b — 

Cu Ca Cs c4 CA —Cs ca —a 
di de d di d: —d3 - di —d 
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ALGEBRA 

ai bi —aa bs-t-as bz—a, bi | 

bi as—ba abs a2—bea: 

Ci 04 —Ca astesaz—ci ai 
dau —doastdsaz—duai 

0 
e Ly—ca Da-tc3 bo—l bi 

di b—da bs-t-ds bi—db. 

Qi C4—0a estas Co—Quli Gide —a ds-PFasdz—ad 

Di Cu— ba es-tbs ca— bi eu 

0 
bi ce— bz cs-tbs ca—bi e 

Cs di—ca ds esda—cid, 

d C1 -—da cs-tds ca—d4 O 

care este un determinant de forma: 

0 
—p 0 

q 
s 

0 

0 ul deci simetric stâng. 

—r —t —u 0 

9. Produsul A.B se poate scrie: 

A.B=— 

sau schimbând ordinea coloanelor: . 

A.B=— 
O ma m   

a aa 0: 

b ba 0 

0 0 zu 

0 0 Da 

0 „0 D3 

GQ. 0. „0 . 

b 0 0 

O nu 7 

O 3 ns 

O
O
.
 

Di 

Da 

Ps 

Făcând produsul acestor doi determinanți, 

Nu 

Po 

713 

  
după regula obiș- 

nuită, obţinem identitatea cerută. (G. M. XL. p. 272). 10, Ri- 

dicânăd la patrat tabloul, găsim determinantul A: 

cos? a+tsin2 0 cos&cosftsin&sinf  cosacosY+sinasinY 

A=|cos&cosftsinasinfi cos f+sin? B 
cosYeos&tsințsina cosfcosț+sinBsinY  cos2Ţ+ sin2Y 

cosfi cosy+sinBsinY 

A se poate descompune într'o sumă de opt determinanţi nuli, 

deoarece fiecare are elementele a două coloane proporţionale, 
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RĂSPUNSURI ȘI INDICAȚII (A, 11—14). 

apoi observăm că A se poate serie sub forma determinantului 
din enunţ. Îl. Se va proceda ca în exerciţiul precedent. 
12. Ridicând tabloul la patrat, obţinem : 

a-i? aa'-t-ob'-tec-tkdd' _ 
aa'-+bb'-kec-+-add' abea? | 

(a2-4-52-t-c24+- 42) (a':4+- V-e?-t-d')—(aa-bb-bec--ad)h. 
Descompunând 'determinantul în sume de determinanţi, gru- 
pând convenabil şi egalând cu valoarea precedentă, se obţine 
identitatea enunţului, care este o generalizare la 8 cantităţi a 
identităţii Lagrange dată în partea I. Cap. II pentru 6 can- 
tităţi. 18. Dacă notăm Si=a'ţ-3i4+...li, patratul tabloului este 

i S . Se 

Si S2 Ss 
Se Ss S, 

14. Observăm că determinantul se anulează când facem pe 
rând ca, c==l, ba și c=a, c=V, W=a', deci el este 
divizibil cu produsele produselor (e—a) (c—5)(b—a) și (c—a”) 
(c—5) (b—a') care sunt desvoltările determinanţilor Vander- 
monde |1 a a*| și [1 a' a'2|. Determinantul dât fiind în 
raport cu a,d,c, a,b',c' un polinom omogen de pradul al 
G-lea, iar produsul |1aa2|X|1 a a2| deasemenea de 
gradul al 6-lea, avem. egalitatea: | 

(a—a (a—VP (a—c)P a a 1 a? a 1 
(D—a"  (p—vR (p—ck li 2 d 1 XI d? dai , 
(e—a') (e—VP (e—c) d? e -1 c? ce 1 

k fiind o constantă, ce urmează a fi determinată, Făcând în 
egalitatea identică de mai sus a=a'=0, avem: . | 

O p2 e? 
kbeb'e'(c—b)(c—b)=| 3 (0—bk (v—c) |= 

c2 (c—bh (e—e) 

los 0 e. 
be] 32 20—b' 25—cl=950 e—b)| 52 1 2y—c =, 

c de—b' d2e—c , c 1 2c—e! 
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| 0—1 0 
9v'o'(6—b')| 52 1 9 |=29b'e'(6'—b)be(b—c) 

2-1 2e 

+a l;=—2. Inmulţind deci elementele unei coloane a unuia 

din cei doi determinanţi Vandermonde, avem o descompunere 
cerută. 15. Aplicând regula lui” Pope avem : 

      

  

  

  

    

  

  

        

eat e ee 

d a ji x 2 a 

= 2 [x e, A |) 2] 
Primul și ultimul termen sunt -nuli. Ceilalţi dau: 

je al tree] în bel = 
  

  

      

    

  

  

(a—0) (02-00) 0t-abi-kati-t a) =(a—6) (02-09) [0 (a-F-3)4- 
at(a4+b))=( (a—b)(a-+b)(a2+-b%)(a-4-b4)=a5— -b6, (S.E.G.M.IIp. 47), 

16. Devoltând determinautul după regula lui Laplace obținem: 

                          

be 1 0 ia -— 1 a 
1 „0 a2 o| 1 .a6 0 | 

0 illa a]. l1 olu|i 1] li olul az. 
+] a” 0 a + alee | at x] a? 

1 1 1 10 8 10 n== + 1 c “x ae. „| tta =a 1—2a%—a +-2a “ka 
    

  

„t8-ăatat atat atat 8(—09+: | 

at]= a: [( [U—ap-20(i ata) =at (1 —a2—a0). ” 

17. Fie a,, Dap. an rădăcinile ecuației (1) ar — 1 =0 şi 

p(0)=aka:a ai-Pasi: „F dna. Dacă notăm cu A deter- 

minantul dat şi cu'â determinantul Vandermonde 
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RĂSPUNSURI ȘI INDICAȚII (XII, 18), 

| a ap... 
Las eat cr: SE 

„ avem dacă.ţinem seama 

  

| a 2... ani 

de ecuaţia: a1——==0, că: 

| (2) pa)... ș(a,) 
1 1 
(a) ze (24) .. . a, P (21) 

_ 1 1 
A4î=| (a) ela)... 2? (en) = 

1 DR 
aie) 9 (3) ..... 10 (2) 

n 

ai um? ni li n 
| 1 1 la e, n—2 Pl) pl). (00). rii & n 

2 AI) . . 

1 1 1 
n (n—1) . . . 

=(—1) 2 e(a.)q (a). +92), ag... „n 7n 6, Dar, a. Xa | 1 (n-24) (n-2) N (—w(-1=co Dia deciâ=(—1) E glet). 
e(a,).p*—4. (Jurnal Matematic II). 18, Determinantul poate fi 
scris subt forma: | . 

0 _- c0S%  , Ig&. .  cotga 
—cosa : 0. tgB cotg $ 
—iga. —i8. .. 0: colgY 

| —cotga —cotgf „—colgY 0. 

şi desvoltându- l după regala lui Laplace avem: 

        

  

    

0 case x|_2 color 2 cos& x 
— cos& — colgț —lga  —ig8 

tg; <a 0 cosa x[i _cotgf + 
"| —cotgY —cotgă —cotg)l""| 0" cotul! 
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—cos& 0 x| ga colga| _| —cosa 0 

—iga  —igB — cotgY 0 —colg& —cotgf 

tga cotga| , |—iga  —igf | iga * 'cotga| _ 
0 cotgY| ' | —cotga —cotgf 98 cotg$ 

          

cos? cotg2'y—2cos & colgY (îg& cotg B— cotga 19 B)H-(2ga cotgB— 
cotg& tg 6)? = (cosa cotg 1 — îg & cotg B-+-cotg «tg BP. (S. E. G. 
M. III. p. 68). 19. Vom distinge două cazuri: p=2k și 
p=29;—1. a) p=294. Determinantul se poate seric: 

1 1 1 

0 n! 0 (22—1)1"* (n—kF1)! 0 

1 p 1 DD. ZI 

Dau = . . . . . . Dau * . . . 

i 0 1 

(0 (2—94+F1)! 

1 i 

0 (n— 1) 700 (ni)! 0 

- Liniile de rang par se lasă neschimbate, iar la elementele 

| primei linii se adună elementele liniei a doua, la elementele 

liniei a treia, acelea ale liniei a patra, ete., până la urmă, la 

elementele liniei 24;—1 se adună elementele liniei 2/4, Ultima 

linie se lasă neschimbată. 

  

    

1 11 1 1_ 
nl m (nt)! (nr) (n—h)! 

EN Ia a 
n! "** (n—I1)! (2—k)! 

| Al 1 Dona | GI | 

a i | 
(22—21)! *** (na) (2—944-1)! 

————— 0 d — 0 
(a—k)! (a—2 bi)! 

Apoi facem schimbările următoare: linia întâia se lasă pe loc, 

linia a treia se schimbă cu a doua, linia a cincea cu a treia 
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RĂSPUNSURI ŞI INDICAȚII (XI, 19). 

I(h— „„linia 2k;—1 cu linia F;. In total facem 3 1   ) schimbări de 

semn. Jeterminantul se scrie: 

  

aa 1 1 1 
n! 2! (n)! (n) (a) 
1 1 | ” 

(n—1)! (2—1) . . . . . . . . . . 

„AR —Î d — Î. . |. . ... d (a 7 (ui (n2—+-1)! (n—2EH0)4, 

PI] Oe ec. a 

, ue : eee... i: 

(BD. (2—92k+1)! 
1 Oe 0     

Facem aceleaşi schimbări cu coloanele, ducând însă și ultima 
coloană adică de rangul 24-+-1 în locul coloanei de rangul 

1:(4-F1) 
  

  

FI. In total mai facem = 3 schimbări de semn. Deci 
LU—1) , EG) ADE 

(—1) 2 ra =(—1) (0). Determinantul devine: 

daia 1 
n! (n—1"(n—B) m (2—k-F1)! 

1 , 

PR TINININ II a 

1 1 1 1 
Da+1=(—1)%| (n—h61)1 (0241)! (nt): (2—94+2)|. 

Ă 1 ” 1 ” 
i RIS 0... 0 

1 1 

(72—1)1 0 (2—924F1)! DP... 0 
0 - 1 1 
n . (n—2** (a 227FI) Fi !    



(IL. 20), ALGEBRA 

Desvoltând determinantul după regula lui Laplace și anume. 

după primele &-t+-1 coloane se vede că determinantul are va- 

loarea zero, deoarece determinanţii ce intră în desvoltare au 

sau două linii identice sau elementele unei linii sunt toate 

nule. Deci când p=2k determinantul are valoarea zero. 

b) Dacă p=21;—1, cu acelaș raționament găsim: 

  

  

      

1 1 Due a 1 

n! (nl) (ni)! m (2—BÂ1)! 

1 1 1 1 1 
(n—1) (9) (nl (nl (2—1)! 

Dl 1 1 1 1 
= (22—1-F1)! (0) (n—2t-F2)! (nb)! (m-214-2)! | 

119 o 
n! (a—1 (ai 

1 1_ 1 0.....0 
(2a—hi-1) (mai (na 

Desvoltat după aceiași regulă ne dă: | 

[a 1 1 
ma (n (ni)! 

ll Al 
Da= || (n)! (n—2) (n—k)! 

1 po 1 
Ip (n—b5! n (1219) 

Dar acest determinant a fost calculat [x 16]. Rezultatul e este 

19! —9)! 2 
Pe | (G. M. XLII. p. 98). 20. Se cu- 

noaște (Elements de la thâorie des dâterminants, par GQ. Dostor, 

II ed. p. 82) teorema: Dacă elementele unui. determinant de 

ordinul n sunt funcțiuni de uceiași variabilă a, derivata de- 

terminaatului în raport cu această variabilă este egală cu 

“suma a n determinanţi ce se obţin înlocuind elementele fie- 

cărei coloane prin derivatele respective ale acestor elemente 
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RĂSPUNSURI ŞI INDICAȚII (XII, 21), 

sau înlocuind elementele fiecărei linii prin derivatele res- 
pective. Avem deci: | 

. 0 0 O | |i 1: 1 
4=|1 fl) fina |Ho Fiodunr'ua|+ 

1 gl) gaz) 1 g(z) g(nz) 

11 1 

1 fl) finad|=fioliynad—1l—nf'(na)l9(0)—1] 
0 g'(2) ng(na) 

— 9'(lf(na)—1]+ng9' (n) [f(z)—1]. 21. Să considerăm 
determinantul mai general (G. M. XL. pag. 151): 

(zo—a0) (zo—a) ... (20—an)" 

n = (z—a0)" (zi —a)... (zi — an)" 

(n — ao)" (n — au) ... (22 — an)” 

Procedând ca la exerciţiul (14), n cărui generalizare este, şi 
însemnând Vai (o, &, ... n) valoarea determinantului Van- 

ș dermonde al numerelor a, 4... n, avem: A ia Vai 

(ao, au... ar) Vana (270, zi, ... 22). In adevăr, Ana este un 
polinom omogen în a; și z; de grad n(n-4-1). Pe de altă parte 

Ana se anulează dacă facem 24 a; sau 25 ar, prin urmare el 
conţine factori de forma zi— zi şi as— ar și cum produsul tuturor 
factorilor de această formă dă un polinom de grad n(2-4+-1), 
rezultă că factorul Im este o constantă independentă de z; 
sau ar. Putem găsi valoarea constantei observând că, scriind 

„ desvoltate elementele determinantului Ana, avem evident:. - 

m al | 1 —0la +Cas.. „(—1) Chao 

Au = zi al. x 1 —Cia Ch... (C1 Oa? , n = 

am z...1| [1 — Caan ++ Caan ...(—1)"Char, 

| natD 
Cum valoarea ultimului determinant este (—1) 2 1 3... 
n=1 | +1 002 oi (nm 

Ca Va (aosas. an) fa Jin= Ca Case Ca [21 (a 121 (021) 
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n(n+-1) 

— Dacă schimbăm semnele câtimilor a;,avem: Dai=(—1) 2 

ln Vina (ao0;...0n) Vai (27o,...2n). Dacă facem în acest ultim 

determinat zi=a;, a; =, n==r, avem determinantul problemei 
și cum Vs+1(0,1,..r)=>r!(r—1)!..1!, valoarea determinantului 

blemei e (ri problemei este: (—1)” "2 în 21 (71) 

(G. M. XLII.p.370). 22. Dacă f(a)=aoz-taa 21... kan = 

X an-pat, determinantul dat este produsul determinanţilor: 
P= 

Vera (ao, ai... ar). 

ao GG : 13 sc... .. (n 

0 nao (n—1a...... an i Aa 1 ăi 1 
0 0 n(n—1)ao.. „2.lan-|, i aa Ie , 
. . . e ... i, (i (Pine 

. . a a > a 
Primul determinant are valoarea ——— GDI Gaza an 

al doilea este un determinant Pandermonde cu valoarea 
n (ni) 

(—1) 2 i n!(n—1)1... 211! Deci valoarea determinantului 
ninti) 

problemei este (—1) 2 (pl anti. 23. Să notăm D(z) 

valoarea determinantului. După regula de derivare a deter- 

minanţilor (vezi ex. 20). 

F'() Fel)... Palo) Fi)  Fa(a)..... F(2) |. 
Fl) Fola)... F(2) |F(a) F(a)....F'„(a) 

D= Flo) FP'a(2).....P'n(2)]+|F(a) F(2)... Pnl) re 

rata shocriăă iai sita ic 
F, (2) F3(2)........ Fn (2) 
Fa)  OFa(a)........ a (2) 

E RE 
F2(a2)  FPsr2(a)..... Fa0-2(2) 
FR. (2) F(a) o... Fr) (2) 

Dar primii (n—1) determinanţi sunt nuli având fiecare două 
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linii egale, iar ultimul determinant este nul elementele ultimei 
linii fiind zero. Deci D'(2)==0, de unde rezultă D= constant, 

(G. M. XLII. p. 253). 24. z=15; y=2; a=25 25. z= 5; 

    

  

            

  

| 64 

4 = —45; =, 26. z=l; pd pl; = 3, 64 o 4 îi us 

1 a a2 l a a? 
1 a2 1 1 a2 1 

| 1 1 a 1 1 a 1 
27, Z= = Lpaa? 

l a a2 l a a? 
a 02 1 (1ta-ka?)| 1 a: 1 
a2 1 1 1 a 

l 1 a: 1 1 a? 

a 1 1 a 1 1 

i a: la a 1 a 1 

y= =  1haa? 
l a a: 1 1la 
a a2 1 (1țFa-ka?| a 1 1 
a 1 a a 1 a   

  

al : Zn analog 2= Paz ($. E. G. M. 11. p. 84). 28. Numă 

rătorii și numitorii rădăcinilor sunt determinanţi Vander- 

(b—%)(e—a) | = (c— a) (a—a) monde; se găsește: z= (0002) (2 oa) 

_la—a)(b—a) = p 6) 29. Generalizarea chestiunei precedente: 

(a—a1) (a— a)... (a— at) (a ara) ...(0— a) , 
(a:— as )(ar—a.).. .(ax— axa) (at —ax4-1)... (ax — an) 

41, 2ueen, 90, a are, y=erbtă=2e, ete 

31. Primele trei ecuaţii fiind omogene în raport cu z, V,% 
pentru ca ele să admită și soluţii nu toate nule, care nu ar ve- 

z= 
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. 1—s 2 3 

rifica ultima ecuaţie, trebue 2 3—s 1 =0 

3 1 9—s 

nt (s2—3) (s—6)=0, care | dă s=6, s=Y3, s=—Y3, 

s fiind determinat sistemul celor 3 ecuaţii se reduce la 

primele două. Avem: (1 —s)— S-a 1=—3, 2— S+-(8— sY=—i, 

  

  

  

  

  

___3s—7 „4 __st5 A A 
de unde 2 > ZII Si 2 O IZA deci 3527 

= = 
s-F5  s2as—1 Si (3s— 7 „ere (s2—4s—1k 

1 de unde (35 —7):F(s-F5):+F(s2—4s— ap e Me 
35s—7 

= „ete, 92. Primele 
t V(3s— 7 (5-5)? (s2— 4s—1P | 

trei ecuaţii se mai seriu E iri=—1, aF-+d + 

es=—d, 3 ra i=—d şi dacă notăm: 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 

A=|d c d „Â,= a ec. d|,A= a b d ; 

p2 2 d a 02 d2 ja 52 d: 

1 1 A 

A=|a b c|, rezolvând sistemul precedent, obţinem:: 
a2 2 62 ” 

pg __—y_s -—l 1 
RUA Ph dq d zultă Aa, 3, a INBEFBG-FaE FSE e unde rezultă 

a be 

zY, 2, 33. Determinantul sistemului este D=| d c a|= 

ca b 

(abc) (ab-Făc-ea—a:—8t 0) = la b+-c) (o — o) + 

(p—ck-+-(e—a)]. a). D340, sistemul esta compatibil ; 9). Când 
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RĂSPUNSURI ŞI INDICAȚII (XII, 34—3.5 

a-b-t+c=0, D=0.. Să presupunem cel puţin un minor diferit 

de zero, de exemplu 
  

  

, ; determinantul caracteristic este 

a db 1 1 

db ce 1 = —lla— B+ (b— + (e—a)?]340 căci 
ec a 1 

ac—b2740, nu putem avea a=b=ec, deci sistemul este in- 

compatibil. c). Dacă toţi minorii sunt.nuli, adică ac—W= 

be—a:=ab—c2=0, rezultă a3=5=c5, deci 1) a=5=c; 
2) b=ea, c=e?a; 3) b=e?a, c=ca (€, e? fiind cele două 

rădăcini cubice imaginare ale unităţii), determinantul principal 

este un element oarecare al determinantului sistemului, de 

ex. primul element al primei linii. Doterminantul caracteristice 

este 
    
a 1 : : a 
b 1 =a—b. In cazul 1) toţi determinanţii caracte- 

ristici sunt! nuli deci sistemul este compatibil, nedeterminarea 
fiind de ordinul II; în cazul 2) sau 3) determinanţii caracte- 

ristici sunt diferiţi de zero, deci sistemul este incompatibil. 

a—s b e 

34. Condiţia este: | a?  B2—s:: c2 1=0; ca sistemul 
a ÎI c—s 

să fie compatibil pentru s=0, trebue abe (a—b)(b—c) 
(c—a)=0. 35. a). Pentru ca sistemul să fie incompatibil 

este necesar ca determinantul sistemului să fie nul, 

4:31 LL | | 

deci |1 5 —3 |=0, de unde 136—14%==94, apoi consi- 
af —a 

derând unul din minorii săi diferit de zero, determinantul 

„caracteristice corespunzător trebue să fie diferit de zero. Fie 

| |4.8 5. 
minorul considerat,| 1':5 "4  |=720, deci 

| | a.P a+$ 
2a-+-383£0. Deci' condiţiile de incompatibilitate . sunt 

136—14a=834 şi 2a-+-35740. d). Sistemul este nedeter- 

  

  
4 3 

1 5 
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minat dacă determinantul sistemului este. nul, iar determi- 

nantul caracteristic este nul, deci 133—14a=34, 2a-+-38=0, 

3 , , , 
de unde = 8=1. 36, Determinantul sistemului 

sind 1 cos? , 
D=| 1  cos0 sind |=(1-t+sinO-keos0) (cos0-tsinB+ 

cosd sind 1 

sin 0 cos 0—9)== Z (1-- sin 04- cos 0) [1-ţ-2 sin 0 cos0-+-2(sin04+ 

c0s0)— 5] = Z [1-tsîn0-reos 0] [(sin0-+-cos0)2--2 (sin 0-rcos0)—5], 

se anulează pentru valorile; sin0-+cos0= —1 (1) și sin 0-+cos0= 

—14£Y6 (II). Prima ecuație poate fi scrisă sub forma: 

T T - T Yo LI 2: X 0 — 2 qi; 2 sin cos U =) 1; sau încă cosl =) | 5 din 

care deducem soluţiunile 0— erat? „*. 0'=(24:41)7 

și 0'=(27;-k1)z+ = A doua ecuaţie transformată devine: 

2 sin cos [03 V6 (a doua soluţiune fiind inlătu- 

rată deoarece |sin0|4+-|cos0|<2, îar |—1—Y6|>>3). Sau 

încă: cos b-3)= a Dar nici această ecuaţie nu dă 

—14+-Y6 
Ya 

pozitiv, putem compara pătratul ei cu 1 şi avem: 

7—2V6 526 _25—24 0 aci —1-EV6 
2 2 a(5+aV6) Va 

Pentru valorile Dara şi 9=(2541) 7 determinantul 

| 

valori reale pentru (E) căci observăm că fiind | 

  >. 

sistemului este nul, minorii săi însă nu sunt nuli, cum se 
verifică îndată, iar determinanţii caracteristici formaţi cu ori 
care din acești minori. sunt deasemenea diferiţi de zero. 
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RĂSPUNSURI ŞI INDICAȚII (, 37); 

Sistemul este deci incompatibil. Pentru celelalte valori ale 
lui 0 sistemul este compatibil. Soluţiile sunt 

sin 6 — cos?0 
Fain cas0)730-Poidcoste Foto 1) 

cos 0 — sin?0 
(1-4-sin0-4-eos0) (cos0-ț-sin Beos0-t-sin0 —cost0—sin20—1)' 

— sinOcos0—1 

(1-+-sin0-F-cos0) (cos0-t- sin 0cos0-k- sin 0— cos?0— sin:0—1) 

($. E. G. M. IL. p. 86). 37. Determinantul sistemului are 
valoarea (a-+-b)(a— 5). Este nul când a-+b=0, a—V=0, 

adică pentru coordonatele punctelor situate pe cele două 

bisectoare ale axelor. Deci sistemul este compatibil şi deter- 

minat pentru toate punctele planului nesituate pe bisectoarele 

axelor. In ipoteza a+-)=0 sau a—bW=0 să considerăm 

ultimele două ecuaţiuni drept ecuaţiuni principale și pe y, £., 
. 3 

1 ab 

este nul, dacă presupunem 2340 pentru a-+b=0. Determi- 

a — 2 

nantul caracteristic este | 1 a+-b 1 |=—(a-kD)ă2-+34+ 

bo A 1 | 

a2—b2—b(a44-b). Când acest determinant este nul, sistemul 
este nedeterminat. Deci sistemul este nedeterminat pentru 

soluțiile sistemului a—b=0, —(a-+-5)A24- 3A-ka2 — 

b(a-Fb)=0... a=b=3(—22 2 VF6)). Sistemul a--b=0, 
— (a k DĂ 3Ata2—52—b(a+b)=0 se transformă în 

a+-=0, 4=0, imposibil pentrucă am presupus A3Z0 în 

acest caz şi ca urmare, sistemul este incompatibil pentru 

y= 

necunoscute principale întrucât determinantul 

“eoordonatele punctelor celor 2 biseetoare ale axelor, afară de 

pentru care este   

= e V-F6Ă —2 2 VĂ-F6Ă e a) 
- . 

3 "; 

nedeterminat. Aceste puncte hu există când —Vo<<0. 

In. fine, să studiem cazul a-t+-b=0, 4=0. Determinentul 
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(XI, 38—40), | ALGEBRA 

principal este 
  

  

IQ
 BD
 
>
 

I 

a 

d , determinantul caracteristic, | 1 
1 1 | j 

a-+b aj 3 E 

1 1 0|=3(a—5)7£0. Deci, pentru coordonatele 

d a 2 ” 

punctelor situate pe biseotoarea a+-b=0, sistemul este 

incompatibil şi când 4=0. 38. Sistemul se mai scrie 

aî-rirei=—d, til, ari 

  

cad" şi rezolvat după repula lui Cramer dă: 

a _ Ey — a _ --t 

d b ce a de ab d a be 
d p e, PI a d e a y d _ a V c' 

d” p” a” d” q! a” Vp! d” a” p” e” 

39. Intre laturile şi unghiurile unui triunghiu există relaţiile: 

ai | a — bcos C— ecosB =0 

(1) 4 —acosO0C+d "—ccosA=0 
„Di A—acosB=beosâAțke - =0 

Determinantul necunoscutelor a, d, c, este: 

1 — cosC —cosB 

D=|—cosC 1 —cosA |=1—2cos A cos BcosC— cos?A 

—cosB —cosA 1 

— cos? B — cos? și observând că 1— cos?A — cos?B= (1—cos24) 
(1—cos*B)— cos? A cos?B =cos(A -+- B)cos (A —B) şi că 2cos A 
cosB=cos(A4+B)-kcos (A —B), avem că D= — [cos (A —B)-+- 
cos Cllleos (A+-B)-k- cosC]= 0, deoarece cos (A-+-B) =—- cos 
deci sistemul (1) linear şi omogen, avâud determinantul nul : 

admite o i nfinitate de soluţii, toate proporționale. 40. De- 

oarece determinanţii de ordinul II ce se pot forma din tabloul 
coeficienţilor necunoseutelor sunt nuli, să considerăm ca determi- 
“nant principal coeficientul unei necunoscute, de ex. coeficientul 
lui” z din prima ecuaţie. Avem 2 determinanţi caracteristici 
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RĂSPUNSURI ȘI INDICAȚII (XII, 41—44), 

1 | a 3 | Pentruca sistemul. 'să fie compatibil 2 

trebue ca ambii determinanţi' să fie nuli, deci h=2a, c=3a. 
4l. Se notează valoarea comună a rapoartelor cu , se obțin 
3 ecuaţiuni. cu necunoscutele z, y, 24, le rezolvăm cu regula 
lui Cramer, apoi. egalăm produsul valorilor lui z şi y cu 
valoarea obţinută pentru zy.. Rezultatul este: 

    

ȘI 

a “bi Cu: bi a di & d a du: ui. bi]: 
Q2 ba ce [X ba. Ca di |=|e d aa |X da a ba], 
as. bs cs: bs Cs- ds Cs ds as d3 as bs 

, _|b_-e le: a] ja d 42, Tie Ă, ia pb: ct , 4= P | a? , 4= a?. p? .       

  

  
desvoltând fiecare determinant ce compune sistemul, acesta 
se serie Az-t-Ay-FAsz=0, AstAsy-FAz=0, Azk 

! | A, A, A 
A y-kAsa=0. Rezultatul eliminării este: 4 4 A4|= 

A 4, A, 

— (4, --A-+-4,) (4: PA2-+A? —A, A, —A, A, — Ag 4,)=0. Şi 
cum AA, Azt-as, se vede imediat că D se divide cu A, 
43. Scăzând două câte două ecuaţiile date şi simplificână, 
obtinem sistemul: (a-—1)z-k(0—1)y—(a4-0)z=0, (a—1)z— 
(a-te)yt (e—1a=0, —(b-t-c)z-F- (0—1)y-k (e—1)z=0, 
Rezultatul, eliminării este a+b-t-c—1=0. Soluţia II. Ecua- 
ţiile pot fi scrise sub forma echivalentă: 

2 (y—a)=a(z—9)(2—2)(y—a) 
— 9 (z—a)=b(a—y) (z—2)(y—a) 
2(2—y)= c(2—y) (z—2)(y—z); 

în acest caz, observând că. z(y—2)—P(2—a)-ka2(r—p)= 
(2—y)(z—2)(y—2), pentru a elimina pe 2, y,ă este suficient 
să adunăm aceste trei ecuaţii. Simplificând, rezultatul elimi- 
nării este atbte=1. 44, Multiplicând ecuaţiile și extră- 
gând rădăcina patrată, obţinem: za =Vabc'(2-+y) (y-r2) (aa), 
egalitate care “împărțită pe rând cn celelalte ecuații dă sis- 

temul Ve ze zz—y2=0,. | zu ee yz=0, 
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QUL, 45—46), ALGEBRA 

—ay+ je az Vebuz=o, din care eliminând necunos- 

cutele zy, zz, ya obţinem a-kb-tke-t2Vabe—1=0. 

Soluţia II. Inmulţind cele 3 ecuaţii date între ele avem re- 

laţia: zyz=eVabe (24+-y) (c-ta) (y-a) (e +1). De altă 

parte amplificând ecuaţiile respectiv cu (y-+-2); (242); (2-4-y) 

şi adunându-le avem: 22(y-ta)t-? (2 +2) -k2(z4-y)= 

(at-b-t-o) (2-+-y) (24-3)(y-ka) sau încă: (ky) (2-2) (yt-a)— 

2 zya=(atbko (ky) (9-2) (4-2); (try) (2) (ya) — 

2e Vabe (z-ky)(z-+2)(ykz)=(a-- d-to)(zt-y) (cz) (ya) 

deci simplificând: 1—2eVabc=atb-te. 45. Observăm că, 
pentru a obţine ce devine prima ccuaţiune din sistemul 

(7, y, 2), înmulţim ecuaţiunile sistemului al doilea respectiv 

cu a,b,c şi însumăm, prin urmare coeficienţii lui 4, u, » din 

sistemul rezultant se obţin înmulţind elementele primei linii 

a bb cec 

din determinantul | d d ce respectiv en elementele 

a By 
primei coloane din determinantul | 2 BY | gi însumând, 
, i ! ga! g” " 

apoi cu elementele celei de a doua coloane și însumând; 
apei cu elementele celei de a treia coloane; deci deter- 

minantul coeficienţilor necunoscutelor sistemului rezultat este 

produsul determinanţilor celor două sisteme date: 

la de | |a 8 x 
a p e x a g 7 

a” p' q” a?! 8” 7 

46. Procedeu analog. Numitorul comun este: 

Qi Gus ss... Cin Qui asa a... O Oeasn 

Mo  Gaoa se... Can x Cap  Oaa e... OOasn 

. 

Anu (n, e e... run Cup &ns8 n. On, n 
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RĂSPUNSURI ŞI INDICAȚII QR, 47—48). 

47. Insemnăm cu A+ determinantul lui Vandermonde relativ 
la 4; numere i, as,...ax, prin urmare determinantul sistemului 
celor n ecuaţiuni date este Â1; însemnăm apoi determinanţii 
Ana, ep ne ii), din care lipsește prin urmare litera 

a; cu Aia. Avem, rezolvând sistemul format din primele 
(n—1) ecuaţiuni omogene în zi, Za,++ + Zid, i, Dior, Sis- 
temul: de soluţiuni: 

az __ a _ Zi In 
1 — 2  ... j ... n 

An Ana An n=1 
care este încă egal ţinând seamă de ultima relaţiune cu 

a za ls. Faza 1 

Pag IPP IE PP 62 3 
Li 
n=l q. , 

a zi = 6=1, 2,..., 2). Acum, adunând cele 2 
n . 

    

  

ecuaţiuni date, avem: ZU + at a... + al) zi = 

  

RR Rai di a sau încă înlocuind pe &; cu valoarea păsită: 2 ——X =1, 
| î=10i—] An 

care este identitatea cerută. 48. Pentru ca sistemul dat .să 
aibă soluţiuni nu toate nule, trebue ca A să fie o rădăcină 

Qi =A aa... Gin 

._. Gu Ma... Qon 
a ecuaţiei: ! 0. 

.
.
.
.
 

t9
 

1 

Anu Una e a... ... ann—A 

Această ecuaţiune de gradul 2 în Ă este cunoscută subt numele 
de ecuaţia seculară și are toate rădăcinile sale reale. Fie 7 o 
rădăcină a sa și di, Zack... n soluţiunile sistemului nu 

„toate nule corespunzătoare ; zu, z2,...-; Zn conjugatele lor 

Multiplicând ecuaţiile sistemului dat respectiv cu z,, ze,..., Za 
n — n — — 

. a ȘI 
și adunându-le, avem: > ari a: 2 PF A, ari (ae ut au 2) = 

k= PF 

n — — 

A Xa Sumele Xarzr și X amr: sunt reale, asemenea 1 | 

— 243 —



pu, 1-9): au ALGEBRA. 

SI nau le (zizt- iz) este “veală. “Dacă da-i; a=6+ 

di ex auz = (a -Ebă (0— d5-k(a—di) (e d:)= | 

= 2 (ac-+bd)— i (ad— be—ad--bc) =2(ac-+-3d)]+ deci ă 

trebue să fio-real, fiind câtul a două câtimi reale. 

XIII. In cele ce urmează vom însemna cu notația (a, b,c..) 

    

               
  

    

  

valoarea. fracţiunei continue == 1. = = 2 + 
uz 

4 =0 = 2-25 =2+ — ! 
ze 155 Ik 

9. g.p. 24 
” Să 25 

ete. Se găseşte (9, I 3,.1, 24). 2. Avem: | 

Lol 7! deci (0, 7, 
3117 |24512|3117 2093 424149 20 sau 

„2693| 424 149|196| 23 

. - 141 592 
1,6, 9, 1,5,2,11) 3. Se mai serie 3-+1000.000' restul 

ca. ini sus. (3, 7, 15,1, 84, 6,2) 4. Ya are partea intreagă- 

ceală cu 4, Deci Vai »(2>0). Pentru a determina pe 

z ridicăm în ambii membri la patrat; găsim: | = sau 

zi —2a—l =0, a=1+Y și. cum valoarea lui a trebue 

să fie porii considerăm numai z=1+ Ya. Deci 

  

    

pa Or atit 7 ră 2 1 

. 1-+ V2 
, ete, Incât rezultatul este (1, 2, 2, 2...) 5. Pro- 

1 ” ap 
2-+--— 

a 
cedeu analog, găsim (1,î,2,1,2...): 6. e, 1,1,1,4,1,1,1,4.. 

1,3 
. 

7. (3; 3,6; 3,64... 8. (3; 1,1,1,1,6;...). 9. (4;2,1,8,1, 
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RĂSPUNSURI. ȘI "INDICAȚII QXUI, 1016), 

2,8; 21,8; 1,2,8i-.)., 10, (6; 1,1,3,5,3,1,1, 105), 11. (10; 
20,20, 20,.. d 12, (1437, 28; 7,28;). 13. VEFi=al. 

— = Va-F1 ta Va2-F1 2 z= Mai si = La, a | 

a+i—a aia: a e şi ÎN 

avem: JeRi= = a = 1 

Papei, pi 
  

et a ete, calculul se con- 

IZEI ai 
tinuă la fel estar Rezultatul este (a, 2a, 2a, 2a4,...). 

14. Va Făza-t 2 a+a= = „ da2—9da2—1=0, 

_akya-2 1 _? 
şi inlocuind, ZE = 

  

  

  

i să E aia 

al a ati.i ah —l— 
2 2 Tr 22 a Va:-+-2 

at ete, Rezultatul “este (a; a, 2a;'a, 2a;..). 
N a-+- i a | E . 

dak 
15. (a—1; 1,20—2; 1, 2a—2;...) 16. Vă = 

al „- _ aci Va _-a—1--Va:—2 , 
â zi q2--2—(a—1P a 

    

aq sa 
| aa A pc a ara 

. 208 ee 1 , Pag i a a : 

aaa 
a ha zl a 1 RE Ga—3)z: 2073. 
ERIE a a . 2 Za Va 3 
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(XI, 17—20). ALGEBRA 

  

  

  

  

  

  

  

  

a 1 ———— —— Sa 1p — A = 

(2a—3)(2—a—Va2—9) a—2+-Va2—2 

—9(9a—3) 2 

aa at = 

ez Ieă cai [EEI) 2 3 | 

ppt cap 
1 LD 

a—2+ dp 

l-a - „9-a 

a—1+ a 1 = 

1 1 
a) Q—2+ 

(9—a—Va2—o E) ra a—2 Va 2 

e 20-31 2a—3 

apoape 
1 1 
ad ad 
1 1 

(ba—3)a a—1-+Va:-2 

a — = ete... 
IP II SI 

Ă a—2+ I 

1+ i 

2a—9-+-— 
- z . 

17. (a; 2,2a; 2, 2a;...). 18. (2a;4, di 4 dai) 19. (4,5, 

2a,3,9a). 20. Fie Rua, RE" două reduse succesive. 
. Qna Qn 

Se ştie că există relația Pn Qn-1—Qn Pn-—=(—1) care 
exprimă că Pn-, Pa sunt primi între ei, întrucât, dacă ar 
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RĂSPUNSURI ŞI INDICAȚII QAUII, 21—25), 

admite un divizor comun, acesta ar fi divizor al întreg mem- 
brului ], ceeace nu se poate membrul I fiind +1 sau —1. 
Analog raţionament pentru Qn-i, Qn. 21. Avem pri dn— pn 
Qnu1=(— 1", pa QnHi— Dn qnro=(—1)t2, Adunând, 
(Pn+2— pn) Qn+i-ţ- (an —Qn+2) pr+1220, de unde (pn—pn-+2) Qi = 
(qn —qn-+2) pni. Când n=1, avem relaţia enunţului. 22. Con- 
siderăm relaţia stabilită în exerciţiul precedent: (pn42—pn) 
(n (qn4+2— Qn) Dn sau făcând pe n egal cu n—1 (pai 
— Pn=1) Qn=(Qn41—qn-4) pn. Multiplicăm cele două egalităţi 

şi împărțim ambii membri cu pn Qn Doi Qni. Avem: 

(pn+2— pn) (pnti — pn) (ant0 — dn) (ni — Qn-4) 
Dn Pnl (n Qn-HL 

sau (a 1) (1 — Pr) (ani 1) (1— în) 

Dn Pnl On Anti 
23, Reluăm relaţia pn qn-1—qn pn=1=(—1)”. Aceasta se mai 
serie Pn Qn—1=(—1-kan pr- sau împărțind cu qn- n, 
= II Pui Pn=i, 

7 ani (n An : 

să adunăm, obţinem după reduceri 

popa, 
dn Qi Qi Qa Q2Q5 m "n (n 

24. Intre numărătorii a trei reduse consecutive există relaţia de re- 

curenţă: Pn42 Pat Ant2-F Dn. Pn+3Pn42 an+a-tpnyi, dease- 
menca intre numitori: Qn-+2=Qn-H1Qn+2-FQn, Qn4+3=Qn-t2An43-bQn4i. 
Inlocuind în relaţia dată, reducând și grupând, găsim (pn-ti qn— 
nb Dn) (ana 4 1) = — ana (pnya Qnţ1 — Qn42 Dn+i) şi cum 

PnHiQn— QntiPnS(—1Y4, iar Pnţegati — Qno pati =(— 12, 
rezultă: an+3anyet1. Deci un cât incomplet se deduce 

din precedentul adăugând-+-1. (G. M. XII). 25. Se ştie din 

studiul fracţiunilor continui periodice (a se vedea de ex. Cours 
dalgibre de B. Niesengloueshi. ed. 10. pag. 334) că având 

== (a1,a2,.. an; Ci Q3,...0nş....) 0 fracțiune continuă pe- 

„Să egalăm succesiv n cu 2, 3... şi 

a Pa . o. riodică în care — este redusa de ordinul n, este rădăcina 
n 

pozitivă a ecuaţiunii Qnz?-+- (Qn- — Pn) 2 — Pn—1=0, iar 
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(XII, “26 —27), 2 ALOEBRA 

  

pt, DIR i 
rădăcina negativă; reprezintă — 2. unde 2 = (an, Ano 

dn Anii A --). Deci, pentru problema prezentă, produsul 
- — ef 13 

răăicinilor ecuaţiei de gr. II este — Dna =a [- 1j= = — 1, 
Qa iz 

deci Pi 1=Qa este relaţia cerută. ' 26. a) Dacă pna? pn 

şi Qn=i-kAgn ar avea un divizor comun d, observând că 

Pn-4 și Qri-4 sunt numere prime, numerele qn-i (pn-1t Apa) şi 

Dn (Qn—1-tAqn) ar avea asemenea divizorul comun: d, dar în 

acest caz 'd ar. divide diferenţa acestora: Qn-1 (pn-1 "+ 
A pn) — Pi (qm fă qn) = Ă (pri qi — Dn-1 n) (— 1), 
adică pe Ă, însă în acest caz, din primele numere rezultă că 

el trebue să dividă pe pn—i și Qn-; deci d=1, de unde . 

rezultă proprietatea enunțată. b). Fie a-=(anu, In2 pa nr). 

Redusa de ordinul (nr): Rar= —Prttepr, are evident pe 
Qn—1 &r (n: A 

a, mai puţin simplu de cât oricare din valorile lui A din 

fracțiunile convergente intermediare. 6). Fie A” <<) două va- 

lori ale lui A; diferența fractiunilor convergente corespunză- 

toare, dă succesiv, ținând seamă de proprietăţile reduselor: 

Pn>i + A'Dn _ Pat A Dn Pe (4 _— ) (Dnqn—1 — Dn— qn) = 

(n—1 + A'qn Qn=1 + "dn : (qn— i pi Qn) (qn— V Qn) . 

n ? ” | , 

Pa d) deci dacă n este par fracţiunile 

convergente intermediare merg necontenit crescând, iar dacă 

m este impar ele: merg necontenit descrescând. 27. Fie 0, yo 

o soluție a ecuațiunii, adică 9ro—11y0o=8, deci 9(rz— 0) = 

11(y—y0). Va trebui ca 2—zo să se dividă cu 11, deci să 
fie de forma z—zro=1lt deducem înlocuind, y— Yo = 9: 

  

Sa determinăm 1 pe zo, 40. Considerăm fracția căi şi o reducem. 

în fracţie continuă. mc Ia = i - Redusele 
MIR | +a 1+5 It 

o Prea S ai 
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RĂSPUNSURI “ȘI INDICAȚII (XIII, 2832); 

sunt 22 = 0, mal, Pai, atare zac 
qi da 1 93 1-2 2 aq 11. 

ps qua =(—1)t sau 9.5—4.11=1; multiplieând cu 8 ambii 
membri, | 9. 40 —1i. 32=8. Deci 'se vede că zo = 40, 

do = 32.: Soluţiile generale sunt astfel: z=40:+11 ţ; 
y=324+ 9i sau încă z=7-t11. 3114, y=5+9.3+9.". 
ZT (+3), y=5+9(44+3).: 5=7-Hiu, y=5-F9u, 
28. Procedeu analog. Zo. Yo fiind 0 "soluţie paiticulâră, se 

  

deduce z=a0F+104, Y=yo—7t, apoi Dat, 
10 1 

„. | | | 14 T | 

23 
9 Pa ” 

B=3, Bat Şi, din Pi q3—0e sp  dedueera 7, 3, 297 — *Q3 3 Q: 10 

10. 2. 297=—= 297, Deci zo=891, yo = — 594, înlocuind, 
2=1+10 (4 89), y=29 —7(4-+ 89), deci 2=1-+10u, 
4/—29—7 a. (a întreg). 29. Procedeu analog, după ce scriem 
ecuația astfel 22—3y= 1—53, 2 fiind oarecare, deducem 
z=a0t3, Yo F2t, za yo fiind soluţii particulare ale 

ecuaţiei. 3 —— deci 21—31=—1 sau 2(—1)(1-— 52) 
+2 

3(—1)(1250221—5 2. Deducem m 1452 2, 1021-54 
şi z=—1+52+34, = —1+5a +24, 2 a şi d întregi oare- 
care. 30. Inmulțind prima ecuaţie cu 5 şi adunând, elimină 
pe 2. Obţinem 13z2-+-23y=9, de unde cu metoda arătată, 
obținem . z=6+23u, 3 y= —3—13u, valori. care introduse 
în prima ecuaţiune, dau = —4—19u.31. Eliminând pe z 

obținem 5y+-62=50, de unde. p=—50-k64, a=-F5O0—5te, 
y=10+6u,2=—Bu (1—10=u), Inlocuind i în ecuaţia a doua, 
32=7(1—u).: Deci trebue 1—u==3v îi. 270, y=16—18», 
4==—5+15v (v întreg). 32. Procedând ca la problema 27, 
găsim : succesiv z= zoţ19ţ, y=yo —13t (£ intreg), cum 

3 
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(XIII, 33—36), | „ALGEBRA ! 

191 
19 1-p 1 

2-a 
y=—18 (1804. 1) şi punând 180-+-i=u, z=90+19u, 

y=—13u. Pentru a avea soluţii pozitive, punem 90-1-19u>0, 

> 2==9510, yo=—2340, deci z=90+-19(180+-), 

deci u>— 15 şi u0. Adică vom lua pentru a valorile 

0, —1, —2, —3, —4. 39. Eliminând pe z, se găseşte 
714 3y=—160, pentru care z=1-+3u, y=51—7u, valori 
care introduse în prima ecuaţiune, dau 2681 (a întreg). 

Pentru ca x,y, să fie poi trebue 4u>— Z url 

> 8 Vom lua i Lu>— Z, deci u=0, 1, +9, 

+3, +4, +5, +6, i, 34, Rorolvnă în raport cu &, 

avera z= ag Punând y=z—l* east +10   » unde 

trebue ca x să fie un divizor al lui 10, de forma: aa, 

Găsim: = —1; +2; +5; —10 şi ea urmare sistemele de 

soluțiuni (2,y)=(2, —2); (4-8, +1); (7-2, +4); (C-1,—11). 
35. Să notăm determinantul Da. Desvoltând după elementele 

ultimei linii avem: Dn =an Dn-1t Dn-2. Dacă notăm ce re- 

dusa de ordin 2 a fracţiei continui, observăm că P=a=D,, 

Pe=aast+1=Ds, dar Ps= Prast+ Pi = Daast+ Di = Ds, 
Pe Ps as tP:=Ds ac t-D:=D,, ete, în general Pr=an Put 
Pa—2= an Doi Dn Da. Să notăm D', minorul lui au în 

Da, Da-i minorul lui a în Du ete. D2=az. Avem 
D' = On D= D'u-2 și Q=l, Qe=a2=D, Qs=a ast =D's, 

Q=Qs at Q:=D's aş +D=Du ete, Qn= Qui ant+Qn—= 
? ! Lă - . . . . - 

Dn ant D'-2=D',. Deci ultima redusă a fracţiunei continui, 

egală cu însăși fracţia este rr: Determinantul Dn se numește un 
D n 

continuant.36. Căutăm soluţii întregi pentru ecuuţiunea aztby=e. 
Rezultă că a şi b sunt primi între ei, pentrucă altfel ar admite 

un divizor comun, care ar trebui să dividă și pe c, deci întreaga 
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RĂSPUNSURI ȘI INDICAȚII (XII, 37—40), 

ecuaţie sar putea simplifica. Fie Sa 2, 1 pp deci 

s=4 le o) a? —2 acz-ke?]; S' == > [(a24+55)a—ac]. Deci 

z= DE £ y= a Intre a și a: ui nu poate fi un di- 

vizor comun d, deoarece d ar divide și pe, deci I=1. 
La fel se dovedeşte că b este prim cu a-i Condiţia cerută 
este deci c=u(a24-32), a fiind un număr întreg. 37. Fie A 
numărul căutat, B câtul primei împărțiri, C eâtul celeilalte 
împărțiri. Avem: A=98B-+-21, A=190+17, deci de solu- 
ționat în numere întregi ecuaţia 19 C—98B==4; 19 fiind 
prim cu 4 trebue neapărat C să fie multiplu de 4, adică 
C=4D. Rezolvând ecuaţiunea 19D—7B=+1, găsim; 
B=8+194, 0=12-+284. Introducând valoarea lui B în 
prima egalitate care dă pe A, aflăm A=945-+53214. 38. Fie. 
N numărul căutat, avem: N 1391: =93H 43 = 56, 

Deci N+1 este cel mai mie multiplu comun al nume- 

relor 2, 3, 4, 5, 6, este 60. N=59. 39. z—y=2% deci 

2 — pa Y_= Pita 
a a =y +2+ —— 3 y—2 trebue să fie un 

divizor al lui 4, Pi —1,+1,— E aa Deducem : 
y=1; 3; 0; 4;—2; 6, deci respectiv: z=—1;9;0;8:—1;9. 
40. Suma tuturor cifrelor cu care se face permutările este 36. 
Considerând permutările în care suma primelor patru cifre 

este egală cu suma ultimelor patru și notând cu ya, 

primele patru cifre, trebue să avem z-ty-ta-t-/=18. Re- 

zolvând în numere întregi această ecuaţie aflăm 8 soluţii: 

(1,2,7,8), (1,3,6,8), (1, 4,5,.8), 6,3 3, 5, 8), (1,4,6,7), 
(2, 3, 6,7), (2, 4,5,7), (3, 4,5,6). Să lutina una din soluţii, 
Cu cele 4 cifre ale sale se pot face 4! permutări, cu cele 

4 cifre rămase se pot face deasemenea 4! permutări. Alăturând 

una din aceste 4! permutări cu fiecare din primele 4! per- 

mutări, obținem 4! numere în condiţiile problemei, în total (4!) 

numere se obțin plecând dela una din cele 8 soluţii ale ecuaţiei, 
Considerându-le pe toate, găsim 8. (4): = 9 X 85 == 4608. 
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CUI, '41—49). 0 ALGEBRĂ i 

(G. M::VII),..4l. z; y, 2 fiind--numărul bărbaţilor, : femeilor, 

copiilor,“ avem  de' soluţionat în numere întregi sistemul : 

xy ka =100,. 324 2y +05 z>==100, sau reducând pe:z, 
5zt-31 = 100, care conduce la z=— 1004-34, 3 y= = 200—54, 

( întreg); z, y, x trebue să fie pozitivi, deducem 19 1<40 

și z+y<100 deci 1=34, '35, 36, 37, 38, 39, de de: z=2 
5; 8; 11; 14; 17; „y= 30; 25; 20; 15; 10; 5; şi 2=68; 70; 

„72; 74; 76;. 78; “deci sistemele de soluţiuni : (2, '30, 68); 

(5, 25, 70); (8, 20, 72); (11, 15, 74); (14,10, 76);.(17, 5, 78). 

42, Să notăm z,y,z numărul lucrătorilor din Categoria ], II, 

III. Dacă 100£ este salariul zilnic al unui lucrător din cate- 

goria III, 1204 şi 1604 sunt salariile zilnice. ale lucrătorilor 

din categoriile IL şi I. Deoarece sa plătit întro zi câte 200 

lei fiecărei categorii, avem 16042 =>120y/ = 1002 = 200, de 

a Su, :Deducera că y trebue să. se dividă 

en 4 şi 5, deci cu 20. Avem soluţiile y>=20, 40; z=15, 30; 

unde z= 

= 94, 48; i= De Zi salariul zilnic al categoriilor JI, II, III 

pentru primele soluții: 13, 33; 10;-8, 33 — pentru soluţiile II 

„6,66; 5; 4,16. Deci: 80. din categoria întâia „a 6, 66 lei: pe 

zi;- 40- din categoria a doua a 5 lei pe zi. și 48 din categoria 

a 3-a a 4,16 lei pe. zi. 49. Fie z numărul laturilor unui po- 

„_ligon, y numărul poligoanelor ce se unesc în. jurul unui vârf. 

Suma unghiurilor poligonului este 2 (2z—2) unghiuri drepte, 

  un unghiu al poligonului are unghiuri drepte. „Deci 

suma unghiurilor, celor 4 4 poligoane ce se unesc în jurul, unui 
2 (2 — 
  2), 9 unghiuri drepte; Dar sumâ unghiurilor din 

2(z 2), 

varf este 

  jurul unui pe este 4 unghiuri drepte, deci 

p=2-- 

4, emită ae :3,4,6; y= 6,43, 

=47, 

  = trebue să ie un: divizor pozitiv al lui 
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RĂSPUSSURI ȘI- INDICAȚII (A, 1-5). 

1 1 1, a a, XIV. 1. Avem: PERII pi ra: 1 făcând n= Î, 2, 3,. 

şi i iasurând relaţiunile won insconnând cu Sn suma primilor n 

teren, că Sia deci lin S=1 2, Avem 

1 1 [1 DDR = Fa) ip) Făcând pe n=12,. o 2 și ob- 

servând că suma relaţiunilor îşi grupează ' termehii“ în două 

şiruri ca în exerciţiul - precedent. (unul pentru 2 par, celălalt 

11,1 1 1 
pentru n impar), avem: Sn= ali tit) xx 

__ 3 _1L (1 1 
S=, a 3. Având „ra n TE) 3 (1233) 

şi făcând n=1, 2, 3,..., n, observăm: că însumând dife- 

rențele se grupează în trei șiruri, în. fiecare. suma rodur, 

cându-se la primul şi ultimul termen, deci S= sk +a + 

Iapa apa: e deci Slim Sa î Pro 

  

cedeu analog; găsim: Sn al | +a ++ Pa 

1 1 “1 _ a 1 

nt apa a .. S=lim, S= pl 

|: + +. sk | 5. “Termenul general 2n:= 

1 a - Au _B 
AFI n F5) poate fi pus subt forma tin = Fa Fi +   

: 

_C_ Pentru determinarea lui A moltipiotm relaţia cu 2 
n-F2: 

1 
și tocata apoi 1=0, etădira Ag asemenea asia B=—1, 

LI ani La [i 5 C= deci avem: Un= [= Ti i a Reina zi . 1 

= 2, 3,. nn şi însumând avena: Sn=g E Ha 
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(XV, 6—8), " ALGEBRA 

    

ta >] x + Si, S=. A doua metodă. Fac- 

t itorului fiind ti — | aj orii numitorului fiind consecutivi, avem: un = 9 n (41) 

E) C za) făcând n=1, 2, 3,..., n şi însumând găsim: 

1fa. 1 pp = 
= 2 3 — GE) ca ..» Stim Sa = 

_Au_B C__Ii __2 up 1 6. Avem: mn top tati le ata) 

eat [1 _2ut2 LL deci Sn=ş : aa Zi +a Ira RT 

  

1 2 1. , 11 

FIR a 27 i Stim, Sn= 36. 4 

, 2 1 |. doua melodă. Avem: Un = ; (2-F2) (22) | ; 

făcând n==1, 9,..., 2, însumând și așezând diferenţele pe 

două șiruri, rămâne în fiecare şir numai primul și ultimul termen, 

e gi LL l deci: Sn= 7 [+3 (2-k1) (n4+3) (149) aa] 
  

| , 11,1 11 A B 
* = == |= == 2 

„x S din Sn 4 [ +3] 9%6' 1. un ȘENiză 

C __—1., 5 —4 _5 3n+5 
  

253 Fa ia Taia: S=g (042) (n-F3) * 

, 5 
lim Sn=g A doua metodă. Observând că factorii numi- 

2 _. , 4 
torului sunt consecutivi, avem: an oara) 

1 
FI (Fa) Punând deci: Su1= FI UE şi 

| = 5 d 1 = — Sua 1 (nF2) +3) deci Sa =4 Sr, 2 S1, 1.  Procedând 

cala(1), avem lim  Sa2 =l, lim Sri lui x*+ S=lim "să, 
mo 2 3' 1 - nuc 

8. Procedeu analog; termenul general poate fi descompus 
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RĂSPUNSURI ŞI INDICAȚII 0, 3). 

uni ap At BC intro sumă de fracțiuni un a arat 

PT se determină A, B, C, D, E ca în exerciţiile 

. a. 1 
precedente și se găsește Stim, Sn = 16 (G. M. 1). A doua 

N e _ (n—5) (n —4) (n—3) 
melodă. Insemnând cu in (123) (2—1) (n (02) 

vom avea termenii seriei date dând lui 2 valori de la 6 lu 

(24-83). Descompunem pe 24 în sumă de termeni de forma 

TAI prin procedeul de mai sus. Avem : Sn=— Z Snat 

  

_45 35 sa Sn2— 7 Snas+ 4 Sn4, unde Sri= IC) ZI): Sn2= 

"+3 1 II E | 3 1 
— i Sa = SR Sa 

6 (n—1)n? Sr  n(n+1)? Sr 6 (2-1-1)(n-ţ+-2) 

i tip Sil sal. 1 Avem apoi: dn Sa qi lim, Sr = zi: din 2 Sn3= 6: 

lin Sna=t + S=lim S=+ a. In acelaș fel se gă- 
x 7 

n (n-o) (n-4+-2p) 
A reia   sește suma serici: 24 Ga 339) (n-k4p).. „(n-+7p) 

” n __ = (n2-+-2)2 
metodă. Observăm că avem: ZI > 1) (n-F7) E 

(n —1) (n-F'7) un=(n—2) (n-+6) un=1tk16 un. "Făcând 

succesiv în relația de recurenţă pe n egal cu n, n—1,...,3, 

2 şi însumând, găsim: 16 Sn=(n2-+-6n-+-9) am, dar dim 
„ n=yoo 

16 
în primul rând că lim un==0, deci condiţia necesară 

n—yoo - : 

[an (n2+-6n-4+9)]=-1 Stim s,=d. 9. Observăm 

  pentru convergenţa seriei îndeplinită. Avem apoi, 

(nt m—1)2 
(2 —1) (n-F+2m41) 

Un=—1 

x*x (n—1) (n Fom-k1) un (a —2) 
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(XIV, 10-11). „4, ALGEBRA 

(n-k2m) unt (m 4-1)? una Făcând în această relaţie de 

recurenţă succesiv :pe n .egal cu 2, (n—1),(n—2),..., 2 şi 

"însumând relaţiunile. obţinute: găsim : Sn= Ga Xa + 

âmnt-m) tal; dar dn [2 romă Un]=1, deci 

Slim, S= Ia ji &, avand o limită finită, seria este: 

pr 4 ” 

criverzentă 10. Punând BI „şi ==0, termenul general 
7 

PR . aka , 

Fi (n) (Frei). bntp) 
Pentru convergență trebue să avem p22. Apoi pentru 

însumare în cazul convergenţei observăm că avem: 
lR

 

poate fi scris subt forma: Un == 

  

  

  

mph _Y—b 1 
(pa) ( OFF). „(b-kn-kp) ? (B+)... Tep)” 

pb a e (ek 8 
p TRIO iar suma Sn = pp 

(8 + 1)(0+2)...(b4+9) PE a Fa). bhntp—1). 
1 

(0-2)... (Gun p 2) => n : 
(B-+n).. (rhutp—3) şi Sr Un, avem : 

- 1. | 1 | 
| o- Dsn=s oi [CEI (D-ra)... (b-rn+p al 

ete. (G. M. XLII p. 533). 11. Avem 
| 2 

Punând Tu = 

  

  

, 1 =; : - SRR lim = in 3. = ma — => CU, 
n=>oo una n=y-oc 2 Ca-a no 2 n—2 3: 

deci. seria este convergentă: : Pentru însumare observăm că: 

Ca = Cat Ca, deci : Sn= = e 13 Ca Ca-a Z3 Ca-a   

22:23 on-l o on-i 

amic? anoaol „ai = RĂI SR _ = 53 în fo Piz) > Sn- i îsi, Dar Lin, s, 1 = di, 

  
  

2 21 . L-a" Sul iiiiă dă sui 
S,=8; iar Sms L-ai şi lim Pi



  

RĂSPUNSURI ȘI INDICAȚII (AY, 12—15) 

  

  
  

„o 1 1 LA Di log i > = 0 (Hospital), deci „dim CINE TE ete. 

2 2 
co co 1 

12. Procedeu analog; Fie S5= > Ca =ă Ci at sI = 
p an p Ga 

Ş Cr p1ŞOE 1905 194 1 1 Zi =3 ni == 3 = Sh rasi ape apa”i apa" apa 

.%x (a—1) SP=sS97, apoi analog (a—1) S571=8772, ete. 

U-__ 2n lim —Un_ = 0 dezi 
Un (n —1)(n +2) .. no U a-i „ Ceol 

seria este convergentă. Pentru însumare, punem V„= 

  13. Averm: 

(2 GI 
fa (2-2) Va=2Vn-, sau: n Va FOVa = 9Vaa. Făcând 
în această relaţie de recurenţă pe 2 egal cu n,(n— 1), 2—9,.. 
2,1 și însumând obţinem: VF2VF3Va+.. Fa), 
Vant e Va + 2V, = 2V, = — 1; dar n Va= U-; ; deci Sa= 

Ut Uz, h Un =1—9Va +* + S= lim Sn=1—29 lim Va=l; 
n=—yoo no 

1 ERA 
căci 37 creşte peste orice limită cu 2. 14. Avem: u4= x , 

  

  

  

1. 3. (2n—1) = 1 și prin urmare 9.4..9%a 1 1 i 
ere) (ra) 

Un < a Deci lim un =0. Totuș seria 
A Ea ci 

ini ni n „Uni 
  

  este divergentă, pentrucă — = pu > a i adică 

este mai: mare decât raportul termenilor corespunzători din 
seria armonică. 7 este convergentă, fiind alternată, cu ter- . 
meni descrescători în valoare absolută şi termenul general 
tinde la zero când rangul lui crește nemărginit. (G. M. XLIII. 

_ 
p. 660) 15. Observăm că seria St pna este o serie cu 
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Q, 16—21), ALGEBRA 

ternieni itivi si „A nemai 5 metri 
ermieni pozitivi şi că --3 i 2001) 

5n? (n—3) +1 

n? (n5-4+-1) 
și tinde la zero pentru n e, Deci plecând dela rangul 

n>2, toți termenii seriei date sunt mai mici de cât termenii 

>> 0 pentru toate valorile finite ale lui2 > 

AIR 1 
corespunzători ai seriei convergente: 7n ici deci seria dată, 

2 — 

55 3 Și 2 n 
este convergentă. 16. Asemenea observăm că in = a = 

, ni-t n-ţi 

n (2 —1) - 1 
aia >0 pentru n > 1; de altăparte in Cin = a pentru 

n. finit şi mai mare ca 1; deci seria Jun este. convergentă. 

17. Fie p şi q gradele lui f(n) şi F(n). Din cauza condiţiunii 

puse asupra lui F(n) toţi termenii seriei sunt finiţi, apoi se 

poate alege un rang N astfel ca pentru 2>>N toţi termenii au 

un semn constant. Pentru convergenţă comparând (în valoarea 

absolută) termenii seriei date cu seria cu termenul general 

1 .. , , ŞI , 
In = a seriile vor fi de aceeași natură dacă pt+-a=q. Seria 

Xwu fiind convergentă când &>>1, seria întâia va fi dease- 

menea convergentă când q—p>l şi cum p şi q sunt nu- 

  mere întregi rezultă q>pt-2. 18. Avem: lim an 
n=yooin-—l 

| » 
2 lim (1— 1) =92 > 1, deci seria este divergentă. 19. Avem: 

n= 00 n 

  

1 | 9n- 

Rap ret (log 2")? > n? (log 2) * "e Snap)? E: 
noni 

> 7 „20. Lin VO zi 
mo n—yoot0 

                        

  deci seria este convergentă. 21. Avem lim 
no Un-i 

| (2n —1k 
lim 
non (on +1) o | 
gentă pentru |z|<C1, divergentă pentru |z]|>>1. Pentru 

X a2=—a*; deci seria este conver- 
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RĂSPUNSURI ŞI INDICAȚII OU, 22—24), 

z=+1 teorema raportului nu dă rezultat. Dar în acest 

1 8n—1l caz avem = —— deci punând 0 = — uni pu ni Pi "o An? Ani 
4n2—4ni 

şi observând că n 4 rămâne tot timpul superior numărului 2, 
având la limită lim (na)=2, deducem aplicând criteriul 

n=—>o00 

lui Raabe-Duhamel, că seria dată este convergentă : pentru 
zl. A forliori seria este convergentă pentru z=—1. 

22. Punând Z=4y, termenul general al seriei devine: > di 

In (1 — pH) Prea LI, toți îi UP) UP) apizi) opune 574 toţi termenii 
seriei fiind nuli; asemenea presupunem k7£—1 toţi termenii 
fiind infiniţi în acest caz. Observând în fine că: (1—A)2y2 

—1 2 1 
Un = — , * — Pap =" 
on TRI FIER 1 * . (1—LPp S 

1 
  

1 a 
1 100 

  

__l 1 l |_ 1 _ 1 _ 

pag. 147). 23. Avem: S;:= : i-ri+ . +2] (4); seria S4+ 

Sa PS ....are termenii mai mari ca ai serici armo- 

nice, deci este divergentă. Pentru a doua serie observăm că 

1 

(dz, e. „logi i NE 
A=< dz gi şi că lim S: lim 201 — lim 2: ==0, deci seria 
1 î 12 oo Ti-oo 4: i-bool sa 

cu termenii alternativ pozitivi şi negativi este convergentă. 

.24, Grupul de termeni de rangul £ este U.= 
1 

E=DpFokrt 
1 1 

OP Fat Teo Po Fo 
a = = dl; ducând la acelaş Apo) pi 7 ph) 
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(XIV, 25—28), ALGEBRA 

numitor, numitorul în raport cu 4 este de gradul (p-+-q), iar 

numărătorul de gradul (p-+-g— 1); coeficientul primului termen 

al numărătorului este: p(p-t-9)—q(ptkq)=p?—q2; deci dacă 

p3fq după (17) seria este divergentă. Ea este convergentă 

pentru p=q. 25. Avem: ere tert at ş— 

1 z 1 1 z + 
coig 3 cola... - Zn 192 on = 9n 2 cotg 2 on — an colg Diet * 

  

2 

1. 1 î_i 
Sn =3 = colg 2 . + lim Sn=—X lim == 

2 2 n Z& n-o za 

| 3; 
26. Arcele fiind primele determinaţiuni (de ex.) ale arctan- 

- 1 1 . 1 Și 
gentelor, avem: arclg za = arcig 3 — arclg 2aFi xx 

Su arctg1—arctg ga i » deci S= lim S S=3 21, Deoarece 
- - 00 

„7 
stu = 

  

, 2 = 
lim ? = 1, se poate alege un rang W,astfel ca pentru 

n=oo LE Ă . 

Ya 
sin—= 

n N să avem: ia >1, deci n2 sin >n 
— n 

T 

U„< n 2, deci plecând dela rangul W, termenii seriei fiind mat 

Je
 - 

Li
] 

„ sau încă. 

mici ca termenii unei serii convergente, este ea însăşi convergentă. 

  

. . Uni . 
28. Avem lim <E =], dar cum a este o valoare fiză ar- 

a. n=oo Un 

bitrar dată, observăm că avem: 21=-— Ta Si: deci seria. 

cui termeni pozitivi an, având acești termeni -inferiori terme- 
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RĂSPUNSURI ȘI INDICAȚII (XIV, 29—393) 

nilor unei serii convergente, este ea însăși convergentă. 

. Te ... 29. Se observă că termenul general 2 = sin 3 este pozitiv 

şi descrește cu 7. Dealtă parte, seria nu îndeplineşte a doua 
condiție necesară de convergență (Abel), având lim (nun) =, 

TY 
sin — 

n 

  

lim =7740, deci seria este divergentă. 30. Avem: n—oo | 

N 

genii ani 
II O aan Făcând pe n egal cu 1,9,...,n şi 

zi zi 

p— a21—] 

an = 

  

însumând obținem: S-= **x pentru z>l, 

, , , 2 bn Ban =S= ; iar pentru 21, lim Sn=3S=-E- n-o - z—1 n=>00 z—1l 
Pentru z= + 1 termenii seriei sunt infiniţi. 31. Aplicând 
criteriul de convergență al lui D'Alemberi sau acela al lui 
Cauchy găsim pentru convergenţă că trebue să avem 

  

  

z—1 II . __ —1 <a STI deci: z<—1, sau z>0. Pentru z=1 

seria se reduce la primul său termen. 932. Pentru. conver- 
genţă trebue ca să avem |z|<C1. Pentru însumare observăm 

„00 co 

în primul rând că: 2 (n-Fian = am zl, apoi că: 

9] 
șI me S=An2a09 Anat dan = pn? at1--9 X na Ba o o o 1 a 

  aS+ina' tă ; dar pentru |z|1 avem: da = 

_ 1-+z Ii = na 1, deci S= Zap 

33, Pentru convergență, aaa teorema raporţului, deducem 
că trebue să avem |z|<C1. Insumarea conduce la calculul 

iar derivata funcţiunii dă: 

co 

unor sume de forma: An? ", care pot fi calculate folosind 
- 1 

derivarea. funcţiunilor legate de seria Xz" = 

  

' Sau pe 
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„CU, 34:36), ALGEBRA 

altă cale observând că 1?2= [(n—1)-k+iP= (n—1P-+C4 (a—1 1 
” 00 

C3 (n—1P-2+... 1 şi că Stnprzăre ar xx (1—z) 

s,=C Spa C2 Sp... care ne dă suma căutată în func- 

ţiune de sume analoage. (G. M. XVII şi XXIII). 34. Ter- 
menul general se descompune într'o diferenţă de doi termeni: 

"n Lu 

„24 2. 

| (-Fz)(1-Fa5. (PF 22) Ura) UP) Up) 
ni 

„2—1 
„ 

FU) Făcând în această relaţie pe n ezal 
ni 

„2—l 

cu 1,2,...,2 și însumând, găsim Sai — EUR) 2") ș 

ni 
A-a2ntil 1 — p2—l + pă 

e Sa 
—ă 

  

însă (1 tau). uta= 
n+l 

Dacă =<1, lim a21= lim a a 20, deci S= ti S„=+1; 
ne nm 00 

  

10 

dacă =>1, avem Sn= sie == 9, Observăm că 

n 2 MI 1 

AVem E FI) CFD Fa) a Ft EI) 
în care făcând n=1,2,...,n și însumând, avem: 

Sp 4 = pl .. (aco-ţ-1) (4-1)... (unţ-1) 1+ 5 Une. 

s= lim S1=—1; deci seria este convergentă şi are ca sumă pe 1. 
n 00 

36. Observăm că presupunând b>0, termenii seriei sunt toţi po- 

zitivi; pentru ca termenul general al seriei să tindă către zero, 

trebue ca EI, permenul general poate îi scris subt forma: : 

  

  

1 
tin = Xa - Seria cu termenul general 21= Ia 

n pi 
n 

ŞI . , 1 Ş 
este convergentă dacă 40, iar numerele f„= i formează 

br 
n 
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RĂSPUNSURI ŞI INDICAȚII QAIV, 37—39). 

un șir crescător având ca limită pe = când n creşte nemăr- 
d 

ginit; deci după corolarul Regulei lui Abel, seria cu termenul 

general un==fn tn este asemenea convergentă pentru se In 

cazul când b este negativ, b=—b, avem: —un = (1 tz — 

aa” Aceleaşi concluziuni. 37. Termenii seriei cu termenul 

_n . : , 
general ZEI pentru n>2, sunt mai mari decât ai 

. Ş 1. d 
seriei cu termenul general an =7——, iar termenii seriei X 24 

2n-t-i 1 
sunt termenii de rang impar ai seriei armonice pentru 221, 

co 09 

deci seria Zi atn fiind divergentă, seria X vn este deasemenea 
1 

n 

divergentă. Pentru a doua parte, avem: Sn — Sa = (on —an), 

ir piu = RI) 1-2] za) 
n (2 n+1) (221) al 2a+-1 2 n?4-1 

1. 1 - 
pci observând că seria cu termenul general 7,3 este con- 

A __[,____3 1 
vergentă, și că numerele iu gi) (ă a) 

sunt crescătoare cu n şi au o limită egală cu 1, urmează 

după corolarul Regulei lui Abel că seria cu termenul general | 
„23 _ (n — in) este convergentă. 38. Observând că n Fă 

apă pa PEropșaţi 
1 Fit ni $ pai “e 

z Se] (pĂ+Ik_ = AP 3 

n (n-F1) p "pp 

  

  x 

lim Ep=1. 39. Avem pentru z>0, sin > 22 e 
po 1 6 
TO R8 E - n 73% 1 

sin —>—— a se Ă sin ==B A — d când n creşte 
p pp 6p' 3 d 3p 6a3p 

peste orice limită, prima parte a diferenţei crește peste 
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O, 40), ALGEBRA 

orice limită (seria armonică), a doua parte fiind suma unei 
. n - 

serii convergente are o limită S, deci > sin creste 

peste orice limită cu 7. Pentru prima sumă observăm că 

avem: sin 2 = cos 2 <i9 Z, deci x g>ă sin, deci 
p p 39 3 p 

„Şi Sn creşte peste orice limită cu 7. Convergenţa seriei 

7 mA 2 

  

  

  

lg — | sin 
No F TF _ul i; 2p | 73 

— = x — 972 = D——, — Sr | Sa 22 19 > sin 27 a 2 | se deduce 

p 2p 
Te 2 

| 00 3 sing 
din convergenţa seriei ă Z5 Observăm că 4= for- 

2p 
mează un șir crescător cu limita 7; deci seria cu termenul general 

73 

Un =&ntin| unde 20= 25) este convergentă ; apoi observăm 

că Pn fiind un șir continuu descrescător și că lim Pn=l, 
no . 

deducem că seria cu termenul general v'n=f8n n este deasemenea 
. . " Ţ a n 

convergentă. Pentru sumele mai generale S1= X (12)= ă 

  

    

p=3l p p=3 
T a T a 

ig— sin = 
PI 3 pi ze _ 
7 . pa ŞI S= 2, = . Za se deduce că ele sunt 

P | p 
convergente pentru «>> 1. Pentru diferenţa Sn — S', se observă 

17 a 

că ea poate fi scrisă subt forma: Sn—S= Z — 

p 

1 — cos€ , — SS 
Pe ma? e 1 , 40 OA __sin OB, An 

70 2 a“ pe ete. . Avem: == 2 i 

(-) | a "sin OAnBna 
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RĂSPUNSURI ȘI INDICAȚII (XIV, 41—44).- 

acest raport fiind totdeauna finit şi diferit .de zero, Când 
sin CO3 An tinde către O raportul precedent tinde către sin COy, 

. T In cazurile particulare considerate, când OAn= sin z cele 

"două serii sunt divergente (29); iar când OAn =sint—, 
cele două serii sunt convergente, convergenţa seriei cu ter- 

m 2 

  

sin — 
SIP n] 7 , menul general Un > sint — = | rezultând din con- 

4 

N 

AR 1 vergenţa seriei cu termenul general tn > ar 

. , 1 41. Considerând seria cu termenul general ua = > avem - 

  

. Uni . e Unki lim = lim (2 = lim (1—4-)= 1, deci —— n-poo Un no in-ț-1/ n-o n-Fl ! tin 

având o limită determinată când 1—o, ini Vun= 

  

n—oo 

„_uU Al , . 
lim =1; deci dim —— TPS ta lim nl, no in Lo za lim dn Va nycoV 2 

n=y00 

42. Considerăm seria 'cu termenul general Unul Avem: 

„2 (ni)! 
Lima” = = 

tin „ni 

orice limită cu 2. x*x lim Vn!= co. 49. Considerăm seria 

  

  

  

_um0o 

__ 1 Uni __ loga 
cu termenul general 4 log Avem an loga EI) ** 

, „lo 1 , lim = im —09P— == tim VER ee lim 7 i =1; n=>0o tin ui log (n-+1) no n neo eg 
  

deci lim Von =: 1. 44, Avem un = Sa — Sat 
| n 

Rp aa —2Vn care mai poate fi scris subt forma următoare: 
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(XIV, 45. XI, 1—18), ALGEBRA 

1 —1 PIN 

ne Van an-i Yn(n—1)+2n—1) deci un |= rile 1-1a-d 1] 

. 1 
2f. i 3< 2» deci seria Xa este convergentă, 

n3 +=) n 3 

| n 
Dar Sa — Si = (Sa — Sn—1)-k (Sa —Sn —2)-k.. kt (S2—S)= 

n Lu . . 

Pian, deci dn, Sn => Su t- lim pă Un, adică Sn tinde către 

  

o limită finită când n creşte peste orice limită. 45. Consi- 
derăm seriile cu termenii generali an == 1p-ţ2P -+.. n? şi 

Un —Un=i Un 
n = MPTL. Avem relaţia: lim —=lim care dă 

n—>o în no în — In 

„IPP, ke , n? „d 
lin a SR pi > lin 
100 nP no  APTl—(n—1)P neo 

n? 1 i 
  

Copa nP — Cota măi pi 

XV. 1. FR 2. Cea 3. ecz.ez, &. tata)? 

7, 1 

[2(at-a) sina-t-cosa]. 5 1+La. 6. BI - a 1—a2, 

22 9, Le 10, d 
sin 2 cosz 

  

1 „1 
a2 cos? = a —b'sin2— m 

2 a 

Y2 cosa z? 
11, 2, . , —— 
(U—a)Vita  * (a-kbcosa) 13 (1—z0 Vica 
et —e—2 “nbaml . | ainz a 

14, ZI 15. (Poza Piz) 16. 1 5) [+2] 

1 

17, alia] 18 

  

  

+ Punând (gz=u, prima funcţiune devine: 

1 

(pe im: ve (ez? ata 
1 1 

(i) (E ja deci: yo 
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RĂSPUNSURI ŞI INDICAȚII (XI, 19—29), 

  

” 2 , cos2a , , (sin 2) cos? o [eo — sin a L (sin 2] In același fel punând 

2=(cos z)'inz, găsim cu aceleași transformări 2 4 z== (cos r)tinz 2 
a. sin? A cos? [oo L(cosx)— os | 19. Avem succesiv: şj/==ae23, 

  

y== a2e"2 şi observând că dacă punem = aPe2 avem de- 
rivând: yPtD==aqaPetz=aPti caz șes pian caz: 20, Avem 
succesiv: y=(az+1)e27; y'=(a2z-ka)eaz; y"=(a5a++3a2)eaz; 
presupunând că am verificat că 4 P=(aPz-t-paP-1)eaz şi deri- 
vând găsim yPtD==[aPt1+(p-+1)aP] caz ++ y)=(an zhnaml)eaz, 
21. Avem succesiv: y/=(P-+P']ez; y'=(PÂ+oP'A+-P”]ez şi 
prin procedeul de mai sus, găsim (= [P+-C PA Cp. 
FC PP... Cn P(]ez. In cazul când n ste mui mie 
decât gradul polinomului, toţi termenii parantezei rămân; în 
cazul când 2 este mai mare decât gradul a, ultimul termen. 
al desvoltării din paranteză este acela care conţine pe 
GC PO), care este o constantă, termenii următori fiind zero. 
22. Găsim: (= (— 11 (n — 1)! an, 23, Punem e2=u, 
Avem: y=e2fu; pet futa fu, iar derivata a n este o 
expresiune, de aceeași formă conţinând 2 termeni: g(=ec2 fu 

Dei Pubaet TE ep Pour Sana fi” (1) coeficienţii as, 

0330 An rezultând din operaţia derivării succesive şi fiind inde- 
pendenţi de expresiunea funcțiunii f(u), deci ei pot fi determi- 
naţi luând o funcţiune f(4) de. forma cea mai simplă. ].uând 
de exemplu: f(u)+-u*, unde 2 este un număr întreg pozitiv, 
Identitatea (1) devine în cazul acestei funcțiuni : he? a 2-4 

(Deta (30) 60) esp Ele. "m! 

ami)... at ia Baci 

aaa a (2—1) meant Dak z(2—1)... 

(z—n4-1). Făcând în această relaţiune succesiv pe =2, 
9, eo e5 es găsim: q2=2"— C3 15; a3=3n—Cr9n4- 3 în; 
a =4"—C1.31-+-C02,92n—C1. 1" şi în general dacă presu- 
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0, 24—28), ALGEBRA 

punem că până la am coeficienţii sunt daţi de o relaţie care 

generalizează pe precedentele, putem arăta, plecând. dela relaţia 

anii (21) — Oa am — CI ama eee Câţi as— Cai 
— Cha (II), că ama este dat de o relaţie de același fel. 

Pleciză dela relaţia (II) şi ținând seamă de identități dintre 

numerele combinărilor găsim: Um (21): — Can PCia 

(mn—1 PA. E £ OF 9n E Cm 15. Relaţia fiind adevărată 

pentru m=ă, ea este adevărată din aproape în aproape până 

L(1— sinz) 

  

  

  

  

  

la indicile n. 24, Avem: LE= x lim LE= 
. (gz n—>0 

— cosz 

„ l—sinz , 1 
lim = — 1% » Um E= = 25. Avem: 
z—»0 1 z—>0 -e 

cos? a , 

_d | 
A 

u(2—2 2—2 2 
LE= —— e * e Um LE= lim e i ul 

cotg 2 „za za E TG 

2a "2da 

„FL | sin 22 

lim E=e?, 26. Avem: E= =e2X E. x UmB= lim € X 
z—> a | z—>0 z—>0 

lim Ea = lim Ei = lim 1ke-kac = lim £ re 1 
m 0 z—>0 z—>0 3 (e —1) 220 6e 6 

- a 
27. Avem: lim LB=lim LEI D— aia zX lim |- Co) 

zi z—> (2 zl zi z—1 
La 

  

oz. 

lim |— 1 Z =0; lim E=1. 28. Avem: lim LE= 
1 z—> zl z>2 

. cosz—sinz 

„_ Li(sinz-tcosz) „_  cosa-ț-sina 
lim L(sinz-t-cose) = lim SRI ea lin E=e 

m: COs% m —sSinz . ae 
= 3 z— = m 3 Z . | z 
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RĂSPUNSURI ȘI INDICAȚII 0, 29—36), 

  

  

  

      

  

  

_i 
29. Avem: lim LE=— lim (cosța)=—A »tx lim B=e 2; 

z—>0 2 „20 2 z—> 0 ” 

30, lim LE=—€ lim ÎN = Lia lin pl 
2-0 b oo sin2bz au 0 i costazcosdba 

Pi 02 A | 07 
== = s*x lim E=e E 31, lim LE=—4 lim TI 

2b? z—0 z—>00 2 z-x00 (2) 
Aa 

2 2 
=-7 lim . 1 = a x lim E=e 3 32, lim LE=a 

2-70 opştl z—00 n—00 

+*x lim P=0%, 33. Să punem z—0=u;y—b=v expresiunea 
n->00 i 

. (z-+bsinut(utalsinv (uta sinu u 

devine: E= (+ b)igu- (u-k+a) igo ra) Xa X pa XE 

(zi) (22) (zE5) ap sin?, ua 

unde E ua inul __ uta o__sinu u 
e li vb 172 (E) tg» ua » ur= 

ua ! igu uta v tguu 
? 

mează că este suficient să găsim limita lui Z când > și 

(-e e--2(u-ta)) __ 

| CF) 
w 

tind către zero; dar lim —= lim vu= lim 
u—0 u u—0 u—>0 

"—0 v—>0 2—>0 

  

  

1-20 + tim pa db Fa EAT 
r—0 . . 

2 koabr2ekautroa oi a M. '[. IV) 

Vi 
34, lim E= lim = lim aW*La=La. 35. In acelaşi 

1-00 n—00 [1 no . 
2 

  

fel găsim lim E=|!L 5). 35, Avem lim L(E)= lim 
„ 100 n— 00 1n—00 
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OY, 31—41), ALGEBRA 

1 1 

e Lotir. 1 Lav= (Va) x*a lim E=Vab. az 24 b 3 2 
n=—> 00 

37. Generalizarea chestiunii precedente; găsim lim E= 
100 

1 
Var asc. ap. 98. Avem: lim E=3X im | >] 

100 „PS naibi 
lim (năa +2; 3 met arta: sa [e zl) n—0O 

F25a; 30; lim £- (0) lim 2 n—oo dai 123.00 GE = = Xa; X 

a 39. Putem arăta că Z este de-acelaşi ordin de mă-. 

  

  

rime cu n. Considerăm seria cu termenul general 24 = 

CF Avem lin Van = lim ÎL = lim 
n=>00| p=se in no 

(2-1 
0-1) er Fa) X din (i 1) =z e x*x lim 

E n—> 00 

V (2-F1) (24+-2)...2n =00. 40, Considerând seriile cu termenii 
, N „_u „Un—Un—1 generali: za = Va ȘI în n avem: lim —==lim DR 

n—00 În  noyo0o tn—în-1 

  

  

— — 
—1!_ = lim Shut Si — Vei D) , dar lim = lin „lauzi Ni 1200 n—(n—1) n—>00 În ee Ve 

. 
—])! lim XE — ji Ri (n)! = lin 

n—o00o Un n—00 Fii: m. “mo (n FI E 

  

1 „_u , Da = i Asemenea, având: lim —- = lim 
lim (1-2) e n—00 În no 
n—00 n , 

| ana _ 

n Tin — lim (ni Au —p) dn = 1 - vin [Ya — Wn—Un-p  n-oo n—(n—p) D no 
pr 1 A 
"N (n—p)!] x* x lim E =p.3. 41. Avem: lin E=p 

100 
n—>00 
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RĂSPUNSURI ŞI INDICAȚII 00, 42—45). 

p—l 

lim (doom =p! lim 09 —0, 42, Considerând 
100 n 1=00 

(at , 
mi Și 2, avem 

(ni mt 
„_u , n (pn 

lim — = lim = lim (n—1)n 
n-—>00 În n—>00 în Dn n=>00 n—(n—1) 

lim 4 = lim (2 1) =e st lim E=e. (G. M.XLII. p.69). 
n n-o n—>00 În n=>00 

43. Aplicând regula lui Jlopital şi ţinând seamă de condi- 

seriile cu termenii generali Un = 

Un — Un—1 __ 
  ; dar 

  

țiunile puse asupra limitelor găsim: m=n=—3, p=—2, 

iar ca limite respectiv: a 2 2 44, Pentru prima expresie, 

1 m 

| (+1) ec . 1)m 
avem lin E= lim —————— = lim (+2) X 

m—>00 m—>00 A m—>00 m 
DL) 

1 1 1 1 

Ij mi FI (+ Pe a e 1 (7nF1)2 o m(mk1)_ 
În eX lin DI 

m 00 _Î m=>00 2 - 1. 

m? m5 

1.x lim TE O cal i Ă t jun= 2 aaa 2 cale mai uşoară. pentru aj 

gerea la rezultat, mai cu seamă pentru ultimele două relaţiuni, 

se obţine iolosind desvoltările în serii la un rang suficient, 

plecând dela desvoltarea lui log (ri. LG. M.XLII p. 35). 

  

  

  

45. Găsim y= = ale al şi avem urenătorul tablou al 

variaţiunii : 
z | — o —1 1 | +2 -- oo 

y=|___— 0_| + _|0 | _ — |_0 + 
Y | descrește | m | creşte | M | deser. | m creşte 

Foo Do Do 9 -F co. 

= = E 
SC) n o 

| E + 
L e -              



(XI, 46 —49), ALGEBRA . 

2 (n— — 
46, Gisin p= FE De=2, când a creşte dela —co 

la -+-oo trecând prin 0, -+-1, +2, funcțiunea y creşte tre- 
. Ș 3 7, , 

când prin maximul yt)= 3-3 La şi apoi descrește 

3 

2 
crește la 4-00. Curba reprezentativă prezintă un punct de 
inflexiune în origina axelor de coordonate, un altul pentru 
O<z<1 şi un al treilea pentru 1<ax<2. 47. Pentru ca 
funcțiunea y să fie reală, trebue să facem să varieze z dela 

5 (2-42) (2—2) (2 —3) 

8(22—1)(a2-ţ-4) 

— 00 la maximul (4-2) =1+-L 843 L 

trecând prin minimul y(4+2)=3—-=L5 —2 areltg 2, dela care 

1 la Foo. Avem y= ; y crește dela 

1_3 
9 2 

descrește până la minimul y(+3)=1+LVI3+ 5 L 

arcig 1, apoi 

1_ 
5 

3 arty 3» ca să crească apoi la Foo. 48, Avem 

2 | : 
pete e=2), y crește dela —co la maximul. 

y(tI)=+3; apoi desereşte până la minimul y(4+2)=6— 
3L5—arcig 2, de unde creşte la -+- oo, Curba reprezen- 
tativă a variaţiunii are punctele de inflexiune pentru aceleași 
valori ale lui z ca la (46), derivatele prime ale celor două 
funcțiuni diferind printPun, factor constant 49, Avem 
„__a2(22—1)(22—1). SR 
ea descrește dela <+-oo la un minim 

14 „1 | 
y(—1)=10— = arctg =; apoi creşte până la maximul Po Vp 

1) 5 Du 2 | 
A L = — FL -arctg= de unde desereşte până la Ya] at a ya. Ș Se e 

un al doilea minim pt) =— 04-a + arelg Va şi T 
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crește -până la 4+-oo. . 50. Găsim: y= 

RĂSPUNSURI ȘI INDICAȚII (XI, 50—59). 

.. (a2-+-1k a: 

“când „& crește dela —co la -t-oo,a descrește dela -+-oo 

până la un minim. y(—3)=LY10 — 8 aretg3—2+-C; apoi 

crește până la;un maxim y(4+2)= LY5+8arctg24+5+0, 
apoi descrește din nou atingând un minim y(-+3)= LV10 + 

Sarelg3-+- 14 C,. de unde creşte la -- oo; Se vede că, 

pentru ca maximul să fie cel cerut, trebue să luăm C=—8 
aretg?. 5. F uncţiunea este reală pentru toate valorile lui z 
cuprinse în intervalele (—co, —1—e), (-F-i-te, -P+-o00), Avem: 
—9 (2-+-2)(2—2) 

a —1 
când > —1 sau zl, 3 tinde către —00. In primul 
interval a crescând dela' —c0 la'(—1—€), y creşte până 
la un maximum y(—2)=—3L5, dela care descrește apoi 
la —00. In al doilea interval, când creşte dela -+-1-țe 
la +-o0, y desereşte dela +00 până.la un minim y(F-2)= 

când z tinde către 2 00, tinde către +2; 

8+3L3 de la care apoi crește la -+-eo. Pentru z>>1 fune- 
țiunea y are tot timpul valoare pozitivă mai mare sau cel 
puţin egală cu valoarea minimului 8+3L3, deci z—2> 

af =) pentru 2>>1 de unde rezultă. inegalitatea cerută. 

(G. M. XLII pag. 37). 52. Inegalitatea cerută poate fi pusă 

subt forma echivalentă : | pa | >0. Considertim 
m (m —n)n Cid 

(z—nk1)n 
funcțiunea: y=L———— aj 2 luând valori de la 2 la Fes, z(z— 
Studiind variaţia ei vedem că ş în acest interval este o funcţiune 

—n(n—1) 
continuu descrescătoare, de oarece y= PT PI PRR Ey) FO 

pentru n>1 şi a>n; dar y(n)=-too iar y(tko)=0, deci 
y este pozitivă pentru z>n>], de unde rezultă inegalitatea 

cerută. (G. M. XXXIX pag. 113). 58, Avem y= 2 L(4-2) 
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în care L (+ —1) este real în intervalele (—c,—2); (4-1, 

+- o); deci y este real şi pozitiv în intervalele (— o, —e); 

(-+-1,-pc00). Punând =z1 -2 » observăm că avem: 

  

  

a 

lim v = tip (- DUE) pay == x 
00 e 1+e 

limy = Limo =lim huge) x* x 
zoo  £ a=țoo £—%0 e sol —3 

=; x lim ; din lin L—— zi = lim Zi FI = 0 e 

Z 
PL =] și yo, De altă parte, avem y=y 
re 

1 —1 1 z—1 
= pH Z ls observi că funcțiunea u= Za L Z: 

Ă A = . . a . — — . 

având zu DR deci u'5>0 în intervalul ( ss, e) şi 

a'<0 în intervalul (-+-1-+e, -+-o0), este crescătoare în primul 

înterval şi descrescătoare în al doilea şi cum u(£ 00)=0, 
“urmează că 220 în ambele intervale, deci 4'2>0 în ambele 

intervale. Aşadar funcțiunea y creşte în primul interval dela 

L la -ț-1 și asemenea, creşte în al doilea interval dela 0 la Z 

Rezultă de aci pentru n>1 că (1-4) <l (G. M. XLIII 

p. 663). 54. Avem: «=== (y—2) L(ad?) sau 2 '_a(e-2a)u(ad), 

unde &>>0. Dacă ab2>>1, pentru 2<3 avem 4'>0 și «0 

“pentru z> 2 deci 2 este mazimum pentru a=5; dacă 

ai<1 avem 210 pentru z<3 şi 20 pentru z>> 

deci 4 minim pentru 2=3 Când aj2=1, z'=0 oricare ar 

fi a şi y, deci zesteo constantă ceeace se vede direct scriind 
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RĂSPUNSURI ŞI INDICAȚII (XY, S5—61), 

pe 2 sub forma: 2=b"* (ab) (G. M. III). 55. Avem: 
(2+1) 

Uni CI) — care este termenul general al seriei lui e. 

n 1 a 1 + 
(n—1)! (02) (n * * 

' nz 

A doua melodă: Considerăm seria: ar; al doilea mem- 

2 
56. Avem e Ş 2 =2e, 

n 1 ni 

bru derivat de două ori, dă pentru 2=0 tocmai seria consi- 
» 

derată, deci suma ci S= (eo = [(e2 +1) et] =—2e. - 
z= z= Ă 

3 2 1 3 1 57, + sh + Aven: = aji i Cazi Tai i 
S=5e. A doua metodă. Plecând dela seria considerată în al 
doilea caz și luând a treia derivată avem: S= (ee) = 

=! N 

3 - 

[(e Pra) eter =5e 58. Avem: RI =, 

1 + = 
(n—4)! ara +fx S=1be, 
  

A doua melodă. Suma seriei este [ee7](0== [(e2-4+-3) eeztaz-+-3 
(e2-4-9)ecz-+224- (c2 -+-1) e2+2]220=15e, 59, Suma seriei este 

egală cu (ee ” Ho= S e i » unde an=p"—C7(p-1)"+C7(p—2)1..(23). 

atu Ops. n? 1 
. 2 = 3 A 332 şa _Ş1- e 

60. Avem x! 12! 1 ara 1nl 1 al e 

(Mathesis =, 61, Termenii seriei sunt descrescători și 

avem lin Un lim —— lim Îl =2X0=0, deci 
n—>o no Fă 2) e 

prima condiţiune necesară de convergență îndeplinită. Insă 
a doua condiţiune necesară (Abel) de convergență la se- 
riile cu termeni pozitivi nu este îndeplinită: Ziz (n n)== 

n—>00 
- 1 . . „lim IX lin 770, Seria! este divergentă, 

200 „ra r>so(1+-2) 
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              62. "Avea: = 
no Un no (22) 

convergentă pentru z<e şi divergentă pentru: z>e. Pentru 

Unei __ “e 
z=e, avem: = 
am (+2) 

„(e In în intervalul (0, --o0) că (ta 2) tot timpul, 

deci seria este divergentă și în cazul z=e. 63. Punând: 

_a: e 
ia deci seria este 

  şi se vede stndiind funcțiunea 

  

| ti 1. ut n Onki 
tn = 3. Un avem lim It im 2, dar lim = 

a noa n înce Un înce în 

: mi Un 
“tina i IX lin (+2) =e+* lim Wet, 2. Seria 

mea metal 0 neo m a 
este conveigentă dacă 'a>e şi divergentă dacă a<e. In 

cazul a=e, găsim, aplicând criteriul lui Raabe-Duhamel, că 

seria este divergentă. (G&. M. XL p. 274). .64. Studiind va- 

riaţiunea funeţiunii reale = (1 +) în intervalul 0, Fe), 

deducera inegalitatea (12 1 < (ii 1 <e pentru <a 

" 

**e un >0, deci S,= Au; >0. Insă sumele Sn formează un 
„ a - - . MR 

, „i a 1% 
şir de numere pozitive crescător, iar Sn=— (1+3)+ 

beer tera)   

(tza) > cum aa Ira za) era za) jo 
dul 

"Von 
eta Sal < (i-a -) <e,: deci Sn fiind limitat superior 

admite o limită, iar seria dată este convergentă având o limită 

inferioară lui e. (G. M. XLAI, 102). 65. Avem lina [= 
n 00 LPF



  

RĂSPUNSURI ȘI: INDICAȚII (XV, 6667), 

: , A ntm 2m E pa : —m-[442m , 

lim . |1— 12 [ram X lim |- | (2) ;   

  

  

neo | 7 reni] 7 XP apa] =lel 
2 ă 

_. . > — 
deci seria "este divergentă deoarece lin un40; 

” Fa no ! 
„ n—m* za ch dar seria iai este convergentă căci. lin Vai = 

900 
n—m n 2m . , 

lina < 1 „ pentru m >> 0...  66.- Punând 100 rel . Mi 

L|ia(2 E 
el )|'= 9 4-a] 

-3] ma 
ou, 

ei , 1 
găsim lim u=—27% lin ——— =—93, de unde deducem pm a de de deduce 

Te n: i 

1—sin=| . : do. Ma 
. , a 7 Ti" o NR dim [———Z| = lin E (E-z)] >= e9*%, Seria cu ter- 
mi-s] mele 2, nl | - mii , 

| [n sin? 
Zi Da a 

mienul: general un = | ——| este divergentă, deoarece 
sin, ' 

, 

lim Une 20: deci + Pn = Ă tin creşte peste orice limită 
no ! 1 n= 

cu n și ca urmare "seria „cu termenul pene Tre esto di- 

  

  

vergentă. 67, Ave succesiv, Da zi ; ta = ut 

i a5—1 db. 
(7 mă 2 ; Sri ZI 3r Admiţând relaţia, pentru 

DA PA. b . o apHL! 
indicile p, E pt Zi 7 deducem: Up = FI 

aPtt—a-ka+1. , PE e ati 9: 

pete e Ea a Fii 
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cum ea este verificată pentru p=3, en este adevărată din 

1 ah 
aproape în aproape pentru n. +*+ S= am E =) uo+ 

    b E Ey | S= lim Sn=e ao = (eo, — 1 ! a—llin! un 1500 
3 

  

pe 0— 
Observând că lim 

i dl au a 

68. Avem după formula lui JMae- Laurin  desvoltarea: 

03 

+5 Za Er 02, (0<0<1). Dacă n 

este impar, restul (când ne oprim cu desvoltarea la termenul | 

=) este pozitiv oricare ar fi za real şi nu este nul decât 

pentru z=0, deci e*> +7, ta TI +2 egalitatea având 

loc numai pentru z=0. G. N. XXXII p. 181). 69. Fie 
“aat-kbz-te=0, a>>0, o ecuaţiune de gradul al doilea cu 
coeficienţi întregi. Pentru ca e să poată fi rădăcina unei astfel 

de ecuaţiuni, trebue să avem: ae-tece”1-+-b=0 unde: ci=ee 
c>>0 iar E are valoarea +l sau —1. Introducând î locul 

lui e și e”! desvoltările respective, avem: a (+2 +a ee 

1 1 1 

Taci erei 
+ i Fu |H= O sau amplificând cu (ac)! şi inlocuind suma 

  întregilor obţinuţi cu N avem: N-a [- A+ 

oa + re ia corneei r 
Dar A helaait- <A Caz pt 

LL — = deci prima paranteză ponte fi înlocuită 
1— aci 
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RĂSPUNSURI ȘI INDICAȚII (4, 10—71. XII, 1-3), 

cu = unde 0 este un număr cuprins între 0 și 1.. In acelaș 

  

: 1 1 1 - 
fel, avem: Fi GDacea "STR + 

Co at deci a doua paranteză poate 
, , , , . , 
deasemenea să fie înlocuită cu 1 unde 0” este un număr cu- 

. Ă ă - 0 9 

prins între 0 și 1. Așadar, trebue să avem: N+- gre = , 

ceeace nu poate avea loc. 70. Calculând derivatele parţiale, 
avem: f'z(z, 9)— f'z(z, Fu (2, pai pe ai pri = 

(+2) YU pe. 1, Scriind condiţiunile enunţului găsim 

Îl ecua ET 
E Ni 73 | Ant 

, lim (+2) ] , 

Găsim imediat lim (2) = = 77 = a I 
n lim (i +2] E 

: n—> 00 e 

Punând = avem 27= let o, deci când r 

  

  

descrește, = descrește deasemenea și avem: lims= 
. 7—>0 

  lim 3 
. —0€ 

X lim "= lim Î-= 1. 
—1 10 r—0 £ 

XVI. 1. Modulele coeficienţilor fiind 1, 3,1, 2,2 avem 
- e _1_ TF . 
M=3, deci = ra 3001 = 0,000833. 2. Este suficient 

să luăm £=0,00011. 3. Observăm ca |Ao|=1 şi că modu- 

lurile câturilor celorlalţi coeficienţi către Ao sunt: 33, 5,2, 6,1, 

deci M=6; avem: |iz>V 200000 = 10 Ve şi lal> At 
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6.5 
0,5 

suticient ca punctul & să rămână în afara cercului cu centrul 

în origină și cu raza egală cu 19,2. 5. Aplicând desvoltarea 
Taylor după puterile lui /, avem: P(z0-ţ- h)— P (20) = Ao 

= 13 luând &=0,5, deci putem lua |z|>13.. &. Este 

  

: (5) 

+ A h As As Ie +A h unde: A= = ge = 

p PO) _ pe )(40) PO(zo) 

1 a = 95 %0; A= = gr 1023 —8; i As= a! = 

P'(z0) 
70 z5— omu; A > =95 20 —2 123-F2z0—2, Dacă 

A este cel mai mare din modulele coeficienţilor 44, trebue 

0.0001 Eee 

22400007” Când 201, găsim A=—62; când 

20=2-+Fi, avem: A= V8162-4-7462, 6. Inlocuind în relaţia 

identică dată pe.z prin —z -avem:-P(—a2)1:P(ha) și 

înmulţindu-le obținem P(2)=4P(-ka) xx =. 7. In 
identitatea: a"-tkp, ai pa at. kpa=i z-Fpn (2 — a) 

(2 — 3)... (2— a) făcând z=7, avem egalitatea particulară: 

int [i (1—pekpi— pe. F(pi—psFps— pt. = (—1)” 
(au —) (2— 1)... (2 —d) observând că Dn: 2, 
intins pis... Asemenea făcând pe z=i, avem relația 

analoagă şi făcând produsul lor avem (ţinând seamă că 

dn (— = (IP (By (Po D=, şi că paran- 

tezele sunt conjugate) relaţia cerută. 8. Făcând în relaţia 

dată pe z epal cu za, a-t2a, z-+-3a,... suceosiv deducem 
că oricare ar fi n întreg pozitiv, avem şi relaţia f(z-+-na)=/f(a). 

Deci, dacă zo este o rădăcină a polinomului, adică f(20)=0, 

avem și f(zo-+-na)==0; deci în acest caz polinomul admițând 

un număr de .rădăcini .mai mare decât gradul. său, sar reduce 

identice la zero, Aşadar, relațiunea dată nu poate avea loc : 

decât, în cazul când sar reduce la o constantă. 9. Procedând 

"Flatna)._Flz) 
elzFna) el) 

—B 70); 

să luăm || 

ca în problema precedentă, avem - relaţiunea: 

flz-d-na) _p= £la) 
sau” încă succesiv 

9(z-Fna) el) 
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RĂSPUNSURI ŞI INDICAȚII (XI, 10—12). 

fir-k-na) —to(a-kna) . flo —ko(a) (1) su De oana gta) ). presupunem 

acum că există o valoare Zo a'lui & pentru care: polinomul 
f(z)—r:q(2) fiind “nul; nici unul din: polinoamele f(2) și Pl) 
nu se antilează. In acest caz, dacă: %(2) nu 'este' identic 'nul, 
cu excepţia unui' număr: mai mie decât gradul lui (2), 
există un şir nelimitat de valori pentru 2, astfel că Plzrotna)z0, 
Pentru toate aceste valori ale lui 2 trebue să avem; . 
flzo-tkna)—. P(zot-na)2=0, deci polinomul: f(e) — :q(2) este: 
identic nul: £ fiind: arbitrar, deci f(a) și e (2): sunt iden-: 
tici nuli, Aşadar presupunerea noastră nare loc -decât : în 
cazul când fracțiunea dată -nu există. Acum dacă orice rădă- 
cină a ecunţiunei f(z)—ko0(2)==0, este rădăcină și ecuaţiunei 
e(2)=0; ca este rădăcină şi ecuaţiunii f(2)==0. :Cum însă 4 
este o constantă arbitrară, trebue ca (2) să admită un şir 
nelimitat, de rădăcini și deci f(2) asemenea. Aşadar, relaţiunea 

fl) — tel) 
TR se 

% (2) 
reduce la. o constantă,. de unde: rezultă „proprietatea cerută, 
10. Scriind polinomul sub forma: Fe =(e+a) ) anl 
as 2-2-V-as a? pian; urmează, că aşezând în prinia coloană 
elementele. (z-+-a.), az, as... ana; ani rămâne să formăm tabloul 
dreptunghiular cu 2 linii şi (11—1) coloane, din! care formând 
determinanţii' cu (2—1) linii şi (î:——1) coloane să avem gt 
(—1a— i (o 23 a (—1 2, (—1h-L Rezultatul este: 

aka —1 0 0.0 0 

(1) nu. poate avea loe decât. în cazul când 

as e 1 0..:0: 0 | 
0, pd 0. 

ama 2010 0 —a 
“ 0.0. 0.0, e | i 

ll. In raport cu &, determainantul A este un. polinom ! de! 
gradul 22 și se anulează pentru z=a; Daia; an; deci el'nu 
poate diferi de.un: alt. polinom cu aceleași .rădăcini,: decât; 
printr'un alt factor constant::: 12;:In':raport cu. z -determi- 
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nantul A este un polinom de gradul n—l şi ia aceeaşi 

valoare constantă ' A, (a. a2,...n) — determinantul lui Pan- 

dermonde al câtimilor au, q2,...n — pentru n valori ale lui 

z, deci el se reduce la acea constantă. 13. In raport cu z 

determinantul A este un polinom de gradul cel mult (2—1) 

şi este nul pentru 2 valori ale lui , deci el este îrlentic nul, 

14. Să însemnăm cu = valoarea independentă de z u. fracțiunii 

date și să presupunem de exemplu că gradul 7 al numărătorului 

este mai mare ca gradul 2 al numitorului. Avem, scriind condi- 

țiunea dată: B(Aoz-FAzTi+.. FF Amonil) (A n-a B— 

ABo) an Ami B— — AB). + (An B— AB.)= — 0; dar 

pentru ca un polinom să fie identice nul trebue ca toți coeficienţii 

lui să fie nuli; deci în primul rând B fiind 3£0, să avem 

AS A See SA m-n-1 =0, adică polinoamele să fie de acelaş 

Am=n __Âm=nti __ __ Am_A . ae 
grad; apoi: Da D, = BB adică coeficienţii 

termenilor de acelaș grad trebue să fie proporţionali. 15. In- 

  

, A .. 
semnăm ca mai sus cu $ valoarea fracţiei iadependentă de 

“a şi y. Ordonând numărătorii după puterile lui &, avem 

“ Po(y)zm-- Pi (9) 214... Pm(y) 
Qo (0) 27-FQa (9) EP. FQa Up 2. Presupunând că am 

fixat o valoare arbitrară pentru 7, oricare ar fi ea, suntem în 

cazul problemei precedente, deci n=n şi au Vi EP = == 

P 
n(9)— = de unde rezultă că coeficienţii termenilor asemenea 

Qm(y) 

din nomintera și numitorul tracţiunii date, trebue să fie 
+ 9 sI nai „X 

respectiv jroporționali. In cazul: fracțiunii Plen), 
Q(z i ap esey n 1, n) 

procedând identic 'reducem la condiţiunea ica fracţiunile: 

Pi (ra, Das cms En) a 0 : 
Pie gaeasn) să aibă valorile lor egale cu A indepen- 

  

| B 

dentă de au, Z2,..., Zn-1ș și din aproape în aproape la con- 

cluzia de mai sus. 16. P(x) fiind polinomul de gradul 7, 
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RĂSPUNSURI ŞI INDICAȚII GI, 17-18). 

a cărui. valoare vrem s'o calculăm pentru z=a, şi Q (2) fiind 
un polinom de gradul 2, care are ca rădăcină pe zu, 
prin împărțire putem stabili totdeauna relaţiunea identică 
P(2)=Q(2) ala) +-R(2); R(a) fiind restul împărțirii, deci 
un polinom cel mult de gradul (2—1), iar q(2) câtul împărțirii, 
Deoarece am presupus că Q(2.)=0, avem din relaţia identică: 
P(2.)=R(z.). Proprietatea are aplicaţiuni întinse; între altele 
calculul valorii maximului. sau minimului, formarea şirului lui 
Rolle, ete. In cazul P(2)Za5—3a2tk6a25—9a2-k-a—1 și 
zi =1-FV2, luăm Qi (2)=(2—1)—2=a2—22—1 și avem: 
P(1-4-V2)=20(1-+V2)+-6;: când z=1-+Fi luăm Q(2)= 
22—2-k2 3 R(2)=5x—9, deci P(x) =R(1-k+i)=—4+5i, 
Calculul poate fi ordonat observând că zî=2z, -F1. Avem 
P (za (oz 7207 h azi (ot 709) —1= 
zi (5z—8)-Fa—1=a [522—3ak1]-1==ai[72+6)1=7a-+. 
Ga, —1=902,-F6==20 (1-+V2)-+e. Asemenea și în al doilea caz. 

uP'u(u,) * 

| ga 
P'„(sinz, siny) =uP'u; asemenea P'y (sin, sin y)=P', cosy= 

. 

v 

19y 
sin y=t. Dar P(u,0) fiind omogen și de gradul n în raporteu 4,2, 
avem relaţia lui Euler: uPu-ţ-oP'=m Pl, e) tu 1g 2 P'2 (sina, 
siny)-Figy. P, (sin a, sin y)= m P (sin a, sin 1). In cazul po- 
linomului omogen: P (cos, cosy) de gradul 7, avem relaţiunea: 
cotg  P'z(cosz, cosy) + cotgy. P'y (cos, cos) = =- mP (cos z, 
cos 4). Asemenea, în cazul. polinomului. omogen: P(îgz, 199), 
de gradul m, avem relaţiunea: sin 2 Pa(îga, îgy) + sin 2y 
P", ((gx, î9y) = 2m P(1gx,1gy). Chestiunea poate fi generalizată 
pentru polinoame P(sinzu, Sin za,.++, Sin n) omogene de gradul 
m şianaloagele. 18. Avem: an A-fran-2-f- taţi = 
a —i1 

17. Avem: P'2 (sina, siny) = P' cosz = * (ga 

  **+ (9y Pu (sina, siny)=vP', unde am pus sinz=u, 

  

z—l ? | 

ecuaţiunii binoame. 2"? — 1==0, deducem: 21-21... lb 

a OT, . Aha NR , deci dacă zu = 008 + sin —— este o rădăcină a 
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nl 

zi = = A (2). "Făcând în această relaţie z==1, obţine: 

| i : TE , 

0 = Il tr 27) isi? dar: (n a2EE) — 
n a n]. 

  
. e |, 70 e v [IT 

sin2l Tr 9 sin i fe FE = 2 sin „LE cos -) 
n n: n. "n II) x 9 

.. pa Ra. E 

| E isin E _ 
na TR la - e. ÎT.. ES 

î sin ——z = 2 sin a = 9 sin — 
u..9 n . a T Te 

cos— hi sin = 
9 9, i ai îi ie 

[eroi sa E] E A ae . NR DE 

2 PĂI) , Si 

Poza Introducând în: relaţiunea (1), găsim: 

[cos + d sin | | 

; Ti 9 (n—l)r n 
sin —. Sin Sa SIN =, 

n n n 9n—l. 
1. AR , . 2n . Ă Ri 

5 în ecuațiunea: dată, avem: 5 + paz Sp 0. Dacă, n = 

5m, ceuațiunea cerută este: (&2-F pa at 92n)5=0. Dacă n 
22 n. . 

este prim cu'5, având 25 Z—puz0—pan, caleuliim succesiv 
_3n dn 2 2n n. 

pe «5; 5,45 înlocuind la fiecare dată 25 prin valoarea lui. 

Găsim astfel: == lopai — tus) a Pa 2 (E — 

  19. Inlocuind. pe z e 

pu (o), Ridieând” pe (a) la: patrat, înlocuind po 2 25, „obtinem | 

” „28 

a doua zelaţiune: 3 = =(_ —'Pa 4 8 , Pau 2 Pi > mab 20 p, pa, 

—59, pi) + —p, mp Pau | 157, pas 107, pă = — 

2) (8). Coeficientul lui Ea din e este divizibil: cu “cocfi- 

cientul lui-4% din relaţia (2), deci amplificând ielăţia (2) cu 

câtul lor şi adunând. cu (6) .avein ecuaţiunea, cerută: Rae 

„E "(pi 10 D252, Pra) + Pa =0.(4), ata 
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RĂSPUNSURI “ŞI. ISDICAŢII (XI, 20. AU, 1-9). 

Pentru ca ecuațiunea (A) să aibă rădăcini multiple, trebue „să. 
îibă divizor comun cu derivata ci; deci dacă Pin 7 0, „obtine 

5. 
condiţiunea: pu 

„când n=5m, ceuaţiunea z pu Dn n D2n =0. -are matein 

multiple dacă: pin Pi =0 (G. M. XVIII), 20. Punând 

f(n)=(a—a) (2—ar)... Z—2n), avem relaţia: re La sI 

şi inlocuind pe z& cu — a, avem relaţia cerută. 

  

XVII. 1. Făcând substituţia z= +, membrul I' al ecua- 

ţiunii devine 25-+-3(— 2) 24 (312 —12h-+5)y-+—624-5h-—1. 

„Determinăm pe k,. cu condiţia ca termenul “în ş? al polino- 

mului "obţinut să dispară, cu alte cuvinte coeficientul său să 
fie nul. h—2==0, p=2; Iilocuind pe h su 2, ecuaţia trans-. 

formată este y9—'7y—'7==0, iar relaţia între rădăcinile ecua- 

ției date și trausformate, 22. 2. Procedeu analog. 

'956 i —86492——14401 y— 568=0, pad 3.. Procedeu 
analog. 45—154%-F374P—35y-+-11=0, pH. 4. La tal 
se găsește y"— C3 92 pr +-2 CA. 95 jp-3-3 Ci 2 pm... 

F(—1)i 1-90 dpi .=0, y=azt2. 5 „Facem trans- 

formarea ș z=% găsim y'—94p2 -F-15y- 9=0. î Facem” trans- 

formarea 2 = „ y%—50y 4+- 375 =0, „de Facem transfor=: 

marca pd ep 39pi-F8y—8==0. Ben 

my ++ 6 my — 9 mm10. 9, Bune. a=ay+i. 
" Găsim 3a2y%4-(9 8 —2) a2y2--(9 fe —ÎB-+-6)ay+-3p9—2p2.- 
6B—1= =0, Pentru a face să dispară termenul în 42, luăm 

9p—2= 0, p=3 înlocuind în ecuaţiune, avem “93 a5 gs-ț- 

9.3.502y4+-65==0, luând a= 3 “ecuaţia devine. y54+150y + 
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(4, .10—14), ALGEBRA 

65=0, iar relația este a=U-ta, sau y=9a—2. 10. Faceră 

substituţia z=ay+B, obţine ao 3 y*-+-(3ao B-ha.)a? 2 -+- 
(3 ao f24+-2a, B+ a2ay + aof-ka. B2-ta:B-+as=0. Pentru 

ca termenul în 4? să dispară trebue 3ao f-Fa:=0, = — ge 

Inlocuind această” valoare, 'avem 2748 &5*-+-9 ao (3aoas —a?) 

ay -ţ- 97 a3 as —9 ao as a2-t- 2a3= 0. Dacă a rămâne 

  

349 

15-43 (3ao a2—a?) y+27a; as —9 ao a ast+-2a1==0. Relaţia 

între rădăcinile celor două | ecuaţii este z= a 3 sau 
o o 

y=3aoz-tka. 11. Procedeu analog, punem y=az-+-$, se - 

găseşte 2 atyt-t- (8 BA-1)o% 5 4+- (12 4-3 B)oza24- (8 p:-+- 

332—1)a 2$-28:4+85—B—1=0 .. =—3 pentru ca ter- 

menul în 4 să nu existe. Inlocuind pe $, rămâne 8taiyt— 

6.8222 — 31. 820y —1795= 0. aa Ecuația transtor- 

mată este 3 yi—6y2—248y—1795=0, iar relaţia între rădă- 

  cini, pi . y=8z4-1. .12. Se lucrează la fel ca în 

exerciţiul precedent: z=ay-+-f. Ecuația transformată este 

a*-+-2(8ao a2—3a2)9p24-8(a3 —4 as aa ast 8a3 as)y — 3at-t- 
16a0 a: a:—64a3asast+256a3 a, =0, iar relația intre rădă- 

Y A. 
4 da ..Y 4aozta. 

Când a9=2; a: =, ete., avem problema precedentă. 13. Ob- 

cinile celor două ecuaţiuni, z=   

po ÎL emca xx 1 
servăm că => fiind rădăcină, dacă punem z=y+ 3» avem con- 

diţiunea p= sn și obţinem: yi+- (n) 1'=0 ste y=0, 

  

3 1. 3 1 
= £.V/—— * == in: ă z=t V—— —. mia gr 1=3 rădăcină dublă, a =] 2 m+5 

14. 1) Se face transformarea = n 395 —2pPt-y—1==0; 
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RĂSPUNSURI ȘI INDICAȚII QXUIL, 15—22). 

2) = e pi—aptţr2—3=0, 15. Procedeu analog pro- 
blemei precedente: ryt-t-ay-kpP-t-1=0; 3%-+-pytrg-+-r=0. 
16. Analog amam-ham= pm I-..-Far ya =0; ao pent 
Qi pm ami f2-Pam=0. 17. Inlocuim =... 
Ecuația se scrie a2(7—6)+-22—1=0, y (a: —6)+2z—1=0 -. 

= 6Y-EL și ridicând în ambii membri | înlocuind Aa $ când în ambu membri la patrat, înlocuind pe 

z? cu ş, ete., obţinem y*5—3292—8y—1=0. 18. Acelaș pro- . 

cedeu ca în exerciţiul precedent. y=a?. Ecuația se scrie 42—2y4+- 

z—3=0, 2z=3+2y—p, a2=(3--2y—ph i gpt—4yt— 

. = 2 3 =0 pad o 2y*4-11y+9==0. 19. y=a%, alet-t+p)a=0, z TEz * 

pP-app-kpy—=0. 20, c?=y; zlazt-t-pa-t-a)—r=0 
= a — . 5 4 9 s o pt 

= pa +2pytipt2q)y't-2pay'-t-y n=0. 

21. Ordonând după puterile crescânde ale lui z și înlocuind 
pe 2? cu y, obţinem (Amt Am—2y-t Am—49j2-t...)— (Amt 
Am=—39 Am=5y$...)=0, . [(A m Am-oy-F Ama...) : 

(Am-aF Amy Amos? Pi en e An (Aa —2 

Am Am—2) Yy + (As + 2 A mm — 9 Ami Any? — (A2-3 + 

2 Am A m—5— 2 A mAm-6—92 Am—2Ă m—4) pF ... = 0. Coefici- 

entul termenului general este: Amt Amh-ţ2 A m-n-79 Amt 

Am=h4Pee — 2 Ami Ami — 2 Am—9 A m—0043 — ... sau 
9A mA m=2n 2 Am—2 Ama. — Am=i —92 Ami Amoi nea 

după cum / e cu soţ sau fără soţ. 22. au, a, rs fiind rădăcinile 

ecuaţiei d(2z)=0, avem relaţiile. au -ț- ret ar3= aaa -Faz2-f-ass, 

tu atzi 3 tr2 03=A ut Asa-t Ass, Za Xa ts=d. Apoi, obser- 

vând că D este reciprocul lui d (determinantul ce se obţine 

înlocuind în d fiecare element prin minorul corespunzător) 

“şi cum reciprocul unui determinat este egal cu valoarea de- 

terminantului ridicată la o putere cu 1 mai mică decât 

ordinul determinantului, |D=d? şi deasemenea din teoria 
determinanţilor reciproci, minorul corespunzător elementului 

Aj este epal cu cu ad. In acest fel putem scrie D(2)= 
5 — (Asa As Ass) 22 (aaa Pas Fass)dz— D=0. Dar, 
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(AU, 1—3), „n ALGEBRA 

având ' în. vedere relaţiile scrise, Ant Azs-t Ass =2t 
tu z3+- 225, (ua-țaz-F ass) d (ze 25) Zi Za ta = (zu 2). 

(ze 23) (za 25), (cs za) -F (25 zi), (2, 20) şi D= =? 3 2 = 
(a 22) (a 25) (3 ai); relaţii care ne arată că zi za, Lo, Lazi 
sunt radăeinile' ecuaţiei: D (2)= 0; 

XVIII. 1. Având Xz,=0, ecuaţiunea cerută are rădăcinile 

sara Ss, Dias — ao, Lia a —zu 
se obţine. din. ecuaţiunea dată prin transformarea z=—X, 

adică X3-+pX—q=0.. 2. Insemnând cu Xa, Xe, Xs rădă- 
cinile ecuaţiunii cerute, avem: XS za 23 = —pi — zu 

Na pi—s, == pi, deci ccuaţiunea cerută poate fi 
obţinută făcând în ecuaţiuneu at irpasforunatona =nă 

însă [ta 3) == Ăre p0+ 3 fl p)— 5 

P(=p.! : X5-F-2 pu x (pi + p2)X i po— 90, 
3. Notăm zu, Za, a zi rădăcinile” „ecuaţiei date. Avem 

iba ks Fz=0. Rădăcinile ecuaţiei ce trebue formată 

sunt * zi + a, zi Fa aka ze + 23, Za tza zs+ai, 

deci ecuaţia este 'de gradul VI. Din condiția uk a+ 

zstz=0 rezultă că sunt două câte două egale și de. 
semne: contrare; să le ' notăm a, —c, "8, —B,'p—ţ 

(= aha, Pak, Ya + 2). "Ecuația este 
(z—a) (z-t-a) (2—B) (4-8) (2—"7) (2-F)=0 sau (22—a2) 
(22— 82) (122 —"p2)==0 sau punând 22=—y, avem o ecuaţie 'de 
gradul III în y ale cărei rădăcini sunt &?, f2, 2. Să formăm 
această ecuaţie: 1). a1--f2--y?=8 a?-tas-tai-kz?i-k2z, 
(zbate) =ai tati kai = (zi ka kastz)'—2 
(zu zeta za zi zeta Fo zs4)= —2p. 2). Saf?= 

(zeta)? (zu 25-a 203)? (zar) za)? (a -F ze 
(zi Faza zi ass) (ci-ba za zs-basa-t(zi-t ! 
zuzatazetzeza = [ar frzaars)-FaszsP+- [za Faskza) 
brazi (ziar) za sur) zii zaPh. 
(zazi— aa asa? 23 —6au arsa, (1). :Să calculăm Xa?z2- 

„Xa ai ol certa? asaza ta? ast 
Za Za dura Za 25 zeta es aa ai ziare zi az za 2 
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RĂSPUNSURI ŞI INDICAȚII QRUUI, 4—6), 

zi zafira zi zeotai 23 2-a, da 2 2 = ko 
[ea cca as (zrrt-za-tas-t zi) 25 za (2 Por Pas-bz)-Fas za 2, 
(zutezzaț asaza) cre ci (irak) Sa? 1-Poai oz, 
(— z5)= a —2a az. Deci E zi ci =p-k?r, şi în- 
locuind în (1), d a2f2=p24-2r—6r==p'—4r. In fine 
3). fifa)? (ras)? (aut P= (00-a? (e-tas-kca)4- 
Zi 20 sf ai za tuf zi Za zf za za zu = (—aqh= q2. Deci 
ecuația în y este y%+-2p1?-+-(p2—4r)y—q2=0 i, 204 2pa2-i 
(p2—4r7)a2—q2=—=0. 4. Să însemnăm CU: Viza Za, Vai 3 
Vs o Va o, VS Zu Vesa, rădăcinile ecuaţiei 
cerute, care deci este de gradul al 6-lea. Pentru calculul coe= 
ficienţilor observăm 'că avem: X N Xa a =0; Îi h= 
Dn Xe 3 (2, + a + az) LX (2 Fa 23 +z)+ 
Zi 25 za Îi fe as zi (aaa) — zi asa = Fl; 
Si a sti a Ta (ziotzetastz ră a? zi za=(ă zi za 
Za Za 23 tai 2; dar: Xa a 2320, Xa 2020 + Xp, 12 1s=0; 

"1 [1 1 Ş 3 = N —— = (—0)5 [2 —h ci Ya Va Y3 Yi Ya Y3 Vu 5 Ye Ze da (—1) (1) (2 căci 

1 Ja Vs Vas Vezi zi iai = —1. Dar punând: y;= ui 
4 

avem de calculat coeficientul X Ya a pentru ecuaţiunea 
[1 - corespunzătoare lui r(-) == 0, care în cazul nostru este'tot 

zt—1=0; deci Ey, ya ys 9, =—1. Avem deci ccuaţiunea: 
z6 oțet —a22—1=0, 

5. Avem zi-Fa-Fz3==0, de unde Zi = — 2 da — 2 Za, deci: 
Zi — asa = — (au zau za aa 13)= —p. Analog se arată 
Zi — ai 23 23 — ai 22 = — (a sau 232 29)= —p. Ecuația 
cerută având cele trei rădăcini egale cu —p, este: (z-+-p) =0, 
6. Având c<0, a>0 +*+ zuza 25>0, Xz, 0, deci oricare 
ar fi semnul lui d, sunt două rădăcini negative și una pozitivă. 
(II) c<0, a<O ++ zu Za 235>0, Xri>0. Dacă presupunem că 
ar “fi în acest caz două rădăcini negative, însemnându-le cu 
—a, —B, 7, uvem: v>a-+-f. Observând însă că: a-+-B>. 

ip căci ete 0, deducem că de- 
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(XVII, 1—9), „| ALGEBRA 

oarece Y>ă--f, a fortiori, > eg deci v=aB—y(0-l-8)<0 

Dacă însă cele trei rădăcini sunt toate pozitive, avem tot- 

deauna b>>0. In rezumat: dacă e<0, aC0, b>0 trei rădăcini 

pozitive; dacă e<0, a<0, b<0 sunt două rădăcini negative 

şi una pozitivă. (III) c>>0, a>0 s*x zazazs<0, Xa 0. 

Dacă presupunem o singură rădăcină negativă şi două pozitive, 

însemnându-le cut &, tf, —Y7 st Y>a4-P; dealtăparte: b = 

aB—y (448) (3 Fii ) (4-8) și cum FR <a ef 

Y> Ap deci totdeauna în acest caz b<0. Dacă presupunem - 

toate rădăcinile negative, însemnându-le cu —4, —B, —y 

avem: b= + aB-tav-t+-Br>0. In rezumat, dacă c<0, a>0, 

BO o rădăcină negativă și două pozitive; e<0, a>0, »>0 

trei rădăcini negative. (IV) c>>0, 20 x zu zeas<0, Xa >0. 

Dacă toate trei rădăcinile ar fi negative, suma lorar fi nega- 

tivă, contrar ipotezei; deci oricare ar fi semnul lui b, ecuaţiunea 

are în acest caz 0 rădăcină negativă şi două rădăcini pozitive. 

7. Fie a—f, &, &-tf trei numere în progresie aritmetică. Să 

vedem dacă putem determina pe & şi fi astfel încât ele să 

reprezinte rădăcina ecuaţiei. Scriind prima relaţie între rădă- ' 

cini şi coeficienţi, 86=—97p, deci 4=—9p. Din a doua 

relaţie, == 243p?—q. Aceste valori introduse în ultima re- 

laţie dintre rădăcini şi coeficienţi, o verifică. 8. Insemnăm 

cu a—38, a—B, af, a-l-38 rădăcinile. Relaţiile între ră- 

dăcini, şi coeficienţi ne dau: 42==10a, a= 5: = at ; 

| __275 | 
b=1925as; za 9, Fie a=6—f, m=a, z=aB 

şi z,=93a cele patru rădăcini ale ecuaţiei propuse. Ținând! 

seama de forma acestor rădăcini, relaţiile dintre oenienţi Și 
rădăcini devin; 64 =—p, 1902 —f2==47, 10a%— 40 f2= 

a (a? —B)=—g. Din relaţia a doua scoatem pe f* și a 
ducând în a treia, găsim 19a3—942-1-36==0 sau 1925— 76 

a —18a4+-36=—0; 19 (4 — 4) —18 (a—2)=0. Deci (a —2) 
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RĂSPUNSURI ȘI INDICAȚII 00, 10—13); 

(1942+-382—18)=0; a=2, aa și pentru f se 

extrag valori din 62==12a2—47, Introducând aceste valori în 
relaţiunile de mai sus avem valorile lui D şi q şi asemenea 
rădăcinile. (G. M. XLII p. 423). 10. Se notează rădăcinile 
4—2B, a—f, a, a-+B, a-k2f, 8>0. Relaţiile între rădăcini 
şi coeficienţi ne dau succesiv: 4=1, B=-+Y2. Ecuația este 
(2—1) [(2—1)—2] [(2—1):— 8]==0. Făcâna operaţiile în 
membrul I, păsim a==20, b=—9, c=—7, (G. M. XXXII 
p. 423). 11. Se notează rădăcinile ca în exerciţiul precedent. 
Găsim utilizând relaţiile între rădăcini şi coeficienţi «=0, 
s=0, 9=0, 4p'—295r=0. 12, Să facem substituţia 
z=y-kh. Obţinem: y-+(5H-+ pi) 1% (1072-+4 p, + 
pe) 2 (10 19-+6 pi 2-+3 pa ps) 2 (5 hf 4 pn 
3pe M2-+2ps htpoy-th-Fpi hi-Fpa h-+ps I-tpahkps=0 sau - 

1 ” 1 » pthtportar pf Dei FO y+ri)=0. 

Punând = dispare termenul în şi, iar ecuaţia devine 

1 "| 2) 1 | 2) 2) ( n) sei pr Pi) sd pr _Pr) 2 —P — Pi]= rs s)rtar(-Birr (rr 22)=o. 
Suntem deci în cazul exerciţiului precedent. Condiţiile cerute 

2 sunt r(—2)=0, p(-2)=0 şi Î - 2] — 925 
5 

f —2 =0. 18. Fie a prima rădăcină, f raţia progresiunei; 

primele două relaţii între rădăcini și coeficienți dau: 
. n— 

nara nn DB pu E (ei P)(ett)= ps. Pentru a 
calcula membrul I al ultimei egalităţi, observăm că 
n—1l 

„2 (ati) (4-1; 6) = AF Ba8+-Cf2, Să determinăm pe 
jr | 
A, B, C.. Dacă 3=0, cum în membrul [al identității sunt 

n(n—1) no = A. Dacă =0, c= Srl “Ci termeni, avem = 
» , 2 iii 9 
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CAII, 14—16), ALGEBRA 

1" n=—l 

Su Pap Pieta „2 ÎL = 

ca "> Ma aL —1k (n-a G 0) n (n—1) 

2 

|
 

  

ja ) 24 i 4 6 24 

[3 n2 —7n+2]= fi nn) (n —2)(3n—1). Dacă a == Pe 

A+B+o=ă 3 +0). (B-k-1)=92.14+3 (1-+2)-+-4( (1-4F-2-+-3)+... 

Fall o. o n— 1). Avem: (6-+1) at2 Nut += 

i ial - Deci, AFBF+O=3 i = itirp=i = 3.1.942141)= 

i za pt ana tea Ca În) 

(n-+1)(3n4+2). De unde, înlocuind pe A, C prin “e verile pă- 

n(a—1k 

2 

şi coeficienţi este: nr 3, cap net age n(n—1) 

(n—9) (3n —1) B2= pp o. Extrăgând valoarea lui 8 din 

2 pt 2na 

n(n—1) 

obţinem o relaţie pe care o satisface &; această relaţie. ne 

arată că & este rădăcina ecuaţiei de gradul II a problemei. 

Notând & ultima rădăcină a ecuaţiei dată și a—p, a—2$,.. 

celelalte rădăcini, se repetă raţionamentul precedent pentru a. i 

arăta că și ultimul termen al progresiei este rădăcină a ecuaţiei 

de gradul Il. 14. Dacă m=2p-+-1, să reprezentăm rădăcinile 

site, aflăm B= - Deci a doua relaţie dintre rădăcini 

prima relație, f= — » și înlocuind pe f$ în (1), 

a a : 
astfel: P' BP a, &f,..., afe-1, afp. Făcând produsul rădă- 

  

cinilor găsim "= — am (Am fiind ultimul termen); a N ame | 

: . (As . d3 : 
15. Fie ma=l. Din Za ta 3 = aa D= Deci at 

o „do 
3a: -3a , 

Za Fr a3= — dă a tra= Z ai ; iar ca (zataa) zu 22= 

" Sas d3— 93| __3as a — ao 
ta as [= 1 ete 25 =— . 
Go Go. Qo as— 30 

  

16. Avem 
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RĂSPUNSURI ȘI INDICAȚII (XVIII, 17—20). 

ahatasta =0, (ata) (as Fr) af asa =3, 
(2 ta) ascut (252) za 2232, i za 2320 p şi Pal. 
Rezultă zs-+a=—1, Za ZF 232,4, Ls s— za da =2. Din 
aceste ultime două relaţii, 232: =3, ziz3=1. Ecuația care dă 
pe za, Za este a?—z-t-1 0, iar ecuaţia care dă pe za, 
este zt+-z4+-3=0; în fine p=(122)(250)=3. 17. Avem 
zi kata =—p, (za) (rs) au za asa = 3, 
(a tza) ast (252) zi = — 10, cu zazszu = —8 şi zi 
234. Rezultă asz,=—2 și (zf) (zs-ta)==0, 2 (sk 

2) — (zu kza)= —5. Dacă 2 Fza=0, zuza 9. Ecuația 

care dă au este a-+-4=0, ecuaţia care dă pe zau: z?-+ 

a 20 şi p=—(au tata +a)=2- Dacă zstz=0, 
zi-+-z2=5 ecuaţia ce dă za, ze: 12—5 24-4=0, ecuaţia ce dă zs, zi: 
z? —2=0, iar p=—(aFaaFasta)=—5. 18. Fie 
21223, relaţiile între rădăcini și coeficienţi dau: (1) 3x2-+- 
za =0, (2) 7zi — as, =6, (3) 2a3— Za tsz =], 
23 s.a; din (2) şi (3) deducem 5z3 —Gz+-1=0 sau 
(za —1)(5a22-+522—1)==0, de unde deducem pe Zi; 25 şi 
sunt daţi de (1) și (2), iar a=2a5(722—6). 19. Fie zt-F 

az-batezt+d=0 ecuaţia dată. Trebue să avem = 

1 id. Deoarece avem. dată o relaţie între inversele Di Le Is x .- . 

1 rădăcinilor, să facem transformarea z= -: dy oy-t by 

ay+t+1=0. Intre rădăcinile acestei ecuaţii avem relaţia 

pF e = ysF Y = p. Să notăm deasemenea aq 

e D | 
Is >r; rezultă P=—3p g+rt+p= > pr-k-pg=— 2 

Lp; : ad . , ar: Din relaţia a doua atr= 2 iar din a 
b cc? 2a Hi = 20 În — =: — p3 == 2. treia, g+-r= Piu deci dai 4bde—c5=8ad:, 

20. Ridicăm la patrat relația zi-Fa-fFa=—p și ţinem 
seama de za 23 Fa =q şi aaa. Găsim 
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(AVI, 21-— 23), ALGEBRA 

  

|p2 — 
a=t Z pd za şi zs sunt daţi de ecuaţia p-+(pka) 

r a , 
y— ZI =0. Relaţia de condiţie se deduce din zî=z2-ţ-zi, care 

| 

2r 
se mai scrie 22 =(z2-t-s)?—9 aa 5 sau 24 = (patra 

  27 L9p=0, ma 

(p5—9pqţ?2r)'—pi(p? —29)=0. 21. Relaţiile între rădă- 

cini și coeficienţi sunt zi ta ras =0, 2 Pot Za 233 zip, 
Za a 3 = —q, iar condiţia, ză = ză-t- 23, Ridicând prima ega- 

litate la cub, zi-ț-ai-f-ast-3(zit-ze) (aa - 23) (sta) = 0 

sau gă-ta-t-a2—9zi za 23=0 pentrucă zi fr 22 = —zs ete. sau 

şi înlocuind pe zu, p (p2—29)£ 72 

__3 . 
2ai 4 39=0, = Deoarece Zar =—zi, 22 

—i Za şi zs sunt daţi de ecuaţia hay — Î-=0, Relaţia 
1 ” 1 

de condiţie între coeficienţi rezultă din zi (at 23) ra z3= 

p în care făcând înlocuirile găsim: g2-ț-12p%=—=0 sau q=0. 

22, Din relaţiile zi-tzs-tz3==0, azi baațtrozs=0 se scoate 

ia a BB 
b=e c—a a—b 

telor, să extragem valorile lui au, Za s și să le introducem 
în aaa —q. Avem: M(b—c)(e—a)(a—5)=—g x*x 

2 0] d = —ej ab 
= Ve cap): Rezultă a -y (e—a) a) 
ete. Relaţia de condiţie se deduce din zizi-fFrzrazst asa =p, 
înlocuind pe zu, a, zs: Q2 [ab-ț-be-kea—a'1—b2—c2]5=p* (bc)? 
(c—a) (a—d). 23. Relaţiile între rădăcini şi coeficienţi se. 

pot scrie astfel: (atrasa =—p, Zizi atata! 

za e aa st zi =0, za tasta (au cote 3 -s2)= — a, 

(au ars), —r. "Ţinând seama de condiţii, prima și ultima 

    . Să notăm A valoarea comună a rapoar- 

relaţie dau a=—3, zi = =Vr, deci pt—16r=0; iar a doua 

şi a treia relaţie, zuze-aazs fast = —a2 și ză — == —q. 
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RĂSPUNSURI ȘI INDICAȚII (XVIII, 24—25), 

+ 

Rezultă q==0, iar ecuaţia este zt-t+pz*-+- 20, având rădă- 

cina z, =-—5 Celelalte rădăcini sunt date de ecuația at 

2 s 
Dai —fa-E-=0, 24, Punând ziFa=ă, zi Zi =Uu, 23 

za = și scriind relaţiile între rădăcini și coeficienţi se găsesc 
ecuaţiile la care trebue să satisfacă a: as--2pat-t-(p*—4r) 
0? —q2=0, ma34+-2no?-+-n(p—2n)a-t+-mq=0 între care eli- 
minând pe &, punând &*==$, obţinem (1) 6*4+2p82-+(p%—4r)8— 
q1=0, meB-+onB+-m(p—2n)a-knq=0. Din ultima ecuaţie, 
_ 2nB-kmq „a. | , = — a P-p ar) unde ridicând la patrat şi înlocuind avem: 

n0*P5-4- 2[n2(p—2n)—2n?]82--[m?(p—2u)—4 mng] B—m2q2=0. 
a AR (020 —mnp—ngkrm) Din aceasta din (1) afl: = = in aceasta și din (1) aflăm Ș za (me-Fr) 

ms e —, (sa sas Tec Fay (s= nm —mnp —ng-trm). Substituind valoarea 

lui B în (1) avem relaţia cerută. m5s55-+-2 m2np (2-4 n)s2-+ mn? 
(p2—4r) (m24- nPs—n5q2(m2-+n)=0 (G.M. XXXIII.p.71). 
25. a) A,B,C fiind unghiurile triunghiului, avem îg(A-+B)= 
—i9C deoarece A+-BA-C=z sau tg A+-i9B=(1—ig A t9B) 
(— 9 C) xx i9 A-FigB-kigOC=igA t9Bi90, adică p=r; 
97£0 pentrucă altfel ecuaţia sar reduce la x*-1-pz2=0, adică 
ar avea două rădăcini nule, coja ce nu se poate. d) Avem 

A.B 
o Wet 4 

a(3 +2) = cota > pă E (9 5 gt 
> 

  

o 2 2 
Buy Cru Oua e oi om Au B_2 0 9th . q=1. 0) Din ara Fi 

gg 10 a po deducem ——— = Aa 93 tiggttioz+ A. Bou 
1—W9at9a 1+iga



(XVII, 286—27), ALGEBRA 

A, B B,C C.A A.B, CC. 
i tati ama vata =1+igziziq . 

q—p=1—r. 26. Deoarece 4-4 Dap At or, sa) 

As 4) A A Aa 213 — 
— tg (4 -+==|, rezultă Ă 19 3 3 = XS iga 2 3 5 E zi 3 D= ps 

2) cos Ap 42 cos a); cos! cos A? --cos copt = 

sin ÎL sin 424 sin 29 sin A. Ridicând la patrat și înlocuind . 

, , AIR , „A , As 
patratele cosinusurilor prin sinusuri, deducem: 2 sin sin 

As A, As A A A, A3 As 5 opp2 ZU zis as Aa stu 2 sin A —9-+ăsin 3 = 92 cos 2 Cos 2 cos 2 cos 2 

şi Ab A As x So ÎN <a (= 2) — 05 sii! cip? — Insă Asin 3 sin 3 2 sin 5 sin 5 = p? —9m 

şi membrul 1 devine 2p,— 2+p: — 2 mp. Pentru cal- 

A „a , Ă 
culul membrului II], ridicăm la patrat și avem cos? A. 

| „9 

As As 9 A, ( . =) ( . î) 2 2 3 A3 a Zi — 2 Zu __ op d cos 3 cos z cos 2 = 1 — sn > 1 sin 2 

— = As — 2 A = — 42) | — : 1) (1 sin =) (1 siu2 ) (+ sin 3 1—sin zero X, 

(1 sin) (+ sine). „=Ukz pet pskou) (1—pit 

pa —pstpa). Relaţia căutată este (2p,—2-+p2—2pa)'=4 

[(1-kpakpl?—(pi-kps)7. (G. M. X. p.88). 27. Dacă rădă- 
cinile ecuaţiei sunt reale, punctele corespunzătoare nu pot 

forma un triunghiu echilateral decât dacă se confundă, 

în acest caz p=q9=—0, cele trei rădăcini sunt în origină; 

dacă ecuaţia -are o rădăcină reală și două imaginare: 

a, a-ț-bi, a—bi, relaţiile între rădăcini și coeficienţi dau 

&-t+-2a = 0. Fie A, B, C punctele ce reprezintă în plan numerele 

&, a-t-bi, a—bi. B, C sunt simetrice faţă cu dz. Fie D 

a 
intersecţia dreptelor dz, BC. Deoarece a —3 0p=—> 
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RĂSPUNSURI ȘI INDICAȚII CĂNIIL, 2831), 

Triunghiul ABC fiind echilateral, cum BC=25, rezultă AB= 
Ț 

25, deci din triunghiul dreptunghiu ABD, =, Deci ră- 

, fa 
dăcinile ecuaţiei sunt &, (28), (1-0) adică 

rădăcinile cubice ale unităţii multiplicate cu &, Ecuația este 
deci de forma z3—25=0..p=0,=—a3, 28, Relaţiile între 
rădăcini și coeficienţi sunt i Fes -Pars +a =0, zuza Faszt 
(zac) (rs-k+z)=0, zuza (zf) aszu(zi Pa) =—a, zi 
Zazsz, = ab, Rezultă zitazs= —(zsfF-a4), deci aa ze-Fzrsz= 
(232)? şi (acu 20 20) (2s-+z.)=—a. Din aceasta, (s-k z)?= a 

(2 zo—asz)? 
(i 2a—zs zu? (zi at 23 24)== 2, Limita căutată este --1 sau 
—1.(G.M.XI). 29. Suma din membrul I al relaţiei de demons- - 

, , z z a trat se mai poate scrie S== papa 
Za Zn Zi Xa 

- Egalând valorile expresiunii (st), găsim : 

  

  

ti 

PRE pp E (aha) [Ile 1) 1 Za In Zi Xa! n, 

Dar cum A=0, zik... Fa =0, deci S=0; dacă 
- An=1 

N» Pai ni 
OB Ci asee ni A. Ao A An AEO, S= Xp Dare ni 0 An Ani 

E , ! Ta a se. En Ao = An + Ao An 
+ — 

Ac 
o [Di aceea Zi, In general avem: X în Ca mnoig india. 

în ip SL a, o. i Ta see CI El 

Zi Za ee. Ti, . 1 N bi: 14 Joc. 
st 

Tu—ţi En—h ee. En Ti Za. . . Le 

Xa a +20) (2 ca re ee n-a) _ At: Ant, 30. Rezultă din 
Li a ,..En A9 An 

Aa aa...ai = Ai, 3Î. Facem transformarea ay. Obţinem 
o ccuaţiune numai că rădăcini pozitive ai cărei coeficienți 
daţi de (XVII, 21), după exerciţiul precedent trebuese să fie 
pozitivi. Scriind condiţiile obținem înegalităţile enunțului. 
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(XVII, 32—33, XX, 1—4), ALGEBRA 

32, Avem, 2 z; = 3 ata: Deci X i aiautiaa, Analog, 
iz imi imi 

"n ” 4 

Î zizi= 3 zi zik (3 zi) E + 5 Î ai aj Sau > zi zi = Az— 
ini i i=l pomi im îi 

A, Sit zi. Deci X zi ză i zi A a As, ete. 
iz  îjzmti i, j=m+l î,j=l 

33. Se consideră ecuaţiunea X-a X"— ru Za N +... 

Fe zana XA 2n = 0, care admite rădăcinile as, as,...an. Rezultă 

D= -— au, ze =Ăa Ga, 13=—Ăa (a GQ. „In =(—1) "a Ca seen. 

XIX. 1. Dacă reprezentăm ecuaţiunea generală de gradul 
al patrulea prin z*tpia%-t- poa? ps pu=0 şi seriem 

relațiunile care leagă pe Su, S2, Ss, Su, Se, observând că în 

cazul ecuaţiunei date: p1=0, ps=9p, ps=l, pl, ele devin: 

S,=0, S2=—2p, Ss=—3, S.=2p?—4, cu care deducem 

că Ss=—92p*-t+6p+3. Pentru ca să avem Ss=7, trebue 

ca: (p—1):(p4+-9)==0, deci p=1, 1, —2. 2, Relaţiile între 
rădăcini şi coeficienţi fiind (1) a+-B+y=0, (2) aB+-Br+ 
va=p, (3) afy=—a, din (1) şi (2) deducem (4) a24+-62+- 
p=—2p, din (1) și (3) a3+-B*-hyi=—3 (a+-8) (8-1) 
(ta) =3afr=—3a. Din (4), at peb-yi=a pi —2 (cafea 
Bay?) şi cum of pepe pot = pt —2 aBy (4 
B-Pp)=p?, ae-bBi-hpi=2p2. Să multiplicăm relaţiile 22-+-f2+- 

P=—2p, 03-54 p= —3q. Obţinem. a5+- ftp 
a? Ș? (a-ţ-B)-+- Bz (B+ p+po2(7-+-o)=6pq .. 00-+- 654-175 — 
a By — p2 pap a2B= 6pq 1. at Biti —apr(aB+- 
By-+-ya)=6pq. Sau a5+f5+y=—5pg. Relaţia enunţului se 

verifică - imediat. 9. a, y, « sunt rădăcinile ecuaţiunii 

uS-+-pu-tgq=0. Avem încă ay-kya-Fza=u, zyx=—g. 
Ca în exerciţiul precedent avem a? p-hai2=—2p, B+ 
ys-a5=—39, zi yi-tat=2p 2, Multiplicând ultimele două : 

egalităţi, a? pa? a99f (2 9) ya (yarzi 
(a-k2)=—6p2q; ar ya — 5 —pa a — aa y= 
—6p2q i. ata — ya (02 -hpat-ţa?a)= —6p*q. 
Dar mpa? a?=p? (ex. precedent); deci ay 
a1=—7p? g. Şi relaţia de stabilit rezultă imediat. - 4. Fo- 
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RĂSPUNSURI ŞI INDICAȚII (AX, 5—10). 

losind relaţiunea generală Xa? a ==Sa S3— Sag avem: 
I zi i = Sa Ss— Ss, dar „=0, D2=—5, ps=-ti x 

S.=0, S3=10, Ss=—3, S=—95 şi în consecinţă: 

ȘI ss 1 __ _ = un 1 ă a, 23 =—304+25=—=—5. 5. Avem: X=ă ZI O i 

Îi ai; dealtă parte p.=0, pe=p, ps=q x*a S.=0; 
S2= —2p, Ss=—3q, S:=5pq x da? = Sa Ss —S:=pqg, 

deci: X= It. ' 6. Insemnând cu X funcțiunea simetrică, 

avem: x = da, dea zi zi cit 3 as Xa 2au ae 23 

Dai de; a! iat dai zi >,—2 pat pat3 ps pi—2ps pet 
(5, Ss—3)+-l 3 (Si — 34. Dar: S=—p,; Se =pi —9pa; 

S=—pit Ip, pe 3pai S= pi— pipi tippst2pi, 
S, Ss—Ss= —pi pi ţ3p şi 5 1 (și —S)= pi — 2 ps; deci: 

X=(ps—ps)?— pi (pap) 7. Insemnând cu X func- 
ţiunea simetrică şi cu X, termenii relativi la zi, avem suc- 

cesiv: Xu, =(2 Fara) (4-25) (2 —p)= a ti—pi — 2) ziț 

Zi ta T3—pi2i—pi Ă zi z3= —2m zi —PDi Da—Ds sf X= 
—2 pi S: —3 pi pr—3ps=—2pi-kpip—3ps. Allă metodă. 
Formăm ecuaţiunea care are rădăcinile: Ys= afara Sasa, 
ja =zstz,, folosind calculele din exercițiul precedent găsim 
imediat ecuaţiunea y5-+-2p, y2-+-(pi + pa) y-kp. ps—ps=0 şi 
avem de calculat X=ăyi ya=S S2—S5, dar: S1=—2pu 
S2=2pi—2ps, Ss=—2p'4+3p. pat-3ps, deci: X=—2p'4 

La 3 (zuza) (ztas) 

zi za za 

1.3 La ds (2, + za)? (2 + zs) dar (2, + za) (za + 23) = 

[zi paza hopez-tp! st pi X=—ps Î zi-+2pi paps+p?. 
, 1 Inlocuind pe Ss prin valoarea găsită la (4) găsim: X=—= 

[pi —pups(pz— pi) 3p3]. 9. Avem X=2 Xa 2=2p. 
10. Avem zu-taza-tas=0, deci un termen al funcțiuni 
simetrice, de exemplu Xi = zi — ae zs=zi— (za) z-kaa)= 

Di p2—9ps. 8. Avem succesiv: X==X 
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(XI, 11—15), ALGEBRA . 

— Xa za = —p ea X=(—1p"X3. 11. Observând că 

La 132 (ze a)=p—zi (—pozad= pp ați x 

N=X(— pa pi 2)?= — Ă(pi ai + 3pipi ai +-3pi pi at p3)= 
—(pi Ss--3pi pa S:—3 pi pă-+-3p3)=p0-+9 pa p34+-3p2 ps-6pip:— 375. 
12. Insemnând un termen cu X, avem succesiv: X.= at 

0? 23 — 922 aa 3 =9Xa2a3 — pi ps = —2pipst- SS — S,, dar 

din exerciţiul (4) avem pe S,; şi Su înlocuind găsim: = 

2p3—6pips. 13. Dacă însemnăm cu X, termenul funcţiunii 

__ simetrice avem: X?=(0zî-+pi iba xsP=4ait-4puzi + 

piat Apa, opapet-zizi x* = 4Ss-t-4piSsct-pi Se— 

pps Aaaa; dar În? = (5 — 8:)= 70 —2p.ps, deci 5 = 

pt —6p?pz+9p2 14. Observ că au este o parte a func- 

ţiunii simetrice Fei; însemnând cealaltă parte cu 2, avem 

imediat aa -Fae =Xa2 > 5, Se —Ss=3ps— Pia  Dealtă- 

ata 4-3] pat — pi 

a(1) -+3p3. Dar, considerând ecuaţiunea dată și ecuaţiu- 
1 

. 

    arte: 23 43 — [2 p pă Za 23 

1). 
nea transformată în (£), avem: Xa? =S3=—pt-4- 3p. pr —39ps 

și p3 x( Şi = — 2 3pi paps —3p2 +fx 2 u2=pitp?ps— 

Gp.pepsP-9p8. Aşa dar 4 și 2 sunt rădăcinile ecuaţiunii: 

app —3pa)u-t-(p3-+k-p?ps—6pipspst-9p3)=0. 15, Să 

La 3 „Li „ e , 3 , . , Vi 9 
însemnăm —=ay, ES, ÎI A3 ȘI TES Aa, As 

Ls Di za Xa ds ti 

şi fie ecuaţiunile 45-A 22-kAsa-fAs=0 și a5-FA 22-A, 
at- A'3==0 la care satisface respectiv (23, 2s,25) și (311, 42,23). 

Avem, ținând seamă de problema precedentă: A=—X4 = 

a ua 

+ și A = — Xa = apoi Ag Suna =, a 
Ps 

. tu . - 
şi A a 23 aa = — zii în fine As=—naaăa = —l 

3 . 

Şi A'3= —3a3ă3=—1; deci ecuaţiunea la care satisfac cele 
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RĂSPUNSURI ȘI INDICAȚII QR, 18 —17). 

șase rădăcini za, 22,48,41,2'2,2'3 se reduce la ecuaţiunile: a3-+ 
Mae e 0 ai asa = i du 7 pă 1=0 şi ar 2 z—12=0 unde ua și e 
sunt rădăcinile ecuaţiunii găsită în problema (14). 16. Avem: 
P= (pik 22) (prt2a0) (pi +22) (prk2z)=pt Pap? zi 
4pi Xa at Spa zi ae 23-F16 zis 232 = —p! +4 pipa— 
Sp ps4+-16p,. Pentru calculul lui (3 se formează ecuaţiunea care 
admite cu rădăcini pe ză, zi, 3, 2 şi se aplică rezultatul prece- 
dent obţinut pentru P; sau se observă că avem: Q=(S2—222) 
(Ss — 202) (Sa —2z2) (Sz— 22)=S4—2 S1-4-4 82 52228 Se 
Xa m? z2-t 16p? şi calculăm apoi funcțiunile simetrice: 

Lai = (S9—S,) și du? 2 m =2 [58 —388,-+2s,]. 
17. Observăm că expresiunea dată îa şase valori distincte 
când se permută indicii 1,9, 3,4 în toate modurile posibile 
şi anume: 2 Sata 5 —4=2 (z-Fa0); ua Saab a3— 
ze — zi = 2 (af 25); us = zi Fas— e — zi, =2 (Fa); 
Sasha — 2 =2 (sa); us Saua — 3 — 232 
(zakz); 0 = aa Fzi—a3 —a=2(z2+ka); deci ecuațiunea 
care trebue formată eate de gradul al 6-lea. Cum însă 4, =—u, 
U5 = —U3, Us = —us, coeficienţii termenilor de grad impar 
sunt nuli și ca urmare ecuaţiunea are forma: y*-t Asi 
A? A6=0. Pentru calculul coeficienţilor 43, A+, As, trebue 
să calculăm pentru ecuaţia dată pe S,, 8, Si, Si S şi avem 
ținând seamă că pi=0, valorile: S;=0, Sz=—2p,, Ss == —9ps, 
S4=2p3—4pu Ss —2p3+6pepit3p2. Apoi, avem : 

Aa Xonar = — (â-hug-t 3) >= — 2 [zu a)? (zik)? 

lata (est 25 (aa 202 + (a + 207 =—6 Sa — 
4Xau za = 8pa;: A = Xa sus, = ut uitu?u2 uda = 

8 [2 (aa <+- 2) (cs + zi) (ere + cs) (zuza) +2 (20 F as) (25 -F az.) 
(za 25) (22 2) 4-2 (za -k as)(zu + zi) (2 Fr as) (ce + 2)]= 
3p2—(z za + 23 Zi) — (a st za za)?— (za 25 Fa 2) = 

3p3—ă z1.23— 6p = 2p2 — 8pi; A = Ai 203 13-04 Uş 
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XIX, 18—21). ALGEBRA 

ue = [(z, + za) (23 + za . (2 + aa) (22 + 2]. [(za + z,) 

(2 + zs)] = [p2 — (za ze ks za)] [pe — (cu as + ze z)] - [pe — 

(2: zs-Fauz)] poa cra 23 — [XP a2a2-pi Se] =4pa ps — 373. 

18. Avem de calculat suma Î (2—a) 6200 

1 1 [fid=|fd-—rof'o] 
aa dară ap 5) | (f(a)l: |. 
deci valoarea funcţiunii simetrice date este: [I/ * (a)]? — 

fler" (0) + [ir Be—7Br'(8]= [ro 7” 4-78 76] 

=4p — 6 (a4+-f%)= Se, * 19. Formând pătratul determinan- 

tului şi desvoltându-l găsim: A2= (8,—S:)S,4+-S2(S, Ss—82)+ 

Ss (S, S2— Ss) și înlocuind pe S=—pi, S2=p2—2pa Ss= 

— pi 38pupe — 3ps, Si =pt —4pi pain ps4-2p3, păsim 
făcând reducerile cuvenite: A42= —4p? ps+p?p3-t18p. pa ps— 
4p5—97p2. 20. Formând pătratul determinantului A şi obser- 

vând că, în cazul ecuaţiunii date, avem S==S2=S=0; 

Ss= —3ps; S=—4pi; Ss=-3p?, găsim că A2=— 2956 p3— 
27pî. 21. Formând pătratul determinantului d, avem: 

N Ss, Sa .. .. Sn—i 

_| Si Se Ss ....Sn 

r=a 

A2 „apoi observăm că ==... 

Sn—i Sn | Sai .... San—a i | 

= 3n—2=0; Sna = — (n — 1) pn; Sn=—npni; Snpi= 

Sn2 =... = S9n-3=0; Szno=F (n—1) pia Minorii 
celor: două elemente distincte de zero din prima coloană 

0. 0 0 .... 0  —(n—1pr—a 

0 0 0 —(n—1)pn-=i —npn , 
În... Ceea... ŞI 

—(n—-1) pui — Dn see eee (2 —1) pia 

0 0 ce 0 —(n— pna 
0 0 ue, —(n— pna — n pn 

—(n—D pna —NDn so... „0 0 

—n pa 0 îi... 0 (n—1)p2-



  

RĂSPUXSURI ȘI INDICAȚII (AX, 22—23). 

(ultimul desvoltat după elementele ultimei linii) şi înmulţiţi cu 
, . ” . " „nl elementele corespunzătoare dau termeni de forma pn-1 şi pn > 
deci A1=A p'+-B pn Pentru determinarea coeficientului A, 
facem pn = —1, pn—1==0 și avem desvoltând determinantul ob- 

0 0 0... 0 

0 0 0... n 0 n (n=1) (n-2) 
ţinut: (—1) A = .. .. .. e. =un1(—1) 2 

n 0... 0 0 

n 0 0... 0 0 
n (n—1) 

x" A=n(—1) 2; pentru determinarea coeficientului B, facem 

n 0 0... 0 n—l 

0 0 0... n—1 0 

Pn=0, Pna= —l și avem: (—1y. Po = , 

O n—1 0... 0 0 

n—1 0 0... 0 n—l 

n 0 0... 0 n—l 

0 0 0...n—1 0 

  

0 0..... n—l 
| _ (n—2) An) 

Cu —1) 0 Rl ca... 0 =0—1(n-1) CD 
n—l 0....... 0 

»(n—1) (n—2) . n (n—1) 

ce B=(0—1)-, (—1) 2 ma ne) nh pt 
(n—1 (n—2) 

(—1) 2  (n—1-ipn-a. 22, Observăm că având S.=0, 
putem scrie: p==2(za-ţ-ara) = —2 (css) * e 2 92==4 [S2t2/], 

dar S=—2p; deci [sI tpla=ă B=0, C=p). 
23. Punând z—a=y, deci z=a-t+-y ecuațiunea devine des- 
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(XIX, 24—26), . ALGEBRA 

E 50 a n—l n Ii a (n 3 ue 

[o 4 y-+ fla )=0, apoi facem transformata ecuaţiunii ob- 

  voltând-o după puterile lui y: +a 

ţinute punând y= şi calculăm sumele de puteri ale rădă- 

  cinilor ecuaţiunii: „n flo) 
(0) ma 1 fila) „= flo) 

fla)” “rai 2! fla) * +3, fa). 
n—1) fin 

fie 1 Fi) = 0. Avem imediat: = 
—1)! fla) = Fa) 

Fe) pla) f'(a)_ 2 pi pia (a), x — _—[£(a) 
Sup 3); Xeo Siepi-ari= [5 ff 
f(a)-—fla) f'(o), — _a a (a) 
fila) Xe Ss pi tăia 3ps= —|a ] + 

gfle) F(o_3 f'ta)__1 (naPfa)-3faf(afa2lf/(a))s, 
flo) 2f(a) 3! flo) 3 „red 

ete, 24. Avem imediat fr i » fEID fiind deri- 

at, 

  

1— z: 

vata întâia a lui Ft; deci facem pe 2 egal succesiv cu rădă- 

1 k = FI) 
ai —a Aa 
  cinile & și însumăna.. Obţinem x=a £p, x. (a); 

! —9 
Gai = ji Sooa-t Pi 00)! S (n UL Sah, și prin urmare 

calculul se reduce la acela al funcţiunilor simetrice Sn-+-, 
Sn-r-2, (G. M. XIV). 25. Aplicând relaţiile care leagă su- 

mele de puteri ale rădăcinilor S$ de coeficienţii ecuaţiunii 
date, avem: Si = Ss =... = Sn-—2=0; Sau = —(n —1)pra = 
+ (n—1) şi Ss — npu= -Fns Pentru 'sumele S în care 
L>n avem relaţia : Span. Snta-tpn - S=0, sau: Sn= 
Sha Sa și obţinem: Sn1= Snpo=eee = S2n3=0, Sam : 
Sna=n—l; S2n = Sa Sna=2n—1; San =SnpiţSr=n, 

S2nt1=0, ete. Rezultatele pot fi concentrate în următoarea 

relaţie: S:= Cu n — Cm unde m este câtul lui k& prin (2—1), | 

iar 7 restul acestei împărțiri. (G. M. XI). 26. Având 

It = = Sa S3— Sayp și observând că Sp unde p nu este 
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RĂSPUNSURI ȘI INDICAȚII (XIX, 27—20), 

multiplu de n este nul, iar Skn=, deducem că: 10, a, B 
şi (2-+-3) nu sunt de forma ln, atunci data =0; 20, a şi f 

nu sunt de forma fn, dar &t-B==hn, atunci Xa? = — n; 

3% a şi $ sunt ambii de forma Fn, atunci Xatai=n(n—1) 

când fa şi Hal —n 
2 

după formula binomului lui Neacton şi însumând, avem relaţia : 
(arat a) Zn CI Dată apt „amet CE Dap ap tr... | 
-FOnă am, deci caleulul revine la calculul funcţiunilor sime- 

trice de forma Xz€ 2 = Sa Sp — Sag şi Xa zi= 2(52-Sa)- 

(n—1) când f=a, 27. Desvoltând 

Dar sumele Sm, unde m nu este Mn sunt nule, iar 
Sn= —npn=-knj S2n=— p" Sn= +-Sa=-+n, şi în general 
Sin==-kn. Dacă punem deci m=hn-t-r, h câtul lui m prin 
n, iar 7 restul, avem: 10. dacă r3%0, Say8= Sm=0, şi unul 
cel puţin din Sa, S3 asemenea nul, deci X (zik a)=0;. 

20, dacă r=0, zar m fără soț, rămân din desvoltare numai 
termenii în care p (și deci m—p) este multiplu Qe n şi ca 
urmare avem: X(z-ţ-z)"=n(n—1) [1-+ Cn 02n-+- C3n4-...]; 
dacă r=0 și m cu soț, avem: X(au-ka)r=n(n—1) 

[FC Cip...) nn —DCE- (6. ML. XV). 
28. Presupunem &, 3,...; &p mai mici ca 2, căci dacă Qu= 
Ano, unde &<n, avem aka), a a€k, Având pipa 

Pn—1=0, pn = — 1, deducem că Si = Sp =... = 3241 =0, Sn=0; 
Snnr = 0 (r3=0) şi San =n. Plecând dela funcțiunea simetrică 

O a:țaz n 

(—1)n au am= n 

- Tamulţind această funcţiune Xai% za“ cu Sas, avem relaţiunea; 
Îi arat ag0 e Îptrteă pc fn Îi ser = 0, deci inlocuind 
sumele de dimensiunea 2, avem: Xa = (—1k. 

, * aețaez-baa & 
2 Sata+ [pie i A at + Procedând în ace- 
lași fel, avem: Iei Za? mac gi arta za 30 da 

Sare 3 = Sai Sa — Sara = — Sai ca = | 
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seta zac + 3 0 act ago = 0,. d eci 3 zi a? rs ai = 

(—153.2 Szi-praz-trcos-aa = a 3.1 după cum GP ers-t-az-t- 

&, nu este sau este multiplu lui-72. Dacă presupunem că am 

ajuns din aproape. în aproape să arătăm că avem relaţia : 

Xa aa 30, rpp = (—1)7-1(p—1)! Sara. ..<Papy  PrOCe- 

dând ca în primele cazuri avem: Îi r2%....rpP apa Pti + 
Xagrtzhi Baa Da aa ze za, zapp = 0% + 

| Azi“ ra... p%P zi = (— 19. p.(p—1)! Sapat..taztapţi, 
1 

care este egală cu zero sau cu (—1)p!n, după cum i &; nu 

este sau este Am. 29. Observând că p:S: are aceeaşi coefi- 

cienţi ca Si și că a aduna un coeficient /; al unui termen 

xezultant este tot una cu a aduna suma coeficienţilor terme- 

nilor asemeni ce i-au dat naştere, este de ajuns a scrie rela- 

ţiunile succesive care leagă sumele de puteri Sa pentru a 

obţine din aproape în aproape proprietatea enunțată. 30. Ob- 

"_servăm că termenii X(as—ara)P sunt suma valorilor pe care le 

ia funcțiunea X(z—z.)? când facem 22; Zei... 2n; de altă 

parte desvoltând puterea binomului lui Newlon avem 

"Sa a)P = 222 — Cap Sa af Cap Sa a%2-2—...... în care 

făcând deci pe z egal succesiv Cu Zi, Bay so: Zn Şi Însu- 

mând obținem: X(azu — ar2)? = n Szp— Cop Ss Spa -F C2op Ss 

Sopa —uu.. In total însă desvoltarea are (2p-+-1) termeni, iar 

termenii echidistanţi de extremi sunt egali şi un singur termen 

la mijloc: fe (au — 09)? = 2 n S2p— 2 Cap Sa Sapt 2 Cap Se 

Sopa — aaa E CPap Sp. - 8l. Adunând la elementele primei 

coloane elementele celorlalte coloane înmulţite respectiv cu 

Di Daseee Dn valoarea A a determinantului considerat nu se 

schimbă; dar Sm-tt pi Smt-atpa Sm-ta—2t eee Pn Smtt-n= 

0 (:=0,1,2,...,n), deci determinantul obţinut are o coloană : 

de elemente nule, adică A=0. 32. In locul determinantului 

considerat să luăm determinantul general: A= 

San | Sm-r Smar Sm=nr 

Sm+i Sri Smart... Sm=nrii 

Smn Sura Sn—arfnis. Semn r—n 
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RĂSPUNSURI ȘI INDICAȚII (AX; 33—34),: 

Adunând, la elementele ultimei linii, elementele liniilor ce 
o preced înmulţite respectiv. cu pu, pa... Dn obţinem 
un determinant cu aceeași valoare, dar elementele ul- 
timii linii fiind toate nule +*x-. A=0. 33, Zu ay: s -sunt 
trei funcțiuni, depinzând fiecare: de variabilele independente 
a, b,c, și legate între ele prin relațiunile: Fr ar as= —a;. 
Zi ala asta Ta); zi aa =—c. Derivând aceste trei 
relațiuni succesiv în raport cu aq, d, c avem: a 

nd zi 5] dz - da, da Oli arh) 0: da at 
dz 0. | da _ vu... da 

95 0; Î (za 25) 99 =TIi Zamg = | 2 

no zi ” Ș Ă - 0 a, : Oz, Ia î1— =0. 2 — . 3 ——— 32 0; | (222 4-20) Sc 0; a X3 FB 1, 

relaţiuni care ne condue să formăm, pentru “calculul lui Ă, . 
produsul lui prin determinantul: 

1 11 a 
D=| zkas asta i-a |. Găsim: A:D=-H us - 

Xa Is . aa Dn Za . 

_ 1 Aa 1 
Az=== — 
 D | za—a zs—z | IP 

: ! op : (2 — 25) (ae — zu) (as — e). 23 (2: —ai) - zi (23 —a) . 
Chestiunea poate fi generalizată pentru o ecuaţie de grad mai 
înalt. . 84, Punem pentru simplificarea calculului Xa2= A ; 
auzi =B, Za=a; deci arzi Zi rpahaat 
Zn a — 22. Avem prin definiţie f (au, as... an) =ă a—. 
X as au; dar Xa:=ă(a—9arb=na—4a 5 aut4X z2=(n—4) 
4-44 şi Xara= A (a—2z1) (a— 22) =C2a—2a X(autar) 

4ă zi 24 = 02a2—2a (n— 1) Ă 2+-ţ-4B=C2 a2—2(n—1) a24+ 

4B= Z (22—1)(r2—4)a2-5-4B sta flo, aan) — (n—9)(n—4)a? 

+-4(4-—B). Pentri determinarea lui n avem: (72—4) [A+ 

(n—3)a:]==0, care dă singura soluţie 24, (G.M. XL;p: 457): 

— 307 —
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35, Fie X5-+p2X-+ps==0, ecuaţiunea pe care o determină 

cele trei numere date, ps și ps coeficienţi arbitrari diferiţi de 
zero. Să determinăm pe & astfel ca să avem: ; S2 Sa S.S, =S3. 

Calculând sumele de puteri ale rădăcinilor ecuaţiunii de mai 
sus găsim: Si =0; S=—2p:; S=—3ps; S=2pâs 

8; =5 ps ps, Sr= —7p2ps. Introducând în relaţiune aceste va- 

lori găsim = a iar relaţiunea i ia forma din enunţ. 36. Avera. 

[zaharat cita 1 | al 
x=x(2) za pidat20 
(3, ui ri dar S2=pp—2 pa; S= pt—4p2pst-4pi m 

2p2; S= —Sripet 6p2 ps4+-9p 7 3—12 pi Pi ps—2p2 

3p? fa = aa lot — 2p:) (p2—2p. ps)-+202— 3. Altă 

  

+ Dn x Ls 2 [urcă 
metodă. Punând: == aa, Dag, Ss, ÎS =. 

ze 3 Zu 3 Zi 
z a. 
> 2 cum am văzut la (13) numerele ai sunt rădăcinile: 

2 

ccunţianii: za r(- ma pt șa ::) pe 0 

unde za și 23 sunt dzoinile ecuaţiunii găsite Ja (12); rezultă că. 

- 1 | 
= >+2 03 = Pj—2Pat-2 02 = ză [ (ac-baas-t-ps — p3— 

du: ate] +2 03 d 2, lP: (pi— 2pe) — 2pi Ps (pi —2pe)t2 03 — 3, 

aită 
  ete. 37. Avem succesiv: x=> rac = d ai 

„2 2C3; dar Xa sa = tf 3 2. 2 

„m
o 
b
d
a
 

a 
” 

& 

17 mia (5325) 026522 —1) ete i ie 
6 . 

2 02 =8S1S2—n4+-202 = = (== m) — 222] [22 —2ps]+ 2 

« a R= (p 2 —2ps) (p2_,— 2 pn—2Dn) 

02 — — + n? —2n 
. , Pa 
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RĂSPUNSURI Și INDICAȚII (0, 1—3). 

XX. 1. Multiplicăm primul polinom cu b;, apoi îl împărţim 
da al doilea. Restul împărţirii este (e a —ae bua-Fas be—aoba. 
Deoarece divizorul comun al deîmpărţitului și împărțitorului 
este și divizor al restului și cum restul aflat este de gradul 
I, adică este unicul divizor! al restului, el trebue să fie divi- 

| do bas —aa bo 
trebue să anuleze 

a bo—ao bi 

zorul comun cerut. Deci z= 

pe oricare dintre polinoamele date. Să înlocuim în primul po- 
linom; avem: ao (ao ba — as boP-Faa (ao bz—a1 d) (a do—a0d.)+ 
aa (a. bo — do d) =0.. Go (ao b — Cs bo + (a. bo — Qo d.) 
(a Qo ba — a Ga bo Fa 4 bo — 2 09 b.)=0 şi cum ao3£0, 

“(ao bz— aa bo)?—(a bi — a bo) (a. bi —as b.)==0, reprezintă con- | 
diţia cerută. 2. Procedeu analog: Impărţim primul polinom 
multiplicat cu 3 la al doilea; obţinem restul (6 as a3—2a2)x4+ 
9 ao as — au a. Acesta trebue să fie divizorul comun cerut, 

Qi Q1—9 ao as 

Bavas—2a2' 
polinomul trebue să se anuleze. Obţinem condiţia: a2a2-+- 
18 as a: as as — 270303 —4a?as — 4008. 3. Presupunând 
m>n fie q câtul diviziunii lor, r restul, adică m=ng-tr. 
Avem identitatea: af7tr —gn—1r an(0—1)kr an. 
ant — a at —1 pn —] sau încă: z"—1(a2"—1) 
[nb atare at bar —1, az —1=R(2). Con- 
chidem că restul împărţirii a două binoame de forma z*—1, 
a'—1 este un binom de aceiași formă a'—1. Dacă r=0, 
restul este nul, deci z"—1 divizibil cu z*—1. Pentru a găsi 
cel mai mare divizor comun al polinoamelor date, le împăr- 
tim apoi. presupunând că. împărțirea nu s'a făcut exact, 

„împărțim 2" —1 la restul aflat a — 1. Presupunând 
n=ru+krn obținem un rest z%*—1 apoi impărțim 2"—1 
cu zi—1, ete. Fie 2>—1 restul împărțirii polinoamelor 
ap-2—1, dp-1—1, aflate ca mai sus. Dacă a'p-1—1 este 
divizibil cu 2P—1, a'P—l reprezintă cel mai. mare divizor 
comun cerut. Dar aceasta are loc dacă pa este nul, 
când p este cel mai: mare divizor al lui 7 și n. In rezumat, 

deci înlocuind în polinomul împărțitor pe z cu 
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cel mai mare divizor. comun al binoamelor 2"—i, 2"—1 este 

aP—1, unde.p este cel mai mare divizor comun al numerelor 

ne â Fă când substituţia: z=4 Vo, cele două binoame, 

m-a și a—d, “devin: y m—a9 1 şi yn—1; sau încă: 

priit (ad —) şi_y"— 1. După exerciţiul precedent, 

dacă p este cel mai mare divizor comun al numerelor 77 și 
n binoamele 4"—1 și y1—1l au pe yP—1 drept cel mai 

mare: divizor comun, deci pentru ca binoamele date să aibă 
: Ei îm: 

un divizor comun trebue ca.1—b "a==0 sau: a.—b"=0. 

Dacă m şi 2 sunt prime între ele, p=1. Pentru. “imoaraele 

1 —q.şi zt—b rezultă că au un divizor comun de gradul 
sntaiu (p=1), Qacă at—bi11==0,. cecace-se obţine şi direct. 

5, Aflăm cel mai mare divizor comun al polinoamelor din 

membrul I. Se găsește z5—bat-+-12z—8=(z2—2), Deci 

z= 2 este rădăcină comună triplă. 6. Insemnând cu 
a-+-pa-t+q divizorul comun de gradul al doilea, cu 2-4 La-t- 

şi at-ta'az-t-P' respectiv câturile polinoamelor date prin di- 

vizorul lor comun obținem prin identificare relaţiunile: 

(1) a+p=—2; q+fihap=+3; Bp-rag=-+2; qB=y şi 
(UI) e-+p=—3; qt-fhap=+4; Pphog=+3; q=z 
x d=a—1; P=Bpi; q=pt-p—1. Impărţind primul 
polinom la divizorul comun z+tprtp:+p—1, găsim 

condiţiunile: ps-+-2p?2—3p=0: y—(p-+4) (p*-+p—1)=0. 
Avem deci: p=0 +*+ g=—1; y=—4; B=+4; B=5; 
a=—5, pl e*x Q=1; y=5; 6=5; P=7, =; 

p=—3. xx Q=5; y=5; B=1; P=—1 2=—ă. 
7: Facem transformata în —z a ecuaţiei a doua. Ecuația 

obţinută, a3-+-325—102—24=0, are o rădăcină comună cu |. 

z'—'1-+-36=0. Vom căuta deci divizorul comun al' poli- 

noamelor din membrul I. Acesta :este 22—az—6. Rădăcinile 

comure -fiind. — 2, 3,. rădăcinile primei ecuaţii a problemei 
sunt— 2, 8,6; iar. ale “ecuaţiei a doua, 2, —38, 4. 8. Dacă vom 

micșora: de 3 ori rădăcinile primei ecuaţii, aceasta va avea-o 

rădăcină comună cu a doua'rădăcină a problemei. Deci: facem 
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RĂSPUNSURI ŞI INDICAȚII 0%, 9—11). 

, Pa , | o 
transformarea y= 3 înlocuind pe z cu 3 sau, pentru a păstra 

variabila, cu 3. Obţinem 3*--722-+-4==0 ce are o rădăcină 
comună cu z*—322—10z24+-24==0. Această rădăcină este 2, 
Deci rădăcina primei ecuaţii a problemei este 6. 9. Soluția 1. 
Trebue să avem zi ==92. Dacă facem transformata z=27, 
obţinem o ecuaţie ce are o rădăcină egală cu ze. Acea ecuaţie, în 
care am înlocuit variabila y cu z este 162%—29422-+-6-ta=0 
și trebue să aibă o rădăcină comună cu zi—6a2-+3a-t+a=0. 
Dar dacă aceste ecuaţiuni au o rădăcină comună, ecuațiunile 
care dau inversele rădăcinilor lor: azi-+-6z5—9422-+-16=0 
şi aztţ-32%—6a2-4-1==0 trebue să aibă o rădăcină comună, 
care trebue să fie una din rădăcinile ecuaţiei obţinută făcând 
diferenţa lor: 25 —6224+5= (2—1)(22—5z—5)=0. Găsim 

Qa=2; 24 =2; m =1; 2, ze SE şi valorile iraționale 

ale lui a următoare: a=—33,61752,68V5. 10. Fic & ră- 
dăcina dublă comună. zi-t-pz-t-gz12(2—0)? (22-+ fak). 

A , 1 1): Identificând, găsim p= za — 303, q=2 (e — 1) Analog se 

? 1 ? “ i . . . găsește p = 238%, q 22), deci cele două ccuaţiuni 

sunt identice. Soluția a doua. Polinoamele celor două ecua- 
țiuni admițând un divizor comun de gradul al doilea, acel 
divizor trebue să dividă şi diferenţa lor, adică pe: (p—p')z2-k+ 
(q—q)z; dar z=0 nu este rădăcină a 'nici uneia din ecua- 
țiunile date, deci dacă p7fp' și q34q' polinoamele nu pot 
avea un divizor comun de cât cel mult de gradul întâiu 
contrar ipotezei. Așa dar, pp, q=q', adică cele două 

: polinoame sunt identic egale. Aceeaşi concluzie dacă am | 
presupune că ecuaţiunile date au două rădăcini comune, 
distincte. Il. z?—3az-+2B= (2 —a) (2-tka). Din identi- 
ficare rezultă u=% Ya, =. 2 Va şi condiţia &*—f2=0, 

Ecuația a doua are două rădăcini egale cu Va sau —Va. Im: 
părțind. al doilea. polinom cu 22 F2Va p-ta şi scriind 
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CU, 12—14), , ALGEBRA . 

că împărţitorul este divizor, găsim relaţiunile de condiţie: 

3a?-+-aa—c=0 și bt2 (a4+-2a) Va Ya=0; celelalte două rădă- 

cini ale ecuaţiei a doua fiind date de câtul exact: 2? + 2Va z-+ 

(a-t-3a)=0. tz, Punând 2" =, avem y 2—y1=0.. 

= cos E. i sin = ecuaţia Pn=0 are ca “rădăcini pe cos Sa (Ge 

i îsim(06EtE, 1;=0, 1, 2...,n—1. Două din aceste valori nu pot 

coincide pentru două valori deosebite ale lui 22 și deci ecuaţiile 

respective n'au rădăcini comune. In adevăr să considerăm 2=p și 

pt 64;+1)7 
np .Să arătăm că nu putem avea: coe(6tt1)7 sei (6EI DE — 

COS cos (61; -+-1)% A F1)r i + „(6-1 )r 

gara Tis gap 
(j(6EDE (62: -4-1)z 

Egalitatea ar aduce după ine 

— a za. „(641)95-4— :(64-f-1)92-1= 
3.91 ori 

3.9p'tp-, Să presupunem p'>p. Impărțind cu Y7-Î, găsim 

(64-4-1)2p-7 — 61; —1== 3.27, ori membrul I este un număr 

impar, al doilea un număr par, deci egalitatea nu poate exista. 

La fel se cercetează cazul când pentru 2=p luăm — înaintea 

sinusului, iar pentru 2==p' luim-ţ-iînaintea sinusului. In acest 

caz între cei doi termeni ai membrului I ai relaţiei (1), am 
avea <|-. 13. Rădăcinile ecuaţiei a?-t+-z-+-1=0, nu pot anula 
pe an-t-at—1; căci dacă & este o rădăcină a lui a2t-z-ț-i, 
1, iar a” poate avea una din valorile 1, &, 4? şi ar trebui 

să avem &--l—1=0, a-ţ-a2—1=0 sau 024+-1—1=0 

pentruca & să fie rădăcină şi pentru a"ţ-a"—1, ceiace nu 

  

a —1 
se poate, 14, Numărătorul primei fracții se poate serie ZI 

( m_0te1) 
  

aP—l 
iar numitorul . Deci prima fraoție se mai scrie —— pF ul 7 Dec p ! 1 scrie (2521) (a11) 
La fel se scrie și fracţia a doua, Dar 27—1 este divizibil 
cu a'—1 şi cu a1—l şi cum a —1l și a1—1 'au numai pe 

aP—l . 
zi divizor comun, 

z—l 
a21—1. divizibil cu produsul lor; deaceia X este-un polinom. 

  şi z1—1 sunt prime între ele, deci 
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RĂSPUNSURI ȘI. INDICAȚII 0%, 15—17). 

15. Să presupunem că împărțind polinomul P (2) cu coefi- 
cienţi raţionali prin z*—a am păsit un rest care este diferit 
de zero. Avem în acest caz egalitatea identică: P(2)=(2%—a) 
Q(2)-ka-kpz+a, presupunând că am împărțit cu coefi- 
cientul lui z?, Făcână pe a=Ya, rezultă că trebue să avem: 
Vai-t+ pa -k-a=0, P și q fiind raţionali. Dacă inmulțim 
această condiţiune pe rând cu Ya și Vai și îi adunăm egalită- 
L.] . 3[- (3733 __ . ţile obţinute, avem: Va (va + Va+ 1) (p+ag4+1)=0 şi 

3 , , , cum Va, unde a este raţional, nu poate fi egal cu o rădăcină 
a ecuației a-ta-t-1==0 sta p-hat1=0, deci p=— 
Va—1 
pi 1 = —1— Va contrar ipotezei. Dacă restul ar fi fost a— 

  

presupus de gradul întiiu z-t-r, numărul raţional 7 urma să 
îndeplinească condiţiunea: r+YVa= 0, adică r=—Ya, ete; 
de unde rezultă proprietatea enunțată. 16. Făcând împărțirile 
pentru aflarea celui mai mare comun divizor al polinoamelor 
f(a) şi (2), avem identitățile: f(2)e(2)Q(2)+R(2); 
P(2)R (2) Qu(2)+-R, (o); R(2)ERi (2) Q(2) + Re(a);....; 
Rp-2(2)EERp-a (7) Qo(2)-F-Rp. Dacă R (2) nu este identic nul, 
nici unul din resturile următoare nu poate fi nul, căci în cazul 
contrar ar urma că '% (2) se divide cu nu polinom cu coefi- 
cienţi raţionali de grad inferior, contrar ipotezei; așadar îm- 
părțirile se continuă până când ajungem la un rest constant 
Rp. Restul Rp trebue însă să fie neapărat nul. In adevăr, dacă 
a este rădăcina comună ecuaţiunilor f(2)=0 şi ?(2)=—0, 
având 9(22)=0, f(z2)=0, avem din aproape în aproape 
R (20) = Ru (20) =... = Rpoa(20) = Rp) 20 eta Rp =0. 

" Urmează că în condiţiunile problemii egalitatea: fla)=e(2) 
Q(2) + Rl) este posibilă numai dacă R(2)=0. 
17. Polinomul P(z) cu coeficienţi raţionali, care se anulează 
pentru z=V2+Y3, are o rădăcină comună cu polinomul: 
(0)&(a—V2— 13) —V24-V3) (+ V2— Vo) V2+ 
V3)= at —10a1-+-1, "deci, după -problema precedentă P(2) 
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fiind divizibil cu polinomul gta); ireductibil în: dorhenăiil ! Ta: 

ţional, admite toate rădăcinile 'acestuia. 18. Eetiăţia' “admite 

rădăcinile V2-+-V3+i, Vz+-V3=i, — Va Vai i Vaz 

Y3—i, Va—Va+ki, Va— V3—i, = Va Voi, —V2— 

V3—1. Este deci de forma $ (er). (z—V2— -Y3—s) (2—V2+ 

V3+-i)lr—V2—V3-+i ) (2 V2-+V3—1)(etY2— V3—0X 

(2 Vă V3-Fi) (et Va V32F0) (er Va Y5—0=0 

q(a:). (2? —2xVa— 21 V3) (at et ioiti eaoți 

24V3) (22-H2zV24-2:iV3)= el): (zt- 4a3V2-+8 2-12) 

(at-k4ar9V24-822:+19)=—0 - i (at 2167088 [19225 + 

144)=0, ș(2) fiind un polinom arbitrar cu coeficienţi întregi. 

19. Câtul dintre f(2) şi f'() fiind de gradul întâiu, trebue 

să avem: fl) =(az+0)f (2) Insemnând, cu n gradul poli- 

nomului f (2), deducem „prin derivări succesive relaţiunile: 

(1 -a)f'(2)=(az+b) pla); (1—20)f'(0=taztd)f” (îi... 

(pă) PP (2)= (aazb) Feb); [1 (Dal FD) laziţb) 

14 (2); inmulţind toate aceste relaţiuni și punând: A= 

fe (a): (1—a) (1 —2a)....[1—(n—1)a] avem: fla) = Ao 

(az-+5)", care' este forma generală a: polinoamelor cerute. 

20. Fie f(2) polinomul de gradul n căutat şi (0) divizorul 

comun, al polinoamelor f(z) şi (o) de gradul (2 —2). Punem 

deci f(z) Ee(2)(z—0)(5— 6); et fie) Qz—a—b)t 
e (ac) (z—) (2—8).- Polinomul plz) divizând suma f (2) şi pe 

uniil din cei doi termeni ăi lui trebue să dividă și pe celălalt, 

adică pe $'(2)(2—0)(2:—B). Dacă (2) divide pe 9(2), atunci 

câtul lor trebuie să dividă produsul (z—0)(2—fB), deci după 

problema precedentă . trâbue să. Avem: Pa) Alro, 

deci. f(2) = A (z—a)A (2—B). Dacă (2) nu divide pe e(2); 

atunci trebue neapărat ca. (2) și q'(2) să admită un. divizor 

%.(2) de gradul (n —4), adică trebue să avem: (2) ==0i(2) 

(7—a)(2—B) x (0) a (o) (2z—a—B)-+-e(2—0)(z=6) 
şi raţionamentul de mai sus se repetă.. In toate ipotezele se 

găsește că f(2)A (z—a) (2 — Ph, -unde p şi q sunt numere 
pozitive, astfel ca p+-g=n. 21; Se Imparte ca ai-tabzia? 
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la az*-t-bz-te, obţinem restul abat —bez-ta?—c?. Impiir- 
țind apoi împărţitorul primei împărțiri multiplicat cu d, la 
rest se găsește restul bez-t(b?-fF-c2—a:)z-k-be. Acesta este 
divizorul comun. Pentru determinarea condiţiunii, punem 
a2—b2— e? 

be | | A 
q1—c?. Cu metoda coeficienţilor "nedeterminați aflăm câtul 
abz?-riabaz+at—c? şi condiţiile: a(a2—B2—c*)= be?(a2—c2+-ab), 
bi c2==(b2--c2— a?) (02—a2-F-ad), Dar prima relaţie nu este 
decât a doua multiplicată cu a+-d, Condiţia cerută este 
deci bc (2 e? — a?) (c1— a:-F ad). Ea este unică 
deoarece polinoamele date au rădăcinile lor inverse una 
alteia, deci dacă au o rădăcină comună zi, au implicit rădăcina 

=A; a2— 241 trebue să dividă pe abzt—bez+ 

1. , A comună —3 cu alte cuvinte, dacă au un divizor comun de 

gradul I, au un divizor comun.. de gradul II. 22, Generali- 
noi pr , : ba— zarea chestiunei precedente. Polinomul (az—b)” f 20) 

este omogen în raport cu (Wz—a) și (az—b), deci z=-2 

chiar de ar fi rădăcina lui /(2)==0 nu poate fi rădăcină co- 
mună, deci dacă & este'o rădăcină comună, avem f(&)==0 Şi 

    

ee) „ubri—a | E NE 
= U, adică 2 3 ăcin: . 

pa 0, adică aa este deasemenea răd icină comună 

23. Din relaţiile care ar da pe cel mai mare divizor comun 
între F și f, adică: F=Qf-+-R,, F= QR Rs... Ra =Qa 
Rn -k Rasa, deducem: R=F—Qf, Ri=f—Q,.(F—Q/= 
(1—Q)7/—Q. F=ef-+BF, unde & și f sunt polinoume de 
grad mai mie decât. F şi f. Din aproape, în aproape, se gă- 
sește Rapa =FFR.+/A, Fi şi fu fiind polinoame de grad mai 
mic decât n şi m. Dar cum F şi f sunt prime între ele, Rr 
este constantă, deci putem lua pe F, şi f, astfel ca să avem 
relaţia cerută. 24. Fie a rădăcina comună derivatelor în 

  
chestiune, Avem după formula lui Taylor: f(z)= far 
ae i (0—a (2—a0)"-2 na (r—a)-4 Pogor f Par 
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fn (e zah 40 şi cum trebue să avem f”P(a)= 

= [opt (0) =... [00 (0) = 0, f(0)= A(z— a) + 
o), 9(2) fiind un . polinom arbitrar de gradul 1n—p—l - 

A=—C Ao, A2 = C Ad, eee ; Ap = + (9; Ac. 25. Obseryitna 

că derivând în: raport, cu ț ceuaţia P(a,î=0 , obținem (1) 

Ps--Ps z:=0, unde a: este un polinom în f, diferit de zero. 

Dacă D (2,1) este cel mai mare divizor comun al polinoamelor 

P., P:, P:=Da, Ps=Dm sau înlocuind pe Ps extras din (1), 

Ps=—Dpaz Se vede că polinoamele Ps, Ps în afară de 

factorul comun D, mai pot avea factori comuni, divizorii co- 

muni ai polinoamelor pi, 2: care sunt polinoame în î, pentru 

că a este polinom în £. Deci cel mai mare divizor comun 

al polinoamelor P,, Ps este D multiplicat cu un polinom 

în t. (G. M. XI). 

“XXI. 1, Rădăcinile de ordin n ale unui polinom sunt ră- 

dăcini de ordin n—1 în derivată. Derivata membrului I este 

1 _—. 1 pa 
3a2—1, rădăcinile sale £ —. Dintre acestea — = verifică 

IE V3 Y3 
- , . 1 , 
şi ecuaţia propusă. Aceasta are deci pe — 3 rădăcină dublă. 

2. Ecuația dată şi derivata sa: 2a5—9a2-l-10z2=—0 trebue 

să aibă o rădăcină comună. Rădăcinile derivatei sunt: z=0, 

5 
z= > z=9. &) Dacă z=0 este rădăcina dublă a ecuaţiei, 

a=0 iar celelalte rădăcini sunt date de z 2—624+-10= 0. 

125, 
198 “Notând 3, 2 

rădăcinile simple, relaţiile între rădăcini şi coeficienţi ne dau 

8) Dacă = este rădăcina dublă, a= 

zta5= =6, și a, a=—2 deci as, z, sunt date de 

| 1 +Y6 
2 

rădăcina dublă, a=i, Par =9, 23 tu =—2, deci rs, = 

1 + V3, 3. 'Trebue să avem t-—4aa%-t 6ba2— 841 

- %) Dacă z=2 este   | ecuaţia 424 2—5=0, 5, 2 = 
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(m-taz-B. Desvoltând membrul II şi identificând, avem: 
a==—4, B=1, a=2, b=3, rădăcinile sunt date de 
a2—42-+1=0, z=axVă sau &==4, P=—1, a=—3, 

=, Rădăcinile sunt date de a2-+4z2—1==0, z=—22+ Ve, 

4, fie în general P, e) zfAzi pa-toztp= 0 şi 
Qa(2)=a-ta zh, Re(2)=a?-kaza-tbe. După enunţ, avem: 

P, (2) Q, [Rs (2)] E at4-2a2*-+-(a2 FO bata) 2-4 (2a3batk 
a us)z-tia-ka bath. Egalând coeficienţii celor două ex- 

primări ale lui P, (2), obţinem pentru determinarea necunos= 
2 

cutelor as, as, bi, ba relaţiile: 2as==A, 2batk a=B— 4, 

abea = 50, b2-FPas bsi =D. Se vede că unul din coe- 

ficienţii aa as, bu, bs poate fi luat în mod arbitrar, iar din a 
doua și a trein relaţie reiese condiţia de compatibilitate 
A5—4 AB+8 C=0. Se rezolvă Q=(y)==0, fier şi 7” rădă- 
cinile. Rădăcinile ecuației P,(2)=0 sunt date de Re(2)=r?, 
R=(z)=7”. Aceste ecuaţiuni nu pot avea o rădăcină comună. 

decât dacă r'==r”, dar în acest caz ambele rădăcini sunt 
comune și P,(2)=0 are două rădăcini duble. Dacă una din 

ecuaţiile R;(a2=r', R>(2)=r” are rădăcinile egale, rădăcina 

dublă a ecuaţiei P(z)==0 este —2 iar suma celorlalte 

două rădăcini este —a, deci rădăcina dublă este media 

aritmetică a celorlalte două. In cazul particular din 

enunţ, luând 8. =0, găsim rădăcinile —5, —3, 4,6.(G.M. 

XL. p.38). 5. Să notăm f(x, 9) z5—5a2a092-t- 5bzyt + eys 
polinomul obținut omogenizând membrul I al ecuaţiei date. 

fala, 1) şi fylz,1) au o rădăcină comună în cazul când 

A 1) are o rădăcină dublă. In cazul problemei, ele au două. 

rădăcini comune. Deci vom căuta condiţia pentru ca poli- 
noamele : f'2(z, 1) at—3222-+0, fu (ze, 1)=—10 2254 
20 bz-ţ-5c să aibă un cel mai mare divizor comun de gradul 

II. Condiţiile sunt: atbe=c(25—3at, a2c2==4b (25 —3a) 
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(4b—5at), iar cel mai mare divizor comun: (4b—6a0a2+ . 

ex+2a2b. Putem presupune c=0 și c3%0, Fie: 1) c=0— 

din relaţia II putem avea: a) b=0, atunci z=0 este rădă- 

cină triplă celelalte rădăcini sunt = + aY5. d) 2b—3at= 
a 

Be), Sunt două rădă- 

cîini duble numai când a==0, ecuaţia reducându-se la z5=0. 

Ecuația. se scrie 4 (2 5aa+ 

2 

rădăcini duble. Fie 2) c340. Prima relaţie de condiţie dă 

482—13at D-+9a%=0 .!. za b'= Sat; introducând aceste 

valori în a doua relaţie, avem pentru prima e 2a5, rădă- 

ainile duble sunt' date de ecuaţia a raz—a= 0; iar rădăcina 

c) 4b—5at=0,. avem z=0 rădăcină .simplă și zale 

simplă este 7oa; pentru V=3at corespunde e 3a%V6.: 

Observăm că în acest caz polinomul (4b—Gai)zt-tezt-2a25 

care reprezintă cel mai mare divizor comun al polinoamelor. 

> „_. Bat, - 
(a) şi f'(2) devine bat 2aV6z-+3a2), care având o 

rădiicină dublă, f() are o rădăcină triplă, ceeace nu convine 

problemi, 6. Polinomul din membrul I şi derivata sa trebue 
să aibă o rădăcină comună. Cu metoda folosită în capitolul 

precedent, aflăm 'condiția 3125a%=—1. 7. Polinomul dat și 

derivata sa, na l— mpa. trebue să admită un cel mai 

mare divizor comun de gradul I. Impărţind polinomul la de- 

rivată aflăm restul — p(n—m)am-ng. Rădăcina acestui 
m 

a n ame ca 
polinom, ze trebue să fie şi rădăcină a derivatei 

(2—m 

polinomului considerat. Inlocuind și raţionalizând, aflăm con- 
n n-m i i 

dia (2 i . m=(2) - + 8. Polinomul dat se anulează pentru 

2=1, jar derivata sa nu se anulează, deci z=1 nu poate fi 
rădăcină dublă. 9. m-ai are ca rădăcini pe & și a? ră- 

dăcinile cubice complexe ale unităţii. Avem 29=—1 şi &2-L4-4+1=0, 
Tnlocuind pe & în polinomul dat și ţinând seamă de condiţii. 
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(a-ti —a6nHi — 1 > 02) —06na—1 = — (a2-ţ 
a-t+-1)=0, deasemenea inlocuind pe az, (a-ti — (ozn 
—1=(-a an (—a) — adn 2 —1 = = —(02-Pa-+-1)=0, deci po- 
linomul dat se. divide cu (1— 0) (z—a2)=a2-+haz-+1.. Deri- 
vata, polinomului este (624-1) [( [(z--15n— 51] și se vede 
imediat că admite ca rădăcini deasemenea. po-&, 42, Deci &, a? 
sunt rădăcini „duble ale polinomului Gat, adică el se divide 
cu. (kaki, 10. Dacă b=c=0, rădăcina triplă este 0, 
altă rădăcină —4a. Dacă b£0 să notăm f(z,y) polinomul 
din membrul I omogenizat. flz,y) 2 zt-Hazy-F6 dry eg. 
Polinoamele f'2(z, 1)=12 224 ax, F'ulzl)= 12a2*4-18), 
f'alz, 1) = 36bz4-12c. au ca rădăcină comună, o rădăcină 

3b 
Aceasta irebue să verifice și ecuaţiile f'a(z,1)=0, F'z(2,1)=0, 
Deci e 2— Gabe=0 și 2ac2-F275:=0,. c==0 satisface con- 
diţiile dacă b=—=0, caz cercetat iniţial. c420, condiţiile se 
scriu c—6ab==0, 2ac2-+275*==0 sau 3D== —8a:, c=—16at. 

Cum z= — este rădăcina - „comună a polinoamelor f”z2, 
30 

f'zp f'w, este. rădăcină triplă în / (2) şi înlocuind pe e și d, 
rădăcina triplă “este —2a. Prima: relaţie între rădăcini și 
coeficienţi ne dă a 4a rădăcină a ecuaţiei, z=2a. 11. Obser- 
văm că a şi b nu pot fi simultan nuli, pentrucă ecuaţiunea 
ar dispare. Dacă rădăcina triplă ar fi nulă, condiţiile necesare 
şi suficiente sunt a—V-kai= 0, atkb-Fab= O care duc la 

a=b==0, deci ecuaţia nu există: In general, pentru o ecuaţie 
de forma mat nat pa? +r=0, - ecuaţia derivată . este 

z(4m+3nz+2p)=0 şi „aceasta are o rădăcină dubiă 
diferită de zero, dacă prima .are o rădăcină triplă dife- 

rită de zero. Dar ecuaţia 4ma?-ţ-3nz4-2p=0 are rădă- 
3n 

. . - . m 

și cum aceasta trebue să verifice și ecuaţia iniţială, avem în- 
locuind și ţinând seama de condiţia iniţială p2-+12mr=0. 

Deci condiţiile ca ecuaţia dată în enunţ să nibă rădăcină triplă 
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sunt 9n2—32mp=0, p2-+12mr=0 unde m=a+t+b-— ab, 
n=b-artab, p=a—b-tab, r=a+b+ab, iar rădăcinile ecua- 

țiunii, zi,2, = zu = ga (G. M. XLII. p. 424). 

12. Omogenizând membrul I al ecuaţiei date, găsim: f(x,y 

ps-tpap-hagzy-try5. Rădăcina «triplă a ecuaţiei fl, 1)= 
este rădăcină comună în ecuaţiile f'2 (2,1)2=2902%+6pz+2q=0, 

f'zlz, 1) 6pa?4+-6a92=0, f'p(z, 1)=2pz*-t 6 q22-+20 7=0. 

Din a doua, rezultă că rădăcina triplă poate fi 0 sau d 

  

, 

In primul caz, din celelalte ecuaţiuni deducem 9g=7=0; . în 

al doilea caz, q(5q2+-p5)=0 şi q9+-5p?r=0. . 13. Să notăm 
f(z) membrul I al ecuaţiunii. Trebue ca..f(2), f'(2), f (7, 

f'"(a) să aibă un divizor comun de gradul I și cum 
f"(a) = 60aa2-+24baz, acest divizor” poate fi a sau 

60az-+-24bz. In primul caz, deducem condiţiile c=d=e=0. 

In al doilea caz, z=—20 este rădăcina de ordinul IV și 

___ 8b5 „__ 160% = — 48 55 da 
c=—95 7 d= — os? € = — globai Relaţiile între rădă- 

ORE a 80 - 
cini şi coeficienţi dau a 5-a rădăcină: 57 14. Cel mai mare 

divizor comun între polinomul dat și derivata sa este z2—2z+-1. 

Deci z=1 este rădăcină triplă a polinomului dat. Avem 

(2—1 (a2+-zr4+3). 15.: Cel mai mare divizor comun între 
polinomul dat şi derivata sa este z35—3a4-2, care observăm 

că se divide cu z—1 și a+2. Deci 25—3a2f2=(a2—1P. 

(4-2). Rezultă că polinomul dat se divide cu (z—1)%(24+2); 

făcând împărțirea, găsim câtul z—3,. Rezultatul este (z—1)5 

(-t-2) (2—3). 16. Procedeu analog. Rezultatul este (z—ak . 
(2—b)5 (2-42). 17. Insemnând cu z jumătatea bazei triun- 

ghiului, ecuaţia problemei este z*—92a?ra-t-a!==0; ca să 

admită o singură rădăcină reală, ea trebue să fie dublă; se 

găsește condiţia 16at— 297 ri = 0, rădăcina dublă este: 

aa Ir%, celelalte două sunt date de: ecuația 

— 920 —



  

RĂSPUNSURI ȘI INDICAȚII (00, 18—20) 

4 m-t4Vărataqr2=0. 18. pF (0)=0; F' (2) =2 [F'(2)+ 

Por gte- dr r= te-ar + 4r(-rta) 
deci Pla)=0; vtz)=17(0+-1te—0prt- 3 ra= 
g(2—07T(e), B"(0)=0. Dacă (2) este de gradul III, P(z) 
este deasemenea de gradul III și cum F(a)=E'(0)=B" (a)=0, 
a este rădăcină triplă, iar polinomul cub perfect. Dacă f(a) 
este' de gradul al doilea,: se arată direct că expresia este 
identic nulă... 19, Reprezentând cu a-tur, at (2 —1)r,... 
ar, & termenii progresiei, ecuaţia formată poate fi scrisă 
afizraf'(2)=0 şi (2 —a)-1 fiind factor în f' (a), este 
factor pentru întreg membrul I. 20.:Dacă a este o rădăcină; 
dublă a ecuaţiei U(z)—A V(2)=0, distingem patru cazuri: 
1). a rădăcină dublă pentru U (2)=0, V (2)=0, deci rădăcină 
simplă pentru U'(2)==0, V” (2)=0 și ca urmare rădăcină triplă 
pentru U(z) V'(2)—V(z) U'(2)==0, 2) a rădăcină simplă pentru 
U(2)=0, V(2)=0, deci U'(a)3Z0, V! (2)7£0 şi cum a este ră- 
dăcină a ecuaţiei U'(2) —A V'(2)=0, U'(a)—A V'(a)=0, 
= iar ecuaţia U (2)—A V (2)2=0 devine U (2) V? (a)— 

V(z) U'(a)=0; dar a este rădăcină a cenaţiilor U (2) = 0 
V (2)=0; rezultă U(a)V'(0)—V'(a) U'(a)==0, deci a este şi 
rădăcină a ecuaţiei U(2) V'(2)—V (2) U'(2)=0. 3) U (a)340, 
V(a)74£0 şi U'(0)=0, V'(0)=0; din U(2)—AV(2)=0 care 

admite pe a rădăcină deducem A= E) apoi raţionamentul 

“se desfășoară după modelul celui precedent. 4) U(a)40 
V(a)0, U'(0)740, V'(0)3£0. Din ipoteză avem U(a)—A 

, 0 U(a) _U'(a). = — Ț =0: ă ÎI = = V(a)=0, U'(a)—A V'(0)=0; rezultă Via = Vi) 

deci Uia) V'(a)—V (a) U'(a)=0 ceiace înseamnă că a este 
rădăcina ecuaţiei U(2) V'(2)—V (2) U'(2)=0. „Concluzia; a 
este în ipotezele problemei. rădăcina ecuaţiei scrisă precedent. 
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21. AT B=(A+Bi)(A— B:); rădăcina dublă a membrului 

T, nu poate fi rădăcină simplă în A+Bi şi A—Bi, deoarece 

ar urma că A și B o admit ca rădăcină, deci nu sunt prime 

între: ele. Rezultă că rădăcina dublă a polinomului A2-+- B2 

este, rădăcină dublă în A+-Bi=0 sau în A—Bi=0, deci 

rădăcină simplă în A'+B'5=0 sau în A—Bi=0 și cum 

A2A+-B2=(A'+-B'(A'—B'5), ecuaţia A?-+B2==0 este ve- 

rificată deasemenea. 22. Fie a rădăcina dublă a ecuaţiei 

f*— pfe-kq92=0. Dacă a este rădăcină a polinomului ?(z), 

trebue să fie rădăcină și a polinomului fi (2) ceeace nu se poate 

deoarece (a) şi f(z) sunt date prime între ele; rezultă că 

putem descompune astfel f2—pfet-gp=(f—A9)(f— 49), A 

şi p fiind rădăcinile ecuaţiei y?—py-t-g=0. a nu poate fi 
rădăcină simplă în f—Aq şi f—u9 pentrucă ar fi rădăcină 

simplă a diferenţei lor, deci a polinomului $, imposibil după 

cele .arătate la început. Deci a este rădăcină dublă în f— Ag 

-sau în f—$, adică rădăcină simplă în f—A9' sau în f—pp! 

deci și în ecuaţia f—pf'e'+q9'2==0 deoarece f*—pf'9'4- 

qp2=(f'—Aq9)(f'—u). -23. Generalizarea . ultimelor: două 
chestiuni. F(/, $) fiind omogenă se poate scrie, după un ra- 

ționament analog celui precedent astfel: A(f—A9)(f—12 9). 

(f— Am 9), cantităţile A fiind rădăcinile ecuaţiei F (9, 1)=0. 

a fiind rădăcina de ordin & a polinomului F(/, $), întrucât f 
şi O sunt prime între ele, este rădăcină de ordin & în unul 

din factorii f—A:0, (6==1,...7n), deci rădăcină de ordin «—l 

în f—h9' şi cum F(f, 9) A(f—3$)..(f'— dm 9), rădă- 
cină de ordin «—l în F(/',q). 24. Fie A(2)=(2—a)"Pq(2), 

B(2)=(2—a)Pb(2). Avem A(2)—B(2) =? (Ap— Bot 
an—P-1 (A popi — Bp-r) ee a POE(A pt Bp-ta) mm An — Ba 
(2 — a)? [p(2)—V (2)]. Rezultă că $(2)—v(2) este o cons- . 
tantă & ceeace arată că polinoamele ?(2)- și W(z) au coefi- 

cienţii tuturor termenilor egali, afară de termenii de gradul 
zero în a. Dar termenul de gradul 1—p—k în membrul al 

doilea este CE, ak a. Deci Cta ak a= Apr — Bot =0. Con- 

chidem că 20, adică polinoamele ?(2), V (2) sunt identice, 

deci A (2)> B(2). (G. M.. XXXV. p. 225). 
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RĂSPUNSURI ȘI INDICAȚII (XXII, 1—3), 

XIII. 1. Cazurile limită «=0, a=1, A=0 se pot studia 
«direct și se vede că satisfac enunţul. Notăm f(2) membrul I 
al : ecuaţiunii. /(0). /(1)= &(1 —.a) (14-a) A —a.—1) ;* dar 
primii trei factori sunt pozitivi. : Dacă 1%),4—a—19, 
(O). F(1)0, deci ecuaţia admite o rădăcină între zero și 
unu. 2%) Ă—a—15>0, A0)./(1)>0. şi cum <<, iar 

q (Î— 1 a. i ina , e 
1 [gaj 0, ambele rădăcini sunt cuprinse 

între zero şi unu. 30) A—a—1=0, 2=i, 7=I și avem: 
0<a'<1..(G. M. XL. p. 518). 2. Să notăm. f(a) membrul 
I al. ecuaţiei. Avem: f0)= 0—1)(0—a), TU)=0+1) 
A—a4-1), deci 7(0).7(1)=0—1) (+1) 0.—a) A—a4+1). 
-10%, OLAZI, a<0, deci F(0).F(1)0, adică f(2) se anulează 
între O și 1. 2%, 0<AI, a>1 avem două cazuri: 4) asŢi+1, 
rezultă £(0).7(1)20.. Dar 7(0)>>0, 7(1)>0 şi f(a—)= 
“(a—1) (a—A—1)<30 .".. f(z) se anulează de-dovă ori în in- 
tervalul 0, 1; 8) a>A-t1, F(0).F(1)<0 și prin urmare avem 

:0 rădăcină între zero şi-unu. 8% Cazuri limită. &) 1==1, 
ecuaţia se scrie z[3z—(2a-—1)]==0, “admite - totdeauna . ră- 
-dăcina zero, cca de a doua putând fi exterioară sau interi- - 
-oară intervalului O, 1, după valorile pe care le ia a. 8) A=0. 
“Ecuația propusă se serie: 322—2(a-t+-1)z-k-a=0. Se vede 
“imediat că f(0)./(1)<S0, egalitatea corespunzând cazurilor 
limită 2a=0, a=1, când ecuaţia admite respectiv rădăcinile: 

“0 =, 1, z. (G. M. XLI. p. 161), 3, Presupunem 'p> 0, 
Fie <=z(p—a2)—gq. Avem tabloul 

  

  

  

  

ash te 
| 20 po II 

g =2pYp pp i 
y|t 33 33 
„|Lo 222%. +2pp_ i. a] + “aa 1 pg a. e 
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Pentru ca & să aibă trei rădăcini reale trebue (Vz)>0, 

deci 4p% —217q>0 în care intră implicit p>0. Dacă p<O 

funcțiunea 4, deci și ” păstrează un semn constant, deci 2 nu 

poate avea trei rădăcini reale. 4. Indepărtând numitorii se 

obţine o ecuaţiune de gradul IL. Să notăm f(2)= at(z—q)t+ 

b(z—p)—c(z—p)(z—9, pg. Avem flp)=a2(p—a9), 
f(q)=5:(q—p). Deci flp).f(4) 0, ecuaţiunea admite o ră- 

dăcină reală între p şi q. Cealaltă rădăcină nu poate fi ima- 
'ginară, pentrucă o ecuaţiune cu coeficienţi reali, nu poate 

avea decât un număr par de rădăcini imaginare. 5. Inde- 

părtând numitorii se. obține o ecuaţiune de grad 2. Să presu- 
punem pi Cp: Cps<... pn și f(2)=ăat (z—pi) (r— po). 
(2 — pi-a) (z— piţa)...(2 — pn) — b (2 — pi) (2 — ps). „(2 — pn). 
fip)=a? (pi—p2)(pr— p5)...(Di— pn), f(p2)=aâ (pp pr— pr). 
(p2—pn) şi cum (pi —p(p—p:)>0, (pi — po) (pe — 2) <0, 

flp.).f(p:) <0. Analog se găseşte că în general, /(p:).f(pi+1)0. 
Deci în fiecare interval (pu, p2), (De, p3)...(79n—4, pn) se află câte 

_o rădăcină reală. In total 2—1 rădăcini reale și cum o ecua- 

ţiune cu coeficienţi reali nu poate avea o singură rădăcină. 

- imaginară, ecuațiunea dată trebue să aibă toate rădăcinile 
egale. 6. Notăm f(2) membrul I al ecuaţiunii: f(—co)=—o0, 

fl—(a-+2)]=ab(a+5)>0, £(0)=—(a4+5) (a24+82)<0, 
fikeo)=-4+-oo. Deci ecuaţiunea are trei rădăcini reale cu- 
prinse în intervalele [— co, —(a-+-b)], |—(a4-5), 0], [0,-k+co]. 

(G. M. VIII). 7, Dacă a<b<e, avem f(—o)=—c, 

(0)=—B(a—5—C0(a—0)>0, f(ko)= —A (e—a)— 
B(e—3)<0, Ff(4+-oo)=-+o, deci trei rădăcini reale în iîn- 

tervalele (—c, a); (a,c); (e, +-oo). 8. Notând cu f(z) 

primul membru al ecuațiunii, avem imediat: f(£ = 

(2—a3)h costa şi fl zo)=h(lP—aâ) sin 0 x (0. 
fo) —N2 (2 — 3) cos? a sin? a ZO; deci avem două ră- 
dăcini reale și cum ecuaţiunea dată este de gradul al treilea. 
şi cu coeficienţi reali, a treia rădăcină trebue să fie reală. 

Aşadar, trei rădăcini reale în intervalele determinate de —], 

Fl, o şi -+-oo sau —c0, 9. Notăm cu flz) membrul întâi 
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RĂSPUNSURI ȘI INDICAȚII CO, 10—11), 

al ecuaţiunii. Să presupunem b>>0 de exemplu și să punem: 
Qi (2)=(2—a:)(2—a)...(2—a2n-1) şi Pa (2):=(2—a2)(—a,)... 
(z—a2n). Observăm că în general % (a2p) are semnul lui 
(—1, iar s(a2p+a) semnul lui (— 1); şi cum fas p)=u(a2p). 
şi f(a2p-)= b ge (ap) x * x flaap) f(a2p-)<0. Ecuaţiunea 
admite deci 7 rădăcini reale. In acelaş fel demonstrăm pro- 
prietatea în cazul b<0. 10. Observând că: cos2%=4 

coss ze —3 cos E şi cos2a=2cos?a—1=2a02—1 avem: 
flz) = 4a'—32—9a024+1=0. Formăm tabloul variaţiunii în 
care introducem în intervalul valorilor lui z pe —1 și Fl. 
Tabloul variaţiunii este 

  

  
  

1 1 . z| — —1 —3 +3 +1 + co 

y + + 0__— — 0_+ + 
, | —00  —2a? a(1—a)  —2a2 9(1—a2) oo 

— M>0 20 + 

rădăcinile sunt reale şi câte una în fiecare interval l-a 

—3) -3 +4) i + 1) Semnul rădăcinei aflată în în- 

tervalul — Di depinde de semnul expresiunei f(0)=-1—2a2, 

Ecuația are o rădăcină dublă, când aceasta este rădăcină şi a 

derivatei, dar rădăcinile derivatei fiind —2 + = una din 

ele verifică f(z)==0, dacă 1—a2=0, deci a=+1. 11, Ecuația 
este f(7)= a5—3az?— 3z-+-a =0, f(z) are un maximum 
egal cu 2(1-+a2)(V1-Fa:—a)> 0, pentru a=a—Va?2-k1 
și un minim; —2(1-+a2)(V1-4+-a24+1)<0 pentru z=a-Fia2FI; 
cun f(—co)=—co, f(4+-e0)= 00, există câte o rădăcină reală 
în îiecare interval [—o0, a—V1-Faz], [a—Vi-ta?, a--Vi-Fa?], 
[a-+-Y1i--a:, + oo]. Pentru existenţa rădăcinii duble ar trebui 
ca maximul sau minimul lui f(2) să: fie nul, ceeace nu se 
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poate: pentru: „valorile reale'al€ lui a. : 12.. Din identitatea lui: 
a & 5 , .. a. -: „A 

Moivrei : (iose- Fa: sin 2) == cos sa-ţi sina, rezultă ecuaţiunea 

fe) > 162:—20-+52— a=0; rădăcinile care anulează de- 

tivata Pootucai —122%4+-1)=0 suat date "de s-a 

ez + [51] ” 

(= Xe 

; maximele tuaețiunii sunt: 

  ij 1-a și [i (V5— 3) =1—a, înr minimele: 

[210% p-ta și A+ 3075-40 )|= — (+a); 
deci, la | fiind mai mic-ca 1, 7mazimele funcţiunii sunt pozi- 

live iar “sninâmele negative. Cum încă, mai. avem și fl=—1)= 

(Fa) Poli urmează că șirul de_ valori ale 

funcțiuni: £(—1), Flu), fiz), fas), filed, f(-1) prezintă 
cinci variaţii "d semn: pentru funcțiunea continuă f(z); de 

unde rezultă proprietatea enunțată. 13. Avem (a+Voj= 

ae Oak 1Y0-F Clat20--0iat30 Vo-..=(at-ţ Otat204-..) 
Votati Gh at-20+..= Pula, 3)--VD Qa (2,3); Pe (a,3) 
şi 'Qr(a,:b) fiind polinoame raţionale în a și b. "Analog, găsim 

(a—Vok=P, (a, 5)—Yo b Qu(a, d), observând că termenii cari 

&onțin pe Vo provin: din ridicarea lui la puteri impare și că 

“uYopri= (V02Yd şi CVopria(Voye. (= (VE. 
(—Y5).. Fie -f (=> “Ar ak=0 "ecuaţia cu coeficienţi! raţio- 

nali ce admite pe a ca rădăcină. Avem fa+Yb= ă, 

ante =ă [As Pula, Fr aaDQu (a b)]=P (a, +5 

Pa, vw 

Qia, DY 
rezultă : că: P(a, L)= =0 și Q (a, 0)= 0. Insă în acest caz: 

[ea == P(a,5)—V0Q (2,3) ==0, deci și 

Qta, = =0, dar cuin prin definiție nu: putem avea Vi 
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RĂSPUNSURI ȘI INDICAȚII QII, 14—18): 

a— VO este rădăcină a ecuaţiei f(2)=0. 14. După problema 
precedentă z=1—V2 este deasemenea rădăcină; deci poli- 

nomul se divide cu (2—1—Y2) (z—1-+V2) 2)=(a—1h—09= 
z—22—1. Caleulând cftul între f(z) şi (2?—22—1), 
avem: pi—7a-h 2-2 (02 —9 2 —1) (a2-+-2a—9). 'Rădă- 
cinile factorului al doilea sunt: —1+Y3. 15. Ecuația admite 
şi rădăcina 3—4 Ya, Deci at z3— 95 24 4la-+ 66 = 

(r—3—i V2)(7—3<+i V2Q(7) (006211) Q(2) + 
Q(2) 2247246, cu rădăcinile —1 și —6. 16. aţi 

admite şi rădăcinile V2—s, —V> Fi, — Va—i, Procedăm 
ca în problemele precedente și găsim celelalte rădăcini: —3, 

4-3. 17. Ecuația admite şi soluţia conjugată a—ibV2, deci 
membrul 1 trebue să fie divizibil cu (z—a—îb Y2)(z—aibY2)= | 
z ?—2aa-tat +20:, unde a şi b sunt întregi, Deci 615 trebue 
să se dividă cu a2-+-232 şi cum 615= =3 X5Xa1, „trebue să 
rezolvăm în numere întregi ecuaţiile 

aa P= 9 9b2= 3—a2,cu soluţiile a: i, pa 
Q2-F9W2= 41 te 2W2= 41-a, > >: =%+ 9, b=+4 

a=+ =+7 
Q2-ț- 22 193 sta 2b'=123—a%, > > | azi 5 = 

| și Ma =1, 5, 15, 205, 615 — fără soluţii... intregi. 

Dintre soluţiile a-+-sb Vz astfel găsite numai 14+5V2 

şi 34 Va convin. Deci membrul 1 nl ecunțici se divide 

cu produsul trinoamelor. 22 —92a-4+ 3, a? —6z +4. 

Câtul este 8-5, el dă celelalte rădăcini ale ecuaţiei: 

—a+ Vi. (G. M. XLII. p. 154). 18, Ecuația care. admite 

„rădăcina 1+V2+i, admite și rădăcinile 1—V2-+i, 1+Y2— CĂ 

1—Va—i, Deci ecuaţia de grad cel mai mie admițând pe 

1+V2-ţi ca rădăcină 'este de gradul 4: (12 =) 

(2—1-V2—1)(0—1— Vi eHzr)> =0 st [(z—1— 
(V2 07] [a — 12 —N2 —P1=0 sa (2 — 22 —24V2) 
(22— 2924-25 V2)= x*x (a2—29) -+-8= =0 ra zt—4a%-+ 

_— 927 —



(XII, -19—22). „ALGEBRA 

42:4+8=0. 19. Ecuația admite și rădăcina dublă «—fY5; 
membrul I trebue să fie deci identice cu (rx—a—8Y5)2 

(z—a-+f V5P [(r—0)?—5 B2]2 2 at 4a20-+-a2(602—1082) 
“ka (—4a%4-20aB2)-k+at—10 a2f2 +25 84. Identificând coe- 
ficienţii, găsim: &=1, p= +1, 14==4, u=4, 20. Vom pune 

ecuațiunea subt forma particulară a ei următoare f (2) =(12— 

a22—1) (z—a— 1)—a2(2—1)=0 şi vom însemna, cele două 

rădăcini reale şi de semne contrare ale ecnaţiunii: ș(2)= 

2 — 20 —1=0, cu zi Cs. Observând că: p(-+1)= —a2<0, 
rezultă că (4-1) este cuprins: în intervalul (a, 22); deci avem 
pentru şirul valorilor, particulare ale lui f(2), tabloul: 

a-i a m <+o 
fi | —co __—a(a—1) ha? _—a2lze—1) +-o 
a>0| — + + — + 
a<0| — + — — RF 

Deci, oricum ar fi 2340, avem trei rădăcini reale cuprinse 

în intervalele arătate în tabloul de mai sus. In cazul a<0, 
având încă f(0)2>0, intervalul (a, 1) poate fi restrâns şi înlo- 
cuit prin (0,41). Dacă a==0, ecuaţiunea devine: Zi) 

(z4+1)=0. (&. M. XXXVIII. p. 277). 21. Fie o z—a) 

  

  

      

  

flo __1 
(z—a0)..(s—a an); fa za ki +3  deri- 

vând această i Der re) i 

fie) . 
ap a tF-. +a | pa) =— (ZE Le) <0. Deci 

$(2) nu se ul pentru nici o valoare reală a lui z. 

22, Dacă ecuaţia (Act Bo5)zm-F(At Bat. t(Anţ 

Bnî)>0, ar avea toate rădăcinile reale, ecuaţiile Apz-tAait,, 

-F An =0, Bo 2-kh Ba 2 14-...-FBn==0, care au aceleaşi ră- 

dăcini cu ecuaţia dată, ar avea toate rădăcinile egale, deci 

coeficienţii proporţionali, deci coeficienţii ecuaţiei date nu-ar 

îi primi între ei (6. M. m 
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RĂSPUNSURI ȘI INDICAȚII „ QU, 1- 9). 

XXIII. 1. 2>0 (0) zero. sau două rădăcini pozitive 
(negative), 1 negativă (pozitivă). 2. p>>0, q>0 (<0) zero 
rădăcini pozitive (negative), 1: negativă (pozitivă), în orice caz 
2 rădăcini imaginare; p<0, q>>0 (0), zero sau 2 rădăcini 
pozitive (negative), 1 negativă (pozitivă), 3, 1>0, p>0 
(<0) zero rădăcini pozitive (negative), zero sau 2 rădăcini 
negative (pozitive); q<0, 1 rădăcină pozitivă, una negativă. 
4. a>0(<0), 5>>0(<0), zero rădăcini pozitive (negative), 
1 sau 3 negative (pozitive); a>0 (<0), 5<0 (>>0) 1 pozi- 
tivă (negativă), zero sau 2 negative (pozitive); în toate ca- 
zurile cel puţin 2 rădăcini imaginare. 5. 2 și 2 impari, con- 
cluzii analoage ca la ex. 2; m par n impar, concluzii ca la 
3; m impar, 2 par, p>0 (0), q>0(<<0) zero rădăcini 
pozitive (negative), 1 negativă (pozitivă); p>0(<0), q<0 
(0), una pozitivă (negativă), zero sau 2 negative (pozitive);. 
m şi 2 pari, p>0, q>>0 zero rădăcini reale, p>>0, a<0, 1 
pozitivă, 1 negativă, p<LO0, q>>0, zero sau 2 pozitive și zero 
sau două negative. p<O, g<0 1 negativă şi 1. pozitivă. 
6. Termenii Ap-a 2 PH [e Ap 2 P-F. Apa ap dau, în 
ecuaţie și în transformata în —z, două variaţii mai puţin 
când Ap=0 decât când Ap740, deci numărul total al varia- 
tiunilor lui f(z) şi f(—a) nu poate fi egal cu gradul ecuaţiei. 
7. Dacă ecuaţia ar:fi fost completă, între termenii co (0) = 
Apa 2 PTI-- A pn P-- Apa 2mP-L A pa amp? şi aceia 
ai lui 9(—z) am fi avut peste tot 3 variaţiuni, ete. 8. Dacă 
(z—a) f(2)==0 are rădăcini imaginare, evident are rădă- 
cini imaginare și f(2)=0. Dacă (z—a) f(2)=0 are numai 
rădăcini reale, » și v' fiind variațiile ecuaţiei şi ale transfor- 
matei în —z, iar m-ț-1 gradul, avem v+w=mk-i, ecuația 
f(z)=0 şi transformata în —a au cel mult v-ku'—9<m 
variaţii, deci admite și rădăcini imaginare. 9. Fie v-ka şi 
v numărul variațiilor lui f(z) și (c-ta) (2), p numărul rădă- 
cinilor pozitive, acelaș pentru ambele polinoame. O ecuaţiune 
poate avea numărul rădăcinilor pozitive 'cel. mult egul cu nu- 
mărul variaţiunilor; diferenţa între numărul variaţiunilor și al 
rădăcinilor pozitive reprezintă număr de rădăcini imaginare, 
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Deci ecuaţia (c-ta) f(2)=0 are v—p rădăcini imaginare, iar 

fla)=0, v-kn—p, adică n rădăcini imaginare mai mult decât 

prima în cazul când n este par; dacă 2 este impar, problema 

este imposibilă, deoarece v—p=24, phn—p=21;. 10. Fie 

ecuaţia . fl) Za" au a l4+- aaa Pai ani aia ani A 

ia i2-P-ban=0, unde ai, aia, aii2 sunt în progresie 

geometrică de raţie q. Ecuația (z—q) f(2)==0 are acelaș număr 

de rădăcini imaginare ca și ecuaţia dată. Dar (z—g9)f(2)= 

atita qi. (aia: 9) i (ana 00 Aa 
— an 9=0 şi cum ai41=aiq, aie =ai4i q, acestei ecuaţii îi 

lipsesc doi termeni consecutivi, deci după ex. 1, are rădăcini 
o _._. 

imaginare; acelaş număr 'de rădăcini imaginare se află în 

f(z)=0. 11, Fie ecuaţia f(2)= aha ani tai ai 

aia anii aia ai asa Dian =0, ai, iti 

aia, dis sunt în progresie aritmetică; (z—1)f (2) pH. 

- (aia) i (aiza— aia) O (aspra — aia) 22 

— an ==0. Dacă r este raţia progresiei aritmetice, (z—1)f(2)= 

aie aberatii patit pati aaa — an 0% x 

(2—1) f(a) at (rr) Pi (r—r) aiba an==0, 

deci, după (7), (1—1)? f(2)=0 are rădăcini imaginare, adică 

şi f(2)=0 are rădăcini imaginare. “12. f(2)==0 nu are lacune. 

Fie flo) Zakhazt ast aszs4... ana” 
| cf'(a= au 2as tt Bass. ban" 

ef'm= 9 px Gas... Fa (n—1)anz”. Deci 

pla) Sasa? asa t.it(n— Paz =0. 

In (2) avem o lacună, deci cel puţin '2 rădăcini imaginare. 

  

| a—a. o 
13. Se va face transformarea y= ; când a variază dela 

b—a 

a la D, y variază dela 0 la 4-00, astfel că este suficient a 

cunoaște natura rădăcinilor pozitive ale ecuaţiei în y. 

14 ff ii 
A2B24+-B—s AB-T-A'B+BB” AB'4+BB-+A”B' 
AB--A'B'-+-BB” . A?ț-B:+B2—s B'B'A'B+A'B |, 

. AB'I+BBAA'B'.. B'B'A-A'B+A-B A'24-B24-B'2—sh 

deci 'f(5).f(—s)==0 are forma s5—Lsi4-Ms?—N=0, LL, N 
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PXorosuni și INDICAȚII . QUUII, 15—16), 

pozitivi NP „s? are numai valori - pozitive care verifică ecuaţia, 
deci f(s).f(—s)==0 nu are rădăcini de forma fs: și implicit 
f(s)= O nu are astfel de rădăcini. Inlocuind pe A, A, A” 
prin A-F&, Aa. A”-Fa'se conchide analog că ecuaţia nu. 
poate avea rădăcini de forma &+-fi.. . 15. „Insemnând cu z 
raza cercului, cu 28, 2B, 2% unghiurile sub care se văd din 
centru cele trei coarde, avem 2&-+-2P+-2y=z i. | 
sin (2-+-B)== cos; desvoltânid membrul I şi având în n vedere 

SR a: a | ă 
ă sin %= a— - = - 3 că sin 7 ete deducem | 12 d 

= 1 zi 16zi—8la retete 

    

4? 

  

a 3 aaa (a: Wc?) )] = £ abe, semnul — nu con- 
vine pântrucă 4z2> ++ €2. In adevăr, notând d lungimea 

- coardei care, unește „capetele coardelor a,b, 4 = 02 e2> 
a-+b-ka, „pentrucă ipghiul coardelor” ași d fiind obtus, în 

h= a-i — dabcos(â d b), ultimul termen este pozitiv; deci 
„d>at-b?. Rămâne astfel numai 42z3—(a2+-i2-t-e )r—ale=0 
care admite. o: rădăcină pozitivă. Dacă a=b=e,: rădăcina ce 
convine esto z=u, patrulaterul corespunzând unei. jumătăți 

de exagon. 16. Vol. sferei — vol. cilindrului — 2 vol. calotei 
„=2m vol. câlotei: și notând ge jumătate din înălţimea cilin- 
drului, vol. calotei => vol, “sect. sferice — vol.. con.- cu vârful în 

centrul sferei şi  âvârid la bază, baza cilindrului = aia 0 pă — 

2 - . 

Se, Ecuația probleinci” este .f (= (on — 9) 5 — 

3mra2inr'=0. Dacă: On, ecuaţia are o singură 
rădăcină pozitivă, care convine problemei pentrucă £(0)=2mr: : 
iar f(r)=—2r5, deci rădăcina este “mai. mică decât r.. Dacă 
n>>2, sunt 2 rădăcini „pozitive, din care, una nu convine; 
cazul : zero rădăcini ' pozitive. se '.exelude pentrucă £00)>0, 
[00)<0; arată. „ exiștenţa cel: puţin a unei rădăcini pozitive. 

„a - Pta o 
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XXIV. 1. z5—1=(a5-+-1)( (25—1) (2-1) (72—zx-4-1). 

ei (22 -P+at+1). Deci rădăcinile sunt +1, raza Vai. 

= (2 —1) (at-ba-ka-kz-k1)=0 .*. zi și ecuaţia 

reciprocă gi as-ta?-tkat1=0 sau (erele) 

1=0;' Punem a-i =y, pipa pa —1=0, 

—12V5 ___—xVo6V102V5 
pe 4 

dinaintea lui V5 corespunzându-se. 2. & fiind o rădăcină a 
ecuaţiei diferită de 1, a este deasemenea rădăcină; se va 

forma ecuaţia care are ca rădăcini pe patat i-l a5-t-as, 

aja a2-bhas--aT-ţ-a5--a, această ecuaţie este y2-t-y+-3=0, 

apoi &, 5, 4, 5, a? sunt rădăcinile ecuaţiei 5 aja at— at 

—(yut1)a—1=0, îar a2, at, a7, as, 10 rădăcinile ecuaţiei 

obţinută din precedenta înlocuind şi prin gz. 9. 4 fiind o 
rădăcină complexă a ecuaţiei, se formează ecuaţia care admite 

rădăcinile pi, =a-ț-as-rat-fa?--a!0-ţ-ai?, pa =a2-4-a5-f-at-ţ- 
A7-Pas--aii: pila =—l,: i fi =—3, deci ecuaţia este 
1P-+y—83=0. Formăm apoi ecuaţia cu rădăcinile 21=2-+%3-+?, 

aa =at-haio -a!?; ai hrae yu, za 32 ya deci 32—4pa 
2 —yp+=0, în fine se formează ecuaţia cu rădăcinile &, as, 4: 
a-ț-as-t-a2=a, asta a-l aia =, AX5 91 i, 

5 — zu? (yu, —ax)u—1=0; pentru &, &10, 212, ecuaţia este 

u5—a3 02 (pi — 22)u—1==0. Analog, folosind pe yz, se 
obţin celelalte rădăcini. (G. M. X). 4. Fie & o rădăcină 
complexă a ecuaţiei. Celelalte rădăcini complexe sunt 42, 43... 0418, 

Formăm ecuaţia de gradul II care admite rădăcinile = a2-ţ- 
3 - 08-t- ar10 —|- c12ț- ais-4+ 14 -ț ar15 | a18, p=aţat-+ 5 

aia aia? e. gt-by-5=0, Notăm 
= a2-t- 3 -t- 14, aa = 8 -t- aL + LALĂ x = 10 —L 13 als, 

=, =a+ a1-ț- all, x = at-|- a5—- a?, a = = a5-ț-ai6-ț- 17 și 

formăm ecuaţiile ce admit ca rădăcini pe za, 42, 23 şi & A 

Aceste ecuaţii sunt: 25— yu 22-F(yu—1)z-F(1—yp)=0 şi 

semnele   de unde =



  

RĂSPUNSURI ŞI INDICAȚII (44, 5—9) 

25 — ya 32 (pi — DD F(1—y0)=0. In fine, & este dat de 
ecuaţia ce admite rădăcinile e, ai, it i, 45—x, u%-fPasu—1=0. 
:9. Ecuația se poate scrie (z5)%—1==0. Punând z5=y, avem 
y5—1==0, care se desface astfel: (34-41) (yt—1)==0 

a) yt-29pP--1—2p2=0, (pp-F-1P—2p1=0, (pr Y2y4-3) 

(p1—V2 94-10, tea; b) pt —1=0, (2+1) 

(42—1)=0, y=i,y=1. Apoi considerăm ecuaţia z5—y=0, 
unde y se înlocuește cu una din cele 8 valori aflate. Să notăm 

5 
L=Vyz şi ecuaţia devine 45—]1=0, ale cărei rădăcini au 

fost aflate în ex. Î. Deci z=Vyz unde pentru ficeare din 
cele opt valori aflate pentru 4 punem ficcare din cele cinci 
valori aflate pentru =. 6. Ecuația se serie (210)5—1=90. 
Notăm z!'0=—y, deci y*—1==0, Rădăcinile acestei ecuaţii sunt 
date de ex. 1. Considerăm ecuaţia z1%—y=0 unde y se în- 

10/— 
locueşște cu valorile aflate și notăm z= Vyz, ecuaţia.devine 

a10—1==0 sau (z5+1) (35 —1)=0 . 25-P1=0, z5—1=0, 
: 10 

Soluţiile ecuaţiei problemei sunt date de formula z= Vya, 

punând pentru fiecare din cele 6 valori aflate pentru ş, fie- 

care din cele 10 valori aflate pentru 2. 7. z=1 nu. este 
N . ARI . 1_. soluție a 'ecuațiunii. Deci vom, putea nota = 0 avem, 

(cos B6-+-i sin 0)m4- (cos 0 —s sin 0)"= 0, ridicând la puterea m 
N formula lui Joivre şi reducând, găsim c0sm0=0, 

o ieide, p=0,...m —1, - care dă cele 72 rădăcini ale 

Qi n 

5 9 cos = tisină 
ecuaţiei în z. 8. Fie z= agd. Avem 0 | sati 

: - cos —isin A 

sau cos 0-ț-isinm O0=a-bi, de unde cosm0=a, sin m0=8. 
“Problema este posibilă dacă a și b sunt cuprinși între —1 
şi +1. '9. Rezolvarea algebrică a ecuaţiei 25—1==0 a dat 
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1 o V.- - 
  

  

  

=1 și pi E Rezolsand- “trigonome- 

trie găsi z=Vi= rai Free nl 

” Or 27: Piz 
(0, Îi, 2, 3, 4). Când p=1,; avem 2 cos 2 4 isin 25 

fiind arc în primul. cadran cei doi termeni sunt pozitivi, deci 

53 Şi a 05 4 por 215 
această valoare corespunde lui z== pp 

10F2Y5 „tza 
“de unde 'sin =— = 

  

  

2= 00552 î sin =, 2 fiind are în cadranul 2, sinusul 

“este pozitiv, iar cosinul posinul negativ deci, corespunde valorii 

= 15 —V5  Viozoy5 : 4z Vio —2V5 
+i pr Rezultă sin 5 7 

mt Lt 2) Rădăcinile algebrice ale ecuaţiei 

z5—1:=0 au fost găsite în ex. 5. = (aa), pati 

. 8 
z= +1. Rezolvarea trigonometrică dă: z=Vcos?z-pisin 2ha= 
= Ie Te ri 

j + isin - (l2=0, 1.7). =, 1, 20 -isin 3 4     cos 

a în cadranul I, corespunde valorii i zau Deci 
Să 

„7 9 TE 2 T T 
sin 2 =, coste L=2, z=cosgti sin 3=i. k=3, 

2 
TI. 9T 9 , 

z= cost sin este în cadranul II, deci corespunde 

„Va „Sa Va 3 Va 
lui z= 3 (—1-+k+3), cos— 7 == sin = ete. 10. Să 

“notăm factorii produsului: pu, Ps, Ps; Pe Ps. Făcând produsele 

Pi Paz apoi (pi pe) ps (pi pa p5) Di (Pi Pa Ps pi) ps şi ţinând 
“seama de relaţiile dintre rădăcini și coeficienţi găsim:: 
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RĂSPUNSURI ȘI INDICAȚII QOUY, 11—14), 

Pap ab B-ks—5 [statea 
(2s5<-y0)z%4-(y-ras)t94-(zct-r ya) st)-t-5 (7? tgp 22-a 304-125)? 
(325-k 202 A a0s2)924-(îs2-k 12) z2-4- ys22]—5yzts. (G. M. 

XăXXIX. p. 64). 11. Cu formula lui Moizre, z= cos ie 
7 

isin ze (£==0, 1...6). Dacă «= cos E sin au corespunde 

păr a 27 Ă lui ;=1, evident c2=cos=-tisin =— este rădăcină deoarece 
7 7 

4% Te 

corespunde lui [;=2, dacă a==cos ti sint = =, corespunde 

87 
lui 4=9, 22= cos Zi sin SE corespunde lui 4;==4, ete. Ob. 

servând apoi că 3, 8, 35,...93% divizate cu 7 dau resturi di- 
ferite, rezultă că șirul al doilea se reduce. la primul. Aceiași 
observare pentru al treilea șir. 12, Se dau lui 1: valori întregi 
prime cu numărul 15, altfel valoarea lui 4 și 15 se simplifică 

- şi nu se mai obţin cele 15 rădăcini ale ccuaţiunii. 13. Putem 

„serie 2a"—(z-ţ-a)=0 .. (2%) =2 ze 

97 . 9];1 
as 4 sin 2 <a î, r= 14, Vom calcula va-   

a 
a—1 

loarea lui A scăzând elementele penultimei linii din elementele 
ultimei, elementele antepenultimei din ale ultimei, ete, apoi 
scoțând pe z—1 factor comun în ultimele 2 linii: 

1 a 2 a lan 

2 n—l nl i 1 a BI a. — ag 
1= 

n—i 

A=(2—1)| e au dai 1 
1= 

n—1 | 

anl — A 1 se ad an 2 | 

se scad apoi elementele penultimei linii multiplicate cu z din 
elementele “ultimei linii, elementele antepenultimei linii multi- 
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plicate cu a din elementele penultimei, etc., elementele liniei 
a doua multiplicate cu z din elementele liniei a -treia, în fine 

elementele primei linii din elementele liniei a doua; determi- 

nantul obţinut desvoltând după elementele primei coloane are 

elementele situate la stânga diagonalei neprincipale nule, iar 

elementele acelei diagonale e Deci ecuaţia este 

, 2-a 9] 
ni _1n= . RFI = = (2 1h=0 . a 1=0 .. a=cos Paris Ei FI 

(G. M. VI) . 15. Rădăcinile crese ale ecuaţiei. sunt date 

  

dv . 2R7 917 

de 2 cos2 tf î sin (13=1, 2... nd); 1 — cos 2 — 
a z n. 

OA 2 Ia T | 
îsin Deci at 22 cos — | Deci numerele. din 

şirul dat sunt rădăcini ale ecuaţiei P(y)=0, Pentru a arăta 

că ele reprezintă toate rădăcinile, va trebui să arătăm că sunt 
Di? Dita 

= cos     diferite. .Ori dacă am avea cos » ar urma 

APĂ Im, eciace nu se poate. 16. Considerăm cazul când 2 

este fără soţ: n=2m-t1. F(/)= (an) ae 

+ (+ Ia, dac a 1=y şi notând ot Di =Vaavem 

relaţia de recurenţă Vn= Vi Vm-1—Vm-2. Găsim din aproape 

m 
în aproape Vn=ă(-1 P Pa   

  

pe, p 'variiud dela O la     2 

m m —1 0 
sau — ge Anei 20 Stoa Op gi? Analog 

cazul 12. 17, Avem (a) (= pra-peai &--p3 Qi 02. 

1 1 - 
-F pn Qi ant 4 Mm 9 5) -- pa Qi 9 (22) (1) =Pi Da qi & 

-psqat-t..., ete. Insumând şi observând că &—ț- a2-4-,,, 

ra" = 0, rezultă egalitatea cerută. 18. Putem presupune că 
ecuaţia nu are rădăcini multiple, altfel am descompune-o; fie 

cosbi-+-isin 0 una din rădăcini, trebue să avem, dacă ecuaţia 
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RĂSPUNSURI ȘI INDICAȚII (XIV, 19, 0, 1—3), 

este a--A, ami A, 22-A mark Ami An =0, 
Ama sizi OF A m-osin 2 Of A, sin (2 —1)0g;-f- sin m 0:=0 
(1;==1, 2,7), Considerând pe A; necunoscute, avem un sistem 
de 72 ecuaţiuni cu m—1 necunoseute care admite soluţii di- 
ferite de zero, deci determinantul format din sinusuri trebue 
să fie nul, ceeace se întâmplă dacă sin 0+==0, deci cos 0,==1, 19. A=(a,—a,) (an — aa)... (an — an) (an-2—a1) (ana —as) , 

n(n—1) n 

(ana — an-2)...(aa —a.) sau A= (—1) 7 7 (ai—aiai—as).. 
(a;—ai-0)(a;— aișa)...(a:—a.). Dar (ai—a(ai—a.)...(a;—a:-) (ai— aia) ..(ai— ar) = 3 aia au az, area = 
Xa abea ai-a-F aia... Fan=—ai, Xa a=—a; 

, . n(n—1) (at. țaiaF aia. Fan)= ai, ete. Deci A4=(—1) 2 mn. 
(G. M. XLVII. p. 20). | 

XAY. 1. Șirul lui H2olle prezintă trei variaţiuni de semne, 
deci ecuaţiunea are trei rădăcini reale cuprinse în intervalele 

(— 0,0); o, =), (, +) care pot fi restrânse la -3 0); 

( =); (9, 5) 2. Yormând şirul lui Rolle, se vede că 

dacă: a<-t ecuaţiunea are o rădăcină reală cuprinsă în 

intervalul (3, +- oo); pentru —B< a<A+ 9, trei rădăcini 

reale cuprinse în intervalele: - co, 3), (7. 3); ct, -Foo); 

pentru &>>9 o rădăcină reală cuprinsă în intervalul (- o, 5) 

Dacă as ea are rădăcina dublă +3 iar dacă =-+9 

ea are rădăcina dublă +-3. 3. Insemnând cu az, Și Za rădă- 
cinile ecuaţiunii derivate, zi Czz, avem pentru fiecare satis- 
făcută relațiunea: 3a2=z-1-1, deci în calculul valorilor f(z,) 
și fa) din șirul lui Rolle, avem întrun prim calcul; 9 fla)= 
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32(622—3a—6)-+-9a=3z(—z—4)+9u=—3a2—12z-+- 

Qa==—13m-F9a—1 + 54 fa) =54a—19F-13V13 şi 

54 f(as)=54a —19—13V13. Așadar, dacă însemnăm cu “i 

şi a rădăcinile ecuaţiunii 2702—19 &—17=0, a, Ca, avem 

şirul lui?Rolle: f(—00)<0; f(z)=(a—a); flz2)=(a—as); 

f(-ko0)>>0. Urmează de aci că, dacă ea, ecuaţiunea are 

o' rădăcină reală în intervalul (e; -F-o0); dacă ai Ce 

ecuaţiunea are trei rădăcini reale cuprinse în intervalele: 

(— co, a); (eu, 2); (aa, -+-oo); dacă 4%. ecuaţiunea are 

o singură. rădăcină reală :cuprinsă în intervalul (—c0, G.). 

Pentru == şi %==a3 ecuaţiunea admite o rădăcină a deri- 

„atei ca rădăcină dublă. 4. Avem șirul lui Holle: fl=c0)=-t+oo, 

f(—9)=a—16, fl—D)=a-+413, f(-1)=a—19, A4-eo)= oo; 
deci ecuaţia are: pentru &<—13 donă rădăcini reale în in- 

tervalele :((—oo, —2); (+1, -L- 00); pentru —13<«<16 

patru rădăcini reale în intervalele (—e0, —2); (—2, —1); 

(—1, +1); C-1, Fo); pentru 1619 două rădăcini 

_reale în intervalele: (—1, +1); (-+-1, +); pentru 2>>19 

patru rădăcini imaginare. 5, Şirul lui Rolle este în acest 

caz: f(—s)=-+o, f(0=a, fi o)=+-oo; deci, dacă 
a<0 ecuaţiunea are două rădăcini reale, una pozitivă şi una : 

negativă; dacă 420 are patru rădăcini imaginare. 6. Avem 

şirul lui. Rolle: f(—ox)=—, fl—9)=a—16, fl—D)=. 

a—38, f(k+-1)=0438, f(4+-2)=a4-16, f(ţ-o0)=-+-oo; deci, 

dacă &<-— 38. o rădăcină reală în intervalul (+2, + oo); 

pentru —38<«<—16 trei rădăcini roale în intervalele: 

(—1, -F1); (4-1,4+2); 2, -keo); pentru —16<a<+16 

o rădăcină reală în intervalul (—1, +1); pentru -+-16<2<<-+383 

trei rădăcini. reale în intervalele (—o, —2); (—2, —1); 

(—1, +1); pentru a>>4-38 o rădăcină reală în intervalul ! 

(= 00, —2). Pentru valorile a=—38, a=—16, a=+16, 

a=-+4-38 ccuaţiunea are o rădăcină dublă, deci trei rădăcini reale. 

7. a, <ăg fiind rădăcinile ecuaţiunei a2--1462—5000 =0 

şi za Ca şi 0 cele trei rădăcini ale lui f'(2)=a2(22—2a—1)=0, 

avem şirul lui. Rolle următor: fl— c0)= —co, flz)=a—a, 
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RĂSPUNSURI ȘI INDICAȚII CO, 8—10) 

F(0)=a, f(z)=ă—az, f(-ko0)=-400, Dacă aa, ecua- țiunea are o rădăcină reală în intervalul (2, -+ oo); pentru 
a, CaO, trei rădăcini reale în intervalele (— oo, z,); (2,0); 
(22, + oo); pentru 0O<a<as, trei rădăcini reale în interva= 
lele (— oo, 1): (0, 2); (2, 4-00); pentru &>>02, o rădăcină 
reală în "intervalul (— co, qi). Pentru a=a, ŞI C=4a ecua- 
țiunea având o rădăcină dublă are trei rădăcini reale; pentru 
«= 0, ecuaţiunea are o rădăcină triplă 2==0 şi în total cinci 
rădăcini reale. 8. Şirul lui Rolle fiind: fl—o0)=+e, f(0)=a, 
Fiat, f(4+2)=a—16, f(koo)=-Foo, deducem că dacă 4<—2 sunt două rădăcini reale în intervalele (—oo, 0), 
(4-2, -F- 00); dacă —2<a-0 sunt patru rădăcini reale în 
intervalele (— co, 0), (0, 4+-1), (+1, +2), (4-5, -- 00); dacă 
0<a<<16 sunt două rădăcini reale în intervalele (+1, +9), 
(+2, + oo); dacă 45>16 toate rădăcinile imaginare. Pentru ! 
a=—2. și a==16 ecuaţiunea are o rădăcină dublă având 
respectiv patru și două rădăcini reale. Dacă «==0, sunt şase 
rădăcini reale, o rădăcină fiind cuadruplă. 9. Formăm șirul 
lui Jlolle observând că f'(2)=7(2 +1) (322-+3a24+-1) 

(7'-t+-z-+-1) are numai rădăcina reală z=—3 și că f(z) este 

de gradul al șşcaselea: f(—o)=-+k oo; r(- 3) = a + = 

FU eo). Rezultă că, dacă a>—a, toate rădăcinile sunt ima- 

1 „a ginare; dacă ES — 25 sunt două rădăcini reale și anume: 

dacă a<—1 ele sunt cuprinse în intervalele (— oo, —1); 
1. AR A 1 (0, + 00) deci una pozitivă și alta negativă; dacă —1<a<-— za 

2 
umbele negative. 10. Observăm că parametrul & având o 
valoare finită ecuațiunea: Fa) = 2 —622-- az 24==0 mu 

'f(z) are rădăcina z==0. Fie funcțiunea e()= o ea se anu- 

ele sunt cuprinse în intervalele (a, —3); -z 0) deci 
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lează pentru aceleași. valori ca f(z) şi este discontinuă pentru 

z==0. Formând șirul lui Rolle în cele două intervale de con- 
tinuitate ale lui $(2), avem: ș(—o)=—co, ș(—2)=a—8, 

p(—2)=—c0; p(he)=-too, p(1-2)=a1-8, p(-roo)=-+-oo, 
unde € este număr pozitiv vecin lui zero. Dacă «<L—8 

ecuaţiunea dată are două rădăcini reale în intervalele (-+e,-+2); 

(+2, +00) deci ambele pozitive; dacă —8<a<-+8 nici o 
rădăcină reală; dacă &>-+-8 sunt două rădăcini reale cu- 

prinse în intervalele (—o0, —2); (—2, —ec), deci ambele 
nepative. Pentru = —8; și a=-+-8 ecuaţiunea are o rădă- 
cină dublă. 11. Observăm că pentru orice valoare finită a 

parametrului & avem ri 1) 0, urmează că funcțiunea 

p(2)=———— era se anulează numai pentru va- 

lorile care anulează pe f(2) şi reciproc. uncţiunea el) fiind 

discontinuă pentru a=3 formăm şirul lui Rolle pentru cele 

două intervale de continuitate - o, +3 ) şi (1 e -keo) 

şi avea: g(—o)=—o, p(0)=a, ş (3- J=+e: 

(irc) =—0%, g(ki)=a—1, p(-k- o)=+ a. Rezultă 

că ecuaţiunea dată pentru. & 0 are două rădăcini reale po- 

zitive; pentru 0OCa<i şi a>-t+l are două rădăcini reale 

una pozitivă și una negativă. Pentru valorile 2=0 și «=1 

q(z) se anulează ca și derivata ei, și anulându-se schimbă 

semnul, deci ecuaţiunea dată are patru rădăcini reale, una fiind 

triplă. 12. Dacă p>0, şirul lui Rolle este: fl=o)= oo, 

f(0)=a, fltkoo)=-t+oo; când q>>0 rădăcinile. imaginare; 
când q0 ecuaţiunea are două rădăcini reale (una pozitivă, 

una negativă). Dacă p<0 şirul lui Rolle este: f(—c0)=-+oo, 

ace me de-o 
A-Foo)=-koo, deci când q<0 sunt două rădăcini reale; 
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când 2>0 și a >0 patru rădăcini imaginare; q>0 
2 | 

şi a—î<0 sunt patru rădăcini reale. 13. Punând q(2)= 
z) iLopas i 
pg, observând că z=—5 nu este o ră- 

dăcină a ecuaţiei f(2)=0 dacă p320, problema revine la 
discuţiunea asupra numărului rădăcinilor reale ale funcţiunii 
P(2)==0 în cele două intervale de continuitate ale funcţiunei 

(2), anume (a, —2—e); (-2+e + es). Dacă. p>0, 

şirul lui Rolle este: ep(—oo)=—c, p(—p)=p-+r, 
a(— Bee; e(- 2 =—c, 9(0)=r, e(-koo) 
=-Fo, deci oricare ar fi semnele lui r şi ptr ecuaţiunea . 
are două rădăcini reale în ucest caz; dacă p<O, șirul lui 

Rolle este: e(—o)=—o, 9(0)=—r, p(2—) = ce, 

e(—2+ =—o, 9(—p)=p'+r, e(-tko)=-too, deci ori- 
care ar fi semnele lui r și p*-t-r ecuaţiunea are două rădă- 
cini reale. Pentru valorile particulare: r=0 şi r=—p* 
ecuaţiunea are patru rădăcini reale, una fiind rădăcină triplă. 
Dacă p=0 ccuaţiunea are două rădăcini reale z'=0, 

' 3 
._. z =V —2r. 14. Observăm că numărul rădăcinilor reale ale 

ecuațiunii date este același ca pentru ecuaţiunea (2) 25 
(1) = 3a3—25 234+-60z-+-a=—0, Formând şirul lui Rolle 

pentru $(2)=0, avem: 9(—o)=—o0, ș(—2)=a—16, 

9(—1)=a—38, p(--1)=a4-38, p(-ț+-2)=a--16, e(-ko0)=-ţ-oo; 
deci rezultă că: dacă «Z—38 ecuaţiunea dată are o rădă- 
cină reală; dacă —38<a<—16 sunt trei rădăcini” reale; 
dacă —16<a<-+16 este o singură rădăcină reală; dacă 
+16<a<+35 sunt trei rădăcini reale; dacă «>-+38 o 
singură rădăcină reală. In cazurile particulare «= — 38, 
a=—16, a=+16, a=+4+38 ecuaţiunea are trei rădăcini 
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reale, una fiind, rădăcină dublă. 15. Formând șirul lui Rolle 

pentru p>0 şi p<0 deducem că, dacă g (aviz î)>0 ecua- 

ţiunea are o ruâoină reală; dacă q (arie 2)<0 ea are trei 

rădăcini reale, 16. Formând şirul lui Rolle în cazurile p>0 
şi p<O,. se deduce concentrând rezultatele obţinute că: 

2 
dacă (2+-(e > >0 este o singură rădăcină reală, dacă 

2 3 
(4) -+ 2) 0 sunt trei rădăcini reale. Pentru cazul parti- 
8 
o d. [ps 

cular în care (2) -F 2) = 0 este o rădăcină dublă, deci trei 

rădăcini reale.  17,. Socotind în primul rând: par, şi for- 

mând șirul lui Jolie, deducem că sunt două rădăcini reale 

dacă (2 2 <0 și nici o rădăcină reală dacă 
m—1l m 
  

m—l sn 

(2) — (2 2) >0. In cazul m impar, formând şirul lui 
m—l m 

Rolle pentru p>0 şi p<0 și concentrând rezultatele găsim 
. g m—l pm 

că ecuaţiunea are /rei rădăcini reale dacă (2 +(2) <0 
| 

m=—l n 
şi numai o rădăcină reală dacă (2) +(2) >0. 

18. Să presupunem p2>0 şi să observăm că fi (zYp)=*'Vp 

zi--pVpa-+-g=p poeta Va 
p 

cinile reale ale ecuaţiunii date corespund rădăcinilor reale ale 

  ; deducem că rădă- 

  ecuațiunii p(2)=a5-tha-ta=0, = A şi reciproc. Şirul 
. 2? Vp 
lui Rolle al ecuaţiunii $(2)==0 este 9(—c0)=—co, $(0)=a, 

g(-k-co)=-+oo, deci totdeauna o rădăcină reală; deci. pentru 

ca ecuaţiunea f(z)=0 să aibă mai mult decât o rădăcină 
reală este necesar ca p<0. Presupunând deci p<0, consi- 

derăm ecuaţiunea e(0)=a—aika=0, = — => care 
rY—p 
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corespunde în acest caz ecuaţiunii date. Formând şirul lui 

Rolle corespunzător găsim că ecuaţiunea poate avea: cel mult 

trei rădăcini reale în cazul când avem ge a<0 şi | 

6]/3 
+8 li>o care transformate sunt: Se rd 7 = >0 

şi 20; sau dacă >0 şi a fica care transfor- 

mate dau: E 3 — = >0, 9>0; ambele grupe fiind 
p 

echivalente în parte cu condiţiunea “următoare +4 d -=>0, 

sau ţinând seamă că p*<0, 108p5-+-5%9 2<0. Dacă 108 ps-t- 

55 q*=0, este o rădăcină reală dublă şi una simplă, deci trei 

rădăcini reale. Așadar condiţiunea necesară ca ecuaţiunea să 
aibă maximul de rădăcini reale, în cazul când g9340, este: 

108p'4+55q2S0; ea este şi suficientă. Dacă g=0, p<O 

ecuaţiunea are cinci rădăcini reale; dacă 9g=0, p>0 o rădă- 

cină triplă. 19. Observăm că punând b=—p?, a=i; 

= m>0, discuţiunea rădăcinilor ecuaţiunii date se re- 

duce la a rădăcinilor ecuaţiunii: pla) 425—2mat 

kr n2==0, depinzând. de un parametru 72 5>0. Rădăcinile 

derivatei în acest caz fiind: a =0,z Di >0, 

. „m band 3 _ | 9 . 

şi & = rin ao, avem în toate cazurile urmă- 

torul şir al lui Rolle: 9(—00)=-Foo; p(2” = -9(am-r8)- 

| (94-47) 9-4]; (0) m?; e(2)=3 1 [— 9 (2m4+-3)+ 

(9-k-4m)Y9Fam]; o(-k-oo)=-too. Se serv că e(z")<O 
deoarece m2>0. Pentru semnul lui $(2”) vom studia diferenţa 
pătratelor celor două părţi (raţională și iraţională) și avem: 

-81(3 +amP—(9+ 4 mh= —4m?(274- 8 m), care, abstracţie 

făcând de factorul pozitiv z reprezintă produsul ?(2')o(2”). 
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Se deduce că in cazul b= —p2 0, având P=9a2—49>0, 

dacă Q2=27a2—160 >0, sunt două . rădăcini reale; dacă 

_Q=27q2—160=0 sunt patru rădăcini reale (una: dublă), 

dacă Q=27a2—16b 0 sunt patru rădăcini reale distincte. 

In cazul b= îi „ecuaţiunea asupra căreia revine discuțiunea . 

punând m = >0, este e(2)= zi-t-4at-2 ma-tm!=0, 

iar rezultatul discuţiunii este următorul; Dacă P=9a2—45<0, 
nici o rădăcină reală; dacă P=9a:—4)=0 sunt două ră- 
dăcini reale; dacă P=9a2—4b)>0 şi Q=27a2—165>0 
sunt două rădăcini reale; dacă P>>0, Q=0 este o rădăcină 

dublă; P>0, Q<0 nici o rădăcină reală. Figurând deci în 

planul aO5 parabolele P=0 și Q=0 se poate serie pe 
fiecare regiune precum şi pe aceste parabole numărul rădă- 

cinilor reale ale ecuaţiunii date. (G. M. V.). 20, Având 
flaz)=atat—4at3-1-4 ata2-+-b=0 discutarea natiirei rădă- 

cinilor ecuaţiunii date se reduce la discutarea naturei rădăci- 

nilor ecuațiunii: ș(2) = at —42594+422-+m==0, unde me 

Șirul lui Rolle în acest caz este: p(—c0)=-too, 9(0)=m, 
e(1)=1+kn, 9(2)=—m, o(4-eo). Rezultă că: dacă m<0 şi 
1-Fm>0 patru rădăcini reale; m=—1 o rădăcină dublă 
reală; m C—1 două rădăcini reale; dacă 12550 et 1-k+-m>0 
deci ecuaţiunea are numai rădăcini imaginare. Rezultatul ob- 
ţinut se poate reprezenta pe o axă mm. Dela (—00) până 

la (—1) ecuaţiunea dată are două rădăcini reale, în punctul 

m=—1, o rădăcină dublă reală; —1<m0 patru rădăcini 
reale; în punctul 22==0, două rădăcini duble reale; în punctele 
20 patru rădăcini imaginare. Dacă totuși vrem să reprezen- 

tăm rezultatul discuţiunii în planul axelor (Oa, 08), parabola 

generalizată b-kat= 0 şi cu axa b=0 determină trei regiuni : 

([) deasupra axei a'a: (II) între axa a'a şi b-ta!=0; (III) in- 

terioară parabolei generalizate și vom scrie: în (1) 4 rădăcini 

imaginare; în (11) 4 rădăcini reale; în (III) 2 rădăcini reale; 
pe parabola generalizată 4 rădăcini reale (una dublă); pe axa 

aa 2 rădăcini duble reale distincte cu excepţia originei O 
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unde avem o rădăcină cuadruplă nulă. 21. Punând m=L 
problema revine la discutarea rădăcinilor ecuaţiunii: 
P(7)=6at—8a5—322-+-6z—m=0, Şirul lui Rolle este: tatea bei) [mr [ja 
e(-F 1) =1—m, s (+ 00)=-+-oo. Rezultatul discuţiunii repre- 

19 . zentat pe axa 77. arată: pentru mg patru rădăcini 
AIR 19 imaginare; pentru — g <n<l, două rădăcini reale; pentru 

1<n<, patru rădăcini reale; m> =, două rădăcini. 

  

reale. Pentru m=— E o rădăcină dublă d=a=— şi 

su= 2242, m=+1 patru rădăcini reale: z= an 1, 

T34= =22 h9, pentru m=%, patru rădăcini reale: 

== pi 3, = 2 Pentru reprezentarea în planul 

axelor Oa, Ob, observăm că regiunile planului sunt separate 
de parabolele: a2—b=0; 13a2—85=0 şi 19a*-+-85==0 pe . b 
care le obţinem înlocuind în şirul lui Rolle pe m prin aa: ete. 
22. Se reduce la discuţia rădăcinilor ecuaţiunii: q(2)=1625— 

. . - 5 L] 

20z:-+-5z—m==0, unde m=(2) - Rădăcinile derivatei sunt 

z= +26 + Vo0= + 0V5x 1); deci şirul lui Rolle este 
„următorul: ș(—o0)=—oo, e(z.)=1—m, ?(22)= —(14+m), 
9(23)=1—m, ?(z)=—(1-+m), 9(-Foo):= + oo, iar rezu- 
matul discuţiunii este: | . 

  

. 
| ?n i | - i 

una răd. reală —1 cinci răd. reale -+ 

3 
>S 
= 

Lit 

=
 

3 răd. reale 

ră
d 

du
bl
ă 

du
bl
ă 
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Pentru : reprezentarea în planul p0q înlocuim 72 prin (2) . 

23. Punând msi problema revine la discuţiunea ecua- 

ţiunii (27) = 3at-4- 425—12 z?-+- m=0. Dacă mO0, două 

rădăcini reale; dacă 0<m 5, patru rădăcini reale; dacă 

5<m 39, două rădăcini reale; dacă m>>382 nici o rădă- 

cină reală. Dacă m=0, patru rădăcini reale (o rădăcină dublă); 

dacă m=5, patru rădăcini reale (o rădăcină dublă): dacă 

m=32; două rădăcini reale! egale. Pentru' reprezentarea re- 

zultatului în planul pOg, înlocuim pe 72 în şirul lui Rolle 

prin valoarea lui, etc. 24; Dacă p=0 ecuaţia se reduce la 

o ecuaţie binoamă de grad impar, deci o singură rădăcină 

reală. Dacă presupunem pCO0, punând m= > ecuațiu- 

nea se aduce la următoarea: p(ar=z5t5at-5at-m=0 

pentru care șirul lui Rolle este: ș(—o00)=—o, ?(-+oo)=-+o, 

, , 2 
deci o singură rădăcină reală. Dacă p>0, punând ma 

pp 

chestiunea revine la discuţiunea ecuaţiunii &(2)= 5 — 5 a5-t- 

5a-t+m=0, pentru care şirul lui Rolle este: $(—o00)= —oo, 

p(r)= mt? ș(z2)=m—2, elas)=mţd, e(z)=m—2, 

  g(-k+-oo)=-t- oo, unde: z=z| az = 10V5+1) așezate 

în şir crescător. Dacă m <—2 sau m>>4-2, ecuaţiunea are o 

singură rădăcină reală; dacă —9<m-+2, ecuaţiunea are 

cinci rădăcini reale; dacă m?—4=—=0 ecuaţiunea are cinci 

rădăcini reale (două rădăcini fiind duble). Din condiţiunea 

p>0; m-k2<0 rezultă a-+-p*Vp<0 Ex 7—p2Vp<0 sk 

q—p%>0; p>0 asemenea p>0; m—2>0 devine q*—p*>0, 

p5>0; deci, dacă p>0, q2—p%2>0 o singură rădăcină reală; 

asemenea din p>0, —2<m<++2 deducem, că dacă 

p>0 şi q2—p'<0 ecuaţiunea are cinci rădăcini reale. 

25. Insemnând cu a distanţa dela centrul cercului la coarda 

paralelă cu tangenta fixă, ecuaţiunea problemei este: 
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Az)=(R +2) (R—2)9—44=0. Formând șirul lui Rolle: 

FB), f(— PTR, FCFR)=—1; deci pro- 
blema are două soluțiuni în cazul când. 27 R* —1644+>0, 

care se contopesc în una egală cu -—A când 27 R:—161;t=0; 

şi nici o soluţiune dacă 27 Rt—164<0. 26. Condiţia revine 
a scrie că ecuaţiunea derivată, adică o ecuaţiune. de forma 
zi-Fpa?-tpoa-tps=0, are o singură rădăcină reală, dar 
rădăcinile acestei ecuaţiuni sunt reale în același timp cu ale 

transformatei obținute prin. transformarea z=y— A adică a 

unei ecuaţiuni de forma 9(9)=9-+py-t+q=0, Condiţiunea 
pentru ca aceasta să aibă o singură rădăcină reală este: 3. a | . , 

. pi >0. Inlocuind pe p și q cu valorile lor, se-obţine 

condiţiunea cerută. (G. M.1V.). 27. Avem fi) =A(a—a)'-ro(2), 
unde Ş(2) este de gradul n—p+1 (G.M. XXI). +, fh-P(a)= 
Aon(n—1)...(n—p+1) (2 —ah-z, deci fh-2(2)=0 are o 
singură rădăcină reală +* f0'-2-0(2)==0 are cel mult două 
rădăcini reale;...; f(n-P-ntPti)(2)==0 are cel mult (n—p) ră- 
dăcini reale, deci f(2)==0 are cel mult (n—p-+1) rădăcini 
reale, deci cel puţin n—(n—p+k1)=p—1 rădăcini imagi- 
nare dacă p este împar, și cel puţin p rădăcini imaginare 
dacă p este par. 28. Fie f(z) Ana -tAnoaa ia... 
Apa 2PH--A paP-bAp-i a-l Apo ab? Qp-3(2)=0 (1) 
?p-3(2) fiind un polinom de gradul (p—3). Derivând suc- 
cesiv ecuaţiunea de (p—2) ori, împărțind cu (p—29)! şi 

e 1 , 
făcând transformata în 2 avem însemnând ?n—p—(2) poli- 

nomul de gradul (2—p—1): g (2) =2 Ap apt? 4 
9 (p — 1)Ap— apti 2 (p—1) Ap a" ?+ Pn-p=i (2) =0 (2). 
Derivând iarăși succesiv de (1—p) ori și simplificând cu 
(n —p)!,' avem ecuaţiunea: Y(2)=(n—p4+2) (n—p4+1) 
Apa a2+-2(p—1) (n—p+k1) Apa 2+ p(p —1) Ap=0 (3). 
Dacă ecuaţiunea dela care am plecat are toate rădăcinile 
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reale, toate derivatele sale: succesive au toate rădăcinile. lor 

A 1. 
reale, deci și transformatele lor în 7 Și ca urmare toate de- 

rivatele succesive ale lor au toate rădăcinile reale. Formând 

realizantul ecuaţiunii (3) avem: RE(p—1k(n2—p+i) 
Ap —(p —1)p(n—p-4-2)(n—p1) Ap Ap, sau suprimând 

factorii pozitivi, avem: 

  

—p2 Apa _p 
REAz— n—pki pi Apr (4). 

Dacă coeficienţii celor trei termeni consecutivi Ap, Ap—1, Ap—2 

  

  

satisfac relaţiunii: A ma P i Ap Ap-20, (5) oricare ar fi 

— | 1 
2, avem: RSA P 1 Ap Apa pF Ap Ap-2<0, 

deoarece din cauza condiţiunii puse (4), și Ap Ap-1>0. Așadar, . 
subt această condiţiune ecuaţiunea (3) are rădăcinile sale 

imaginare, prin urmare şirurile lui Rolle ale derivatelor suc- 

cesive, considerate în ordine inversă, sunt incomplecte şi 

asemenea al funcţiunii $(2), deci ?(2)=—=0 nu: poate avea 

toate rădăcinile reale; și ca urmare nici transformata ei în 
1 aaa a 
— nu poate avea toate rădăcinile reale. Așadar, una din de- 
z , , 

rivatele lui f(z), având rădăcini imaginare, ea nu poate avea: 

toate rădăcinile reale. In cazul particular p=2, relaţiunea 
devine relaţiunea dată în enunţ: A?—2Ao A2<0 (5'), iar 

. — n . , 
realizantul Ri Ai— ZI 2 Ao As. Aceeaşi expresiune are   

realizantul R. când p=, deci proprietatea enunțată pentru 

ultimii trei coeficienţi se transpune pentru primii trei, ceeace 

rezultă din transformarea (?). 29. Ecuaţiunea f(2)=0 

având toate rădăcinile reale, ecuaţiunea Şi (2)af (2) =0 are 

aceeași proprietate, deci după teorema lui Rolle, ecuaţiunea 

9, (2)=flo-k-azf'(2)=0 are toate rădăcinile reale; ecua- 

“ţiunea Qa (2) a? f(2)==0 având toate rădăcinile reale, toate 
derivatele ei au rădăcinile reale, deci în particular: fs (2)= 
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2 flz)-+4af'(0)+f'(2)==0 are toate rădăcinile reale; ecua- 
ţiunea 93 (2) 2" f(2)=0, având toate rădăcinile reale, deri- 
vata a treia a ci $'s(2) E 6f(a)--I8zf'(2) + 922f"(2)-+ 
zf'(2)==0 are aceeași proprietate, ete. 30. Fie 1 și :L două 
numere, care limitează intervalul în care sunt cuprinse cele 
n rădăcini reale ale ecuaţiunii f(2)==0 de gradul n. Ecua- 
fiunea ?(2)=e2 /(2)=0, are aceleași rădăcini toate reale în 
intervalul (7, L); dcei q(z) fiind o funcţiune continuă în acest 
interval, ecuațiunea derivată a ei are deasemenea toate ră- 
dăcinile reale, având (n—1) din aceste rădăcini după teorema 
lui Jlolle în intervalele determinate de rădăcinile reale ale 
ecuaţiei %(2)=—0, dar e? nu se anulează, deci ccuaţiunea 
f'(a)-haf(z)=0 de gradul n având (n—1) rădăcini reale, 
are și pe a na rădăcină asemenea reală. Alfă soluție. Fie 
Pi (2) a f(2)-+f'(2)==0. Se observă că având flz)=0 sa 
Pi (zi) afla) +f'(a)=f'(2); deci șirul lui Roile al ecua- 
ţiunii &(2)==0 este următorul: &(—c0), f'(a.), fizai..., 
Fan), pi(eo)=-t-eo, Dar f(7)=(2—0)(2— a) ..(2— a), 
iar rădăcinile lui f'(2)=0, după teorema-lui Rolle, fiind toate 
reale şirul f'(z), £'(223),...F'(2n) prezintă (n—1) variaţiuni de 
semne. Să presupunem acum: n1=9p. In acest caz 
P(—o0)=-too; iar f'(2)= (22 — 20) (zi — 25)... (2: — 22)<0, 
deci șirul lui Rolle al ecuaţiunii 1 (2)==0; prezentând: n va= 

” Tiaţiuni de semne, are 2 rădăcini reale, adică toate rădăcinile 
reale. Dacă n=2p-ţ-1, q(—c0)=—cx, iar f (0) = (ar — ze)... 
(2. —2n)>0, deci acelaș rezultat. In cazul când a<0, se mută 
rădăcina a n* în intervalul (2, -F-oo). 31. Să însemnăm rădăci- 

nile reale ale ecuaţiunii a doua cu: —as, —az, —a3,...—an si 

să considerăm ecuațiunile următoare: ?(2)=/f(2):ra, f'(2)=0; 

P(2)E qu(2)-k a 9(2)=0; 93 (2) da (2)-bas02(1=0;..; 
9p(25)=9pa(2)-rap'p-a (7); pa (2)= 9o(7)-rapta79(2);... Pa(2)= 
On (2) an P'n-a(2)== 0. Calculând avem:: 2 (2) f(2) + 

| 3 3 , Sai P-ta a =0; (22 flat Ja fa) asa "a 
aQ203=0;. admitând forma ecuaţiunii adevărată pentru 
Pp(2)==0, deducem că ea este adevărată și pentru 9pri(2)=0, | 
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deci din aproape în aproape deducem că ecuaţiunea consi- 

derată este tocmai ecuaţiunea ?n(2)==0. Având deci în vedere 

problema precedentă, rezultă din aproape în aproape că 

n (2)==0 are toate rădăcinile reale. 92. Fie f(2)= Ava" + 

A al FA, 2 Ap a? Fest Ana? -FAn—2-FAn=0 

cu rădăcinile reale z:3£0 și de același semn. Să presupunem 

zi 50, de exemplu. Calculând pe ?(2)=/f(2)—zf'(0)-k+a2f'(2)=0, 
avem ecuaţiunea: P(2)=(n—1Aoa"-t(n — 2) Asti... 

+(n—p —1) Ap 22... Ano? An=0, deci prezintă 
o lacună între doi termeni de același semn (An-2 şi An sunt 

de același semn având în vedere relațiunile lui Nezclon, sau 

consecinţa teoremii lui Descartes) și ca urmare ?(2)=0 are 
cel puţin două rădăcini imaginare. Ecuaţiunea Și (2)=zf(2)— 

f(a)=0 are (1—1) rădăcini reale cuprinse în intervalele 

(2, 22); (22, 25);...5 (n-a, n); căci şirul f'(azu), f'(za),.... f (ez) 
prezintând (n—1) variaţii de semne, iar f' (21) =Ao (ars — 2)... 

(2. —2n) având semnul lui (—1)” 1A., semnele șirului și (ai), 

Pa (2%2),..., 9. (2) sunt date de semnele șirului : (— 1 A, 

(—1) Aspsoep (— 122 Ag,...,(— 1252 Ao care prezintă (n—1) 

variațiuni, deci 9 (2)=0, are n—1 rădăcini reale az, cs... 

2» și ultima rădăcină 2 deci tot reală. Insă %(0).(2) = 

+ Ao An >0, deci 2, este negativă. Fie acum ş(2)=z9,(2)— 
%(2)==0. Având: q(z)=z:0(') şi cum șirul 91 (21),... 
4 (2'n) prezintă (2—1) variaţiuni de semne, deci șirul q(a,), 

q(2'2),...9(2) din cauză că z1<0 are numai (n—2) varia- 

ţiuni de semne, ete. 33. Polinomul dat având rădăcinile Q 
și 1 multiple de ordinul 2, prima derivată are rădăcinile 0 

şi 1-multiple de ordinul (2—1), deci (221—2) rădăcini reale, 
a(2n—1) rădăcină reală, a cuprinsă între rădăcinile 0 şi 1 

ale polinomului dat; derivata a doua are rădăcinile 0 şi 1 ale 

precedentei multiple de ordinul (n—2) şi încă două rădăcini 

reale cuprinse: între rădăcinile precedentei 0<a4'<a, și 

a, <%<1, deci în total 2(n—2)-+2=2n—? rădăcini reale, 
adică toate rădăcinile reale. Dacă am arătat că derivata de 

ordinul p, are rădăcinile 0 și 1 multiple de ordinul (n2—p) şi 
celelalte rădăcini %p,1, p2,+++%p,p cuprinse în intervalele deter- 
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minate între 0 și 1 determinate de rădăcinile precedentei, re- 
zultă prin procedeul de mai sus că derivata de ordinul pt-i 
are în primul rând rădăcinile 0 şi 1 multiple de ordinul 
(1—p—1), iar celelalte (p-+-1) rădăcini reale: cuprinse în 
intervalele (0, 47,4); (pa, p2)...(p,p—1 pp), (pp 1); rezultă 
de aci proprietatea enunțată. Pentru a doua ecuațiune pro- 

y—1l 
  cedeu analog. . 34. Făcând transformarea z= > ecua- 

țiunea dată devine: (7 —1)"+-(Ci)y (y— ay (02) 21 

(902-013 2 ryo, și 
problema revine la cea precedentă. 35. Observăm că luând 

funcțiunea 4 (2) = a 9 (2) avem: 91 (2) = a [9 (2)— 

Let] =—2f(a) Ta, ete. 36. Intrun interval finit nu- 

mărul rădăcinilor reale ale ecuaţiunii Fn(2)==0 este acelaş ca 
al ecuaţiunii $ (2)= e"2F„(2)=0; dar 9'(2)= [em Fu(a)'= 
mar e”?; deci şirul lui Rolle nu poate prezenta decât cel 
mult două. variaţiuni de semn. 37. Observând că ecuaţiunea 
etza"=0 are toate rădăcinile sale reale şi că prin urmare 
ecuațiunea obţinută din aceasta derivând succesiv de 2 ori, 
adică [e2z"]'=—0, are toate rădăcinile reale, rezultă că ecua- 
tiunea a"-t- Ca An z-2-4- Ca Ana 2-ţ-...-F 0% A1=0 (1) are 
toate rădăcinile sale reale. Considerând acum ecuaţiunea cu 
rădăcini reale f(2)=0 şi ecuaţiunea (1) și aplicând proprie- 
tatea demonstrată la (31), rezultă proprietatea enunțată. 
38.. Funcțiunea f(z)=sin?z-+ cossz—a fiind periodică de 
perioadă 27%, este de ajuns să discutăm ecuațiunea dată în 
intervalul (0, 23). „Şirul lui Rolle pentru acest interval este 

vrmktorul: PO)=( —a), 7(5)=(02—); r(3) = (1—a), 

ja pe 5-1 3) 
—(1-+ka), 12) =—a Fez)=1—a, de unde rezultă că 

, 
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je sau IE caci; 

ră ră 
două rădăcini reale dacă —z <a<0 sau 0<a <Z ; nici 

avem patra rădăcini reale dacă —1 <a<— 

o rădăcină reală dacă a-i sau a>+i. 39, Dand în 

factor în primul membru pe X—17£0 și punând k=p, 
avem să studiem. natura rădăcinilor ecuaţiunii: f(z) = p229— 

p 22—z<ţ-1=0, unde p este un număr pozitiv mai mic ca unu. 

Formând şirul lui Rolle, avem: f(—o)= —c; r(- 3) — 

_a i — . a kI>0; ri 1J= 1 — a <0, Pero)= e deci ecua- 

țiunea admite trei rădăcini reale. Observând în plus. că: 

ri) 2co; roza; ret D<o; 
(E) =ari>o, rezultă că rădăcinile reale se găsesc în 

intervalele restrânse: 4 A); (0, +1); fe 2) Pentru 

a obține ecuațiunea biponbumetriee este suficient să facem în 

ecuaţiunea dată a= si? ca so căpătăm; deci rădăcinile 

ecuaţiei trigonometrice sunt date de sin?20==a, unde a este 

rădăcina pozitivă cuprinsă în intervalul (0, +: ete, 

XAYI. |. Polinoarmele lui Sturm sunt: X 209_9a934a; 
N =a—2a—1 ; X= 4z—a-Fl; ; X3 = — a2-1-1024+7. 

Dacă a<5—4Y2: sau a>5-+4Y2 ecuațiunea are o singură 

rădăcină reală; dacă 5—4Vacac<5-t+4Ya ecuaţiunea are 

trei rădăcini reale. In cazul când a=5—4V2 sau a=5-F4Va 

ecuaţiunea are o rădăcină dublă. 2. Polinoamele lui Sturm 
formează şirul X=at—a--2p2—5; Xi=2a—z+l; 

Xe =a2-—3z4+10, X2 păstrând constant semnul plus. Când . 

trecem dela —co la <+-oo, şirul pierde două variaţiuni, deci 
numai două rădăcini reale și cum trecând dela —c la 0 

pierde o variațiune, ecuaţiunea are o rădăcină negativă și 
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una pozitivă. 3. Şirul polinoamelor lui Str este următorul: 
N a5—5 23+1022—2; Îi — 32144; Xa Sa —3a241; 
Xs=—2a2—a-1; XE — 321; X, 4. Cana trecem 
dela —o la -+oo, şirul pierde irc; variațiuni și cum când 
trecem dela —oo la 04-e şirul pierde doua variațiuni ecua- 
țiunea are două rădăcini negative, cealaltă fiind pozitivă în 
intervalele (—7, —1); (—1, 0); (0, +1). 4, Şirul polinoa- 
melor lui Sturm. este următorul: N 04- 3-4 Ga 
122 —18; Na E 75 29922422; No —ai-t9z—4p? 
— 102-4+-18; Xs = —z'-+-1022—19: X.==8422—92—170; 
X5==9267 2—9402; Xe=-+-12, care prezintă pentru z=o 
patru variaţiuni, pentru z=0 trei variațiuni şi pentru z=-too 
două variaţiuni; deci ecuațiunea are două rădăcini reale:- 
una negativă și una pozitivă. 5. Şirul polinoamelor lui Sturm 
este următorul: Na+ 5 zi —9022—192—9; NS! 
2025—402—19; No 20 z*-+-60224+-36z—9; X3 96224 
1872-+-67; X;=43651z24+54571; N, 12, care prezintă 
pentru z= —c0 cinci variaţiuni, pentru z=0 o variaţiune și 
pentru z=-too 'numai permanențe, deci ecuaţiunea are cinci 
rădăcini reale dintre care patru negative şi una pozitivă... 
6. Şirul polinoamelor lui Sturm fiind: XS pag; 

8 

N E9at-p; X+=—8pa—9q; x [(2)+ (2) | de- 
ducem că, dacă p>0 şirul pierde o variaţie când trecem dela 
a=—c0 la z=-too deci o rădăcină reală; dacă p<0 și 
A3<0 asemenea o rădăcină reală; dacă p<0 și As>0 trei 
rădăcini reale; în rezumat, dacă Xs<0 o rădăcină reală; 
dacă Xs>0 trei rădăcini reale. 7. Șirul polinoamelor lui, 
Sturm fiind: XE tipa; X= On-ki)antp 

  

| 

p n 2n N = —2npz—(2n4-1)q; x == (32) + (54) | 
urmează că, dacă Xs<0 ecuația are o singură rădăcină reală; 
dacă Xs5>0, ecuaţiunea are trei rădăcini reale. 8. Sirul po- 
linvamielor lui Sturm fiind: XEa'tpa-tg; A =322+2px; 
N2=—2p'z—9q; Xs=—[4p*q9-+27q2], deducem că, dacă 
Îs<0 ecuaţia are o singură rădăcină reală, dacă Xs>0 
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ecuaţia are trei rădăcini reale, 9. Șirul lui Sturm fiind: 

NSa5— 5pat5p?z-2q; XA Eat — 3pat-t-p?; X pa: 

—9pz—q; XsSptat—qz—p*; XS(p5— 2); Xs=+p 

și p>0, deducem că ecuaţia are cinci rădăcini reale dacă |. 

p5—q25>0 şi numai o rădăcină reală dacă p5—q2<0. Ea are 

rădăcini multiple pentru p5—q2—0. 10. Dacă presupunem 

O0<a<1, şirul polinoamelor lui Sturm este. limitat la poli- 

noamele: XEai—9a5t92aa—a; N? pi — 3-a; 

N, Sa2—9aax-a>0; când trecem dela z=—* la z=4+o 

el pierde două variaţiuni deci ecuaţiunea are două rădăcini 

reale. In cazul când &<0 sau &>i, șirul polinoamelor lui 

Sturm este următorul: XE zt—92a5+2az—a; N =9a— 

92-a, Xe a —2aa-ţa, No —da41; X=—l; el 

pierde când trecem dela z=—% la z=--o două variațiuni, 

deci ecuaţiunea are două rădăcini reale și în acest caz. Dacă 

x==0 sau 41, ecuaţiunea are rădăcini multiple. 11. Șirul 

polinoamelor lul Sturm este următorul: Xz5 +bazt+d; 

N, zi da; N 4? 25—5a2; Xs= —b(5z24-4a); 

X,=312505-+25b6a5. Dacă bX, <0 şirul pierde 3 variaţiuni 

când trecem dela z=—c la z=-t+oeo, deci ecuuţiunea are 

trei rădăcini reale în acest caz; dacă bX,>0 şirul pierde o 

singură variațiune când trecem dela z=—c0 la z=-+o, 

deci ecuaţiunea are o singură rădăcină reală. În rezumat ecua- 

ţiunea are ana sau trei rădăcini reale, după cum: (312554 

256a5)20. 20. Şirul lui Rolle este: fl—o); 7(0)=b 

/(- 9 = o56a5-4-3125) fUke) pentru a<0, sau f(—c), 

r(- 42), F(0), f(d-e) pentru 4>0. Se regăsește rezultatul 

obținut cu ajutorul şirului lui Sturm. 12. Şirul polinoamelor : 

lui Sturm este următorul: Xa — 6 VF p* a? — 40 Bz — 

3(a2--f9); XS Sai 3V 2 Biz—10B; XV pe + 
10B-H(a2-+f2); Xllee-HEVEFE— 25 Bla; x 
(a2-+ 82), Dacă (02-+-B2)Va2+- 62 —256:>0 şirul este limitat 

la primele trei polinoame şi când trecem dela z=—c la 
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-+- o, el pierde două variațiuni, deci ccuaţia are! două rădă- 
-cini reale; dacă (22-42) Va? F-B:—25fp2<0, deasemenea șirul complect pierde două variaţiuni când trecem dela 2=—c la „p=-too; deci şi în acest caz ecuaţia are rădăcini multiple. 13. Polinoamele lui Sturm fiina:;' XE at —6a:—4Bz4+3 (+3); XE —32—f; X,= cr z—-(a:4+ 3); Ns = — (a2-+-f2)z-+-B (224.4); Nu 00--3 atat B2 —Bt—16f2, “Curba X.==0 este simetrică în raport cu ambele axe de „coordonate; orice paralelă la una din axe o taie numai în -două puncte reale simetrice în raport cu cealaltă axă; ca se compune din două ramuri parabolice tangente în origină, cu tangenta dublă 8=0. Pentru un punct interior uneia din ra- murile parabolei [de aceeași parte de exemplu cu „punctul (0, 1)] polinomul X, este negativ: pentru un punct în regiunea -(11) cuprinsă între ramurile parabolice [de aceeași parte, de 
exemplu, cu punctul (1, 0)] polinomul N, este pozitiv. Când 
trecem dela z=—c Ja z=-Fo pentru un punct din re- 

-giunea (II) şirul pierde patru variaţii, deci ccuaţiunea are în 
acest caz patru rădăcini reale; pentru un punct din regiunea 
I (X,<0) şirul pierde 2 variațiuni, deci ecuaţiunea are două 
rădăcini reale. Dacă punctul este luat pe curba Xa ==0, ecua- “ “iunea are rădăcini multiple. 14. Luând ca necunoscute tan- -gentele jumătăţilor unghiurilor triunghiului și folosind relaţia SpA Bo în aleg Bi 3 19 19 =1, deducem din a 7 |cotg3 Feotg 2... adu- 

, A, B C_r, , , ale _ “nându-le relaţia: 473 i9 = tg 2 =zi apoi înmulţindu-le Ta = 2 

(2) spâ-2 dar abc=4pRr, deci sp aikti 

" „urmare ecuaţiunea problemii sste: pr5--(4R-kr)a-+pa—r=0, 
Această ecuaţiune trebue să aibă toate rădăcinile reale pozi- 
tive. Formând şirul polinoamelor lui Slurm, avemX pr — 
UR+r)arpa—r; NI pa—2AR+r)z+p; XsS(4R+r) 
—3p'l]z—2p(R—2r); Xs = —[p'— 2(0R2-H10Rr—r2)pt 
r(4R-+Fr)] Acest şir trebue să piardă trei variaţiuni când 
“trecem dela z=0 la z=-+oo; deci pentru 2=0 trebue să 

  

şi ca 
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-prezinte trei variaţiuni, ceeace se întâmplă dacă R>2r și 

Xs5>0, iar pentru z=-+-oo trebue să aibă numai permanenţe, 

ceeace are loc dacă (4R-+rP—3p2>0 şi Xs>0. Dacă 

R>>2r ecuaţiunea Xs= 0 în p? are rădăcini reale distincte 

ambele pozitive: p? <p2; iar valoarea (Rr) este în afară 

de intervalul rădăcinilor, deci este de ajuns să luăm p2<p<pi, 

"pentru ca problema să fie posibilă. 15. Punând X=(24+04+ 

(n — îm se N, S(r-ki1-t(2—d)"1. Insemnăm în general 

Xp (a î-b(a—î)"2. Avem identitatea: N 225. — 

(2724 1) Xe cca Spa Se Xp— lar 1) Xp... Șirul polinoa- 

melor X, Si, Xapeecs X pie Xp Sp: m se bucură de pro- 

„_prietătile polinoamelor şirului lui Slurm : 19, Ultimul polinom 

Nm fiind o constantă diferită de zero, păstrează un semn 

constant; 2%. Două funcțiuni consecutive Xp, Xp nu se pot 

anula pentru aceeași valoare de z, căci în caz contrar proce- 

dând din aproape în aproape ar urma să avem Xm=0, contrar 

„primei proprietăţi; 8% Dacă Xp se anulează pentru o valoare 

de z, avem neapărat pri și Xp-1 de semne contrare; 

49, In cazul de faţă N. fiind chiar derivata lui X, a patra 

condiţiune este îndeplinită. Pentru z= —<o şirul de mai sus : 

prezintă numai variaţiuni, iar pentru z=-eo numai perma- 

nenţe, deci ecuaţiunea X=—0, are toate rădăcinile reale. 

16. Insemnând cu ZX (0 Vz221) + (a— Vaz şi de- 

rivând succesiv de două ori această identitate obţinem rela- 

țiunea de recurenţă: m Xa (a2— 103, XI, X” fiind 

prima şi a doua derivată a lui X în raport cu z. Insemnând 

cu N'? derivata de ordinul p a lui X în raport cu z, avem 

mai general relaţiunea de recurenţă prin procedeul inducției 

complect: (m2—p2) SP==(2p4-1) Xp (22—1)Xet2.(R). 

Şirul lui X, X, Na SO, XETD, XPt2,..., Xm se bucură 

de proprietăţile polinoamelor lui Sturm pentru —1<z<+1. 

10) Xm fiind derivata unui polinom de gradul m cu primul 

termen pozitiv, este o constantă pozitivă; 90) Două polinoame 

XP+D şi XPt2 consecutive nu se pot anula pentru aceeași 

valoare de z, căci în cazul contrar ar urma să avem Xn=0, 
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contrar primei proprietăţi; 30) Dacă XO+! se anulează pentru 
o valoare de z=zo0 cuprinsă între —1 şi +1, polinoamele 

.(n, . pr O 
.. ” N și XP? au semne contrare pentru z=ao; 40) X' fiind 

derivata polinomului X, a patra condiţiune este îndeplinită. 
Observăm apoi că șirul considerat, pentru z=—1 dă XP 
(m? —p2)=— pt) Xe, deci el prezintă numai varia= 
țiuni, dar pentru z=-+-1, prezintă numai permanenţe. Așadar, 
când trecem dela z=—1 ln z=-+1 şirul pierde 72 variaţiuni 
şi în consecinţă ecuaţia X==0, are m rădăcini reale în inter- 
valul (—1, 4-1), 17. Insemnăm cu X, primul membru al 
ecuaţiunii date. Intre polinoamele X, avem relaţia de recu- 

„ —2n—l - n— renţă: N 7 (2-1) Nm — 7 

noamele În se bucură de proprietăţile polinoamelor lui Sturm: 

1 (z—1% Xu-0. Poli- 

    

10, Xo=+1740; 2. Două polinoame consecutive nu se anu-: 
lează pentru o valoare de z, căci în caz coutrar din aproape 
în aproape ar urma că Xe să fie nul; 30, Dacă Xp se anu- 
lează pentru o valoare de z, Xpti și Xp sunt de semne 
contrarii pentru acea valoare; 4%, Având relațiunea: 

- - da ap Nk (2—1) Na =, și observând că dacă X, se anu- n 
lează pentru za, zo nu este pozitiv, deducem că Xn-—1 și x 
sunt de acelaşi semn pentru orice valoare care anulează pe X». 
Dar şirul polinoamelor: Na, Ani, Nn=0, ss Xa, No pentru 
z=—s0 prezintă numai variaţiuni, iar pentru z=-F oo numai 
permanenţe, deci ecuaţiunea are toate rădăcinile reale. 18. Ob- 
servând că b este cuprins în intervalul (—2, +2), deci că 
—(02—4)>>0, şirul polinoamelor lui Sfarm este următorul : 
XE — 7991495 —7y—d; N Ep —5yt-6p—1; 
„Xa = 29p5—89p'4+-6ykd; N 2pi6p-oy+a; N 29p+ 
by —4y—b; N =y"—1; Xe Ey; Xi=+F1. Pentru y=—2 
șirul prezintă numai variațiuni; pentru y=-+2 șirul" prezintă 
numai permanențe, deci ecuaţiunea în Y având toate rădăci- 
nile reale şi cuprinse între —2, +2, ecuaţia în z are toate 
rădăcinile reale cuprinse în intervalul (—1,-F1). Dacă b=-—2 
sau b=-+P2 ecuajia are rădăcini multiple. 19. In condiţiu- 
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nile puse, şirul. Ps Pi+4,...; Pn se bucură de toate “proprietăţile 

șirului lui Sturm al ecuaţiunii P;=0, deci îl putem substitui 

șirului lui Sturm și cum ecuaţiunea P:==0 are 2 rădăcini 

imaginare, acest şir pierde când trecem dela z=—c0 la 

z=-t+oo cu 2]: variaţiuni mai puţin decât numărul interva- 

lelor, deci. şirul lui Sturnz corespunzător ecuaţiunii P=0 

când trecem dela z=—00 la z=-t+o0 pierde un număr de 

_variațiuni mai mic decât m cu cel puţin 24. 20. Punând 

pe? şi Pal)=ec?y0, observăm că având y=—2ayi 

y'=—92azy—2y; şi din aproape în aproape dacă .yP= 
—2zy0-b—2(p—1) pp(p0) ek A ppt — dog —9 pyP—0, deci 

relaţia fiind adevărată pentru 2==2, este adevărată pentru 2; 

pn == — 9aopf0D — 2nyj02 sau et —9 et? jr 

onet2?yjn-2 ceace e tot una cu Pn(2)2—2Pr-i(2)—2n Pn-2() 

(1). Din relaţiunea (1) deducem că șirul polinoamelor: Pn(2); 

— Pra); Pn-2(2); — Pn-s(7);...; * Pa (2); E Po se bucură 

de proprietăţile polinoamelor lui Sturm corespunzătoare 

ecuaţiunii: Pa()=0, 10, Po=+13£70; 20. Dacă Pr(2) se 

anulează pentru o valoare de z, polinoamele din şirul de mai 

sus care îl cuprind sunt de semne contrare; 3%. Două poli- 

noame consecutive ale șirului nu pot fi nule pentru acecași 

valoare de a, căci ar urma ca Po să fie nul, contrar lui 10. 

In fine pentru a patra proprietate (esenţială) observăm că 

având: pe 2Pa() si y"tb(a)=02 [P'(z)—2z Pal), 

deci din e?gntD= e? (—22)—2ne?y0D sau Pu(2)— 

22 Pu (2) = —92 Pn(2)—2n Pn-a(2), deci pentru o valoare de 

z pentru care:se anulează Pa(2), Pn(2) şi [— Pn—(2)] sunt 

de acelaşi semn. Fie că 2 este par sau impar pentru z=— 

șirul are numai variațiuni, iar pentru z=-tk-oo numai per- 

manenţe. 2l. Polinoamele P+(2), Pra (a)... Pi (2), P=+l 

formează un şir care se bucură de proprietăţile polinoamelor 

lui Sturm. 19 Avem P=-+13£0; 2% Două polinoame con- 

secutive P:(2), Pr+(a) nu pot să se anuleze pentru aceeași 

valoare a lui z,.. căci relația de recurenţă arată din aproape 

în aproape că în caz contrar toate polinoamele până. la 

Po=-+1 să se. anuleze- pentru acea valoare; 30, Dacă unul 
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din “polinoame Pr(a) se anulează pentru o valoare a lui , 
polinoamele între care este cuprins: Pru() și Pr-(2) sunt, 
de semne contrare pentru acea valoare. Pentru a demonstra: 
că polinoamele date se bucură de a patra proprietate (esen-. 
ţială) a polinoamelor lui Sturm; cu ajutorul primelor poli- 
noame determinăm o relaţie de forma: (1—z2)P'„(a2)-knzP(2) 
—u Pn-1(2)2=0 şi erătăm că ca este generală arătând că fiind 
adevărată până la polinomul. de indice n, ea este adevărată 
şi când schimbăm pe n în (12-+-1). Dar această din urmă. 
relaţie arată că, dacă P1(2) se anulează pentru o valoare cu- 
prinsă între —1 şi +1, Pr-u(2) Și P'„(2) au acelaș semn 
pentru acea valoare. Dealtă parte, din aceeaşi relație rezultă 
că pentru z=—1 două polinoame consecutive sunt de semne 
contrarii; pe când, pentru z==-+-1, ele sunt. de acelaș semn. 
Deci pentru z=—1 şirul care înlocuește șirul lui Star. 
prezintă numai variațiuni, pe când pentru z=--1, numai 
permanenţe, deci șirul fiind complect toate rădăcinile lui: 
Pn(2)=0 sunt reale cuprinse în acest interval (—1, +1). 
22. Avem P.=1; P.(2Zz; Ps (2) =a2—2; Ps(2)=a'1—3a; 

i 1 P, (7) ai — 42242 şi în general punând: Po a = 

Pau (2): deducem înmulţind cu ya relaţia de recurenţă: 

Pan (2) — a Pr (+ Pn—2(2) 20 (0). Polinoamele P, (2); 
Pn-1 (2); Pn-2(2);..., P. (2); Po se bucură de toate proprie= 
tăţile polinoamelor lui Sfarm, care le permit a. înlocui şirul: 
lui Sfara: 19, Avem P=+1740; 2% Două polinoame con-. 
secutive nu se pot anula pentru aceeaşi valoare a lui z, căci 
contrar relaţia (1) atrage că toate polinoamele succesive până 
la Po trebue să fie nule pentru aceeași valoare,. o imposibi- 

" litate; 90, Dacă P+(2) se anulează pentru o valoare a lui z, 
polinoamele Paţi(2) şi Pr-(z) care-l cuprind sunt de semne 
contrarii pentru acea valoare. Pentru a arăta - că şi a patra 
proprietate: este adevărată, stabilim, potrivit: metodei din cazul. 
precedent, că avem relaţia: 

(4—a2) Pa(2)-ktnz Pn(2)—2n Pa-a(2) 20 (1); .
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deci, pentru o valoure de z cuprinsă în intervalul (—2, +2) 

care 'anulează pe Pn(2), polinoamele Pn- şi P„ sunt de 

acelaşi semn. Pentru =-+2, două. polinoame cunsecutive 

sunt de. același semn; pentru 3=—2 ele sunt de semne. 

contrare, etc. 

XXVII. 1. Se va serie a%(z—5)-t+a:(3x2—6z—200)+. 

(222 —152—100)2=0. Valorile cele mai mici întregi: ale lui 

z-eare fac parantezele pozitive sunt respectiv: 6, 10, 12. 

Deci limita superioară a rădăcinilor pozitive este 19. Dacă 

însă gruparea se face astfel: a3(zt—5a5—200)4- z(3zt— 

62z35—15)-+ (922*— 100) se găsește la fel limita superioară 8. 

2. Limita superioară a rădăcinilor pozitive este 3. Aflăm li- 

mita inferioară a rădăcinilor puzitive, căutând limita superi- 

oară a rădăcinilor pozitive în transformata ecuaţiei în 2 

adică în 25—322—2a4-1=0; această limită este 4. Deci 

limita inferioară a rădăcinilor pozitive este z Aflăm limita în- 

ferioară a rădăcinilor negative, căutând limita superioară a ră- 

dăcinilor pozitive pentru transformata în —z: 24-92 a2— 

3z—1==0; această limită este 2, deci limita inferioară a 

rădăcinilor negative, pentru ecuaţia dată este —2. In fine, 

. 1 : - . 
cu transformarea lui z în —- obținem o ecuație a cărei 

limită superioară a rădăcinilor pozitive este 1, deci limita 

superioară a rădăcinilor negative pentru ecuația dată este —1.: 

Intervalele cerute sunt: fi 3); (—1, —2). 3. F(2)>0 

pentru z=0, 7"(2)>0 şi f"(2)>>0 pentru z=1, £'(2)>0 

pentru z=2, iar A2>0 pentru z=3. Aceasta este limita 
căutată. 4. Cu metoda lui Nezlon găsim f('P(2)>>0 pentru 
z=1, £"(2)>0 şi FiY(2)>>0 pentru z=2, f'"(2)>>0 când 

z=3, f'(2)>0, f'(2)>>0 respectiv pentru z=4, z=5 și 

f(a)>>0 pentru z=6. Deci limita superioară a. rădăcinilor 

pozitive este z=—6, mai scăzută decât aceia aflată în primul 
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exemplu. Cu metoda lui Laguerre, trebue să formăm poli- 
noamele: fo(2)=1, fi(2)=z—5, fa(a)=a*—5z+3, fi(0)= 
2'—5224+3z2—6, fila) =at—5a+3x1—62—200, 1:(2)= 
z5—5ai-t3 z3—6 22—900 242, fa (2)= 20 —5 25 3at — 
6z5—20022-+2 2—15 şi fi(2)f(a) şi să căutăm valorile 
cele mai mici, întregi ale lui z care fac polinoamele fi;(:) 
pozitive. f.(2)>>0 pentru 2=6. Vom cerceta dacă a=G dă 
valori pozitive şi în celelalte polinoame, ceeace se întâmplă. 
Conchidem z==6 este limita superioară a rădăcinilor pozitive. 
5. Metoda lui Neaton dă 16 ca limită superioară a rădăci- 
nilor pozitive, iar metoda lui Laguerre dă 20. 6. După teo- 
rema lui Descartes, ecuaţia nu are rădăcini negative. Cu me- 
toda lui Neaton găsim limita superioară a rădăcinilor pozitive 
5. Rădăcinile intregi trebuind să fie divizori ai ultimului 
termen, 24 pot fi 1, 9, 3, 4. Verificarea arată că toate sunt, 
rădăcini. 7. Metodă analoagă; se caută însă şi limita infe- 
rioară a rădăcinilor negative. Rădăcinile sunt —6, —3, —2, 
2, 1. 8. Rădăcinile raţionale sunt —3, —2, 2, 4; rădăcinile 
iraționale sunt date de ecuația z2—az-+-1=0. 9. Rădăcinile 
întregi sunt 2, 3. Impărțind membrul I al ecuaţiei la (z—9) 
(r—3)=z*—5z-k6, găsim 6az2—13246, ale cărui rădăcini 

2.3 UR . . sunt 3 și 5 10. Rădăcini întregi nu sunt. Pentru a obţine 

rădăcinile fracţionare facem transformarea = d pentru a 
obţine o ccuaţiune cu coeficientul primului termen 1; 
4 —4195-4+94592—10584 y-+ 37044==0, ale cărei rădăcini 
intregi sunt: 6 și 14. Rădăcinile fracţionare ale ecuaţii pro- 

6 14 3 2 3 şi 37 sau 3 și 3 Îl. Rădăcini :—l, puse sunt 3 şi > sau 75 3 11. Rădăcinile sunt: —1 
153 

3, —> > z 12, (2—2) (3z-+-1) (2— Y2) (z-4+-Y2), 13. —a, 

2 ai. 14. Primul membru se serie z(a%-+-3 22 —4)-La 
(22-H42+4)=a(0+2)(0—1)-ka (z-F2P=(27F2P(a?—aa). 
15. a+1, I(at VEZ40). 16. a,a, (—2a + V4a2-—6). 
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17. Observăm că ultimul termen se descompune în factori 
astfel: (a-t-d) (a4+-52) (B2-+b—a). Rădăcinile întregi trebuesc 

căutate printre acești factori sau produsul, lor. Rădăcinile 

sunt: —(a-4-5), —(a4+b2), b-+b—a.. 18. Prin procedeul 

rădăcinii întregi se găsesc rădăcinile 2a, te și rădăcinile: 

duble + je (G. ML. II). 19. Se desvoltă și se giiseşte —a, 

—9 și ecuaţia zt(ati)rtakabti=0.(G.M. 1), 
20. Eliminând numitorul și punând zV3=y, obţinem ecuaţia” 
pe cu rădăcinile —1, —1, 2. Rădăcinile ecuaţiei date 

1 | 9 = MII 

sunt: -T3 —T Ti 21. Se va scrie = 

deci 3 —312—42+12=0. Rădăcinile sunt —2, 2, 3. 

22. Aflăm rădăcinile întregi și fracţionare ale membrului I, 

=1 
? 

1 
apoi descompunem în factori astfel: (z-4+-2) (2—3)a— 

(12-4+-1)5>0. a) Produsul primilor doi factori este pozitiv dacă 

zZL—2 sau z>2 Factorul al treilea trebue să fie dease- 

menea pozitiv, deci z>>1. Valorile lui z care satisfac toate 

condiţiile sunt z2>1. b) Produsul primilor doi factori este: 

negativ dacă —2<o<i 

menea trebue să fie negativ dă: z<1. „ecuaţia propusi 

» iar factorul al treilea care dease- 

este deci satisfăcută și pentru —2<a<7 23, a=—i 

este rădăcină a ecuaţiei dacă Sul. za adevăr avem: 

ii LU + praf (6—1)..(6— n) _ 

1 2! (21)! 

— CFO. (— 1 OH; dacă i=n-1, această 

expresie reprezintă suma coeficienţilor desvoltării lui (2—1):*1, 

deci este nulă; dacă 5Cn-+i1, suma primilor îti termeni! 

este nulă fiind suma coeficienţilor desvoltării lui (2—1), iar 

ceilalţi termeni ce urmează sunt nuli. Deci ecuaţia admite 
rădăcinile —1, —2,... —(n-+-1); acestea. sunt toate: rădăci- 
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nile, gradul ecuaţiei fiind n-ţ-1. 24, Se va pune z=yVa. 
Rezolvarea se reduce la rezolvarea ecuaţiei qy*-Fpy-kh=0. 
Analog se poate face transformarea și pentru ecuaţia : 
Apr Aa mia, 20-A PV Aziz =0, 
25. z reprezentând baza necunoscută, trebue să avem: 
3z5-+-4az'-k+5z-h2= 824. Trebue să aflăm rădăcina întreagă. 
şi pozitivă a acestei ecuaţii. Găsim z=6. 26. Numerele sunt 
z şi 2-4. Ecuația este: (2*-+-42) (2-4+4)==1386. O rădi- 
cină este z=7, alte rădăcini imaginare. 27. reprezentând 
timpul în ore, pe care Par pune prima fântână să umple 

1 1 

„papat 
5. | 

Par din bazin. Deci ecuaţia problemei este ar eat 

1 
pna 3 +] =1. 2=6. 28, Fie ABC triunghiul, înălţimea. 

  

: > - , E 1 singură bazinul, într'o oră sar umple =-+ 
z 

  

vârfului A, B' C” paralela dusă la distanţa z de BC, D şi E proee- 
țiile punctelor BC” pe BC. Avem: 22[BD+FEC+3DEJ=h? BC 
sau 222[BC-+2DE:]=72. BC. Dar din asemănarea triunghiurilor 

AB'C”, ABC conchidem: DE=BC ia e 429—Gha?+-h5=0 

ke _h(izYa) este ecuaţia problemei .*. I=a 2= —. 29. Dacă 
ecuaţia ar avea o rădăcină întreagă a, ar trebui să avem ; 
f(z)=(2—a)Q(2), deci 7(0)=—aQ40), FD=(U—a0Q(0). 
Q(0) şi Q(1) sunt numere întregi; rezultă că unul din nu- 
merele f(0), f(1) este sigur par. 30. In identitatea flo)= 
(z—a) Q(2) se înlocuește z succesiv cu d, b-+-1,...b-ta—1 

  

PA “= 

și se va observa că unul din numerele b—a, b—a-1, 
b—aţ2,...b—1 este divizibil cu a fiind a numere întregi 
consecutive. 3]. Presupunând z>1, primul membru al ecua- 
ţiei, E, este mai mare decât 2"2(AsFA, e: Ap)—N (amp 
amp 4...-+-1), deci decât 2"P(AoF A F:..Ap—N, 

  

m—p — 
. m—p 2. Rezultă E> za ârt ag) E 
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Luând At Ak i... + Ap—     , avem E>>0: dar 

N 

Acts. Ap 
32, Se notează cu 2 expresia dată, se ridică la cub şi se 
află 25—6u—40=0 .'. Espresiunea dată fiind rădăcină 

reală a ecuaţiei, rezultă z==4. 

aceasta se întâmplă dacă presupunem z>1+ 2 

XXVIII. 1. Ecuația are o singură rădăcină reală, cuprinsă 

intre 1,32 și 1,83. Aplicând, metodele de aproximaţie găsim 

1,99474. 2. Rădăcina este cuprinsă între 443 şi 44; 

£(4,3)=—0,093 şi [(4,4)=— 4,384 ceiace arată că rădăcina 

este mai aproape de 4,3; substituind 4,31 găsim -+-0,842991 ; 

aplicând metodele de aproximaţie găsim 4,30213. 3. Rădăcina 

pozitivă este cuprinsă între 2,4 şi 25; f(24)=—1, ID: 

F(2,5)=0,125, £(2,49)=—0,011751, găsim a =2,4908; 

dăcinile negative sunt cuprinse în intervalele (—1,0), (—2, E 

găsim a2= —0,64; apoi din ZF za Fr 23=0, 23=—1,55, 

4. 2,8330. 5. 9,6458.. 6. 9,8888; —9,7639; —0,1251. 

7. 1,76030. 8. 1,5185. 9. Ecuația devine 4*- 9c?z—4c%=0 

rădăcina este cuprinsă între 1,68 şi 1,69. 10. Ecuația este 
z3-+372z—2r5=0 .*. z=0,5960. 11. Ecuaţiunea este 
at —2 Ra354+Rt=0. O rădăcină este z=R, avem apoi ecuaţia 

a5— Ra? —R2z—R3=0 .. 2=—1,8393. 12. Ecuația probleme 

este z(z—1)=1 .î. P=1,7548. 13. Limita inferioară a 

rădăcinei negative este 0, deci nu avem rădăcini negative; 

pentru rădăcinile pozitive putem serie (7—1) (12 zi-+ba54-5a+ 

6z-+8)—2994==0, ceeace arată că avem o singură rădăcină 

mai mare ca 1; 3,141544. 14. In identitatea sin 3a= 3sina 

—4 sins a, se face sina=sin50=z, sin Ba= sin 160:=3; 

ecuaţia este 3z—40=2; se găsește a= sin 50%= 0,766. 

. AB=9VRi— zi, 00=E- Avem 2 VR:—a2 Fra 

sau iii î, 4at-b(a2—4R%)a?—0aR2 R'=0 

— 364 —



RĂSPUNSURI ȘI INDICAȚII CVUL, 16—20), 

este ecuaţia problemei. Când a=R, ecuația devine 4zi— 
3R222—2R3z+-R'=0 și admito rădăcina a=R. Când 

„a=2R, ecuaţia este 4at—4Rig-t-R'=0, £-= 0254. 
R 

16. Notăm r raza sferei şi z distanţa dintre cele două-plane. 

„23r(r—a)_ ala ar 
3 3 3" 

obținem ecuaţia y9—3y4-1==0. Avem o rădăcină cuprinsă 
intre 0 şi 1 și o rădăcină mai mare decât 1 care nu convine 

problemei .*. 4=0,3472. 17. Cu ajutorul teoremei lui Rolle, 

găsim că ecuaţia are o siogură rădăcină reală, pozitivă. Această 

Avem » Dacă notăm 4 p=5 

rădăcină este cuprinsă între 2 și 3, deci de forma ară 

Inlocuim această valoare în ecuaţie și făcând operaţiile, 

avem ecuația care dă valoarea întreagă şi pozitivă a lui y: 

y5—109?—6y—1=0. Rădăcina pozitivă a acestei ecuaţii 

„este cuprinsă între 10 și 11, deci de forma 10 £. Inlocuind, 

obţinem ecuaţia care dă pe a: 6125—-9442—202—1=0, 
Rădăcina pozitivă a acestei ecuaţii este :cuprinsă între 1 și 

2, deci de forma 1 u este dat de B4us-t95u2—99u 

2 21 23 44 
110 11 21 

până se obţin două reduse consecutive a căror diferenţă este mai 

mică decât 0,0001. 18. (1,1,3,2,1). 19. Ecuația are o singură 
rădăcină pozitivă, cum se vede cu teorema lui Hole. Se repetă 

1 1 5 
129 

—61=—=0,... Redusele sunt; Se continuă caleulul 

cele arătate în exerciţiul precedent. Redusele sunt > 

LC ete. 20. Rădăcinile derivatei sunt 7, şirul lui Rolle: 

poes)<0, (= V2)>o, r(V/3)<a, rereo)> o: Rosa 
are o rădăcină pozitivă mai mică decât [4 anume cuprinsă 
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17 ag 7. “între 1 şi VI și o rădăcină pozitivă cuprinsă între V? şi 2. 

Deci ambele rădăcini pozitive sunt cuprinse între 1 și 2. 
„Deoarece f/(1,5)<0, rădăcinile sunt cuprinse între 1 și 

, 2 31 . [8 1) a a y 1,5; 1,5 și 2 sau & 3) şi £, 3 Facem substituția => 

:şi obţinem ecuaţia 4*—28y+-56=0 având două rădăcini 
"pozitive cuprinse în intervalele (2, 3) și (3,4). Pentru deter- 
“minarea acestora se procedează ca în exerciţiile precedente. 
'2l. Avem: 2:5==0,0111-+0,004797 2?-4+-0,000826 z; neglijând 

“ultimii doi termeni obţinem 2'=V0,0111 ==0,4065, valoare 
“prea mică; înlocuind în membrul al doilea pe z cu valoarea 

5 apropiată ssită, 'obținem = V0,012228==0,41445, apoi 
1 

„Z =0,4147... Calculele se fac cu ajutorul logaritmilor, 

  

  

XXIA.: 1. Se ştie că pentru şirul 200, 2015 Mape... dinpeeee 
A" at0 Sti — Ca nt C2 an3—mee Fr (1 29 = (24—-1)”,. Deci 
„9 ao 5 (a —1)0 = 94 — 6.65 + 15.48 — 20.95 -+- 15.23 — 
-6.8-+-2=93. 2, Ai 2?=(24+-4)0—4(2+3)+6(2-ţ+2)p — 
-4(2F1)-kar; pentru p2=4, Ai t==94, pentru p=5, Ata5= 
19024+240. 3. Fiind dat şirul de diferenţe z0, Azto, A?argy... 
A" 0, an =atoţ Ci Azo-k C2 A? FA, găsim şirul : 

„1, 4,19, 39,... 4 Ag ssința--I—sinz= sing siu( 3-41) 

ÎN [7 h , (5 h . ) A?2y= = — =]— —-+at=l|= — Ay 2ain[sin (rul) sin z z :)] 2sin> 

sin (23-ta-ta2) ete. wy=(2 sin?) sin [atat] 

5 îny= _ta-tni)z-tn—9ntiz-+ (n 0). 
[z4+ (n— 1) pen [z+-(n —3) Jen [z4- (n—5) ue „ 

6. Notăm y=a5—7z4+7. Dacă h este creşterea dată lui z 
“(în cazul problemei 1=0,1), Ay= (3a2—7)n-+ 32 -4- 5, 
Ay ==6z2+6H5, Ay= 65. Observăm că A*y este constant 
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egal cu 0,006 pentru orice valoare dată lui &. Pentru z=1 
avem y(1)=1, Ay(1)=—0,369, 424(1)=0,066, 434(1)=0,006. 
Dar cum Ant y(z)=Any(24-l)— Angle), rezultă An y(et-h)= 
AnHig(2)-F-âny(z) deci se poate calcula diferenţa de ordinul 
n a polinomului y pentru valoarea z-+-7,, adunând diferenţele 
de ordinul a-l şi 2 ale lui y pentru valoarea z; deoarece 
cunoaștem, în cazul nostru, diferențele pentru valoarea r=1, 
deducem diferențele pentru valoarea z=1,l, apoi din acestea 
diferențele pentru z=1,2, cete, Obţinem tabloul 

  

x 1 1,1 1.2 1.3 14 [15 11,6 1.7 _|L.8 [19 [2 
  

_y |__1_]_0,631]_ 0.328 0,097|-0,056 —0.1251-0,10410,013.0,23210,559 _
 

  

ae
 A y|-0,3691-0,3031-0.231|-0,153 —0,069 =0,021|_0,117|0,21910,42710,441 

  

A24| 0.066] 0,072] 0.078 0,084 0,09 |_0,096| 0,10210,1080,114 
      A34| 0,006| 0,006| 0,006     0,006   0,006| 0,006       0,006,0,006         

7. Se folosește următoarea formulă a lui Nexton f(z)=fla)ţ- 

  

h 
2 m 

h 

  

Sta rata e[ 

+1) A" f(a) 

  

n! 

ea jo 

h 1.2 

Tm 

mt h 

(e 1). 

unde a este primul termen al unei 

progresii aritmetice cu rația / și se cunoaşte f(a), f(a-khn) 
f(a4+-2), ete. In cazul problemei a=0, L=1, deci fiz)=a+ 

z(z —1) 

1.2 

zlz—1e— 2) 

1.2.3 

8. f(0)=1, f(1)=—1, f(—1)=13. Fie (2) şi V(2) divi- 
zorii de gradul II. Avem f(2) (2). V(2). Rezultă că ?(0) 

:e(1), 9(—1) sunt respectiv divizori ai numerelor f(0)p; 

FU), 1(—0) și cum plz) =0(0).(1—07)-+ pet). 
e(—1). (22— a), rezultă: a) pentru 9(0)=1, e(1=—i, 
e(—1)=1, --az?—z-4-1 dar acesta nu divide pe f(a); 3) pentru 
9(0)=1, e(1)=—1, 9(—1)=—1, —29a?4+-1, dar nu dă ua 
cât cu coeficienţi întregi. c) pentru ?(0)==1, e(D=—1, 
9(—1)=13, 5a?— 7-1 care nu satisface problemei deoarece 
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(O, 3—17). ALGEBRA 

împărțind pe f(z) cu 5z2—7a-1 nu se obţine un cât cu 

coeficienţi întrepi, etc. - 9. - Procedeu analog. Se' găseşte: 
f(io)=(2a2—z+1) (a24+-z—3), 10. f'(2) care este polinom 

de gradul 6, fiind divizibil cu (z—1)% și (z-+-1)* este de 
7 

forma a(22—1))=a(z0—8at4-322—1); deci fa) =a( 2 — 

-a)ra. Dar f(1)-F1=0, [(—1)-—1=0, de unde        

rezultă a= e, D=0. 11. F()=fi z)-+ (22—1)*: 9(2),v(a) fiind 

un polinom arbitrar, iar f(z) polinomul din exerciţiul pre- 

cedent. 12. Dacă pentru z=as, aa...am+i polinomul în res- 
pectiv valorile A, As... Ami şi dacă se notează 7 (ea 

1 As 

Su 

Formula lui Neztlon este aceia folosită în problema 7, 

(2 — a2)...(2—am+1), formula lui Lagrange este =, 

(20) 
z—ar 

pentru prezenta punând a=a, şi presupunând că aa=arth, 

as=a2-t-h, ete, fla)= As, flat-h)= As, ete. Cele două po- 

linoame de gradul 7», astfel definite au valori egale pentru 

cele mil valori az, q2...am+i ale lui z, deci sunt identice. 

13. Se va lua pentru numărător polinomul dat de formula 
lui Lagrange care ia valorile 20, t4...2n, iar pentru numitor 

un polinom în care 20, 2.2 au valoarea particulară 1. 

14. Se va considera expresiunea u-=(a-4+-1)” căreia i se va 

lua diferenţa de ordinul m: Ama=m! lb”, apoi se aplică 

formula A” uo0 Sum — Ca im Ci aim—2 ee înlocuind, găsim 

identitatea. 15. Fie up=(aț-pb)-l .*. Ama = (ab) 1— 

Cm lat (m —1)b]n-14-...==0, m fiind mai mate ca p. Ținând . 
seama de acest rezultat, partea a doua a egalităţii date se 

anulează pentru 'z=—a; la fel cele m —1 derivate succesive. 

16. Se vor considera funcțiunile. f(2)= (22)? şi o(2)= 

(2:0-4-1PPH1 cărora li se vor lua diferențele de ordinul m ca 

în exerciţiile precedente. (G. M. X.). 17. Prima rezultă din 

definiţia derivatei. A20(2)=o(-4+-2h)—2o(2-4+h)-k-o(2). Dar 

Plarai) — 9 (zf - = h 9'(a+ + &, e(a + h)—p (2)= 
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ho(o-ka .*. A20(2)=h [p'(z+n)—p(o]-tha—a .-. 
A 0(2) 9 (2-4) (7) „ a-— a A2 9 (2) =g" (2) 

2 ” 
n le ja Deci lin 

ete. Când h este foarte mic A?o(z) este sensibil egal cu 

HP 9P(a). 18. In formula f (2) = not Pe Au se 

z—a 
[peer azra.. se va face u0==f(a), ro=a, apoi se va 

ține seama de egalităţile Af(a) = Af(a—h) + 42 fla —n), 
A? f(a)==A* f(a—n)kâ*f(a—h)..., A f(a—h)=4*f(a—2h)4 
Af(a—21)..., ete., de unde rezultă formula cerută, 19. Un 
polinom oarecare se poate pune sub forma Na)=ăz(z —1)... 
(z—m-F)-tbnaz(z—1)..(0— moka Fim zf dm. Deci 
însemnând cu A. diferenţa de ordin d pentru z=0, avem:. 

bp 
(m—p)! 

temul celor m—p-ti diferenţe împreună cu f(2), avem prin 
rezolvarea unui sistem de ecuaţii lineare, b; fiind necunoscutele : 

  

  

  

Agtm-p-D= * In cazul particular f(2)=2" formând sis- 

  

Na 1 0 .... 0 

pp Sma Nm 1-0 

Na NP NP o... NI, 

„rw i , . 5 NAN. 1. Să scriem ecuaţiunea sub forma: sin z—>2=0 

, , 5 | și reprezentând grafic curbele: y== sin z și y>=32 observăm 

5 , , , , „că dreapta y=ge este cuprinsă în unghiul dintre tangenta 

în origină la curbă și axa Oy, deci ecuaţiunea nare altă 
soluţiune reală in afară de soluţiunea evidentă z=0.: 

2. Scriind 'ecuaţiunea sub forma sinz— >==0 şi construind 

curbele y= sinz și „= observăm că ordonatele “dreptei 
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T - . T . 

pentru z=3 şi = 2% sunt respectiv = <l şi 

y=i > 1; deci dreapta taie curba în afară de origină 

în două puncte reale simetrice în raport cu origina, 
7 

de abscise ao și —ao cuprinse în intervalele 3 =) şi 

T . . 

- T, —3) Ecuaţiunea admite în total trei soluţiuni reale. 

3. Generalizarea chestiunilor precedente. Scriem ecuaţiunea 

, i a , 
sub forma: sinz— mz=0, unde m=g Construind curbele 

y=sinz şi y=ma, însemnăm Cu do Zis ese. abscisele 
punctelor, pentru care tangenta la sinusoidă trece prin ori- 

gină, de ordonate pozitive. Observăm Că o, Za, Za... sunt 

soluţiunile reale ale ecuaţiei: igz—z=0 cuprinse respectiv 

în intervalele (27, 225); (47, 43): (6, 673)» 

ete. Dacă m>1, ecuaţia nare altă soluţiune reală în afară 
de z=0; dacă 1>>m>>coszo ecuațiunea dată în afară de 
soluțiunea evidentă z=0, are încă două soluţiuni reale cu- 
prinse în intervalele (0, 7) şi (—7, 0); dacă avem 

cos >> m > cos, ecuaţiunea dată are în afară de z=0, încă 

şase rădăcini reale cuprinse în intervalele (3 7); (2, 37); 

și simetricele lor în raport cu origina, ete. 4, Scriind ecua- 

ţiunea sub forma: z—coseez=0 şi construind curbele y=z 
și 2/>=cosecr, deducem: că ecuațiunea dată are o infinitate 

de rădăcini reale; că la o soluţie aflată avem totdeauna o 
soluțiune simetrică în raport cu origina; rădăcinile reale po- 

T 
zitive fiind cuprinse în intervalele: (aa, 2-5) și 

(a (27:41) a), k întreg pozitiv. 5. Punem ecuaţiunea 

sub forma: z— colgz=0, procedeu analog ca în cazurile pre- 

cedente. Ecuaţiunea are o infinitate de soluţiuni simetrice în 
raport cu origina două câte două, cele pozitive cuprinse în 
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intervalele (23, ia+3), & întreg pozitiv, Cea mai mică ră- 

dăcină pozitivă este cuprinsă între. Q şi 3 Folosind tablele 
care dau arcele și valorile naturale ale liniilor trigonometrice 
exprimate în părţi zecimale de ale razei, se păseşte între 49% 
şi 50%, căci pentru aceste valori z— colgz trece dela — la 
-F ee, Caleulată cu patru zecimale exacte rădăcina este 0,8603, 
sau în grade 49%17'30”. 6. Se vor construi curbele y=am 
și y=cosmz distingând patru cazuri după paritatea şi semnul 
lui 7. (G. M. IX). 7. Construind curbele y=cosz—9 sin a 
şi y==9x, observăm că ele se taie întrun singur punct, deci 
ecuaţiunea dată are o singură rădăcină cuprinsă între 0 și 
T 
Z Cu ajutorul tablelor se găsește că această rădăcină este: 
cuprinsă între 0,192 și 0,209. 8. Să punem y=azi-b şi 
Yy=sind2z—tga=igz.cos2z. A doua fiind o funcţiune perio- 
dică, de perioadă egală cu 2, observăm că studiată în unul 

cr: 7 din intervalele de continuitate (— Ze, +3) este cu- 

noscută în tot domeniul de existență. In fiecare din inter- 
valele de continuitate ea are un minimum și un maximum 
simetrice în raport cu punctul de ordonată nulă, trecând dela 
ordonata + oo la — %; deci dreapta y=az-tb taie pe una 
oarecare din ramuri în cel puţin un punct. Așadar, ecuaţiunea 

dată are în fiecare din intervalele (ra 34re, + pe) 
“cel putin o rădăcină reală, iar în total o infinitate de rădă- 
cini reale. 9. Construind curbele Y>=sinz şi y=92z—6 se 
vede că dreapta taie curba sinusului intrun singur punct, 
deci ecuaţiunea dată are o singură rădăcină reală cuprinsă 

între 3 și. 7. Punând (a) sinz—22+6, avem, folosind 

tabelele în care găsim arcele şi valorile naturale ale liniilor 
trigonometrice, că [(175%)=//180%—50)==6,26081-— 6,28318<0 
și [(174%) = /(1800 — 60) == 6,31367 —6,28318:>0, deci rădă- 
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cina e cuprinsă între 174% și 1750 sau, în părţi zecimale de 

rază, între 3,03706 și 3,05443. Intrebuinţând metodele de 

aproximare putem obţine o valoare mai apropiată a rădăcinii. 

10. Punem f(z) Zez-tre-2— 2. Dacă z este negativ, f(2)>>0, 

deci ecuaţiunea f(2)=0 mare rădăcini negative. Intre 0 şi 

--oo, f(z) este continuă, iar derivata ci se anulează pentru 

aL (1-+Y2). Şirul lui Rolle dă 7(0)>0; fIL(14+Y2))=2 
[V2—1(14+Y2)]>0, (ko), deci nici o rădăcină reală. 

Aşadar, ecuaţiunea dată mare rădăcini reale. 1]. Funcțiunea 
y=e?—az—b continuă delă —oo la + oo. Dacă a<0, șirul 

lui Rolle prezintă o singură variaţiune, deci o singură -rădă- 

cină reală pozitivă pentru b>>1, nulă pentru b=1. şi nega- 

tivă pentru b<1; dacă a>>0 şirul lui Rolle prezintă două 

variaţiuni sau nici una după cum J(La)Ş0; deci două râdă- 

cini reale pentru bZa(1—La) și nici una pentru b<a(1—La). 
12. Punem ecuaţiunea subt forma: z—logz — 2,40993=0. 
Construind curbele y= z— 2,40993 şi y==loga păsim că 

ecuațiunea are două rădăcini cuprinse în intervalele (0,1), (2,3), 

care calculate cu patru zecimale sunt 0,0039 și 2,8674. 

5 5 1 8, Avem dn cemnțune ant (= 8. Lor ere 3 Avem din ecuaţiunea dată G 2 zF5* * ecuațiunea   

log (2-+5)— a log = S— log 50; construind curbele date prin 

y= log (24+-5) şi 1210924 log 3 găsim că aceste. două 

curbe se taie în două puncte de abseise cuprinse între: (9,10) 

şi (—3, —4); găsim pentru valorile aproximative ale rădă- 

cinilor: AO 723 și i — 9,784. 14. Construind curbele 

= 1058 și ya păsim că ecuaţiunea are două rădăcini reale, 
care calculate cu patru zecimale exacte sunt: 0,1002 și 4,0029. 
15. Din ecuațiunea dată, deducem rezolvând-o in raport cu 

e? următoarele | două ecuaţiuni: e7-+-1g (;-2)- = 0 (1) și 

7 

ef cotg (3-2) 0 o) Se “observă imediat” că dacă —zo 
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RĂSPUNSURI ȘI INDICAȚII (000, 16—17), 

este o rădăcină a uneia din cele două ecuaţiuni, atunci zo 
este rădăcina aceleași ecuaţiuni; deci rădăcinile sunt două 
câte două numere contrarii. Ecuațiile (1) şi (2) au o infini- 
tate de soluţiuni fiecare. Observăm apoi că €? fiind o func- 
(iune cu valori pozitive, ecuațiunea (1) are rădăcini numai în 
. a ” 7 a . . intervalele în care ig (5-5) este negativă; asemenea ecuaţia 

(2) are rădăcini numai în intervalele unde colg (2-2) este 

negativă. Pentru calculul celei mai mici rădăcini pozitive, este 
mai comod a desvolta în serii pe (e7-t-e—2) şi cosz, și găsim 
întrebuinţând metoda. aproximaţiilor succesive z=2,8751.... 

, în e Ta 16. . , , 4 fi isă: sn ) Funcțiunea 2 poate să fie scrisă: 4 = Costea — 1+ Lig Z 73 

Făcând z=2Ff-haa, avem u(2ki-ta)> Se — 1 + 
0 

  

Lig (2—2) =u(z0); deci dacă ae este o soluție a ecuaţiei date 

u(2)=0, toate valorile z=247-Fa (l întreg) sunt soluţiuni. 
Este de ajuns să determinăm întrun interval de lungime 27 
soluţiunile ecuaţiei date pentru a le avea pe toate. Funcțiunea 

  

in . - IN v(2)= S — —1 fiind reală, pentru a avea în un interval o cos2z 

soluţiune, trebue = Lig (3-2) să fie reală în acel interval. 

Găsim că funcțiunea 20 este reală în toate intervalele con- Pi ata 
gruente cu intervalul -3 +5) faţă cu perioada 27%. Fune- 

= , 
„iunea 2 la capetele intervalului -3 +3) este infinită 

T Te - „e _2sin?a u - =) =—, u (+ 5) =+ 00, lar 4z= PA păstrează 

  

s*z 
un semn constant în tot acest interval, deci: există o rădă- 
cină în acest interval și cum 2(0)==-—1 ea se găseşte între 
0 şi += 17. Scriind ecuaţia subt forma: z logiz——1==0, 
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se observă că funcțiunea 4:=zlogz—l1 pentru țoate valorile 

lui 41 este negativă, iar derivata se anulează pentru 

2=0,1 trecând dela valori negative la valori pozitive, deci 

pentru z>>1 este continuu crescătoare. Ecuaţiunea are deci 

o singură rădăcină cuprinsă între (4-2, +3), care calculată 

cu patru zecimale exacte este z=9,5062. 18. Construind 

4 , , 
curbele px şi y=tgu, se vede că ecuaţiunea dată 

4—3a 

are o infinitate de rădăcini; dacă zo este o rădăcină a ecua- 

ției, —ao este deasemenea o rădăcină a ecuaţiei; rădăcinile 
pozitive sunt în regiunile în care îgz este negativă, deci 

, . z 37 57 ŞI 
cuprinse în intervalele: 3 ); 5 22); E, 37);... Lă- 

sând la o parte rădăcina z=0, primele două rădăcini pozi- 

tive calculate cu patru zecimale exacte sunt 2,5633 și 6,0597. 

(Această ecuaţiune se întâlnește în teoria vibraţiunilor corpu- 
rilor elastice, soluţia dată de Poisson Mem. Acad. Scien. t. 

poz —2z ” 4z 

VIII). 19. Avem ecuaţiunea Fe 20 xx se 

— 90 pa 0123 pe = te. 20. Observăm că y este 

) 

discontinuă în origină, căci când z=—E (£>>0). tinde către 

zero, Y tinde către 0, iar când e=--e tinde către zero, y 

creşte la -+-eo; apoi lim y=—co, lim y=-t+eo. Derivata 
——o ze oo 

se anulează pentru z=-+1 trecând dela valori negative la 

valori pozitive, deci y este minim pentru z=l și avem 
1 

Ym=e. Tăind curba reprezentativă a funcţiunii y=ze?, cu 
1 

dreapta y=a, deducem că ecuaţiunea ze?—a=0, când a<0, 

are o singură rădăcină reală negativă; când 0La-e, nici 

o: rădăcină reală; iar, când a>e, are două rădăcini reale po- 

zitive., 21. Scriind pe'y subt forma: y=ak 2 Li (5-2) 
ii | | a 

s% == 1 ———, % n? — == a sa = 7 Dcosz Se deduce că în intervalul : 3 3) fune- 
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țiunea y are un minim negativ și. un mazim pozitiv, deci 
+. . e .. . SE II . curba reprezentativă a variațiunii taie axa zz în trei 

puncte (adică y se anulează pentru trei valori reale ale lui 

2) deoarece y - 5)= Foo, y () = — ce, Curba trecând prin 

e — e? _z 

origină, una din valori este z=0. Ecuaţiunea a pa re 

; , —1 poate să fie scrisă subt formele succesive: pei = >; 

1—t93 

2 ae + L —————=0, 

de unde rezultă proprictatea enunțată. 22. Studiind varia- 

  

iunea funcţiunii y=arciga— E vedem că derivata ţiunea funcţiunii y=arctgz— Tipa Vedem că derivata 

fiind constant pozitivă, y este continuu crescătoare; având 

y(—e9)=arelg(— 0) =3+ E și y(k-oo)=aretg(+-o)= 
7 

tos deducem că reprezentând variaţiunea funcțiuni, 

curba corespunzătoare este cuprinsă între dreptele paralele 

y=—3 şi = =+3 - Așadar, dacă m<—3 sau m > = = 

- 
._-. EV Te 7 ecuaţiunea dată nare rădăcini reale; dacă — 3< m< 3 ecua- 

țiunea are o rădăcină reală. 23. Observăm în primul rând 
că dacă în ecuaţiune schimbăm pe z în —a, ecuaţiunea nu 
se schimbă, deci dacă zo este o rădăcină, —aro este dease= 

- menea 0 rădăcină; este suficient deci să căutăm numai rădă- 
cinile pozitive. Calculând derivata funcțiuni Y= arclgz — ma 

a A 

avem = — FE Dacă m este în afara intervalului 

(0, +1), derivata nu se: anulează, pentru valori reale: ale lui z, 
deci y nare nici mazim, nici minim, deci în afară de rădăcină 
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evidentă z=0, nu are în acest caz nicio altă.rădăcină reală 
dacă 0<m<1, în intervalul (0, -+- oo) derivata se anulează; 

pentru 2z= VI min trecâud dela valori pozitive, la valori 
negative, deci y trece printr'un maxim pentru această valoare 

şi cum y(to)=3—e—co=— es, ecuaţiunea pe lângă 

rădăcina z=0 mai are o rădăcină pozitivă z> VU): m. 

sin(z— se) (a a:>0), 0b- 24. Studiem variaţiunea funcţiunii y= Si 
2% 

servăm în primul rând că y esteo taneţiana periodică de 
perioadă 25; vom studia deci variațiunea lui 4 în intervalul 
(0, 27%); funcțiunea devine infinită la capetele intervalului şi 
pentru z=7 și anume y(0)=—oc; ș y(27)=—c şi 
y(ț2)=koo dacă sin4>0 şi y(0)=-+oo, y(-k27)=-+koo, 
y(7)=—co dacă sin&<0. Calculând derivata, observăm că 

3 V9—16 124 
20 pentru fgz= 21ga » deci când î9& este cu- 

3, 3 
prinsă între —a și LI Dacă Ig& are o valoare în afara 

. . 3 . intervalului -2 7 +2) derivata păstrează un semn constant 

în cele două semiintervale de continuitate (0,7) şi (7,97), deci 
ecuaţiunea considerată oricare ar fi valoarea lui 7 are câte 
o rădăcină reală în fiecare din semiintervalele de mai sus. 

Dacă ig& este cuprinsă în intervalul - a +2), igz deci z 

are câte două valori reale în fiecare din cele două semiin- 
tervale (0, 7) şi (, 27), deci în fiecare funcțiunea admite câte 
un 7Nazi. yu, și un Minini tm. Dacă m este cuprins între 
Yi Şi Va ecuațiunea. dată are în acel semiinterval trei rădăcini 
reale; dacă este în afară de intervalul (y,, 2) ecuaţiunea are 
o singură rădăcină reală, 25, Observăm în primul rând că 

sine 1 
. ia 2-2) . e _a funcțiunea y=ze este discontinuă pentru z=0 și 

anume dacă, £>>0, avem y(-—2)=0 .și y(-h-e)=-t+oo când 
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RĂSPUNSURI ȘI INDICAȚII QU, 26—303, 

£-x0; apoi y(—o)=—c0 şi ş(-t-c0)=0, Calculând deri- 
vata observăm că ea se anulează pentru două valori 

a a | a , zu =19 Sa = col] 3 căci 0< <q Tăind curba repre- 

zentativă a variaţiei lui ş cu dreapta y=m (m>0) deducem 
a 

că: dacă m > colg see o singură rădăcină reală în intervalul 

a a a , (o, 3); dacă iggetee <m <colg ee avem trei rădă- 

A , , a 0 a 
cini reale cuprinse în intervalele (o, Ig =); (23 cot 2); 

a & 
(cot > +); dacă m<igge* avem 0 singură rădăcină 

a 
reală mai mare ca col 3: 26. Studiind variația” funcţiunii: 

ez Vai 

Y = — O Vedem că y descrește dela 0 la —1 în primul 
+ Ya2—1 

interval de realitate și creşte dela 1 la +-oo- în al doilea 
interval de realitate; deci dacă m este în afară de intervalul 
(—1, +1) avem o singură rădăcină reală totdeauna; dacă 
—1<m<l nici o rădăcină reală. 27. Insemnând cu & 
unghiul la centru corespunzător arcului JD ecuația problemei 

  

| 7 , T 
este 9-t-sinp= 3 **e log sin == log ( — 2) ; se găsește 

$=—0,83171 sau 9==48%40'13”. 28. Insemnând cu 2% arcul 

MN, ecuaţiunea care dă pe $ este 22 ssae-|=5 

E. Se găseşte 9=— 0,5362 sau 3004973997, 3 
29. Insemnând cu $ arcul sectorului, ecuaţia care determină 
pe O este: P=—2sin care dă 9=1,89549 sau în grade 
108%36'13“. 30. Observăm că punând y=az—f(a), avem 
yz=a—f'(2), deci în condiţiunile problemii ecuaţiunea de- 
rivată n'are nici o rădăcină reală, 

sau pPtsinp= 
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UI, 1—7), ALGEBRA 

NASI. 1. Amplificând ccuațiunile respectiv cu bs şi —a2 
și adunând; apoi cu —bo şi de și adunând avem: 

(ao ba — a2 bo)z+(a. ba —a:, ba) =0 

(ao b —a, bo) (ae bz— az bo) =0 

între care eliminând pe a avem: 

  

Qo ba — Qo bo (ti ba — Qa b. 

ao b —— Ga bo ao be —— Qa be 

Sau încă: (ao bo — 03 bo)2— (ae d, — GQ bo) (a ba — Qa V)=0. 

2. Din sistemul dat deducem:: (p — p)z + (9 — q)=0 
(1'—q9)a24+(pq—p'9)=0; deci eliminantul: (p— o) 
(p9—p'9)—(q—q). 3. Prin acelaș procedeu se ajunge la 
eliminarea lui z între ecuaţiunile următoare: (ae bs — as bo) 
a2-- (as bs—as bi) (02 bs—as02)=0; (ao hi — ab) 22 (ab — 
as bo)ir-F(aobs—aa3b0)=U şi se aplică rezultatul de mai sus 

=0 
  

4, Punem: pm=$, zh = e RR a pr deci: aenopn-n —Bn=0; 

ecuaţiunile den: a-tp-tae 0; a-t-p' B-+-a'y= 0 «x 
a 

  

Y 
=—— = deci eliminantul este: (pq—p'q)" 

po—pa q—d p-p pd—vd 
(p'— ph" —(q—gq)"=0. 5. Se observă că zy=—1; elimi- 
nantul: este (12—g)(1—gykyt—...—yp1-k 1290; iar în 
cazul general: (m—1—y9)(1—y-kap—... E ym )=0. (GM. 

a_ LUP) d t(4—8) , ti 9 VI). 6. Avem: == Fa Cu 1Fa ve a pai 

QAzIEE a, PU 2P 
asemenea avân STIA a TR deci elimi- 

nantul este: (a?-4-02)2—c2(02—52)=0. 7, Din ecuaţiile 
fa, | 

date, deducem: (2=tutote+ra); sooo... ; apoi sistemul: 

  

  

iv-tatu-to)— (= 2irat=0;..; deci eliminantul este: 

e [ra 
2. 

A — (2 =0; 

1 e — (Bre 

GC
 

=
 
C
O



  

RĂSPUNSURI ȘI INDICAȚII „ (XXI, 8—12) 

2 i 0 [ ZF too (IE ce n (2 e sau încă (p (2) + (e—a) (+) +(a—5) (=) + (a—9) 

(B—c)(c—a)=0. 8. Punând Zz=ru, y=rov, sistemul devine: 

u(1-+22)=a, c(1-F2u2)=B, u2-ko=1 (unde a=S, p=2); 

sau încă; u(02-+-312)=a, v(3u2-tha2)=f; a2-kr2==1. Adu- 
nând și scăzând primele două ecuaţiuni obţinem: uţ+-y= 
(44- B), u—r=(a—f), Eliminantul este: (a-tb)i+(a—v) 
=2rî. 9, Din sistemul dat se deduce imediat sistemul echi- 
valent: &(z-t-342—6y—1)=0; 3a2(y—1D+(y—1)(qp— 
2y—3)==0; care conduce la ecuaţiunea în y: 8(—1)*:(72—29) 
(72—2y—3)==0. Admite sistemele de soluţii: (— 2,1); (—1,0); 
(—1, 2); (0, —1); (0, +1); (0, +3); (+1,0); (1, 2); (4-2, +1). 
10. Punând zty=u, z—y=v sistemul devine: uu=l; 
u2-+-o2—4u-+2==0, care conduce la ecuaţiunea: ut—4u54+ 
2u2-+-1==0, sau (u—1) (u5—902—u—1)==0. Pentru 2=1 
avem 21, y=0. Formând șirul lui Sturm pentru al doilea 
factor: X==u5—3u?—u—1; X, =302—6u—1; Xa Sul; 
Ns=—11; găsim că ecuaţia 245—302—u—1=0 are o sin- 
gură rădăcină reală cuprinsă în intervalul (+3, +4), etc. 

1l. Punem a=i, y=iz, avem: 24-19=0; im?țata+ta?az=0 

ie zZ=—05, y=—t*, deci pentru ca z să fie real, trebue £ 
să fie real şi fi—at—a2=0 (1). Ecuaţiunea derivată 

, : 3|la . 

445—a=—0 are o singură rădăcină reală u=N2 şi 4f(4)= 

&f, —4a tb, —402=—3at,—402=—3a (e+%2). Pentru 

20, n>0 s*e 4F(4)O; pentru 20, ti CO, deci 
4At)0. Aşadar, avem totdeauna două rădăcini reale pentru 
ecuaţiunea în f, deci pe lângă soluțiunea banală, două sisteme 
de soluţiuni reale comune pentru sistemul de ecuaţiuni dat, 
12. Aplicând teorema lui Rolle se vede că ecuaţiunea dată 
nare rădăcini reale; punând deci 2—z-ț-îy, unde z şi y 
sunt numere reale, găsim pentru determinarea lui z şi y sis- 
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(DU, 13—15), ALGEBRA 

temul de ecuaţiuni zt—Ga2 pb ap— zl =0; 425 — 

44? —1==0 şi eliminând pe y găsim: G4zt— 1622—1=0. 
Punând încă 4z?=u, avem: 9(u) Su —4u —1=0. Cu ajutorul 

polinoamelor lui Sturm găsim că ș(u)=0, are o singură ră- 

dăcină pozitivă cuprinsă între 2 şi 3. Aplicând metoda de 

aproximaţie a lui Neacton, păsim: u=2,1149, deci z=t0,7271, . 

iar rădăcinile imaginare sunt: + 0,7271 + 048883; 

— 0,7971 + 0,9624. 13. Formând polinoamele lui Sfurm se 
vede că ecuaţiunea n'are rădăcini reale; deci punând +=2+2y 

deducem ca z şi y reali: sunt determinaţi de sistemul: 

zi — 6 aprut — da + 3=0; 2a25—0apP—1=0 ax 

= ap late p(7)E21620—19a2—1==0, Pu- 22 a (2) 162 z . Pu 

nând a2==u, avem f(u)=16u5—192u—1=0. Formând şirul 
lui Rolle, se vede că f(u)==0 are o singură rădăcină pozitivă 
cuprinsă între 0 şi 1; deci putem pune: a2= cos xY e 

?   

cos sa=ă sf a2== 0530010220905 st 20951 + 

p= 0,616 şi ys=1195. (G. M. SIUI). 14. Punând 

  

94—+-i 
a—y=t şi folosind a doua ecuaţiune, deducem: 2= ZE , 

24 — 4? | 94 —44—t 
Y= si apoi din ultima z= a ati Prima ecuaţiune a 

sistemului devine: 15-+-614-+-24145—159012-+-1152t-+-3456=0, 

care se descompune în t—2=—0 și f(P)E1-+81:4-4082— 

14404—1728=0. Ecuaţiunea f(1)==0 are o rădăcină pozi- 

tivă cuprinsă în intervalul (8; 9) şi una negativă cuprinsă în 

intervalul (—29, —1). Caleulate cu două zecimale exacte aceste 

rădăcini sunt: î1=8,76 şi b=—1,17. Sistemul dat are în 

total cinci sisteme 'de soluţiuni finite. (G. M. XXXII. p. 175). | 
15. Dacă presupunem z=0 sau 2=—0 suntem conduși la 
soluţiunile: z=y=0, z=o0; z=2=0, y=;, y=z=0 

z=c. Dacă 2740, 2740, sistemul poate fi seris sub forma; 

(22—y9) (i—2)=0; —)le-hy—1)=0; aattay—1=0: 
10, 2=a, 2=yy a?-hay—1=0 ete a =y=a; a3-ta?2—1==0; 
Şirul lui Rolle: prezintă o singură variaţie pentru ecuaţia 
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RĂSPUNSURI ȘI INDICAȚII (UI, 18—18). 

9 (2) Za-ka2—1=0; are o rădăcină reală pozitivă cuprinsă 

între 2 is şi = 4 sau (0,75; 0,80). 2. s=a; yt+az—1=0; 

zt-bay— 120 se y=l—z şi ecuaţia 23—a?-ț-a—1=0 
se (0—1)(22-F1)==0 deci: z=a=1, y=0 şi p=a=ti, 
Y=I1Fi. 3 2=y ete y(z—1)=0; dar 2540 sv y3t0 

deci z=1 şi 3?-+a—1=0, care dau: z=1, = 

(—12Y5). 40, za—y=0; z-ky=l; aa?-htay—1=0 m 

pat-hay-aa—y—1=0 st z?hao=yFl si z= 2, 

y=il—ap 25—9a24+33—1=0, Şirul lui holle arată că 
ecuaţiunea are o singură rădăcină reală pozitivă; ea este cu- 

prinsă intro £ şi î adică în intervalul (0,4; 0,5). (G.M. 

XXXV. p. 266). 16. Ridicând prima ecuaţiune la pătrat şi 
la cub și ţinând seamă de ecuaţiunile celelalte obţinem: 
Xry=14; 78+8Xa2(7—2)k+6ay2=343 xte zya=8, deci 
Z, , 2 sunt rădăcinile ecunţiunii: 15—72-+-144—8=0 sau 
(2—1)(7—2)(4—4)=—=0. Cele şase sisteme de soluţiuni co- 
mune se obţin făcând toate permutările cu rădăcinile 1,2, 4. 
(G. M. XLI. p. 310). 17. Procedeu analog ca la precedenta; 
z, Y, 3, 4 sunt rădăcinile ecuaţiunii: 41—1043+4+35142—5044+24=0, 
care admite rădăcinile întregi 1, 2, 3, 4; sistemele de solu- 
ţiuni se obțin permutând în toate modurile posibile aceste 
rădăcini. 18. Insemnând cu y şi a catotele, cu z ipotenuza 
şi 2 înălțimea corespunzătoare, avem ecuaţiunile: 22z2=b55; 
ya =a; pha=at; uz=ya e ab şi a*-Fozu=a2, 
de unde deducem ecuaţiunea în 2 următoare: (2) Sa2ut— 

255 u5—b%=0. Formând şirul lui Rolle, deducem că ?(2)==0 
are numai două'rădăcini reale: una negativă şi una pozitivă, 
singura care convine problemii. Cunoscând această rădăcină, 
determinarea lui z este imediată și deci a sistemului care dă 
pe 7 și 4: In cazul b=a, observăm că $9(u,a) este omogen; 
deci punâna: a=ar, avem ecuaţiunea în 2 următoare: 
V(0)==ot—2o5—1=—=0, care are rădăcina pozitivă cuprinsă: 
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O0UI, 19—22). ALGEBRA 

între 2,105 și 2,110, ete. 19. Ecuaţiunile care dau sni=a 

și sinz = sunt: 4z5—3a-t-ra=0 și 1625—290a*%4+5z—a=—0, 

Pentru ca să aibă o rădăcină comună, trebue ca să avem: 

a*(Sat—8a?-+-1)=—=0 s* a=0; a=taVaVa. 20. Punem 

Ig%==y şi cotg2a =, pentru a obţine ecuaţiunea care dă pe 

39 

  

z, avem să eliminăm pe 7 între ecuaţiunile 1239 =a şi 

1— imi - | 3 2) nt 5 =z; eliminantul calculat este: 2az —3 (1 —a2)g2— 

Guz+(1—a2=0. Când punem 792&==a rezultatul se deduce 

1 
din precedentul făcând transformata în Z Acum punând în 

  aceste ecuaţiuni                       Za : ba5—9z2-—3bz 

+1=0, z5—3ba2—3a-+5=0. Ele au rădăcini comune, dacă 

a 
b=+lisaua=t14tV2. 21. Ecunţiunile la care satisfac cos 3 

3 
& 

şi cos— sunt 4a%—3z—a=0 și 1625—20z%4+5z—a=0. Con- 

diţiunile ca să aibă rădăcină comună, dau: a=0; a=—l; 

y2 j 
a=-+1; a=+-i a — 3 Pentru a=0, rădăcina comună 

este z=0, colea, fiind date respectiv de: 4a2—3=0 și 

16 zi —20224+5==0; pentru a=-+F1, avem: (z—1) 

(422-+-424-1)=0 şi (2—1)(4a*+22—1)9=0; ete. 22. Fie 

ecuaţiile: f(2) E at-hpia-tpi+tpsz-kpi=0 şi ș(2)Za*4 
Qi rt-fr qa 22-A ast qi =0. Dacă p.7£q. 740 şi ccuațiunile 

f(z)=0, e(2)=0 au trei rădăcini comune, acele rădăcini 

satisfac şi ecuațiunile: f(2)—(2)=0 și [q. f(2)— peela)-=0 

aie ecuaţiunile: (pi — gi)? + (p: — q) a + (m —a5) z+ 
—q=0 şi (qu—po)z+-(prqi— peqi)22-+-(peqi— pu a2)z-F 

(2. q1—995)= 0 trebue să aibă toate rădăcinile comune, iar 
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RĂSPUNSURI ŞI INDICAȚII U0AI, 23). 

pentru asta trebue să avem: PAZ a Ph _— 
Qa— Pa PiQa—Dh 

Ps 03 Pa 04 
1). Reciproc, dacă 0 si 

Pi —Pu  P3qu—Pa Qs () proc, i piu ZO și 

avem condiţiunile (1), ccuaţiunile: f(2)—(2)==0 şi 
afle) —pi9 (2) =0, având trei rădăcini comune, avem aceeași 
proprietate pentru ecuaţiunile: f(2)=0 și o(2)=0. 2, Dacă 
P2=9. 740, presupunând că Za Za, 23 sunt rădăcinile comune, 

deducem că z4=———=—i— =, deci ecuaţiunile Di Da 3 a a 3 
f(2)==0 şi o(2)==0 în acest caz au toate patru rădăcinile co- 
mune și trebue să fie identice căci po=qo=1. 30%, Dacă 

pu740, qi=0; ecuaţiunile f(2)=0 și 200 trebue să aibă 

drept cel mai mare divizor comun al € clinoamelor la) și: 
, z e 3— ala), chiar pe 22) de unde se deduc codiţiunile: Ps 92 = z z GG 

DB = pi qi Reciproc aceste condițiuni spun că 2 3 
ecunţiunile /(2)=0 şi ș(2)==0 au trei rădăcini comune date 

de ccuaţiunea 22) 0, 40, p4=q4=0. In acest caz ecuaţiu- 

nile f(2)=0 şi o(2)=0 au rădăcina comună z=0, deci 
pentru ca ele să aibă încă două rădăcini comune, presupunând 

” Di — Po P3 —2 03 0 trebue ca = —= etc.. 
Paz Qs— Pa  P1Qs—P3sqh  Ps0s—Ps2 

Pentru generalizare, procedând în acelaşi fel, păsim condiţiu- 
nile ca două ecuaţiuni de gradul 2 să aibă e rădăcini 

  

„comune. 23. Formăm ecuaţiunile f'-(2y)= 

Y 
= php = Cafe e za 2 

Formând ecuaţiunile: zf'2+kyfy=0 şi byfz—a?zfu, =0, 
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(00, 24--26). ALGEBRA 

Bap-ata? bi—at 

— zy=0, hp a2 p? 

care poate fi inlocuit prin următorul: z=acos$; 4 =bsin 9 
Dp-ta?a? pi —at a , 

Ia — a 2Y>=0; a cărui rezolvare se reduce prin 
zt-+y a2b 

avem sistemul: ZI 0,   

urmare punând: îgo=i, la rezolvarea ecuaţiunii: ab5it— 

D2(bt— a%)t'+ ab(atț-bi)i2— a2(0t—a0%)t-+ a55= 0. Insem- 

nând acum cu Pa, a, 5, P, valorile lui $ corespunzătoare 

celor patru rădăcini, observăm că avem: 1— Xty tai de îs ti=0 

deci: îg(i-t et te)=co, sau încă etate 
aha 24. Având relaţiunea identică: zi-1/(2)20(2). 

Qi(2)+-R; (2, i=1,9, 3,...p, deducem căi dacă există o valoare 
de z care anulează ambele polinoame f(z) și $(2), anulează 

deasemenea pe R;(2) (2=1, 2, 3,...,p); deci polinoamele R(2), 
Re(a), Rs(2),..., Rp(2) au o rădăcină comună când f(2)=0, 

9(2)==0 au o rădăcină comună, de unde rezultă proprietatea 

enunțată. 25. Avem: f(z,9)=(z—z:) Qa (2, y, zf Ri, 9) 
unde R, (2, 4:)= (ai, y)==0, deoarece (x, i) este un sistem de 

soluţiuni; apoi împărțind pe Ri(z;,9) la (y— i) avem: Ri (2, 9) 

(y— 9) Qa (y,zi, yd Ra (ai, vi); dar Ra (x, y)=0, căci 
Ra (zi, yi)=0. Așadar, avem pentru fl, 9) identitatea: f(z, 9) E 

(z—z:)Qu (2, y,2)+(y—y) Qa (2, zi, yi). In acelaș fel, plecând 
dela împărţirea lui f(z,y) prin (—y:) găsim relaţiunea iden- 

tică: f(z, )E(y—) Qa la, 9) (r—a0Q (2, zi, yi) pe 

care adunându-o cu prima și punând: a;(z, PA, (2, y,2-+ 

Q (zi și bila) = Qala y, 9)-t Qa (2, zi, 9), avem 

relaţia cerută. Dacă derivăm această relaţie în raport cu 2 
şi facem apoi r=zi, II yi, obţinem: a; (zi, y)=fz(zi gi). 

Analog obţinem: b(z;, yi)=/fy (zi, gi). Dacă acum (2, ya) este 

un sistem de soluţiuni a de (9), avem: a;(zu, ya). 

(zs— zf bile, y2). (9900, Ala, ya). (az Bile, gr) 
(ys— y)= 0 care nu poate avea loc decât dacă a;(azz, 9) 
Bi(zzz, yn)— bila, ya) Ai(, y)=0. 26. Prima condițiune 
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RĂSPUNSURI ȘI INDICAȚII “UI, 1—6), 

n—l 
dată putem s% scriem subt forma > fo)+rf(n)=e(m) şi 

p> 

ținând scamă de prima relație fp)=F(p+1)—Fl(p) sr 
F(n)-+-/ln)— FP(D= (n) oricare ar fi n, deci avem între 
coeficienţii celor trei polinoame relaţiile: co=bo, e bițai- 
[î==1, 2, (nF1); an=boFbi Fus kba. "Ținând seamă de 
aceste relaţiuni dintre coeficienţii celor trei polinoame fl), 
F (2), e(2) avem identitatea: *(2) E F(2) — bai] [f (2)— a]; 
din care rezultă imediat proprietatea enunțată, 

XĂXII. 1, Ecuaţie reciprocă de gradul IV. Împărțind cu 

a? obținem 2 (22+3) —5 (+1) +6 =0, apoi facem o a" 

substituția at Î=y me dyt—5yk2=0, y= i, pa i z 2 . 

Rădăcinile ecuaţiei date sunt 1, 1, i +iV15), 2. Ecuaţie re- 

ciprocă de gradul 7, Se serie astfel: (2-4+1)—9 22 (a5-t- 1)+ 
z5 (2-+1)=0 .:. (z-F-1) (z0—a5— tz —a— 24 1)=0, 
Observăm că polinomul de gradul VI este divizibil prin 
z—1 și z-+1, găsim (341) (22—1) (nt —a*+-2—1)=0 sau 
(22-+4-1)((22--1)(2—1) (23-F+-1)=0 ;, (2-1) (2—1) (22—2+1)—0, 
3. (254+-1)(25—1)=0.. (-4+1)(2— 1) (2 —zt-ka2— 4-1) 
(zt-k-tat-tzt-1)=0. 4 (z-F1) [lait (4a-k1)z-+ 
(6a—1)22-+-(4a+1)z+(a—1)]=0. == —1 este o rădăcină, 
celelalte 4 rădăcini se obţin ca în exercițiul 1. 5. Impărţim 

cu af şi notăm 2=y, Avem ecuaţia y4-+-4y%-+2y2-+4y.4-1=0, 

1 Se urmează ca în primul exerciţiu notând st 2, Avem 

20, —4 în pt, —a2V3 îi ata z=(—22£V5)a. 
6. Notă rădăcinile = pa uz, uv*, Ultima relaţie între ră- 

dăcini şi coeficienți dă u=a, penultima Duo 
uw=—ga i. —pa=—qa i. p==q şi ecuaţia se rezolvă ca 
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COOL, 7—13), ALGEBRA 

1 
şi precedenta. 7. Ecuația se scrie (224+-3) —3 rai 

+m=0. Dacă notăm zPi=y pri =y 2—9, ad 

= 9pP9—3y i. p5—392—3y-6-+m:=0. Din ecuaţia my 

deducem că z este real dacă y>2, y<—2. 8. Deoarece 

  

1 1 lol îi pd. Se elimină za PFas= 0, 25 Yy z e elimin 

, 1. 
între a*-+pz-t+-q=0 şi == qys—p—1=0. 

e 2 

9, Fifi, y=—- se elimină z între aceasta și 
La 3 q Q 

ecuația dată .'. q2y%—2pqp-tpyt-q=0. 10. p=a+ 

za asa tt ast(l—1)z3s=(4—1)as. Eliminăm pe z 

între ecuaţiile z*-+-pz-tq=0 şi y=(1;—1)z, obținem: 
2 2 

Pr-APprii-Va=0 ul, p=| zi = zi 
La—ds] ai —4aaz3 
  

  

05 
ai * Se va elimina z între ecuația dată şi = ZF 

12, Se elimină z între ecuaţia dată şi y=a?. Tcuaţia cerută 
este y*+-2pyp?-+-p2y—q2=0. Condiţiile sunt obţinute cu 

pe 3 

teorema lui Rolle: (2) + (5) 0 sau g=0. Explicaţia este 

următoarea: să presupunem că ecuația dată admite rădăcina - 

imaginară «+. Ecuația transformată admite rădăcina 
a —p24+-2aBi; aceasta fiind presupusă reală trebue f=0 
deci a4-fs este reală sau 4=0 şi ecuaţia dată având rădă- 
cinile 455, deoarece Bi—fi-tkzs=0, 30, deci q=0, 
13. "Ținând seamă de relaţiile dintre rădăcinile şi coeficienţii |, 

ecuaţiei date, w(e+p= = ete., deci pi=tola-$) 
ţi —t9al9 p 

'9 ta Zapata 
Ta pop PP) „p.pa(3—20) 

dată şi v pogaa = —p—q Pta —p—a*k 

Elizoinim pe & între ecuaţia 
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RĂSPUNSURI ȘI INDICAȚII COOL, 14—19), 

o 

ÎN _ ig&-tig _ y Up: 0. (G. M. VIII). 14. 1 —19at95 

—3au 97 —aoi9Y 
ao î9Y-kas | 

ao a-t-3aztaozy-tasy=0. Rezultatul este: (a5-F-3asa2— 
3 as as —a5)y-4-3(asast-3au as —2ao a —2a2as)p-+3(a. ast 
3a3 —a0a2—3a2)y-kasas—9aa2=0. 15. Notând 21, %a 
Zs, &, rădăcinile ecuaţiei date, se formează întâi ecuaţia de, 
grad III care admite rădăcinile PP Patsy Vai Cotare i 
Ys=Tuziazas. Cu ajutorul relaţiilor dintre rădăcini și coe- 
ficienţi avem: Xy4=b, Îi ye=ac—4d, yu yays=a2d-kc2—45d. 
| x az 5 bn AR „Observând apoi că 2 =tg(4+8)tg9(7-1-3) Ta elimi- 

» Se elimină deci z între ecuaţia dată şi 

, ui a _b=Y 3 A năm pe 4 între ecuaţiile 2 = TPI! — byt-t-(ac — 44) 

y-râbd—c2— a?d=0. Se găseşte: [(d-kik(4—3d-+1)+ 
(ac—4d)(d-+-1)-+-4bd—a2d—c2] 25 — [20(24-1)(2—5-k1)-+ 
(2d-+-d-+2)(ac—4d)4+-3(40d—a2d—c2)]a2-+-(02 (2 —0-F1)-+ 
(d-+-2b4+-1)(ac—40)-+3(4dd—a2d—c2)]+—(abe—a2d—c2)=0. 
(G. M. XLI. p. 153). 16. Trebue eliminat zi şi za între 
ecuaţiile zi-tpzi-t-gat-r=0, zi-kpai -hgqaatr=0, 
=. Punând zi za=4, adunând şi scăzând primele 

două relaţii obţinem 222—2(p-+-2y")z-ky-kpa?-kay+2r=0 
şi 45—2ay-tpy-tq=0. Intre acestea eliminăm pe 4. Avem: 
y*4-2pyt-(p?—4r)y?—q2=0. 17, Insemnând cu u cea de 
a treia rădăcină, ecuaţiile u*—5au-+g=0 şi a-kau-t-g=0 
(obţinută din relația de condiţie) trebue să aibă o rădăcină 
comună. Rezultă g=—2, g=—192. 18. Seva forma ecuaţia 
ale cărei rădăcini sunt gi, 3... această ecuaţie este 2" 

| Dan = sem Ye Vi Ye n (p2—2 py 1+,..==0, avem Ya Ft nui e 

2 XV Vscestfn Xe act ni Îi 27 Vi Van __ 3—2ps)?—2n. Va tan Vi Va+--Yn vi pe) n 
| , la a ai 1 19. Din relaţia = Ia rezultă că schimbând pe z în > 

y se schimbă în —y, deci ecuaţia dată admiţind rădăcinile 
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COL, 20—25.: MDUIIL, 1—3), ALGEBRA 

„1 . . ai . 
m şi e ecuaţia transformată va admite rădăcinile ya și —vyi, 

sl . 

adică polinomul din membrul I are factori de forma pap. 

_ 1 l—z —2 in 2-a si psi? : 22 20, Din st şi y=7 Ea rezultă 72 i. 2 Avem 

apa) | 0 şi punând ( zeta) =u, Flu, 1)=0 

apoi se va verifica dacă și rădăcinile polinomului a2—azi 

sunt rădăcini ale ecuaţiei. 21. Presupunând că am înlăturat 
rădăcina z=1, în cazul când ar exista, ceeace nu particulari- 

zează problema, avem: (e), (|= 0; punând (zel =, 

  

—1 
rezultă F (u, 1)=0. 22, Ecuațiile f(2)=0 şi f(—2)=0 auo 
rădăcină comună pe care o putem calcula, deci gradul se 

reduce cunoscând cel puţin o rădăcină a ecuaţiunii date. 

23, = — Stă şi ecuaţiile f(2)=0, r|- | 0 

au o rădăcină comună. 24, Ecuațiile f(2)=0 şi fle(2)]==0 

au o rădăcină comună. In cazul particular rădăcina comună 

este 1 și ecuaţia devine 22—5zx-1+-6=0. 25. Insemnârd cu 
W Și Ya valorile lui y corespunzătoare lui a și za, între ele 

„avem relaţia (ac rabarteb)yintte. >) +Fap:+ 

2bfât-e=0. Luând - și £ “egali [cu rădăcinile ecuaţiei 

az Pobr-t-e=0, pi-Fpi=0 şi ecuaţia în 4 va avea rădă- 
cinile două câte două egale în valoare absolută și de semne 
contrarii. 

XXIII. 1. Rădăcinile calculate sunt: 4; —2 + V3 

2. Făcând substituţia: z= (a—2y şi punând: e =0, 

ecuațiunea devine: (5—2)95+3y—(9+1)=0, sau încă: 

(9 —1)1(0—2)424+(0—2)y+(54+-1)]=0. 3. Făcând succesiv 
, , 6 , , - 

transformările evidente z=ay; y= > ecuaţia devine: <*—62 
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"RĂSPUNSURI ȘI INDICAȚII OO, 4-—10). 

3-3 
—60=—0 4 = Va+Va, ete. .4. Făcând succesiv tanstor= 

mările 2=3 și ya obţinem ecuaţiunea: 2%—192—34=0 

  

3-3 Lol? aa z= Va-+-Vs2, 5. Punând (2-2) = 9 obţinem ecuaţiu- 

nea: y5-+-372—5y-+-1==0 sau încă: (y—1)(9724+-4y—1)=0, 
ete. 6. Punând pentru prescurtare: d-te-F-d=A, c+d=B, 
d=C şi ata-tb-tetd=Vy, se găsește imediat ecuaţiunea 
de gradul al 3-lea la care satisface y. (G. M. 11). 7. Panând 
pe a factor comun între termenii care îl conţin şi observând 
ceilalţi termeni în z suntem conduşi la substituţia: z(22—93)==27 
şi ecuaţiunea revine la rezolvarea ecuuțiunilor: z%—3z2—2y=0 

şi 49p-F2ayt-b=0 Ya z=VyF VEZI Vp, 

8. Punem: Va au, Vp lao î. aşa că u-ky=y, 
u-ho=a—f, Ridicând prima ecuaţie la puterea 7, ut-tor-t 
Taro (45-05) 21 00202 (uk 5) 35 u2 95 (aka) =? sau 
Tuvl(a5-tko)+- 3 uv(u3-t 25)+ 5pat v2]= YI— (2 —f$). Insă 
a5-|-p5 = V5—Duv(us-ko3)—10u2027; us += —3Y7us, 
deci punând uv==a, 4 este dat de ecuaţia 7Ya(y2—aP=y7— 

  

» avem 45— 
2 

(2—B). Punând Pasi și â= : 
„y 1Y € 

y+Î=0 ete. a şi 2 sunt daţi de ecuaţiunea X2—yX+ 

(2 2);=0, unde (ev), (ae), (0); sunt cele 3 valori ale lui 
ă. (G. M.IX. p. 63). 9. Deducem din relaţia dată z=(a—by): 
(4—1); înlocuind în ecuaţiunea dată pe z şi scriind că ter- 
menii în Y şi 4* sunt nuli, găsim că a și b sunt determinaţi 
'de sistemul de ecuaţiuni: ai=— 3 ati= iar ecuaţia 

devine: 4*—o(—a):9(—0)=0, unde am pus: 9(2)=a-+-pr+g 

10. Avem: o(3=1t d xx 4C' (ze 

gti = ct)—s0(5); de altă parte punând: +(2)= 
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2 pa sem: ehec(;) 5] =e5 se (3hrar 6 
o()—a= —2pjj2 2 ecs(2)-rsole )|- az eco O(0)—9= 

Spa — —9= 0. 11. Scriind y subt forma: y= =(2—1) (241 

şi aplicând formula derivării de ordinul 9, termenii lui 19 

grupaţi sunt produse între puterile lui (2—1) şi factori de 

forma (z—1)P-+-(a-+1)7, deci y? este un polinom de gradul 

al 9-lea și nu conţine decât puterile impare ale lui z, deci 

punând în evidenţă rădăcina z==0 şi apoi 422 în ecuaţia 

rămasă, reducem la rezolvarea unei ecuaţii de gradul al 4-lea. 

12. Introducând în ecuațiune z=uv(u-+2), putem serie 

ecuaţia subt forma: (22) [a5-+-05]-+- q4+-3ao (4-40) [us 2]-o: 

luând deci 2452%= =—2 i a5Pi= a, de unde deducem 

valorile lui 2 și 2, pe care însemnându-le respectiv cu 4, Eu, 

c?u, și v, Ev, E? (e fiind o rădăcină cubică a unităţii com- 

plexă), cele nouă valori ale expresiunii z=a 2p-thauv? sunt 

egale trei câte trei. 13. Rezultatul eliminării se obţine eli- 

minând pe y între ecuaţiunile: bp-tr-ay—z=0 şi ay" — 

zy4-b=0 şi este: 2%—3abz—(a*4-d5)=0, ale cărei rădă- 

cini sunt: a-+b, (ae-+-be?), (ae?2-l-b2), unde € este rădăcina 

cubică complexă a unităţii; ecuaţiunea dată coincide cu cea 

de mai sus dacă luăm pe a3 și b5 egali cu rădăcinile 
- ' 

ecuaţiei: a2-t+gz—25=0, 14. Plecând dela yi—1=0, 
i 27 

z=ay-tby-ey, se obține rezultatul eliminării lui y, ob- 

servând că aceasta revine la eliminarea lui y între ecuaţiile ; 

ep-bp-tay—z=0, bp-tayp'—zy-te=0, atat 

eytb=0, —ap-hoy*toyțta=0, şi anume: zi—2(52+ 

2 ac) a2—4b(a24- c2) 4-02, (b2—4 ac) —(a2—c2)?==0. Observând 

că: (BP —4ac)—(—cP=(at-bi-e) (B—a—c)| [—b+-a-0) i] 

[—d—(a—9 = ai Za 232 şi că Xa =0; Sau z2=—2 

(32-+2ac); Îi a ca 23=—4b(a?2+-c2), deducem că rădăcinile 
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RĂSPUNSURI ȘI INDICAȚII COOL, 15—18), 

ecuaţianii în z sunt tocmai: zi =atb-te; za=b—a—c; 
zs=—bh(a—ci; a —b —(a—c)i. Identificând acum 
ecuaţiunea în & cu ecuațiunea dată, obținem: q2-ţ-c2== — DB: 

1 
ac=— 4 (p-4-252); v2 (62—4ac)—(a2—c%):==r, care conduce 

prin eliminarea lui (a2-4+-c2) şi ac la o ecuaţiune de pradulal 
treilea în a2. 15. Ecuația admițând rădăcina zi=a-FV0, admite 
și rădăcina za=a—Vd, deci având Xz:=0 st zst2a=0 
sau 23=—92a, de unde rezultă proprietatea enunțată. 
16. Făcând în ecuaţiune substituţia indicată, avem gru- 
pând convenabil: (Xa42P-+-23uw.[25 ut p-ta Du2 02-+ 

[Bu vot q]ău-kpiu+r=0. Lund: Hp= — și 
Y 

qQ a 2 1 p* 212 32 pa | UV — a a da —r]; deci ut, p , 202 sunt rădă- 8 aţa 

cinile ecuaţiei: Br Be-HI(E rr E =0 care se trans- a 2 4la 64 o “ 

formă punând =3 în următoarea: 204-2pa?+(p?-4r)s-g*= , 

17. Pentru calculul lui 'A se va aplica metoda generală de 
calcul a funcţiunii simetrice care reprezintă produsul prătra= 
telor diferenţelor rădăcinilor unei ecuaţiuni date. In cazul 

. doo. o. D problemei 22, 22, 22 sunt rădăcinile ecuațiunii: Boer 

1 2_ ] _7 — ? | 1. ş 2 i 2 
+ (2 i 64 0. In ipotezele problemii dacă « şi 

ar fi imaginari 'conjugaţi și 202 real, ar urma că A0 con- 
trar ipotezei, deci 12,22 2? fiind reali, după teorema lui 

„Descartes ei sunt și pozitivi, ete. 18. Desvoltână determi- 
nantul A și identificând cu polinomul ecuaţiei date avem: 

D . . . e. e. UV= —> uu=—-g, deci 2* şi 5 sunt rădăcinile ecuaţiei; 

  

az (0) = de unde: 4= V-a) şi 
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= V-2— Ve +2); de altă parte observăm că avem: 

A=(2— au — 0 [224 (uk) het o —uo]. 
19. Insemnând cu 2; rădăcinile ecuaţiunii de gradul al 6-lea, 

3 
observăm întâi că dui=0 (căci J2:=0); apoi scriind că 

1 
Îi: =0, găsim că a şi b trebue să satisfacă relațiunilor 

at-b=—1 şi ab=-+-1, care verifică celelalte condițiuni; 
așadar a şi b trebue să fie cele două rădăcini cubice com- 

plexe ale unităţii. 20. Destoltând a doua ecuaţiune și iden- 
aq? 

tificând-o cu prima se găsește: 2b-ţ-a2=0, p=— 3 

3 
a=0 deci transformarea este posibilă dacă p'-+-89= 0. 

21. Din relaţia (zi, z:)=—0(zr, zi) deducem Q(z:, zi) =0, 

deci & este divizibil cu (z;—an), deci el este divizibil cu A, 

iar raportul (9:AÂ), rămânând invariabil când schimbăm două 

litere oarecare între ele, este o funcţiune simetrică. 22. Fie 
ecuaţia a2—pz4-q==0, pentru care să presupunem că avem 
2 =—9(p, q) $ fiind o expresiune raţională în raport cu p şi 

q; deci a =0(a-Faz, 2 22), identitate imposibilă dacă ră- 

dăcinile zu şi za, nu sunt egale, căci partea doua rămâne in- 

variabilă când schimbăm pe a, cu z:, pe când partea întâia 

se schimbă. 

il 8 1 

I 2 2 3, 6 
I 1. G: . SANI. Găsim: ZRT ZI tza 

1 4 7 1 
2. Găsim: - 3, 3 Găsim atata ii Se poate 

întrebuința procedeul general, sau se pot determina cu aju- 

torul derivării polinoamele corespunzătoare lui (2—1)5, (+2), 

reducând astfel descompunerea la exerciţiul precedent. Re- 

2 -2 DA 2. 
108 97 ....135 

zultatul este: (= + 12 + — + at + 

  

 



RĂSPUNSURI ȘI INDICAȚII (QOXIY, 4—11), 

  

Dă 

_20.. 1 __F ul a 23 În 15 FR Ta ZF 3. Avem 
z 1 ao 1 

FE I-II Dia 3 
| 15 a 1 a—Vă 18__ 105 „18(2—4) zog(5z4) 
  

a—aV2-Hi 6. (2—2): "2—2 (Fat 2-2 

7 E az V2 | ze _e—V2 __aâ_ | 
z 

  

  

                        

"8lz—1 zi în Bz Vol ataVeri 
1 

8. tati 

ficientul termenului uencral, găsim: Az= Tu 

E 1 “ CĂ a, 
deci: = (—1i(0n—B)l zh 10. Punând: = 

Aa-+-B Cz4+D A'z-+-B' 
  

(22-+aV2 FI Tae tit Geoaa ra 
C'a4+-D' 

ai—ay94 
parte nu se schimbă, deci diferenţa părților din dreapta trebue 
să fie nulă oricare ar fi z, deci A=—A, B=B, C=—C, 
D=; inmulţind apoi egalitatea identică cu (22-kaV2-+1k 

pă 

— 2 şi făcând apoi a=—aV2 —1, avem prin identificare A= E 

B=2: apoi determinăm pe C şi D şi găsim: o=812, p=3. 

pam __ Az-+B Az++B, 
| 11. Punând (22-F1) Za (FI teii 

AB A2m-—1 2 Bom , Dea (2-FIE Carte SIP 30 RI observăm în primul 

rând că toţi Ar sunt nuli. Determinarea lui Br se face din 
aproape în aproape, căutând limita unei expresiuni de forma: 

_ Rei —1 Câ(a4-1)-(—12C2 (a0+-1)2—,.—(—1)p- 1Cpii(u-+1)p-2 
(441)? 

— 993 — 
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du tind 1.6 latul: (= CD Ca când a tinde către —1. Găsim rezultatul: FĂe zpIpret > 

12. Punâna: 3 A = +ă uta > păsim 
ati  z—l 2__ cos 2-7 1 

i ui 2n+il 

imediat că A= lim pol, i d : -imediat că A EI ai! apoi deasemenea: 

  

PA 
22 —9 a cos —— + 2n+l 

Aa Br= lim | = ; încă 
24 

20 = 222 cos Ș Zi -H= =0   

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

2 a — 2 cos ZF 
AD | 2nti 2 

; : (2n4-1)a2n 2=0a cos pe a 21 

_ 2].7 

2 — 00557 2 
anti 2102 cos at 9 n + 1 

2 co 2j;r 24 12| PI —) 

2 S9FI 095 ni — 2c059 Pi 

- 1 dati 

e Rezultatul este deci: = l = | 1 + 
Pnhi—1  2nkilz—1 

cos 2 —1 
2n-1 
a Pentru a doua expresiune avem: 
-z ?—aacos- Er 

217 
1 cos —1 1 
> —— sia 2 E variind dela zero la > (n—1) sau 

a2—2 a cos i 1 

în după cum 2 este fără soţ sau cu soț. 13. Punând 

) oa, 241 . 
= cos > și = cos avem după exerciţiul precedent: 

1 __îis Az—l 1 1 ua—1l = şi a A fa 
ZII pa Daia Fi Îi zi q z2—2pa-ki



3 Are, 

RĂSPUXSURI ȘI INDICAȚII (XXXV, 14—16), 

(zi —1) pg! Oz 9ÂzFI! a2—2Az-F1 pg 
îi —1)( —1 Sa 70 Ce Descompunînd fracţia de 

, | (Az—1)(pz—1) __ Aa+B subt sumă, PNR: (e oi FI) (auz FI) D030 Fi 

+ Cz4+D . . dz Se vede în primul rând schimbând pe A cu 

, Apa? Ze, ă = ; a ăe II 
că Cz+DzAz+B; apoi că: Az+B= | Topal |icu 

2A2p-A—p, _iup—1 + 
ZE DIR 

2(â—p) 22 
2Mp-A—p Au—1 pl A — = z % E —— . GAT DA SIZE a0p) e Ag: 

z2—21z+1=0; sau încă: Az?2+Ba 

1 , B= > ete. Dacă A=4 avem să descompunem termenul ge- 

(Az—1h ___Az+B + Cz-+D 
(22—2A 2-1 (2-2) a2—9ha--1 

şi se găseşte procedând în modul obișnuit: —Az1 
* (z2—9Az1) 

23 (42—1)-+(1—32) A = |n (2 02 (Zi) +a Zoia Fi 14. fla)=1(22—a2). 

> [a — _Î 1 2 1 + 15. Observăm că ereu sees 2 i ate 

dt! (aretg )__ = = (—1) =] 1 ___1 | 
dat! o dani-Pat 25  Uiz—tl (apti 

ete. 16. Având Dep A Ai ——— aa fiind rădăcinile simple F(2) z—zxi 
(2) 

ncral în forma: 

  

  

  

  ale lui F(z), deducem egalitatea identică: = s=a A+ 

  aa Cele două funcțiuni fiind identic egale, limitele lor 

pentru" aceeaşi valoare de z sunt evident epale; în particular, 
zf(z) zf(z) avem Ata) P(z) = lim n |eamrza zeu] sau incă: in J2/E j 

= An. Dacă prada lui f(z) este cu două unităţi mai mie 
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decât gradul lui F(z), avem XA+=0; dacă gradul lui f(2) 

este numai cu o unitate mai mic ca gradul lui F(a), avem: 

>=; unde B, C sunt coeficienţii termenilor de gradul 

cel mai înalt în f(2) și F(z). 17. Vom aplica rezultatul din 

exerciţiul precedent luând: f(2) 22? și F(2)2(z—a)(z—a—r)... 

(r—a—ar). Cum pn et (n4+-1)—p>2; deci descompu- 

f(z) 
nând fracţia raţională Fa) în fracţii simple și scriind că   

tepe a i 1 , Ș 
X A4=0, avem simplificând cu m relaţia cerută 18. Avem 

prin ipoteză f(2)=(2—a)(2—a)...(2— an); deci formând 

    

  

  

derivata logaritmică avem identitatea: = 2 Dat 

1, Plaf(a_— > ela) at 
za * fa) “azi z—zi 

9 (zi) — 1 > (a) 1 oa 0 Qi ela) 4-A 
z 

Î zi9(2i)4+... care având loc pentru valorile lui z>z;, este 
verificată. Rezultă deci ca Xq (zi) este egală cu coeficientul 

lui 3 din desvoltarea restului obținut din împărţirea lui 

  

  

  

zh 
% (2) f (2). prin fl). 19. Din egalitatea fila 2) — E ta 

fa) z—zi 

Pa (0) = Xzh LE = au punând u;== = fe) au 2 5 

Ga, at &n,k3 deci (i) este dat cu ajutorul funcţiu- 

ilor 244, 22, ...;2%n care pot fi calculate prin diviziune. Deter- 

minantul funcţiunilor $ este de forma A.A?, unde A este de- 
terminantul lui Vandermonde relativ la rădăcinile za, da... n. 

  

fl) AL „A | Fizz] - — 
| 20. Punând Fz) = ap avem; n: Ap= Pre) |_z 

Fi) f'(0).(e—a—hr) __ fla-kkr), 
rare) 5 r(a (Fir) Z j; deci obţinem 
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desvoltând în fracțiuni simple, identitatea: Le 19 Pa Gt 

Bo et) 
(zar) P'(a-r) (z—a—nr)k'(a+nr) 
succesiv pe z egal cu a+-(n+-i)r; at(nta)r;... . și adunând 
se obține relaţiunea cerută. (G.M.1I1). Fic f(2)2 A (r—a) 
(7 — zs)...(2 —z2)...( —a). Punând în evidenţă în descomptr- 

în care făcând 

nere partea corespunzătoare lui (z—a4), avem: 
FITE 

           

  

      

C: (z—z) 1 
(77) Ce lim lz 217): = zi—1 

- m_i ; apoi: 
za LL i—1 lf' ( ))EI ! N 

1 i 

(72—4)] Fa) |] li — If (a: 

De== lim —— PI: == z=zy 2 — i 

  

5 (22—1) fe) 

= ea e să IZ—x LT—ZR 

  

  

(2) 2 flo |] fio(z—a)— fie) 
li 22|, LE] Ha 7-2 ES (2— ar)? 
zi fl) |* , 

e] | 
dar lim [ze [(z) 1a]- f(z) şi lim [ala flo) — Zrt -), z=a LE—I z=2 (z—a) 

deci: D= — 22 f (9 (i —1)f” (zf (2) _ | +5 (24: —1P(f (20) 
aere re) Așadar, pentru ca descompunerea să 

aibă forma cerută trebue ca să avem: 2af (2)-+-(z2-1)f” (22)=0 
adică [(22—1)f'(2)]=0 să aibă aceleaşi rădăcini ca f(2)=0. 

— Cuz—Ciz3. . - Am . dani 22. Având: 0 CA Gzi x [(-k-zz) (ia) -- 
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ai (1 Fr iz)m-+ (1 —î29"] =0, din ii avem: 

(1-hiz)—(1—i2)m 
UP EU Za şi punând 1 

=Y = 1 , 
pi > =1—23. Fi deci făcând descompunerea în 

ai=   2 x x 
iz 

raport cu 7, se obţine imediat aceea în raport cu z. 29. Să 
notăm în mod general rădăcinile lui Fi; cu Lia iapa Citi 
deci că am descompus (teoretic) pe F în factori de gradul 
întâi. Având deci, PAI (2— zi)": (z—zu0)i „(0 — zi): şi 

făcând descompunerea lui JL avem punând în evidenţă par- FR 

tea relativă n (z—zsp), relațiunea: F 2 [ine + 

_(Miz)e Piele zi (Mia) 
(2 — — Lip je + +-R (2 on (2 — —ai e 

a Ri) that -R (2) di (z—zip)iit z Zi ez azi ; z), 

de unde rezultă relațiunea cerute 

    

XXXV. 1. Să notăm f(2)=zt—4a*H6z-ta (1), f(a)= 
4(2%—322-+4)=4(z+1)(—2P; f(—)=a—11, f'(0)=a-k16. 
Deci, pentru —00 <a<—16, ecuaţiunea are două rădăcini 

reale. cuprinse în intervalele (—co, —1) și (2, -+-o0), f(z)=0 

defineşte pe z ca funcţiune implicită de a şi derivând identi- 
—1 _ lt 

| 4022 (2) i rezultă că 

Za>0 pentru prima rădăcină, deci ea creşte dela —co la 

—1 şi ZaC0 pentru a doua rădăcină, deci ea descrește dela 

+ la 2. Pentru —16<aCIil ecuaţiunea are două rădă- 

cini reale în intervalele (— oo, —1), crescând în interval 

cealaltă descrescând dela 2 la —1. Pentru a=—16 ecua- 

- ţiunea are o rădăcină triplă egală cu 2 și o rădăcină cuprinsă 
intre —co și —1. Lui a=11 îi corespunde o rădăcină dublă 

egală cu 1, Pentru a> 11, 'ecuaţiunea âre rădăcini imagi- 

nare, 2. Ecuația este 322% —482t-+-1822—1—a=0, punând 

tatea (1) în raport cu a, avem: da= 
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RĂSPUNSURI ŞI INDICAȚII 00, 3—4). 

ya, fie f(y)= 3295—4892-4+-18y—1—a=0, F'(y)=0, 

are rădăcinile £ şi : avem f(0)=—1—a<0, căci |a|<1, 

F()=1-a>0, r(2 =-—1-a<0, A(1)=1-a2>0, ecuaţia 

în y are 3 rădăcini râale cuprinse în intervalele b, 1), 

(1 3) £ 1); ; ecuaţia în 2 va avea 6 rădăcini reale cuprinse 

în intervalele =, — 28), 1) Avem ya=1:96 

—3) —) Yi Cy2 Cys fiind cele trei rădăcini. ale ecua- 

ţiei /(y)==0, când a creşte dela —1 la +1, wi creşte dela 0. 

la î Ya descrește dela 3 la În Ys crește dela € la 1; din 

variaţiunea lui y se deduce imediat variațiunea lui z. 3. No- 
tând f(z) membrul I al ecuaţiei, f(a)=4a(a—a)(z—b), 

avem 29=1:4x(z—a)(2—5), unde a=3p(3— Y5), u=3 

p(3-+Y5). s Să presupunem p>0 şi să formăm șirul lui Rolle: 

1 F(— co), (0)=—q, fa)= 2 (5V5 —1)pt —a, f0=—3 

(5Y5+11)pt—q, flo). Cand — co <a — 7 (5V5-k11)pe 

nu avem rădăcini reale. Pentru —z (5Y5 + 11) p'<gq<0 

sunt două rădăcini reale în intervalele (a, 5), (5, --oo); prima 
“rădăcină descrește în interval pentrucă 240, a doua creşte 
pentru că 22>0, ete. 4. adăeinile derivatei polinomului din 

membrul I, f(2) sunt 0 şi 2 ——  Şirul lui Rolle: f(—oo), 

A0)= 069%, re | — gat 5 Fe). Dar 
(0) are două rădăcini reale: as şi a respectiv în intervalele 

— 999 —  



      

000, 5—7), ALGEBRA 

(o =) (2, +); (2) are deasemenea două rădăcini reale 

„ [27 , A - as, a, între (—o, 0) şi 2, -Foo|: In ordine crescătoare 

avem Q3, Gu, Qz, Qu. Când a este cuprins între a şi a avem 
/ 

două rădăcini reale in intervalele | 0, 27) si (2 ce); Pentru 

„(fe a<aas, rădăcini reale în intervalele (— co, 0) şi (3 aroo). 

Când as <aa,, 2 rădăcini reale în (0, 2), și , o); Stu- 

diul variaţiunii analog ca în cazurile precedente. 5. y'=718 
(23 + (22 —2a—1): (+32 — 2), rădăcinile sunt —1, 
1 
3 £ 2%, 1+V2. -6. Rădăcinile ecuaţiei de gradul n fiind 

ma IQ os... Î]%, relaţiile între rădăcini și coeficienţi. ne 
spun că Xiga,, Xiga, îge... sunt numere reale. Ori 

| Xiga —Xig ai îs Igas-k lg (a a see Tla] = —— Ș — (+ auf an) 1—Xiga, tgaa-F.. 

valoare reală. 7. Fie ABC triunghiul considerat. Dacă scriem 
că aria sa este egală cu suma ariilor triunghiurilor pe care | 

  + deci are 

le determină bisectoarea &, avem: 28=a(i--o)sin A (1). 

Ducând prin C o paralelă la & care întâlnește pe AB în D, 

din triunghiul BCD, (b-+e) ) sin Î- = asin (c+4 2) deci a 

    

  

  
    

  

aa 25 = 285, Analog pentru bf, ec. Inlocuind aceste B=C A 
cos 

9 

valori în ecuația din enunţ, căpătăm: 
A 

E as — (2 p2-v2) 2-10 (2). S este rădăcină dacă 

22902 p2-7)-F1=0 (6) san cost AB 
„B—0 C—A A—B  OB—C  C—A 2 2 — bu = cos -F cos Z: 2 cos g 605 — cos = 
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RĂSPUNSURI ŞI INDICAȚII (UV, 8—11), 

relaţie adevărată, căci A B)+â(B— C) J-F Z(0-4)=0, 

Impărţind ecuaţia (2) cu (z—S) și ţinând seama de (3) găsim 
câtul 2Apva2— Sz— S2=0 (4). Realizantul 1-+8Apv al 

ecuaţiei (4) este pozitiv pentrucă unghiurile 3(B-0), ete. fiind 

mai mici decât 90%, A, p, sunt pozitivi. Ecuația (4) are deci 
rădăcinile reale de semne contrare, cea mai mare fiind pozi- 
tivă. Dacă înlocuim în ecuaţia (4) pe z prin S găsim rezul- 
tatul S2(A 9 —1)<0, S este deci cuprius între rădăcinile 

ecuaţiei (4). 8, Fie ABC triunghiul isuscel (AB= AC), AD 
și BE=h înălțimile. Notăm AB= e. Insă întrun triunghiu pro- 
dusul a două laturi este egal cu produsul înălțimii adiacente cu 

diametrul cercului circumscris : BA. BC =BE.2 R,h z= BC. AD, 

ha A 2— (Es) » deducem ecuaţia care dă pe a: 

26—4 R2a244+4 Rih'=0. Cu şirul lui Rolle se găsește că 

problema admite două suluții, dacă L:R< SV, Dacă 195 R, 

, IER 2 . avem 0 singură soluţie pozitivă egală cu =R Y6, a treia la- 
3 

2Nh tură se deduce din PC=——. Ecuația dată are în acest caz z 

+ în V6 ca rădăcini duble şi + 5 Ri. 9. Identificând 

a-+-prtaz+r(z*4+mz+n)—zt, deducem q2+ 8r5= 2 4pqr; 
rezolvarea ecuaţiei transformate se reduce la rezolvarea a două 
ecuaţii de gradul I şi II. In cazul particular, se obţine 

2-10 i z-ța+1:=0. 10. Observăm că: Fo. d 

  

Fi) za 
iz 1 |=o ded laţi zi şi că x din JLS) aa] 0 educem relaţia ce- 

rută ; dacă f(2) este de gradul al treilea avem: 2 zi ashas. 

. a Fa) 1 1 11. Se vor considera expresiunile + — = 
A(r) a—a az ae 
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(CO, 12—13), ALGEBRA 

    

  

  

  

n 

și LD 1 1 şi se va observa că: lim re] 
f'(z) e zei za, Lflz) aa 

pf w 

= lim Fa) =a|[ e] „12. După formula 
za 14 la) 2 fa) z=n 

(z—au) f (2) 
, , . % 2m-hi &% 

lui Bloivre: (cos3, iti sin =) + [cos 

2m+l 

isin pa) = 9 cosă, “deci f(a)=0 va fi: 

2 fl) = (et i Vi Tamti-t(o—i Vian — 2a=0 (1). 
f'(a) este independent de a, deci putem lua a=1, cos =, 

47 

ami 

(3). Rădăcinile: din 

- ._. .. 97 
a=2E7; rădăcinile ecuaţiei (1) sunt 1, cos Da F-00s 

os 2 mt (2); e pg 2(mtD£ 203 4m% 

2mi “Dm-Fi om-Fi 
şirul (2) sunt egale cu cele din (3) luate în ordine inversă. 

Deci f(2)=(z—1) P*(2) (4). Din (4) deducem f(2)= P(2).Q (2). 

f(a) are numai puteri impare ale lui z, deci f'() va conţine 

numai puteri pare și rădăcinile sunt 2 câte 2 egale şi de 

semne contrare. Tie & o rădăcină a lui P(2). f'(2) admite şi 

rădăcina —& care va anula totpe P(2) sau pe Q (2); în cazul 

când ar anula tot pe P(2), f(2)=0 ar avea 2 rădăcini egale 

i de semne contrare, deci cos ——— 2EE ar ———— de $ 2-F1 —COSaFI 
unde 2 (1-F1)=om+k1, imposibil. Deci age (—a) 

f'()=tP(a)P(—a). Pentru a determina pe k, facem z=0; 

7 (0)=1:P2(0)=—4; (0). 7(0)=1, f(0=(2m+1)2n= i (2-1). 
13, Se va considera funcțiunea f0)=1— 00 ai — 

    

— 0 care se anulează pentru 0=A,, Asen i. 

9—2,)(0—A)...(0—A, 

10 (PEPE, moră m a și ar 
= —a,, găsim a =(— i (act) (astra)... (ate) 

pe ' (az— a.) (as —a.)... (an— a.) 
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RĂSPUNSURI ȘI INDICAȚII (XXXV, 14—20), 

-14. a fiind - rădăcina reală, celelalte rădăcini sunt . » 
—q + Ve 2 

i 
az toa i = Z-4p, modulul este Va?2+-p. (G. M. XIII). 
15. Relaţia se mai serie [ao za zeta, (zi-Faza)-kas] sta, zi ret 

| 
aa (2 -ta2)-kas=0, de unde 3=— Moti ai aaa za) i-as za asta aa) as 

oz zrta(ztaa)-Fas 
Pentruca + să fie nedeterminat, trebue Ga Zu za Pas (aura) + 

30, ao 2 zeta: (za za)-ras =0. Deci zu-bazz=— Ca Ca do 3 
41—0o > 

G3>— 01 Qa 

(i — Go Qa 

riabile fără semnificaţia inițială și sunt date de ecuaţia 
(a: — o a) X2 — (ao a3 — au a2) X +a: — 0 Q3=0. Această 
ecuaţie având acelaş discriminant cu ecuaţia dată rezultă pro- 
„poziţiile problemei relative la natura rădăcinilor, 16. 'Trebue : 
ca F să fie divizibil cu relaţia care leagă sinusul cu tangenta, 
adică, să avem: F(sina, 192) (19? a—sin2 a. 19? — sin? a) 
Q(sinz, tg). 17. Se exprimă coslz în funcţie de cosz=y 
şi se obţine un polinom de gradul „ identie nul, din care se 
deduce a0=a =... an=0. 18, Ecuația derivată admite ră- 
dăcina pq și fiind de gradul II, a doua rădăcină trebue să fie 
deasemenea raţională, coeficienţii ecuaţiunii derivate fiind ra- 
ționali. 19. Avem za ta=0, z ao Za stars tu=—3q -. 

P —zt V3(4q—z2?) 
La = 9 — 

deci q>0, |z.|<2Y9. Dacă a și ze sunt imaginari, fie 
zi =&-+fi, Da=a—fi, zs=—92a şi cum zuiz—(xu Fa 
+-39=0, B:=—3(a2—g), deci, dacă q>0, |a]>Vd. 20. Fie 
A=pi pi 18. pi ps—4p3-—4p9ps—27p3 diseriminantul 
ecuaţii date, ecuaţia va avea una sau trei rădăcini reale după 
cum AO sau A>0. Vom distinge următoarele cazuri: 
19). A<C0, ecuaţia are o singură rădăcină reală a, care im= 
preună cu —c0 și -+- oo, determină două intervale A(—o,a) 
şi D(a, +); un număr a va fi în primul. sau al doilea 
interval după cum rezultatul substituţii în primul membru al 

€ 
pr
ot
a 

Zi La = * Acum 4 şi Ze sunt considerate drept va- 

- Dacă zu, 22, z3 sunt reali, 49—z2>0, 
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ecuaţii ne va da un rezultat negativ sau pozitiv. 20). A>0, 

ecuaţia are trei rădăcini reale și diferite spre ex: ai Cze<a, 
acestea împreună cu —c0 şi +-o0, determină 4 intervale: 

A(— 0,2), B(azu, za), Clara, as), Des, 00). Poziţiunea numă- 

rului a în raport cu rădăcinile au, za, Za depinde de semnele 

diferenţelor ai —a, zz—a, za—a (1) și dacă reprezentăm cu 

la) primul membru al ecuaţii date, ecuaţia care are ca ră- 

dăcini diferenţele (1) va fi: (2) f(y-t-a)= = ptr + 

f'(0y+-fla)=0; semnele rad, ăcinilor acestei ecuaţii ne arată 

în ce anume interval se găseşte numărul d. Concluzii: a este 

în A când (1) sunt pozitive, deci (2) are toate rădăcinile po- 

zitive, deci trebue să avem: f"(a)<0, f(a)>0, fla)<0; 

W). a se află în B când (2) prezintă 2 variaţiuni şi cum 

f(0)>>0 unul din coeficienţii f'(a) sau f'(a) trebue să fie 

negativ; c). a se află în C când fla)<O, f(a) f'(a)>0 

sau f'(0)<0 şi £'(0)>0; d). In fine a se află în D când 

fla), f(a) şi F'(a) sunt pozitivi. 3%. A==0, ecuaţia are cel 

puţin 2 rădăcini egale, putem avea Ze sau des și 

unul din intervalele B sau C se reduce la zero. Criteriile 

pentru a recunoaşte în ce interval se găseşte numărul a sunt 

aceleaşi ca și în cazul precedent. Dacă aaa, primul 

membru al ecuaţii este un cub perfect (G. M. X). 21. f(z) 

fiind un polinom, avem relația identică f(2)—z=(z—2) (2) 

sau f(z)=a-țku, deci u e funcţie de z; fif(al= fiztku)= 

Pa) pt) pla) ba Fr aul Plat 

e Da. 

Lea f"(2)-k... Pentruca & să fie rădăcină multiplă în flf(2)] 

trebue ca 1 +-f(0)=(z—a9le) deci flf(d]—z=(0— a) oa) 

[uta tree). Dar din [(2)=(e—0)V(a)—1, deci 

[= 0Ylo), și tir e=00+3 

veto = rac 
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RĂSPUNSURI ȘI INDICAȚII CO, 22—24), 

9(2) (6). Dar cum 1+/'(2)=0, f'(2)=—1 și din f(2)—1= 

P-ta), p(2)=—0, rezultă că dl r'ta)ele) 
  

se divide cu z—a, 22, Avem [= flat SA Po) + 

da ek ——f'l0+..., derivând suceesiv relaţia dată între TF, 

7 A avem (n—1)/'(2)=(z—a)f'(2+5 Flo), (n—2)f"(2)= 

(2-0 [+a 09). :. Pa), a) =" Arta), 
poa) 272 po), poa) 0022 pa), pa ae. legea de 

formaţie este evidentă şi /(2)=/(a) | to—0+ 

"editate orei 
Seat. Polinoamele lui Sturm sunt f(2), 

f'(a), —f'(o), —0f"(2)... Se va aplica metoda lui Nezelon 
pentru găsirea limitelor rădăcinilor. 23. Se verifică imediat 
că teorema este adevărată pentru n=2; pentru a arăta că 
este generală să admitem că este adevărată pentru o valoare 
a lui 2 şi să arătăm că este adevărată pentru valoarea imediat 
superioară; avem Unţi= (2 — ana) Un-t bai Vaz. 
Vai (2 — ani) Vn— bati Un = —(Bi barba) 
Gay Ga... n fiind rădăcinile lui U1=0, avem V„(— 0) de 
semnul lui (—1), V(a.).(—1)>>0, V„(a).(—1 h-L>>0,.. 
V„ (a). (—1)>0; apoi Un (— 00). (—1)t1:>0, Una (24). 

(—1)>0,.. .. din relaţia Uni Van— Van U = (Us + V?) 

nt >0, deducem că rădăcinile lui Vn+1 sunt cuprinse între 
acelea ale lui Unu. 24. Să căutăm mai întâi forma generală 
a polinoamelor care verifică identitatea F(2)= F(l—a); fie 
F(0)= Bo, avem De F(2)—Bo este divizibil cu 22—a, 
punând F(2)=Bok(22—a) F, (2), F, (2) verifică o identitate 
de aceiași formă, putem scrie Fi (2)= B+ (22—z) Fe (2) .* 
F(2)= Bot B (22 —2)+ Ba (2 — ah Ba (02—a): Fe... sau 
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punând în evidenţă factorii de forma (22—z)-ţ-1, putem scrie 

F (2) = Co(22— at 1) 4+- 0, (22 —2) (a2—a-4+-1)1+..., care este 

forma generală căutată, Exprimând apoi că F(2) verifică și 

identitatea F(a)=a" F(1:2), găsim F(2)=Ae (22 -P-1)n-+- 
A. (22 —a)2 (22 —a-k1n3-4...; dacă un număr oarecare de 

coeficienţi sunt nuli putem încă avea factorul (2 — a 4-1)7 

(12— mp. 25. f(z) = Ap 0 Ap amr As amd, 

Fm; Ao, Arum. fiind coeficienți arbitrari, 7 cel mai mie 

număr întreg, așa fel ca a'—1=0. (G. M. XIII). 26. Trebue 

să avem €62= mer azea-hases, aces biet baext bses, 

es es Sei esțezez-Feses -*. (a—ei)erțFazc2țases=0....; 
€1, ca, es fiind diferiţi de zero trebue ca determinantul 

WU (4£ a3 

b b e b3 — 0. 

GC Ca C3s—tui 

Desvoltând, găsim: AeS+-Be?-+Ce-+-D=0, ceeace arată că 

e este real sau complex. 27. Dacă în ecuaţie punem z=gy-+h, 

u—l)a 
pu pe devin pin, pt(n—l)p ut E 

Zn se micşorează fiecare cu cantitatea k, iar diferenţele lor 

rămân neschimbate, deci Fin — vs Vi Vsseeea Vika D= 

Fri — ase Zi Zu) Sflprtah pen —1) pu PRO u= 1) 

2... derivând în raport cu h găsim relaţiile căutate. 

28. Ecuația dată având toate rădăcinile reale, ecuaţia bi. f(2)-+. 

zf'()=0 va avea toate rădăcinele reale după teorema lui 

Rolle. Această ecuaţie se mai scrie X(b-tki)a:a"=0. Apli- 

când această proprietate succesiv de mai multe ori, avem că 

ecuaţia dată în enunţ are rădăcinile toate reale. Dacă pentru 
fixarea ideilor se presupune a >> 0, trebue d, <—n, bzC—n,. 

b:L—n pentru valorile negative ale lui bi, Da... În. 

29. Presupunem mn, dacă (a) este prima ecuaţie, F(2)= 
bo fi) Fo a fia-kbaz2f'(2)+k.kba fa)= O are toate rădă- 

cinile reale căci și ecuaţia Bo-f- biz bas?2a2h. ma 2" =0. 

are evident toate rădăcinile reale, putem scrie F(2)= Po(a)k. 

În Pas aere 
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RĂSPUNSURI ȘI INDICAȚII (000, 90—31), 

PP, (3)-+...Fam Pn(), P;(a) fiind un polinom de gradul 
n—i în 4 anume Po(2)=ao0boFi! abat?! a basm... 
Fa! an bah. Pe baza realităţii rădăcinilor ecuaţiei F(z)=0 
și făcând uz de teorema lacunelor se arată că șirul Po, Pa... Pn 
este un şir al lui Sturm pentru polinomul Po. Numărul ră- 
dicinilor reale ale ecuaţiei P,=0 este egal cu numărul varia- 
ţiilor pierdute în șirul a» bn 2%, an ba=13%1,... au bo când trecem 
dela — la oo, care este egal cu n căci ba, niyeee bo au 
acelaş semn. Rezultă că toate rădăcinile ceuaţiei Po=0, care 
e cea dată de enunț, sunt reale. Dacă 72 Cn în locul celei 
de a doua ecuaţii se consideră (1-kez)-m (0 De z...F baz) 
unde £ e un număr pozitiv, Această ecuație este de gradul m 
și satisface aceleași condițiuni. Vom aplica cele date mai sus 
şi vom face ca £ să tindă la zero vom obține teorema din 
enunţ. Evident că restricțiunea ca ecuaţia a doua să aibe 
rădăcinile negative a fost pentru comoditatea demonstrării. În 
general ea trebue să aibe rădăcinile de acelaş semn. 30. Se 
știe că dacă ecuaţia Ao-FAsz-tFAs pF... -F An a"=0 are 
toate rădăcinile reale, ecuaţia Ag f) (2)-k A, FO-D(a) 4... 
-FAnf(2)=0 are rădăcinile reale când cenația f(2)=0 are 

AR | , , Aa As rădăcinile reale; în particular deci ecuația Ask m a 3 at, 

An - Liu a. i j- a =0 va avea rădăcini reale. Problema precedentă ne a 

“dă deci că ecuaţia dobo-Pa biz... Parbia:=0 are toate 
ua. . - 9 EI | 2 rădăcinile reale. In particular ecuația D3-Fl?a-ukiuan=0 

are rădăcinile reale adică și ecuaţia Wi-Fi an=0. 
Când b;= Ci, avem ecuaţia'lui Flermite. 31. Fără a restrânge 
generalitatea problemei, se poate presupune 21], 2n-—2=0, 

1 ANU 1. A așa că e destula arăta-că f! - O adică 243 întrucât 
“ 

în ecuația f(z)=a-ha, z1-ţ-...F an 2-Fan primul cocfi- 
cient se poate lua egal cu 1. Avem după teorema lui Descartes 

a. >0, a2>0...amn-3>0. Avem apoi r(3)-ro=| 2 1) 

pa 

— 407 —



CDV, 92—33), ALGEBRA 

ta = - 1-a = 3 +. „Fana (2-1) —a, şi 

FU0)=1-Pas...-Pan=0. Dacă aa>0 evident r(3)<o 
. 1 

deci teorema e demonstrată. Dacă a10 avem f(2)= (+2) 
1 

pozitive suma lor fiind A. Se poate arăta prin calcul că 

Xa (A—2—2;)=0 în felul cum sa pus problema. Acum 

  

  

  

1 .. 
- (2—1), au, Ga....n-a fiind numere 

n—l 

  
  

r(ij=orli 1). (e a a dar r(3)<o. Trebue să arătăm 

că X zi —1>0 sau X pg A= paie co, In 

suma A &(A— 2—a;)==0 se vede că pentru a ajunge la 
xlA— 9— &;) &; . 
Ia totdeauna un termen negativ se împarte cu 

un număr mai mare ca un termen (oarecare) pozitiv, ceeace 

demonstrează teorema. 92. Se demonstrează prin inducţie. Să 

presupunem că ecuația cu 2 —1 termeni 1-ka“-taszf-+... 

-Fan—12%==0 are o rădăcină în modul mai mică ca 2-3, Fie 
a' rădăcina acestei ecuaţii şi z 0 rădăcină a celei date, să 

punem z=z Ay ecuaţia dată devine an aî-tby-tey* Fu. 

-F an y4==0 produsul rădăcinilor este (—1)%a'2 deci cel puțin 

un y satisface |y|<lz|, dar |alSlz|-kly] şi || <a 
rezultă că |z|<2|z']|<22. Deci dacă ecuaţia cu n —l ter- 

meni satisface problema și ecuaţia cu 2 termeni o satisface. 

Dar pentru 2==3 avem |a'|=1 deci |z|2, deci teorema 

e generală. 33. Pentru fixarea ideilor să presupunem că 

punctele rădăcini aa, as sunt așa ca toate celelalte puncte 

rădăcini să fie de aceeaş parte a dreptei a: az. Evident este 
destul a arăta că și punctele rădăcini ale derivatei sunt de 

aceeaş parte. Să presupunem că o rădăcină a, a derivatei ar 

Fi de partea opusă Dacă au, Q2...Qn sunt rădăcinile avem 

fi(o=fla)ă =     

l 
- în punctul as, f(a.)720. Suma 2 este 

Qi i 
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RĂSPUNSURI ȘI INDICAȚII (OY, 34—97). 

o transformată prin omografie a rezultantei vectorilor zi, 
Zi Aa. Ei n care prin fuptul că au nu este de aceeaș parte 
CU Ai, Aa+++0n este neapărat diferită de zero. Deci f! f(a)720 
ceeace e absurd, adică punctele a, ai(î=1, 2,..n) sunt de 
aceeaș parte. 84. Ecuația se presupune tot de forma din 
probl. 92. Se demonstrează la fel prin inducţie completă. Se 
presupune adevărată pentru &—1 termeni. Ecuația derivată 

1 . . . se transformă în y= (1-1) şi upoi se aplică teorema 

presupusă adevărată pentru k—1 termeni, apoi făcând uz de 
problema precedentă avem rezultatul dorit. Mai general ecuația 
Ao-tAiz“-+..., se poate aduce la formu studiată prin sub- 1 
stituția ii y. 35. Inmulţind ambii membri ai sumei Ao 
din enunţ cu produsul (2-4-2)(1-+-1) avem: (n2-+2)(n-F+1)S= 
Cot Cip.. + Ca şi cum IF Cara fe Catana ..... 
+ Crța= 212 avem (n-t+9)(n2-+1) S==9nt2—14— Co 

n 1 n2-+'7n-h14 C2,p— Cr — Onţg=oniz— 2 Tn-Fi 
p. 154). 86. Pentru n==1, ua. us este arbitrar, Punând 

n— 

ete. (G. M. SLI. 

  relaţia de recurenţă sub forma Un SUn—1— dând lui 

2 valorile 3, 4, 5,...n—1, n, — multiplicând egalităţile obţi- 
L i 1 1 12 „A: 2emu(m2 —4) 1.9...(1—3) nute respectiv cu L 3 54 aa (72 31 (021) 

, 1.2.3...(n1 —3)(n—9) : apoi adunând, avem 345 (aa tin 2 tta— 1+I 

  

tat rau) | Dar coeficientul lui 24 se scrie 

igo taie rii 
n(n—1) ua—n(n—2)u. (G. M. XL. 

p. 472). 37. Se dovedeşte inegalitatea pentru p=9. Cousi- 

De unde avem aun:= 

Mi 

derăm (aj) Pa F made sta „agita (0<a< o) a, 
TF me 

— 409 —



O00V, 38). | ALGEBRA 

variabilă, ae constantă pozitivă. f(a) are un singur minim în 

interval, pentru a. as. Minimul fiind zero, rezultă inegali- 

tatea. Pentru cazul general, se admite pentru p—l şi se 

demonstrează că este adevărată pentru p. Admitem totdeodată că 

pentru p—l inegalitatea devine epalitate dacă a1=a2=...=0p—1. 

1 2 ata asPfnp Qp 
Pentru acestea se consideră F(0,)=———p = — 

pe mai Pe ep 
ma ntz mp 

Qi 5. 035. Qp S a variind dela 0 la e, iar az, as.. «ap fiind 
sia "ip 9 

SN , 7 —-— — 
constante pozitive. F (= (i-a S 35 „up :) (6 = mat 

mama Vp 
ms. n2p) se anulează pentru ai = as a3%..apS == 

Funcţia este minimă pentru a ete. (G. M. XL. p. 368). 

38. Cu teorema raportului se arată că seria este convergentă 
pentru |z|<C1. Pentru însumare, observăm că 15 = Cp 

Cpii_u deci Sp,m(0)== Cea CI CP 22 ut OP 
Dna Dee Să considerăm desvoltarea: (1—42=1-+ 

CPA 1 CPA Pau Cozi a fr-F. Seria de membrul II este 
absolut şi uniform convergentă pentru |i/|1. Acelaş lucru 

constatăm și despre seriile obţinute derivând-o termen cu 
termen. Inmulţind deci ambii membri cu /"YP-1 și derivând 

: pmtp-l (p-1) 

de p—il ori, [23] = Apa îm Cp A m-a 

pp - 1 Pa 
de unde (1) pure [3 5] CE ut CB CP IF, 

—F CEȚA a CPE Î"Fo--» iar seria din membrul IL devine 

pentru /=—a? seria propusă. Să calculăm valoarea explicită a 

primului membru. Deoarece [(1—47]W=p(pt1)..(p-+k—1) 

(1—02-%, aplicând formula lui Leibnitz „avem 

  

(p—1)m 

Ci DL jo-D > Ei Chia CP, ţi . so 

i — | — 20 (1 — dpi deci: (1 —apo-i Sp, m (2)= 

pi 
PS i i 
= 

Crina Crap (Uri, (6, A. SUI. page 599), 
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RĂSPUNSURI ȘI INDICAȚII (UV, 39—40), 

39. Se folosesc relaţiile între rădăcini și coeficienţi z--y-ta=i, 
zyțyatkazz=- 1, ayx=1. Pentru prima relaţie trebue să 

avem XY+-X/ try NYZ/. Dar ÎNY= 5(24+924+3) 

(92-29 4-9) Sata 2 Szy(r-ty)4 Szy-t6 3 32-19 Ja 
+-27= Sa P-F6 Say — Bay 6 d a24-19 5-27. Dar din 

Xzy=—1, deducem Satya iz=1 sau Xa?p= —1 
și din Sr=1, Sa?2+25ay=1, Xa?=3. Inlocuim aceste 
valori în XXY, ete. Soluţia II. Ecuația ne dă 2a=9a5—9a2—9, 

deci X=aozki=az— aia] alia] 

și cum ztyțra=1, ays=1, X=alz?— (ya) ya]= 

—z (z—)(:—2). Analog Y=—y(y—2)(2— 9), D= —z 

„e. - | 1 
(z — 2) (y—2). Verificarea relaţiilor este simplă X == 

SIE DN Iapa lea) =1 
z(z—y)(s—z) za (z--y) (y—2) i —a) se 

(G. M. XXXV. p. 396). 40. Ecuația (1) de gradul p—1=2g 
are două rezolvante, una de pradul q și una de gradul 2. 

, 1 , 
Acestea se formează din (1) punând + ZU Avem ecuaţia 

(2) f(4)=0 de gradul g, la care alăturăm z2—yaţ-1=0. 

(3) Un al doilea sistem de rezolvante de gradul II și g îl 

obținem considerând o rădăcină & a ecuaţiei (1) şi o rădăcină 

primitivă r a numărului prim p. Rădăcinile ecuaţiei (1) vor 
. 2 2q—l 3 3 . du. . 

fi a ar ar ari Să formim ecuaţia ce are ca rădăcini 
__ 79. 2 2iq—) e r__un Ra 29—l pe Papa şi orar patrei, 

ut = ON OR+ .. 
Avem ata =— Sari, sup X fiind Q2 ter- 
meni. a) q impar, 7 din termeni sunt egali cu 1], căci expo- 

. . .. O . . . 

nentul lui & din 2 fiind de forma 72%, iaral unuia din 2” de 
2) forma 72ETl, care se » poate înlocui cu 77*17, avem: ar, arhi —4 

  

deoarece 11=—î; Ceilalţi Q2—q termeni reprezintă pro- 
a | A . , duse de. câte CF » cele 2g rădăcini ale ecuaţiei (1) a căror 

: “e — tal Q? —d _ . , | 2 sumă este —i, deci z'z = CP ii d) q par, cele g 
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produse din +2” sunt toate rădăcini ale ecuaţiei (1), nici unul 
nu este egal cu 1 şi reproduc cele 2q rădăcini ale ecuatiei 

de I=a ori. Ecuația va fi z2-+-z-+a=0. (4) (a întreg). A 

doua rezolvantă este o ecuaţie în z de gradul g care are ca 
rădăcini puterile lui & din grupul ce dă pe 2 sau 2": (5) 
9(2)=a14- A I-ţ...-FAg=0, Au As... Ag fiind polinoame 
întregi în raport cu 4' sau 4“, Rezolvarea ecuaţiei (1) se face 
sau prin sistemul (2) şi (3) sau prin (4) şi (5). Ecuațiile (3) 

şi (5) au o rădăcină comună şi una singură, se obţine împăr- 

țind (2) la 2—yai î. zi= Di) A și B fiind 2 po- 
- i, Z 

linoame. Puterile lui + mai mari ca 1 se reduc după (4) la 

forma ma'-țn, căci a? —x—aq, aaa a 
aka, Deci B(yi, 27) este de forma P;(y1)-+-Q (gi), iar 

Ay; 2) de forma P, (ya +-Q. (3). (G. M. XL. p. 454). 
41. Fio zu, aa rădăcinile ecuaţiei (1), f(2)==0 presupuse dis- 

tincte; ele sunt afixele punctelor A şi B, iar numărul A este 

afixul punctului L. Punctele A, B, L fiind colineare, raportul 
A 

E=3 
  

— .. . . * Z este real și invers. Mai precis, dacă 220 punctul 
da 

L este de aceeași purte a punctelor A şi B, iar dacă ECO 

L este situat între aceste puncte. Rămâne acum să exprimăm 

această condiţie cu ajutorul coeficienţilor ecuaţiei (1) şi a 
numărului Ă. In acest scop să considerăm expresia următoare, 

Î—ai 4 Aaa 

E Za A 2 

    simetrică în raport cu 2 și za = By 

  2 —2ataai tai incă pa PAI 
(A — a.) (A — 02) » sau încă E.=2+ 77 

Este evident că dacă E este real și E, este real și deci: 
p2 —4 , , , 
2 este real, Prin urmare punctele M şi N, de afize 

respectiv p'—4q şi f(A) sunt colineare cu O. Deci, dacă pune- 

tele A, B, L sunt colineare, atunci şi punctele O, M, N sunt 

colineare. Să cercetăm acum reciproca acestui rezultat. Pre- 

supunem Qar că O, M, N sunt colineare adică E, este real. 
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RĂSPUNSURI ȘI INDICAȚII (UV, 4), 

Să punem numărul E sub formă trigonometrică Erei? 7,0 

. , 2. 1. 
fiind modulul și argumentul lui. Atunci se are Frei zei 0, 

Ri 1), , 
E, fiind presupus real, trebue să avem (r— 2sin0=o, și 

deci, sau 0== 4% și în acest caz și [2 este real și prin urmare 

punctele A, B, L sunt colineare, sau r=l și prin urmare 

avem E= ci%, aceasta înseamnă că punctul L este așezat pe 

perpendiculara ridicată pe mijlocul dreptei AB. In rezumat 

dacă E, este real, adică punctele O, M, N sunt colincare două 

cazuri se pot prezenta: 10. Punciele A, B, L sunt colineare. 

20, Punctul L este situat pe perpendiculara ridicată pe mij- 

locul dreptei AB. In discuţie vom distinge 3 cazuri. ! 
i 

(a EI 10. Prin urmare punctele O, M, N sunt presu- 

puse ere M și N fiind de aceeaşi parte a punctului O 

şi rem să dovedim că în acest cas punelul L este pe dreapta 

A B de aceeași parte a punelelor A şi B. In ae nu putem 

=9 cos 0>>2, 
i0 

  avea [e căci ar urma să avem E=94? 
? 

Prin urmare E este real și din E >2 deducem 

sia . >0, deci E este pozitiv. () — —a< Pt <0. In 

acest caz punciul L este aşezat pe perpendiculara ridicală pe 

mijlocul dreptei A In adevăr E nu poate fi real, oiei con- 

  

trar inegalitatea £ Pl <0 sau inegalitatea p+A —<2 ne 

arată că avem Sei pa de altă parte iezalitaiea 

—qaP—da ay! 'sau inegalitatea —2<5 ne dă E>0. 

Deci nu putem avea decât E=ei? ceeace trebuia dovedit. 

(e) 2 ps <—4. Să ardlâm că punciele L, A, BD sunt co- 

lineare, punctul L fiind siluat între A şi B. In adevăr E 

nu poate fi imaginar şi deci de forma I==ei? căci ar urma 
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2 — 4 , 

să avem E.=2+ Pda cosbS<—2 ceeace este impo- 
FU) 

1 
sibil. Deci E este real și negativ căci având E+S—2 

rezultă E<9. Observaţii. In discuţia cazurilor (3) și (c) întră 

A af+2) 
expresia Pda pp care are o interpretare 

FU) fă) 
. » : P = geometrică lesne de văzut unde apare semisuma —pa rădă- 

cinilor ecuaţiei (1). Caz particular. Dacă p, q, au, Ze sunt reali 

pentru ca numărul A să fie în afara rădăcinilor, cazul (a) ne dă 

F()>>0. Deci cazul (a) este o generalizare acestei din urmă 
proprietăţi. Iar pentru ca A să fie între rădăcini cazul (e) ne 
dă fA)O. Cazul (e) este generalizarea acestei proprietăţi. 
(G.M.XL.p.500). 42, Presupunem că toate cantitățile din (1) 
şi (2) sunt complexe. (2) este o substituție lineară simetrică, iar 
rădăcinile ecuaţiei (1) punctele duble ale substituţiei. Punem: 

am, ai= az, aa, = — :, (1) și (2) devin 

Lp . . 

P=m= aa (1) 2a"=m (9). Fie ra; ra; 7”, a” mo- 

dulele și argumentele lui 2,4,” (17) și (2) anu 7220: = 
=prdetadi *, (3) rr, Da=a'-ha”= 918. Deci: 
1) A' şi A” corespunzătoare rădăcinilor ecuaţiei (1) sau (17) 
sunt simetrice față cu noua origine Qu a axelor; 2) A” A” este 
bisectoarea unghiului M' O, M”. Dacă D este întâlnirea bisec- 

Rl — a” 

  

2 7'r'cos 
toarei cu M'M”, avem O, D= O.DSr 

a'— a” ear ! - 3 Sr. Deci punctele AA” nu pot fi de aceeaşi parte 
  Cos 

a dreptei M'M”. Dacă a, b, e sunt reale rezultatul se men- 
ţine. (G. M. XL. p. 555). 
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