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Qutst PREFATA

Partea a doua a ,,Culegerii de probleme de Algebri*
care formeaxd obiectul volumului de fatd, se referd la chestiuni
de un ordin ceva mai special st mai inalt. Ea cuprinde apli-
catiuni asupra Combindrilor, Funetiuni de variabile,
Derivate, Variatiuni de funetiuni, Maximid §i minimi,
Determinanti, Fraetiuni continuni, Serii, in fine un gir de
capitole privitoare la Ecuatiile algebrice, proprietiitile si
rezolutia lor numerica, precum si un capitol relativ la
rezolutia unor eeuatii transcendente. Aceastd ultimd parte,
intr’o edifie anterioard, a fdcut obiectul unui volum deosebit.

La fiecare capitol sunt un numdr de chestiuni, care pot fi
studiate si rexolvate de elevii de liceu, altele cu cunogtiinge
mai intinse, acestea se adreseaxd in special celor care fac din
matematici un studiu de specialixare, unele pot da loc la
studii detailate si cercetdri inieresante. In ceiace priveste
aranjamentul general s’a pdstrat dispoxifitle anterioare.

Ca si prima parte, lucrarea de fatd este exclusivdé a D-lui
Ovidiu N. Tino, profesor la Secoala Politechnici din Timi-
soara, cu colaborarea D-lui C. Toneseu-Bujor, profesor
secundar. Domniile lor au revdzui, compleclat §i indreplat
cele cuprinse in edifiile anterioare. I-am rugat sa accepte cd
acest fapt sd fie menfionat chiar pe coperta volumului, asa
cum se cuvenea, dar D-nii Tino i loneseu-Bujor nu au
primil, de aceea sunt cu atdt mai mult dator, sd le exprim
— in numele meu si al celor ce vor folosi acest volum —
vit mulfumiri pentru munca depusd, care nu a fost usoard.

A. G. JoaCHIMESCU

8 Ianuarie 1939



PREFATA EDITIEI II7)

In 1901 impreund cu colegii 1. Tonesen, G. Titeiea g
V. Cristeseu am publicat o Culegere de probleme de Aritme-
ticd, Geometrie, Algebrd si Trigonometrie ; in aceastd culegere
— care s'a epuixat de mult timp — partea de algebrd cu-
prindea, caleulul algebric, ecuatiile de gradul intdr g1 al doilea,
progresiuni, logaritmi, functiuni continui, derivate, combindri,
determinanti, serii §i alte chestiuni conexe cu acestea. In
1904, ca wrmare la precedenta, am publicat o culegere de
probleme asupra <Teoriei Ecuatiilor», care i aceasta sa
epuizal.

Pentru prima parte pregatisem manuscrisul de reimprimare
incd din 1915, acest manuseris s'a perdut cu ocaxia eveni-
mentelor de rdsboi i a trebuit sd- fie refdcul; intre timp
epuixdndu-se §i volumele din Teoria Ecuafiilor s'a crexut
util sd se cuprindd intr'un singur volum tot cetace priveste
problemele de algebrd, urmdnd a se scoate in volume separate
Culegerile de probleme privitoare la Aritmeticd, la Geometrie
st la Trigonometrie.

Ezxperienta facutd cu publicatiile anterioare de acest genm,
ne-a ardtat cd planul dupd care ele au fost intocmile era
bine aledtuit, de aceia a fost pdstrat inloemai §i in aceastd
noud edifie; am pdstrat de asemenea neschimbatd nomen-
clatura capitolelor. In afard de acest fond lisat neschimbat,
multe capitole au suferit modificiri g complectdri §i ches-
tiunile revizuite atdt in ceiace priveste enunturile cdt si rds-

*) Prefata ed. I si a ed. III se afld in partea L
§
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punsurile. Revixuirea a fost fdeutd cat mai amdnuniit, dar
intr'un numdr de aproape doud mii probleme — din care
unele necesitind caleule laborioase — a mai putul totusi sd
scape cdte o erorare de calcul sau imprimare, sper cd in afard
de acelea menfionate in <Eratd» altele nu mai sunt, si in
orice cax, dacd mai sunt vreunele, cititorul le va putea indrepta
st singur.

Aceastd lucrare a mecesitat muned multé — mai ales cd
cea mai mare parte a trebuit facutd de doud ori din cauza
manuscrisului pierdut — probabil cd nu as fi pulut sé o
termin curind dacd nw as fi fost foarte mult ajutat de D-l
Inginer C. Mititelu, membru in comitetul de redactie al
«Gazxelet matematice®> st de D-l D. V. loneseu, eminentul
corespondent al Gazetei; {in cu aceasld ocazie sd exprim
D-lor Mititelu si Ionescu cele mai vii multumiri pentru con-
cursul ce mi-au dat.

A. G. ToacHIMESCU

20 Septembre 1921



EXPLICATII

La inceput s’au pus enunturile imp#rtite pe capitole nume-
rotate cu cifre romane, iar chestiunile fiecirui capitol sunt
numerotate independent cu cifre arabe.

Dupil enunturi vin ridspunsurile si indicatiile. Cifrele romane
ce se gisesc la inceputul fiecdirni aliniat gi in eapul fiecirei
pagini din partea riispunsurilor, indici capitolul la care se
referii indicatiile; cifrele arabe grase, ce se giisesc in corpul
aliniatului si se succed in ordinea naturald, indici problemele
din acest eapitol.

Dacii la un rdspuns se giseste o prescurtare de forma (7)
inseamnd ci trebue si ne referim la problema 7 din acelag
capitol, sau prescurtarea (IV. 20) inseamni ci trebue si ne
referim la problema 20 din capitolul IV.

Prescurtirile de forma P. S. A. P. sau P. S. A. I, inseamni:
chestiunea a fost propusi la examenele dela Scoala de Poduri
si Sosele, anul preparator sau anul I; deasemenea prescurti-
rile de forma F.S. B.sau F. S. I, inseamn# chestiuni propuse
la examenele dela facultitile de Stiinte din Bucuregti sau Iasi,
iar A. G. se referi la chestiunile propuse la examenele de
admitere la Scoala de Artilerie i Geniu.

Problemele ale ciiror solutii au fost publicate in Gazxeta
Matematicd au riispunsurile lor urmate de initialele G. M. si
anul respectiv, cele publicate in Revista Matematicd din Tima-
soara au rispunsurile urmate de ivitialele R. M. T. si anul
respectiv, iar cele publicate in Suplimentul cu exercifiz al
Gaxetei Matematice isi inchee rdspunsurile cu S. E. G. M. si
numirul volumului din care au fost extrase.
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Pagina 71 problema 31 se va scrie dupii determinant «=05,

96
130

130

132
136

137

143
146

152
154
160

170
173
173
188
189
190
191

192
192

198
214

214
220

222
243

>

18 membrul I al egalitiitii este «/ga».
5 rdndul 2 se scrie inainte de semnul = «Obser-

viim, dupd (4) ed O + 07::21 +.+ C,O,_m_1=:.
12 rindul 5 de jos, in loc de 256 (n—2)(n—3) se
va serie «20 (n—1) (n—2)>.

1 1
26 in loc de +-@3' se va scrie el i,

17 rdndul 4, in a 2 egalitate ultimul factor este
Fy (y. 2).
12 in loc de lim E, se va scrie «lim Es.
=ya :m-)a\’?
45 ultimul rdnd in loc de mm™ se va scrie «n™»,
50 rindul 6 la sfirsit <¢p in loc de ¢.

8 rindul 10 in loe de mare se scrie «mied».

15 tn loc de (are tg @)™, <(are tg an)ms,

39 rindul 4 de jos, prima egalitaute are membrul
II cos® in loe de 9.

24 in tablou, %' in loc de z'.

32 rindul 2, al doilea termen la numirditor are
exponentul 2p in loe de p.

32 randul 4 de jos, valoarea lui u are exponentul p.

14 randul 4 in loc de «dela a» se scrie «dela () la a».

20 in loc de

se scrie ————
sty sinde

23 riandul 10 ultima literd +' este in loe de 7.
24 penultimul rind in loc de ecuafia se scrie
condifia.
6 se serie X 7 in loc de Xi,
7 inaintea radicalului din rindul 3 se pune
semnul -+.
23 primul rind, dupi cubici se adaugd complexd.
30 rdndul 3 dela sfdrsit, in valoarea lui A se
adaugi factorul «(a-+b -+ e+ d)».
32 ultimul rdad e=3.
50 in al doilea factor al valorii lui D numitorul
este y + .
54 ph=qn in loc de ph=yq.
48 in penultimul rind sub primul Z se scrie akk
in loc de ak,i; iar in ultimul rind sub primul
X al doilea factor este k.



XII
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Pagina 248 problema 25 e in loc de T

249
255
268

280
281

281
297
301
305

305
306
308

310

322
324
331
335
350
3563
353
35D
360
370
372

375

379
391
395

398
401

401

»

»

28 ultimul rand: y= in loc de y —.

8 randal 18 =2 in loc de —2—.
Un— Un—1
26 randul 2 numiritorul primei fractii este
1—er -z ez,
rindul 6, x=—1, in loc de z=1.
randul © dupd cuvdntul nwmdr se adaugi
ede valori».

9 randul 8 in prima egalitate se scrie — k.

27 ultimul rdnd: «g=—2% in loc de =—a?

17 randul 7 de jos, dupi A, se scrie =.
27 randul 3, dupd 2 (x, 4 a,)m se scrie «=», iar

randul 7 in loc de p» se scrie pa.

28 se va scrie Sa =n.
32 ultimul element este Sm+n—nr.

37 in primul rind p} in loc de pi.

©

8 in ultimul rdrd se va scrie «ecuafie» in loc
de rdddcind.

24 ultimul rind = in loc de >.

5 ultimul rdnd «reale> in loc de egale.

16 in loc de » —a se va scrie r—a.

11 rdndul 3 se va scrie 4= in loc de 27.

32 rindul 8 de jos se va scrie A, in loc de A,.

3 Xy=—4 in loc de 4.

4 rindul 5 r=— co.

12 la rdndul 4 se adaugd dupi are: <doud radd-
cini reale. Cind (*4-32)°—620 §2=0, ecuatia are.

2 se serie (—2, —1) in loc de (—1, —2).

3 randul 3 de jos cosz, in loc de cosa.

10 penultimul rind se va scrie poxitivd in loc
de reald.

i =
22 rindul 4 se va pune — inainte de é

9 in loc « se scrie 2.
14 ultimul rand, se scrie b* in loc de a®
13 primul rind in al 4-lea numitor se inlocueste
A prin .
1 rdndul 2 se inlocueste f* prin f.
9 al doilea rind exponentul 4 al lui 2>+ ma-+n
se inlocuieste prin «2s.
29 randul 5 trebue f[f(x)]— z in loc de f[f(=)].

Obs. Nu s’au semnalat erorile de tipar care pot fi ugor indreptate.
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ALGEBRA

I. ARANJARI, PERMUTARI, COMBINARI.

~ 1. In cAte moduri se pot schimba intre ele literele cu-
vantului Roman ?

~ 2. Sd consideriim literele alfabetului 4, B, C, D. E, F, G,
H I'J, K L, M, N, 0, P,'R"S, T, .U, V, Z:'in cate
moduri se pot forma cu aceste litere cuvinte de cite trei
litere diferite cea din mijloc fiind in totdeauna litera O.

3. Cate aranjiri de cAte trei litere putem forma cu literele
a, b, c d, e f, si in care literele si se urmeze in ordinea
alfabetici ?

4. In cAte moduri se pot ageza, de aceeasi parte a unei
mese drepte, 12 persoane, in ipotezele urmiitoare: 1) la masi
incap deodatii toate persoanele; 2) la mas# nu incap deodati
decit 6 persoane; 3)la masi nu incap decét 6 persoane si nu
se tine seamid de ordinea in care sunt agezate?

5. In cAte moduri se pot ageza n persoane in jurul unei
mese circulare?

6. In aranjirile de » litere luate cAte m, céte contin o

literd determinatii; cAte incep cu o literi determinati?
7. Cate numere diferite de céte una, doud, . . ., zece cifre,

toate diferite, putem forma cu cifrele 0, 1, 2, . . ., 9?

8. Si se giiseased numirul aranjirilor de = litere luate
céte m, care incep cu 2, 3, ..., p litere determinate. Se va
examina cAnd acele litere sunt intr'o ordine dati i cazul cind
sunt intr’o ordine oarecare.

9. Se permutd cifrele 1, 2, 3, 4, 5 in toate modurile po-

I
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ALGEBRA

sibile; si se giseascd, in sistemul zecimal, suma numerelor
formate de aceste permutiri.

10. In cAte moduri se poate descompune produsul de factori
literali @ b ¢ d intr’'un produs de doi factori?

Si se generalizeze. |

11. Sd se gHseascd numirul patrulaterelor in care poate fi
descompus un poligon de » laturi.

12. Si se giseasci numirul total al punctelor de intersectie
al diagonalelor unui poligon convex de » laturi.

13. Fie Ay, Ay ..., An, n puncte in plan, din care 3
oarecare nu sunt in linie dreapt#, nici 4 oarecare pe doui
drepte paralele. Si se giiseasci care este numirul cel mai
mare al punctelor de intersectie (distincte de punctele date)
al tuturor dreptelor ce unesc acele puncte.

14. Fie Ay, Aq, ..., Ay, n puncte in plan, din care trei
oarecare nu sunt pe aceeagi dreaptd, nici patru oarecare pe
acelagi cerc. Si se giiseascdi care este numiirul cel mai mare
al punctelor de intersectie (distincte de punctele date) al tu-
turor cercurilor ce trec prin céte irei din aceste puncte, pre-
supunind ci doud oarecare din aceste cercuri se taie in doud
puncte.

15. S# se giseasci numirul permutirilor ce putem face cu
cifrele 1, 2, 3, 4, 5, 6, astfel ca suma cifrelor egal depiirtate
de extremi s fie aceeasi. S# se generalizeze.

16. Se considerd toate permutirile ce se pot face cu » litere
iy, @3, ..., an. Intr'o permutare varecare se zice ci avem o
inversiune ori de cite ori o literd cu indice mai mare vine
inaintea altei litere cu un indice mai mic. Si se giseasci
numérul total al inversiunilor din toate permutiirile a n litere.

17. Si se giseascd numirul permutirilor ce putem face
cu n litere ai, as,..., an, astfel ca primele p litere si nu aibi
nici o inversiune. (F. S. B. 902).

18. Sd se giseascd numirul valorilor distincte, pe care le
ia expresiunea: F=u 29+ a5 2.+ ...+ Zan—12sn, chnd se per-
mutd literele @i, @s,..., o2 in toate modurile posibile; @y,
Z3y...y Tan fiind 272 numere arbitrare.

o e



ENUNTURI

19. Aceeagi chestiune pentrn expresiunea: ;
F =423 @5+ @5 T+ .4 Tm—n+1 Bim—nt2... &m, m=Enlnt1).

20. Stiind cd numirul aranjirilor de % obiecte luate céte
6 este egal cu de 72 ori numirul aranjirilor aceloragi obi-
ecte luate cite 4, si se giseascd 7.

21. Stiind c# numirul aranjirilor de n obiecte luate céte
p este egal ecu de m ori numirul aranjirilor acelorasi obiecte
luate cite p—2, sii se giseascdi n. Cum trebue sid fie n ca
problema si fie posibild gi in acest caz cite solutii avem?

v 22. Si se determine m astfel ca si avem:
A:n—247n07‘n=11 Av‘n.

23. S# se arate cil dacd avem: C,=C;, vom avea r=s,
sau 7 +s=m.

24. Stiind ci numirul combindrilor de n litere luate céte
p—p' este egal eu numirul combinirilor acelorasi litere luate
cite p+p’, sii se giseascii n.

25. Stiind ¢ numirul combinirilor de n obiecte lnate céte p
este egal cu numirul combiniirilor aceloragi litere luate cite
p-+1, iar raportul intre numirul combiniirilor de n obiecte
luate cite p ciitre numiirul combinirilor aceloragi obiecte luate
cite p—1 este (@+1): a, si se giiseascii n gi p.

26. n,p,q si n',p',q fiind doud grupe de numere intregi
descrescitoare, cuprinse intre numerele m i 7, si se stabi-
leasci relatia:

ChCLCiCl _(m—n)'—p)(p'—g) (@' —7)!
CrCECLCYL (m—n)lln—p)!(p—qg)llg—r)!

97. Si se giseascd numirul termenilor unui polinom omogen
de gradul al patrulea, in raport cu J litere. Sid se generalizeze,
giisindu-se numirul termenilor unui polinom omogen de gradul
m in raport cu n litere.

98. Si se giiseasci numirul termenilor unui polinom ne-
omogen de gradul m, in raport cu 7 litere.

99. Cate permutiri distinete se pot forma cu literele cuvin-
telor Bucuresli, papagal?

30. Fie a,e4,0,u, b vocale; b, ¢, d, f,g, & consune; in

IR



ALGEBRA

cite moduri se pot permuta aceste 10 litere, astfel ca si nu
fie niciodati 2 vocale sau 2 consune aliturate?

\ 31. Si se determine numirul de cuvinte, ce se pot forma
cu 19 consune §i 5 vocale, fiecare cuvint avind trei consune

diferite si 2 vocale diferite, si excluzind cuvintele care au
doud consune consecutive.

232. O urni contine 8 bile albe si 5 negre; se scot 4 bile
la intAmplare; care este probabilitatea ca 2 si fie albe si
2 negre?

33. Pe 0 mas# se arunci n zaruri; care este probabilitatea
ca fiecare si dea numirul 7°?

34. Se arunci 2 zaruri de doui ori; care este probabili-
tatea a avea cel putin odatdi numirul 1?

35. La un examen la care sunt de inviitat m chestiuni,
elevii convin si invete fiecare 7 chestiuni la intAmplare.
Examinatorul pune fieciirui elev p chestiuni si lasii corigenti
pe aceia care nu rispund la ¢ chestiuni. Daci N este numirul
elevilor, care va fi numirul probabil de corigenti?

II. PUTERI, RADACINI

— S# se desvolte binoamele:

1. (x+a)P . 2. (@—a)* . 3. (142)8; i=Y—1.

4 (1—)® . 5. (5—4a) . 6. (2Va—p)e

7. (a+Ya2—1) + (@a—Va2—1)". |

8. Si se giiseascii al 7-lea termen al desvoltirii lui (1—¢)*®
9. Si se giiseasci al 12-lea termen al desvoltirii lui

(V;—:VZ)M.
10. Si se giseascd coeficientul termenului in z?t! din
1\2»+1
desvoltarea lui (a:—}—;) ;

11. Fie Ah=n(n—1)(n—2)...(n—m+1); si se arate
ci avem:

Anip i (AH+AP) (m)’

— 4 —



ENUNTURI

cu conditie ca in desvoltarea lui (A, A )(”') sii inlocuim pe
(A.) prin A,

12. Si se determine m intreg pozitiv, astfel ca al 10-lea
termen al desvoltirii lui (3-Fm)™ si fie cel mai mare.

13. Si se gilseascii: patru coeficienti binomiali consecutivi
formand o proportie; 2) trei coeficienti binomiali consecutivi
in progresiune aritmetici.

14. S# se giiseascd suma patratelor coeficientilor binomului
(@+a)".
15. Si se verifice identititile :
C }n —C 1}1+(’ n?
o=Cicici4oz,
(’m-l-n_C 3+C ~C :+C71;¢C §+Cg’
C, 2, =CztcCrlci+0r2Ci+...+Ch
16. Si se demonstreze identitatea:
(@+a)—(@+b)r+C}l@t+a)"b—(@+b)""al+
C(z+ay 20— (x+b)2a? ...+ C 1 @+a) " —
(z+b)a"+b"—a"=0.
17. Si se giseased suma produselor cite doi a coeficientilor
din desvoltarea (z-+a)”.
18. Se noteazi:
(a, re=alatr)(@a+27)...(a+n—17),

si se demonstreze cid avem:
(@b, )n=(a, r)a+Cn (@, Pn—1 (b, r)+...5 (&, 1.
— Si se extragi rididcina patratd a polinoamelor:
19. 42t —4 28522 —2z-+1.
20. z* —20z°+162 z* —6802° + 15612 — 1860 2-+900.

21. a*42(a+b)a*+(a*+3ab+b2) 2 +ablat+b)z+1a 12

292. 2*—6az®+15a2z* —20a’z*+15a* 22— 6a’z+a®.
23. 4[(a®—b? cd+(c*— d?) ab)2+[(a2—b?) (c2-—d?) — 4 abed].

24. a‘+b‘-|-c‘+d‘ 2a’(b’+d2)—2b’(c’—d2)+2c’(a”—d2).

x’

2. ¥

4:32 y+2:r

=
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26. 9(f§+f—2)—24(3+l)+34.

27. (@?—yx )2 —xa) (22 —ay)*— 3 (a® —yx)(y2—z2) (32 —ay).
98. 1Za?(b—¢)? (ab+ac—2be)>
29. Si se giseascii conditiunea pentru ca polinomul:
azttartt b Feaxtc?
si fie un patrat perfect.
30. Si se determine a si b astfel ca polinomul:
‘+4ax3+6m2+4b:c+b
sid fie un patrat perfect.
31. Si se giseascii conditiunile pentru ca polinomul :
Az?+2Bxy+Cy? si poatd fi pus subt forma:
(@z+By)>+lra+2y)
— Si se extragi ridddcina cubicii a polinoamelor:
392. a:“-|-3z5—5:c‘+3:c-—1.
33. 28 —92°+33a* —63w’+66x’—36m+8
34. 82°—36c25+102¢22*—171 %23 +204 c* o> —144 P64 c°.
— Si se desvolte:
85. (mtartas)’; (a+astasta)s;..; (atast.tan)
36. (m+astas); (atastastadt;.; (@tast..+an)'
37. (m+astas)’; (mtastasta);.; (amtat..tan)

III. SUMARI DE COMBINARI $I DE NUMERE
SIMILARE

1. Si se arate ci avem: A?=AZ?_,+pAl_;
A— AL AP AT AR — (1P A= AL,
A? reprezentdnd numirul aranjirilor de n obiecte luate-

cite p.

2. Sd se arate ci:
(n)*1
1023 (1=
Ca Ca o G (112! 8L.(n—1))2

C? reprezentind numirul combinirilor de n obiecte luate
chte p.

3. Si se verifice formulele:

o e
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I VA TR e g

n—2
gCrit Crg=..=0r +CiCr 4+ C .+ C.
4, Si se stablleascii egalitatea:
m
W s
k:O el -

5. Si se arate, cd:
2 axartort,=aAncy,

k§o(k+l) A’:; = (’m—k 2 n+10m'

n—k “~n—k—1
6. Si se stabileascii relatia:
”
2‘; k! (n—k)! (CE)*=n!
7. Sd se arate cd avem:

,5_30(—1)' Ci, Cr=i=0.

m T m—i

"n

— Si# se caleuleze sumele:

8. Elrz(n+1)(n+2). 9. a‘-l$2n—1)n(2n+1).
10. Z(2n-—1) (27+1) (2 n+3). 11. 2 (6n—-5)(6n-—3)(6n—1).
12. ul(n =1).'18. E (n ——-n2+1) (F S. B. 1903).

14. 1.n+2. n—1)+.3 n—2)+...+n.1;

1.2n—1)+2@2n —8)+3@2n—5)+...+ (r—1). 3+n.1-

15. 12.02+22.(n—1)2 ...+ n212;
12.(2n—1)2+2%(2n—3)2+.. A (n—1)2.324n%12

16. Hn (n+1) (n+2) (n+3)...(n +p).

17. Suma celor #® numere intregi, care urmeazi pe cele
dintdi » numere, este egali cu indoitul sumei celor dintdi
n cuburi.

18. Impétritul sumei:

1)+ +2)+ 0 +3)+...+(n+1)*
este egal cu produsul unei sume de trei pitrate printr’o
sumi de trei cuburi.
19. Un numir de forma a*-+ab-+b% a si b numere intregi,
este egal cu o sumd de trei numere triunghiulare.

= e



ALGEBRA

20. Diferenta intre cubul sumei si suma cuburilor celor
dintdi » numere fird sof, este un patrat perfect.

21. Si se giseascd suma numerelor cuprinse in primele n
linii §i » coloane ale triunghiului lui Pascal (fard coloana
unititilor).

22. Pentru ce valori ale lui  suma patratelor a n+1 nu-
mere consecutive, din care cel din urmi este x, este egald
cu suma patratelor a % numere urmitoare?

23. Si se efectueze produsul:

(1+2) (8+4+5) (6+7+8+9)... [Cryat (Carat1) +. +(Chpe—1)],
compus din n factori.

— Fie Se=1%+2°4-38%+...4n% @ intreg pozitiv. S se
arate ca:

24. 5 S¢=Ss(681—'1). 25. Sb=‘§S? (Sl—1)+83.

26. Fie Se,n=1%+2%+...+n% Si se calculeze sumele:

S21+8S22+...+S2a; Ss1+Ss2+Ss3+...+ Sz

27. Sirul 13,2% 3%...,m%... se imparte in grupe, astfel ca
grupa de ordinul n si aib#i n termeni; s se giHseascid suma
numerelor din aceasti grupi.

28. O cantitate de ghiulele sferice se ageazii tangent una
la alta, astfel cd ele formeazd o piramidd, a ciirei bazi este
un triunghiu echilateral. Si se giiseasci numirul ghiulelelor
agezate intr'o asemenea piramids, gtiind ci pe latura triun-
ghiului echilateral de la bazi s’au agezat n ghiulele.

29. S# se giseascd numirul punctelor de contact al ghiu-
lelelor sferice din problema precedenti.

30. S& se arate cid

GO = Gnt - 3nt- 418,

S; este suma patratelor primelor » numere si C; este nu-
mirul combindrilor de p obiecte cAte 2.

31. ai, @s,..., an fiind termenii unei progresiuni aritmetice
de ratie r, si se calculeze suma:

=a,+Fas (a3 Fas)+as (aFastas)+...Fan (a1 ast-...Fan).

32. @ fiind un numir mai mare ca 1, si se arate cd avem:

o) >aVa—1(@—1)...a"—1).

T
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IV. FUNCTIUNI DE UNA SAU MAI MULTE VARIABILE

1. Fie f(z)=a z+0b, si se formeze f(xz+).
2. Fie f(m)—a a:+b’, > > » f(“i}'_ﬁ),

z+b oz
3. Fie f(z)= ‘%:t_:ij:—c,, si se formeze [ (a xig)

4. Fie f(z)=2"—az+1, » » > f(xz+1).

142 ( a:)
5. Fie f(a )—log1 ” si se formeze f e e

6. Fie f(a )—-log11+ + s se formeze:

atax atbv+a+tabe
f(l —I—aa:)_ (@); f(l-l—ab—}-am-l—bz)—f(x)’
aceste diferente sunt independente de .
7. Fie f(z)=sinz-+cosz; si se arate cii:
=14/(2z)—f(x) f(—a)
8. Fie f(@ y)=2a+y>—r, si se formeze f(a+nh, y+7).
9. Fie f(z,9)=az*+2bzy-+cy®*+2dx+2ey; si se
formeze flz—+h, y+7%) si si se arate cii:
fla+h, y+8)=F (=, y)+ 1k )+P, y),
P(x,y) reprezentAnd un polinom neomogen de gradul intdi in
raport cu & si .
10. Fie f(z,y,2)=2a*+y*+1>—r>, si se formeze:
flaty, y+zx x+a)—2f(@9,2) si flethy+kz+0).
11. Fie fla,y,x) =A2*+ A"y +A"x2+2Byx+2B'zx+
+2B zy+2Cz+2Cy+2C" 24D, si se formeze:
flet+h y+k x41) si si se arate ci vom avea:
flathy+kx+0)=Ff(zy,2)+ 0k )+Plxy,z), Playxz)
fiind un polinom neomogen de gradul intdi in raport cu a,y,x.
12. Fie f(z,y, x)=x"+y°+x5—31yz, si se formeze:

13. Fie f(n 1—|— +1 2+m+ + 7" si

se arate cd avem:

nfn)=Mn+1)f(n—1)—f(n—2).

L
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: 1 1 i 1
14. Fie f(n)=———+——-++ +
ajas Q03 an—1Qn an An41

an fiind numere in progresie geometrici de ratie b;

’

Apy A2yev+y
si se arate cd avem:
b f(n)=(b2+1)f(n—l)—‘f(n——2)-
15. Si se giseascd un polinom intreg f(x), astfel ca:
fle+2)—2fl@+1)+f (@) =2
16. Si se determine 0 fractiune rationald f(z), egali cu
catul a doud polinoame de gradul al doilea, stiind ci:
: L) e
L= r1—a=re—1
17. Fie F (=, y) o fractiune rationald in raport cu @ si .
Si se arate cd putem intotdeauna determina trei polinoame
Pz, v) Qlz ), R(z, y) intregi si simetrice in raport cu &
gi 9, astfel incat si avem:

el 4;{(:;—!/ )y) Q).

V. LIMITE

— S se giiseascil limitele cdtre care tind expresiunile:
1 z*—1
" gt 22 —38x
it —1
2 G pt2at2

3 2
o*+4a’+5a12 cand @ tinde citre—1.

cand z tinde ciitre 1.

cand @ tinde citre 1.

| R v e .

1 o428 —2a—1 1
} 4. m‘+3m”+3¢2+m cand « tinde citre 15
| B. 7% and « tinde ciitre a.

i r—a

1 2 -(—m————%ilf(z)z;—ﬂ‘)‘ cand « tinde citre a.

¢ __am) (" —a™ —'np

d 7. (a” o —a) (e a?) cand « tinde citre a.
{ (a:—a)‘

'L A -
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'"l ol "ll '"3 L o 'II2 "l” ! L= "l"
8. a S ,)‘(a: a3 cind z tinde citre a.
(x—a)
mo__ 1 s a2
e = ) mia: 1) cind z tinde ciitre 1.
(z—1)

2t —22%+ 222 —22+1 )
10. P g cAnd z tinde citre 1.

na"—(n+1)a" 1 —z+2 .
11 e a1 ciAnd z tinde citre 1.

19 (22-a%)°-5a*(a?-a?)*+10 a*(z?-a?)*-10 a®(z?-a2)*+5 a’z®- 6 a'®
T (@*+a?) 1202 (22 + a?) +54at(a? +a?) 1084’ 22— 27 a®
cind z tinde citre a)2.

\/w+3\/avw—3\/712/;—\/;

H cind 2 tinde citre a.
Vo—Va (P. 8. A. P. 97).
o
1 V;+\/m+\/a:—3
& z—1

cAnd z tinde citre 1.
Vor+52+3—3
15.
xz—1

\/x2_|_71 : cind z tinde ciitre 1.

17 \/a:’+mz+6 Y6 —x—a?
: x'+4—v5z3+9m+11

18 -2 +x—14 \/a:‘+3x“—-22:2+:c—7 — V4:c2—a:+2
3 v—3+ V3z*—52—1

cAnd z tinde citre 1.

cAnd  tinde citre 1.

cind z tinde citre 2.

— S se giiseasci relatiile de conditie pentru ca expresiu-

nile ce urmeazi, si tindi citre o limitd finitd, cAnd z tinde
citre 1

alz*—1)+b (a*—1) a(@"—1)+b(z"—1)
19. @—1) 20. e 1)2 .
ax(x —1)+as(z™ —1)+... Fau (=™
- (z—1)
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&5 m(Vz—1)+n(Nz—1)+pNz—1)

i ey 3
o Vo—1) (Vo —1) +m(Vz—1)+n(s—17
(Va—1)*

— Si se giseasci [limita expresiunilor urmitoare, cind @
tinde citre L
(a:"‘——l)(a:”—l)—mn(a:—l)2

24.

(x—1)°
95 (ar:”‘——1)(:::"—1)(a:”——l)—mnp(a;—l)3
(x—1)*
96 ‘(:cm‘-1)(90'"’-—1)...(:1;’""——1)—-m,mg...mn(x——ﬂ”
L (x—l)"‘“

— Presupunind ci x cregte nemirginit, si se giiseascd li-
mitele citre care tind expresiunile urmitoare:

97 aa;+b. 08 aw’+bm+c_
“dxt+b “azt bt

29 ax™Faya" .. am z+an
‘b +b m"—1+...+bn-1x+ bn

Vet {24tV G5 Vot Va2 +Va—Va

~ 30. ; ——

\ a:s——l-'r\/a:—l ti/:c‘—i'):n’-l-l
g———— 3

32. ix+7a—2\[¢_z. 33. Va2 +2+1—u

5\] z+a —m
34. Vax2+ba;+c—Va':z'+b'a;+c'. 35. Vo't at+1—a.
—_——— 3 3
36. ?{/asa:’-l-asa:’-l-l —ax. ST N(xH+1)H1— \/z’+2w’+1
: (P.S.A.P. 908).
T 8| Br— S T
38. 3\/x+\/w’——\/a:— V. 39. \jx"‘-l—l—a:.
— Si se giiseascd counditiile, ca expresiunile ce urmeaza
< tindd citre limite finite si diferite de zero, cind z creste

nemirginit.

40. Vw2+m+1+i/w’+z2+m+1—pm.
41. Vaa;2+bm+_c+va'z’—}-b'a:-{:?—pa:—q, a>0, a>0.

e X e
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42, '—% "\Ii Pn,(2) —pz in care Pn,—(:c)=z“i+a:"‘_l+...+x+1.
43. VP (2)— Q).

P(z) si Q(z) reprezentdnd dou# polinoame intregi in 2.
— Fie 8a=1“+4-2°4-3%4...4n% « fiind intreg pozitiv.

44. Sii se calculeze limita raportului (S2;S%), cand » creste
nemdrginit.

45. Sd se calculeze limitele expresiunilor:

NLAETRNTAR [T
nt 2) M\ T g R e m—1

cind 7 creste nemirginit.
. kg 1 ok S
46. Fie f(n)—l.2+2.3+"'+n(n+1)’ sii se arate ci

f(n) creste cand n creste si tinde ciitre o limitd determinati
cind n cregte nemirginit.

47. Aceeasi chestiune pentru expresiunea:

o e D S B i

Qg Qasas an Qn4-1

@y, @3,..., @n, nt1 fiind numere in progresiune aritmetic, toate
diferite de zero.

i 1 1 e & 1
8. Fie i=g+gtai+tgo S=d+ L+ +L
S‘=2li+% +...+ %: sil se arate ci pentru expresiunea
Si+8:+8s+...+ 8,
limita sumei este egali cu suma limitelor, cand n creste ne-
mérginit.

49. Fie p si ¢ doui numere pozitive date; p1 media lor
aritmeticsi, p» media aritmetici intre p si p1; ps media arit-
meticd intre p, si ps; ete. Si se giiseascil lim pn cind n creste
nemirginit. Aceeasi chestiune cind se inlocueste media arit-
meticd prin media geometrici.

50. Fie p si ¢ doui numere pozitive date, p, si g1 media
lor aritmetici §i geometricd, ps §i ¢y media aritmetici §i geo-
metricd intre p; si ¢y, etc.; si se arate ci avem:

e S s
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PSP SPs > P >
n<p<ep<..<n<..
P> q; oricare ar fi ¢ §i j; lim (pa—gu)=0, cind n creste
nemirginit.
51. Aceeasi chestiune cAnd se inlocueste media geometricd

. : U 2 A %
prin media armonica (p—I}:]]), numerele p; i ¢i se bucurd de

aceleagi proprietiiti, iar lim p,=lim¢:=1\p 4, cind n creste
nemirginit.

59. Se consideri doui numere pozitive a si b, precum si
media lor geometrici m; si se giseascd limita raportului
(a—m):(b—m) cind a tinde citre b.

53. Si se giseascd limita citre care tinde expresiunea:
a—\/az—bz, chind a si b cresc nemirginit, insi raportul b :a
pistreazi o valoare finitd egald cu 2p.

54. Si se giseascd limita expresiunii:

2y —Tay®+a*—2
PHat3)ytat—4
cdnd z tinde citre zero si y tinde ciitre 1, @ i ¥ verificAnd
relatia: 3y‘—5azy3+(6m2——5¢+1)y2+a:‘—3w2+a:—4=0.

55. Si se arate ci expresiunea:

Au=Va+\/a+Va+---+Va,
tinde citre o limitdi determinatd, cAnd numirul radicalilor
suprapusi cregte nemirginit; @ este un numar pozitiv dat.
Pentru ce valori ale lui @ limita precedentd este rationald
si intreagii? S& se arate cil dacd a tinde ciitre zero, A4 tinde
ciitre 1.

56. Si se giiseascH, cnd « tinde citre I, limita expresiunii

\/2:11—’{/2:;—...-—';/—33—1
z—1

3

numirul radicalelor suprapuse fiind p.
57. Fie r si a raza si apotema unui poligon regulat; rsia
raza §i apotema unui poligon regulat de acelasi perimetru cu
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precedentul, dar cu un numir indoit de laturi; sid se gitseascid
limita raportului (*'—a'):(r—a) cand (r—a) tinde citre zero.

58. Un con de rotatie este tangent la o sferi gi are ca
bazi planul in care se gisegte cercul de contact. Se cere si
se gdseascd limita cidtre care tinde raportul intre suprafata
laterali a conului sl zona care ii este interioar#, cAnd planul
cercului de contact tinde a deveni tangent la sferi.

59. Intr'o sferi se inscrie un cilindru eircular drept; si se
gilseascdl citre ce tinde raportul intre suprafata laterali a ci-
lindrului §i suprafata zonei, care are aceeasi bazil cu cilindrul

§i li este exterioard, cAnd iniltimea cilindrului tinde citre
diametrul sferei.

60. Fie 4B diametrul unui cere de lungime L. Intre 4 si B
se ia un punct C, iar pe BC §i AC ca diametre se deseriu
dou#l cercuri; fie I, $i Ly lungimile lor. Cu cele doui seg-
mente BC' si AC se opereazi in acelagi fel ca si cu AB;
se obtin patru cercuri de lungimi Iy, Ly, Ls, L §i aga mai
departe, nemirginit. Fie Ly, Lipt4,...., Ly lungimile cercurilor
obtinute dupi a n, operatie; si se arate cii in expresiunea
Ly+Lptat..+L, limita sumei nu este egali cu suma limitelor.

— Si se giseascii limitele expresiunilor urm#toare :

@ i |4 .
61. lg—é:\/l-}-( ), cind 2 tinde ciitre T.

T—g

62. ‘—t— colgz, cAnd z tinde citre 0.

— n
63. l_g A » » 0.
w -
n fiind intreg pozitiv.
1—cos® y
64. w, cind z tinde citre 0.
ZSIinxTCcosx
sy
65. M. cind z > > (0
sin’nx
4 — 1gla— i
66. arctglat-a) —arctg(a—a) , cind z tinde ciitre 0.

tg(a+a)—tgla—a)
: & i o

67. Fie Pn=cosacos§cos§... Cos 55

sd se arate ci dacii  tinde ciitre zero, limita produsului este

egali cu produsul limitelor §i cAnd n creste nemirginit.

=P
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VI. CONTINUITATE

— Si se arate ci functiunile reale urmétoare sunt continue,
oricare ar fi « real:
1. y=2° 2. y=a’. 3. y=2a™ (m intreg pozitiv).

4, y=sina. 5. y=cosz. 6. y=sin*a"
7. y=sin"a" (m si n intregi pozitivi). :
8. y=wrcsina. 9. y=arccosx. 10. y=arciga.

11. y=Va. 12. y=%/z. 13. y=":/m" (m, n intregi pozitivi).

14. y= arctgVz. 16, y=(arctga™)™ (msin intregi pozitivi).

— Si se giseascd valorile lui z, pentru care functiunile
urmiitoare sunt discontinue §i si se arate pentru fiecare in-
tervalele de continuitate:

16. Y= 17.y=w2_

18. y=1igx.

19. y=

) 1
sin® 20. y={lgz— colgx. 218 y-—tgm

99. Fie I(z), numirul intreg, egal sau imediat mai mare ca
un numir dat x; sd se arate ci functiunea y este discontinu#
la dreapta ori care ar fi valoarea intreagd a lui @.

93. Fie y=/(a)=2p?% in care p ia toate valorile intregi
pozitive, mai mici ca ; si se arate cii functiunea ¥y este
discontinud la dreapta oricare ar fi valoarea intreagi a lui 2.

VII. DERIVATE

- 3 - -
1. Fie y=\/.jc, pornind de la valoarea =28, se mai did
lui & o crestere k; fie k cresterea corespunzitoare a lui ¥ §i

a=hm %, cand % tinde citre zero. Si se determine un interval

(— @, +a,) asa incat k riménind cuprins in acest interval,
k i 5

si avem a — 7 <0,001, diferenta fiind luati in valoare absoluti.

(Concurs G. M. 1912).

— Sk se calculeze prima derivatd a functiunilor urmitoare:

o |
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2. y=a*(at+2)*(b—a). 3. y=(a+2)"(b+2)" (c+2).

-2 14 = 1+a?
4, y== o = . e S
Y P 5.y e 6. y 120
7. Joeb izl i Y=, 0. e
(1427 e e
10. y= xz 11 Y= ($—2)9
(1—a?)? 3 V(@—1) (z—3)1t
19, y= YO £ 13, y= NE2HN1—F
Ya? —a? Vitor—Vi—a
x o _ sin"nax
14. ¢ [1 = vm] 15. y= T 22
ok A 1 o z, = aresinz
16. y =(a®>+= )arctga 17. g b
2z . z41
18. y=aret . 19. y= .
y=arc gl-l—:z:z Y =aresin VE
20. y =are sec aza—aﬁ. 21. y=arcty (nig ).

- JIREAP, |
22. y=arcsin e 2%, 23. y=arcty (x+ V1—2?).

t%/ 24. y=arcly 2,,+: 25. y=arcsin (Vsinz).
& 26. y=arcsin . 27. y= arcsirrl_—xz-
. Y m Y 1+22
a+bzx x .
28. y=arclg || ———— 29. y=——= —arcsina.
- Yo—a ! | F—

80. y=aresin 22Y1—z>. Aceasti functiune are aceeasi de-
rivatd ca si functiunea z =2arcsinz; si se verifice cii dife-
renfa sau suma lor este independentd de z.

31. y=arctg I_T_Z:: i sd se explice rezultatul.

(P. 8. A. P. 1901).

T 2
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Vita?—1

32. y=arctg———z——§ i se explice rezultatul.

(P. 8. A. P. 1907).
33. Si se calculeze derivata functiunii:
4a(1—2a?)
y—arcsmW :
si s se verifice cil daci se pune x=4arclgz, avem:
y F 2= C-ta.
34. Si se calculeze derivata funetiunii:
y_mtg 952+ Vi—a?—1
c(2V1—z —1)

35. Si se arate cd functiunile:

2 1 g 1 1
—arctgms x—arctg2——+—--arctg——-—2z+3
au aceeasi derivatd. Si se explice rezultatul.
36. Si se caleuleze derivatele functiunilor:

a+bta—abx

= x=narct
{ 91 ab—axz—bz’

y= arctg A

aceste dou functiuni au aceeasi derivati cu o functiune cu-
noscuti, si se explice rezultatul. :
37. Si se calculeze derivata functiunii:
+2m——aw g ‘b+3x—3ba’—2°
Qax— ¥4 3bw—3w’+b~"
si se explice rezultatul.
38. Si se calculeze derivatele funot,mmlor
VE—BU=a) |, _ g, Y =B
o-Bw S az+p
5 se explice rezultatele gisite. -
“ 89, Si se calculeze derivatele functiunilor:

L 1 [ asing b g (Vaz—b2 sin -’Dﬂ :
a®—blatbeosz  Va>—b? btacosx /1

e ! { asinz _ 2b =3 ( a—b t:_z_) -
ih e—blatbeosz YVar—0° e Vaz-—b’g2 i

y=3arclg T

y=qarcsin

== 8 ==
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=3 d= 1 [ asinzx b arccos( +acosa:)]
- a®—p? a-l—bcosa: Ya2—b? a+beosz

sl se explice rezultatele gisite.

40. Fie y=arctg z, y,=%arctg uy; s se determine w,
astfel incAt si avem y'1=y". Valorile lui u; depind de o
constantd, pe care putem si o luim dupi voe; alegind con-

venabil aceasti constanti, se giseste cd una din wvalorile lui

2z
1—a*
Pornind dela aceasti valoare, sd se giiseascd o functiune

Uy este

uy astfel ¢ punnd yo= — 22 aretgug, si avem yg——y1—-y
Si se generalizeze (Coneursul G, M. 19183).

41. Fie f (a:)—;, sd se calculeze derivata functiunii:

=f(xz+p).
42. Fie f(z)= ﬁ_*-—h.; s se calculeze derivata functiunii:
azt+b
%z
~{zye) %
43. Fie f(z)=sina®; si se calculeze derivata functionii:
2=f(2a)

44. Fie f(x)=sinz+cosz; sii se calculeze derlvata fune-
tlunu

r=f(aresinz).
1= 2t
45. Fie y= 1+t2 r== ¥ si se calculeze denvata lui

¥ in raport cu z.

Bat aff -
46. Fie z= 1+# Y1 T si se calculeze derlvata Iul

¥ in raport cu a. :

47. Fie z=ab—asin, J-—a—GCOSO, $ b6 alonlots di
rivata lui ¥ in raport cu .

48. Fie f(a, y)=Am’+2Ba:y+Cy2+2Da;+2Ey+F; si

se calculeze derivatele partiale ale lui £ in raport cu 2 si .

T
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49. Fie f(z, v, )=Aa*+ A"y +A" 22+ 2Byx+ 2B 22+
4-9B" 2y+2C2+2Cy+2C"x+D; si se calculeze deri-
vatele partiale ale lui f in raport cu z, ¥, .

50. Fie f(xz, y)= V1 —22.cos y+V1——_y—’ sinz; si se calcu-
leze derivatele partiale ale lui f in raport cu @ i v

51. Fie f(x, v, x)=tg(az+ by—cx)+tg(baz—cy +ax)+
tg(—ca~+ay-+bx); si se calculeze derivatele partiale ale lai
f in raport cu z, ¥, %.

2 2
52. Fie f(z. 9)= -Z—z--l— -Z— —1=0; si se calculeze derivata

lui ¥ in raport cu .

53. Fie f(z, y)=2*+9y*—3azy=0; si se calculeze deri-
vata lui 9 in raport cu &.

54. Aceeasi chestiune pentru functinnea:

fla, y)=2V1—y*+yV1—a?=0.

— Si se calculeze derivatele de ordinul n ale functiunilor:

55. y=aa™. 56. y=‘i" 57. y=V1—=- 58. y=sinz.

59. Avand f(z)=(b—c)(@—a)*+(c—a)(a—b)*+(a—b)(z—c)*5i
¢ (@)=(b—c) (a—b) (z—0)H(c—a) (e—c) (a—a)Ha—b) (z—a) (a—D),
i se arate fird a efectua inmultirile ci f(z) si g(z) nu de-
pind de @ si cd flz)=g(x).

60. Dack avem: f(i%z, 'y, t*x)=1"f(z,y,%), vom avea si

azf byl ytexf »=mf(z,y,%).
Si se generalizeze.
61. Din identitatea:
a+a2x+asmz+m+an+1zu=2:+_2“ﬁ1_—£,
ax—1

si se deducd valoarea sumei:

2=2qz+3a222+4a*a*+... +(n+1)a" 2"

T
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VIII. VARIATIUNI DE FUNCTIUNT. MAXIMA SI MINIMA

— Bi se studieze cu ajutorul teoriei derivatelor $i cu aju-
torul proprietitilor trinomului de gradul al doilea, variatiu-
nile funetiunilor urmiitoare:

1. y=22*—52+38. 2 y=—a2Fz+1.

3. y=z%f#- (A. G. 908). 4. g=:t+:;;.
= A ety
2 y=%- (B. F. B. 99). 8. y=%;—:—::.
e o T 10 =
: y=%’+ab—2w' 13 y=a:2—-l-2aaxxj_23bb

— Si se giiseasc intre ce limite poate varia z §i ¥ in
expresiunile:

18. 2 — 22y —da—6y+1=0.

14. 22*—2zy+y°+20—4y—1=0.

15. 32> —6ay—2y*+42—8y-—2=0.

16. Si se determine a si b, astfel ca maximul §i minimul
functiunei

_ a*taxr—5
y—2m’——bz+l’

sil aibd respectiv loc pentru =2 si 2=3.

?—2ax—1
17. Fie y=:2_ 4Z:ﬁ; sii se determine a astfel ca pro-

dusul valorilor lui @, pentru care y este maximum sau mini-

mum, si fie egal cu produsul valorilor maxime si minime
ale lui y.

18. Care este condifiunea ca functiunea
_ az®+bate
y a2+ bz+c

s3 nu aibd nici maximum, nici minimum,
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— 8% se studieze variatiunile functiunilor:

19. y = —a*+2a%+5. 920. y=>5a*—32>+7.

91, y=a*—32+3z+7. 22 y=(a—3)2a+1)Bz—1).

23. y=z°—bm‘+5zs——l. 24. y=(a;—1)‘(a:+2)”.

95. y=(z—1)(x—2)?*(z—3)>. 26. y=a*—102’+252"—36.

97. y=a™(z—a)"; m,n intregi pozitivi si a>0.

98. y=a*—pz+tq.

29. y=m‘—6a2x"+8a3a:+b‘ si r=x'—Ba?z?—8a’ztct;
si se giiseascd conditiunile ca maximele si minimele acestor
functiuni si fie egale cu zero. (Concursul G. M. 911).

1 ¢ 45
30. y=x"‘+—17v m §i n numere intregl pozitive. (Con-

cursul G. M. 909).

31 =x‘—3w3+3x+1
YT 2t —22+1

32. y= (?”ia)ll-l- (z"—l— b)p (a~D),

"+ b z"ta
n si p fiind numere intregi.
33, y= V22— V3z+1. 34, y=z\z V1—a*
35. y= V?—!—V(l—x)z. 88. y=sin -+ cos x.
37. y=2sin*zcosz. (A.G. 910).
__ 'z
ks tg3x

O e b T
39. y= 1 sinax+ 2sm2x+ 3 sin3z-+ 4smdza:.

__sin*z—cos2ax
 1—cosx :

41. y=—(xa)® cosTa+ (Ta)? [8sinma+TeosTa]+
427z [(8+27%) cosTr— nsintx]— 2[8+27%) sinTx -+
+x(1427)cosmal. (P.S. AL 99).

49. Si se arate ci daci p este numir intreg pozitiv,
functiunile y=sin*?z—cos??z+1 si u=1-—rcos2z
au maximele si minimele pentru aceleasi valori ale lui . S&
se traseze curbele reprezentative ale variatiunilor lor.

40. y
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43. Produsul zy fiind constant si egal cu a?, si se gi-
seascid maximul gi minimul expresiunei:
x=z‘(x+5y)+y‘(y+5w)
oty —a*(@+y)
44. Suma 2*-+4?® fiind constanti si egali cu a® si se gi-
seased maximul gi minimul lui 2=xz-4y.
45. Stiind ci 2°+y*—8axy=0, si se giseasci maximul
lni 2=z
46. Care este maximul raportului:
& Te...&n
‘ ($1+Z2 ++ zn)"
cind variabilele @y, @s...@n sunt toate pozitive?
47. Sd se deducdi din reprezentarea .variatiunei functiunii

y=22'+92*+122+}«
numirul riddécinilor reale ale ecuatiunii
22°+92*412242=0.
48. Si se studieze variatiunea functiunii de variabild reald
y=a*"+A (n intreg pozitiv; A real5%0)
i si se deducd numirul ridicinilor reale pe care le are
ecuatiunea binomi

a*"+A=0.
49. Si se studieze variatiunea functiunii de variabili reali
y=a**4-A (p intreg pozitiv, A real 40)
gi sii se deducd din reprezentarea variatiunii ci ecuatiunea
binoam :
2?4 A =0
are totdeauna o singuri riddcini reali.
50. Si se studieze variatiunea functiunii de variabili reali
y=a"—a"1—1 (n intreg =2)
gi s se deducd din reprezentarea acestei variatiuni numiral
ridicinilor reale ale ecuatiunii:
z"—a"1—1=0.
51. Fie ;
b tgu
' lglatw

— 93 —
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Punind fgu==z si tga=f>0, si se studieze variatia lui
y cAnd z variazi dela O péni la w=3T—a.

Si se construiasci pe o foaie milimetricii gi cAt mai exact
posibil, curba care reprezinti variatiunea lui y in cazul cAnd
7=0,15. (Concursul G. M. 922).

52. Si se studieze variatiunea riidicinilor ecuatiei:
2'—2x—m=0, cand m variazi dela —o° la + 0.

53. Se di tgx=m, si se formeze ecuatia care di pe

o

tgz=z; sii se arate cii ecuatia formatd are toate ridscinile
sale reale si si se studieze algebriceste variatiunea fiecirei
riidiicini, cAnd m variazi dela —o° la + o0,

54. Fie I(z) un numir intreg mai mic sau cel mult egal
cu &; si se giseasci ce fel de functiune reprezintd expresiunea
y=xz*+1(z),
si si se construiascd curba reprezentativi, cind & variazd in

mod continuu dela 0 la 10. (Concursul G. M. 923).

IX. PROBLEME DE MAXIMA §I MINIMA

1. Tiiem o sferi de razi R cu un plan P; pentru care
pozitiune a planului P produsul suprafetelor celor douil zone,
separate pe sferii de acest plan, este maxim? (B.F.B. 1903).

9. O sferi de razi R si un con circular drept, a cirui
bazi e un cerc de razi r si a cirui indltime este egaldi cu
diametrul sferei, sunt situate pe acelagi plan orizontal. Si se
studieze variatiunea raportului dintre sectiunea sferei §i aceea
a conului, printr’an plan orizontal. (P.S. A. P. 1901).

3. S se giseasci maximul gi minimul functiunei, care se
obtine scizand din volumul unui cilindru, volumul unui trunchiu
de con, cele douii corpuri avind o bazi comund cu raza egald
cu 1, aceeasi iniltime , iar diametrul celeilalte baze a trun-
chiului de con fiind tot .

4. Si se afle suprafata unui triunghiu in functiune de
mediane; presupunind doui mediane fixe, iar a treia varia-
bils, si se studieze variatiunea suprafefei.
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5. Pe o dreaptd AB luim un punct O. Descriem un cere
cu centrul in punctul C §i cu razi CB, iar din 4 ducem o
tangenti AD la acest cere, punctul de contact fiind D. S§ se
afle maximul suprafetii ACD, cand C variazi.

6. ABC fiind un triunghiu dreptunghiu, cu unghinl drept
in 4, ducem din B o dreaptii care taie pe AC in D. Si se
giseascdi maximul “suprafetei triunghiului 4 BD cunoscand
lungimea BC=a si stiind c& AB= OD. (B. F. B. 1903).

7. Pe o dreapti AB luim un punct C; apoi descriem un
cere cu centrul in C §i razi OB, care taie pe AB in F. Din 4
ducem la acest cerc o tangenti, punctul de contact fiind D.

Si se afle: 1) maximul suprafetei descrisi de segmentul AD,
in rotatia lui in jurul axei 4B; 2) maximul volumului niscut
de triunghiul ADF in aceeasi rotatie.

8. Sd se giiseasci maximul sau minimul suprafetei unui
triunghiu dreptunghic ABC, in care suma unei catete §ia
ipotenuzei este constaut. Enile

9. Fie un cerc cu centru! in 0, un diametru fix AB al
lui §i un punct P mobil pe cerc. Fie M si N intersectiile
dreptelor BP si AP cu tangentele in 4 §i B la cerc. Si se
giiseascii: 1) minimul perimetrului trapezului AMNB; 2) mi-
nimul volumului niiscut prin rotatia trapezului AMNB in
jurul diametralui fix AB; 8) mazimul lungimei perpendicu-
larei OD scoborati din O pe MN.

10. Fie yox un unghiu drept, M un punct in interiorul
unghiului. S se giseascii cel mai mic segment determinat de
laturile unghiului in raport cu toate dreptele ce trec prin M.

11. Un vas are forma unei calote sferice. Fie  raza sferei
$i y indltimea calotei. Si se afle, in functiune de z $i 9, su-
prafata gi capacitatea vasului. Suprafata aflati fiind egali cu
aceea a unei sfere de razi r, si se exprime capacitatea nu-
mai in functiune de . Si se arate ce valori poate lua varia-
bila z i si se studieze variatiunea capacititii vasului.

(B. F. B. 1910).

12. Fie un cerc O, trei puncte fixe pe el B 4, B si un
punct M variabil pe cerc. Si se géseascdl pozitiunile lui M

R
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pentru care EAZ+§M-—I& devine maximi sau minimi.
Caz particular AB=A4 B. -

13. Fie ABC un triunghiu de suprafati daci a® Pe latu-
rile acestui triunghiu ca diametre descriem trei sfere; ele an
doud puncte comune. Unind unul din aceste puncte cu vér-
furile triunghiului, formim o piramid. Si se determine tri-
unghiul 4BC astfel ca volumul piramidei si fie mazimum.

14, Pe fetele unui tetraedru regulat construim patru pira-
mide cu fetele laterale triunghiuri isoscele egale. Suprafata
totali a solidului format fiind datd, si se studieze variatiunea
volumului lui.

15. Fiind date dou puncte gi o dreaptd, si se studieze va-
riatiunea raportului distantelor unui punct mobil, de pe dreapta
dati, la aceste doud puncte date.

16. Fiind date douii sfere exterioare una alteia, de raze
R §i 7, si se studieze variatiunea sumei zonelor vizute din-
tr'un punct asezat pe linia centrelor, intre cele doui sfere.

17. Fie un cerc O de razi R si o tangentd la cerc AB cu
punctul de contact in A si avind lungimea AB egali cu R.

Ducem prin B o secantdi BCD. Si se giseascd maximul su-
prafetei triunghiului ACD.

18. Printre toate triunghiurile dreptunghiuri de acelagi pe-
rimetru, sii se giseasci acela pentru care cercul inscris este
maximum.

19. Dintr’un carton cu forma dreptunghiularii si se taie o
cutie paralelipipedics, al ciirei volum si fie maximum.

90. Un trunchiu de piramidi regulati este circumseris unei
sfere de razi R. S# se studieze variatiunea volumului acestui
trunchiu, cind inclinarea fetelor laterale pe bazi variazi.

91. Si se giseascd maximul suprafetei totale a unui para-
lelipiped drept, in care suma lungimilor muchiilor este o
constanta.

99, Douii mobile M si N se misci uniform pe doud drepte
perpendiculare OX si 0Y; primul dela O spre X cu viteza
a pe minut, al doilea pe OY citre O cu viteza b pe minut.
Si se determine minimul distantei lor.

A
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23. In dou#i puncte 4 si B se afli cite o sorginte lumi-
noasil, avind respectiv intensititile ¢ gi 7. Si se studieze va-
riatiunea cantitiitii de lumin# primitd de un punct M, ce par-
curge un cerc avind centrul in mijlocul lui 4B, si situat in
acelag plan cu AB.

24. Un rezervorin cilindric are un capac conic circular
isoscel si un fund semisferic. Dacid suprafata rezervoruluni este
cunoscut#, cAnd volumul inchis este maximum?

X. NUMERE COMPLEXE

Q.;In ce caz modulul sumei sau diferentei a douii numere
complexe a-+bi si @'+, este egal cu suma sau diferenta
lelor acestor numere ?
2 Sii se efectueze produsul (1-42)(1-+24)(1434)(1444)
(1+51)
L/. Sd se caleuleze (1-}4)".
4. Sd se calculeze:

LI IR (1 JE e
279 o 279 ;

p intreg si pozitiv.

“ 5. In ce caz produsul (1-4a:)(14B4)(1474)(14234)
este real ?

6. In ce caz produsul (x4 24)(z+%1).. (@4%ni) este
real, @ fiind real; in ce caz este de forma X7, X fiind real?

Oln ce caz (1-42i)° este real sau de forma %ki? In
aceste cazuri sd se determine ¢,

*In ce caz (1+i)" este real sau de forma ki?

9. Fie zy,==r(cos 241 sin @); xs=r|cos (a4 B)+i sin (2}B)]

gi: x3=r[cos (@42 B)+isin(2+28)];
sd se giseascd conditiunile ca si avem:
2tz tas=
10. Fie:

x1=r(cosa+isin®), za=r[cos(a-+B)+isin(x+p)],
xs=r[cos(2+2B)4isin (420

s
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§i: xo=r|cos(x+3p)+isin(x+3 )]
sl se giiseascd conditiunile ca sd avem:
z21+x+x+2,=0.
11. Fie xr=1r[cos[a+(k—1)B]4isin [a+(k—1)B]]

k=1,2,3,..., n. Si se giseascii conditiile ca si avem
. n

Zap=0.
1

12. Dac# punem:
A+B?«'= (al +b1 Z) (as + bg'&) (03+b31;) oo

avem
ey TR
arctg n arctgal+arctga’+arctgas+...

13. Modulul sumei a doufi numere al ciror modul este mai
mare ca 2, este inferior modulului produsului lor.

14. Se consideri cantitatea complexit 2=z -iy. Si se gi-
seascii valorile lui @ i y pentru care 2" si fie real §i mai
mare decit a, n fiind intreg pozitiv.

15. Si se giiseascd suma coeficientilor binomulni lni Newton
luati din 4 in 4.

—{(16. Si se dividi (1+4)® prin (1—2)%
. 17. Sii se dividd (144)™ prin (1—¢)"; in care caz catul
este real ?

18. Si se giseascii condifiunea ca un numér complex a-t+bi

l .
s¥ se poatd pune sub forma it)\:.' A real.

_19. Pentru ce valori, complexe sau reale ale lui A, expresiunea
a+ib+2(a—ib)
1+1
este o cAtime realdi, @ si b fiind reali.
‘e?j Si se extragd rﬁ?’dicina pat_raté’. si ridicina a 4-a din 7.
(21¢ Sa se calculeze \/1, ?{ﬁ, 2/7}.
92, « fiind o ridicini cubici complexd a unitifei, si se
arate cd avem:

(a+b+c)(atbatca?) (@ +bo2+ca)=a’+b*+c*—3abe.

-8k
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23. Sid se arate ci daci n este fari sof si prim cu 3, ex-
presiunea: (z=y)"—a"—y" este divizibild cu 2 +ay+y
24. Sd se arate cid ecuatia:
(z+1)6n+1_26n+1__1=0,
admite ca ridicini, riiddcinile eubice complexe ale unititii.
25. Si se caleuleze valoarea expresiunilor:

u=14zcosl+22c0s204... 4z cos nb
r= zsi729+mzsi7z29+...+w"sin nH.

26. S se giseascii legea de formatiune a coeficientilor in
produsul infinit:

f@)=1+2i) (142%) (1+2%)...(1 4227 1),

27. Si se arate cu ajutorul imaginarelor ci ecuatia:
fltgx) =tgmuw—k=0

unde % este un numiir real, are toate ridicinile reale.

28. Fie x=a+iy, 2'=a'+iy, x+2'=k+ki; cand punc-
tul care figureazii pe z descrie o curbi (C), punctul care fi-
gureazi pe z va descrie o curbi (C'); care este curba (C)
cand (C) este o linie dreapti?

29. Aceiagi chestiune presupunind xx' =k k real.

30. Aceiasi chestiune presupunand zz'=k+k'i i cil curba
(C) este cercul a?+y2=1,

31. Fie z=gaiy, 2’ =2 +iy’; daci:

s a+ibx
etedx
atanci x descriind o dreaptii sau un cerc gi z° va deserie o
dreaptdi sau un cerc. Cantitiitile a, b, ¢, d sunt reale.

32. Si se determine numerele «, 8, @, § care satisfac ega-
litidtile urmitoare:

aad-BB=1; ad+BF=0; ¢ 7 +F=1.
Numerele «, g, «’ § sunt imaginarele conjugate ale numerelor

a, 8, «, f. Si se deduci cazul particular cdnd numerele
sunt reale,
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XI. DETERMINANTI

_ Si se calculeze determinantii:

0 M X

o NI M

R - A

N O W0

W Q0 H

D~ G v ™

0 <H H

oMWW

MmO D

a0

- <{ D=

010 0

3 H

oM o =H

Qo

1 2 3 45

NN H

N -
- N K
s H-M

a0 © v

0

5 5,6

$ 5,1 2.8

i 2 3 4.

-

n n n

n

e generalizeze.
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1 1 3 iR |
C1 C},_l O 2s C,ll_ i
12. 02 Ci—x Cﬁ—z C?:—H-l 5

- — Yk— k—1
CL % Cfl,—]. (Jk - e Cﬂ—k‘l‘l

n—2
1 1 1) A BT |
1 2 8 = kv
13./1.2 2.3 84 ... n(nd1)

i %N Sl .. n!
a1 . 8! o (m1)

.............

n! (n41)! (n42)!...(2n—1)!

(B4+1)!  (24+2)! (k4-n)!
(k4+2)!  (k43)! (A+n+l)'
B TP (N
(k+n)' (L+n+1 (k4+2n+41)!
! 1 1
n! (n—1)!"" (n—Ek+1)!
1 1 1
(n—1)! (n—2)! (n—k)!
iy 1 L
(n—k4+1)! (n—Ek)!" (n—2k42)!
a> 2ab b2 a® - ab
I e 2wl @) e e
Sab B ' o | b g
.

l2n 2.3.(n+1) 84.(n+2). muln+1).(2n-1)
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ALGEBRA
(b+e)? a? a?
19.| b2 (e+a)* b°
c? ¢ (a+b)?

20.

1 1
A o 6+3'
1 1
et 2 at |
1 1
bty ot 2

21. Si se descompuni in factori determinantul:
(a+b)
(a-—b)?
a2+b’
a—

— S84 se calculeze determinantii:

T

a

~ 22,

a

24.

26.

SR B R

1 a+b+e abtactbe abe

98 1 a+b+d ab+ad+bd abd
= “%11 atetd actadted acd|
1 b+etd betbdted bed

as

|8 -8 R

|8 |8 ¢ 8

(a—b)? a*+2
a? + b2 a2 —b?
a—b  (a+0bp?
@b (a—0bp

— 32

a®—b?
(a+0)*|
(@—0b)?
a2+bz

Ay das @ a as an
oy Gy & Qg...0n
3 23.| & "Gy ® eeln
m as Ve G Rl g W =5
as @ ax as asg...oT
(F. 8. B. 901)

G & X T ...
] rt dy @ T
x 9. T T A X ..T
x T XD QT
;P R s (R TR I N
T T T X ..0n
a = x « b
b R T e
| 97. z z a b z @
x ® g Tia el
a ¢ b z ® a =
b o xea a

a+b b+tc c+ta

29.| a>+52 b2+ 2ta®

a4t e otad




1 | ) 10 |
1 1 1 1 ay as ag o ln
2 d SR Y
30- 2 3 31' ........
M LR s
a* bt ot gt a2 gn3 a’;‘z...a:_z
ay ay as  ...ay
S it gl | T ronl AR L
n—1 n—32 n—3 bz " n—1
AR B R A L
a® b 8 @ Ol i 1
: a® b® c?
34.| (a+a)? b+ ) (e+a)* |
(a+2a)2 (b+22)8 (e+22)8
1w 2 o 1 o 22...2"1
35.| @ | & aarog
N2 21 36.| 22 2® 2t...2
il b gt | i e B
a1 gz .2
sin®e  cos®%  sin o cos o
37.| sin®B  cos®B  sinBeosP
Sin®Y  cosY  sinYcosy
sin%  sinp  siny  sind
cos®%  cosB  cosyY cosd
38. s < X :
sinB sina  sin®  siny
cosB  cosx  cos®  cosy
39. Si se calculeze valoarea determinantului;

0 sin 40°  cos 40° lg 40°  cotg 40°
sin 220° 0 cos 50° tg 50°  cotg 50°
cos 220° cos 130° 0 tg 60°  cotg 60° |
lg 140° 15 130° g 120° 0 cotg 70°
colg 140°  cotg130° cotg120° cotg110° 0

— 33 — 3
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40.. Si se calculeze determinantul:

u v w
i 1 1
D=| 1 __u 1 —? 1 —w?

1+« 140 14

descompunindu-l in factori.
Din caleulul lui D si se deducd valoarea determinantului

29 & 9 Y Sy
Fia sin® -5 sin® 5 sin® 5
| sina siny sinx
sin2x sin2y sin2x
41. SH se rezolve ecuatia
1—a 2 3 4
2 3—zx 4 1 a0
3 PO e el T o
4 1 2 38—z
(F. S. B. 900).
42, Si se rezolve ecuatia:
al—a ab ac
ba P —z be |=0.
ca be ¢t —x

43. Daci aiy; @s, A3...0n; by, bs, bs...bn,...ll, la, ls ...l sunt
n grupe oarecare de cAte » numere consecutive din sirul lui

Fibonacer (n==3):
0,1,1,2 3, 5, 8 13, 21, 34,...

atunci determinantul

3| (7, TR M RET, I 7S

are valoarea zero.
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44. a, b, ¢ fiind laturile unui triunghiu, si se arate ei daci
-determinantul

1+a®+at 1+ab+a2b? 14ac+ac?
1+ab+ap? 140240 1+be+02e?
1+act+a?e® 14betb2e? 1+c2+et

-este nul, triunghiul este isoscel gi reciproc.
45. Se dau numerele:

8 ___ 38 s—1 Cpas I s=0
kr Skr—1+kr—1 ky 0 l S>7'
kr=1
Sd se calculeze determinantii:
by & 0 0 0 B Bo 0
k31 L% /”.g 0 0 k2 k3 k«i 0
o u A i iy
s Ny Ry oy ) 27 78 ad s |
BB s ks ks ks kg
BU R, T 2 78 74 75
BOROB RS kg kg kg g

Si se generalizeze. (Concursul G. M. 923).
46. a, b, ¢, d, ¢, f, x fiind cantititi reale, iar 241=0,
sd se arate ci valoarea determinantului
x atiz b+iz e+iz l

e—iz a dtiz etix

b—iz d—iz =z [F+iz

c—ix e—ix [—ix T

«este independenti de 7. .

47. Si se demonstreze egalititile :

il B |

1 0.8 %
O LT P R K
1 220 2°| |y 2 0 2|
1 42 2 0 x y x 0

=—(z+y+2) @t+y—2) (@—y+z) (—z+y+2).

e G
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48. S# se verifice egalitatea:

= [ — B (P — e —

e o o |
sla «~ 8|
p'@h G"IQ

49. Si se arate, fird si se desvolte, ci determinantul:
z—a x—b a—b
x—b z—e b—c¢
r—c¢ @T—a c—a

este nul. Si se deduci identitatea:
(z—a)? (b— )+ (x—b)? (c—a)Ha—c)* (a—b)=(a—D) (z—ec) X
(b—c)+(z— o) (@—a) (c—a)+(z—a) (@—b) (a—b).

50. Si se arate ci daci avem abe=xyx=1, vom avea si

aylz—e)
x+e X 4
m — Y =
1 SiFo % 0.
ax(y—b)
PR wR\Y =)
y+b
51. Se considerd functiunile:
x = @
* 1 ol 1.3
Flo)=| 1 = e  flo={1 — 2 |
it 3 £ z o
s 5 a?
Avem relatia F(z) =7 (a?.
52. Si se demonstreze ca:
1 o af ....... ’ 021"—1
0 1-2a 8a..@n-1ay?
el VR M R T @ |= 1 (a,—a;)”.
i k=1
0 1 2a 32..2n-1)ar*
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Sid se generalizeze.
53. Si se determine p astfel incAt si avem:

(0 o 0, 30000 oo R 0 .
S OO e O
1 _2 4 i—1 i (m

ct o,: €5 G O L © S

pi12 (n—1)I

54. Si se calculeze valoarea determinantului:
A=lih+k|;
in care 7 §i k ia valorile intregi 0,1,2,...(¢—1); rimanand
¢ neschimbat pentru elementele unei linii, iar % pentru ele-
mentele unei coloane; & este un numir intreg dat; numerele
ih+k=>n se inlocuesc cu resturile diviziunii lor prin 7.

55. Si se giseascid numirul termenilor determinantului:

G0 O 0 e LT 0
L e (LS00 05l 0
0 —1 as ) | 0 ........ 0
0 0 ‘—1 Ay 1 ........ 0
0 0 0 0 O0....41an

56. Pentru ca valoarea unui determinant si nu se schimbe
cind mirim fiecare din elemente cu 1 este necesar si sufi-
cient ca suma tuturor minorilor de primul ordin si fie nuli.

57. Daci @, y,x, ¢ sunt nigte cAtimi pozitive variabile care
satisfac relatiile:

Azt yb 2t Asatyhatth = A,

Bia®yh 2% th 4+ By ah gt 25 th =B,
si se determine valorile lor astfel ca produsul P=z" yr P
s fie maxim.

— 87 —
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XIL INNULTIREA DETERMINANTILOR.
APLICAREA DETERMINANTILOR LA TEORIA
ECUATIILOR LINEARE

— Si se multiplice determinantii:

1 =i'd bty Sk |

e PSS e LS e U

x y z A B C

x Yy % x y %

_2ly 2 a|X| ¥y £ &
z i Y X o« v |

3. S se determine coeficientii @i, b1, as, bs, as, bs pentrm
ca produsul determinantilor:

x a b xz a b
a & ¢ | az be
b ¢ = as bs «

si fie determinantul:

22+4 5zt 2 4z+2
3z+6 2*+12 4216
32+8 5z+ 3 2*-+6

4. Fie:
a= a-+Dbi, a= a-+?b's,
A= C +d’l«, Oy = ¢ +d"i,
b;=——c—|—d¢; 51=—"C'+d’i,
by= a—"bs Bo= a'—Vb'¢;
si se multiplice determinantii:

a; b] \

[¢F] bg

o B
as Ps

si si se dedueci:
(v 4+ ad) (@24-b2+c*+ a?) =(aa'—bb'+ec—dd' )+
+ (ab'+ba' —ed' — de')*+(ac'— bd — ca'+db' )2+
+(ad'+ b+ cb'+-da)>

. T
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5. Stiind ci:
x4 yr=g"r} y"r=q"24 y"*=R? si
gz +yy'=R*—1ic o2ty y"=R"—},
' 2"y y"=R*—}a?;
sii se calculeze produsul :

zr 'y’ R m' yv ‘—R
w/l yll R X mII yll ——R

2" y" R z” y" —R
— S& se ridice la patrat determinantii:
s i e Al L
G R | @G @z.... an
o.|la b ¢ |. 7.1 aj... a
a® b ¢ N L R

U A
8. Sd se arate cil patratul unui determinant de ordin par
se poate pune sub forma unui determinant simetric sting.
9. Fie:
my ms mg
v B=|n ny s
P1 P2 Ds

A1="a ps+ns P2, Az——-ns D1 +7l1 D3, 4, =Mn1 P2 +ns P1.

a; Qs

S A

S# se arate ci avem:
a{ a; bl g My g Mg AaMg
ay bl b? bz my bs my bi ms
A% B*= ag My bg my 2 nyP1 As Ag .
azms  byms 4 2nsps 4y
asms by mg 4, 4, 2ngps

10. Din ridicarea la patrat a tabloului:

cos e sin %
cosP  sinf
cosY sinY

-
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sii se deducd:

1 cos(B—a) cos(y—a)
cos (& —B) 1 cos(y—B) |=0.
cos(@—7y) cos(B—Y) 1
11. Si se arate ca:

cos% sin o || sina’ cose’

cosB ~sinB || X sinp’ cosP ||=

cosY sinY sinY cosY
sin(ata) sin(B+a) sin(y+a)
sin(@+8) sin(B+8) sin(y+f) | =0.

sin(ety) sin(B4+Y)  sin(y+y)
12. Din: :

\ a b ¢ d
si se dedved: (a2 b2+c2+d?) (a2 412 +c2+4d?) =

abcd\2

2 2+l alT+{]z 21+[ 2T+
| o]z o[ +Haatmterar

13. Si se formeze patratul tabloalui:

) Voogimys gl MR Beeyc s 1
UL R Ll l
AVELH T e e 2

14. Si se descompuni in factori determinanti de ordinul IIT,
determinantul :

(@—a)? (a—bP (@a—c)?
o—aR Bb—0b? b—Cc)
(c—a? (e—b)P (e—c)

15. Si se arate, folosind regula lui Laplace pentru des-
voltare, cii determinantul:

— 40—



ENUNTURI

a b at at
a b —pt —pt
j I a® —ab?
1 1 —a% b?

are valoarea a®—}8,

16. Sd se descompunii in factori ireductibili rationali ex-

presia :
S T
1 0 a® gt
1-a%:0 -4° +4av.

1 a* a* 0

17. Sd se inmulfeasci determinantul

(151 az...qn—1 an
as  as...an = pa,
A=la; a,...pa, pas
an  Pay ...PA—2 Pan—
cu determinantul
1 o af, .  anrl
1 o af,. apt
1

1 p
unde %, %,...%, sunt ridicinile -ecuatiei: 0"‘—;=0 i sd

se deduc ci A este produsul a n factori lineari in raport cu
W, A3y ... Qn.

18. Si se arate ci determinantul :

0 €08 % tg % colg o
cos (m—a) 0 igB cotg B
lg (n—a) tg (=—B) 0 cotg Y

cotg ("—a)  cotg (z---B)  cotg (m—1) .. 0
este patrat perfect.

— 41 —
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19. S& se calculeze valoarea determinantului:

0 % 0 (n—l-l)‘ 0

- ° (n—l—l)! 0 (n—lz)z

i (n—ll)‘ p (71—12)! f
(n—ll)! . (n—12)! 4 (n—ls)!

ordinul determinantului fiind p-1; existi o valoare a lui
p >0 pentru care determinantul este nul?

90. Si se caleuleze direct, firi desvoltare, valoarea deri-
vatei determinantului:

1 1 1
A=|1 fl@) f(rna)
1 gl@) gna)

91. Si se calculeze valoarea determinantului:

d, (a+1y (a,+2r....(ac+7)"
o, (a,+1Y (a,+2)....(a,+7)"
a’ (ar+1y (ar1+2r....(ar+7)"
r numar intreg.
99, Si se calculeze determinantul:

f (1) f @) o %o cis e f (n+1)
Fich U oy « iiwin » s ot

R
f(z) fiind un polinom algebric de gradul 7, iar accentele in-
semnénd derivare.

93. F,(2), Fs(2).... Fu(a) fiind polinoame in z de gradul
n—1, si se arate ci determinantul:

S
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F1($) F,(x). et Fu(w)
Fi(z) Fl@) ... Fla)
Fi’(2) Fs"(@) ... F."(2)

(n—1 (n—1 Pl
Fl?z) ) Fg&) ) Pt op < Fn(("z) y

este independent de z.

ecuati
24.
25.
26.
27.
28.
29.
30.
31.

32.

33.
a

34.

Sii se rezolve cu ajutorul determinantilor sistemele de
i urmiitoare:

ety—zr=1, a—y+21=2, —ztytr=3.
20—3y+5x=4, 3z+y—22=1, z—A4y+2=2,
z+2y=1, 2y+32=2, 3x+4u=38, 4ut52=4.
ztay+a*r=aztay+r=az+y+ax=1.
ety+z2=1, axt+byter=xc, a*x+bytclr=a2
gz taiwst.. . Aaian =2, [i=0,1,2...(n—1)].
ztytr=a, y+x2+u=b r-tuta=e, utzty=d.
z+2y+3x=sz, 22+3y+x2=sy, 3aty+2x=sx,
2+t a2=1. (F. S. B. 99).
:c+y+z+t=aa:+by+cx+dt=a2z—|—bzy+c"’z+d2t=0,
2’+y* 2+ 2=1. (F.S. R 902).
Si se discute sistemul :
z+bytex=1, betey+axr=1, cx+ay+bx=1.

Si se formeze relatia de conditie pentruca sistemul:

(a—s)a+by+e=aa+(b2—s)y+c2= x4+ by (3 —s)=0,

si fie
si fie
35.

compatibil; cum trebue si fie a, b, ¢ pentruca sistemul
compatibil pentru s=0? (F. S. B. 98).
Sd se giiseascd conditiunile ca sistemul:

da+3y+x=>5, ++by—32=4, az+By—2x=a-B, sifie:

a) incompatibil; ) nedeterminat.

36.

si si
37.

Si se discute sistemul:
a:sz'n9+y—|—xcose =0
z+ycosO+ 2 sinb=0
zeosb+ysinb+z2=1

se rezolve in cazul ciAnd este determinat.

Si se discute sistemul:

az+by+rz=1, batay—rz=2, zty+(at+b)z=A
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Presupunind ci @ si b sunt coordonatele unui punct din
plan, sii se arate care sunt punctele planului pentru care
sistemul este determinat, incompatibil sau nedeterminat.

38. Si se puni sub formi de rapoarte egale, numaritorii
fiind «, ¥, %, t, ecuatiile:
az+bytextdi=a a+b y+c x+d t=a" 24" y+c" x+d" 1=0.

39. Si se arate, prin trigonometrie, ¢ un triunghiu drept-
liniar nu este determinat ciAnd se cunosc numai cele trei
unghiuri, si cii toate triunghiurile, care corespund la aceleasi
valori date unghiurilor, sunt asemenea.

40. Si se giiseascii conditia de compatibilitate a sistemului:

z+2y=a, 2z-+4y="b, 3z+6y=c.

41. Si se elimine z intre ecuatiile:

a a:+‘ by =asﬁb‘+ be _03m+ bg
cat+d coxtds exatds

42. Si se elimine , y, » intre ecuatiile:

x Y % x Yy % x Yy z
a b c¢|=01!b e a|=0|c a b|=0.
a? b2 (,'2 b! C2 a2 c2 a‘Z b2
Fie D=0 rezultatul eliminiirii, si se arate ci D este di-
vizibil cu:
s S |
d=—=tvg 20 lesdls
a: a bl e
si se giiseascd cAtul diviziunii. (Concursul G. M. 911).
— Si se elimine z, y, z intre ecuatiile:
43. er=a(z—y)l@—2), ¥*=>bly—a)(y—=r),
=clx—a)(z—y).
44, 2*=a(z+y)(@+2), *=bly+a) (y+=2),
r=c(x+)(x+y).
45. Se considerii ecuatiile:
axtbytex=rk, o zt+b'yt+c 2=k, a"a+b"y+c"2=k";
se pune:

g=attButyr, y=ot4+futvv, 2=0"t4+8"uty"v

—. 44 —
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se obtin astfel trei ecuatii in ¢, u,v; si se calculeze numi-
torul comun al necunoscutelor.
46. Aceiagi chestiune pentru sistemul:
aiy @y taigxst ... Fainen=ri
in care se pune:
(L‘h=ah,1y1+“h,2ys+...+“h,nyn,
(6, h=1,2, 3...n).
47. Din sistemul :
Tai=0, Laizi=0...2a" 2 2;=0, Lo ai=1.
(=1, 2...n), si se deducé identitatea:

m=n oo |

m=1(am_1) (am et a])---(llm e an)

=1.

48. Fie sistemul de ecuatiuni:

a 271+(11222+...+a1n In=lx1
as; &1 Fassxet...Fasnzn=rzs (au=an)

S# se arate cid existi n valori reale pentru A pentru care
sistemul are solutiuni nu toate nule.

XIII. FRACTIUNI CONTINUI. ANALIZA

NEDETERMINATA
— 84 se desvolte in fractiuni continui numerele:
847 3117 —
Sy B 1 3,1i1592. 4. Y2
5. V3. 6.Y7. 711 8.V13.
9. Y19. 10. V31. 11. Y101 12. V200.

13. Va?F1. 14 Vai+2 15 Va:—1. 16. Va®—2.
17. Ya*Fa.  18. Via*ta. 19. V"-I-—' a>>b.

20. Si se arate ci numiritorii a doud reduse consecutlve
sunt primi intre ei; deasemenea §i numitorii.

PR
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91, Fie v, Drtl, Poii
gn  Qn+1  (Gni2
fractiuni continue; si se arate ci:
(ps —pa) Q=g — Qs) Pa.
92. pn:qn reprezentind redusa de ordinul 7, sd se arate ci:

o
y Pn+i an gn+1
93. Si se arate ci o redusi oarecare ps:gn este egald cu:
prg ot el ol )
Q1 192 920 qn—1Gn
24. Fie pn:gn redusa de ordinul 7, a desvoltirei unui nu-
mir in fractiune continuii; si se calculeze cAturile incomplete
stiind c# intre numdritorii gi numitorii a patru reduse conse-
cutive avem relafia:
(Put2 + Prta) gotprs s =(gn42 + gni1) Pnt Gnis patr.
25. Se di fractiunea continui periodic:
2 ="(ay, as,...an; @1, As,... An}...),
si se cere sii se giiseascil relatiunea ce trebue si existe intre
redusele sale de ordinul n gi #—1, asa cil risturnind ordinea
caturilor incomplete, adici luAnd:
2 = (Gn, On—tyes @1} Qny Gn—tyee.@1}ess)s
si avem r = 2.
26. Fie pn—1:qn—1 §i Pa:gn doudi reduse consecutive; an citul
incomplet urmitor; se considerd fractiunile:

n—. )\ n
%—%A—Z: in care A=1,2,...an;

trei reduse consecutive ale unei

si se arate cii fractiunile astfel obtinute — care se numesc
fractiuni convergente intermediare — se bucuri de proprie-
titile urmitoare: a) ele sunt ireductibile; b) daci o fractiune
p:q se apropie mai mult de numirul care a dat nagtere frac-
tiunei continui considerate, termenii sii sunt mai pufin simpli
ca ai fractiunei convergente; ¢) dacd n este par, fractiunile
convergente intermediare merg necontenit crescind, iar daci
n este impar, ele merg necontenit descrescind.

— S% se rezolve in numere intregi ecuatiile:

— 48 ~
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27. 9z—11y=8. 28. 7a+10y=297.

29. 22—8y+b5x=1.

30. 2z+5y—x=1, 3a—2y+bx=4.

31. 92+16y+15x=181, 32+ 2y+x=27.

— Si se giiseasci solutiile ecuatiilor urmitoare tn numere
intregi, pozitive:

32. 182-+19y=1170.

33. bat+4y+2=272, 8a+9y+3x=656.

34. 3zy—4y+3z=14.

35. Fractia continui:

1
al+ 1
az+ 1
as+
ac+'
1
.+ Aan
se poate exprima cu ajutorul determinantului:
a 1 0 () R |
—1 as 1 [} TR X 0
0 —1 a3 1 ... 0 |=(ajaza35...an).

-----------

36. Fiind dati ecuatia az—+by=r¢, si se giiseasci conditia
pentruca solutiile pentru care suma patratelor lor este un mi-
nimum s# fie intregi.

37. Si se giseascd numirul care divizat cu 28 di restul
21, iar divizat cu 19 di restul 17.

38. Si se giseascd cel mai mic numir, care divizat cu 2,
3, 4, 5, 6 di resturile 1, 2, 3, 4, 5.

39. Si se giiseascid 2 numere intregi, astfel ci diferenta lor
sd fie egald cu de douid ori raportul lor.

40. Cu cifrele 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 se fac toate permu-

e R
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tirile posibile; si se giseasci numirul permutirilor in care
suma primelor patru cifre este egali cu suma ultimelor patru.

41. Sd se impartd 100 lei la 100 persoane, biirbati, femei
i copii, dand - fieciirui birbat cAte 3 lei, fieciirei femei cite
2 lei si fiecdrui copil cate 0,50 lei; cAti birbati, cite femei
gi cti copii sunt?

42. In anul 1905, intr’un atelier, lucritorii sunt plititi cn
ziua, nu insd cu acelas pret. Ei sunt impirtiti in trei cate-
gorii: pretul pe zi pentru cei din categoria a 2-a este cu 20°/,
mai mare ca al celor din categoria a 3-a si cu 25°, mai mic
ca al celor din categoria I-a. Si se determine numirul lucri-
torilor din fiecare categorie, stiind cii intr’o zi de lucru fie-
cirei categorii i s’a cuvenit aceasi sumi, cate 200 lei, ci nu-
mirul total al lucritorilor este mai mic ca 120, si ci nici
unui lucriitor nu i s’a cuvenit mai mult de 8 lei, nici mai
putin de 4 lei pe zi.

43. Se zice c# un poligon regulat este o dali a planului
cAnd un plan indefinit poate fi acoperit cu poligoane egale
cu acesta, care se unesc fird goluri si firdi suprapuneri. Si
se giseascd poligoanele regulate care sunt dale ale planului.

-XIV. SERII

— S# se giiseascd suma celor dintAi 7 termeni ai seriilor
urmitoare i si se deducé convergenta lor:

K/12+ + + +n(n+1)+"'

1
Q_3+24+ + +n(n+2)+"'

1
(87 + oz gt ok e

5’.+2<p+1>+3<p+2)+ e
S e |
O st st e

T O
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/2 1
®T+ 24b+ +n(n+2)(n+4)+
4

3n+1
\7>234+345+ FeFneraaEn T

U R 2.3.4
o 4.5.6.7.8 4l 5.6.7.8.9 T
(n+3) (n+4) (n+5) (n+6) (n4+7) "
9. S se arate convergenta seriei:
123...m
it Dmt2)...@mF2) T
+ n(n+1)....n4+m—1) +
(n+m)(n+m+1)...n+2m+1) " "
i sil se giseasci suma.
10. Sd se afle suma seriei:

3 PR
1—0 (a+1r)...la+(m~+0)r|

— Bi se arate cii seriile urmitoare sunt convergente si si
se gﬁseascﬁ suma Jor:

g +“+ %y

C”““+ +C”+ (@>1).

12, —

a’

n.2"
18 1 23+1 234+ o 123...(n+2) T
14. Si se stabileascii natura seriilor care an termenul general
5 Cén

2211'

2% an vn=(—1)"

22n
C3, este numiirul combinirilor firx repetitie a 2n obiecte
luate céte n.
— Si se arate cii seriile urmitoare sunt convergente :
Snt—5n+1 X nP—n
16, Rt Be & i Pk e Ll
1 nf41 16 1 n*nt1

Un =

— 49 — 4
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17. Daci termenul general al unei serii se poate pune sub
forma %—%;—)), f(n) si F(n) fiind dou polinoame intregi in ra-

port cu n, din care F (n) nu se anuleazi pentru vre-o valoare

! e . - .
intreagd si pozitivd a lui n, pentru ca seria ?F(n) si fie

convergentd, este necesar si suficient ca gradul numitorului
sit fie cu cel putin doudi uniti{i mai mare ca al numiritorului.

— Si se studieze natura seriilor-

18.1+ -I- ++

+

p”
19. (loglg)"+(log3 i st g (logn)?'+
T (l0912)2 + (log3)3 +. +(log ) +..

22. Si se studleze natura seriei:
oo wnyn(yn-i—l_, n+1)

2T @R @y

si si se afle suma in cazul convergentei.

3 1
® i_ ——————— 1
23. Fie Si= r ( | ’L)’ sd se ca]culeze Sl, Sz, Sa... §1 sa

se arate ci daci n creste nemirginit, seria:

S48 +...+8.+...
este divergenti, iar seria: 8;—Ss48;—8,+... £ 8, F... este
convergenta.

924. Se consideri seria armonici % - % +... +% + ..

in care se schimbi semnele in modul urmétor: se ia primii
p termeni cu -, apoi la ¢ termeni care urmeazi li se da
semnul -—; dupii aceia iar p termeni cu—+ si g termeni cu —;
se continuii astfel nemirginit luAnd céte p termeni cu -+ si g

s
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termeni cu —. Sd se arate ci daci p==gq seria este conver-

gentd, iar daci p7%q seria obtinuti este divergentd. (Con-
cursul G. M. 1911).

— S4 se studieze natura seriilor:

25. 2cotg2w+tga:+% tg% z+...+ %tgw +..

1 1 1 1
26. arcty 5 +arctg§+arctgﬁ+...+arctg§n—2+...

— Si se arate cd seriile urmitoare sunt convergente:

o0
27. & ——1——— 28. 24 lsm-ﬂi
b s n

2 nfsin— A
n
T b1 T
29. Seria: sinE-l- sin §++szvz;+ e
este divergenti.
30. Si se sumeze seria :
2z
x?—1

31. Pentru ce valorl ale lui 2 seria:

e—1)? {2=—1
1+(2+1)+(m2+1)+"'+\z )
este convergenti? (P.S. A.P. 900).
32. Si se giiseasci conditia de convergenti a seriei:

124 22z+3222 ...+ (n+1)22"+...,

§i sl se giseascd suma ei, in cazul cAnd este convergenti.
33. Aceiasi chestiune pentru seria:

2 xzn—l

Wk

(o o]
1‘13 P(n) 2",

P(n) reprezentdnd un polinom intreg in raport cu n.
Si se indice un procedeu pentru calculul sumei acestei serii.
34. SH se arate ci seria:

1 % x2
L e iy ey ey

P e
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gn—1

: +
14214230422
este convergenti si si se giseascd suma ei.
5. Seria cu termeni pozitivi: uo=+ui ... Funt...
fiind divergenti, si se arate ci seria:

-+

wUo

Uy Uz
o 1 Qo By e B B O B S

+(uo+1)(u1 —i—nl)...(un—l—-l) G

este convergentdi si are ca sumi pe 1.
36. Si se studieze seria al ciirei termen general este:

na

1+bn

37. Fie Spn= 2}2—7;1:_—1, Sn= ?ﬂ 27}4_—1, si se arate c# daca

n creste nemirginit, Se si S, eresc deasemenea nemirginit,
dar diferenta S)'— S, tinde ciitre o limiti finitd.
(F. S. B. 903).
38. Si se arate cii diferenfa:
'S (n2+n+3)_ (p+1)
n(n+1) P
tinde ciitre o limiti determinatd, cind p tinde citre infinit.
39. Fie:

n=1

A 8
Sp= S tg— Sy= I sin—
p=8 P =3 p

Si se arate ci n tinzdnd citre infinit, S» §i S, tind ciitre
infinit, dar S,—S, tinde ciitre o limitd finiti. Cum trebue
sii fie @ pentruca aceiasi proprietate sd subsiste pentru sumele:

== S.l‘a e -E 1 = ﬁ ) af_?
Sn o i ll s Sn P=3szn
(Concursul G. M. 923).
40 Fie Oz si ¥’ Oy doudt drepte ce se intdlnesc in O.
Pe Oz seia segmentele OA;>0A:>0A5>...>0An>..;

se unesc apoi punctele Aj, As,... An,... cu un punct C situat
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in unghiul 'Oy sau zOy din planul determinat de dreptele
20z si yOy/, fie By, By,...By,... punctele unde CA4, CA,, ...
CA,,... intdlnese pe Oy. Si se arate ci seriile:

OA:+ OAy+...4+0An+...
si OB; 4+ OB: +...4+ OB.+...

sunt de aceiasi naturi. Si se aplice in cazurile cénd

T, — T
OAn=sin; si OAn=sz'n2;: iar punctul C se depiirteazi

la infinit. (Concursul G. M. 910).

— Si se caute limitele expresiunilor urmitoare cind n
cregte nemdrginit:

41, '\'/; 49, '(/? 43 Viogn.
4, —+— —aVn.
FRETRES LT
r P p
1 +2n-j_+1 chn » P oarecare.

XV. FUNCTIUNT EXPONENTIALE §I LOGARITMICE.
LIMITE. SERII

— Si se calculeze derivatele functiunilor:

I e 4 S TEeanil
) o 2. y=¢"(1—a?).
3. y=-¢e". 4, y = " Psing
5. y=aLaz. 6. y = L(z+ V1F2Y).
VitatVi—z
1. 4 Sl + 8. y = Leolgz.
: iFe—V1—2 ; a
@
a+btg—
T 2
9. y= Ltg(z-l-%)- 10. y = B
a—btgg

11. __—w

V1—2?

e
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asinx b bd-acos x4 Vb*—a’sinx

12. y = . [ =% L ]
{ a®—b2latbeosz Vb*—a® a-+beosz
V1+z‘+w\!2 i a:V"

13. y = _L are sin

o 42 12 4\/_ +a:
14, y = L(e&*+¢79), 15. y = L[L(a+ba").

ne 1

16.y=(%\) - 17. y = @z

18. Si se calculeze derivatele functiunilor in raport cu lgz:
y = (sin ) *; y=cos z)""*.

— Si se giiseascd denvatele de ordinul » ale functiunilor:

19. y=¢*% 20. y=wme*" 21 y= P (x) ¢% unde P (2}

este un polinom de gradul m.

22. y=Lz. 23. y={le?).
— Sk se giseascd limitele expresiunilor:
94, E=(1—sinx)”?* cAnd @ tinde ciitre zero.

25. E=(2——%)'g_2; cAnd z tinde citre a.

_ ze®*taer—267"12¢"
26, = i

97. BE= LD cand « tinde ciitre 1.

98. E=(sinz+ cos®)?® cind z tinde citre %

cind a tinde citre 0.

1
29. E=(eosV;) ¢ cAnd  tinde ecitre 0.
30. E= (cosaz) @*?®" cand « tinde ciitre 0.

31. E= (cos%) cand z tinde citre ©°.

a n
32. E= (cos—:—-{-a:sin-;\) cand n tinde citre ©o.

33. Si se giiseascii limita expresiunii

_Y 2 sin (x — a) + 22 sin(y—b)
ytg (x—a)+atg(y—>)

pentru ¥==a, y=Db solufiuni

ale ecuatiunii: **+e ' 4o +92—a*—b*—2=0.

— S se gliseascit limitele expresiilor:

ni—
34. E=n(Va—1) cand n tinde citre o°.

— 54 —
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35. E=n('{/2—-'§/3) cand n tinde citre ©°.

1]

36. E= » » oo,
i=p"__ n
o
87. E=|—— > n » » 00,
p
38. E=(nZai+Zb)L [1+2 +b]candntindec§tre°°.
(t=1,2,...p).

39. E=’V(n+1)(n+2)...(2n) cAnd 7 tinde ciitre 9.

40. By=\n!—""V(n—1)! §i Es=\n!—" Y(n—p)! cAnd »

tinde ciitre ©o.

loan)?
41. E= (ogn) cind n tinde citre oo,
(n +1 )n nn-—l y
o,
42. E o S PO = cind n tinde citre
43. Sd se determine m, n, p astfel ca, expresiunile:
E = (sine—tga)2™; E=(z—sinz)z"; E=-zz—_—m-a}’, si
e —cos®

aibi limite finite si diferite de zero, eAnd a tinde citre zero.
44, S se arate ci:

b (LT

m=> 0 2
l ( ) me} 11e
lim \m*{1+ —miet—(=—F—*
O 2 24
: ¢ 11 21e
lim {m3(1+ ) —m e+t — o }———-
e 00 2 24" 48
— Si se studieze variatiunea functiunilor:
45. y= LV1+m2+2fi"11 - (P.S.A.L 95).

46. y=x+2(1+ 5 L(l-l-x )——arctga: (P.S.A.1.96).

= b ==
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—_— 3. a—1 3 @
AL 2 i e A, A S A £
47. y=1+LV2+4+ sV gt 5(PS.AL97).
2
48. 'y=w(zzl-:-_swf-'_1)—3L(1+z2)——-arctgw.( » 900).

49. y=1+4a*—b52— 2+ +1 +L(z2+a2+1)+

14 ot 2z2+1

Vs arcty Vs (P. 8. A. 1. 904).
2241

50. y=LV14+2* +8arctga+5—1 211 +c,

C fiind o constanti. Si se determine C astfel ca maximul
functiunii si fie 5+LV5 (P S. A. L 98).

51. y=2(c+2)— + 1 . s se deducd inegalitatea:

z > 9 xr— 1)3,
& 2>3e \/3(m+1 x> 1.
52. Si se dovedeascd inegalitatea:

(m—n+1>mm—n)"t m>n>1.

z
53. Si se studieze functiunea: y = (1 o -3;-) sisH se deducd

n
inegalitatea (1—%) <% pentru n>1; e fiind baza logarit-

milor naturali.
54. Si se ghseasci maximul sau minimul functii reale

8= bzz_*_ys’ stiind ci z+y=-c.
— Si se msumeze seriile urmitoare :

55.—+ +——+ o +..

1.2.3
56. + +m+ +
57. ”-+ St 4-Zf+.n

5&“+%+3‘+ +"+m

ol e
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» »
59. + 2 +m+ + 2 + (p intreg pozitiv).

(n—1)3
60'1‘.2"'1.2.3"'1.2.3.4"'""" n! +..

61. Si se giseascﬁ natura seriei
62. Si se giiseasci natura seriei ;
3 n
1v—+2v( )+3 (3) +...+n!(%) +...

63. Sii se determine natura seriei cu termenul general:
n"
(a+1)(2a+1) Ba+1)...(na+1)
a fiind un numir pozitiv.
64. Seria cu termenul general:

Sy y i a1 1 2n
Un= [1 + St 1] — [l + 3 n] , este convergenti.

n—m\"
. S imi (—) ind
65 se giseascd limita expresiunii 3 cind n

u"=

tinde ciitre oo; si se deduci despre seria cu termenul general

n—m ? 4 ;
Un = (n e ) ci este divergenti, iar seria cu termenul general

ARG O
n o este convergentii; m ;
b9 n
1—sin "
66. Si se calculeze: lim aei ey | Care este natura
"o 1+sin;

b1 n\p

n=o0 [ 1—sin i

seriei cu termenul general: w,=| X2 i o B &
=2 \ 14 sin ™

(Concursul G. M. 923)
67. Se considerd seria in care doi termeni consecutivi sunt

o . a b s .
legati prin relatia: un=7— un—1+;2—,; sd se arate c# seria
(3 H

e convergentd si si i se giseascd suma.

- 8T —
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Aplicatie a=1, b=—1.
68. Si se arate ci avem inegalitatea
o z o z
e21+7 +otet
pentru n impar, oricare ar fi @ real, egalitatea neavind loc
decAt pentru o singurd valoare.
69. Si se arate ci numirul ¢ nu poate fi ridicina unei
ecuatii de gradul al doilea cu coeficienti intregi.
70. Dacii f(a,y)=2a".y®, si se arate cd avem:

Pl F, @ v) — £ a0/ lay) = (l+§) £ (z,9).

&X

71. O persoani inprumutd pentru un an un capital a. Ea
convine si-gi pliteascd datoria in n pirti egale cu b si la

: : g .
intervale — dintr’un an. DobAnda pentru 1 leu §i pentra
n
r . .
timpul ot dintr'un an este o lar capitalizarea se face la
n

fiecare perioadi de-;— dintr’un an. Se cere: 1) Sid se cal-
culeze valoarea lui b: 2) Si se calculeze limita citre care

b e ; .
tinde %’ cAnd n cregte nemirginit; 3) Cum variazd aceastd

limits cand r descreste?; 4) Care este valoarea ei cénd 7
tinde ciitre zero?

XVI. PROPRIETATI GENERALE ALE POLINOAMELOR
SI ECUATIILOR ALGEBRICE

1. Si se giseasci un numir pozitiv %, astfel ci -daca
|z|<«!), valoarea polinomului 2 —8rt+a*—22 2z sk
riminX cuprinsi intre — 0,001 si + 0,001.

9. Si se gdseasci un numir pozitiv € astfel ci daci
modulul lui # riméne mai mic ca & modulul polinomului
51*—9x3+222—52x si riimAnd mai mic ca 0,001.

1) | x| inseamnd valoarea absolutd a lui =.

o B
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3. Si se giiseasei un numir pozitiv A, astfel ca pentru
|2|>A, valoarea absoluti a polinomului @*+8a&*—52z%+4
+22* —62-+1 sii fie mai mare ca 100000.

4. Unde trebue si se giseascdi punctul z, astfel ca punctul
u=x*42234522—8x—10 sii se giiseasci in afari de cercul
cu centrul in origini si cu raza 100?

5. Fie: P(z)=7x"—82%422—2x-+1; unde trebue si se
giiseascil punctul kb astfel ca punctul P(zo-+7)—P(z,) s ri-
méind necontenit in interiorul unui cerc avénd centrul in ori-
gind §i cu raza 0,0001?

Aplicatii: zo=1, 20=2-}1.

6. P(z) fiind un polinom intreg, sk se arate ci dacd
P(x)=k P(—z), avem k= +1.

7. Fie: @, @;,...2s rddicinile ecuatiei:

a"+p12"+pea" - A pa1ztpa=0;
sid se arate cd avem:

(1—P2+P4”—Ps+---)2+(P1—P3+P5—---)2=
(1+a) (1 +2)...(1+).

8. Dacii un polinom f(z) verific# identitatea f(z-+a) =f(2),
f(x) se reduce la o constant.

9. Daci o fractiune rationald :;E:)) verifici identitatea

f(@ta) _f(a)

7 T R e fractiune se reduce la o constanti.

10. S& se puni polinomul
f@=2a"+arz" +asa">+...4an
sub forma unui determinant, avind elementele polinoame cel
mult de gradul I in raport cu =
11. Orice ecuatie algebricd ale cirei rdddcini sunt ay,
@s,... an, toate diferite, se poate pune sub forma:
i [ s (RGP R

X Ay B ‘o). ln

2 2 2 2
A=|a® a a ... @ |=.

n n % n

ot el el wviing
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12. Fie flz)=(z—ai)(z—as)...(x—an). Si se arate ci
determinantul :

1 1 1 1

ay Qs as an
e o TR NGRS e
fla) flo) fla) 7 (=)
r—a, x—as x—as  T—an

este independent de .

13. ¢y (@),9: (2),...9u(x), Pat1(z) fiind niste polinoame intregi
cel mult de gradul n—1 si @, @s,...2» nigte numere oarecare,
si se arate cii determinantul:

¢ () ¢ (1) @1 (25) ... 91 (n)

P2 () Ps (1) Ps () ... P2 (@n)
Pn (w) Pn (zl) Pn ($2) erPn (mn)
Pnt1(@) Pntt(@) Pnta(@e)e Prtalan)
este independent de z?

14, Care sunt conditiunile ca raportul:

Ao (Bm+ A1 .’L‘m_1+...+ Am—l CG“I—Am
BO(E"+B1 x”_1+...+Bn—1m+Bn \
si fie independent de @?

P (2, y)
Q (z,9)
pendent de z,y, P si Q fiind doud polinoame intregi in ra-
port cu x,y. Generalizare.

15. Care sunt conditiunile ca raportul sii fie inde-

16. Calculul valoarei numerice a unui polinem de gradul
m, pentru o valoare a variabilei care anuleazd un polinom
de gradul », (R <m), se poate reduce la calculul valoarei nu-
merice a unui polinom de gradul »—1. Aplicatii: Si se cal-
culeze valorile polinomului z°—32*+62*—22%+x—1 pentrn

m=1+V§ si pentru z=1-F1.
17. Fie P(sinwx, siny) un polinom omogen de gradul m in

— 80 —
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raport cu sinz si siny; P’z si P’y derivatele partiale ale lui
P in raport cu z gi y; si se arate ci avem:
tgx. Pattgy . Py=mP.
Si se giiseascil relatiuni analoage céind se inlocueste sinusul
prin cosinus sau tangenti.
18. Si se descompuni in factori polinomul:

" a2t a1,

in expresiunea obtinutd si se faci =1 gi si se deducd va-
YL 2% el )R
loarea produsului: sin— 8in—=...sin ———

19. Se di ecuatia 2°"+pua" +p2,=0; si se formeze
ecuatia ale cdrei riidicini sunt egale cu puterile a 5-a a ri-
dicinilor ecuatiei date. Si se giiseascd conditia ca ecuatia
formati si aibd radiecini multiple.

20. Fie z; una din riddacinile ecuatiei f(2)=0, si se arate

cad avem:
PO SRR i (o)}

“ata  f(—a)

XVIL TRANSFORMARI DE ECUATII

— Si se facid si dispard al doilea termen din ecuatiile
urmitoare gi sd se arate relatiile ce existd intre ridicinile
ecuatiilor date si transformate.

1 2 —6z2’+5z—1=0,

S z*—ba*+62>—5z+2=0.
X z*+52*—b52°+22° —2x—1=0.
4, " +2mam 1422 —1=0.

— Si# se transforme ecuatiile urmitoare, astfel incat coefi-
cientul primului termen si fie 1 gi si se giiseascd relatiile
intre ridécinile ecuatiilor date si transformate.

b. 32*—2z*+52—1=0.

6. 5a*—2z+3=0.

T 82 —6z*+2x—1=0.

8. ma"—baz" 2+ 62x—9=0.

i
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0"~ 8 se transforme ecuatiile urmitoare astfel incAt coefi-
cientul primului termen si fie 1, iar al celui de al doilea
termen zero:

9. 32 —222+62x—1=0.

10. apz®+a, 2>+ as -+ a; =0; ao, a1, as, as fiind nu-
mere intregi.
e A1, 2a*+a®—z—1=0.

12. wzt+ a2+ as 2+ as 2+a.=0; ao, a1, as, as, a
fiind numere intregi.

13. Si se rezolve ecuatia:

ot —2a%+mat+(1 —m)z+n=0,
stiind c# are o riiddcind egald cu %, transformind-o in o altd
ecuatie care si admitd ca ridicini, riidicinile ecuatiei date
micgorate cu %
(F. S. B. 909).
— Si se formeze pentru ecuatiile urmitoare, ecuatiile ale

ciiror ridicini sunt egale: 1) cu inversele si 2) cu ridicinile
patrate ale ridicinilor ecuatiilor date.

14. 22—+ 22—38=0.

15. a2+ pattqatr=0.

16. aoz™+ a1 2™ 1+ as 2" 2 +...4 an—1 &+ an=0.

— Si se formeze pentrn ecuatiile urmitoare, ecuatiile ale
ciiror ridicini sunt egale cu patratele ridicinilor ecuatiilor date.

17 2 —6a*+2x—1=0.
18! z*—2a*+az—3=0.
19. B+ pz+qg=0.

20. 2+ pa*+qgz—r=0.

21. Ao ™ -— A1 flfm_l“}_An mm—2‘—'Ag w”‘“‘3+ e
i + Am—lx-'—F Am=0.
29. Fie determinantul:
Ay @2 Qs
d=| an Q2 Q33
asy Qg2 Qss
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fie Aix minorii de ordinul al doilea ai acestui determinant gi:

An A Ags
D=| Asn Az Ass |
Asr Asz Ags

Daci @, @, @3 sunt ridicinile ecuatiei caracteristice:
d(@)=2a®— (a1 Fass+ass) 2+ (A1 Ass+ Asgs)z—d=0
a determinantului d, atunci ridicinile ecuatiunei caracteristice
D(z)=0, relativii la determinantul D

sunt:
&y Ty, T3 T3, XT3 T1.

XVIIL. RELATII INTRE RADACINI §I COEFICIENTI

1. Fiind dati ecuatia ®+pa—+g=0, si se formeze ecuatia
ale ciirei ridicini sunt egale cu sumele douii cAte douit ale
ridicinilor acestei ecuatii.

2. Aceiasi chestiune pentru ecuatia z’-p 2 +ps x+ps=0.

3. Aceiasi chestiune pentru ecuatia a*-pa?+gqa—+r=>0.

4. Fiind dati ecuatia 2*—1=0, firi a o rezolva, si se
formeze ecuatia ale ciirei ridicini sunt produsele doud cite
douil ale riiddcinilor acestei ecuatii.

5. Fiind datd ecuatia z®+4paz-+¢=0, ale ciirei ridicini
sunt @, Ts, 3, si se formeze ecuatia ale ciirei ridicini sunt
2} —xy s, ©2—x1 23, @3 —x1 2. (F. S. B. 95).

C/‘ 6. Ecuatia:
2+tazr+bztec=0
avind toate riddicinile reale, si se discute semnele lor dupi
semnele coeficientilor a, b, c.
7. Si se arate cii ridicinile ecuatiei:
2 +27pa®+qz+9pg—1458p° =0,
sunt in progresie aritmeticii si sd se rezolve ecuatia.

8. S& se rezolve ecuatia x*—10az’+bax+e=0, stiind
cii rddicinile sunt in progresie aritmetici si sd se giseascd
relatiile dintre coeficienti. (P. S. A. P. 902).
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9. Sd se determine p si g astfel ca ecuatia:
z*tprt+472*—722+¢=0
sd aibd trei rddicini in progresie aritmetic#, iar a patra egald
cu suma primelor trei gi si se rezolve ecuatia in aceste cazuri.
10. Stiind c# ecuatia
2 —5zt+aaltbate=0
are ridicinile in progresie aritmeticdi, si se determine a, b,
i sd se rezolve ecuatia.
11. Si se giiseascii conditiunile ca rédicinile ecuatiei:
2 +pattqa+trats==0,
sd fie in progresie aritmetici.
12. Aceiagi chestiune pentru ecaatia:
f(a:)=a:5+m $‘+P2w3+173 $2+P4E+p5=0-
13. Dac# rididcinile ecuatiei:
2"+ p " pe . a1z pa =0
sunt in progresie aritmeticii, prima gi ultima riddicind sunt
date de ecuatia:
(n41) (ne+p1)*=8(n—1Pp;—6n(n—1)ps.

14. Dacii ridicinile unei ecuatii de grad m fird sot sunt
in progresie geometrici, coeficientul lui ™ fiind egal cu 1
ridicina m a ultimului termen luat cu semn schimbat, este
o ridicind a ecuatiei.

15. Produsul a doud ridicini ale ecuatiei:

aa®+3aa®+3asx+as=0,
fiind egal cu 1, si se arate ci a treia ridicind este egali cu
(@0 —3as): (3a1 —as).

16. Si se rezolve ecuatia z*~+82*—2z-+p=0, stiind ci
suma a douid riddcini este egali cu 1.

17. Si se rezolve ecuatia 2+ pat+222+102—8=0,
stiind cd produsul a doud rddicini este egal cu 4.

18. Se dd ecuatia 2t — 62+ 3x+a=0. si se determine a
si si se rezolve ecuatia stiind ci raportul a doud riddcini
este 2. (P. S. A. 1. 901).
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19. Si se giiseasci conditiile ca media armonicd a doux
din riiddcinile unei ecuatii de gradul al IV-lea, si fie egald
cu media armonici a celorlalte doui ridicini.

20. Si se rezolve ecuatia 2+ pa?—qaz-+r=0, stiind ci
patratul unei rédicini este egal cu suma patratelor celorlalte
douii; si se giseasci relatia de condifie intre coeficienti.

(P.S. A. P. 907).

21. Si se rezolve ecuatia &®+pa—+g=0, gtiind ed cubul
unei ridicini este egal eu suma cuburilor celorlalte dous ri-
diicini §i si se giiseascii relatia de conditie intre coeficienti.
Presupunand p si g reali, si se deduci numirul ridicinilor
reale ale ecuatiei date. (P. 8. A. P.908).

22. Intre ridicinile xy, s, 23, ale ecuatiei 2°+p a+¢=0,
se di relatia azy+bretecx;=0; sa se giseascd ridicinile si
relatia de conditie intre coeficienti.

23. Intre riidicinile @, @3, @3, 7, ale ecuatiei:

z*+pa’+qa+r=0,
se dau relatiile: &y +ast-as=2, si @1 2203=0; si se gi-
seascil relatiile de condifie §i sii se formeze ecuatia care are
ca ridicini pe @y, x9, 3.

24. Si se giiseascdi conditia pe care trebue si o indepli-
neasci coeficientii unei ecuatii de gradul IV:
a*+pa*+qztr=0,

pentruca intre doud riidicini ale acestei ecuatii si avem relatia:

@ +1‘z &y &3
=1
m + )

m, n fiind douid numere date.

25. Sid se giiseascil relatiile de conditie intre coeficienti,
pentru ca riidicinile ecuatiei z*-pa’+tgatr=0, si fie:
a) tangentele, b) tangentele jumititilor, ¢ tangentele sfertu-
rilor unghiurilor ununi triunghiu.

26. Fie Ai, A, A3, A, unghiurile unui patrulater convex.
Sé se giiseasci relatiile intre coeficientii ecuatiei:

@' +pat+pia®+psz+p=0,

= 5
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cind ridicinile ei sunt egale cu:

A} i Asl-y W LobAay. A o As o Aeiis s
1) g 2»tg-§vtg 2otg 5 §i2) sin 2,sm2,sm2,sm2

97. Si se rezolve ecuatia 2*+pz-+g=0, stiind ci ridici-
nile sale, reprezentate in plan in modul obignuit, sunt véarfu-
rile unui triunghiu echilateral; in acest caz si se determine
p si g care sunt numere reale.

98. @y, @, @, x: fiind ridicinile ecuatiei z*+az+ba=0,
4 o . X 4
si se giseasci limita raportului ﬁ cAnd a tinde ciitre zero.
3 W

29. Fie z1, @3,...&» ridicinile ecuatiei:

Ao a:"-l— As m"_2+ As :z:”'3+.. + An=0 3
si se arate c§ avem:
T (Ers g 24 ) =0

Ce devine aceastdi relatie in cazul cand A,5%07 Si se
generalizeze.

30. Daci ecuatia " — A, 2" 1+ A. 2" 2—...tA,=0, are
toate riidicinile sale reale si pozitive, toti coeficientii A sunt
pozitivi.

81. Daci ecuatia 2" — Ay 2" 1 4Aya" 2 —... £ A,=0, are
toate ridicinile reale, avem neapérat:

AT —2A,>0, AI—2A;A;+2A,>0,
A242A, As—2A:A,—2A4>0,
A242AF2A: A6 —2A: A7 —2 A3 A >0,
A?, 424, Ag+2A5A: —2A3 As —2AAs —2A10 >0,
32. Daci X1, @y,...xm sunt m din ridicinile ecuatiei:
Z""I"Al a " 1+ Azx”—2+...+An—1$+An =0, n>m,
celelalte n—m ridicini sunt date de ecuatia:
g " — (A +Ez) a1 (A HA 22+ Sy z) 20

—(As—Ae Iz +A I ot Im ma) g "+ =
simbolul X referindu-se la cele m cantititi @i, x,...,2Zm.
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83. Si se rezolve sistemul de ecuatii:
a'+ai 'z o) P2t A a a1+ an=0,
a; +a;“la:1 +a3‘2 $g+. S +a, wn—1+$n= 0,

artartetal zet. A anan1t @ =0.

XIX. FUNCTIUNI SIMETRICE

1. S& se calculeze suma puterilor a 6-a a riddcinilor
ecuatiei z*+pata+1=0 si si se determine p astfel ca
aceastid sumi si fie egald cu 7. (F. S. B. 900).

2. Daci , B, v sunt ridicinile ecuatiei z*+patq=0,
si se arate ci:

(a2 B2 4-72) (28485 +v®) =5 (23 + B3 +4%) (a4 4+ B4 4-19).

3. Cu ajutorul relatiunilor intre ridicini §i coeficientii
unei ecuatii de gradul al IIl-lea si se arate ci avind:

z+y+x2=0,

avem gi
x’+y’+z’=1—72 (@ +y*+2%) (@ +9° +27)".
4. xy, x3, @5 fiind ridicinile ecuatiei 2®—ba+1=0, si
se calculeze valoarea functiunii simetrice Za} 3.

(F. S. 1. 99).
5. xy. s, @3 fiind ridicinile ecuatiei z*-+pa+¢=0, si

bicyisnd | . Z,
se calculeze valoarea functiunii simetrice ZF-

2
(F. S. L. 908).
— @1, s, @5 fiind ridicinile ecuatiei @*+pia*+psz+ps=0,
si se calculeze valorile functiunilor simetrice urmitoare:

6. (= +$2+w1 we)(.‘lh +ws +wl ws)(zs +ws + X2 1‘3).

7. 2 (@, + 24 ) (a1 +29).
8. ZIZ}E (1 + %’:)z (1 +‘£)2-

9. Fie @, @s, @3, x, riidicinile ecuatiei:
z*+p 2t p. 2ozt p=0,

B e
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si se calculeze valoarea functiunii simetrice :
2@y + @2) (s + ).
10. S# se calculeze pentru ecuatia 2+ pz+q=0 valoarea
functiunii simetrice:
(@} — ;e as)" + (@3 — 2s 21)"+ (23 — 1 20)".
11. 2, @y, s fiind riddicinile ecuatiei:
@®+py 2 +p: &+ps =0,
sii se calculeze valoarea functiunii simetrice:
(@} — 23 @8)* + (@} — 23 21)* + (f — @1 25)°.
12. Chestiune analoagi pentru funectiunea simetric#:
o} (zs — a3)' a3 (25 — 21 )+ 2 (1 — @)
13. Aceiasi chestiune pentru functiunea simetrici:
(@1 — )? (@01 — 20)2 (@ — @) (@2 — 21+ (5 — @)? (s — 25)",
14. Si se calculeze pentru ecuatia 2*-p;@*+psz—ps =0,
valoarea expresiunii u;=a?}zs+ 2323+ 23 2.
15. 21, @, @5 fiind riddacinile ecuatiei:
@*+ p1 @®+pe: 2+ps =0,
si se formeze ecuatia ale ciirei rididcini sunt:
& X3 X2 &3 @y &3 .
@ @ m @ % @
s se arate cii ecuatia format# se poate reduce.
16. a1, @3, @3, @4 fiind rddicinile ecuatiei:
z*+p12° +pe 2+ psz+p. =0,
si se calculeze valorile expresiunilor:
P=(z1FaoFas-— ) (@t + 2 — 1) (@2 + 2+ 21 — 5)
(@4t 20— @3), 1
Q= w1+w§+ws—x4)(x§+w§+w4—z1 (@3 taital—a3)

(x4 23+ —
(F. 8. B. 99).

17. Fiind datd ecuatia a*-+psa®+psz+p=0, ale cirei
ridiicini sunt z;, @s, @s, x4, si se formeze ecuatia ale cirei

-
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riddcini sunt valorile pe cari le ia expresiunea:
zl"‘xs—ws—wh
cind se permuti indicii in toate modurile posibile.
18. Fiind datd ecuatia /(2)=a’+pz~+q¢=0, si se calcu-
leze valoarea functiunii simetrice:

(@ —ay)* (& —a3) - (& — )2 (@ — 3)*F- (— )2 (% — )2 -
T@—2) B—22P+ (B—2 B—25)' +(B—5)? B—20)?,
@y, @ @5 fiind ridicinile ecuatiei f(2)=0, iar si B ale

ecuatiei f (x)=0.
19. Si se calculeze valoarea determinantului:
1 1 i
A=|21 25 ‘x3

@ @

o, @, @3 fiind riddcinile ecuatiei 2®-+p,a?+pyz+ps=0.
(B. F. B. 902).

20. Si se calculeze valoarea determinantului:

, 1 1 1 1

& &2 &g &y
@i o @}

3 3 3
xy ® o3 z4|

A=

&1, @2, @3, @, fiind riidicinile ecuatiei *+psa1+p,=0.
(B. F. B. 904).

21. Fie xy, @s,..., @n ridicinile ecuatiei:
"+ pr1z+p.=0;
sd se calculeze, in functiune de pn—1 §i pn, valoarea deter-
minantului:

22. Fie @, @, 23, @, ridicinile ecuatiei:

o' +psa®~+psz+p,=0,
f=zlze+a:sa:.. ‘P=$l+22’—$3—$t;

— 09 —
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si se arate cd avem f=A<P’+B<P+C; A, B, C fiind func-
tiuni rationale de coeficientii ecuatiei date, ale ciror valori
se cere si se determine. A

93. @y, 24, T3,..., Ta fiind ridicinile ecuatiei f(z)=0, si se
calculeze valorile functiunilor simetrice:

X,=——+ ! +---+—z:1__a

n—a X3 —a

1 1 1
‘st tm

(x1—-a)? ' (@—a)®

Xg=

94. Fie ai(i=1, 2,...,n) ridicinile ecuatiei:
f&)=a2"+p 2+ prz+p=0,
%;j(j=1, 2,...) ridicinile ecuatiei £ (2)=0, f® reprezen-
tand derivata de ordinul %k a lui 7, viidicinile @ fiind diferite
de riidicinile a. S se calculeze valoarea expresiunii:

2 £ (a) X

ai—%;
95. Si se calculeze suma puterilor asemenea a radicinilor
ecuatiei 2"—a—1=0.
96. 2y si » fiind dou ridicini ale ecuatiunii " —1=0,
i se caleuleze valoarea functiunii simetrice:
DEE S
(B. F. B. 903).
97. @, si x» fiind dous ridicini ale ecuaiei z"—1=0, s&
se calculeze valoarea functiunii simetrice:
2 (214 2™
28. Aceiasi chestiune pentru functiunea simetricd :
Sgfragr. . agh
&y, %,..., %, fiind numere intregi positive si diferite intre ele.
99. 2y, @s, &s,...%n fiind radicinile ecuatiel

" +p1:c"_1+pgz”‘2+ e +pn—1$+pn = 0,
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iar % un numir intreg pozitiv mai mic sau egal cu n, si se
arate ci S« este o functie de py, ps, P« in care suma coefici-
entilor este — 1.

30. @, @s,..., x» fiind riddcinile unei ecuatii de gradul =,
S, suma puterilor asemenea de gradul p, si se arate cd avem:
3 (@y—@s)?P=28,82,—2C3, 8:82p—1+2C3 , SeS2p—2—.. £ C4 Sy

31. Si se arate ci pentru m=>n avem:

Sm Sm—l Sm—2 s Sm—n
Smt1 Sm Sm—1 ... S;m—st1

Sm-}-ﬂ Sm-}-n—l Sm+n—2 ces Sm
S, reprezentind suma puterilor asemenea de gradul p a ri-
diicinilor ecuatiei:
2+ pa paa .. o1zt pa=0.

32. Avem de asemenea:

S Sm—2 Sm—a coo Sm—2n
Sm+1 Sm—l Sm—3 ves Sm—2n+1 B 0 "

Smtn Smin—2 Swoin-4 ... Sn—s
chestiunea putindu-se inci generaliza.
33. x1, @, @3 fiind rddicinile ecuatiei:
2?+ax+ba+c=0,
sii se calculeze valoarea determinantului:
Say B Bay
8a %a Q%a
8z, Oxs Ouay

sb &b &b
Se ge Se

34. Fie f(@, 2a,...,@n)=2ai—Z i 2. Se cere si se deter-
mine un numir intreg 7 asa iucat si avem: f (@1+zet..—n,

1+ F 2 —@n1 @0y e, — 1 F@o . ) =0 f (@1, Ty Tn).
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35. Dacé x,y, % sunt trei numere diferite de zero, astfel
ci Z2=0 si Zay740, si se arate cil avem relatia:
2z2+y2+ %2 i z”-l—y"‘-l—x’. a;‘+y‘+x‘.w°+y°+z“=’x7+y"+x")".

2 3 4 5 7

36. Si se calculeze pentru ecuatiunea:

@ +p1 &*+ps 2+ps =0,
valoarea functiunii simetrice
3 2} + 23 )2_
&1 &3
37. S# se calculeze pentru ecuatia:
2+ 2 pe 2. 2 2t prar -+ pa=0
valoarea functiunii simetrice :
Z(w’{—Fwi )’_

&y Ty

(F. 8. B. 1922).
XX. DIVIZORI COMUNI

1. Si se giiseasci conditiunea pentru ca polinoamele:
‘aoa;2+a1a:+a. §i bol‘z"l"bl E"l"bg
sii aibd un divizor comun de gradul intéiu.

2. Aceiagi chestiune pentru polinoamele:

a*ta*Faztas si S3apa+2a,24ta;.

3. Si se giiseascd cel mai mare divizor comun al polinoa-
melor 2" —1 si 2" —1.

4. Sd se giseasci conditia pentru ca polinoamele z''—a
gi *—>b s admitd divizor comun; si se generalizeze pentru
polinoamele 2™ —a si a" —b.

5. Si se giiseascil riidicinile comune ecuatiilor:

2*—7 a2+ 152*—40a*+48 2 —16=0,
6 2° —85 2+ 60 2® — 80 2+ 48=0.
6. Si se determine y si x astfel ca polinoamele:
ot —2a+32+2aty si a*—8a*+42'+3ats,

si aibd un divizor comun de gradul al doilea.

— T8 =
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7. Si se rezolve ecuatiile:

2 —T72°+86=0 si a*—8a?—102+24=0,
stiind cii prima are o ridicini care este egald si de semn
contrar cu una din r#ddeinile celei de a doua.

8. 8i se rezolve aceleasi ecuatii, stiind ci cea dintdi are
o riidicind care este egalii cu de trei ori una din ridicinile
celei de a doua.

9. Se dii ecuatia 2*—62*+32+a=0, si se determine a
§i sil se rezolve, stiind ¢ raportul intre doui ridicini este 2.

(P. 8. A. 1. 901).
10. Daci ecuatiile:

a'tpattget+1=0 si a'+p'22+qz+1=0,
au o riidicind dubli comuni, ele au toate ridicinile comune.
(Concursul G. M. 907).
11. Se presupune ci ecuatiile:
—3ag+2B=0 si z*4aa*+bztec=
au o riddcind dubli comunii; se cere: a) si se rezolve ecua-
tiile; b) s se giiseasci relatiile de conditie.
(P. 8. A. 1. 98).
12. Fie Pa=a"—2"""+1, s se arate cX polinoamele
Py, Ps,... Pa,... sunt prime intre ele.
13. Polinoamele &"+2"—1 si a?+2+1 sunt prime
intre ele oricare ar fi numerele intregi m si n.
14. p si ¢ fiind primi intre ei, si se arate ci avem:
P V14020 +z2q+$q+1
a2 a1
g e gl Do | -7 4-1 iy
et el PP 3 P
X fiind un polinom intreg.

15. Dacd un polinom cu coeficienti rationali se anuleazi

3 3
pentru 2=Va, a fiind un numir rational iar \/a un numir
irational, polinomul este divizibil cu z*—a.
16. Dacd un polinom ¢ (z) cu coeficienti rationali, nu se

ey
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poate descompune intr'un produs de alte doud polinoame
cu coeficienti rationali, si daci o ecuatie algebricd flz)=0
are o ridicind comund cu ecuatia @(@)=0, f(x) este divi-
zibil eu @ ().

17. Daci un polinom cu coeficienti rationali se anuleazi
pentru z=YV2+ V3, el se va anula si pentru V2 —V3;

—Y2+V3;—V2 V8.

18. Si se formeze ecuatia cu coeficienti rationali gi reali,

care admite ridicina Yo+ V34i.
19. Si se giseascii forma generali a unui polinom divizibil
cu derivata lui.

90. Si se giiseasc forma generald a polinoamelor de gradul
n, pentru care c. m. m. d. c. intre acest polinom si derivata
lui este de gradul n—2.

91. Si se giseascii conditiunen necesari i suficientd pentru
ca polinoamele az’+baxte s cx®+bat*+a, si aibi un
divizor comun de gradul al doilea. Conditiunea este unici ;
si se explice pentru ce.

99 Si se arate ci dacii f(z) este un polinom intreg de
gradul m, o singurii conditie este suficientdi pentru ca poli-
noamele /() gi (az—b" f (Z:i:) si aibd un divizor comun

de gradul al doilea.

923. Daci F si f sunt doui polinoame intregi de gradele
m si n, fard divizor comun, existd intotdeauna alte doud
polinoame F; si fi, cel mult de gradele m—1 si n—1,
astfel incat FF,+7fi=1.

24, Kie:
f(a:)=Aoa:”+A,a;”“1—|—...+Apw"_”+...+An_1z+An=0,
sii se giseascid forma lui f(x) astfel ca derivatele de ordinul
n—p, n—p+1, n—p+2, ..., n—1 si aibd o radacind

comuna.

95. Se consideri polinoamele:

Pla, )=P; (@), Pz(a, )=Ps(z) si Pilz, )=Ps(x);

i M
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st se arate ci dacil coeficientii polinomului Py sunt polinoame
de grade neegale in i, atunci c. m. m. d. e. al lni Py si Ps
nu diferi de e. m. m. d. ¢. al lui Py gi Py dechit printr’un
factor independent de x. Se presupune ci P; nu se anuleazi
pentru z=0.

XXI. RADACINI MULTIPLE

2 y
1. Ecuatia: 2* —a— —==0, are riidicini multiple?

3Vs
(F. 8. 1. 1904).
2. Si se determine a astfel ca ecuatia: '
a*—6a® + 102> — 8a =0,

si aib# o radicing dubli si in acest caz sii se rezolve.

3. Si se determine a si b astfel ca ecuafia:

z*—4daz®+ 6ba? —8z+1=0,

s% aib# doudi riddcini duble si in acest caz si se rezolve.

4. Si se rezolve ecuatiunea P, (2)=2*—2a%— 412>+ 422
+-860=0 stiind cii P,(x) este de forma: Qs [Re (2)], unde
Q: (2) si Re(a) sunt polinoame de gradul al doilea.

Ce relagie trebue si existe intre coeficientii unui polinom
de gradul al 4-lea P,(z), pentru ca si putem aplica aceastd
metodi in rezolvarea ecuatiei Py(z)=10?

Si se arate ci P(2)=0 avind o siogurd riddcind dubli,
aceasta este media aritmetici a celorlalte doud.

5. Si se giseascd conditiile ca ecuatia:

z®— ba’ -+ 5bz+e =0,
si aibd doud ridicini duble; si se exprime b si ¢ in func-
tiune de a si si se rezolve ecuatia. (P. 8. A. L. 99).
. 6. Sii se giiseasci conditia ca ecuatia

42°—9az*+1=0,
si aibd o ridicind dubli.
7. Aceiasi chestiune pentru ecuatia
" —pa"+q=0, n>m.

o P
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8. Polinomul
(z—12 2" 22— (@ 2+ 2" 3+...f2+1)+n—1,
este divizibil cu 2 —1, dar nu este divizibil cu (z-—1)%
9. Polinomul (z+41) "+t — g +1—1 este divizibil cu:
(e z+1)%
10. Si se giseascid conditiile ca ecuafia:
-+ 4ax®+ 6bz+c =0,
si aibe o ridicini tripld si in acest caz si se rezolve.
(P.S. A. 1 96).
11. S se afle conditiile ca ecuatia:
(a+b—ab) 2*+(b—a +ab) 2*+ (a—b+-ad) 2*+a+b+ab=0
si admitd o ridicini tripld si in acest caz s se rezolve.
12. Si se giiseascit conditiile ca ecuatia:
o+ pa® ot b =0,
s# aib# o ridicind tripld.
13. Si se giiseascdi conditiile cu ecuatia:
az’+batFea+dz+te=0,
si aibi o riddicini multipli de ordinul al patrulea diferitd de
zero. Si se rezolve in acest caz. (P. S. A. P. 903).

— Si se descompund in factori polinoamele urmitoare,
stiind c# ele an riddcini multiple:

14. z°—2a*+82® —Ta?+82—3.

15. a®—2ax°—8at+14 28+ 1122 —282-+12.

16. 2°—(2a+3b—2)a*+(a*+6ab+3b*>—4a—6b)a*
—(3a2b+6ab>+b*—2a* —12ab—60%) 23
+(8a2b%+2ab® —2b*—12ab®*—6a%b)a®

—(a2b® —6a2 b2 —4ab®)z—2a* b =0.
17. Si se formeze ecuatia care di baza unui triunghiu

isoscel de suprafatii a? inscris intr’un cerc de razi r. Si se
rezolve ecuatia in cazul cind ea are o singurd ridicind reala.

(P. S. A. L. 900).
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18. Fie f(2) un polinom intreg in @ ¢l @ un numir arbi-
trar. Si se demonstreze ci polinomul intreg in z, F(z), de-
finit de relatia:

F(z)=4(@—a)[f (@)1’ ()] — f(@) + f(a)

este un cub dacii f(z) este de gradul al treilea g identic
nul daci f(z) este de gradul al doilea.

19. Dacii a este riidicini multipli de ordinul » a ecuatiei
f(@)=0, ea va fi raddcind multipld de ordinul 7 —1 a ecua-
tiei obtinuti multiplicaAnd termenii ecuatiei propuse, presupusi
complectd, cu termenii succesivi ai unei progresii aritmetice.

20. U si V fiind dou# polinoame intregi in @ §i A o con-
stantd, dacii ecuatia U—AV=0 are o ridicind dubld, acea
ridicind verifici i ecuatia UV — VU’ =0,

21. A i B fiind doui polinoame intregi prime intre ele,
A’ i B’ derivatele lor, daci ecuatia A2+B2=0 are o ridi-
cind dubli, acea ridicini aparfine i ecuatiei A”-B2=0),

22. Dacii ecuatia fP—pfe+q9*=0 admite o ridicini
dubld, acea riidicink va verifica §i ecuatia f2—pf'o
q9'2=0, f §i @ reprezinti doui polinoame intregi prime
intre ele, f $i ¢ derivatele lor.

23. F(f,9) reprezentdnd un polinom omogen in raport cu,
f$i9 fsi ¢ fiind dou polinoame intregi prime intre ele,
dacdl ecnatia F(£,9)=0 are o ridicini multipli de ordin «
acea ridicind va fi multipli de ordinul @—1 pentru ecuatia
F(f, ¢)=0.

24. Fie ecuatiile:
A(x)Ez"+Apa;""”+...+An—1_x+An=O,
B(z)Ea;"+Bpa:"”-”+...+Bn-1x+Bn=0,

<care au o radicini comuni de ordinul (n—p) de multipli-
citate. Si se arate ci daci existi un numir pozitiv k astfel
ca Apti= Byys, cele doui ecuatii au toate ridicinile comune.

~ 37 —



ALGEBRA

XXIT. PROPRIETXTI RELATIVE LA RADACINILE
REALE ALE ECUATIILOR ALGEBRICE

1. Ecuatia
(A2—1)22—(2a+r—1)z—a(z—1)=0
in care A==>0, 0<Ca<1, are totdeauna o ridicini x, Is<r<l1.
2. Si se arate cd ecuatiunea
322 +[3A—2(a+1)]c—(a+1)A+a+21*=0
are, dacii a si A satisfac la conditiile
0<CAA<C1; a<0 san a=1,
o riddicind cuprinsi intre zero si unu.
3. Si se giseasci maximul gi minimul functiunei:
y=a(p—2?) si sii se deducd conditia ca ecuatia
@*—pz+q=0,
si aibd cele trei ridicini ale sale reale.
4. Si se arate direct, firi a rezolva, ed ecuatia:

e + bzq—c=0, (p7%4),

T—p  T—

are ridicinile sale reale.
5. Chestiune analoagi pentru ecuatia:
a} + a3 e ar =0
z—p1 xT—p:  XT—Dn ;
D1, Dgy...Dn fiind numere reale distincte; a1, as,.., @n si b nu-
merele reale.
6. a si b fiind pozitivi, si se arate ci ecuatia:
23+ (a+4b)2* —(a* +ab+ b))z —(a+b) (a®+ %) =0,
are toate riidicinile sale reale.
7. Ecuatia.
f(2)=(z—a) (z—b) (x—c)— A (z—a) — B(a—b) — Cla—c)=0,
in care A, B, C sunt pozitivi, iar a, b, ¢ numere reale oarecari,
are toate riidicinile sale reale.
8. Si se arate cd ecuatia:
(2 —22) (z — 20+ h) — (P—23) heos*x==0,
are toate ridicinile sale reale, 2>0.

— T
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9. Fie b un numir pozitiv, ai, as, as,... asn, 27 numere
reale descrescénde; si se arate cX ecuatia:
(z——ax)(x—as).-.(w—asn—x)-l-b(x—as)(:c—ac)..-(:v—asn)=0,

are toate ridicinile sale reale.
(F. 8. 1. 97).

10. Se di cosx=u, si se formeze ecuatia care dd pe
20 . i bt
cos 5= =um; fie f(z) primul membru al ecuatiei formate, si

se studieze variatiunea functiunei y=f(2) si si se dedues
despre ecuatia formati cii are toate ridicinile sale reale si
cuprinse intre —1 si 41; s se determine semnul riadici-
nilor; si se giiseasci conditiunea ca ecuatia si aibi doui
ridicini egale.

11. Aceiasi chestiune punfnd: tger=aq, tg%=x; riadici-
nile sunt cuprinse intre — oo si + oo,

12 Aceiagi chestiune punind: cos o =gq, cos%=:v; rads-
cinile sunt cuprinse intre —1 si 1.

13. O ecuatie algebrici cu coeficienti rationali care admite
ridicina a+Yb, a si b fiind rationali, iar V5 irational, admite
si ridicina @ — Vb. :

14. 8K se rezolve ecuatia: a*—72°42z+4 92— 0, stiind ci
una din ridicini este 1-4)2.

15. Si se rezolve ecuatia: a*4-a%— 92552} 412466 =0,
stiind cd una din rddicini este 34 4Y2.

16. Si se rezolve ecuatia:

xﬁ—x“—81‘+2x3+219:2——9a:—54=0,
stiind c& uva din riidicini este V24

17. Si se rezolve ecuatia:

2’ — 3a*+ 3082° — 39722+ 4842+ 615 = 0

stiind cii are o riddcini de forma a+ibV§, unde a i b sunt
numere intregi.

18. Si se formeze ecuafia cu coeficienti rationali, de gradul
cel mai miec, care admite ridicina 14+V2 44

- 70 o=
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19. Si se determine numerele rationale A si |v stiind cd
ecuatia at—A4a® —422+4Az+4p=0 admite riidicina dubld
a4 BV5, @ si B fiind rationali. (F. 8. B. 909).

20. Si se studieze natura riidicinilor ecuatiei

22— (@®+a+1) 22+ (@ —1) z+a*+a+1=0
cand a variazi dela —oo la 400,

21. Dacit ecuatia f(x)=0 are toate ridicinile sale reale,
ecuatia ¢(2)=f"(x) f(a) — f*(2)=0 are toate riidicinile sale
imaginare.

22. O ecuatie algebricii cu coeficienti complexi primi intre
ei, nu poate avea toate riidicinile sale reale.

XXIII. TEOREMA LUI DESCARTES

Si se discute cu ajutorul teoremei lui Descartes ecuatiile
urméitoare:

1. *—ax+a=0.
2. 22+ pz+q=0.
3. z*+pax+q=0.
4, 2’ +ax?+z+b=0.
5. "+ pa"+q=0.
6. Fie:

fl@)= Ao+ A" 4.4 Ap_yam Pt
+Apr1am P - 4 An=0;
si se arate ci daci Ap-1A,41>>0, ecuatia are rididcini ima-
ginare.

7. Ecuatia:
fla)=Aoz"+ A 2" 4.4 Ap- S 2l i
FApea™ 24 An=0,
are riadicini imaginare.

8. Dacii numiirul variatiilor produsului (z—a) (), a>0,
intrece cu mai mult de o unitate numérul variatiilor lui fla),
ecuatia f(z)=0 are riidicini imaginare.

9. Dacii produsul (z+a) fla), >0, are n variatii mai
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putin dect f(z), ecuatia f(2)=0 are cel putin 7 sau n-1
riadicini imaginare.

10. Dacii coeficientii a trei termeni consecutivi dintr’o
ecuatie algebrici sunt in progresie geometricd, acea ecuatie
are riddcini imaginare.

11. Daci coeficientii a patrn termeni consecutivi dintr'o
ecuatie algebricii sunt in progresie aritmeticdi, acea ecuatie
are riddcini imaginare. :

12. Si se arate ci dack ecuafia algebrici f(z)=0 are
toate ridicinile sale reale, ecuatia:

?(@)=f(2)—zf (@)+a? " (z) =0,
are cel putin doud ridicini imaginare.

13. Si se aplice teorema lui Descartes la ciutarea naturii
rddidcinilor unei ecuatii algebrice, cuprinse intr'un interval
oarecare (a, b).

14. Fie: AR i B”

f8)=| B A'—S B |;
B B A'-8
si se formeze produsul £(8)7/(—8) gi si se deducd despre
ecuatia /(8)=0 ci are toate ridicinile sale reale.

15. Si se giiseased raza unui cere, stiind cd trei coarde
de lungimi date a, b, ¢ formeazi, impreuni cu un diametru,
un patralater inscriptibil; si se examineze cazul cand a=b=¢
§i in acest caz si se construiasci patrulaterul.

(F. S. 1. 902).

16. Si se inserie intr'o sferi de razi 7 un cilindru, astfel
c¢d raportul dintre volumul cuprins intre suprafata laterali a
cilindrului si acea a sferei, §i volumul cuprins intre bazele
cilindrului i sferd, si fie egal cu o cantitate dati m.

XXIV. ECUATII BINOAME

1. Si se rezolve ecuatiile: 2°—1=10, z5— 1= 0.

2. Rezolvarea ecuatiei z''—1=0 depinde de rezolvarea
unei ecnatiuni de gradul al doilea $i a unei ecnatiuni de
gradul al cincilea; si se formeze aceste ecuatiuni.
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3. Si se arate cil rezolvarea ecuatiei z13—1 =0, se poate
reduce la rezolvarea a doui ecuatii de gradul al doilea si o
ecuatie de gradul al treilea. Si se formeze aceste ecuafii.

4. Rezolvarea ecuatiei 2'°—1=0 depinde de rezolviri de
ecuatii de gradul al doilea gi al treilea; si se formeze aceste
ecuatii. (F.S.B. 906).

— Si se rezolve ecuatiile:

5. 2*—1=0 (F. S. B. 904).
6. 2 —1=0,
7. A1) "+ (1—V1—2¥)"=0.
8. (ii—:;) =aqa -} bi, & real; si se giseasci conditiile de
posibilitate.

9. Din rezolvarea algebricd si trigonometrici a ecuatiei

2°—1=0, si se deducd liniile trigonometrice ale arcelor
9T 4T

5 i Chestiune analoagi pentru ecuafia:
a*—1=0.

10. « fiind o rddicini imaginari a ecuafiei
at—1=0,

si se calculeze produsul:
P=(z+y+x+i+s) (e+oytotztadttats) X
(z+ a2y + otz + at+ %) (@4 oy + ax - att4-a%) X
(z+ oty + o8z - a2t 4 as).

11. @ fiind o ridicind complexd a ecuatiei 2’ —1=0, si
se arate ci toate ridicinile complexe ale acestei ecuatii pot
fi veprezentate prin unul din sirurile:

o, g2 o8, oh s ats
*+ 5 6

2 3
3° g3 a3 . ad . ad .
o8 BT LB B A P R e

4 5 6

2 3
5 @b 5 5 5
A A LR - L A A

12. Fie %.==cos 21’? +-isin 21k ; una din rddécinile. ecuatiei

2 —1=0; si se determine k astfel ca toate ridicinile ecua-

tiei si fie: ’ *
8
Oy %y Qogers %k o

o
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13. Si se rezolve ecuatia:
n(n—1) oy n(n—1)(n—2) o
T Ty T Sl
14. Si se rezolve ecuatia:

" —nag* ! —..=0.

1 =z 22...2"1

¢ o .. 2" 1
A=z 28 2¢...1 x =

1 2 g3 gt

15. Fie &*™t'—1=0, o ecuatie binoami; scotdnd rddi-
cina =1 si punind a:-l—%"—‘ Y, obtinem o ecuatie algebrici
F(y)=0; s& se arate ci daci 2m-+1 este un numir prim 7
ridicinile ecuatiei pot fi reprezentate prin numerele:

A A2 Am—1
200327, 2cos2Tn, 2c032 -n: .,20032 -

]

)
n

A fiind un numiir intreg, astfel ci puterile A, A2, .., An-1 gj.
vizate cu n dau resturi diferite.

16. Si se formeze ecuatia F(y)=0 din problema precedenti
cind gradul ecuatiei binoame este un numir intreg pozitiv
oarecare.

17. o reprezentind o ridicini primitivi a ecuatiei " —1==0,
punénd :

z)=piz+psx®+psz®+...+pna”
§i o(@)=qz+qa’*+ga*+...Fgna”,
avem:

¢(x) o (i—) +2 (2?0 (%) +...+2@)o (%) =
% (p1gitpege+ ...+ pugn).

18. Dacii o ecuatie cu coeficienti intregi are coeficientul
primului termen egal cu 1 si daci modulele tuturor ridici-
nilor sunt egale cu unitatea, ridicinile ei se reduc la ridici-
uile unititei si ecuatia e de forma z"—1=0,

— 83 —



ALGEBRA

19. a4, as, as,..., an fiind ridicinile ecuatiei z'—1=0,
sii se calculeze valoarea determinantului:

1 1
ay az
2
A= a, a:
n—1
ay Qa,

XXV. TEOREMA LUI ROLLE

Si se discute ecuatiile:

i
1
2
3
4
5.
6.
7
8
9

10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.

si suficiente ca ecuatia si aibi cel mai mare nu

cini reale.

x2*—5z'+1=0.

2*— b+ 3z+a=0.
2a— g — 22+ a=0.
Sat+ 82— 62— 24+ 2 =0.
zt— 228+ 622+ 2=0.
82°— 252% 4 602+« =0.
6z°— 152*— 102+ =0.
52°— 182°+ 152+ 2 =0.
(z+1)7—a"+a=0.

ot — 622 +axr+24 =0.

ot — 2%+« (22— 1)=0.
z*+pa?+q=0.
zt+2pzt+2ra+tpr=0.
az’+ 60z — 2522+ 3 =0.
z+pat+q=0.

o+ pz+q=0.

: el |
as .Aan

2
a, «Qn
oy s a:;‘l

(F.8.1.902).

a"+pxz+q=0; p si g oarecari.
18. a°+pad+q=0; si se giseascé conditiunile necesare

— 84 —
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19. S se discute ecuatia 2*-+4az®+ 2ba®+ b2=0. Pre-
supundnd ¢ @ si b sunt coordonatele unui punct din plan,
sd se separe planul in regiuni dup# natura ridicinilor ecuatiei.

20. Chestiune analoagi pentru ecuatia :

z*—4dax®+4a2>+b=0.
(F.S.B. 99).

21. Se dii ecuatia 62*—8az®—3 4’24640’z —a2b=0,
i se cere: a) s¥ se separe ridicinile ecuatiei; b) si se re-
zolve in cazul cAnd avem ridicini multiple; ¢) presupunind
cid a §i b sunt coordonatele unui punct din plan, si se separe
planul in regiuni dup# natura ridscinilor.

(F. S. B. 902).

22. S& se discute ecuatia 162 —20p% 2’45 pta—qs=0;
presupunind ci p si g sunt coordonatele unui punct din plan,
sd se separe planul in regiuni dupd natura ridieinilor.

(Concursul G. M. 905).
23. Aceiagi chestiune pentru ecuatia:
8at+4pa® —12p® 22+ p* (¢—p?) =0.
(F. 8. B. 904).

24. Sd se cerceteze natura ritdicinilor ecuatiei:

2*—b5pat+5p2at2¢=0.

25. Fiind dat un cere si o tangenti fixi, se duce la o dis-
tantd & o coardi paraleld cu tangenta, iar din extremititile ei
se coboari perpendiculare pe tangentd; s se determine z astfel
ca suprafata dreptunghinlui format si fie egali cu 242

26. Si se giiseascii conditia de maxim sau minim unie al
functiunei y=a,2*+a,2*+a,2°+a3 2-+a..

27. Si se arate cii daci derivatele de ordinul n—p,
n—p-+1,.n—1 ale unei ecuatii algebrice de gradul n,
f(2)=0, au o riadicini comund, ecuatia are p sau p—1 ri-
dicini imaginare.

28. Si se arate ci daci coeficientii consecutivi A,, Ay, As
al unei ecuatiuni algebrice satisfac relatia:

AP<2A A,
acea ecuatie nu poate avea toate ridicinile reale.

-
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99. Dacii ecaatia f(z)=0 are toate riiddcinile reale, ecua-
tiile :
fl)Fzf (@)=0, 2f(@@)+4af (@+af" (@)=0,
6f(@)+1827 (0+ 92" (@) -+ f" (@) =0,....
vor avea deasemenea toate riidicinile reale.

30. Daci ecuatia f(z)=0 are toate ridicinile sale reale,
ecuatia ¢(2)=7"(@)+ af(x)=0, va avea deasemenea toate
ridicinile reale.

31. Dacii ecuatiile:

f@)=0 si Aoz"+A, g Ay 22t An12+A=0,
au toate ridicinile lor reale, si ecuatia:

P(z)=Aof+TA1f A f"+...+A,.—1f'”-1)+An fm=0,
va avea toate ridiicinile reale.

32. Dacii ecuatia algebrici f(#)=0 are toate riidicinile sale
reale, diferite de zero si de acelag semn, ecuatia:

¢(2)={(a)—a [ (@)+2*f (@)=
va avea doudi riddcini imaginare, celelalte fiind reale.
33. Si se arate ci derivata a n® a expresiunii:
X=z"(1—2)",
are toate ridicinile reale si cuprinse intre 0 §i 1; deasemenea
derivata a n* a expresiunii:

X, =(1—2",
are toate ridicinile reale, cuprinse intre —1 si +1.
(F. S. 1. 900).
34. Ecuatia:
Julnt pran n2(n—1)* o n*(n—1)2(n—2)? ,_
Rt g ¢ jigig  ° i

are toate ridicinile sale reale.
35. Dacii ecuatia:
ol@)=r@)+ af' (@) +af"(2)+..+a" [P (2)=0,

are toate radicinile reale, 7(z)=0 are deasemenea toate ridi-
cinile reale.

S
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36. Ecuatia:

Fu(z)=2"— % :c"‘l-l-n(nT:Q 22

TSIV N
nu poate avea mai mult de dou# ridicini reale.

37. Fie f(z) un polinom intreg in z, A? numirul aranji-
rilor de n obiecte luate cite p, /@ derivata de ordinul P
a lui £, ¢(x)=(f+A)", .in care se inlocueste A” si f? prin
Al §i ['; sd se arate ci daci ecuatia f(x)=0 are toate
ridicinile sale reale si ecuatia ¢(2)=0 va avea toate ridi-
cinile reale.

38. Sii se discute ecuatia: sin®z+cos®z=a.

(F. S. B. 903).

39. Si se studieze natura ridicinilor ecuatiei:

NAg2—2z41)0—(1—a) (1 —22g)8=0
A fiind un parametru pozitiv mai mic decAt unu.
Ca o consecintd sii se discute ecuatia:
cose+1(cos29+l’sin‘9) gl
(1 —A25in20)}

XXYVI. TEOREMA LUI STURM

Si se discute ecuatiile:
3 ' —3z*—3z+a=0,

o zt— 2?22z —5=0.
3. z°—52°+1022—2=0.
4. 2°+3a* —42°+ 622+ 122 —18=0.
5. z*+5z*—2022 — 192 —2=0.
6. z*+pztg=0.
7. a?"H4patg=0.
8. a*+pa+g=0.
9. 2 —b5pad+5p*z+2¢=0, p>0.
10. z*—2284a(22—1)=0.
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11. Si se studieze, cu ajutorul teoremii lui Stwrm natura
ridicinilor ecuatiei:

2t az*+b=0.
Si se giseascil rezultatul si cu ajutorul teoremii lni Rolle.
(F. S. 1. 1910).

12. Fiind datd ecuatia: #*—6 Vo2 22—40 B z—38 (e2+(2)=0,
in care & gi B reprezinti doi parametri arbitrari, si se stu-
dieze natura rid#cinilor.

13. Fiind dati ecuatia: at— 62 —4Pax+3(22+4-38)=0, in
care % si [ reprezinti coordonatele unui punct din planul
axelor ortogonale 2Of, si se studieze natura ridécinilor dupd
pozitia punctului M (2, B) in plan.

14. Si se rezolve un triunghiu cunoscAnd perimetrul 2p gl
razele R si r ale cercurilor circumseris si inseris triunghiului.

15. S se arate cii ecuafiunea: X=(z+2)"+(z—)"=0,
unde 7}=V:i, are toate ridicinile sale reale (m intreg
pozitiv).

16. Ecuatfiunea: (“’+v:cz—l)’"+(a:—v:c2—1)"'=0,unde m
este un numir intreg pozitiv, are toate riidicinile sale reale.
17. Ecuatiunea:
n)? 1, [nln __1_1]2 n—2 ["L("_l)("—2) R
“"+(1) 4 +[ DI S W Y 20 A
are toate ridicinile sale reale.

18. Cunoscénd valoarea lui cos2==a, si se formeze ecua-

- w “ w -
tiunea care dd pe cos 7 @ s se arate ci ecuafiunea for-

mati are toate ridicinile sale reale si cuprinse intre —1 si +1.
S# se separe ridicinile ecuatiunii. In ce caz ecuatiunea are
ridicini multiple?

19. P, Py, Py, ..., Pi, Pig4, ..., Pn fiind sirul polinoamelor
lui Sturm al ecuatiunii P ()=0 si avand P, Pi41>0 pentru
orice valoare care anuleazi polinomul Pi daci ecuatia Pi=0
are 2k raddcini ‘imaginare, ecuatiunea P=0 are cel putin
2J; radicini imaginare.

= B e
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20. Ecuatiunea ¢ Dne *=0 are toate ridicinile sale
reale. Dy e~ reprezintii derivata de ordinul » a lui /-l

21. Se consideri polinoamele lui Legendre: Po=-1,
Pi(@)=+=z, si in general definite de relatiunea de recurenti :

nP"(z)_(2n—1)Pn—1(w)+(n—1)Pn—2(z)'EO;

si se arate cil ecuatiunea P,(z)=0 are toate ridicinile sale
reale.

22. Fie y+%=x, avem y"- %;=Pn(a:), P, fiind un

polinom intreg in x; si se arate ci ecuatiunea P,(2)=0 are
toate ridicinile sale reale si cuprinse intre — 2 si 4+ 2.

XXVII. LIMITELE RADACINILOR
CALCULUL RADACINILOR RATIONALE

1. Si se giiseasci o limitid superioard a ridicinilor ecuatiei:
2'—52°+32°— 62* — 2002542 2> —152— 100 =0.
2. Si se giiseascii intervalele intre care sunt cuprinse rada-
cinile pozitive §i negative ale ecuatiei: *—2a°—3a2+1=0.
3. Si se aplice metoda lui Newton la gédsirea unei limite
superioare a rddicinilor ecuatiei:

f(@)=a’+ba' — 102+ 2> —162—7=0.
4. Si se aplice metodele lui Newton si Laguerre pentru

gisirea unei limite superioare a ridiicinilor ecuatiei dela No. 1
5. Aceiagi chestiune pentru ecuatia:

*—202*+702* —102® — 34 —5=0.
— Si se giiseascd ridicinile rationale ale ecuatiilor:
6. z*—102*+85 22— 502124 =0.
7. z5+8a*+52°--502° — 86 2+ 72=0.
8. a:°—2z“——14z‘+19x3+28x’—44w+48=0.
9. 6z*—432°4+1072*—1082+36=0.
10. 212t —412° 44522 —2454+4=0.
11. 162°— 762+ 442°+1392>— 422 — 45=0).
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192. Si se descompuni in factori polinomul:
g gt —Ha® —8a2+10z+4.
(P. S. A. P. 901).
— 8i se rezolve ecuatiile:
13. 2zt az’ tata? +a*z—a*=0.
14. o323 Fazt+4(a—1)z+4a=0.
(P8, Ak, 904).
15. #—(2a+1)2*+ala+2)z—(a+1)a=
16. 2:1:‘-}-3(1—2a’)m2+2(2a’—3a)z+3a2=0.
17. 2 +3az®— b+ 0*+b*—3a%)
—(b5+ab‘+b‘+ab’+ab2—a3)=0.
18. 42— 8azt—4(c+d)z*+8a(@+d)z*+d(4c>+d)a?
—9ad(4ct+d)a>—cE d*a+2acd*=0.

19. (m+a+b)“—x°+a°—|—b5.
. 20. 5 — -————- 0.
o @ —a Vs
(F. S. L. 904).
9 a:’--3:’—4z+9_125
21. 8(—5—) —=195.

99. Si se determine valorile lui @ pentru care avem:
3m°+2m‘-—4m3+4w2——7m+2>0.
(P. S. A. P. 902).
23. Si se rezolve ecuatia:
1. 2 3
+ T+1) ($+'n)
(n+1)

24. p si g fiind numere ratlonale iar VE un numér irational,

rezolvarea ecuatiei @*- pz+Yq=0 se poate reduce la rezol-
varea unei ecuatii cu coeficienti rationali. Si se generalizeze.

95. S& se giiseasci baza unui sistem de numeratie in care
numirul 824, din sistemul zecimal, se scrie 3452.

- 90 —
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26. Si se giseascd doudl numere a ciiror diferentsi este 4 si
astfel ci produsul multiplicat cu suma lor si dea 1386.

27. Un basin avind o capacitate de 360 litri se poate umple
in doudi ore de 4 fAntAni care ar curge in acelasi timp in el;
cea de a doua fant&ni curgind singuri ar face 1 ord §i 12 m,,
cea de a treia 3 ore, iar cea de a patra 6 ore mai mult de
cdt cea dintdi, pentru a umple fiecare singuri basinul. Care
este debitul pe ord al fieciirei fAntani?

28. Si se tmpartii un triunghiu printr’o paraleld Ja una din
laturi in dou# pirti astfel, ci daci triunghiul se invartegte in
urul acelei laturi, volumul produs de trapezul format si fie
jumitate din volumul produs de triunghiu.

29. f(z)=0 fiind o ecuatie algebricii cu coeficienti intregi
dacii 7(0) si 7(1) sunt amandoi firk sot, ecuatia nu are ridi-
cini intregi.

30. f(2)==0 fiind o ecuatie algebricid cu coeficienti intregi
daci ea admite o riidicinii intreagi a, unul din numerele f(®),
f41), f®6+2), ..., F6+a—1) este divizibil cu a, oricare
ar fi numirul intreg b.

31. Dack Ao, Ay, Ay, ..., Ay sunt pozitivi, iar N repre-
zintd cel mai mare coeficient negativ luat in valoare absoluti,
cantitatea:

N
1 —
+A0+A1+---+AP
este o limitd superioard a ridicinilor pozitive ale ecuatiei:
onm+A1$m‘1+...+ApEm — . X An=0.

3 = '3 =
32. Expresiunea V20 + 142420 — 14Y2 este rational
§i sd se giseascil valoarea ei.

XXVIII. CALCULUL RADACINILOR IRATIONALE

1. Si se calculeze cu cinci zecimale exacte r¥dicina reald
a ecuatiei 2°—a—1=0. :

2. Aceiagi chestiune pentru ecuatia z®—127— 98=0.

3. 8i se calculeze cu patru zecimale exacte ridicina po-

o
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zitivii a ecuatiei @*—5x—3=0 si cu doud zecimale exacte
riadicinile negative.

4. Si se calculeze cu patru zecimale exacte riddcina po-
zitivi a ecuatiei 2°+102*+62—120=0.

5. Aceiasi chestiune pentru ecuatia z*—b2*+ 8+ 385z —
—70=0.

6. Si se calculeze cu patru zecimale exacte ridicinile
ecuatiei *—82—1=0.

7. Si se caleuleze cu cinci zecimale exacte rididcina po-
zitivi a ecuatiei z*+2*—3a'—a—4=0.

8. Si se calculeze cu patrn zecimale exacte ridicina po-
zitivii a ecuatiei a®—4z—2,6027=0.

9. Si se calculeze cu patru zecimale exacte ridicina reald
a ecuatiei dela problema 15 cap. XXIII in cazul chnd
a=b=2c¢=2.

10. Aceiagi chestiune pentru problema 16 cap. XXIII, eand
m=1 si r=1.

11. Si se rezolve ecuatia dela problema 25 cap. XXV in
cazul cand k=R=1.

12. Si se giseascd un numdir, care multiplicat cu patratul
numirului mai mic decit el cu o unitate, si ne dea 1.

18. Si se arate ci ecuatia 122°—7z*+2*—3000=0, nu
are decat o singuri riidicind reald, care reprezinti valoarea
lui © cu o eroare mai mici de 0,0001.

14. Si se calculeze, prin rezolvarea unei ecuatii algebrice,
valoarea lui sin 50° cu trei zecimale exacte.

(Concursul G. M. 1912).

15. Intr'un cerc O si se duck o coardi AB astfel ci du-
cand tangentele AC si BC, suma AB+OC si fie egald cu
o cantitate dati @, luAnd ca necunoscutd z, distanta centrului
cercului la AB. Si se examineze in particular cazurile cénd
a=R si a=2R. In ultimul caz, si se calculeze raportul
dintre necunoscuta « si raza cercului, cu trei zecimale exacte.

16. Si se impartii o jumitate de sferd in doud pirti echi-
valente printr'un plan paralel cu baza sa.

— Si se dezvolte in fractiuni continui rdd#cinile pozitive

S
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ale ecuatiilor urmitoare, mergind cu desvoltarea pinid ce se
obtin patru zecimale exacte :

17. 2’ —2x—5=0.
18. ' —2x—2=0.
19. z*—3z*+52—2=0.
20. ' —Tx+7=0.

21. Si se caleuleze ridicina cuprinsi intre 0 si 1 a ecua-
tiei 2°—0,0047972* —0,0008262—0,0111 =0, intrebuintind
metoda aproximatiilor succesive.

XXIX. DIFERENTE SI INTERPOLARI

1. Si se calculeze diferenta a 6-a a primalui numir din
sirul 2, 8, 23, 35, 48, 65, 94,...

2. Si se calculeze diferenta a 4-a a primului numir din
sirul 2, (@+41)?, (@+2)7, (2+3)%,...: cazuri particulare
p=4, p=5,

3. Fie yo=0, Ayo=1, A2y0=2, A3y0=3, A‘y0=4,...
si se calculeze girul care a dat nagtere acestor diferente.

4. Si se calculeze diferenta de ordinul # a functiunei:

Yy=sinz.

5. Aceeiasi chestiune pentru functiunea y=1Lz.

6. Si se calculeze pentru ecuatia ' —T72-+7=0, valorile
pe care le ia primul membru pentru:

=1L "l AT R S e L,

7. Si se determine un polinom intreg f(z) astfel ca si

avem:
f(k)==2*—1, k fiind numir intreg.

8. Stiind c# daci un polinom cu coeficienti intregi se poate
descompune intr'un produs de doi factori, acei factori sunt gi
ei cu coeficienti intregi, si se giiseasci formele divizorilor
posibili de gradul al doilea pentru polinoamele:

fle)=38z*+2a*—T2-+1.

= 98 =
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9. Aceeasi chestiune pentru polinomul :
fla)=2a*+}2*—62*+42—38.
10. Si se giseascd unjpolinom de gradul al 7-lea f(x), astfel
ca f@)+1 si fie divizibil en (z—1)% iar fle)—1 si fie
divizibil cu (z41)%

11. Si se giseascii forma generaldi a polinoamelor de un
grad oarecare, care implinesc aceleasi conditiuni ca si poli-
nomul f(z) din problema precedent.

19. Si se arate cii formula lui Lagrange di acelag polinom
ca si formula lui Newton, cind valorile variabilei sunt in
progresie aritmetica. '

18. Si se giiseascd o expresiune fractionard egald cu chtul
a doui polinoame de gradul n, astfel incAt pentru ==,
X1, Xay.er, @n functiunea si devind egali cu o, U1, Usgy...Un.

14. Si se verifice identitatea:
m!=(m-+1)" —F "‘-I-m(m

m(m—l)(m—2) !
— 193 (m—2)y"+

wm fiind un numir intreg pozitiv.

) _])m

“eny

15. Si se arate cd avem:
(z—a)"=2"—C. a(z+b)" 4+ Cala+20b) (226" —
C? ala+30)*(a+3 b)"34-... £ C alat-pb)P(@+pb)" *F ..
16. Si se arate cit dacii p este intreg pozitiv, avem:
(2m)??—CL (2m—2)*? 4 CZ (2 m—4)Pr —.. £ 1227 =0,2p<m
it
3 2m+1)2rH—CL(2m— 12714 C2 (2m — 8yt —
+Cr=0; Qp+1<m,
C¢ reprezinti numirul combinirilor de » obiecte luate céte s.

17. 9(x) reprezentﬂnd o functiune oarecare de z, si se arate

A2 A3
cii expresiunile: ), cp(a;)’ ;:3 (z)

h h®
9" (a), ¢ (2), ... cAnd h tinde ciitre zero; si se deducd de aici

. tind citre ¢ (2),

e Bl v
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cid, daci & este foarte mic, diferentele succesive sunt cu atat
mai mici cu cAt ordinul lor e mai depirtat.

18. Si se demonstreze formula:

f@=aH=0 00— 1)+ “[“' a+1]A f(clz;—mz)

- z—a[z—a +1J[z a+2]A f(a—3k)+m

123
+?[w;a+l][w;,;+2]...[ et i)
19. Fie polinomul:

1.23..m

f(x)=2".
Dacd notim cu N,‘: suma ‘produselor cAte ¢ a primelor 7
numere, avem:

N

Agr—r—D_ l\en—l N’_l Np_z N

m—2 M—3.ee ™ m—p

(m—p)!

XXX. ECUATII TRANSCENDENTE

— Si se discute ecuatiile:

1. 5x—2sinz=0.

2. z—2sinz=0.

3. ar—bsinz=0, a si b pozitive.

4, zsinae—1=0. (F. S. B. 902).
5. ztgze—1=0

i si se calculeze cu patru zecimale exacte cea mai mici
riddcind pozitivi.

6. cos mx— " =0, (m intreg).
¥ cosx—2 sin x—3x=0.
8. sin2z—tgx—az="h.

e YR
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9. Si se discute ecuafiunea:

a:——%sin z—3=0

si si se rezolve. (F. S. 1. 904).
— S# se discute ecuatiile: '
10. At —22=0.
1 e=ax+b.
12. 10°=257z,

si se caleuleze riidicinile cu patru zecimale exacte.

s (raeb

si se calculeze ridicinile cu trei zecimale exacte.

14. 22 —10 logxz—10=0,
si se calculeze ridicinile cu patru zecimale exacte.
15. (e*+e%) cos 2+2=0,

i se calculeze cea mai mic# ridicind pozitivd cu trei ze-
cimale exacte.
16 sinx 1+sinax
’ cos?w cosx

1=0.
17. Si se rezolve ecuatia 2”=10.

[ g 4
18. Si se discute ecuatia tg=4—_—§—w,; sii se calculeze cu
patru zecimale exacte primele doui ridicini pozitive ale ecuatiei.
. R 5
19. Fie f($)=;x—__+___efi; si se rezolve ecuatia /(2z)=2.

20. Si se studieze variatia funectiunii:
3
y=uwxe’;
si se deducii numirul ridicinilor reale ale ecuatiei:
1
ze* —a=0.
Aplicatie la cazul a=4, in care caz si se giseascd partea
intreagd a radicinilor reale.

(P. S. A. P. 911).
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21. S# se studieze variatia funetiunii:

1—1g5
y=z+L\/—gis

s se arate cd ecuatia:

p 1 g —
9o T e
- . - . } 1t -
are trei ridicini reale cuprinse intre g g +§ L re-
prezintd un logaritm neperian. '
(F. 8. B. 900).
— Sii se discute ecuatiile:

x
22. arclgx — 1+ = m,

luandu-se pentrn arclgz cel mai mic are a ciirui tangenti
este egald cu a.

23. arclgx —ma=0,
ficAnd aceiagi ipotezi in privinta lui arelg .

24. sin(z—o)=m sin*z.

_m'na(x_l)
25. ze 2 2/ =y,

T
% fiind un arc cuprins intre 0 si — iar m>0.

9

26. &V =m(z Va2 —1).

27. S se imparti o jumitate de cerc in doudi pirti echi-
valente printr’o coardi AM dusd prin extremitatea diame-
trului AD.

28. Si se ducid printr’un punct al unui cere doud coarde
AM si AN, care si impartd cercul in trei pirti echivalente.

29. Si se determine un sector circular, astfel ca suprafetele
segmentului circular si triunghiului, din care se compune
acest sector, si fie echivalente.

30. f(x) reprezentind o functiune continuii de , bine de-
terminatd, admitdnd o derivati f"(@) implinind aceleasi con-
ditii, dacii f’(2) <a oricare ar fi z, ecuatia: )

az— f(x)=0,

nu poate avea mai mult de o riddicind reali.

- P 7
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XXXI. ELIMINARI. REZOLVAREA SISTEMELOR
DE ECUATII ALGEBRICE

1. S# se elimine z intre ecuatiile:

aox?+arz+a=0, byat+bx+b:=0.
2. Aceeasi chestiune pentru ecuatiile:

a*+pz+qg=0, a*+p'z+q=0.
3. Aceeasi chestiune pentru ecuatiile:
axt+ta i Fasztas=0, byz*+b2>+bsz+b;=0.
4. S& se elimine z intre " ecuatiile:
a"+pa"+q=0, a"+p'a"+q=0 (m>n).
5. Si se elimine x intre ecuatiunile:
¥ —1=0, zV"+2°+..Fazt+1=y.

S# se generalizeze.
6. S# se elimine ¢ intre ecuatiunile:

a(l4+t)—ect(1+)=0 si b(1+¢*)—ect(1—22)=0.
7. Si se elimine w si » intre ecuatiunile:
z=A(u+a) (v+a)t, y=Bu+ b)? (040,
x=Cute) (4ot
8. S se elimine @ gi y intre ecuatiunile:
x(1+2r—zf)=a, y(1+2r—t2)=b, 22t yi=r
9. Si se rezolve sistemul de ecuatii:
' +822y—382*+3y2x—6ay—a+y*—3y*—y+3=0,
2 —3yz?+322+ 3y —6ay —az—y*+3y>+y—3=0.
10. Si se rezolve sistemul de ecuatii:
@*—y*=1, a*+y*—2z—2y+1=0
(F. S. B. 1902).

11. Si se giiseascdi numirul sistemelor de solutiuni reale
comune ecuatiilor:

z*+y*=0, alzytaytaz=0.
12. Si se rezolve complet ecuatia: x*—z+1=0,

il
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13. S& se giiseascii, ficand uz de transformiri trigonome-
trice, toate ridicinile ecuatiei: x4 —22-+3=0.

14. S# se rezolve sistemul:

2 —a’=316, 2*—y?=924, y—g=2
15. Si se rezolve sistemul :
1
o ty=— x"’+y=y2+z=—i-
16. S# se rezolve sistemul :
ety+x2=7, a*+y*+12=21, 2* -y +x3=1783.

17. Si se rezolve sistemul:

aty+xtu=10, a?+y*+x2+u2=30, 2y +23+u=100,
oty 2t ut=354,

18. Si se calculeze laturile unui triunghiu dreptunghiu, cu-
noscind suma celor doui laturi ale unghiunlui drept, egalid cu
a, si volumul niiseut cénd triunghiul se invartegte in jurul

: ) 1 -
ipotenuzei, egal cu —- %% Caz particular, a=14.

3
19. Fiind dat sin%=a, si se formeze ecuatiile care dau
T T . as
pe sing §i sing; s se determine a astfel ca ecuatiile ob-

tinute s aibd o riiddcind comuni.

20. Fiind dat {g3%=a, si se formeze ecuatiunile care dau
pe 192% si cotg22; si se determine apoi a astfel ca ecua-
tiunile obtinute si aibd o riiddcind comuni.

(F. S. B. 1901).

21. Si se determine a astfel ca ecuatiunile care dau pe

x i
cos% §i cos 5 cind cunoagtem valoarea cos%=aq, si aibi o
riddcind comuni gi in acest caz si se rezolve ecuatiunile.

22. Si se giiseascd conditiunile ca dou#i ecuatii de gradul
al patrulea si aib#i trei ridiéicini comune. Generalizare.

d ! 'y L . g 0 DA

23. Fie f(z, y)=va—2+;;—arc{g;—§ ;—z"l-'g'z ; si
se formeze ecuatiunile: /=10 si fy=0. Si se arate ci re-

— 99 —
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zolvarea’ acestor écuatinni’ poate fi redusd-la aceea’ a unei
ecuatiuni de gradul al patrulea in raport cu tg9=t. Insem-
nind cu 9y, s, P3, P4 valorile lui ¢ corespunzitoare celor patru
ridicini ale ecuatiei, si se arate ci avem:

o192+ ‘Ps+<P¢=k1¢+‘;£, (k intreg).
o - A (F. S. B. 1898).
94. Fie f(z) si ¢(x) doud polinonme de gradele m si p
(m>p); fie Ry, Re, Rs,..., Ry resturile diviziunilor polinoa-
melor f, of, @*f,...,a" "1 [ prin ¢; si se arate cil .eliminantul
polinoamelor f si ¢ este determinantul coeficientilor polinoa-
melor R
95. Fie (z1, y1), (22,Ys)..r, (@m, ym) sistemele de solufiuni
comune ecuatiunilor algebrice flz, y)=0, E‘(z, y)=0. a) S&
se arate cd avem:
f 2, y)=(e—=i) aila,y)+y—v) bi(z,y)
Flz,y)=(z—) Ai(z,9)+ (y— v) Bi(a, )
ai, bi, A, Bi reprezentdnd polinoame intregi in @ si y;
b) St se giseascd valorile expresiunilor ai(aiy:); bilai, ¥i);
A; (i, yi); Bilaivi);
¢) Si se arate ci avem: ai(@r Y. Bi(a:k,yk)-—bi(zk,yk)
Ai(zr, y) =0, k=i,
. 26. Fie polinoamele:
f@)=ao 2™+ ar 2" ... Fam;
F(2)=bo 2™+ ba™+...Fbnta;
¢ (@) =coa™ P teia"+...Fema
satisficind conditiunilor : ‘
f(@=F(@+1)—F @ si f1)+7@)+..+fn)=2),
oricare ar fi n intreg pozitiv; si se demonstreze ci daci
ecuatiunile :
- fl@)—am=0, F(2)—bnt1=0,
au o ridicini comuni diferitd de zero, ecuatiunile
: F(@)—bnt1=0, @(z)=0,
au gi ele o ridicini comund diferitd de zero si reciproc.

= J00 =



ENUNFURL

xxxn 'TRANSFORMARI DE BCOATL
ECUA1‘II REDUCTIBILE :

— B8# se rezolye ecuatiile :
: 224 —5.c3+6a:2—5a:+2 0
2 —2x5+:r‘+a:3 2224-1=0,
P 0 1=(,
oitd, , a(l+z°‘1+a:“
5 z*+daz®+2a25 +4a z+a*=0.
6. S se rezolve ecuatia:
" : a:‘-l—pazs-l_-(m2+m)a2x2+qa3x+a‘=
stiind cd rddicinile sunt in progresie geometricH. .
7. Si se discute ecuatia 2®— 325+ ma® —3z+1=0.

— o1, @3, x3 fiind ridicinile ecuatiei z3+pa:+q—0 S
se formeze ecuatiile ale ciiror ridicini sunt:-

8 1 ’ 1 | g
: 1‘1""‘2:2 -’l‘s+-’ts 173"‘931
9. y xs @
. Z2 ms @3 Z] &1 &2
10. = +xe+1~ms, zotasthay, stz +ias
o (A () (e
&X2—x3 g — &y Xy — Xy

12. Fiind datd ecuatia z'+pz+¢=0, si se formeze
ecuatia ale ciirei riidicini sunt egale cu patratele ridicinilor
acestei ecuafii; si se giiseascii conditiunile ca ecuatia formati

si aibéi toate ridicinile sale reale:isi se. explice a prior:
rezultatul.

' (F.S.B.99). ~

13. Fiind datii ecuatia @*-+pa+¢=0, ale ciirei ridicini

sunt reprezentate prin fg2, th tgY, sd se formeze ecuatia
ale cirei ridicini sunt:

MoetB g+, 1B+ g +a), z;kr+é)tq(x+.ﬁ). |
14. Aceiasi chestiune pentru_ecuatia :

avz*+3a, 22+ 8asz +a3—0
— 101 —
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si se formeze ecuatia ale cirei riddcini sunt:
tga+p), @+, toly+a)
15. Daci tg2, tgB, igY, tg® sunt ridicinile ecuatiunii
o +azt+bateat+d=0,

si se giseascid ecuatia de gradul al treilea, care are ca radicini:

tg(at-B) tg(y+2), tglaty)tg®+3), tg(z+3)tg(B4).

16. Fiind dati ecuatia z*~+pa®+ga-+r=0, si se formeze
ecuatia ale cirei ridicini sunt egale cu sumele douidl cite
doud ale ridicinilor ecuatiei date.

17. S se determine g astfel ca doud riddcini z §i x ale

l—=
ilei 3 — = 1fi i = i
ecuatiei 2° — bz-+¢=0, si verifice relatia = 1¥z gi in

acest caz sii se rezolve ecuatia.

(F. 8. L. 903).
1

1 1 s s
18. Fie i, Z2,... ¥n, — —* — ridicinile ecuatiei:
T @ Tn

22 pa? 4 pea® 24 Fpeattpia+1=0;

si se arate cd avem:
x% a:g m% x% a:g a:2 a:2
n n
&2 &3 Tn & Tn &1 Ln—-1
(P} —2ps)* —2n.

19. Daci « este o ridicind a unei ecuatii reciproce, care

z, ecuatia
142 §

in ¥ nu va contine decit puterile cu sof ale necunoscutei ;

sii se deducdi cu ajutorul transformiirei precedente ecuatia

nu admite riddiicina * 1 gi dacid punem y =

1
care di pe x=x+£—c-

20. Si se arate cii rezolvarea ecuatiei:
Fl@a*+2z+1)} (@*—2+1)%=0,
in care F este un polinom intreg si omogen in raport cu
a*+a2+1 si 2*—az+1 si de gradul p, se poate reduce la
rezolvarea unei ecuaiii de gradul p.

SR -
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21. Aceiasi chestiune pentru ecuatia:
Flz+1), (@—1)]=0.

22, Daci o ecuafie algebrici f(x)==0, are doui ridicini
egale in valoare absolutii si de semne contrarii, gradul ei se
poate reduce. Si se aplice la ecuatia z*-+pa*-+qz+r=0,

23. Daci douii din riddcinile ecuatiei f/(z)=0, sunt legate
printr’o relatie de forma az, xs+bx+cas+d=0, gradul
ecuatiei f(z)=0 se poate reduce.

24. Daci intre doud din riidicinile ecuatiei f(z)=0, avem
o relatie de forma z;=%(xs), 9 reprezentind o fractiune
rationali, ecuatia datd se poate reduce. Si se aplice la ecuatia:

o — 62> +112—6=0, oy =22+ 2.+1.

25. Daci ridicinile unei ecuatii de grad cu sot 2p, se pot
impérti in grupe de cAte dound rddicini, verificAnd o relatie
de forma az; x:-+blay+z5)+¢=0, atunci, printr'o substi-

: ay 4B 3
tutie de forma #==—"——, putem face ca ecuatia in ¥ si nu
{ 7?/+ 5P § Y

caprindd dect puteri cu sot ale necunoscutei.

XXXIIL. REZOLVARI PARTICULARE
ALE ECUATIILOR ALGEBRICE

1. Sd se rezolve ecuatia 2’ —9z—28=0, prin formula
lui Cardan.

(F. S. B. 909).
— Si se rezolve ecuatiile:
~— 2. 32 —62*—2=0.
(s) [l+2P+ ol =8t (z+-2).
4. z3+33=a2—%-
5. z*+6aa®—36a*=0.

6. (z+a) (e+a+b) @t+atb+to) @t atbte+2a)X
(@+a+b+2¢+2d) (@+a+2b+2c+2d)=
={b+c+d)p? (c+d)* .

—= 108 —
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7. 2 —6z*+az*+922—3ax+0=0.
8. Vat iz HVo=r.

9; S# se reducd ecuatia 2*+paz+q¢=0 la forma y*—A=0,
unfind _____m-{-}z. ) E ‘ ‘

. 10. Fie Cl(a)== 5

ecuatia a*+pr—q=0 admite ridicina:

=20(5V%

11. Fie y=(22—1)°; si se arate cii ecuafia y9=0 se
poate rezolva algebriceste; y@ reprezintii derivata de ordinul
al 9-lea a lui 7. '

12. Si se rezolve ecuatia a*-pz-+¢=0, punind
a=12v+1%u; si se arate cii prin aceastii substitutie nu se
obtin decAt trei valori distincte pentru z. '

13. Si se elimine y intre ecuatiile °—1=0 i a=ay-+by*
si si se deducd o metodd pentru rezolvarea ecuatiei:

a*+pz+q=0.

T ___ ,—T WA I§— : ; :
£)—-e——z-;.i C(@=%V;}%; si se arate ci

(F. 8. 1. 901).

14. Si se rezolve in mod analog ecuatia:

z*+pa2+qatr=0. _

15. Dacii ecuatia z*+paz+¢=0 admite o ridicini de
forma a:-l—VZ, a si b fiind numere rationale iar V_l; un numar
irational, nici una din ridicini nu va cuprinde in expre-
siunea sa un radical cubiec. : .

16. Fiind dati ecuatia a*-+ pa®*-+ g+ =0, punind
g=u-+v-+w s anuland coeficientii Iui utvtw s
wv+wuw-vw, determinarea lui u? ¢% w?® depinde de rezol-
varea unei ecuatii de gradul al treilea; si se formeze aceastd
ecuatie. :

17. Si se calculeze valoarea expresiunii:

A= (u2 — ) (02— w?)? (w?—u?);
si si se arate ci daci p<<0, p*—4r>0 5i A>0, ecuafia
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*+pa?tqatr=0, are toate ridicinile reale. In ce caz
ecuatia va avea ridicini egale? #, v, w au semnificirile din
problema precedenti. g

I8. Si se determine u §i v astfel ca sia avem identic:

& —u —p
P tprte9=|—v = & —u =A;
| —u —o @

determinantul A are factornl z—u —v; sii se afle ceilalti
factori si sit se deduci formula lui Cardan.
(F. 8. B. 910).

19. Fie @, 2y, 25 ridicinile ecuatiei m”+pm+q=0; si se
determine a si b astfel incat cele sase valori pe cari le ia ex-
presiunea a:1+azg+ba:3 cand se permutd x4, xs, s in toate
modurile posibile, si fie ridicini ale unei ecuatii de forma
u'Aut+B=0. .

20. Si se rezolve ecuatia z°+pa-t-q=0, punind-o sub
forma z*=(a2-} az+b)?; in ce caz aceasti transformare
este posibili ?

21. Fie ¢ (i, @s,..., 2,) un polinom intreg care verifici
identitatea @ (zi, z1)=—9 (24, @), ¢, k oarecare; si se arate
cd forma generali a lui ¢ este AA, A fiind o functiune si-
wetricd, iar A determinantul Jui Vandermonde.

22, Si se arate, fiiri a face uz- de formula care di ridi-
cinile unei ecuatii de gradul al doilea, cii ecuatiile generale
de acest grad cu ridicini distincte, nu pot fi rezolvate numai
prin operatiuni rationale.

XXXIV. DESCOMPUNEREA FRACTIUNILOR
RATIONALE.

Si se descompuni in fractiuni simple expresiunile urmi-
toare: I

1 : 5w’+6z’—3m+8_
¥ z*—b5x2+4
9 z'—22*+-3x—5

z*—8ax%242*— 322416

— 306 —
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3 z*+1 )
T 2 —2z5—8urt142 11242 — 282412
4 a1 ;
] z+22+1
5 x—a ]
i (14-2*)*(14-24
6 z :
i (x—2)* (2*1-2)
1
y i F—1 .
1 1
i 21 —1
1
- (x"—l)(a:q-—-l)'
d
10. (_x‘+1)’
(F. S. 1. 905).
11 Bk ot i
h (2 4-1)2m
12. A -
(@+1) (2+2) @+ 3)... (@+n)
13 42°—32q.2°+22ab.x—Zabe

o —2a.2°+2ab. o' — Sabe .zt abed
simbolul 2 referindu-se la cele patru litere a, b, ¢, d.
14. Si se determine un polinom f(z) de gradul al doilea
astfel ca si avem:
2z o A 5. B :
2 az) (z—a)  (z—b)?
15. S se demonstreze formula:
= Crtr12" —Crpr2" 2+ Crgra™ 4 —..
' @F1r

Dut1aretgx reprezinti derivata de ordinul 21 a lui arcigz.

Duttaretge=(—1)".
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16. Fie f(z): F(z) o fractiune rationali, F(2) neavand
decat rdddcini simple. Si se arate cii, daci gradul lui f(z)
este cu doud unitiiti mai mic ca gradul lui F(z) suma coe-
ficientilor descompunerii in fractiuni simple este egali cu
zero; iar daci gradul lui f(z) este numai cu o unitate mai
mic ca gradul lni F(z), suma acestor coeficienti este egald
cu raportul dintre coeficientii termenilor de gradul cel mai
inalt din f(2) si F(z).

17. Si se arate ci avem:

a? (a P (a+2r) Llatnry

n!—ll(n—l)!+2!(n-—2)!_"'+(_1) ] SN
n si p fiind doud numere intregi pozitive si p<nm.

18. @1, @y, @5,..., @ fiind ridicinile ecuatiei f(@)=0, si se
arate cil valoarea functiunii simetrice ()t o(ae)+...F ()

este egaldi cu coeficientul Iui e din céAtul diviziunei lui

¢(2) f'(x) prin f(2).

19. Fie z;, @s,..., 2z, ridicinile ecuatiei:
fl@)=Aoa"+A 2" A" 2 4.+ An—s2+ An=0:

sd se formeze funetiunile :

0,

1 2 n=1
w & w Tk w» Xk
— -]

r—zr  a—zi  @—2k x—zi
aceste functiuni sunt de forma:

Polz) @) SRUL: . (x) .

f&) @ " (@ '
sii se giseascd determinantul functiunilor ¢.

20. Fie F(z) un polinom de gradul n-+1 ale ciirai ridi-
cini toate simple formeazi o progresie aritmetici, primul
termen fiind a gi ratia » si fie f(z) un polinom oarecare de
gradul p<<n—1; s se arate ci avem:

5° flatir)
i=nt1 Fla+ir)
1 ‘E’ [ 1

T | 1 1] flat-ir)
e n—i+1 A n—i+2 Foet n]F(a-l-ir)

b
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Logdts Ecuatia f (x)==0, "avﬁrk'i‘ toate ridﬁéinﬂé’ éa]'e:‘ éirﬁ;;le,
reale $1 dlfemte de*1, sﬁ se gﬁseasca condltmnea ca fractlunea

ratlonala ( ~ )f2( ) descompusa in elemente simple, sﬁ

fie''de forma:
A B Cr
: b
a:—-1+a:+1+ (x— xr)?
22. Si se descompuni in elemente simple fractiunea ra-
tlona]a care ' reprezinti valoarea lui tga @. in  functiune

de 1q—-—m

23. Fie 7: F o fractiune rationald, in care presupunem ci
numitorul nu-l putem descompune in factori de gradul intéi
sau al doilea, dar se poate descompune intr’'un produs de

@1 e ) !
forma F11F° ..., s se arate ¢i vom avea:

CP«,——I
+ m—l + + Fg,+ Fg-.—l

Py, 'tpg,..., Oy, Gy,... fiind’ polinoame de un grad mai mic ca

R N

f e

XXXV. CHESTIUNI DIVERSE.

1. S# se studieze variatia rid#cinilor ecuatiei:
z*—4z*+162+a=0,
cind @ variazi dela — oo la - oo,

(F. 8. B. 97).

2. Se di cos *==a si se cere: a) si se formeze ecuatia

g
care di pe cos— =ua; b) sii se arate cii aceasti ecuatie are

6
toate ridicinile sale reale gi cuprinse intre — 1 si +1;
¢) si se studieze variatia ridicinilor cind a variazi dela
—1 95 +41. : :
(F. S: B. 98).
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3. Si se studieze variatia ridicinilor ecuatiei :
ot —dpat+2piat—q=0,
cdnd ¢ variazii dela — o0 la 4 o jar p ridméne constant.
(B. F. B. 902).
4. Si se studieze variatia rididcinilor ecuatiei:
: 7‘—9x3+d‘—9a’+1=0,
cand a variazi dela — oo la -+ oo,
5. Fie y=#_t:l_2—; si se rezolve ecuatia " =0.
6. Fiind dati o ecuatie algebrici cu coeficienti reali, ri-
dédcinile ei pot fi considerate ca tangentele unor arce reale
sau complexe; sid se arate ci suma acestor arce este reali.
7. Dacii @, B, ¥ sunt lungimile bisectoarelor interioare ale
unui triunghiu, care intAlnesc respectiv laturile @, b, ¢ ale
triunghinlui, si se arate ci ecuatia:
ettt e 1=,
are toate ridicinile sale reale gi ¢i una din ridicini este
egali cu aria triunghiului.

8. Si se calculeze laturile unui triunghiu isoscel, cunos-
cind lungimea inil{imei coboriti din punctul de intélnire al
laturilor neegale gi raza cercului circumseris. S& se rezolve
complet in cazul cAnd avem o singurid solutie reald distincti.

(F. 8. B. 903).
9. Ce relatie trebue si existe intre p, ¢, r pentru ca

ecuatia :
2?+patgztr=0,
sd se poatd pune sub forma:
(@2 +ma+n)?—a*=0;
in acest caz sd se rezolve ecuatia. Si se aplice la ecuatia:

@ +222+22+1=0.
(F. 8. B. 909).

10. Daci ecuatia f(2)=0, ale ciirei riiddcini sunt z, @s,...,
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@n, are o ridicini comundi z; cu ecuatia /' (x)=0, care nu

anuleazid pe f (z), s se arate cii avem:
k=n. 4
b
k=2 &1 — &k
sii se deduci apoicd f(x) fiind de gradul al treilea, ridicinile
ecuatiei sunt in progresie aritmetici.
11. Dacii @, s,..., @» sunt ridicinile ecuatiei f(x)=0 si
Z's, T's,... &'n ale ecuatiei /' (x)=0, avem:
it SARCCR Ty T

=2 B — Tk 4 2 k=2 X1 — Tk
12. Fie f(x)=0, ecuatia care di valorile lui:

43 — —
0S2m+1_w’
cind cunoastem pe cos%=gq; si se arate c¢i vom avea:
' (@)= % (2m+1) P(z) P(—a),

P(a) fiind un polinom ca coeficienti intregi, iar 7’ (x) deri-
vata lui ().
13. Si se rezolve sistemul de ecuatii:

&1
a1+11+(12+)‘ + +an+7\ Y. Do 0

&y
a1+7~z+ag+1 + +0n+)‘ O

Zy Tn L
a1+)\n+a2+)‘n+ + n+ln it 0'

14. Daci ecuatia a®—4px-+q¢=0, are o singurdi ridicini
reali @, modulul ridicinilor imaginare va fi mai mare sau
mai mic decét valoarea absoluti a lui @, dupi cum p>0 sau

p<O.

15. &1, @s, @5 fiind ridicinile ecuatiei:
a2+ 3a 2*+3a 2t-as=0, (1)

daci punem :

Qo a:lazg:v3+ax (3:1 $2+mzms+:l'3131) +02 (311 +-’l'2+x3)+ds =0,
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valoarea lui @3 va fi nedeterminati cénd 3 sixs vor verifica
0 ecuatie de gradul al doilea, ale cirei ridiicini sunt imaginare
cind ecuatia (1) are toate ridicinile reale gi reale c4nd ecuatia
(1) are o singuri ridicini real.

16. S se giseascit conditiunea pentru ca un polinom intreg,
in raport cu sinz si tgz, Fl(sinaz, lgx), si fie identic nul.

17. Si se arate cid identitatea:

ao+a, cosz~+as cos 22+ as cos 8z+...Fancosnaz=0,
atrage dupi sine: av=a, =a;=...= q,=0.

18. Daci#l riidicinile unei ecuatii de gradul al treilea sunt
P*, ¢* si 2pgq, ridicinile derivatei sunt rationale.

19. Daci cele trei riidicini ale ecuatiei 2*—8qr+r=0,
sunt reale, fiecare din ele este mai mici decat 2Vq, iar dack o

singurd ridicind este reald, ea este mai mare ca 2VE

20. Ridicinile ecuatiei a®-+ p, 22+ pya-+ps=0, impreuni
cu — o si + oo, limiteazii douii sau patru intervale reale.
Fiirdi a rezolva ecuatia, sii se giseascit conditiile ca un numir
dat @ s fie cuprins intr'unul din aceste intervale.

21. @ fiind o ridicini simpli a ecuatiei:

fla)—z=0,
sii se arate cil dacii % este o ridicini multipli a ecuatiei:
flf (@)] —z=0,

atunci ea va fi cel putin ridicini tripli.

22. Un polinom f(z) de gradul n verifici identitatea:

nfle)=(z—a)f' (@)+bf" (a);

a) si se giiseascii coeficientii lui /() ordonat dupi pute-
rile Ini 2—a;

b) si se giiseasci conditiile de realitate ale ridicinilor
ecuatiei f(z)=0;

¢) by fiind valoarea absoluti a lui b, ridicinile ecuatiei
f(z)=0 sant cuprinse intre:

a—v—n(n_l)bo §i a+ %n(n_l)bo.
2 1
23. Fie (x—al—bl Z) (a;—ag— b2 i)...(a:~ an— bn l)=Un+Vn i,
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in ' care @i, @s...., @n, b1, Ds,..., by, sunt numere reale din
care by, bs,..., bn sunt toate ‘de acelag semn; sid se arate ci
ecuatiile Up,=0 gi V,==0, au toate rddicinile lor reale i
cit ridicinile ecuatiei V,=0, sunt cuprinse intre acele ale
ecuatiei Un=0.

24. Si se arate ci forma cea mai generali a unui polinom
intreg de gradul m, F(z), verificAnd identititile:

F(z)=F(1—a), a:'"P(i)=F(w).
este:
F(z)=(a* —a)* (¢*— a+1) [Ao(a* —2+1)*" +
F A (22— z+1) 3 (a2 —a)+
4 A; (@ — 218 (22 — )+ ...+ An (2 —2)*7),
p, ¢, » fiind numere intregi pozitive, iar Ao, Ay,,.., An cons-
tante oarecare. :
 25. Sii se determine un polinom intreg (), asa fel incat
si avem f(a)=/f(az), a fiind o constanta.

26. Fie e, es, ¢s trei numere diferite de zero, dar de o
naturi oarecare: si se arate ci dacdi produsul a doui oricare
din aceste numere, egale sau diferite, este comutativ i se
exprimi liniar si omogen cu ajutorul lui ey, es, es, atunci aceste
numere sunt reale sau complexe.

97. 21, Xs,..., Tn fiind ridicinile unei ecuatii algebrice, iar
F o functiune simetrici rationali si intreagd de diferentele
ridicinilor luate doud cAte doud, daci punem: '

Fay —x3, T1—X3,.-es Ti—Thy..) =[(D1y D2yere Pr)s
functiunea f verificii ecuatiile; -
nf oyt (n—1)p1 it (n—2)pe f ... Fpn1f P =0,
n(n—1)fp+nm—1) (n—2)p, ot =0.
28. by, bs, bs,...br fiind nigte numere pozitive, sd se arate
ci dacd ecuatia;

ayFarztas 22 +...Fanat=

are toate ridicinile reale gi ecuatia:

& (i) i) =
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va avea toate riddicinile reale. Si se determine valorile nega~
tive ale numerelor by, bs,...br, pentru care teorema subsisti.

29. Fie ecuatiunile:
aotarztaszt+...+anz"=0
bo+b1 w+bg $2+...+bmxm=

cu toate riidicinile reale, ale celei de a doua fiind toate nega-
tive. S se arate cd ecuatia:

@by F1labya+ 2 ashea + ...+ Kl arbrz* =0
are toate ridicinile reale, & fiind cel mai mare dintre nume-
rele m i n.
(Schar).
30. Si se arate in aceleas conditiuni ca la problema pre-
cedentii ci ecuatia:
aobo+01b1w+aabzzz +...+akbkm"=0,
are toate ridicinile reale. Si se deducii despre ecuatia lui
Hermate
1+ (’T”’)p:c+ (——m('z,_l))Px’+...=o
ca are toate ridicinile reale.
(Malo).
31. Fie xn cea mai mare ridicind a unei ecuatii cu toate
riddcinile reale, fie apoi &n—1, n—2 ridicinile cele mai mari
ale primelor douii ecuatiuni derivate. Si se arate cd avem:

| @n — @n—1| <| 20—t — Zn—2|.
(Schur).

32. Si se arate cid ecuatia:

1+a* tasad +...Fanat =0
are o radidcind in modul mai mici decét:
- !

33. Riidicinile unei ecuatiuni algebrice sunt reprezentate
prin puncte in plan. Se unesc intre ele prin linii atAtea puncte
ridicini incit cele rimase si fie toate in interiorul poligonului
astfel format. Si se arate ci punctele ridicini ale ecuatiunei
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derivate sunt si ele toate in interioral poligonului astfel format.
(Generalizarea teoremei lui Rolle).
(Lucas).
34. O ecuatie salgebrici cu I termeni are cel pufin o rida-
cinit in valoare absolutd cel mult egald cu .
85. Si se calculeze suma urmitoare:

n  nln—1) n(n—1)..3
S=:§+ﬂ_':1!__+"'+—7—

n fiind un numir intreg §i pozitiv mai mare decit 2.
36. Sii se determine u, dat de relatia de recurentid
(n—2)un=n(un—1—a), pentru n=1,2,3,.., n,
unde a este o constantii gi presupunind uo=0.
37. Si se dovedeasci inegalitatea:
m.
myarFmeast+...Fmpay m e i ]
=015 A3 5 ... Cp S
m~+me+...Fmy

in care avem:
s=m+ms...Fmp,

numerele @i, @s,...dp, Mi, Ms,..., My fiind pozitive. Si se arate
cid avem egalitate numai pentru a;=a:=...=ap.
38. Si se calculeze suma seriei:

S @) =Kl + KKyt KR
K, reprezentind numiirul combinirilor cu repetitie a p obiecte
luate cite . Pentru ce valori ale lui @ aceastd sumd existd,?
" Numirul K, este dat de formula:
plp+1)...(p+r—1)

5
39. Daci z, 9, x sunt ridicinile ecuatiunii

S
Ky=

p—a—r—1=0
si punem:

X=g+22+38, Y=y2+2¢y+38, Z=2*+22+3

avem relatlumle
S+ =1 It =0
2 . 3
+ +"—=o L4+l 42 =1
X
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40. Fie p=2¢+1 un numir prim, firi sot. Si se arate
cii acele 2¢ ridicini ale ecuatiei (1) zP~1 4272 +...4z+1=0,
pot fi reprezentate prin formulele:

P’ +Qy) . . P)x"+Q ) .

S 7 b =T " ) =1)29 e
T Rt T TR Qi b3 e
in care yi reprezintd riiddcinile ecuatiunii ce se deduce din (1)

1 r - ” - - - - -
punénd x+;=y; # si x riddcinile unei ecuatiuni de

forma 2*+z24a=0, « fiind un numir intreg; P(yi), Qly),
Py(y), Qi(y:) polinoame intregi in raport cu i

41. Se consider# ecuatia: f(r)=2+pa+¢=0, coeficientii
p si ¢ putdnd fi numere complexe. Ridicinile ecuatiei f(z)==0
se reprezintd prin punctele A si B in raport cu un sistem
de axe rectangulare Oz, Oy. Se di apoi un numir A, repre-
zentat prin punctul L si fie M, N punctele corespunzitoare
numerelor p*—4q, f(2). S se arate cii daci punctele A, B, L
sunt colineare, atunci si punctele M, N si origina O sunt
colineare.

Sa se deducd un criteriu pentru a recunoaste daci punctul
L este pe dreapta AB, de aceiagi parte a punctelor 4 si B
sau intre ele.

Caz particular, cAnd coeficientii p si ¢ sunt reali, ridicinile
ecuatiei /(z)=0, fiind deasemenea reale.

42. Fie ax®+2bx+c=0 (1) o ecuatie cu coeficienti reali
sau complexi; 2’ si 2" doudl numere reale sau complexe
legate prin velatia az’z”+b(:"+2")4c=0 (2); M’ si M”
doud puncte din plan, corespunzitoare (dupi modul de repre-
zentare obisnuit) numerelor z* si z2”. Sd se arate e ridici-
nile ecuatiei (1) nu pot fi niciodati de aceeasi parte a
dreptei M’ M".
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RASPUNSURI. INDICATIL.

I 1. 5!=120. 2. A2 =420. 3. Ci=20. 4. 12!=
479001600; A,’,=12!:6!=665280; C,%=12!:(6!)2=924.
5. Se va presupune o persoand fix# gi se vor permuta cele-
lalte, rezultatul Pu—1. 6. Toate aranjirile celor % litere luate
cite m, in numir de AP, se pot despirti in douk grupe,
acelea care nu confin litera considerats, si al ciror numir
este de A} ;, si acelea care contin acea liters gi al ciiror
numir este diferenta intre numirul total i A} y; rezultatul

este A'— AT ,=mA”: toate aranjamentele care ineep cu

o literd determinati contin m—1 litere din cele n—1 ri-

mase, asezate in toate modurile posibile, deci A™ 2 7. Cu

n—1°*
douid cifre destinate putem forma atitea numere cite aranjiari
se pot face cu 10 obiecte luate cAte 2, din. care se va sciidea
numiral acelora care incep cu 0, deci A2— Al=81; de cate
8 cifre A} — AJ=648; de céte 4 cifre A — A3=4536,.,.
de 10 cifre AJJ— AJ=9!X9. 8. Se va observa ci dac se
suprimi acele litere, rimAn aranjirile de n—2, n— 3,... obiecte
luate cite m— 2, m—38,... daca ordinea este datii; in ‘cazul
cind ordinea in care se succed literele dela inceput este ar-
bitrard, numerele ciiutate sunt P Ao Pakd P A
9. Cifra 1 arati zecile de mii in P,=24 numere. La fel
celelalte cifre. Deci suma zecilor de mii ale numerelor for-
mate este 24 (14+2-43-+4-+5)X10*=3860X 10" Analog se
giseste suma miilor: 360X 10% etc. Suma tuturor numerelor
formate este 360 X 11111 =3999960. 10, Ci+Ci=10;




(1, 11—18). ALGEBRA

n—1 n

pentru cazul general Ch+Ci+...+CnT sau Cg, dupi cum
n este impar sau par. 11. Ci 12, La un punct de inter-
sectie a doud diagonale corespunde patrulaterul format de
capetele diagonalelor. Deci avem atitea puncte cAte patru-
latere se pot forma cu vérfurile poligonului convex, adici
Ct. 13. Se va observa ci numirul total al dreptelor ce trec
prin aceste puncte este CZ. Se va face abstractie de 2 puncte
si se va ciiuta numirul punctelor de intersectie al dreptelor
ce trec prin celelalte »—2 puncte, cu dreapta ce trece prin
cele doui puncte, giisim C2_, puncte, iar pentru toate drep-
tele C2X C2_, si cum fiecare punct a fost numirat de douid

ori pentrucii se giseste in cele doud numiriri corespunzi-
toare celor doui drepte care-l determinidi, rezultatul este

1 2 :
9 C2 X C}_, 14. Procedeu analog ca mai sus; un cerc tre-
cand prin A, B, C intilnegte cele C3_; cercuri ce nu trec prin
A, B, C in 2C2_5 puncte, iar cele 8 C2_; cercuri ce trec prin
cite unul din punctele A, B,C in 303_3 puncte; numirul
1 9
E’ Ci(2C2_3+3 C;_3).
15. Se va observa c# in toate permutiirile ce se gisese in
conditiunile enunfului, putem schimba intre ele cifrele echi
distante, precum si grupurile de doui cifre echidistante; re-
zultatul este 31X (1+Ci+C2+C)=3!X8=48. In cazul
general, rezultatul este n! (1+C}l+Ci—|—...+C:)=n!X2".
16. Se va asocia la fiecare permutare aceia in care literele
sunt serise in ordine inversd, in aceste 2 permutiri avem C}

total al punctelor de intersectie este

inversiuni, deoarece acolo unde este o permanenti in prima,
este o inversiune in a doua; numiral total al inversiunilor

este% P,CZ 17. Primele p litere avind o ordine deter-

minati, numirul grupurilor distincte este CI, iar numirul total,

al permutirilor C? Pr—p="Pn: Pp. 18. Insemnim cu  numirul
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RASPUNSURI $I INDICATII (1, 19—23)

permutérilor distincte. S ne fixiim una din ele. Acelea care
se deduc din ea prin toate permutirile intre termeni nu sunt
evident distincte, deasemenea acelea care se deduc prin per-
mutéri intre factorii aceluiag termen. Numirul permutirilor,
astfel deduse din acea fixatd, impreuni cu ea este

n!X(l+C,}+C§+...+C:)=n!)<2". Din cele  permutiri

distincte se obtin 7!2"z expresiuni, ele reprezinti toate per-
mutirile ficute cu cele 2n litere, adici n!2"z=(2n)!, de

(2n)!

VY o 19. Insemnim cu z numirul permutirilor

unde z =

distincte. S# ne fixim una din ele pe care o presupunem
distinetd. Din aceasta se deduc 2 expresiuni prin permutarea
factorilor in termenul al doilea, din fiecare din acestea se
deduc 3! expresiuni prin permutarea factorilor in termenul

al treilea, din fiecare din acestea se deduc 4! expresiuni prin
permutarea factorilor in termenul al 4-lea. In total se obtin
astfel, pornind dela o valoare distinetd 2!3!4!...n! expre-
siuni care cuprind intre ele si valoarea presupusi distineti.
Pentru cele & valori distinete vom avea deci toate permuti-
rile posibile, adici 2! 3! 4!...n!z=m! Deci 2= Siloicth
213!...n!
20. Ecuatia problemei este AP =12A% n(n—1)(n—2)(n—3)
(n—4) (n—5)—12n(n—1)(n—2)(n—8)=0 sau n(n—1)(n—2)
(n—38)(n*—9n+8)=0. Pentru solutiile problemei trebue
n=>6, deci n=8. 2l. Ecuatia problemei este: n(n—1)...
(n—p+1)=mn(n —1)...(n—p+3). Din egalitatea aceasta se
vede cid m trebue si fie intreg; n fiind mai mare decat D,
ecuatia problemei devine: (n—p+2(n—p+1)=m sau
n*—(2p—8)n+(p—1)(p—2) —m=0; ca problema s fie posibili
trebue 144 m=(2k+1)2.". m=k(k-+1), k fiind un numir
intreg arbitrar pozitiv; daci aceastd conditie este implinitii avem
m=p-+k--1, ng=p—k—2. A doua solutie fiind mai mic# decAt P
nu convine problemei. 22. Dupi simplificare, ecuatia problemei
este m'—10m—+9=0; singura solutie care convine este

m=9. (8.E.G. M. IL p. 62). 23. Relatia ce trebue satisfi-
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(1, 24—28). ALGEBRA

1
cutd este Ry '—r)'_s (mm;s)! sau 7! (m—r)! =s!(m—s)!.
Observiim ci aceastd egalitate este satisficutd pentru r=s
sau r==m—s care di m—r=s. Si ariitim ci aceste produse
de numere consecutive nu pot fi egale pentru alte relatii intre
7 si s. S presupunem ci r==s-}p, urmeazi (s+p)! (m—s—p)!=
s!(m—s)!. InliturAnd factorii s! gi (m—s—p)! care nu pot
fi nuli pentru » si s mai mici decAt m, giisim (s+1) (s+2)...
(s+p)=(m—s—p+1)(m—s—p+2)...(m—s). Ambele pro-
duse avind p factori si fiind produse de numere consecutive,
nu pot fi egale decat dacii factorul cel mai mic al unui
produs este egal cu cel mai mic dintre factorii celuilalt produs.
Deci s+1=m—s—p-+1 sau s=m—r, contrar ipotezei.
Relatia fiind simetricii in raport cu » gi s ajungem la aceiagi
concluzie dacii presupunem s=7r-+p. In cazul cind r=0,
Co fiind 1, urmeazi ci s=0 sau m. 24. Dapi numirul pre-
cedent, neputind avea p—p'=p -7, decit daci p'=0, trebue
(p—p)F+(p+p)=n sau n=2p. 235. Se deduce imediat
din prima relatie #=2p-1, iar din a doua, {inind seami
de aceasta, p=2a, deci n=4a-+1. 26. Folosim formula
Cn= #— (S. E. G. M. IL p. 61). 27. Numirul ciutat
nl(m —n)!
este numirul combindrilor cu repetitie de 5 litere luate céte

4, kg=C§=70; in cazul general numirul termenilor este
lcT=C;.+n—1- 28. Insemnénd 2y, zs,... & cele n litere si fii-

cind polinomul omogen punidnd ;= 'il z,=‘£,...zn=y—;,

polinomul omogen avénd n-1 litere, are numiirul termenilor

egal cu £y 29, In general dacii formiim permutiri cu m

litere dintre care m; sunt egale cu a@;, ms egale cu ay ete,
: § e m!

numirul total al permutirilor distincte este——fF——-

! Wl]!mg!...mn!

In cazul nostru, cuvantul Bucuresti avind 2 litere %, numiirul

!
permutirilor distincte esteg—; 181440; in cazul cuvéntului
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RXSPUNSURI $I INDICATII (1, 30—34).

!
papagal, 2’75' =420. 30. Toate permutirile celor 10 litere

le putem obtine in felul urmitor: Luand fiecare permutare a
consunelor ageziim vocalele pentru ea in toate modurile po-
sibile fie incepand cu o consunii, fie incepAnd cu o voecali.
Deducem astfel dintr'o permutare a consunelor 51 X2 per-
mutéiri. Cum avem 5! permutiri printre consune, numérul total
al permutirilor celor 10 litere in conditiunile cerute este
(512X2. 3L Pentru cuvintele ce trebuesc formate lugm 3

consune din cele 19. In total putem lua Cis. Deasemenea tre-

buind sii punem in intervale cAte 2 voecale, vom lua Co grupe
de 2 vocale. La o combinatie de 8 consune putind - pune

fiecare din cele O3 grupe de 2 vocale, formim Cis X C: cu-
vinte (din cauza conditiei impuse, cuvintele nu pot nici in-
cepe, nici sfargi cu o vocald). Permutind intre ele cele 8 con-
sune ale unui euvint in toate modurile posibile, vom deduce

3 9 ' : g
Ci9 X C5 X P3 cuvinte. Tar in fiecare din acestea, permutind
cele 2 vocale in toate modurile posibile, vom avea, in eondi-

iunile cerute C1hX 3 X P3X P2 cuvine. 32. Af A:: A
§

1 - 5
33. & 34. Dacii se arunci un zar, probabilitatea de a avea

1 are 5
1 este r probabilitatea de a nu avea 1 este e Se arunc#

dous zaruri. Probabilitatea de a avea 1 la primul zar si de a
nu avea 1 la al doilea zar este o probabilitate compusi, deci:
R oy 5
66 36

8% X
a nu avea 1 la primul zar este deasemenea 56; iar probabi-

| 1 1

litatea de a avea 1 la ambele zaruri este FXE=%- Daci
aruncim ambele zaruri, aparitia cel putin a unui 1 este un
eveniment care se poate realiza in trei moduri care se esclud:
(1, nu 1), (nu 1, 1), (1, 1); probabilitatea evenimentului este
1_11
36 36

Probabilitatea de a avea 1 la al doilea zar si

deci suma probabilititilor partiale:%-f—%-l— Deci
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¢, 35). ALGEBRA

probabilitatea pentru ca la prima aruncare de 2 zaruri si

A 11 R
avem cel putin un 1 este %; probabilitatea de a nu avea un

25 3
1 este —+ Probabilitatea pentruca la a doua aruncare de 2

36

11
—» pentruci
36

zaruri si

aceastii aruncare nu este de loc influentatii de prima; iar pro-
25

babilitatea de a nu avea 1 este 36 S% ne ocupiim de eve-

nimentul cerut de problemi: Se fac douil arunciri cu cite
doui zaruri i voim si apard cel putin odatd 1. Acest eve-
niment se poate realiza in trei moduri: a) Si apard la prima
aruncare cel putin un 1 si la a doua si nu apard 1, proba-

25
bilitatea este X ; b)) S& nu apari la prima aruncare 1,

36" 36
b

25
dar si apari la a doua, probablhtatea este —; 36 36’ ¢ Si

apari la ambele arunciri cel putin un 1, probabilitate X——

367 36

Probabilitatea evenimentului prob]emei este suma acestor
ity 11 11__11X61_ 671

probabilititi: 2 X — 36 + 3() 36— 36° 1206

Solutia II. Si calculim probablhtatea evenimentului contrar,
adici in doudi aruneciiri cu cAte doud zaruri si nu avem de
loc 1. Probabilitatea pentru a nu avea 1 la aruncarea unui
zar este —(5-5-, la o aruncare a doud zaruri este — XE-—-g—g la
25,256 1 62b
d 2 ; —=—
oudl aruneciiri succesive de 2 zaruri, este 3 6X3b 1996, - Dec
625 671
1496 1296
35. Trebue si existe conditiile m>n>gq, m>p>q. Care

este probabilitatea ca un elev si rispundd numai g din cele

probabilitatea evenimentului problemei este 1 —

p chestiuni puse de profesor? Profesorul pune Cl grupe de
chestiuni, iar elevul ri#spunde la CL, dar favorabile lui sunt

— 108



RASPUNSURI. §I INDICATII M, 1—=11),

i cele p—q la care nu este obligat si riispundd, din cele
m—mn chestiuni neinviitate, care dan C)_% grupe. Toate ca-
zurile favorabile sunt deci Cj X Chi'. Deci probabilitatea ca

X G
un elev sd rdspundd numai la ¢ chestiuni esteu"—_—"-
'm
Analog se calculeazi probabilitatea ca elevul si rispundi la

ottixelns

—- Dar pro-
0%
babilitatea de a rispunde ia cel putin ¢ chestiuni este proba-

i=p—q >
. Blos i entd
bilitatea totali a celor precedente, deci _i=0 .

Ch

Aceasta pentru an elev. Probabilitatea ca elevul si nu ris-

g+1i chestiuni 0 <<i<p—q si gisim

T oy
punds, este contrard, deci 1 — —— » multiplicAnd

Ch

cu N, obtinem numiral probabil de corijenti.

II 1. 2°+9a2 43602 2" +84a 2’ +126 a4 25 +126 ad 24+
S 1a® 2*+36a’a*+9a%z+a’. 2. 2"'—11az"+5baz’—
—1656a°2°+330a'2™-462a°2°+-462a°25—330a" 2*+165 a® 23—
—bba’z*+11a"z—a’. 3. (144)8=[(144)?]*=(2:)*=16. 4. Pro-
cedeun analog cu precedentul: —64(1—7). 5. 3125—12500 «
+20.000 2*—16000 z*+ 6400 z*—1024 2°. 6. 1024 4°—5120a*

Va\ b +11520a*V 52 —153604%Y ab 413440 a* 5\ b —8064a% b
Va V2 +3360 a*b* —960a b* Yo\ -4+180 ab*\ b*—20 67 ot

Vo 4x
p\b. T.2(32a°—480*+18a?—1). 8. —CH. 9.CHa1p3 VaVp®,

i o 1—p 1
10. Forma termenului general al desvoltirii este: Chpy1z " "

.

deci 27n—2p+1=2r+1 sau p=n—r.". Rispunsul este
Cinis. 11, Observand ci: Ant =(n—m) A} (1) si ci avem
incd relatiunea: (ntp—m) A "Ap=(—m-+r) Ar " Ap+
(p__r) Am—r AP— :s 41 AP+Am—r r+1_ A:H-l r A;+

— 123 —



(n, 12—13). ALGEBRA
AT r+1 (2), vom presupune relatiunea adeviratid pentrn m
si vom arﬁta cil in aceastdi ipotezii ea este adeviratd pentru
cnzul cAnd m se inlocueste cu (m=+1). Avem: At =(n+p—m)

L, =np—m) [AP+CL AZTALEC, ANTP AT
Cm AT—S AP+C~:+I m s- 1 s+1+ + ‘z—l A}. A;l—1+
Cn Ay]. Secriind pentru toti termenii acestei desvoltiri relatia
(2), inmultind cu coeficientii respectivi si tinAnd seami de
relatia (1), avem pentru trei termeni consecutivi oarecare:

C::'l(n +p—m) A:t—s—l—l As—l (Ns——l Am—s+2 As—l +Cs—1 Am-—s+1 As

C:, (ntp—m) An—e A;=C3, Anti— As4-C;, AR AJH,
C:n-}-l (72+p_m) A::z—s—l A;—}-I_Ca-i—l Am—s As+1+C.:’-l}—1Am—s—1AH-2

si observind cii prima parte a unui termen si cu a doua a
celui precedent se insumeazii si ci C/ +Cfn_1_C:,.+1 pentru
diferitele valori ale lui » avem: A’"+1—(A,.+A Jos 1)

Cum relatia pentru m=2 se verifica imediat, (n-p)
(n+p—1)=m+p)? — (n+p), urmeazi ci ea este ade-
viirati pentru m=3 ete. 12. Trebue si avem O 3 mtg
C° 8" m® > C8™ W10 " m*—8m—27>0 si m®—9m—
30<<0, deci m=13. 13. Patru coeficienti binomiali pot
forma o proportie in trei moduri diferite (ciici unul poate fi
luat cu fiecare din ceilalti trei) si anume: o) 71 C2P2=
C? Ot care dd n=—1 imposibil; 3 Cr~* Cy+1=oucp+2

care di: n®—2pn—2p—1=0, sau inci: 2p— +1' deci

1
p=7 (n—1) posibild pentru n impar; ¢) C2~1CL=CrH 22

care di: (n—pPlln —pP—1l=(p+1Pp(p-+2) sau:

(n—p2l(n —p2—1l=(p+12[(p+1)2—1]; punind deci
n—p=wu, p+1=v, avem u®(u®—1)=2v*(v*—1) sau inci
ut—v*—(u®—2?)=0, de unde deducem succesiv: (u%—2?)

(1®+v2—1)=0 .". u—v=0, u+v=0, ©®+22—1=0 san
. 1
ngy=iyfo] =) --p=§(n—1) n—p+p+1=0.". n=—1

= 124"~



RXSPUNSURI $I INDICATII (1, 14 —18).

imposibil. (n—p)2+(p+1)2—1 =0.". 2p®—2(n—1)p+n?+1=0
care di: p=—(n—-1 i—V(n—l)2—2n2-—2 sau incd

=%(n—1)+ —Y—n?—2n— 1, deci: p——(n s (n-l-l)v—
deci imposibil. Pentru progresiune aritmetici trebue si avem
2Cr=Cr14- it .'.p=%(n:‘_‘v n-+2); daci n este cu sot

trebue si fie de forma 2(2/*—1).". p=2k**/—1; iar daci
n este firi sof trebue n=4k(k—1)—1 si p=2/*—3 L
14. Se vor egala coeficientii lui 2" din desvoltarea ambilor
membri ai identititii (x-+a)" (@+a)"= (z+a)*"; se giseste
12 (CL2 4 (C2)2 ... 4-(C12=Cz,. 15, Se vor egala coefi-
cientii aceloragi puteri ale lui @ din desvoltarea identittii
(z+a)"(z+a)"=(z+a)y . 186. Scriind identitatea sub forma:

n n
EOCf.(x—I-a)"—" = k§0Cﬁ(x+b)“‘kak se observii cii este de

ajuns'si aplicim desvoltarea binomului lui Newton puterei
(@+a-+b)", odati in raport cu (z-a) si a doua oard in
raport cu (z+40b) pentru a avea identitatea de mai sus.

17. Se va avea in vedere identitatea ZC;C{;=‘1‘[(ZC;,)2—

2
——E(C;,P], apoi ci §0C;=2P si Z(C;)2=C5p (14), rezultatul
SR v - )L ! : '
este 2°7 20p ')2 18. Presupunem relatia adevirati pentru

n si sd ariitim ci ea existi in acest caz pentru »+1. Ob-
serviim in primul rand ci: (a+b, 7)wr1=(a+b+nr). (a-+0, ).
Sa inmultim doi termeni consecutivi ai desvoltarii lui (a5, 7).
cu (@a+b+nr); avem in primul rand: (a+b+nr)

Ct(a, 7)a—p (b, r)p = [a + (n—p)] Ci(a, 7)n—p (b, r)y+(b+p ) C2
(a, P)n—p (b, 7)o = C2(a, Pu—pt1 (b, 7)p+ CE.(a, P)n—p (b, 7)p+1 i
asemenea: (a + b+ nr) C21(a,7)n—p-1 (b, 7)pr1=C2* (0, )n—p
(b,7)p+1+ C2(a, 7)n—p—1(b, 7)p+2. Se vede ci primul termen
din a doua egalitate se insumeazi cu al doilea din precedenta

e




(1, 18 —28). ALGEBRA

si cum CZH14C2=Cr1], avem termenul general al desvol-
tarii (@b, 7)u4t sub forma: Cﬁ_‘t}(u, 7)u—p (b, 7)p+1. Cum pentru
n=% relatiunea este evidentii: (a+b)(a+b+r)=alatr)+
+2ab+b(b+7r) urmeazi ci ea este stabiliti din aproape
in aproape. 19. 222—g+1. 20, 2® — 102?81 = — 30.

21, w"-}-(a—f—b)m-’r%ab. 22, (z—a)®. - 23, Desvoltind, ex-
presiunea se poate pune sub forma: (a?+4b%)?(c®*+4d?*)?, deci:

(a2 (2+d?). 24. a®>—b*+c*—d> 25, Punind 3—2—1/‘;=t,
2L 3

avem: L+y—ﬂ=tz+l, deci 241 —-t——=t’—t+l=
yZ wl 4 4

1\’2 s A A x, Y . o
— _ ), —————— . — == P d ta
(t 5 P 26 » + * t, expresiunea da

devine 9(12—2)—24 (-+34=(3t—4)>.". 3(5—[—%) 4 2Y. Pa-

nand 2?—yxr=A, y’—22=B, 2’—ay=C, avem: A3-B3H-C3—
—3ABC=(A4+B+0C)(A2+ B>+ C*— AB—AC—BC)
(Partea I, I11. 23); deci: (2 9+ 22 —axy —azx—yx) X
2 [(a2—y2)?—(y>—22) (x2—ay)]; dar (@®—y2)*—(y>—ax) (x> —2y)
=gtz 13 -3 yr=a(ac*+y*+2*—ayr)=r(a-ty+2) X
(@222 —ay—rx—yx). Asa dar expresiunea datii devine:
(2222 —ay —ax—yx) Salety+a)(a?ty4a —ay—ax—yx)=
(e+y+2)2 (@222 —ay—2x—yz2)? si ca urmare, ridicina
patrati este: (z+y-+2) @+ +22—ay— ax—yr)=
= g3ty +23—3ayx. 28. Scriind expresiunea sub forma:

E= % a2 [b—e)[bla—c)Fcla —b)]'zE%Ea?(b—c)zbz(a —e)?

+—;—2 a2c2(b—c)2la — b2+ Za’bela —b) (0 —e)* (a—e) s
observind ci Za(b—e¢) =0 si cd 2a2l(b—e)(a—e)P?
=3Za?c(b—ec)(a—Db)? rezultd ci: E=2Za?b?(b—c)® (a—c)*
Insi: (b—e)(a—e)*=[ab—c(a+b)FP=ab>+c(a+b)?
+et—2abelatb)+2abe2—2¢ (atb)«*« E=Za*b*+a?b*
3 (a+b)2+a2b? ¢ 22— 2abe Za? bHa+b)+-2a% b2 Zab—2a%b*c?

==0106



RASPUNSURI SI INDICATII (11, 29—35),

Ze(atb)=2a*t*+a? 12 2 (Ea+2 Zab)F a2 b2 2 (212 Ze?)
—-2abcza'b2(a+b)+2azbzc’zab—za%’c’zc(a +bo)=

a2 (Za)+2a2b2  2a2 —2abe Sa2 b2 (a+ b))+
+2a:022Zab—4 a2 Zab= (2 a2 b2 +a? 522 (2 a)2— 2abe
Zla?b? (a+b) a2 b el =(Za2 6?2+ 02 b2 % (2a)? — 2abe S a2
(@t bo+e)=Ca®p?2+a?i22Ea)® —2abe (En). (2 a2bh?)=
[Za®b* —abe. Zal?, deci radicina patratii este: Za2b’—abe. Za.
In al doilea fel observand cii expresiunea E=Za252 (b—¢)? (a—¢)?
este de gradul al 8-lea, ea poate fi patratul unei expresii de
~ gradul al 4-lea ce trebue determinati, fiindeii E este sime-
tric in raport cu a,b, ¢ plecim dela identitatea presupusi
existentii: Za2b2(b—e)2(a — )2 =[aZa*+ B Za’b+ 1 Za2b?
+2Zabe’P. Ficand pe ¢=0, gisim: a=§=0, y=-41;
apoi ficind: a=b=¢ gisim 8= —1 regisind astfel expre-
siunea de mai sus. 29, a?ztta+ bt ext =
(az?+Pa+ec)’ Identificim: 2aB=a, B>+2acc=b, 2pcc=¢

: [3=§ si inlocuind valoarea lui P in ultimele doui relatii,
avem 4b—8actc=1 si cc=¢, deci e=-1 de unde, conditia
de posibilitate este 4b—8ac=1. 30. z*+4a2’}+622+4ba
+ b= (a?F 22+ )%, identificaind: 20 =4a, o>} 28 =68,
Qaf=4p, B2=p .. a=2a, B=8—242 iar ultimele doui
relatii devin ‘@ (83— 2a2)=4b, (3—2a?)?="b: rezolvand acest

sistem, 3—2a*=0 si 2a’+a—3=0, deci a=i‘\/%

a= —g sau 1. Valorile lui b se deduc. 31. A>0, C>0

si tinAind seami de identitatea lui Lagrange, B*— AC<<0.
32, 22+z—1. 33 22—32z+2 34 222 —3czt+4c
35, Si giisim desvoltarea puterii (@ Fas=-...4~a.)%. Obser-
vim dela inceput ci trebue si avem o identitate de forma:

@+at.tap=2dtalaatplaon D o ¢ b

,n)
fiind coeficientii constanti pentru suma de n termeni, ce ri.
méne si-i determiniim. Inacest scop, plecim dela identitatea
evidentd : [Za;+ ant1’= a1 +Zail® care desvoltati dupi
1,n; ] (2,n+1)

= 127 —



(1, 36). ALGEBRA

formula binomului, di: (E as)3+ ant1t3antt (2 a.r)2 + 8antt
Z a;_ al + (2 ai )3+ 3a Ea. +8a,. Zal, sau incﬁ folosind

(2,n41)
pentru sumele de n termem (2 ail® si [Za]® desvoltarea (I) si
1,n) 1)

ficand toate reducerile, avem: (2—3)(a? —a,§+1) Z ai‘H“ —3)

(@y —an41 (22a i+ (B—6) (a1~an+1)24a;a1,—-0 deCI presupu-

,ﬂ

nind cum e necesar 17175(1”4-1, 1dent1tatea. (I (¢—3)
(a1+an+1)22ai+(¢—3()zz)af'l-(ﬁ—(i)(}‘a?;akEO care are loc
(2,n) 2,n 2,n

deci oricare ar fi valorile atribuite lui ay, uy,...,a@n, an1. Si
presupunem cii alegem pe as, as,...,an astfel ca Zaiar=0,

2,n)
insi 2(1@?0 si asemenea & aﬁéo avind atunci [2ai?=2Zai,
(2,n) (1,n+1) (2,n) 2,n)
identitatea (1I) devine: (@ —8)Zai.Za;=0, deci *=3,

@,n) (1,n41)

care atrage dupi sine [ =6. Asa dar: [Za,]s (12 )a. '3
n,

) ak+621)aza]ak (I’) in care 2 contme n termeni; '
A,n 1,n

contine Ax=n (n—1) termeni, iar 2" contine C» termeni.

36. Urmand metoda din cazul precedent si folosind rezul-

tatul obtinut, vom pune: (Eai ‘=Eai"+“2ai3ak+pzafai~+‘¥

f—"az ajar+0 Em a; aa (I) si plecénd dela 1dent1tatea evi-
n

denti (al-l—Za.)‘—(L a,+an+1)‘ care desvoltatd dupi formula

binomului dl‘l;:;ltoate reducerile p051b11e, da (2—4)[(a3+arantr
Fant1) Zait Zal] +(—6) (artants) 2 Hm (r—12) [(a1+an+1)
Z:lz ak+2‘(h ak]+(5—24)ua, a;a /.—0 oricare ar fi valorile
lllll ay, a;," oy Gny Qnil. Luﬁnd 22 a; ajar=0; Zat ar=0 si
a1+ ant1=0, avem: (z—4) Ea, [(Zaal)2+aﬂ—0 care di, pre-
supunind EaﬁéO, imedlat. ¢—4. Luind apoi pe ai astfel
ca si avem: a;tant1=0, 2ua. i ar=0, Za,ajalﬁéo avem :

y N

&=24; apoi astfel ca a; +ant1=0, Zai ak#O avem: Y=12,

— 18—



RAXSPUNSURI SI INDICATII (1, 37. 1M, 1-5).

si in fine pentru a;+ax415%0 avem: B3=6. Asga dar avem:
n 4

(Eas) =2Zai+4 Zal ar4+6 Zalal +12 Z o} aj ar+24 2 aiajara.
1 ILn 1,n 1L,n 1n i,n

37. Procedand ca in cazurile precedente gisim:- 2y a}+5

Syatas+10 Z5ai ad+20 2l asas+380 ;a2 o a 60
Zs af asasay+120 Z; a, ay a5, a5,

III. 1. Observand ci n!=(n—1)! n=(n—1)!(n—p-+p),

n!  (a—1)! pln—1)!
(n—p)t  (n—p+I) " (n—p)!"
+» AP7L Ticand p succesiv », p—1,...,1,0, multiplicAnd re-
latiile acestea respectiv cu 1, —A;,-I—Af,, —Ai... si insu-
méndu-le, obtinem relatia ciiutatd. Se poate incii descompune
combinirile de 7 litere luate cAte m in acelea care contin o
literi determinati gi care nu o contin; in acelea care contin
doud litere determinate @ si b, in acelea care contin numai
pe @, in acelea care contin numai pe b si acelea care nu contin
nici pe a nici pe b; in genere se vor descompune combini-
rile in acelea care contin p litere determinate, in acelea care
contin p—1 oarecare din aceste litere, acelea care contin p—2
oarecare din literele considerate, etc.; se va numira cite com-

deducem :

deci A?=A?

n—1

n!
pln—p)!’
ficand p=1,2,3...(n—1) s inmultind, obtinem relatia ciiu-
tatd. 3. Relatia CI'=Cr_,+C"} se verifici imediat. Apli-
cdnd-o celor doi termeni din membrul II, obtinem a doua
relatie, apoi fiecdrui termen din aceasti primi relatie, se

obtine a treia, etc. 4. Din relatia Cr =C24C2! deducem
C=Cr,,—Ct1 ", deci CrF=Crf,—CrotL. Insumand
dela k=0 pind la k=m in membrul IT dispar toti termenii
afari de primul CJ' ;. 9. Observind cii oricare ar fi I,

A% Anf=AY; primul membru al primei relatii se scrie sub
k=m ;

forma: A" X CmF = A™CP, iar primul membru al relatiei
k=0

biniiri sunt in fiecare categorie. 2. Avem (7=

e A8 9




(I, 6—1). ALGEBRA

k=m
a doua devine A” E (k-l—l J G2 N, | o TS

8 G+t (mt1) C?z--'m—ll =Cp, G+ Cr -t Copy
-+ ¢}, ete., §i insuménd, obtinem A™(C4-Cr—t+4.+C)_,)

n!
kN n—hk)!

]EO(CZ‘;)2= (7%, membrul I se serie E lc!(n—lc)!C"(C")2=n! Z(C"' o
=n!C}, (G.M.XLILp.611). 7. Se stabheqte mai intdi relatla 6,8

= A7, (G.M.XLIp.258). B. Cu formulele Cf=

i = On? Y, deducem 2 (—1) ¢ Croi=Crnr & (—1)

i=0

C=0, deoarece 24 (—1)' Ci=0. 8. Se poate scrie 6ZC3,,

=8 Cﬁ+3=zn(n+1 (n+2)(n+3). 9. 4Z2n*—Zn; insi

En3=n2(nj1)21 Zp= n(nj—l) deci l nin+1) Q2n2+4
2n—1). 10. 82723-{-1227;2—2271—312——72, (n+2)
@2n2+4n—1). 11. 62Z25n*—-9.622n*+23.6Zn—15n
=3n%(1872—13). 12, Desfacem pe (n*—1) in sumi de pro-
duse de 4, 3,2, 1 factori consecutivi. Observand ci el este
divizibil cu (2—1) vom pune: n*—1=(n—1) (n—2)(n—3)
(n—4)Fa(n—1)(n—2)(n—3)+B(n—1) (n—2)F v(n—1).
Inlaturind factorul n—1 si ficAnd n=2, gisim =15, apoi
inliturand factorul (n—2) si ficAnd n=3, gisim B==25, apoi
2=10. Avem: n*—1=(n—1)(n—2)(7n—3)(n—4)+10(n—1)

(n—2) (n—38)+25 (n—2) (n—38)+15 (n—1), deci: é:(n‘—l)=

24 ? Cn—1+10. 3! ? Cn—1+25.2 fa Cn-11+15Cs-1 5i folosind
proprietitile numerelor triunghiului lui Pascal, avem: Z(n*—1)
1

=24 C:+60C; 450 C3+15 C;=$n(n—l)(6ns—|—2l ntt

3 n(n4-1)

+31%-+31). Din aceasta deducem: L;n‘ 30 ———(6n3+9n?

= 1501~



RASPUNSURI $I INDICATII (i, 13—17).

“+n—1). 13. Ca in exercitiul precedent, punind 7°—n?+1
=(n—l)(n—2)(n—3)(n—4)(n—5)+a(n—1)(n—2)(n—3)
(n—4)+B (n—1) (n—2) (n—8)+ ¥ (n—1)(n—2)+5 (n—1) ¢
§i ficdnd n=1 gisim e=1; apoi simplificAnd cu n—1 si
facand n=2, giisim =28, simplificAnd cu n— 2 gi ficénd
n=3, giisim Y=89; apoi =65, a=15; 2 (n’—n2+1)=5!
Cn+15.4! Cr+65. 3! C.+89.2 Ci+28 Ca+ n. ete.

14. Se va scrie n+2n+3n+...+n.7z—[1.2+-2.3+...

+n(n—1)]=*nz(';J—2 (C§+C§+...+C,§)=n__2("2+1.)

—2C,’,+1=%n(n—}-l)(n+2). Se va scrie: 2nZn—25n(2n—1)
=n’(n+1)—2[2(n—1)(n—2)+5(n—1)+1]=n2(n+1)—
42Ca—52Z(n—1)—n=n2(n41)—4 - 22—

=%(21¢2+3n+1)=%n(n+1) 2n41)=2Zn2 15, Ter-
menul general fiind de forma: p? [n—(p—1)2=p*—2(n+1)

p*+(n41)2p2, s:tvemzﬂélp2 [n—(p—l)]2=>§ 10‘—2(714-1)%1)8

+0n 10 3= % (67°49 n2+,l_1)—2(n+1)[’i(”—;”]2
on(n41) (2n41) _ n(n41)

+(n+41) 6 T

1515 (12 n+1)]=n(7;\-(!_l)(n’+4n2+6n+4)

[67°4+9n24n —1

- n;(-)-__l [(n+1)*~1]. Deasemenea p2n—(2p—1)2=4 Spi

—4(2n+1)Zp*+ 2n+1)2Zp% se giiseste %72(72-{—1)(4723-]-

+6n°+4n-+1). 16. Avem (p+2)n(n+1) (n42)..(n+p)

=n(n+1)...(n+p+1)——(n—1)n(n-l—l)...(n-l—p). Ficand in

aceastd identitate #n=1,2,..n si insumind, termenii se reduc

n(n+1)(n4-2)...(n+p+1 )
p+2

17. Cele n? numere care urmeazd pe cele dintdi n, sunt:

afard de penultimul si gisim rezultatul

— 181 —



[, 18—27). ALGEBRA

(n+1)+(n42)+.. 4 (nt-nD) =2+ (”2-;1)722 ik [n (n2+ ; )]2'

18. Impitritul sumei este 2[(n+1)*+n3+1][(n+41)*—n®}

= [n24(n+1) ”+(2n-|—1)’] 13+n’+ (1)), 19. az-l--ab-l-b2

Ta—1)at - b—Db+5 (atb) a+b+1)——a<a+1>+

% b(b+1 H— 3 (a+v—1)(a+1b). 20. Avand 12 Qn—1)=n".

n®—2(2n—1)%. Observand ci (2n—1)*=8(n—1)(n—2)(n—3)
+386n—1)n—2)+26(n—1)+1.". Z2n—1)*=8.3!
Ci486.2 Co+26Crtn=n2@n*—1).". n®*—n*(2n*—1)=
n?(n*—1)%. 21, Se va aduna pe coloane si termenii din
linia de rangul m-+1, avand in vedere suma coeficientilor
binomului; se gﬁse$te ontl__ (p+2), 22, z=2n(n+1);
exemple: 3>+42=52; 102+112+122=132-}142; 2124222
+23*+ 242=252+27‘, ete. 23. Suma termenilor din fac-

torul general este %n(n-l—l)(n-{-?), iar valoarea produsului

——n!)®(n+1)2(n+2). 24 Inlocuind pe S; si

S, prin valorile cunoscute, egalitatea propusii revine la 30 S,

=nn+1)2n+1) (8n2+8n—1); S, a fost insid calculat
nl "+1) 673+97224n—1), de unde rezultd

cautat este ;=7 on _'_1

(12) si am gisit
precedenta. 29, Se va stabili mai intdi cii Sg=ﬁ(2n‘+6ns

+5n2—1)= -1?; Ss(2n2+2n—1), ceeace devine relatia ce-

rutd, avindu-se in vedere ci Ss=Sl 26. Avem Se,n=

7l(n+1)6(2n+1) jar Zs2n—§-‘n3+_“n2+ 272 112

n(n+1) 2+ 3n+2)= —n(n+1)2(n+2 0 (n--l-l‘)2

2 S3.=-— 2 n‘-l— 2 n3+ i n’—{- n(n+1)(n42)3 7:-+6n+l)

21. Numarul numerelor 1ntrebu1ntate pind la linia de rang n,

e e



RXSPUNSURI $I INDICATIT (i, 28—230).

n(n +1)

este 1424, tn=

» care este dealtfel ultimul numir al

liniei precedente, deci numerele din linia de rang 7 sunt = n

2
{(n—1)+1, n(n—lH- —7z(n+1 Suma cuburilor lor

1
este egald cu suma cuburilor celor dlntﬁ.lg (n+1) numere

- 3 : g 1Pl
mal pufin suma cuburilor celor dintdi =7 (n—1) numere;

2
2
se giiseste &[(n”-}ﬂn’—l— 3n+22—(n®—2n2+ 3n—2)2 | =
%71’(7z2+1)(n’+3). 28. La bazi avem é n (n-+1) ghiulele,

i 1
iar rdndul de d’asupra ri (n—1), ete.; numirul total este

-‘Cn+1—Cn+2——-n( +1)(n+2). 29. La bazi avem%n
{n—1) puncte de contact, intre sferele din aceleasi rdnduri

] 1 3 : .
si 2. En(n—l) intre sferele din rinduri deosebite; peste tot

g " (n—1) puncte de contact; in planul urmétor, d’asupra

3
bazei, vom avea §(n—l)(n—2) puncte de contact, ete.; sfe-

rele din planul al doilea au cu sferele din planul intai 3.

%—n(n—l) puncte de contact etc. Numirul total este 6%‘4
n

Cr=6Cr+1=(n+1)n(n—1). 30. Avem Z(C;) '—_ZP -

l2‘.1;;3-{—12 n(n+1) (6 S4+-9n*+n—1—15n2—15n+

2 1 120

10n+5) (n 1)n(n+1)(3n2 —2)512(0 )2+ (Crt1)2=

120 n(n+l )67 +9n2+11n+4) = —(3n"-|-3n+4)

— 133 —



(I, 31-32. v, 1-7). ALGEBRA

n(n+1)6(2n+1)_ 31. Termenul de rang ¢ al sumei este
_ aidGE—1rli _ r2ir(8a;—r)i+ (r—ay) (r—2ay)i
ui=a; 9 = 5

deoarece ai=a;+(i—1)r. Dand lui ¢ valorile intregi dela 1
la %, insumand si notdnd Sp=1%4-2%4.. .+ n* 2S=r2 S5+~
(Ba;—27) S+ (r—2ay) (r—ay) S, (G. M. XLI. pag. 449).

32. Tmpiirtim de o parte si de alta cu a™, m=—f1), m+1)(n+2),

ni—1 e e BT n__
avem a ® >n \/(a 1) (a 1)( g 1"), deoarece

a a.a? a.a®...a

1+(1+2)+...+(1+2...-|—n)=%n(n+1)(n+2); radiealul

este media geometricii a cantititilor din parantezi si deoarece
media aritmetici a n cantititi pozitive este mai mare decit
media lor geometricii (Partea I-a IX. 18), daci membrul intai
va fi mai mare decit ceiace obtinem inlocuind media geo-

metricd prin media aritmetic, a fortiori inegalitatea va fi
n—1 1l

. LI a—1
adeviratd ; deci trebue probat ci a 12 > n. = [—a— +

a®—1 a"—1 i
——+.+———|=1——1+, ceia ce este adevirat
2 3 2 n n(n4-1)
a.a a.a?...a P
n?—1 1
pentrucd o fiind mai mare decat 1, @ * >1, iar l=raam<i.
2

a
(G. M. XII).

& (aetba)z+bp" 4 ap
IV. 1. qazt+aB+0 2 @oet o)z 58 Fat 3.
Az*+Bz-+C

A2 FB o I care A=aaltbuatcat, C=af*+bBf+cf?,

B=2qaaf+ba'B4-baf'+20e'’; A,B,C" se deduc din A,B,C
inlocuind pe a,b,¢ prin a,b’,¢. 4. 1+92+4522+1202%+
210+ 2520°+ 210251202+ 452102+ 210, 5., —logz.

1
6. log 1__'_2; log gtz; ((:i-ll:; 7. RidicAnd la patrat relatia
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RASPUNSURI §I INDICATIL (v, 8—16),

dati avem: f*z)=1-sin2z, iar f(2x)=sin 22+ cos 2a,
f(—a)=cosz—sinz. 8. 2y - 2ha+ 2y 12 12— 92,
9, f(x+k,y—l—-k)=(am’+2ba:y+cy’+2dw+2ey+/)—Hah’—l—
+ 2bhkA-ck*+-2dh+-2ek+£) -+ [2(ah+bE) a+2(bht-ck)y—fl=
=f(@,y)+1h k) +Pla,y). 10. 2aytaxty2)+r2 o>+ y2+
+224-2hx 42y +20x + 22412 —r2, 11, Analog cu (8),
avem P(z,y,2)=2(A%+B"k+B)2+2(B"2+A’ :+Bi) y+2
(B2+Bk+A"1)x—D. 12. @+ 2545 (242410
(@®+y*+2°)—8xyr+5(a+y>+23)—3(ay+zr+y2)+ 2ty ++).
13. Egalitatea dati poate fi serisi: nlf(n)—f(n—1)]=f(n—1)
—f(n—2), care se verifici imediat. 14. Avem Un 41
[f(n)—f(n —1)] =an—1an [f(n—1)—f(n—2)], ant1=ban=
=0V*an—1. 19, Daci f(z) este de gradul n, expresiunea din
membrul I este de gradul n — 2, deci n =3 ; punind
flx)=aoa® + a12®*+ asx + as, substituind si identificand,

rezulti f(z)=%w3 —% 22t oaxr+B, « si B fiind arbitrari.

" = Aat A Bairh € r2s ; .
16. Fie f(z)_A'x’-l-B'z—}-C" Prin ipotezi avem A40;
A’740 si unul din C §i C' diferit de zero. Daci scriem con-
ditiunea ca f(1—z)={f(x—1), avem (AB'—A'B)(z--1)’—
—(BC'—B'C)=0 din care rezulti: BC' —B'C =0 si
AB'—A’'B==0, adici presupuniand B'5£0, avem:% =%=%,
care reduce fractiunea la o constanti. Dacid B'=(Q *.* B=0,
celelalte rimanand arbitrare. In acest caz, trebue si avem inci :

A2*+C A+Caf P =
Vo rC A’+C'a:2—1 care di: AC'=A'C s A2+C

=A"+C% A+C=+(A'4C) si A—C=+(A'—C)
Primul sistem:{ﬁigzﬁ:i_g di A=A", C=0C care

o (brezgie
care di A=C, C=A" si avem: f(a:)=Ax2+£

Aa? + A
39) {ﬁtgi_fzg’ care di A=—C', C=—A’", adica

reduce fractia la o constanti.
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A2 —A G [AFC=—A—C ., A=—4
f(z)—Alzg_A:4){A_C _A+C' ** C_. C’ deCI
f(z) constanti. Asgadar, singurele solutiuni posibile: f(z) =

2
Afv 2_:_8:& unde e=1 sau ¢=—1. 17. Deducem imediat

din relatia cerutii: P(z, y)=§ [F(zy)+F(y,2) IR(2.9) si

(Z»Z,(:lt,?/)'—"l [F(z,y)—F(y,2)] R(x,%); deci daci punem:

F(z,y)= g;(( ,y))’ avem: R(z,9)=2 Fu(z, y) Fs(z, 9); Pla, 9)=

=F(z,y)Fa(y, 2) +F1(y, z) Fe (2, y); Qla, y) =Fi(z, y) Fs(y, 2)—

—F: (3, 2)Fs (z,9), unde Fy(x,y) si Fy(2,9) sunt polinoamele
intregi.

V. 1. Pentru =1 numiritorul si numitorul se reduc la

2

zero. Punind 2=1-}¢ expresiunea devine E=(§i§)ii%
3 AT 11

zlz_w;i E= lg;zo E—z 2. In acelas fel gitsim:— 5" 3. Pu-

nind 2=—14-¢, expresiunea devine E= ;—_'_ » lim. E__—%

L —gerdet (gt

4, =— € : E= = Pl
Punind 2 1+4¢ giisim: E PP Yy

; —2
lsz=___—1=+2. 9. Ficind pe a=a-t¢, simplificind si
trecAnd la limitd, avem: ma™ 1. 6. Vom scrie sub forma:
" —a™ gt —ag T
E= . » rezultatul mn o™ 7"~2 1. In acelas fel,
r—a xT—a

" —a™

n___n P P
-~ " —a" a2’ —a
seriind: E= .

3 » vom avea ca limitd
z—a z—a x—a

mnupa™t" =3 8, m, mg...mn aMAMetdmn—n, 9, Facem
(1+s)m—1_1
e

a=1+¢si simplificand cu €, expresiunea devine E=

+(1+e i + + 1—|—s)—1 ; dar lz'm.(1+e)p——= im
=30 € e=30.
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[(14ep4(1+tep—24 ... F1]l=p, deci lim.E=1lim.E=
i z=y-1

=0
=l+2—|—3+...+(m—1)=(m;l)ﬁ- 10. Dupi cé facem

2
2
@=1-¢ si simplificiim, avem: E=%§;—e~ Cénd facem

pe z si tindd citre 1, deci €0, numiritorul tinde citre 2,
iar numitorul citre zero: deci valoarea fractiunei creste ne-
mirginit. 11, Ficand pe z=14€, expresiunea dati devine
ne( ot (14 oriqi—e _
e[(14e2—1] )
_Q4ert ][4 —24... 1]

succesiv : E=

e(e+2)

_ 2[(4e ][4 —(14e) 24 (1)1 —(14-2)]
e(e+42)

2 2 +e) 41 1 4e) 2 H (1) e+ A1) [(1-+e) 3+ +1] .
€+ 9 ’

ddos lim BE= limp=2=1)+1to+. tn—2
=31 =0 2
—n=1(n+2)

+ (S.E. G. M. II1. p. 44). 12, Expresiunea

S ()
dati poate fi scrisi sub forma: E=[[((:2+aa2))—3(:12]]‘=
_ (a*—2a?)°

= @—2a) x* —2a’ deci iir;zaE=0. (S.E.G.M.II1.p.45).

4

6 6~
13. Aducem radicalii la acelas indice si notand \/a:=y. \/a=b

3 o MO s 1 7 P §
avem de aflat Jimita fractiunii ¥ +3bzz_zzb i pentru 7,

6
tinzdnd citre 5. Rezultatul final este 3\1’; (G. M. III).
Va:—l
a—1

14. Expresiunea dati poate fi scrisi subt forma:E=

Vz—1 4 Vo
+ x—l - z—ll, deci ne propunem si giisim limita unei
z— z—

Uy
z—1

expresiuni de forma e== , cind z tinde ciitre 1. Punind

e S
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'{/;=y, avem: g= ;’;:i si acum ficand pe y=1-tc¢

L gE e s = 1 deci
vem e= N egr—1 Q+orFatert..+1
lime==1lime i | Asadar lsz=1—|—l+l=z 15. Se va
y=>1 e=>-0 P =1 2 4 8 8

face numiriitorul rational, dupi aceia ficaind @=1-¢ i sim-

o : - 7 )
plificAind giisim cd limita este o 16. Expresiunea se poate
z?—1

@—1) N2+ 7' +2Va*+7+ 1)

1 Al . LT
tatul r 17. Din fiecare parte, rationalii sau irationald, se va

scidea valoarea pe care o ia pentru =1, diferentele se vor
divide su #—1; giisirea limitei fieciirei pirti ca la 13 si 14;

pune sub forma: ; rezul-

rezultatul este g—g (G. M. V.. 18. Proceden analog; rezul-

1163 I 0
tatul este 972" (G. M. L). 19. Punand z=1-}¢ si simpli-
ficaind, expresia devine: % [pe2+(a+3b)e+(2a-+3b)], deci

pentru a avea limita finitd trebue si avem: 2a-+3b=0.

20. mat+nb=0. 21. mia;tmsas+..Fmnan=0. 22. Se
12—
va pune \a=y, expresiunea dati devine

m(y*—1)+ny*—1)+ply*—1)
(yu__l)a
ritorul devine N=(6m+4n+3p)e+(15m—+6n-+ 3p)
e+ (20m-+4n+p)e2+.... iar numitorul N =e3[(1-+}¢)+
(14-e)t°4...41], deci trebue si avem: 6m—+4n+3p=0
si 16m+6n+83p=0. 23. Proceden analog, numiritorul
N=e[(6+9m+4n)+O+18m+4n) e+ B+ 15m+n
€24 (1+6m)e3+ me], iar numitorul €3, deei trebue si avem:
9m+4n-+6=0. 24. Scriem expresiunea sub forma:
(@"—1) (" —1)—n(z™—1) (z—1)+n(z™ 1) (x—1)—mn(z—
(—1)

- Punind y=1-}¢, numi-

B=
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RXSPUNSURI $I INDICATII (V, 25-—26).

=g X " g2 1—p Vb a:"“1+a;"'"2+--~+1—?72_

xz—1 z—1 - x—1
m__ Tt £11 EOP Ll s V|
Dar: lim = 1=m, lim & gk Pstim = & s
=1 & — =1 xz—1 =>1i=1 T—1
n—1 I n— o
= Dl IR o B e T i
i=1z=91 2—1 =1 2 =1
=m n(n2—1) +n 4 (m2—1)=% mn(m+n—2) 25, Scriem

expresiunea sub forma:

E (w"‘—1)(:1:”—1)(a:"~1)-np(w-1)’(x”'—l)+np(x—1)2(z"‘-1)—mnp(g;-1£

(z—1)
m
_a"—1 (@"—1)@”—1)—np(z—1)* z—1
= s » (a:—l)s -l—np\w_l‘- Dar

mn

- "—1)(xP—1)— T
lim Ey = lim z——1=m; limEg=lz‘m(z D(@?-1)-np(a—1)*

=51 > T— =31 =31 (x—1)8
m—1, m—2_] A
=1 np(nt-p—2) si lim Ey=lim = il s L
2 =31 =31 - =31
m—1_3__ m—1 LIS m—1 P
p b s LT 1=2z=w; deci lim E = 1
z—1 i=1zyp12—1 = 2 =31 2

mnp(n+p—2) + %npm(m—l)=% mnp (m+ n+4p—3).

_ (@™m—1) (@™—1)...(a™ —1)—m, Ms...my (@—1)"
26. E (x—])"'H‘ 2
Observénd ci exercitiul acesta generalizeazi pe cele dous
precedente 24 si 25, si observind ci rezultatele in acele ca-

zuri sunt de acelag fel, vom presupune ci el subzisti in cazul
a(n—1) coeficienti, si s aritim ci el subzistirgi in cazul
urmitor a n coeficienti. Admitem prin urmare ci

o (&™—1)(z™—1)..(z""1—1)—m, Ma.Mn—1(z—1 ot
o> a1 (z—1)

=% my my ...t [myFme .. a1 —(n—1)] (1)
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(v, 21—30). ALGEBRA
: - g™ —1
Scriem expresiunea E, sub forma: En=_z__—1— X
(2—1) (@™ —1)... (@™t —1) — my ms...mn—1(xz—1)" 3
(@—1)"
a"n—1
— Sl i -
My M3 .eeMp—1. P na' SO sau inca: En=x - X
== z—1
—1 My, —2 nar
En—1-+ myms... mn—1.mmn tam?t.. 41 Mn, deci:

a—1

2 .M —1 L o™l t1-m
lim En=lim X lim Epa+my mg..mn1lim o e
z=p1 e3> T—1 231 o=y1 $=1

’mn(Mn 1)
2

my My ...mn (my Fme=+ ...+ mn —nl. (2)

Cum acest rezultat a fost demonstrat pentru n=3, el este

= Mn . My Mot [+ Mgt Amina—(0—1) | 4myettna—

DO | =

1
adevirat pentru n egal ca 4; 5,..,n. 27. Punind 2= 2’ avem

a+be

E= o B ———— pentru ca s creascd nemirginit, trebue si facem

. s a
pe € si tindd citre zero. Avem deci: lim E—lsz=?

=00 s-yo
28. Avem E= ”j’_g:"_” el v limE= sli?;zoE_ 29, Avem:

atame+t..Fama1e" 4 ane” - Pentru m<n
b+ bie ...+ b1 e 4 bue” .
ata,e+...+ame™ el i b =
B e i

! 3 ¢ a
lim E=0; pentrn m=n, lim E=lim E=—; pentru m>n
=0 e=po0 e b

lim e""=(), iar Izm

. W s 1
al doilea factor are limita 3 dar primul factor = creste
peste orice limitd, deci F creste nemirginit cind a—>o°.

f or e ¢ 1 )
30. Inlocuind pe z prin — expresiunea devine:
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RASPUNSURI $I INDICATII (¥, 31—35).

1 1
A |
514:81 1+ : 7; deci lim E = lim E= Lo 1
(1—e)itei(1— ) a0 =0 1

31. Inlocuind pe z prin %1 expresiunea devine:
—1 ' E
pe it Vidd 1] VitVid—q

8_€V1_5e’+€4 Tas V1_552+€‘ =900
lir;zoE =Y2 —1. 82. Scriind expresiunea sub forma:

3
3 ;
E=;/a:+7a X \/'a:+7 i fdcand a;=% avem :
Vata 4 _ \/z_
z+a
1 3/ Bac
E—'a‘a’*rx\/l_’_?’“e b . ,I_M Observind ci limitele
\/ 1+ac .14 \o/ 2a¢
1+ac
1
factorilor al doilea i al treilea sunt 1 si cﬁ%—§<0, dedu-
cem cii valoarea expresiei trece peste orice limiti cAnd @ creste
1
nemiirginit. 33. Expresiunea poate fi scrisi: E=—-+—x—-
Vo 4-z+1+2

L adh ¥ e
1Hifets 0 Sk

li;noE 1- 34. Ficand pe z= %v expresiunea poate fi pusi
(a—a)+(OB—b)e+(c—¢)e
e[Yoybete +Vatbetc e

Ficand pe x=%, avem: K=

sub forma: E= - Daci aF%da/,

lim E=o00; daci a=4a' insi b%4}, avem lsz—b _b;

200 A

daci in fine a =a/, b=1"0', dar ¢5Zc’ «*+ lim E = 0.
=00

2241
3—|—a:2+1 242\ 2521 +a:’

Nedeterminarea co— oo devme ;v care ridicatdi ca in exer-

35. Expresiunea se va serie a
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(v, 36 —43). ALGEBRA
citiile precedente, di limita%- 36. Procedeu analog. Limita
(5. E.G.M.ILp. 108). 3T, 1wl g0 40Vt

. 38 S e NG IR a o . . .
si Vot a2+ a1 tind citre infinit cu @, si scriem expresiunea

dati sub forma (V224241 ——x)+(a\/ 2ttt z+1—2)—

—(p—2)x, cAnd = creste nemiirginit prima parantezi tinde

2
jar limita wva fi % (G.M.VIII). 4l. Se va scrie sub forma

(Vaa:’-l-bx—l-c—\/_a:)+(Va'x’+b'a:+?—V;'x) [p—(Vat

Hd)la—q . p—-\/:z-l-\fa g7 = (Va+\l_) si limita

1(b _b_) : o H
5 (Va + Vo 42. Generalizarea chestiunei 40; trebue p=1k;

limita va fi %—*—ni +.-+ ;ll— (G M. VIII). 43. Fie P(x)=
1 2 n
Az?+ Az? Q,(a:)=Ba:”+Blacq"+ « Se vede in

1 1 - e gt
citre =» a doua citre 3’ ca limita si fie finitd trebue p=2,

primul rind ca% nu poate fi diferit de p » ciei presupunind

de exemplu —<—, putem scrie expresiunea sub forma:

i e m.[
o [ m T \/A+A1+ \/B-{—B'—}- ] si in acest fel

se vede ci limita nu existd, valoarea expresiunii crescind

o ; p_q .. i

nemirginit cu @. Prin urmare - =" §Lin acest caz rationali-
R

zand expresiunea avem :
E= e i sco
mn mn mn 81 SCO-
\/(Pn)mn—l + \/(Pn)mn—Q Q™ + + \/(Qm)mn—l ¥

¥ % =0
tdnd @ la puterea cea mai mare in factor, avem ™ m, care

trebue si fie egal in grad cu numaritorul, deci in primul
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rind : mp—ﬁ intreg, adicigintreg. Punand 2 = k, trebue
m m m

deci ca gradul numiritorului si fie (np—Fk). A§adar7%=%= k

(k intreg) ¢i P* — Q™ si fie un polinom de grad exactpn—*~,

44, Avem S3:8! = [n(n+1)6(2n+1)]’:71.3(n8+1)3=§(2+%)

8
o ) g 2.Q8)=2,
(2 gl 1), deci lim (S%:8%) 9 In cazul general S, este

un polinom de gradul (m=1), lucru care se vede, pe baza
relatiunii cunoseute (n-41)y"+H=1 4 Crt18m + Cont1 Sm—1 +
Cn+18Sm—2+...+ C::HSI-I-n, din aproape in aproape. S, fiind
de gradul al 2-lea si Sy de gradul al 3-lea, urmeazi ci Sg
S',',"
m—i
P
limitd finitd gi diferitii de zero, trebue ca gradul numéritorului
si fie egal cu cel al numitorului, adici m (p+1) =(m—9)

(p+i-+1) care dx m=p-+i+41. Pentru aceasti valoare a

S';" Gakl (p +i+1)m_i. (n +1)(p+1)m :
S"I:I: 3 (p + 1)'” (n+ 1)(P+i+1) (m—1)

este de gradul al 4-lea, ete. Asadar, pentru ca si aibd o

lui m, avem

M DTN e WL TR 1 :
[‘ (i — O G e ] P Al
1 I m_i,decl:_l;m—sﬂ_1
2 Py — N=Pp-00 3
[ 1= W—Cﬁwlmw “...] o+
; p+1
=%—1- Ficand p=1, i=1 avem rezultatul gisit
9
mai sus: 83: S§=§
41 1 S 1
45. Avem: E;=n (:—;—%)=("—;———)—g=§;l§g=n[n—;—§]
8 n_(ENCub) n_ny 1wyt 11
w3 67 83 3°2 3"'6n 2'6n
R | o e . COS:
'l‘z_r;zooE,—2. In cazul general, avem: E,=n [n”"H m+1J

— (m+1)8Su—nmtt
(m—+1)m™

(m+1) Sm=("+1)m+1—(m_l—Tl)m St
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+ £1(n), unde f(n) este un polinon in 7 de gradul (m—1);
dar : m Sn_1=(n-+1)"—f2(n), unde fo(n) este un polinom in
n de gradul (m—1) cel mult, avem deci: (m+1)Sm=n"1!

+(m+1)n""—(ﬂz——;:1—)n""+f(n), unde f(n) este un polinom inn

(m+21)n 1)
de gradul (m—1) cel mult, si ca urmare: En= CEEIIE
_1, fl) . fl) _ o
== 2+(m+1)n"" deoarece”i?cr,to e =, rezultd ca "l_z)nio

1 | 1
En= 5 46. Termenul general se poate serie  —7 7

iar f(n)=1— n—:- 1: cand n creste sciiziitorul descreste, f(n)

tinde citre 1 cand 7 creste nemirginit. 47. Fie r ratia pro-

- e 1 :
gresiei, termenul general se poate serie: — |~— — ) iar
rlan anp
1)1 1 1
=—|—— y U =—. 48, :

) r[ax a1+nr] nl-%of W=z i
a— an+1 a®— an+1 a’— an-{—l 7y an+1
+...+8.= s i +...+ S w T -CR

na"tt 1
i 1P unde a=13 cand n creste nemiirginit ot 5i na"tt
tind citre zero, deci lim. (8;+8s+...+ S,+...)=(—1i“—a)—2
=9; pe de altd parte lim. S;=1, lim Sz=“12‘ ...... , deci

lim. 8y + lim. Se + lim. Ss +..=
1+%+—2+...=2.-. im. 8,48+ ...+ Bat )=
lim. 8+ lim. Ss + ...+ lim. S, +...

49. Observim in primul rdnd ci avem: pl—pg=(—1)p ;2 9(1)

~ gi in general relatiunea : pan—P2nt1 = (-1 [&%;mll (2).

p2n+1—p2n+2=(—1)[22l:2£2—'ﬁ] (3). Ficand in (2) si (3) pe
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RASPUNSURI §I INDICATII (¥, 49).

n si ia valori 1,2,.., si inmuljind - toate relatiunile astfel

obtinute, si (1), avem : P2n—1— pan=(—1)r—1 % (4)

§i pon— p2n+1=(—l)2".g;l_({ (56). Fiicand acum in relatiunile

(4) si (5) pe n si ia valori 1,2,..., (n—1) si adunand la suma lor

X L BT tiagsl
relatia (4) avem: Px—mn=(2?—¢1)[—§§+§—§+§—...
1 1
s o ol WS R i TR U 1 st |
tpe—g} e ST B L ~ge]
=2
22
1 1
A DL e e, T
=T W ) P
2
3 4 1 1 1 1
U nomeseds [‘?Jr?"’am—w]'

TSR TSR St W | X
. De unde p;—"_l;rgzopzn—3(p q)[ 4+8] sau inei:

el —pto 1 —2p+qg
lim pan=p+£(p—g)= g Tglb—a= 3
Din relatiunea (5) mai rezults e lim P2nt1=lim p2n. In cazul
TP 00 n=Pp00

cind se inlocuiesc mediile aritmetice prin mediile geometrice,
avem in primul rind: p,=pigl; py=pigl, ps=piqt. Apoi

2
observiim din aproape in aproape ci: ( Hgh )=p2" 1 P22

Pon—1 Pin—1
= S
e P2, ridicAnd relatia din nou la patrat avem : (&) =
Pen—1 D2n—1

2, 2, - ;
e . = e Dind L Uin2 inlocuind totdeauna pe cel cu indi-
DP2n—1  p2n—2pon—3 P2n—3

cele mai mare prin relatia care il defineste. Giisim astfel relatiunea
2(n—1) 1

important.ﬁ:(ﬂ)2 =Dz sau inecd Boe (2)22(7'—1) (1).

‘L P2n—1 P1 P2n—1 D1

Din aceastii primi relatiune, daci presupunem ci D2n §i pon-1

= DAl 10
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au fiecare limitd cAnd n—>oo, rezultd ci: lim. p2n=lim. p2n—1.
e o N=—Pp-00

2
Plecnd dela (P2n+1) =p2"€2"—1=p2“_1v se giseste ca mai
p2n pP2n p2n

1
sus o a doua relatiune: Pant! = ﬂ)”"‘_l) (I1). Ficéand
p2n D2
acum pe n egal cu n—1, n, n—2 n—3,...2 in ambele
relatiuni si inmultindu-le intre ele gsi cu I giisim:

1 1 1 :
( p2n \'= (ﬂ)22(n-1)+---+-5’- (258_\)22(1;—2)"'---"‘?; avem :

Ps P1 P2
5 Pa ¥ Ps 3 8 1 $ 3 LV
hm 2 =(—— = (-—-) . = T: T =mnb =3 2 t
Jim pan pl) o) =t ip =y Vp*q
50. p si ¢ fiind pozitive, toate'numerele pn §i gn sunt pozitive.
1
Avem in primul rAnd: pan—Pn4+1=Pn —p”_;—qn—':‘é(pn—%s)

sign—@H=aqn— VPnQn = m [V_q‘,. —_ Vm’ deci stiind cd
media aritmetici a doud numere pozitive este mai mare ca
media geometrici a lor, avem: P > putt; gn <gn+1. Dacd
1<i, Pi>qi>qi1>> 0 > 05 dac j>1, pi>pi+1> e >Di>>q

deoarece avem relatia: pi— ¢= &_1——‘2——%——1 —Vpi—1gi—1 =-;—
(Vpj—1— thj_—l)! >0. (1) Ficind in relatiunea: pj— q,'=%

(VE:——Vq;_'—;)2, pe j egal succesiv cu 2 84l =1 n
si inmultind aceste relatiuni, avem dup# simplificirile facute:

o) V)

1
@) pn—an= gz (Vp1 — ’-( =
g o=V, G Vo Vi
(V_pi-i_}v—gf:—l) Observim acum cii pentru ¢>2, avem:
Pn—1 gn—1
v;);_vqg—v—f_:—vg= _2_( ) e q’pi) » dar p;>p' $i
Voo tVa:  VortVa  OpatVa) Vpit-Vao
gi>>qs, deci peqi>>qepi ™% Vpsqi— Vgepi>> 0 si ca urmare:
(3) %+\V(%<\V%:+% pentru i=38,4 ... Avem in acest caz:
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RASPUNSURI §I INDICATII (v, 51—51).

Vp:—Yas

n—2
Prn—gn<< 21,,—_1 (Vpr — Vg™ (—v—-_) (4). Cand facem pe n
qs

Vpa+ R
si (VP: 2 VE)

1
i creascil nemirginit in relatia (4) factorii e
V’; +Vgs

2n—1
tind ciitre zero, deci intreg produsul tinde cdtre xero, deci
(pn = Qn) =(.

lim
N=P00
51, Prima parte ca mai sus. Numerele P descresc cu n, iar
(p—q?
2(p+q)
Pi—q Pr—( Pi—qi s 1
m dar p:+q:>m’ deci avem: pn—Qn<§;
(P_—Q_)z(m—‘h)"‘l
p+q

P1+q

=POP2G=D1q1...Dngn=pq, deci ﬁ;nwpn ="l_i;n°°qﬂ= Vpq.

numerele ¢ crese cu n; Nn<g<..; pn—gn=

o lim, (pr—gqs) =0, avem apoi p; q,
Ne=Pp-00

2
32, —1.(G.M.1D. 83, Pantnd X =954 ¢ ‘uuds lis § =0,
a a=»00 1

expresiunea dati devine g — Va’—2ap—a€ si fdcAnd-o ratio-
31

nald la numiiriitor, se vede ci ea tinde ciitre p. 54, 81

(G.M.III). 85. Avem Anii=Yaf A, Av=YaFA, 5.,

A >Va+Va> A, deoi Ama>An iar din A%y — A, —
a==(), A;—An—a<0, prin urmare A ,, care creste necontenit,
riméne necontenit mai mic de cat radicina pozitivi a trino-
mului precedent, prin urmare tinde ciitre o limiti; aceasti

limiti este %(1-’— V14-44). Limita este rationald si intreagi

ventru a=/;(k+1), % fiind un numir intreg pozitiv: c4nd «
tinde ciitre zero expresiunea precedentii tinde cate 7. 56, Se
va cduta o relatie intre limita de determinat pentru cazul
<ind sunt p —1 radicali suprapusi si acela cAnd sunt p ra-

gttt F B | 1 | ;|
i : e B A e g
dicali; rezultatul este: 2 P S e S n”‘I] -

{G. M. VI). 57. 8e va tine seami de relatiile cunoscute din
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(v; 58—64). - ... -ALGEBRA

S

. rra - r+ . :
geometrie a' = +2- , pl= ra’=vr = ; inlocuim pe r

- # : v 1
si facem numiiritorul rational, ete., rezultatul este 7 98. R

fiind raza sferei, » raza bazei conului, g generatoarea, ¢ indl-
timea zonei, V vérful conului, O centrul sferei $i A un punct
situat pe cercul de bazi al conului, al cirui centru este C,
STt 7. 5C. deot O B fur g=BI2BI=
OA"=0V.0C, deci OV—-E:? e
triunghiul OAYV, iar din OAC, CA=r= V2Ri—12 deci
rg __R(2Ri—1?) . R(2R—2) -
— > . S Fep——agei——— ; l -
TR o e 1 T e
mita este 1. 99, Inil{imea fiind 2z, avem Sz:Sx=(xVR+x):
RYR—2).". _l_i;n.§=°°. 60. Avem L;+Le=L, dease-
z=yR Ox
menea Ls+Li+Ls+Le=Li+Ls=1L ete. Cond n creste
nemiirginit fiecare din cercurile descrise tinde cétre un punct
al diametrului: limita sumei este necontenit egald cu lungimea
cercului dat, pe cind suma limitelor este egali cu diametrul
1 n—
siu.. 61, Se poate scrie ___—2———- pin ) ; cind
Vot m—a) tgi(n—a)
tinde citre ™ primul factor tinde citre 2:7, iar cel de al
doilea citre 1; limita ciutats este 2:7. 62, Avand in vedere

din

raportul este

: 1 1
" inegalititile st gz .. — ——¢ot —=__gol
i gga1at1e sme<ellgw 0<a: cog:t:<smw cotgx
=‘1—cosm
sinx
rimine cuprinsi intre doud cantitiifi una 0 i alta care tinde

x
= lgE; cand z tinde ciitre 0, expresiunea datd

citre zero .. lim (—15 —cotgac) =0, . pentru lim.x=0.

63. Putem scrie: 1—%208‘5(14- cosz+...7F cos"'la:)=%><
- af? 8

R

§ D)

"

' 2

n

A +cosz+...Feos” Lx); limita este -
, » 2

64. Ex-
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RASPUNSURI §T INDICATII (v, 85-67. Vi, 1).

. ]
: sin=|.
i : 1 2]1 ¢ cos’x
presiunea poate fi pusi sub forma:;—2— 3 +eosart- o
5 | cosmeosy

iar limita cAnd z—>0 este 3 ‘65, Expresiunea poate fi scrisi

. n P [t
si astfel: (ﬁ:}i’_"’) (82:%”) (—5—?); limita este zero, daci

n=>p; 00, cand n<p; 1 cond n=p. 66, Se poate scrie

arctg (a+a)—arctg(a—z) tglata)—tgla—z). snd
(a+2)—(a—2) " (at2)—(a—g) ~ PUD4D ‘

arelg(a-+2z)=0o, si arctgla—az)=19,, cand z->0, P si P

tind ciitre un unghiu 9= are tga. Apoi insemnind deimpir-

: —_ P —P _ ( o —0

titul cu E;, avem: E'_tgtp,—tg%- (sin(%—%)) X

c0s Py cos 9. Cand >0, primul factor tinde citre 1, ceilalti

doi citre cos(arctga)= I—‘I%ﬂ" Asemenea impartitorul poate
(sin o x) 1
22 | cos(a+z)ecos(a—a)

cind >0 este 1. g :

=

cos’a  costa

fi seris: Ey= deci limita sa

67. Observand ci avem :

n 2z 3 3 =
cosz=—5"—— ficAnd in aceasti relatie succesiv 2=a, —
2sine .

? 2,
a a a - - .. - .
9t gt g §i inmul{ind relatiile obtinute, gisim P,=

; .« sin2a | | (a) o
donttgr, — )— : Bl P v
sm2a.(2" sin 2”) oY .[sm o) 2n], facand pe n si

e e sin2e :
creascd nemarginit, lim. P, = » iar =>0, avem lim, Py=1,
n=y00 20

care este egald cu produsul limitelor factorilor, limita fiecirui
factor fiind 1. : '

- VL 1, y=2* Si aritim ci functiunea y=g? reald pentru
toate valorile dela — oo Ia +-o0, este continud in vecinitatea

unui punct’ corespunzitor lui 2= &, Avem: k=(zo}+1)? —
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I, 2-3). ALGEBRA

2> =2hao k7. Si aritim ci putem determina pe & astfel ca
si avem | k| <g, € fiind pozitiv dat oricat de mic. |2hzt-R2<e;
saa incd |A|.|220+h|<e z, fiind o valoare luatdi, putem
alege totdeauna un numir pozitiv M, astfel ca pentru ke
suficient de mic si avem: |220+k|<<M. Luind deci pe |k}
astfel ca |k|.M<¢, vom satisface afortiors conditiunii |72].

g
|220+h| <e. Agadar insemnind cu 7)=ﬁ- este de ajuns si

luim cresterea % a variabilei = in intervalul (—7,+7) pentru
a avea cregterea k a functiunii y cuprinsi in intervalul (—¢, +2).
Funectiunea y=2z* fiind continud intr’un punct o oarecare al
intervalului ei de existentd, este continudi in ori ce interval
(a,b). 2. y=2ab Avem k= (zo+h)—al =38z h+ 3z h*+h*
=h(3x2+3aoh+h?). Si aritim ci fiind dat e> 0, putem
determina un interval pentru cresterea & pentru care sii avem
|k|<e, oricat de mic ar fi € dat. Avem in primul rind:
|R]. |82 2 +3xk+k2| <& Observim ea in cazul precedent
ci putem alege un numér pozitiv M astfel ca pentra
h suficient de mic si avem: |32i -+ 3= r+R2<M,

3
deci este de ajuns sid luim |h|<ﬁ' pentru ca si avem

|k| <e. Deci functiunea fiind continud in orice punct al
intervalului de existentd, este continui in orice interval dat

in intervalul de existentd. Dacil ludm 20 =1 si 8=i-10—3 trebue
1

si avem: |hl.|3+3h+h2|<—1—0—sv deci observind cii | k| este
1

mai mic ca 1, putem lua M=7 si ca urmare: |h|<W-

IR 31 L 3 1 ;
i T e 103.8(3+10’.8+10°.8’) 9]

1 5 1 b
k<m(3+1—|—1)=m<1—0§- 3. Procedéim ca in cazu-
rile precedente. Avem: k=(zoF+A)"— 20" = h(mae™ 1+
Clha"2+... " 1)<e. Luand M astfel ca |mae™ 2+

Cha™2h+... -t <M, avem|h|<—;z, ete.
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RASPUNSURI §I INDICATII VI, 4=T).

, 3 sin 3
4. Avem k=sin (@o+h)— sin x,=2 sc’n§ cos (xo + §)= T o h.
2

cos(a:o+ g)’ deci trebue si determinim o limiti pentru intervalul

sin—
valorilor pe care le poate avea % pentru ca si avem: 7 X
2
h ™3 h
1h|.|cos(a:o+§) < e, dar 7 =3 cos(a:o+§)’_§1, deci
2

este suficient si luim |[k|<<e, pentrn ca si avem [k|<e
oricare ar fi @, Deci functiunea fiind continui in orice punct
al intervalului ei de existentd, ea este continui in orice

interval al intervalului de existenti. 5. Avem k=—2sin-2}z

sin(a:o-l--g), gisim |k|<<e. B. Avem: k=sin [(zo+2)2 +22].
sin [(zo+h)2—22]=sin ((@o+7)2+22]). sin [k (220+1)]. Putem
serio K =loinla-Hir-+ai] R Bt B 1oy ),

cum primii doi factori au valoarea cel mult egali cu 7, este de ajuns
st ludim [220F7|.|k|<e, deci alegind pe M astfel ca|2z,-

hl<M, limita cresterilor % in conditiile cerute este 7= 1\% - ete.
(@o+ h)» — - 27

sin ———————

1. y=sin™z" Avem ca mai sus: k= @F h2)" = X
2

et =] Xeos [EE B E ] sy, gy
+ sin™2 (@o+ B)". sina? -+ ...+ sin (@o+ Ay sinm—1 g2 =1
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v, 8—9). : ALGEBRA -

(zoth)" — 2%
2

(fbo + k)" — @
2

sin

[nat—t 4+ Crhal =24 ... +A"]

X
08 [(xo +h2)” T w;‘]x [sin™ (a0 +R)" 4 sin™ 2 (@o-+-R)" sina+

..+ sin™1g"]. Observind acum c#& putem alege un numir
pozitiv M, astfel ca oricare ar fi % suficient de mic si avem:

|nat 4 Cahar 2 4. 42" | <M« *« | k| <|k|.M.m, deci
punénd “f)=Me

5 este suficient si luim pe 2 in intervalul

(=71,+7) pentru ca si avem |k|<<e; ete. 8. Avem: k=

| aresin(ao 4+ h)—aresina, |
™ |sinaresin(azo+h)-aresina,)|
X | sin [aresin (zg~h)—aresin o] |= |R| X | (@) Vi—22 — a0
V1— (zo+4) l unde R inlocueste primul factor al expresiei
precedente, si observiim asupra lui: dacil h tinde citre zero,
R se apropie de limita 1 prin valori superioare. Dar [k|=|R|X

{eoF ) V1—22 —2V1—a8 +20V1—a? —ao V1= (mo+ |
2wo+,l Zo
=|R|. [4].|V1— wo—l—vl VG | e b fiind

cresterea valorii unui sinus este mai mic in valoare absolutd ca

1 si cea mai mare valoare a numitorului Vl—:z:o -‘-Vl—(aro-‘l‘h)3

este Y1— 2?2 iar cea mai mare valoare a numiritorului (2a0+R)zs

este [2|ao|1]|x0|. Rezultii cii putem determina doudi numere

pozitive N si M. destul de mari, astfel ca si avem pentru

(2ao + k)0

i i —z} M.
oricare %, |R|<N si |V1—22 +V1—x§+V1——(xo+h)’<

Odatd existenta numerelor M si N fiind evidentiatd, este

aresin(@oh)—aresin xo,saun inci: k=

suficient si luim |h|<<—=> pentru ca si avem | k]| <e. ete.

M N
9. Este deajuns si observiim, c& avind: k=arccos (@o+1)—
arceos (xo +h) — arecos
sin [arccos (@, + k) — arccos )

| 20 VI—=(@o TP — (2o +7) V1 — 02|

arecos xy +*x |k|=

= BB o=



RXSPUNSURI §I INDICATII W, 10—12).

arccos (zo—+h) — arccos mo 1~z -z, V1= 2
sz'n[arccos(a:ﬁk)—araeosa:o] Kzt )1~ - V1 ety

ete. 10, Avem: [k| = arctg(zs + k) — arctga, | =

___' aretg (xo+h) — aretg xo X k] X 1 i
tg laretg (zo—+h)— arctgao 14 o (zo+ 1)

Presupunand 20540 si pe |k|<|zo|, avem evident

1420 (@o+h)>1, deci observand ci raportul IR| tinde prin
valori inferioare citre 7 cind h=>0, rezulti ci este suficient
i luim |2|<<e pentrn ca si avem |k|<<e In ecazul x0==0,

k=arctg (0+4h)— arctg 0= arc]fgk *h, deci aceeasi concluzie

ca in general. 11, Functiunea este reali pentru toate
valorile pozitive ale lui 2. Lufnd deci o astfel de valoare
e 1
xo >0, avem: k=on+k—V?o=h.—\_- Sd pre-
Vzo+h+Vzo

supunem ci am ales pentru [k| o limiti hy mai mici evident

a Zo $i un numiir M >0, astfel ca Vzoh+Vzo>M [ceeace
este totdeauna posibil oricare ar fi valoarea fixi a lui @o si
aceea variabild a lui %, luand de exemplu M < Vao—h, +Vazo)

si avem in acest caz ll.|<llz|i Asa dar, este deajuns si
M $

luim pe % cuprins in cel mai mic din intervalele (—Me, +Me)
sau (—#hy, +4h) pentru ca si avem |k|<le, oricat de mic ar
fi numiral pozitiv € ce ni &’a dat. Daci 20=0, functiunea
existd numai in semiintervalul la dreapta lui @o=0. In acest

caz, k=Y0+r— V0=V §i este evident suficient si luim

© <€ pentru ca si avem k<<e, 12, y="12. Intervalul de rea-

litate al functiunii y este (— 0o, +o0), k=Vmo+k—s\/mo=
1

h _ —.
Vizot-1* +V(zot-1) 2 + 23
i
e — —+ Fie 7, >0, a-
Vel + ¥z b ) V] il

loare a lui |%]| astfel ca hy <|zo| gi fie M un numir pozitiv

astfel ca: R/(Zo‘l‘h)z"l“ Vs (zo+1)+ 3/;5\>M pentru |k <k,

[k|=]n].
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v, 13—18). ALGEBRA

este de ajuns si luim pe % cuprins in cel mai mic din inter-
valele (—Me, +Me¢) sau (— &y, ki) pentru ca si avem
| k| <<e, oricAt de mic ar fi numiral positiv € dat de mai
inainte. 13. y=”</ 2", procedeu analog ca in cazurile prece-
dente. m si » sunt numere; fiind numere prime intre ele, avem:
19, Dacd m este par, functiunea este continui in orice in-
terval (0, + o°); dacii m este impar, functiunea este continui
in orice interval cuprins in intervalul (— oo, + ).
14, y=arcly V;:, functiunea reald existd numai pentru valo-
rile pozitive ale lni . Fie 2o >0, una din aceste valori,
Avem: k= arctg V;';:l:l_z — arclg x; sau incd
e _aret Vo7 — aretg Vo ; Varo+ 1 — Vo i i

F tg (arctgvgoq-—l—z —aretg¥xy) 1+Vao(ze+h)
__| aretg Vaot+h — arcly Vo |4 X 1
k)= |arcta Vaokh —arclg Vo, 0 -

ig laretgVagth—arcigVa)l 1-+Vao(@+h) Nawth+Vad
Fixind o valoare convenabild ki, <<, ca limiti a cresterilor
lui || putem alege un numir pozitiv M, astfel ca [(Varo+1)+

Vo) (14Vao (2o + 2)| > M. Deci primul factor din valoarea
lui || tinzand prin valori inferioare citre 1 cAnd h=> 0, este
de ajuns si luim cresterile lui % cuprinse in cel mai mic
din intervalele (— Mg, -+ Me) sau (—hy, -+ k1) pentrn ca sd
avem |k|<e, oricat de mic ar fi numirul pozitiv &, dat de

mai inainte, ete. 19. y=/(arctgz)": m §i n intregi. Se poate
ariita continuitatea functiunii y printr’un procedeu direct, ca
acele intrebuintate in exercitiile precedente. Lucrul se simplifici
mult intrebuintdnd teoremele cunoscute asupra funetivnilor
continui. Fie u o functiune continud de z §i y=arclgu; h
fiind cregterea variabilei , ki cresterea corespunziitoare a
functiunii u, &k cresterea corespunzatoare functiunii y, avem:
___aretg (uetky) — arctguo wo =k — %o t

tglarctguot k) —arctguel * 1+-uo(uo1) S AN
zut in cazul particular (8) cind =2, putem gisi o limit# &
pentru cresterile |ky| astfel ca pentru |k | <ey s avem |k|<e,
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RASPUNSURI $I INDICATII w, 16—21).

oricdt de mic ar fi numirul positiv € dat de mai inainte. Dar
u fiind o functiune continui de z, putem asemenea gdsi o
limitd 7 pentru cresterile ||, astfel ca pentru |h|<<7 si avem
lka| <2, oricAt de mic ar fi numiral pozitiv ¢, giisit mai
inainte. Agadar putem giisi un numir 7 astfel ca pentrun
[h| <7 sii avem |k|<<e; ete. 16. Functiunea este discontinui
pentrn &=1; intervalele de continuitate sunt (-—oo, 1 —¢);
(14¢, +o0) unde € este un numir pozitiv oricit de mic.
17. Functiunea este discontinuii pentrn z=1 gi z=—1;
intervalele de continuitate sunt (— o0, —1—¢); (—1+4-¢,+1-¢);
(412, 4-0). 18, Observiim in primul rind ci functiunea
fiind periodicd de perioada egali cu 7, este de ajuns si pre-
cizim rdspunsurile intr'un singur interval de periodicitate, de
exemplu in intervalul dela 0 la 7. Valorile lui & pentru care
funcfiunea este discontinui sunt acelea din intervalul (0, =)

b1

care anuleazi numitorul cosa, deci x=§- Toate valorile con-
n - . - - -

gruente cuy din celelalte intervale de periodicitate sunt

T

puncte de discontinuitate (deci a:=kn+-§v unde k=0, +1;

+2; £3; ...; £n). Intervalele de continuitate pentru inter-
b3 b4

valul ales sunt: (O’E“e); (§+€, ©). 19. Functiunea este

periodici, perioada avdnd mirimea 27; deci @, fiind o valoare

intre 0 gi T, fie intervalul ales: (xy, 2o+ 27). Punctele de

discontinuitate in acest interval sunt punctele in care sina=0,

deci @y =T, s = 27, iar intervalele de continuitate din acest

interval ales: (2o, ®—¢); (¢, 2n—¢); 2n+t-¢ 2ntg,).
sin*x—cosx

1
20. Functi fi serisii: y =————=—=
unctiunea poate fi scrisi: y A I ) cotg 2z

T
deci o functiune periodici de perioadi 5 este de ajuns

w
si fie studiatdi pentru intervalul (z,, a4+ —2—), ete. . ..

21. Functiunea are o valoare determinatd pentru orice valoare
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1, 22-23..V1, 1). ALGEBRA

a lui .2 diferitd de zero si este periodicd, perioada fiind egalid
cu 7. Fie (a, a+7) unul din' intervalele de periodicitate, a

£ }
=3 %o si @1 cele doud valori ale lui

fiind o valoare intre 0 si 5

1 stir] 2 2 y
Z pentru care avem S=as ;=a+-1t. Exist# in intervalul
o 1 ®

considerat o singurii valoare de x pentru care functiunea

; 3 : = 1_ = g
este discontinu#, valoarea dati de ecuatiunea: e deci

ar=7%- Intervalele de continuite: (}1 n32e)v (n—}2—2e a-:-ﬂ)

observand trebue si luim girul valorilor lui  descrescitor,
pentru ca acela al lui i si fie cresciitor. 22. CAnd z creste

cu o cantitate 2>>0, ori cAt de mici am voi, ¥ creste cu 1. Si
luim 20=3, avem y;=3. Pentra #=38-%, avem (% fiind pozitiv)
yo+ k=4, deci k=-F1 oricare ar fi cresterea % i nu putem
determina > |%| pentruca s avem 1<C&, € fiind un numir po-
zitiv oricat de mic ni s’ar da. 23. Idem, cresterea lui y este
o cantitate finiti cAnd @ creste cu 2>0, ori cat de mic ar fi A.

k 1
VII. 1. Avem pentru o valoare oarecare , Izm —=

h 3 on'

< vl ol
deci luand 2,=8, Ilzm —=— si urmeazi si determindm pentru
t—)O

R 12 _
i M < 0,001,

% un interval astfel ca si avem: —

1200 h
\/(8+k +2‘/8+k 8 <0012 h fiind o cregtere
= Ysrar+2Vstnta

micd, putem si-l presupunem in valoare absoluti mai mic ca
1, iar in acest caz pentru toate valorile lui 2 numitorul are

; s o
) valoarg mai mare decht \/E+2\/7+4>9,5 deci partea
intdia a inegalititii fiind mai mic& decit expresiunea obtinuti
din ea cand inlocuim numitorul prin 9,5, intervalul gisit pentru

sau i

— D



RASPUNSURL $I INDICATII (Vi 2—30).

h ca si satisfacd inegalitﬁtii: z\7(8--}‘- R +2 3/8--]--h—— 8<0,114
va satisface @ fortior: conditiunii date. Dar punand 3/8+h =z,
va trebui si ludim pe x mai mic decdt ridiicina pozitivi a
ecuatiei: 2*+2x —8114=0, adici »<<2,0189, deci
84 h <20189%. Daci 72> 0, gisim c# trebue si luim
h<+40,2289, iar pentru £ <<0 si luim A>—0,2289. Inter-
valul cdutat este prin urmare (— 0,2289, -} 0,2289).

2. z(a+ 2P (b—a)® X [2ab—(6a— 5b)x—9z1).

m n p 9 : i 9
3. [a+w+b+x+c+z]xy. 4 —a:gt 5. 2:(1—af

22— 3o’ — ot na" 14 (n—p)a”
6 T (e 8. —2a z\z.

1 x (a2 +-2) (@—2)* (@*—72+1)
. —— 10, 11,
(1—z?)? (l—w’)‘ -V(ac—l)7 (@—8)13
2a’x T R 2
12. @) Vo = 13, Se va face mai intAi numitorul
a®*—z?)Vat—a
ional, rezultatul este: — 2 |1 14, =L
rationa:, rezultatul este [ +V1—-xJ le—:ﬁ
15, ' mn s ng.sin (m-—n) b sin(m—n)x x
v sin" Moy sinme.sinna
1 COST .are sin @
16. a+2z arcig®. 17. 2 :
Sk S are Ta Vi—ztsinz sinx
2(1—2a?) 1 1
ls. 19. g 20. e ————
1+ 62242 V1—22 —2? Va2 —2?
21 ST =T ;
" costz+ntsin’x " Va—2) ' —2%) @ i —2 )
Vi—22—z _ 295 g1 25 08
eVi—2l1dal1—2*] 2"t T 9Vsinz—sinte

COS(E—; £:) v
4 2 1 —2 1 b—a
= 26, . oF, IR e e B
V2 sinz 1+42* 1+ 2 (14+a).Vat bz
2

29, (1"’_')% 30. ; 2 2=(2 arcsinz). Si considerim cele
\1—2a — & :

S -

e ge—




(Vil, 31—34). ALGEBRA

doud relatiuni y=arcsin2xV1—a® si x=2aresinz si si
ciutim o relatiune intre y si x; pentru aceasta si eliminim

~

pe « intre ele; din cea de a doua deducem r=gin—-..

2
y=arcsin (2sm§cos§)=arc sin (sin x) ", siny=sinx. .
y=2x+2kn sau y=2k+1)"—z.". y F2=C% 3l y'=
sinx

LY Rezultatul se explici observind cid: y=

2_V1 —cos*x
1

== _E L * '=}_ _—
a7ctgv1+ =are tg(tg 2) 2+k7=. Y=3 32, S(1ra)

; : 1 ;
%(arc tgx) ; y avind semnificarea din enunt, fie x = Sarcigz.’.

2
9 z VidF222—1 1—ecos2x
x=1g2zx, iar y=arcly 109% =arclg e
arctg(tgx).'. tgy=tgz.". y=x+krn.". y=2". 33. Punind:
portls 4(w~—-m)avem o 4 (2t — Ga;'-l-l), M
1+2" pEASE 2 "
(1+$’)2u’w (1+ag) uz
= = : s deci y'o=
Vo —12w°+38m —122+1 2*—6a+1
—nnd
1 + 4 (arcig ). Eliminand pe & intre y = aresin (1_('1 z)
4tg—- (1 —1g*® —)
; w f 4 4
si x=4darctiga, avem y = arcsin -
(l—l-tgz—:—)

=1qresin(sinz)." .siny=sinz.”.yF2=C% 34, Punem u=

228+ V1—a?—1 , o’ . b S1—Vi—gaY

2@Vl—z—1) | 1+ " Vi—2lz@V1—2—1)

1 2[2V1—a2*—1]2, ¥ U Do N
_ e ol i ) l
1+« 90 —Vi—22) 21—z Ry

T, 2 . p g
ca a functlunnx=§ are sin @. Elimindnd pe z, aflim
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RASPUNSURI §I INDICATIT (Vul, 35—38).

2z 2z 2z 4z
B Loy L e
s 2sin 3 + cos 3 1 i 00s 5~ — c0s g
o 2sin2—%-cos%—sing§ siniﬁ—i 2%
y g 3 P
=tgx..y—z=km (G. M. Vol. XXXVII. p. 273).
r _4(z+1) . ’ 1
i B e T 0T MR i i T T
22 +62+0 42F162°+2a*F16a+5 7~ onow A
1 1
explica rezultatul observim c# avem: fgx = . + 2 12a: +3 =
1 ot @)
2 2 . (G.M.XXXIV. p.475). 3.
42>+8z+4 2*+2z2+41 8 ;
AR _1— — r . — 5 =
y==z el (arctg ). Fie u=arctga, «=arciga,
= = ____tgu + tg“ = '
B=arctgh, avem y amtgl——tgutga are tg[tg(u+2)] ..
y—u=0o-+4km .'. y¥=4u'; in mod analog gisim z=
are tg [tg (uto-+B)] .. 2 —u=atB+in. .2 =u". 37. Fieu=
a+2z—az? b+38x—3ba*—a®

arctg $= » se gaseste

Gan—a P T R b b
g =30kt 8 ., 204e’)(14a?_ 2
T 0+ 0+ 1+2 VT GFa)0F? 1+
- r 2 3 - ’ .
deci ¥y =31+x’—21+w2 .y =0. Fie a=tga, b=1gB,
_ . at2zx—ax® _ . b+8z—8ba?—z*
x_tgq)’l—2az-—x2 ST 1—3bz—32*+ba®
tg(B+39) . . y=38arctg [tg(x+29) | —2arcty [tg(B+29) | =
3a+69+in—28—69p—k'm=C".". y=0. 38. y =12 =
— Yo —pt : A at-Ba__ tgx
m- Din relatiile date deducemp_l_—“x—-% A
__asiny —Btgx
algx — Bsiny

» substituind in cea de a doua din relatiile

=109 =



Vi, 39—41). v ALGEBRA

——=5 V(@igx—Bsiny)?—(asiny—ptgx)?
. =232 =
date deducem: tgx=Y B2 (@siny—Bigx) - Bloiga—Bsiny)

2.y crnld A
Vtg_x_ﬂ_y siny = ———— dE =gsinx .". y ¥+ 2a=CH4,
siny Vit itz
80, o=y e COST A
Y=y == s o TS desh Pentru a explica rezultatul, ob

b —b
serviam in primunl rind cd: y—z= [2a ctg( t )
: y (a—b2) Va?— A

Va’—bzsinz)] -b
—-arctg( T S gi cd punind: arctg( X0 2) =0,
Va2—b2si
arctg( :+azo%1:£)=¢ si v=29—90, vom avea fgv=0. In
adevir:tg2<?=1 ;;;PCP (a ) .'z:— w;
e = 2 o) - ol
1St e +~b) (a—b)ig*
———— 2Va’—b’ sin = cos =
2 h2
 didy VZ-}-abco:z:x e x g ; “a
; (b+ a)eos? 5 —(a—Db) sin® 5

9Va2 —p? tg%
= 5 19(29—19)=0. In acelag fel
(b+a)—(a—0) tg 5

s b+acosz i g _(atbeosa)®
P abbooss ] o n 9 = t0s?0 "~ (b+acos z)?

_ (a®*—b*) (1 —cos’z) _ (a®2—b%) sin®zw_ , , T .
— (Facosa? (bFacosa)? ' docitg© — )

sau #g(0-+%) ete nuli; deci suma sau diferenta celor dou#
functiuni este o constantﬁ. A treia rezultd din primele doui.
40. Din \=vy' .. yi=y+C .. 92y =1g(2y+0C),
t92y+1gC _a(l—z )+2m
1-19C.1g2y (1—a®)—2ax
2a:

o>y == a=1tgC, luind a=0 gﬁsini

U=

—2—— . 41, Punﬁnd ax+l3—u,
1—ul’
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RASPUNSURT §I INDICATII (vn, 42-57).

[ ’ ’ ___2_ (- I’ I=__2a_.
avem x={f"(u)u’, insi f'(u)= at STy (xz-B)
42, p st ‘=, fu= 20

unand +B =u, 2’ =flu)u, fu= @aTT e uw

o' —Ba’ . r_(ab—ba)(@B'—Bu) _ (ab'—ba’)(af’ —pa)

(@zFp) (@ w2 z+p2 [( (00 +b' @ )+ (2 BB

43. Bzcosda®. 44, = [cos (are sin &) — sin (are sin z)]|
1 Z

A
—==1— - 45, Prin definitiune yp= lim -2
V1 —2a? J1-—- 22 ¢ I Ag
A MG Begpl 205, < gatep = gy i
insi Sz TREAs7 yz—yz:xg——m- 46. 4, =
2¢— ¢t

18 47, y’z=colglﬁ. 48, f.=29( (Az+ By + D);

fv=2Bz+Cy+E). 49, fa=2( (Az+B"y+B'2+0);
fv=2(B"z+A’'y+Bx+(); f'x—2(Bx+By+A”x+C”)

50, fz=%%/+\/1_yi.cosx; fy=—V1—2 siny —

ysz'ni B, fom a g
1—y? “ cos*(ax—+by —cx)
b c F
+cosz(b-.t—cy-l—ax)_cos’(—cw-{-ay-l-bz)' s

. b?
92. Se va aplica formula oty fy=0 .. g agzj .

o Vl—y2

R ol Y N .
R —— " Vi—g

y'=m(m—1)az"2. YV=m(m—1)(m—2).. A(m—n-+1)az"™,

daci n>m, y"=0; pentru n=m, y"W=n!q. 56, , y=ga 1

’ —2
y'=—g

9. y'=maz",

>

, ¥y =1.2a"3 4" '=—1.2.3z%... . W=
=(—1"n! g1, 57, y=01—2z)3, y'=—%(1—z)_%’

Q sl 2n—1
y”=.—_ ( ._x) 'g y(ﬂ)=_\1'u'5m(2n E)(I_x)— DS

2ﬂ

ml»—
le
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(VII, 5881, VI, 1). ALGEBRA

58. ¢ = cosax = sin (%-l-a:) * y' = cos(g-}-a:) A2

=sin(m+2).... Y™ =sin (n-;i-!-w) 59. f(z) si g(2)

nu depind de z, pentruci derivatele lor sunt nule. Punind
f(@)=g(x) + k determinim pe %k dind lui x valoarea
zero. Avem k=0. (S.E.G.M.IL p. 48). 60. Derivand amén-
douii pirtile egalititii in raport cu ¢; @, ¥, % fiind priviti ca
parametri si ficAnd apoi pe =1 in egalitatea obtinuti, gisim
relatia cerutii, Daci mai general avem: f/(t"zy, 1™ s, ..., t"rap)=

t"f(@y, @s,... xp) se giseste in acelag fel, relatia: £Im fzi=
1=

m A1, @s,...,2p). 61, Derivim ambele pirti ale egalititii date in ra-
3 (az—1)[(n+2)a"Hat1-1)]—z(a" 22" —a)
obtinem Z= -
(ax —1)
(n+1)a" g+ — (n+2)a" Ha" 41 !
(az —1)2

port cu @,

VIII. 1. Functiunea y existi pentru toate valorile lui  dela
—o0 la 400, fiind +° la capetele intervalului (—oo,--00)
Rezolvind insi in raport cu & se vede ci pentru valorile reale

ale lui  avem yg——g. prin urmare, cea mai micd valoare
ity 1 y 5

a functiunii y este —-é,valoare care este atinsd pentruz =— 2
& 5\ 1 e
Secriind pe y sub forma; y=2|z— 1) 8§ % vede ci dacid
x creste dela—o° la —i—, functiunea continui ¥ descreste dela

1 5 ;
+o0 pani la —g apoi z crescind delazla oo, functiunea

y creste dela —% la 4-o0. Deci are un minim cind a:=751--

Metoda generald. Derivata functiunii y fiind: y'=4(a:—-i—):
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RASPUNSURI §I INDICATII v, 2—3).

deducem cit pentru << % avem y <0, iar pentru x>%avem
¥ >0; deci variabila 2 creseind dela — oo la%, functiunea
<descregte, iar crescand dela %la + oo, functiunea creste, prin

: : P 5
urmare functiunea trece printr'un minim pentru = ' Anume

UG

8" 2. Functiunea y existd pentru toate valorile lui z

dela — o0 |a + 0, avand valoarea — o la capetele interva-
lului. Rezolvand in raport cu z relatiunea dintre y §i , se
vede ci pentru toate valorile reale ale lui @ functiunea y este

mai micd sau cel mult egali cu —i—: deci functiunea y admite

un maxim pentru z =—;—~ Metoda generald. Calculind deri-
vata lui y in raport cu 2, giisim: ' =— 2z 4+1=—29 (x—%)
de unde rezulti ci derivata anuldndu-se pentru m=%» avem
¥ =0, pentrn x<% si ¥'<<0 pentru z> % Asadar, # cres-
cind dela —oo |a -l-%, functiunea y creste, apoi cres-
cind de Ila % la 4 oo, functiunea y descreste, deci ea

. : 5 1
trece printr'o valoare maxim# =T pentru x=?.

3. Se observi ci functiunea devine infinitd pentru z= 1, deci
intervalele in care functiunea este continui (intervalele de
-continuitate) sunt: (—oo,1—¢); (41-}-¢, =c0), unde ¢ este un
numér pozitiv oricit de mic vrem. Deci avem douii intervale
in care urmeazi si studiem variatiunea funetiunii y. Rezol-
vind egalitatea in raport cu z vedem ci pentru valorile reale
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Vill, 4). ALGEBRA

ale lui  avem fie y<<—1, fie y>-7, deci in primul in-
terval de continuitate, functiunea y fiind —o°, la capetele
intervalului, functiunea are un maxim (y=-—1); iar in al
doilea interval de continuitate, functiunea y fiind o0 la
capetele intervalului, ea are un minim (y=-+7). Metoda ge-

(@+1)(z—3)
@—1¢

semnul il di numiritorul, numitorul fiind totdeauna pozitiv
in intervalele de continuitate. In primul interval de continui-
tate derivata se anuleazi pentru z=—1 si avem: y' >0
pentru 2<<—1 si y'<<0 pentru z>—1, deci cind = creste
dela —oo pand la +1—¢, functiunea y creste pind cand @
devine —1, apoi descreste. Prin urmare y trece printr'un
maxim (y=—1) pentru #=—1, in primul interval. In al
doilea interval de continuitate, 4 se anuleazii pentru =13,

avind y'<<0 pentru 2<<8 si y'>>0 pentru >3, deci cind
x creste dela +1-+4e¢ la +oo, functiunea descreste pentru
2<8 si creste pentrn 2>>3. Prin urmare y trece printr’un
minim (y=-+7) pentru z=3. 4. Functiunea este continui
pentru toate valorile lui @ cuprinse in intervalul (—oo, +o0),
luand pentru valorile x==—00 gi =-00 (capetele inter-
valului) valoarea -1, ciici lim y =-1. Rezolvind in raport
z=—»+0o0

nerald. Calculand derivata lui y, gisim: =

cu z egalitatea datd, avem: z=-+1% v —22;—_211-. deci pentru

valorile reale trebue si avem: Z—-*__—]i <0 adici ia valori cu-

prinse intre — 1 care este un minim al luiy si +1 valoarea
pe care o ia la capetele intervalului. Metoda generald. Deri-
8{x—1) ¥
m, se anuleazi pentru
2=1 i avand <0 pentru 2<-1 si ¥ >0 pentru 2>1,
urmeazi ci dacii @ creste dela —o© la +1, functiunea y des-
cregte, ‘apoi cand z creste dela +1 la + oo, functiunea ¥
cregte;  deci y trece printr'un minim y=-—1 pentra z=1.

vata functiunii fiind: y'=
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RXSPUNSURI $I INDICATIT (vim, 5).

Functiunea y se anuleazi pentrn z=1+Y2. 5, Observim
in primul rdnd ci functiunea y devine infinits (discontinui)
pentru valorile zy=—1, z,=-+6, care anuleazi numitornl
fird si anuleze numdritorul; deci vom avea de studiat varia-
tiunea functiunii y in trei intervale de continuitate (— oo,
—1—¢); (—1+-¢ +6—¢); (4-64¢ +00). Mai observim
cii valorile care anuleazi functiunea y, anume z"'=——9 si
2'V=4 ge giisesc una in primul interval de continuitate, a
doua in al doilea interval. Derivata functiunii ¥ fiind

iy (z_ 14—32VI6) (m 14 +32Vﬁ)

’

: oy @ —5zF6) » @ anuleazi pentru
a:'=&+3—2v1—0 gi = 1—4——32& deci avem y'<<0 pentru
toate valorile lui a:>i+3im sau @ 1_4—32V10 si y>0
pentru 1%% < _1_4++V10 Agadar, fdcAnd tabloul

variatiunii avem:

si—® ~2-1-¢-14e 2" |4| 6-el6tel| 1o

R R S o 1 R 5.
y[tldesc. |—oo/+odese. m | er. creg. +oo|—coer/M |dese. -1
0 0
eolro o0
X X
E‘olg %o
sl &S
- -
— b
B B

—.166 =



Vi, 6—8). ALGEBRA

Variatiunile functiunilor sunt cuprinse in tablourile respective:

’

6. x|y

y . z|y| ¥
— | |+1 N RED
_ | |ereste + |ereste
1+V5 —1—¢| |+ool .
e o s cleling —1Fe[ [—oo|H*
1+v3 e dise. 0,5 + creste y=0
————}-e 9
2 5-3Y2 0| M yu=+1-3V2
¥ cregte
0 0 M yM=—1 1 y=0
= : — | desc.
.—_'1_+v_5_5 — |descr. +2—¢| |—oo|
2 — 00 - +2+s +°° dise.
—1+Vs5 deag | s — |descr. I
2 - descr. g 513V2/ 0| m ym=+1+§V2
9,104 o ym=1y¢ =+ |creste
-+ |creste
+oof [+1 s fi B v
8. aly| y o Ay
3 —o| |42
0o L 5
S e + ‘jfit: + |ereste
_1+E—"_°° dise. il e
1—V13 |4 |creste —14¢e| [—o0
6 0 \y=0 +|creste
i creste 0 [0 M |y=-—2
+§—e + oo .. — |deser
1 dise. +1—c¢ =00
R b Fite| [Foo
+V— + creste e
14+V13
6 0 {¥=0 24 o G
-+ |creste + o0 49
3
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10. 2

Y| Y
— 00 +1
q_ +cre$te
— V8—e| [+
—V84¢ |—o
+ |creste
—\/—;— 0| M lyy=—8

_|—|desc.
—-V2—s_ — o0
“Vote |+
— | desc.

—1{0f m |y=0

icreg!te 1

0 10/ M y=§
— | desc.

+1 0| m |y=0
+cre§te
R I )
+Vote |—oo
icregte

4% éo M- |y=—g

_  |—|dese.
+V8—¢ |—oo
V3t |+
— | desec.
Fol [+1

RASPUNSURI $I INDICATII (vin, 10—12),

11 In cazul *—a2>>0, variatin-
nea lui y este aceeasi cu a functiunii
3
a
z+ TR
———— iar dacil b?>—a2<0,
z(z—a)
variatiunea lui y se obtine prin si-
metrie din aceea a functiunii w.
Derivata functiunii « fiind:
a® a®

£ T n
z} (z—a)?

U=

'—
z=

» ea se

; 3 gt
anuleazi  pentru a:-a_l_ p 5

2
aTb' Daci 6>a>0, avem ta-

”
&=

a
bloul variatiunii lui % urmitorul
b>a>0

z l
i'cregte
a? 1
a—b B u=+a(a+b)
— | dese.
0—e = 80
0Fe[ oo
— | dese.
a? 0 e it
ato | " " alb—a)
~+ |creste
a—¢e -0
a+€ =00
-+ creste
+ o 0

In acelag fel, se vor alciitui tablourile variatiunii lui %, anume:

a>0, 0<b<a; a>0, b<0; a<b<0; b<<a<0, et

12, Observim ci putem scrie: y=1-4u, unde u=

5b—3ax
*+az—2b
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(v, 13—17). ALGEBRA

deci pentru a avea variatiunea lui y, este de ajuns s# studiem
pe aceea a lui w. Punem: 8=a%-48b si &'=25b"—3a’bh.
1° Presupunem &<0, functiunea u este continuii dela — oo la
+oo. In acest caz, daci 8'<0, derivata pistreazii un semn
constant, semnul lui a. Deci cAnd a>0, «'>0, iar u creste
continuu; cAnd ¢ <0 avem »'<<0 iar u descreste continuu.
In cazul cAnd 3'>0 fie &, <<as cele doud ridicini ale deri-

vatei, adicd: w'= 3?;:;:;)&62—1))?) Daci a>0, avem «' >0
pentru a<ay; #' <0 pentrn z;<ax<zs si >0 pentru
x>®,, deci functiunea are un maxim pentru =, §i un
minim pentru x=ux,. Dacid a<<0, avem «'<0 pentrn z<a,
sau x> si ' >0 pentru o <<azx<as, ;deci functiunea are
un minim pentru x=x; si un maxim pentru x=as. 2° Si
presupunem 8>>0 si fie 2'<<a” rddicinile trinomului

2>+ ax—2b. In acest caz, intervalele de continuitate sunt:
(—oo, &'—¢); ('+e z"—¢e); (z"+¢, -+ o0). Pentru a studia
variatiunea lui % in cazul &'<0, observim cii in fiecare in-
terval de continuitate lucrurile se petrec ca in cazul 3'<0,
8<0, In cazul cand 9'>0, riddicinile z;<<@s trebue aran-
jate in intervalele de continuitate; ele pot fi situate amandoui
in acelag interval, sau in doud intervale diferite. Tablourile
variatiunii lui % se obtin in fiecare din cazurile posibile, ca
in caznrile numerice tratate, ce preced. 13. Se va rezolva

: 4
succesiv in raport cu ¥ si @, se giseste —3<w, —%gy.

14, 1—\6<<e<<1+V6; 3—2y3<<y<<8+2y3.

15. m>————16+2\/19 sau x<:-—*—-16_2\/19’ y oricare. Valo-
15 15

rile limite, ale lui @ si y din exemplele precedente, reprezinti

maximele sau minimele acestora. 16. a=—0,4; b=52.

(G. M. IV). 17, Valorile lui z, pentru care ¥ este un maxi-

mum sau un minimum, sunt date de ecuatia (1) aa®>—8z+4a=0,

(y'==0), iar valorile maxime si minime ale lui y sunt date

de ecuatia (2): a®(2y—1)2—(y—1) 2y+1)=0, (metoda in-

— . 88—



RASPUNSURI §1 INDICATIL

(vin, 18—22).

directdl); exprimand ci produsul ridicinilor ecuatiei (1) este
egal cu produsul ridicinilor ecuatiei (2), avem (a®41):

(4a2—2)=4 .". g=+ g 18, (ac'—ca)*~(ab'~ba') (be'—eb) 0.

19. Tabloul variatiunii este urmatorul :

x| —oo —1 0 I +1 +

v + Lol 1o |+{0o |-

? cregte. M |descr.| m |creste deser.
|—co +6 +5 +6 —

Din aceastdi variatie se vede ci trinomul bipdtrat are numai
doudl ridicini reale z’<<—1 si @">1, curba reprezenta-
tivi a variatiei lui ¢, taie axa o'z numai in dou# puncte in
intervalele (— oo, —1) si (41, 4 o).

20. Tabloul varia-

tiunii este urmitorul :
Fis SR A T R
¥ —| 0 |+]0o|—]0 |+
Y deser. creste fdescr. creste
|+ o0 +655(  [+7[ [Fepsl |+

Din aceastii variatie se vede ci trinomul bipitrat n’are nici
o riddcind reali, curba reprezentativi a variatiei lui Y nu
taie axa ' 2. 2l. Se poate scrie (z—1)*+48, nici maxim
nici minim. Cind z variazi dela — oo la + oo, Y creste con-
tinuu dela —co la 4-co.  22. Tabloul variatiunii lui y este

urmatorul :
z|—oo o % +2 + oo
I I
Yy | — oolcreste 2;T53 descr.| m |creste + oo
M —25
Curba reprezentativii a variatiei taie axa 2’z pentru a:'=—%’
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(Vii, 23—26).

ALGEBRA

e +%, a:'"=+3. 23. Tabloul variatiunii este:

x| —oo 0 +1 +3 + oo
y + 4 1,04 ikl 0l =l alidae.
—y- creste creste| M |descr. creste

—o0 —1 0 —190 +co

Din tabloul variatiunii se deduce ci trigind curba reprezen-
tativi a variatiunii lui y se vede ci ecuatiunea: a®—5a*
52%—1=0 are trei rididcini reale: o ridicind dubli z=-1
si o rdddcind simpli in intervalul (43, 4-oc0). 24.
variatiunii lui y este urmitorul:

Tabloul

| —co =3 - -?- +1 +
a e i ) 0 Bk A . Skt 0 3 e b
Y creste creste M |deser.| m | creste

- 98 410

Se vede cii trigAnd curba reprezentativd, ea taie axa ' @
pentru z=—2 si ii este tangenti pentru x=-1. 25. Ta-
bloul variatiunii lui 7 este urmitorul:

b 11—6v13 5 11+6V13 T
y — 50 oA 0] A 0 A 0 )id-
Y descr| m [creste|M|descr, m |creste| [creste

+ A<O 0 B<0 0 4+ oo

Curba reprezentativi a variatii lui y taie axa &' in punc-

X

~

)

<

tele =1, 2==3 si ii este tangentd in z=2. 26. Tabloul
variatiunii lui y este urmitorul:
— 0 % b) +
o ot | e e | <
descr.| m |creste] M |deser. creste
+ — 36 -+ 49 — 36 +




RASPUNSURI $I INDICATII (vin, 27—28).

Curba reprezentativii a variatiunii lui 7, taie axa absciselor @ z
in patru punete, deci ecuatiunea de gradul al patrulea 2*—102°4
252*—36=0 are patru ridicini reale cuprinse respectiv in

intervalele: (--o0, 0); (0,+§); (+%’ +5); (+ 5, + o0).
27. Formand tablourile variatiunii lui y in diferite cazuri care
se pot prezenta, avem in rezumat: @) m si » impari, minim

pentru 2=ma:(m=+n); b) m par, n impar, maxim pentru

- ma - .
=0, minim pentru = s 1 ¢ m impar, 7 par, maxim
n

ma ahis ; s :
pentru a:==m . minim pentru £=a; d) m si n pari, maxim

ma ack :
pentru a= .y doui minime pentrn z=0 si z=a.

28. Tabloul variatiunii lui y este urmitorul: p>0

] e 1 0 +V2 |+
v 40 = LU Mot
Y cregte] M ldescr. deser.| m  |creste
< = |
Lo i q ' | +
2
S S

U o 8 p? ; 8 p?
rmeazi ci daci ¢+ 2—7>0 $ig— W<0, curba va-

riatiunii taie axa absciselor in trei puncte, adici ecuatiunea
@® —pz+q=0 are in acest caz trei ridicini reale. Daci
p<<0, ¥’ >0, deci y creste continnu dela — oo la “+co. In
toate cazurile avem y”=6z, deci curba variatiunii are pentru
#==0 un punct de inflexiune. 29. Avem y'=4 (z—a)?(2+2a),
x'=4(z+a)* (z—24a), presupunind a>>0, avem tabloul urmitor:

+oco des. m. er. ecr. er. er. er. er. or. “+o0

+ oo des. des. des. des. des. des. des. m' er. + o

@l—oo 'er/'2a or. —~a'er. a er. 24 ‘or. Foo
v a8 e i« ool . L o i
li' = L SR ),

Y

= 31 =



(v, 30—31). ALGEBRA

m=Db*—24a* este minimvl lui y, iar m'=c*—24a* este mi-

4= Vi

nimul lui z; ca ele si fie zero trebue b=a\/24, c=a\/24.

Discutie analoagi daci @ <<0. La valorile 2= +a si a=—a,

curbele reprezentative ale functiunilor y si 2 au fiecare un

punct de inflexiune, avand y" 70, y” (4+a)=0 si z”(—a)=0,
rre - m$m+" ol ) . m‘l’ﬂ _'n- - 2

2" (—a)5%0. 30. y Bl - i fie a= i variatiunea

lui % este datd in tabloul urmitor, dupd parititile lui m i n.

x —cecr. —a er. 0 er. +a eor. 400

m=2p+1, n=2¢g+1|—co cr. Max. des. *oo des. min. er. oo

m==2p, n=2¢-+1 |+oo des. — des. Foo des. min. er. 4o
y m=2p+1, n=2q |—oc0 er. — cr. too des. min. cr. 4
m=2p, n=2q +oco des. min. ecr. Foo des. min. er. 4+

m n
valoarea lui Y, pentru x=-+a este (—:—:1'—)"""”_'_ (—’S)M-H = A,
cand m=2p-+1, n=2¢-+1, pentru z=—a valoarea lui y
este —A. 3l. Observiim in primul rind ci punénd
v=a*+22°—22+1, deci »’=2(z+1)? (22—1), avem pentru

variatiunea lui » urmétorul tablou:

o e =1 % +
v’ | — 0 - U S
v | + dese. desc. desc. m= +% er. er. o

Curba variatiunei nu taie axa absciselor, prin urmare poli-
nomul # nu se anuleazid pentru nici o valoare a lui z si ca
urmare functiunea y este continua in orice interval cuprins
in intervalul (— o0, 4 ). Caleuldnd acum derivata lui y giisim:
B (@ =82 =82 1) .
YT @ e —2a 1

5(22 +1) (et V24+V3)(otV2_V3) (e—V2 _V3)(e—V21V3)
(x*+22° —22+1)°

= e =




RASPUNSURI $I INDICATIL (vin, 32).

deci urmitorul tablou al variatiei lui 7:

2 = T i
+ TEwE +
= = S =
oA | | - o
o aarh o= | +
Y creste, M; descr.| m, [creste| My descr.| m. |creste
+1 >0 <0 >0 <0 3

Observind c& valorile maximelor si minimelor satisfac condi-
tiunilor M; >0; m;<<0; My>0; my<<0, urmeazi ci desem-
nind curba variatiunii lui y, ea taie axa absciselor in patru
puncte, deci ¥ ia de patru ori valoarea zero, deci numiri-
torul are patru riiddcini reale cuprinse in intervalele:

(—Ve+Vs, —Y2—V3); (—V2—V3, +V2—_T3);
(+V2—V3, +Ve+V3). (+V247V3, + ).

32, Si presupunem n>>0, p>0. Functiunea poate fi serisi
_(@+a)Pr4-(a"Fbp :
y= @ YaP@Fop *© e vede in acest caz
cd functiunea nu se anuleazi decat dacii ecuatiunile binoame
z"+a=0 si 2"+b=0 ar putea avea o ridicini reali co-
mund, insd pentru aceasta trebue sii avem b=a contrar ipo-
tezei. De alti parte y este discontinuii pentru riidicinile reale
ale numitorului, adicd pentru ridicinile reale ale ecuatiunilor
a"+a=0 §i 2"+b=0. (2) 1° n este numdr par si fie b>>a

sub forma:

; 2 -+a
(ceeace nu restringe generalitatea). Pundnd ( + )=u,

2" +b

2__
avem y=u+i, deci calculdnd derivata avem: y’=“ . i ',
unde w="2P (b-—a) & (a"}a)~ sau:

(z" o)+ i
_np(b— a) 2" (z" 4+ a)*? — (a4 b)?7 |
s (2" +a)rt (2" b+

— 113 —



Vi, 32).

ALGEBRA

Tabloul variatiunii este deci in acest caz:

»b>a>0

P impar
a<<0,b>0
b+a>0

p impar
a<0,6>0
a+b<0

x| — oo 0 + o0
y - £
Y creste] M | descreste
+2 o R +2
k-
4
S l>
N
—ool—V—a—e—V—a—¢ 0 V:z—e'\'/——a-s_fo?
' O T T e s
Y creste creste | M | descr. | deser.
42| Fw|—o |Fis| —eo|to |42
+'§
R bl
-]
x| ¥ | ¥
+ creste
—\—aq—E +00
—V—a+e e
+ creste
—\/—“2b 0 | M |[(—1r.2
— |desecr.
P ?
o | 0| = |F+()
b a
-+ |creste
\/—“"2"’ 0 | M |(—1)p.2
— |desecr.
+n—a——€ g
+V—a+e 5 e
— |descr.
+e +2

i i




p impar

a<b<0

RASPUNSURI $I INDICATIL

x Y
creste
—'\‘/—a—e + o
_n\’_a—l—e i
creste
it \/— % M |(—1pX2
deser.
—-,"\/—-b—e e OO
—V—b+e M
deser.
a\l . (b\?
. m 5+
nide cregte
,\'/—b—— 5 +oo
n/’:‘l;_l_e — 00
cregte
o “42— 2 M (—1pX2
deser.
”\I——a——e — 0
V—a+e B
desecr.
Fe +2

(vin, 33—34).

Réméne incd de examinat cazul cind # este impar. Dease-
menea in ambele cazuri variatiunea cAnd unul din numerele
a, b este nul. Cénd presupunem unul din numerele intregi n
§i p sau amindoud negative, functiunea Y se poate pune sub
forma tratati corespunzitoare lui » §i p pozitivi. (S. E. G.
M. IL p. 141). 33. 2 nu poate varia decit dela 0 la 4 oo,

pentru z= %

) 3, apoi descreste pand la — oo,

— 176 —

y y=-é—V§ (max.), y cregte dela —1 Ia

34. Avem



(vin, 35—37). ALGEBRA

b 18Ve {, 9 ) L
= T i—ap kx 13) §i ca urmare urmitorul tablon
al variationii lui %:
4 g2 %
Vi3
Y %+ 0 —
Y 0 cr. M descr. — >
sr— = - s
35. ?/'=g l—z—\/x, cind z variazi dela — e la —¢, ¥

9 33
3 \/; Vi—za
descreste dela | la 1; cAnd « trece prin 0, y isi schimbi

: . 1
semnul si avem un minim; cAnd z creste dela 0 la o yereste -

2

e
dela 1 la \/ 2, care este un maxim; apoi cAnd z creste dela

1 .
= la 1, y descreste pani la 1, care este un nou minim; de

2
aci inainte cregte necontenit. Este de observat cd in curba
reprezentativii, in punctul unde y este maxim tangenta la
curb# este paraleli cu Oz, dar in punctele minime tangentele
sunt paralele cu Oy. Punctele acestea se numesc puncie de
inapoiere. 36, Observim ci y este o functiune periodici de
perioadi 27, prin urmare pentru a avea variatiunea completi
a lui y este de ajuns a studia aceastii variatiune intr’un singur
interval de lungimea perioadei 27, fie in intervalul (0, 27).
Avem urmitorul tablou al variatiunii care se reproduce in-
terval dupi interval:

y + 0 i R
y | +1 er. M=Y2 dese. m= —V2  er +1

37. Fie xy o valoare a lui @ i yo=sin®z,cosa;. Si insem-
niim cu ¥, valoarea lui y corespunziitoare la x="}a. Avem:
y1= sin 3 (@ 4 2,) cos (m 4 @o) = (— sin 20)* (— cos 20) =+ yo;

— 176 —



RXSPUNSURI §I INDICATII (vin, 38).

deci functiunea dati este functiune periodics, de perioadi
egald cu T i ca urmare este suficient pentru a avea varia-
tiunea completd a lui ¥, si o studiem intr’un interval de
lungime egalii cu 7, de exemplu (0,7), ciici derivata lui 9
fiind: y'=2sin®z(3—-4sina), desi se anuleazi la capetele
intervalului ales, nu-gi schimb# semnul trecand prin valoarea

zero. In aceste conditiuni avem urmiitorul tablou al acestei
variatiuni:

T 2%
z | 0 3 £l i
"o+ o0 — Difot1 0
i cregtel M | descreste| m [creste
0 E _V_§ 0
l 8 8
' 2
38. Observim ci putem scrie pe ¥ sub forma: _1/=Sczo’:2: X
. T e
1—4 sin’2 N = (E— )sm (§+m) '
4‘—0032:6-—1 =—1{g°. . ( n) . ( n) §1 avem :
sin \z =+ sin |z — =
3 3
(. Bsinzcosdx bk " i e B
Y cos*z |4 cos? g — 1P servam ca y este o functiune
3" 2e . é lg*zy
periodici de , perioada fiind ©. Punind Yo= gi
tg 32‘0

tg° (ita) _ tgPmy A
193 Fz0) g3z, %o. Deci este

T
de ajuns si studiem variatiunea lui ¥ in intervalul (— §+ g,

= 7t+ &y avem Y=

T
+§—8)- Tabloul variatiunii lui y este urmitorul:

— T e 12



(VI 39—40). ALGEBRA

i s
@ —g-l—e Bloa| R|D| B|™ ek T
l | | 6| 8
s e |+ |+ -
y | deser. | m |crestecrestecrestey M | descreste
| N . &
Ay -
+ o0 o 4+ 0| —o| 0 o
+ l
5 | &
o ® B |0 ul»
R l
0 +E Teim|r|® Bl B
86 4+ |+ | + | +
o (e R i
m crestel M | deser. | deser. m creste
£ =
0 N | 0— + o0 o +
| -+
o~ o~
i . an |
39. Avem y'=cosa:+cos2x+cos3m+cos,4z=2cos§2§
Sz 2 o 4005 228 T iati .
(cos 5 + cos E)-—4cos 5 CosTeos variatiunea este:
JUEINE 1. iz 3% 9
z| 0 er. § o g or g er. T cr. 5 5 er. —5° er. 27
y'+0—0+0—0-——0+0—0+‘
y | 0 er. M des. m. cr. My des.— des.m; cr. Ms des. m: cr. 0

M; M, M, repreziilti maxime ale functiunei; m, my, ms mi-
- -2 - . .. - ﬂ
nime; si unele si altele pot fi calculate stiind cid sin =
j 5 Fp——

ZV10—2 V5 etc. 40. Functiunea este periodics, de peri-

oada 27 Daci luim intervalul (0,27) ea este discon-
tinui la capetele intervalului, aga cii studiem variatiunea

L -



RXSPUNSURI SI INDICATI Vi, 41—42).

Tui y in intervalul (0-4-¢, 27 —e), 0+€<x<arccos3—3vs’
—o<y<6—2V3 (maxim); arccoss—sv—?; <z<m,
6—2V§>y>—§1 minim; ©*<z<2%— are cos _3 )

—%<y<6—2V§;‘2ﬂ—arccos 3<z<2ﬂ—€, 9 des-

creste dela 6—2V3 1a —. 41, Punind maz=wu, avem
Y= —mu — 4T 473 X sin u.u' =7 (g*—'2? — 4 s} 4)
sinTz=7(z+2)(@—1) (z—2) sin®z; y' se anuleazi pentru
2=k, numilr intreg pozitiv sau negatiy, pentru k=—2, 1 si
+2, .y’ anulandu-se nu isi schimbi semnul si nu avem nici
maximum niei minimum, pentru celelalte valori ale Tui % avem
un maxim sau un minim §i anume: daci £>>2, maxim este
pentru 2=2%"+1 g minim pentru z=2F", contrariu daci
k<<—2. Pentru =0 avem un minim. 42. Derivatele celor
doui functiuni sunt respectiv: y'=psin 2z [(sin® o)1 +
(cos® z)P~] w'=+2sin22 ambele se anuleazi pentru ridici-
nile ecuatiei stn 22==0, avind ambele semnul lui sin2a, deei
cele douil functinni au maximele pentru aceleagi valori si
asemenea minimele pentru -aceleagi valori. Ambele functiuni
fiind periodice, de perioadd egali cu T, este de ajuns si se
studieze curbele reprezentative ale variatiunii lor intr'un in-
terval de lungimea 7, de exemplu (0, ). Avem tabloul varia-
tiunilor urmitor, {inind bine inteles seami ci 0 §i T sunt
valorile pentru cari avem maxime sau minime :

¥ |6 1 2 4 | f
PR i o O e e N g
M | ) g
y 13 eriestie |+1|creste| 1 o (descr. 41 |descr. 78
u 762 criestle |41 creste —lltl2 deser. +l- égscx%.n 73

— 179 —




(v, 43). ALGEBRA

Se observii ci maximele si minimele corespunzitoare ale celor
dou functiuni au aceleagi valori; ele mai au valori cores-
punziitoare egale pentru toate valorile lui z care sunt ridi-
cini ale lni cos2a. Totus curbele reprezentative nu sunt su-

e e
prapuse. Avem: y(6)—1—~ 4 aru (6)—1 29’
ete. 43. SimplificAnd functiunea z cu (z-+y) si tindnd seamit

de relatiunea datd zy=a® avem succesiv:

s x4+y4_a2 (m2+y2)+a4+5a2(x2+y2)_5at Lt

w2+y2__2a3
(*+y)t+4a® @+ y?) —4a*
z® +y*—2a? i 4
8140228 —4 atazt +4a° 22 8 4
P A

valorile si variatiunea lui % se deduc din ale lui z;. Pentru
simplificarea calculelor punind inci z=at, avem:

8 4
2 =a® %%_%1- Observim cii functiunea z; este discontinua
pentru =0, i=—1, t=-}1 si este totdeauna pozitivi. Avem
prin urmare si studiem variatiunea lui z; in fiecare din in-
tervalele de continuitate: (—oo, —1—¢); (—1-4¢, 0—¢);
(e, +1—¢); (+14¢, ). Dealti parte ea este o fune-
tiune pard de #, pentru i=tf, §i {=—1, ea ia aceiagi va-
loare; este de ajuns a studia in acest caz variatiunea lui 2,
pentru valorile pozitive ale lui £ Calculand derivata lui 2 in

@+1) (2 —45—4241) .
B(2—1)° §1 se

raport cu f, avem: 2, =2a%

vede cii %z, se anuleazi pentru valorile reale, care sunt ri-
diicini ale ecuatiunii reciproce in raport cu w=i?; gisim
(transformAnd radiecalii suprapusi) urmitoarele riidicini reale:

t1,938= i%(v3 - V_é_t Vl = VE), cite una in fiecare interval

de continuitate. Avem tabloul variatiunii urmitor:

= S~



RASPUNSURI §$I INDICATIT (Vi, 44 —1g).
z|0-+e s | +1—ce|414e | ¢, | +
x| = oY B — 0| +
A1 ' descreste | m l cregte | descreste | m |creste
| oo | + oo 4 [' +

tl=+%(v3+V§+V1 -I-Fﬁ) si t’é %(V3 + Vg_vl +V§)
3 3
44, Avem: z=a;+3 ad—a? gi 2o=— (z-l-‘/a'—?’)(x—\/a'_za)

3,/(as_zs)2 ;

deci urmitorul tablou al variatiunii lui :

‘~N‘ o +X
i s 5
b Medad
z creste descreste
S Tl

_3al _ 3a® _9a2(1+p),
146 Y1 T (1 e
derivata 2'=9 g0 —2LU—1)(#+ #2432 4¢41)

45, Se va puney=iz .".

a+er ’

iar tabloul variatiunii lui * urm#torul :

L Bk il o it s e 0 1 +
% + L e i R

2
2|0 er. +oo|4oodese. m=0 er. M=9T: dese. 0

deci zmwz=— a®. 46, Se aplici teorema maximului unui

o[

produs de factori pozitivi, cAnd suma lor este constanti ob-
&y Zq Tn ' . 1
et Bl ot 2 iy —=1. — 90, i
servind c# le-l-zwl-}- + . B Gisim o 20, Fo
losim proprietatea c¢i media geometrici a n cantititi pozitive

este mai micd sau cel mult egali cu media lor aritmetici

’

— _ X
egalitatea avind loc pentru valori egale, V:cl T2...Tn S%

— 181 —
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(v, 47—49). ALGEBRA

v, T1T3... Tn o 3

(G. M. XXXII, p.154). 47. Ridicinile

- (Zay) =nn

derivatei sunt —2 gi —1. Avem urmiitorul tablou al variatiei:

x — —2 —1 + \
Y +++ 0 — — 0++ +|
o 0 o4 a—5 e e
a<4 |—oo cr. Mnegativ des. m.negativ er. +oo| I
y o=4 |— oo cr. 0 des. —1 er. oo | IT
4<a<ph — o or. M pozitiv des. m.negativ er. + o IIT
=5 |—oo er. -+1 des. 0 er. +|IV

a>5 |— o er. M pozitiv des. m. pozitiv cr. + |V
Raddcinile reale. Pentru:
1. O riidicini cuprinsd intre —1 gi °°.
I1. O ridicind dubli pentru x=—2 si una cuprinsi intre
—1 i co,
IIL. 8 ridicini reale in intervalele (—oo, —2), (—2, —1),
(—1, Fo0).

IV. O ridicing dubld pentru 2= —1 si una cuprinsi intre
—oo si —2.
V. O ridicini intre — o §i —2.

(8. E. G. M. IIL p. 70).
48. Derivata ze anuleazi pentru z==0. Tabloul variatiei este:

Y | esico | 0 o0
e R B i . e ot s
y | +oo dese.| A |er + oo

Deoarece curba are minimul y=A, nu va tiia axa &' cind
A>0, ii va fi tangentdi in origine pentru A=0 si o va tiia
in 2 puncte simetrice fati eu origina dacd A <<0. Deci ecuatia
problemei are 2 ridicini reale contrarii cand A <<O. (S. E.
G. M. IL p. 139). 49. Derivata se anuleazi pentru =0,
pistrand semnul -} pentru orice valoare reald a lui @. Func-
tiunea este crescitoare dela — o la -+ oo, iar curba repre-

= 188 —



RASPUNSURI $I INDICATII (Vin, 50—51),

zentativi are pentru =0 un punct de inflexiune. Tabloul
variatiei este:

z | —oo 0 “+o0
vyl + + 0 + + +
y | —o A -+ o

Functiunea fiind crescitoare i ordonata variind dela — oo
la 4o, curba tae intr’un punct axa 2’ x, deci ecuatia pro-
blemei are o singurii ridicind reald totdeauna pentru A 40.
(8. E. G. M. IL p. 139). 50. Derivata este "2 (ne—n-1).

Ridicinile sunt 2=0, z="— Tabloul variatiunei este
pentru n > 2,

Y L 0 n-;l S
n=2p —' s 0~ ’— (g_l)njl-: o

Y |4+00 dese. —1 dese. — 1+T er. + oo

e s L P RNy Tk s
i Yy|—oo er. —1 dese. —-—l—l-(n—n—ln)"—j er. + oo

Ecuatia problemei are 2 ridicini reale pentrn n=2p in in-

tervalele {-~ ™, D), (n ot

) '"}-00); pentrn n=2p-+1, o sin-

garg rdddcind reald in intervalal (7% - 00} Pentrun=2,
studiul se urmeazi ca in cazul n=2p. (S.E.G.M.IIL p.140).
91. Functiunea poate fi scrisi subt forma y=z(;%£a:) giur-

meazd si studiem variatiunea lui ¥ cAnd & variazi dela 0 la
colga. Ea este discontinuii pentru o valoare negativi, deci in

afari de intervalul (O, %)’ care ramine intreg interval de

continuitate pentru . Calculind derivata avem y'=—-m

— 183 —
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(v, 52--53). ALGEBRA

(2> +2fx—1) si se anuleazi pentru doud valori ;>0 si

T
29<0, deci numai z; = colg (Z+%) gisindu-se in interval
(cci @ intrAnd numai prin tangenta sa >0, poate fi pre-
m

supus <§) gi avem urmitorul tablou al variafiunii:

z | 0 @ cotga

y | + 0 =

Y | 0 M 0

| -2}

Constructiunea curbei in cazul cerut este ugoari. 2° Prin
metoda directdi, observim ci rezolvand in raport cu z rela-
tiunea care di pe y si punénd conditiunea ca z sd fie real
trebue si avem: ¥*—2(14+27/)y+12>0 si avem deci
n<14+2r2—2fV1F7? (un maxim) si g2 214272427 V1+ 7
(un minim); primul avidnd loc pentru z;=—Ff +V/‘-:E—_+1 si
al doilea pentru wg=—f—Vf 241 (in afari de intervalul
dat), deci minimul nu ‘couvine. 952. Fie 2;>x; cele doud
riddcini ale ecuatiei; pentru m<<—1, ; si @; sunt imagi-
nare; cAnd m creste dela —1 la -0, @, creste dela 1 la
-+ oo, iar @, descreste dela 1 la —co. 953. Ecuatiunea in @
este urmitoarea: ma*-42®—6ma®—4z+m=0, sau pu-

nénd a:—i=y. my -+ 4y —4m=0, care di y=—3z-

(—1+V1+md) si @ —yx—1=0 gi se vede ci pentru toate
valorile lui 7 avem y real si ca urmare  real. Si luim acum

y=%(-—1+ Vi) s x=%(y+ V2 4) si si studiem

- - e .. 4 — 2
variatiunea rdddcinii . Avem yn= Titm + D i +m’>0
VI 't . o . 1Y b B
i 22m=-"—S———+-9ym >0, pentru ci l<V 244, prin
§ Virs Y P lyl <Vy*+4, v

urmare urmétorul tablou al variatiunii:
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RASPUNSURI §I INDICATIT (Vi 54, Ix, 1-5).

—oo | 0 4 o0
Y EEE: + F
y |—2 | creste 0 creste |42
2t ‘ + 4 1 .

~1 +V§| creste +1| creste |+14-V2

Pentru celelalte ridicini studiul variatiunii este analog.
%4, y este o functiune discontinui la stinga in punctele
0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10. Cici dind o descrestere micd lui
 in aceste puncte, I (z) descreste brusc cu o unitate. Pentru
construirea curbei se considerii succesiv intervalele 0,1;
1,2;...9,10; functiunile de studiat fiind y=ga?, y=u241.
Avem nigte arce de paraboli.

IX. I. Produsul este maxim céand: R+a2=R—z, adici
planul secant trece prin centrul sferei. 2. Insemnind dis-
tanta dela varful conului la sectiunea lui cu x, gidsim ci
raportul creste necontenit cAnd z variazi dela O la 2R; la
capetele intervalului (O, 2R) tinde respectiv ciitre 0 si 400,

3. Maxim pentru z:% (V?—l), minim pentru = ——% (V7+1),

dintre care numai maximul este acceptabil pentru diferenta
volumelor. 4. Fie m, m’,m" lungimile celor trei mediane, avem :

8= %V(m+m'+m") (m~4m'—m") (m—m'Fm") (—m—~+m"+m").

8 este mazim odatd cu u=—m*+2 (m'*+m"2)m? —(m—m"2)?,
U'm=—4m(m*—m"—m"). Avem tabloul:
m |0 ’ Vm'2 4 m" A
Um| 0 +.. w0 —
~u | 0 creste dm'2 "2 | descreste

Daci m*=m'2+m"%, avem 5a?=b2-+c% A se vedea
§i Mathesis XL pag. 175. (G. M. III).

5. Fie AB=aq. Punind BC =g, se giseste fie prin metoda
generald, fie aplicAnd teorema maximului unui produs de pu
teri cu suma factorilor constants, ci suprafata este maximi

S 305

\
{
\

:
J
1
it
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(I, 6—9). ALGEBRA
pentru BC =30 Avem Smaz=1_8 a2V3. 6. Insemnénd pe
1

Vaa_mzlx

AB=u, avem: 28=z Va?—2? — 22, iar 28'=

(a"—-2m’-—2wva’—w’). Anuland derivata si rezolvind ecua-

tiunea irationald gisim patru valori si considerdind numai pe
Se & a .

cele pozitive, observiim cid numal z=73 V2—V§ satisface

ecuatiunii irationale si deci convine problemei. 2 variind dela

¢ pand la (4a—¢), pentrn &= §<%V2 —V2 avem §>0,
iar pentru &= %>% V2 —-V2 avem §'<<0, deci suprafata S

2 B
trece printr’un mawxim S=i4- (V2—-1) pentru AB=§ V2—V§

(A_C=§ V2+V2). 7. Puntnd AB=a si BC =gz, gisim:

ntaz(a—2x) . ﬁa[w(a—2a:) 3
—= == i V="

Sip= ] , deci, x variind
a—x 3

o—%
intre ( e, %—-E) si S fiind pozitiv, maximul celor doust
functiuni S gi V are loc pentru aceeasi valoare a lui z, Numai

a
una din ridicinile derivatei se giiseste in interval, 2= —-

2
(9 2) si avem: Sm==ma2t)2- 1).vm~§na 3-2¥2p=

%nas(VE-—n*. (G. M. III). 8. Fie M mijlocul ipote-

nuzei. Punind AB=gz si ipotenuza BC=y, gisim (fo-
losind teorema maximului unui produs de puteri ai ciirui factori
au o sumi constantd, fie 'studiind variatiunea functiunii) c#&

maximul are loc pentru z=3 (adwﬁ pentru triunghiul AMB

echilateral). (G. M. VII). 9. Insemnidnd cu E proiec-
tiunea punctului P pe diametrul AB, cu x=AE, y=EP
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RASPUNSURI §I INDICATII (IX, 10—12).

i u perimetrul trapezului AMNB, avem, punind s

_ 2R+V82’—6RaT4R"
V2Rz— o
(z—R)[2(z—R)* +2R2+3RV3a:2—6Rz-I-4R“‘]
@Rz—2a*) [3a?—6Ra+4 R
deci perimetrul trapezului are un minim pentru @= R, adici
P la mijlocul arcului APB, cind trapexul devine patrat. Ase-
87R?® 2'—2Rax+4R? N
g SRz—a* este minim
2R?
V3(z— R+ R?
numitorul are cea mai micii valoare, adici z=R. 10. Fie a
si b distantele punctului M la laturile OY §l 0X, iar Psi N
capetele segmentulul determinat de OX ‘si OY. Punénd

OP=g §i ON=y gi ficAnd pe x si varieze dela a la -0,
gisim cii segmentul cel mai mic are lungimea: (a® - b¥)%

ed 2 » de unde:

’
1=

menea gisim ci V=

pentru =R, iar OD= este maxim céAnd

11, Avem S=27zy; V=ny’(z—%y). Daci S=4mr? *

2 2__ 9,2
Y= 2?7.’ V—g 3:372_7'. Pentru ca si avem V>0, trebue

2
ca z>rv—; si enm y<2x «* x>>r, care cuprinde pe cea
: 4
dintal. CArd « cregte dela r panid la rV§, V creste dela 3 T ré
piod la %Tf r4 V§ (maxim},  crescAnd V descreste continuu

~ o
si tinde citre zero. 12, Insemniim MOA=2z; BOA=2x«,
B0A=2¢ & R raza cercului. Fie w<“<a'<% si

sin &+ sin o’ 08 %+ cos &' +1
= t : _2 e SRR, [t SRR Mt
tgcp_.cos s 11 2vem in acest caz: y=2R g

sin(9—a). Avand sinoa-+tsina’' >0, dack cosa+cosa’+1>0
08 %+-c0s %' 41 HSn

e Laret S0 4
» 0<<ep < 3 deci cos 920 si ca urmare A= s

= I8y ==



3—15). ALGEBRA

daci cos %+ cos @’ +1<<0, s*+ 1—;< o<, deci cosp<<0,

ca urmare A>0. Asadar, maximul gi minimul Ini y au loc
in acelasi timp cu maximul gi minimul functiunii x= sin (p—2)
respectiv, ete. (G. M. IV). 13. Fie O unul din punec-
tele comune celor trei sfere (punctul unde perpendiculara pe
planul ABC in ortocentrul / inteapi una din sfere); un-
ghiurile triedrului OABC sunt drepte, deci insemnind cu
x, Y, # lungimile —O—Z, OB, 0OC avem: V=%
parte, S fiind aria ABC, avem: 16S= 2—i—ar’)(y’-}-;zz)—l--

(y*+2*) (2*+y) +2(e*+2*) (a* - —(y2+22) — (@*+9*"—
—(w’—l-'x?)z— 4(a®y2+a?22+y®2?), deci intre @, y, x existd
relatia &yt 2?22 49y222=44 In acest caz (6V)*=2x"y’2®
=(2?y?) (2 2?) (42 2?) este maxim cAnd z=y=zx, deci cind
triunghiul este echilateral. 14, Fie z latura tetraedrulm re-

xzyx., De altd

1
gulat, ¥ muchia laterald a unei piramide, avem: V=1—2-:c‘V§+

—:1:2‘/3_1/—12 S= 3a:V4y —ri= a“’V_ H 12V=2V2+

4
2z at—at; 12V—3w2v2+2v a:‘; a poate varia dele a.
at—zx

In acest interval, 7’ se anuleaz#i, schimbind semnul din plus

in minus, pentru w=a\/%’ deci volumul V pornind dela O
X e ) g § ol
creste pAnd la un maximum egal cu 3%\ g7 apol descreste
continuu. 15, Fie a si b distantele AA’ si BB’ ale punctelor
A si B la dreapta dati, O mijlocul lui A'B’ si 2m lungimea
lui A'B’; o distanta punctului M variabil pe dreapta dati Ia
MA® (z—m)*+a .
s g P o o Punind y°=z
si calculind pe z" avem urmitorul tablou al variatiei lui x:

punctul 0. Avem: y*=

Byt —=9 T X2 + o]
% I 0 — 0 25
x |41 creste| M | descreste | m | creste |41
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RASPUNSURI §$I INDICATII (1%, 16—21).

unde @;<ax; sunt ridicinile care anuleazii pe z’(x); anume:
Ti,2= # [(a>—6%) + V(@62 F 4 m?)2—4 02 b%]. Valoarea ma-

ximului lui %2 este 21b’ [a2+b2+4m2+V(a’+b’+4m’)2—4a’b2],
pentru aceea a minimului schimbiim semnul radicalului in va-
loarea maximului. 18, « fiind distanta centrelor, suma supra-
fetelor celor doui zone trece printr'un maximum pentru
RVR
T=a_——= = g fiind distanta punctului la centrul sferei
RVﬁ-}-rVr L

A~
de raza R. 17. Punind @=DBA, giisim: S*=R*sin’asin2a,

Aria triunghiului ACD este maximi cAnd unghiul “=g’ va-
! T
loarea maximului fiind ZRZ\IIOS. (G. M. IX).

18. Avand r=;-—‘z si relatiile: z+y+2=2p; a?+y2=:22
exprimdm pe r pumai in functiune de z, de exemplu, si stu-
diem variatiunea lui » observand cii « variazi dela ¢ la
(p—e). Giisim ci r, deci cercul inseris, este maxim pentru
2=y=p(2—Y2), rme fiind egal cu p(83—2YV2). 19. 4 si b
fiind dimensiunile dreptunghiului si 2 iniltimea cutiei para-
elipipedice, avem: V=gx(a—22)(b—2z). Studiind variatia

géisim cii V este maxim pentru a:=16(a+b)—%\/a_2—ab+b2.
20. Fie 29 inclinarea fetelor laterale pe una din baze, avem
V=§ ©nR sin 27“ [1+1g® 9+ cotg® 9], variatiunea volumului

depinde deci de variatiunea functiunii 2 = #g? ¢+ cotg? p=
4
sin?Q
nimi (trunchiul de piramidd devenind o prizmi pentru aceasti
valoare), de unde apoi creste nemirginit. 21. Avem

—2, care descreste dela + la 42, cand este mi-

;—S=xy+xx+yx §i conditiunea: 4(z+y-+z2)=44a; putem
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(1, 22—24). ALGEBRA

serie suprafata: 88=6(ry+arrtyx)=2(a+y+x)*—(z—y)*—
(y—2)*—(x—=a)?, care este maximi pentru z=y=z. Se
poate gisi acelag rezultat privind pe S ca fiind functie de
doui variabile de exemplu de ¥ si z, avind x=a—(y+2) si
aplicAnd conditiunile in acest caz pentru maxim. 22, Fie
My si No poritiunile mobilelor la momentul t=0; OMo=m
ONo=n; avem OM=m+at, ON=n—bt, MN '—(m-!-at)’—}-
an+bm_ 23. Can-
Va0

titatea de lumind primiti de un punct dela un isvor luminos
este egali cu cAtul dintre intensitatea isvorului luminos si
patratul dlstant;el dmtre punct §i isvorul lummos Deci pentru

M: k=——

(n—0b1)?%; gisim ci minimul lui MN este

+ . - Fie « proiectia 1 AM AB, pozi-
AM® | BM® R P ke

tﬁ‘i_ dela A cidtre B gi negativi in sensul invers. Avem
AM*=0A*+0M*—20A (0A —2)=a*+r"—2a(a—a)
BM*=0B*+OM*+20B (0B —a)=a*+r+2a(a—a)

2
(punﬁnd AB=2a, OM= r). Deci k= m +
W san 4ka?2®—2(4ka*+i—i)az+i(r243e2)+
(r*—a®)—k(r*+272a>—34%)=0. Pentru ca valorile lui  si

fie reale, trebue si avem: 4a?(a®+ r2)? k2 —4a%(a®+1?)
(¢4")k+ (i —i")?a2>>0. Ridscinile trinomului din membrul I
VD |, (V0"
2(a+1r2) 22+
(Vi+V4)?

prin urmare va trebui si avem: k>———2 e ™

al acestei inegalititi sunt: k'=

(V— Vz )2 a*t+r?
=17 — g =— )\ ) 1
- 2 (a2 + 2) Pentru k=1, avem a=za=a+ % iar
” " 1 a2+7'2 v:—' V;
pentru k=k", =2 =a+5 —— unde A=———,
A 2a Vid-V7 -

(G. M. VI p. 184). 24. Fie z raza comuni a cilindrului cu
indlfimea y, a conului cu inil{imea z si a sferei; S=mnm?
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RXSPUNSURI §I INDICATII (I, 24, X, 1).

. T
suprafata totald dati a rezervorului, TV volumul siu. Avem:

S=2ngy-+tnz)a®+122na?="nmnm?

2 3 e
% =ngly-} M—x-l- 27:; sau m*=2zy+a2Y 2?22+ 242,

3
V=622y+22%x2+42° Eliminind pe y intre aceste [doud
ecuatiuni, V=—223+2a?x —8a?Y 2>+ 22+ 8m?z. V fiind
functie de doud variabile, pentru maxim, anulim derivatele
sale partiale in raport cu z si 2. Vae=—6a"+4ax—

8 +2z22 . Sa’x
3 ———=—+3m?=0, V'2=22a2— ==(). Din ultima
Va4 Va2 x
ecuatiune se deduce =0, z= 12—5- Prima solutie introdusi

in prima ecuatie, conduce la 3m*=0, deci se exclude. Pentru

2mV3VVE—2 L
5

cealalti aflim z= =mYYV5—2,

y= m—v—g—vsvg——2 Pentru aceste valori, volumul rezervo-

mm® VY5 —2

lui =
rulul este 3

punde unui maxim. Calculim derivatele secunde:
" 62t +9a? 224224
Vip=—122+42—3 )
(@*+22)
2+222 ., Szt
V “z _ —
(22 4x2)} (@422}
V72 V2 V' pe x,z 'cu valorile ce ne-au anulat deri-
_ (145454V5)x 5V
9 54

. V", V"x fiind negativi, se verifici ecuatia

- Si aritim cd acest volum cores-

Vir=4z—32x - Inlocuim in

”
y Vozx = ’

vatele prime. V'z2=

T =x —25z
Vi il

de maxim: V7. V'e—(V'2)?>0. (G. M. XL. p. 42).

X. 1. Avem V(axa P+ 0b£01P=Va?+1* +Va 15" Ridi-
cind la patrat, reducind, ridicAind apoi a doua oari la patrat,
gisim: (a®+b?) (a?+5") —(aa’4bb')>=0. Dar dupi identitatea
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X, 2—8). ALGEBRA

lui Lagrange, membrul I al acestei egalitiiti este (ab’—ba’)*=0,
deci 5= 2. (1434241484 (1 +9i+ 20 =

(—=14-82) (1434) (—194+94) = —(1+9) (—194+9:)=10(19—9%).
3. Daci n=4p, avem [(1-417)2]%P=(2i)%r =(—1)7.2%,

n=4p+1, 1+ (1+i)=(—122%?(1+i); n=4p+2,
(14-2)* (143)2=(—1)2. 227+ 4; n=4p+3, (144)**+2(144)=

(—1)7. 220+ (5 1), [(—1 M )’Jp=[—1(1 ¢V§z‘)']p=1

29
. 1. V8 ) ( 1,18 )il_
Pentrn a iioua expresiune, ( ) 3 G =
1. V3 &t
—51?3). Daci luiim exponentul -1, rezultatul este
1,V3 ( 1,Y3 1
—_———4 — -+ — e e
( 5+ 2)dac§lu§m 2 I ot 2) liV3.
= 8 .’
1 3
PR L O b
87 G g AUl
178 ——§+ g b 5. Insemndnd suma numerelor
4 4

reale %, 8, 7,8 cu S;; suma produselor lor cite doui cu Ss,
suma produselor lor céte trei cu S; gi produsul tuturor cu S¢
gisim cil produsul dat este egal cu (1—Sy+S4)42(S;—Ss),
deci produsul este real cand S;=S;. 6. Insemnind suma
produselor cAte una, cite doui, etc, céte n ale cantititilor
reale ; cu Sy, S,,..., Sy, produsul dat, ordonat dupid puterile
lui & este egal cu a"+S,i2" 1+ 8, 22" 2+ Ss* 2" 3+
St S0 0 = (a"— Sy 2" 2+ Suat it —..)+¢
(Sy2" 1t —Sga™3+..). Produsul este real, daci S,z"'—
Ssa" 2+ S;2"°—...=0 si este de forma X; daci a"—
Sex" 2+ Ssaht—..=0. 7. (14ai)’=(1—1022+50a4)-+,
i (5 a—10 «*4-a?), Expresiunea este real, daci «(x*~102245)=0.".

a=0; a=+Y5 + 25 este de forma ki, dack 5a*—10a2+1=0,".

a=4_r\/5i52‘/5- 8. (14aif=14Chai— Clal—Clati+
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RASPUNSURI §$I INDICATII (x, 8—11),

Crot+4-Cl adf—... Expresiunea este reald, dacii Cjoa—Cj a4
Crad—, =0 gi de forma k4, daci 1—Cj o2 Chat—, =0,
9. 2+ 2+ as=r[lcos a4 cos (@ + B) + cos (2 +2B)] 44
[sina+ sin(@+B)+sin (x428)]]. Dar cos x—+ cos(a+B)4
cos(%—+2 B) =2 cos (a-+-B) cos B4 cos (2+-B)=cos(a4-B) [2 cos B-1],
sin o+ sin (a4-B)4- sin (a2 B)=2sin (a4-B) cos B+ sin(a-B)=
sin(e—+3) [2cos B+1]. Deci 2423+ 25=1r (2 cosf+1)
[cos (@+4B)+i sin (2-+B)]=0. Cum cos (+4B) si sin(x+5) nu
pot fi nuli pentru aceleagi valori ale lui -4 §, trebue
2c0sf+1=0, cosf=— % Deci vom lua =+120°. In acest

caz, punctele z, 2y, x5 formeazd un triunghiu echilateral.
10. Procedeu analog. Deoarece ¢0s %+ cos (44-8)4-cos(@4-2 )
cos (%43 B)=2 cos (+-B) cos B+ 2 cos (22 B)eos =4 cos ?cosg

; “';'3 B' sin @+ sin (- B) -+ sin (@ + 2 B)+-sin (243 P

2 sin (%+B) cos B+2 sin (a2 ) cos B=4 cos B cos g e 2a—;—3 5’

8
s1+xstastx0=4rcosPcos g [0032—0‘;_—:”- “+isin 20‘;—3' ]=0.
20+38 si sin2a+SB
2 2

cos

Dar cos nu pot fi nuli in acelas timp,

deci cos p=0, deci vom lua B==490° iar , xo, %3, %4 sunt
varfurile unui patrat. 1l. Generalizarea chestiunilor prece-
dente. Punind E;=cos 2+ cos (24 B)+...+ cos[a+(n—1)B)
Ey=sin o+ sin (a+ B)4- ... + sin [z 4(n —1) 5], inmultind
pe Ei si By cu 2sinP si observAnd ci 2sinz cosy =
sin(y +a)—sin(y—z) si 2sinz sin y=cos (y—a)— cos (y+z),
avem ficAnd reducerile: 2 sin P E, = sin[a+4n B] +
sin [+ (n—1) B]— sin o —sin (a—B); 2 sinBE, =cos(ez—B)+
sin%

cos %— cos[a+(n—1)B]— cos[e+nB] sau inci: E‘=—_§—
Sin—

2
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X, 12—14). ALGEBRA

2at(n—1) _ ™o . gadin—-1)8 .,

cos 9 3 sm_ﬁ—szn 2 #*x
2
. nf
" o 204(n—1)p , . . 2¢+(r—18
§1 P [cos 5 +isin 5 ]

2a+4(n—1)
9 i

Pentru ca k21 zr =0, observand cd cos

sin &L%_—lﬁ nu pot fi nuli in acelag timp, urmeazid ca
np
sm—2—

si avem: =0 ¥*x ﬁ—- o 2 nde E=1,2,..,(n—1).
sin?

Deci in acest caz afixele cantititilor imaginare sunt vérfurile
unui poligon regulat de » laturi inseris in cercul cu centrul
in origini si cu raza 7, plecnd din %, (in sensul direct sau
contrar si poligonul fiind convex sau stelat). In cazurile n=3
si n=4, avem rezultatele giisite in exercitiile precedente.

12, Argumentul membrului I este arcty —%’ iar argumentul

factorului an—+Dbnt este arc tg%:- (n=1,2,8...) si cum argu-

mentul unui produs este egal cu suma argumentelor facto-
rilor, avem egalitatea din enunt. 13. Fie 7y, 73 modulele celor
doui numere, » modulul sumei lor. Se stie ci r<<ri+rs,
vom arita c#, in conditiile problemei rire<lry r9; in adevir,
notand 7, =2-}p;, 7s=2-}ps, unde Py i P2 sunt pozitivi, avem
rirs— (r1 Fry)= Px+Ps+P1 p2 >0; deci r<rtra<rirs
(G. M. XXXVIL p. 476). 14. z=p(cos a+isin®), trebue
s avem sinna=0, deci na=k%, k==0,1,..(n—1). Daci

2k’ ® n— i, Qr+1=
n

a0, a=="" g y>\a; daci a<<0 i
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RASPUNSURI §I INDICATIL (X, 15—20).

r

2k ™

(k=0,1,....n—1) si »<\'—a; dac a<0 i o=

arfip 15 Fle So—Cn+Cy;+Cu+ Sl—Cl"l— +Cn+
Se=Ca+Cr4C% +... Ss—Cn+Cn+C“+ Desvoltim ega-

litatea (144)"= (Y2) (cos—-l—z sin ) Separind partea reali

oricare

de cea imaginari, S,— S, = (V§)" cos ——’ Sl—Sa=(V2)” sin f

Desvoltand (141)" si (1—1)" dupi formula binomului,
So+8:+ 8, +8;=2", 8,+8,—8, —83;=0. Rezolvim sis-
temul celor 4 ecuatii in 8y, Sy, 83, S3, avem: S;=2"—24-(Y2)" 2

cos %:, Si =224 (Y22 sin %, Sy =272 (2)"2 gps %",

S5=2m2— (Y22 sz'n"f (G. M. XXXVII. p. 309). 186. (g)3=
[(1+z‘)2J-"= (y)3=i,=_i 17 (144)™ _(1-’rz')"'(1+z')"=

2 2 - il § P e 9w
(14-s)et» ) :
“ige i Pentru valoarea numiriitorului se va vedea (3).
A7)?
Catul este real daci m-tn=4p. 18, a+bi=(_1-_'*-_“l:)=
{42 2 1—22 2
1+xg+1+)\’11 deCI a= 1+1’1 b= +12 w0 ¥ g aﬂ+b2_1

A S |
19. a+zb1+x deci 15 Pur imaginar, 7k ; avem:

_1—dk_ (1—dk)*_1—j2 . \(l—kg)’+4k2_1.

N N T W 1+1»2 : (14422
Deci expresiunea datii este reali cind A este o cAtime de
modul 1, adiei afixul lui A se giseste pe cereul cu cen-
trul in origine si razi 1. 20. a) Vi=a-bi. Determinim pe
a §i b ridicAnd la patrat in ambii membri i=q¢2— 242 abi,

deci a’®—b*=0, 2 ab=1, de unde a=b= :i:—v2E S Vi= ;t—v; (144).
Py R I
: . g T s VTS 2

Metoda trigonometricdi: i= cos 3 + singy Vi=cos 5 -
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(X, 20). ALGEBRA

T
2k75+§
2
cos (Tt-l—E)—{-z' sin (W-l-g)
2Im+— 2k1=+—
W=cos —I—zsm 5 g
T

z'sz'ng, coe +zszn »cos—+zszng§=cos(n+ )+

2 8in (W—I- _183) =— (cos§+isin g)»cos 13n+zsm13ﬂ (cos%u

(k=0,1); gisim cos1-t+isi721—t=E(1+i) st
ye

281N

2(1-|-z) b) Si caleuldim \/z,

(k=0,1,2,8); gisim cos g +

+isin§g); deci ridicinile sunt: + (cos -§—|— ising); + (cos 5?7:

+i sm%n) Metoda_algebricd. Punem ‘i/;=a+b'i, a si b reali.
RidicAnd egalitatea la puterea a patra, avem pentra determi-
narea lui @ si b reali sistemul de ecuatiuni:
fat—6a2b®+b*=0
Vdab(a—b?)=1
a?—b:=—2ab . a?—b2=-+2ab
{ sab(@ =g P { 4ab(a®—b?)=1.
Din primul, forménd ecuatiunea echivalenti — 8a®b*=1, de-

ducem ci n’are solutiuni in a si b reale; sistemul (II) ce
descompune in urmitoarele doui :

care se descompune in alte doui:

a®— b= V22 a’—b2=—-—v—?§
111 it i IV
ab=l/g A ab=_E
4 4
care dau sistemele de solutiuni:
1 = 1 =
Ay 2= '-'2‘2'V2+V2 la3.4=i§v2—v2
(IT1) 1.——= 1V =
1,z=i§V2—V2 lbs, 1V2+V2



RASPUNSURI $I INDICATII (X, 21).

Asa dar, avem riidicinile:

3 é(V2+V§+z'V2- V2), 1%(\/2—\/5—:'\’2—!— V2).

21, a). 1=cos 2kn+isin 2k~ 3/;=cos 2ch +isin 2’;1:
V3

(k=0,1,9). Valorile sunt 1, cos—+zszn—=——+z

€08 4?4-1,'82'71 %‘=—%—v?§- Metoda algebrica, Punand

3
\/I=a+bz' (@ si b reali), avem: 3a*b— b=, a’—Sabz-l
care di sistemele de solutii: (b=0, a=1); ( » b=+ E)

deci solutiunile obtinute mai sus pe cale tngonometn

2Im+— 2Im+—
+zsm

+isin— —L_—I- ’cos——f—zsm 5611: —v—2§+%» 0033_1t+

(2

b). :3/;= cos

(k=0,1,2) ." . cos g+

2
isin%c=—i. Metoda algebricd: Punand i/;=a+bz' # ¥ g
b=1
{as—3ab’=0 care dau: fas=g %
3a*b— b =1, i

H
+

1b=—1; Vs +
2

V§.1 T 1]

3/:= +_2— OE ) 5;=cos2kn+§ 7 sin 2kﬂ+§
_V_§ Z'_l_v c_"' »
2 2
Bl o B Bl
((=0,1,2,3,4) .. cosm—}-z sin 1o cos -I-z sin 3 7,
9= 18® . 13w 171t | 171t
cos—-l—zsm 10 10 + i sin 20" “ o + i sin — 5

a“——lOa'b2+5ab‘—0
Metoda algebricd. Punand : \/—_a—l-bz #*x { 5a*b—10a2b*+-b5=1
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X, 22—-20). ALGEBRA

a ==
. — ==1). | —=+ - L
care dau: (a=0, b=1); (b +Y5+2Vs5,0 o1

22, (a+batca?) (atbarter)=a24b2 e+ ab(e+o?)+
ac(@~ta?)+be(@2+a) pentruck @=1 «*sx o?+a2+41=0,

deci #4a?=—1 i ca urmare produsul de mai sus este:
a?F b2+ —ab—ac—be. MultiplicAnd cu (a +b+e¢) gisim
a3+b3+c®—3abe. 23. @ fiind o ridicind cubicd a unititii
avem: @!--a-41=0, deci descompunénd trinomul omogen
a*Fzy+y? avem egalitatea a®+zy+y*=(@—ay)(z— aty)
gi ca urmare vom arita cd pentru n impar si prim cu
expresiunea dati E(z, y)= (@ty)" —a"—y" este divizibild
cu (x—ay) si (@—o*y). In adeviir, observind ci pentru
n=38p-1, a"=a gi a®"=a? jar pentru n=3p+2 ar=0a?
w2n—at—a, avem: E(ay,y)=—y"[@2"4a"4+1]=—y"[o?+a41]=0.
Tot asemenea, avem: B[22y, y)=—y" [ara2r 1] =—y"
[e24a+41]=0. 24. Observim ci 67 41 este un numir
fiirk sot si prim cu 3. Suntem deci in conditiile problemei
(28). Punand y=1, conchidem ci membrul I al ecuatiei pre-
zente se divide cu @*-+a-1, polinom ale cirui ridieini sunt
chiar ridicinile cubice complexe ale unititii. 29. S notim
A=cos 0+ isinB. Observim ci utiv=1 Jrz+A2 4.
+an a,-”_-—..)‘"ﬂ grti—1 i [cos (n+1)0 43 sin (n41) 8] 2"+ —1 5
Az—1 zcosO+izsind—1
{ (@™ cos(n+1)0—1)+ia" T sin (n41)0}(zcosb—1—izsinb)
(@ cos 0 —1)2+2a? sin®0
22 cos n 0 — " eos(n+1) 0 —2x cos 041
22— 2z cosb+1 :
22 sinn 0 — " Hsin(n+1) 042 sinb
a?—2zxcos 41 1
fle) =14+ A, z+A:22+..., avem fl(a)=(1+=i)f(a?), deci
14 A 2+ A+ Aga’+ As 2. =(142) (1+A 2+ A x*+-Asz®+.)
=14 zi+ A 22+ Ari e+ As a4 Asi a®+ ... Deci Ay =4,
As=A;, A;y= A;i, As= Ay, etc, in general, A2,=Ay
tgmati__
tgma—i yo-

—1115\/3).

Se giseste: u=

v= 26. Si insemnim

Aony1=Ani. 27. Din ecuatia tgmzr=Fk, deducem
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RASPUNSURI §$I INDICATII (X, 28—32).

k+i cosmx—isinma ik
. sau o =-——> dar dacii punem x={lguz,
k—i cosma-t+isinma i—k

. cosSmr—isinma (cosz—z'sin:c)"‘ (l—z'x')"‘
avem — = e = —| =
cosmztisinmz \cosx-+ising 1+ix

. m . .

i+2\"_ itk i+k i+z y
e ——; din care, notdnd \/——— =&, ——=a ",
i—x — t—k —z

La—1 : : E ;
Land 53 i1 T Daci in aceastii valoare a lui z inlocuim pe ¢

m ~ 3 —-—1
; k—1 i k51 7
cu —12, deoarece - — g B e —

i—k i+ o%'l“l

1—a .a-—1
zm oa+1’ adicd z nu-gi schimbi valoarea cind

schimbiim pe 7 in —4, 2 este deci real. 28. Fie az+by+e=0
dreapta (C) descrisi de punctul z. Din relatia care leagi pe

% de x deducem: a:+a:—lc y+y' =k, deci alk—a)+b
(k—y)+e=0, adicii " descrie asemenea o dreaptd. 29. Avem

’

din relatia dati a:=x,2]ff_y,2v ?/=x,2+‘;//,2s deci inlocuind in

ecuatia dreptei: c(a+y?)+aks’—bky'=0, adici un cere
ka' iy Ka'—ky'
’e B Y= ) 5 !
a4y z'*ty
gisim cercul cu centrul in origine: z?-4y?=j24 L2
31. Ariitiim ci dacdi punctul x descrie o dreapti sau un cere,

; LRl
punctele x1==1z; xe=dz;; 23=2s}¢; ,~.4=z—a y=a' 2+
8

trecand prin origini. 30. Avem, z=

descriu respectiv o dreaptii sau un cerc. 32. Punand o=a--bi,
=c+tdi, ¥=a'+b'i, '=c+d'i gisim pentru determinarea
numerelor @, B, &, §’ sistemul: a’+b4c2+d?=1; a2+ b2
2+d?=1; aad’—bb'+cc—dd'=0; ab+ba+cd+cd-— 0,
in total un sistem de patru ecuatiuni cu opt necunoscute
reale; deci un sistem care are un grad ridicat de nedetermi-
nare. Putem adiioga pentru aflarea lui a',d’, ¢, d o ecuatiune
lineard omogen# cu parametri arbitrari, formand astfel sis-

temul omogen: aa'—bb' e’ —dd'=0, ab'+a'b-+cd+cd=
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(X, 32). ALGEBRA

MaFre b’ A Frd' =0 care di, tinind seamid de relafia
ce leagi pe o, U, ¢, d’ solutiile:

a = b’ .3, ¢ o d Lt
EPREYTVIPY NSNS [ SEPET TOn FTE
ad ¢ d e b c b a b a d
Kig' o ol & | Ky Bty YV I W e s
+1 Di fiind d : A dentih 4
VD?+D§+D§+D—Z (D7 fiin eterminan{il prece enfl), 1ar

a=+V1—1b——d>% Pentru a avea solutii reale, vom
lua deci b=d=0, a==% Vi—e |e|] <1, si numitorii lui
b si d’ nuli, adicid:

T | ) a0 e
0 ¢ 0|=0; 0 a 0|=0
As A4 A R

sau inci cleh —ary)=0; —a(ecr—akrs) =0 % 13=—ca— A

pe care introducnd in sistemul de solutiuni de mai sus eipitim
pe a’sie¢’. Solufia II.S& punem %=ry (cos @1 +isin®y), B=re
(cos Do i sin®s), &'=ry" (cos¥'1Fisin®’y), B'=r"s(cos?'s+
isin®’s). Inlocuind in prima si ultima ecuatiune, obtinem
r24ri=1, 24 r'3=1. Prin definitie modulele na pot fi
numere negative si putem pune 7y3=cos ©, re=sin 0, r 1=sinw’,

’ - ’ .. - . . T -
' 9=cos ' (u) si o' fiind deci cuprinse intre 0 si E) Ecuatia

a doua a problemei devine 7y 7'y [cos (91—9"1)+isin (P1—9"1)]=
7a 7'3 [cos (R4 Py —9"s)+ 4 sin (49 —@"5)]. Deducem:

0, — =0y —@ s+ 7+2k7, rir'1=rer's, k fiind un numar
intreg. Deci CP'2=75+CPQ—(P|+:¢P'1, suprimind pe 2LT care
nu schimbi valoarea numirului complex de argument ¢y, iar
din egalitatea modulelor, cu inlocuirile facute, sin(0—o0")=0,
w=0", deoarece ® si ® sunt in primul cadran. Numerele
ciutate sunt deci: @==cos ® (cosP;isin®), B=sin®(cos P+
isin®s), a@'=sin® (cos®’ 1 Fisin®’y), B'=cosw(cos¢’s-tisin 9's),
¢’y avand valoarea aflati. o, B, &, B’ sunt reale daci ¢, =k T,
Do =1ls T, CP'1=k'17t, (kl, ks, k,l intregi). (G’ M. XL. P- 326).
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RASPUNSURI $I INDICATII (X, 1—8).

XI. 1. Sciizand elementele primei linii din acelea ale liniei
a doua si asemenea elementele liniei a doua din acelea ale
liniei a treia avem un determinant cu doud linii identice,
deci nul. 2. Adunand la elementele primei coloane, apoi la
cele ale coloanei a doua, apoi la cele ale coloanei a treia
elementele ultimei coloane inmultite respectiv eu —38, cu —4
§i cu —2 determinantul se reduce la urmitorul de ordinul al

22 927 9 13 1170
treilea: —| 9 16 9(=—21| 1 4 2|=—302.
T 1880 7.:'8 B

3. Dand factor intre elementele coloanei a dona pe —2; apo
in determinantul obtinut adunim la elementele liniei a doua,
a treia si a patra elementele primei linii inmultite respectiv

19 —2 17
cu +8, ecu —1, ecu +1, obtinem: 6| —7 5 —2
4 1 3

Acum secizind sumele elementelor primelor doui coloane din
a treila avem succesiv:

19 —2 0
6| =7 5 0|=—12 _13 _§l=—972.
4 1 -2 1

4. Scizand pe rand elementele coloanelor a doua, a treia, a
patra elementele primei coloane inmultite respectiv ecu —2,
cu —3, cu —1, eu —2 determinantul se reduce la urmitorul :

A o B 1 0 0 o
4 8 2 8| |4-—12-—-2 —12]|
888 -9 1 |19L19 Bl
y N S i N
12 2 12 2 1 6

—| 12 5 13 |=—6| 4 5 13 |=—174.
. 0§ 9 —1) Pl

9. Se va sciidea elementele primei linii succesiv din elemen-
tele celorlalte :
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(X, 6-=T7). ALGEBRA

1 28 45 g g Poig
10000
100 0
2100 0|{=— =
2100
32100 308571 o
4 8 2 1,0
3 4 5 45
G ol SRR e S s L 0‘=(—1)*5=—+5.
2 150

6. Generalizarea chestiunei precedente, procedeu analog; re-
zultatul este (—1)"1n. (G. M. IL). 7. Se vor adiuga la
elementele primei linii elementele celorlalte linii, se va scoate
factor comun:

L e it | 1 )
4" "R 4 —3 —2 —1
s & 19T s 2%
2 841 9r-iday 201
-3 —2—1 —4 0 0 v
=10| 1 —2—1|=10] 1—2—1|=—40 ’ 2_1l=—-160.
1 21 1 2-—1
In general, avem de calculat determinantul:
1 92 8 4...(n—1) n
n 1 2 8...n—2) (n—1)
(n—1) n 1 2...n—3) (n—2)
D=l (n—2 w—1) n 1...(n—4) (n—3)
2 3 4 0.0 w 1

Aduniim elementelor primei linii, elementele celorlalte linii. Fie-
care element al primei linii continind suma primelor 7 numere

intregi este Zz(”‘—zil—); scotdnd factor comun in prima linie,
1 1 Lol % 1 1
n 1 2 3...n—2) (n—1)

_alt)|e=1) n 1 2. .(@—3) (n—2)
Ty 2 n—2) m—1) n 1...(n—4) (n—3)

D




RASPUNSURI $I INDICATII (X1, 8).

Scizind elementele primei coloane din elementele celorlalte

coloane,

1 0 0

D=n(n+1) (n—1) 1
2

n 1—m 2—=n 8—n ... —2 —1
2—n 3—mn ... —2 —1

i [N 0 0

(n—2) 1 2 3—n ... —2 —1
2 1 2 3 n—1 —1
Punind in mod general:
—(n—p) —Mm—p—1)...... —2 —1
P —(n—p—1) ...... —2 —1
By D (p+1) ...... —2 —1
P r+1) —9 —1
P (»+1) (n—2) —1

sciidem elementele ultimei linii din elementele primei linii,
dim factor comun pe (—n); apoi adiugim la elementele
primei coloane elementele ultimei coloane inmultite cu p si
avem: 8,—p=(—n)8,—,—1. Ficand in aceasti relatiune pe p
egal succesiv cu 1,2, 3,...,(n—2), observind ci Ay=+ pn,
i inmultind relatiunile obtinute, avem:

A 1=(—n)""2X(—1); deci D=(—1)""1.3.2* 1 (n+1).
8. Sciidem elementele ultimei coloane din elementele celor-
lalte coloane, apoi sciidem elementele ultimei linii din elemen-
tele celorlalte linii, determinantul se scrie deci:

—8 =2 —1 4 LB <18

ARGE TS R B B LY

T SO 1 ) W CVS. TR SR 1

T S ¢ 001
1 9 —6' —2 —

—8 2 3 0|4+|—2 2 3
3 00 “t 08 g

Valoarea primului determinant se

obtine imediat: 3%. Pentrn
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(X 9). ALGEBRA

al doilea determinant scidem elementele liniei I1I din ele-
mentele liniei I si gisim:

Ay lyg g 1971 1 0 0.1
9 92 3l=—4|—2 2 3|=—4|—5—1 8|=
Ly gt g 248 0 £11 ¢ B wd
N —4—4|_ 4 1 1‘_,
4‘—1 3"_4 ot | 3‘ * —1 3 %

Valoarea determinantului problemei este deci 34143, 9. Acest
determinant este generalizarea celui precedent. Urménd acelas
proceden de calcul, gisim:

1—n 2—n 8+n 4—m ... —1 n
1 2 3 4 ....n—1 1
2 3 4 R T 1
3 4 5 O S 1

n—2 n—1 0 0 0 1
n—1 0 0 0 0 1
2(1—n) 2—n 3—n 4—n ... —1 n—1

2—n 2 3 4 ...n—1 0
3—mn 3 4 B . 0
4—n 4 5 LA S 0

—1 =n—1 0 Olane T 9 0
= 0 0 e A 1

Desvoltind dupid elementele ultimei linii, obtinem doi ter-
meni D; si Ds.

9—n 8—n 4—n ... —1 n—1
2 3 4 ...n—1 0

3| 4 S i 0 0
Di=(—1)""Yn-1)| 4 . i 5 O 0




RXSPUNSURI $I INDICATII (X, 9).

3—m 4—n ... —1 n—1
3 4 ...n—1 O
=(=11(-1)2(n—1)| 4 Bl ) 0 |=
n—1 0 0 0
T n—1
2 nin—1)
=) —1r=(—=1) % (n—1).
2(1—n) 2—n 8—n 4—n ... —1

2—n 2 3 4 . n—1
3—n g 4 e A
DRIl e S i iy g

-------------------

JIn acest determinant de ordinul n—1 sciidem elementele
liniei IT din elementele primei linii:

% 3 =03 gl e G a =2
2—m 2 3 e n—1
ab8—w 8" 4 B ... 0
PamS L0 Vot agh gl ey 0 |
Et ' 0 Gy 0

apoi sciidem elementele ultimei coloane din elementele celor-
alte coloane:

0 0 0 0 —n
3—2n 8—m 4—mn 5—n ... n—1

3—n 3 4 ; Slter) T § |
L St 4 TSR 5 ORI ) 1 b

............




(X1, 10). ALGEBRA

8—2n 8—mn 4—nm b5b—n ... —1

3—n 3 4 5 ...n—1

(—1)—tn| 4—n 4 5 A
—1 n—1 0 0 0

Repetim si in acest determinant de ordinul »—2 sciiderea
elementelor liniei 1I din elementele primei linii:

—n =N =N — N e.ses —n
3—n 3 4 R n—1
D’ =(.——-1)"_1 n 4_n : 4 5 6 ----- 0 =
—1 n—1 0 0l 0
4—9n 4—m Bb—n 6—n —1
4— 4 5 6 ...n—1
(_l)n_l(_l)n—znz . .n IIIIIIIIIIIIII o
—1 n—1 0 0 0
(n—1)—2n —1
=( _1\n—1(__1)n—2 —1)8,,n—3 =
(—=)r(=1)s 2. (=P % g Sgh]!
n n——l)
(=1 (=12 (=1 (=12 (=) i=(—1) * "L,
nln—1)

Deci valoarea determinantului propus este: (—1) *
[(e—1)"+n""Y. 10, Scidem ultima coloand din celeialte,

avem, notind cu D; valoarea determinantului.
|

487 9010 e M Wt
5 .10 15,20 b 1 2 3 e
b 4 g N g T i
12 18 24 30 6 2i=-8" 4’ D
b |18 TR FION IR DL T 1 |
21 | 28:135. 4234 567898 4.5 6. |
it B SRR
32 40 48 56 8 a5 LG
183 200 2L f
45 b4 63 72 9 Bl LS

|
Do
S
»
|



RASPUNSURI $I INDICATII (XI, 11—13).

Sciizénd linia ultimi din celelalte, giisim:

404 4 4
541312591 " 82
SR g
10 18 28 40
@R gy <
D=9 |15 24 35 8|
R L
20 30 42 56
TE T AT
B BT iy B
L e Ny g X
: [l U T
F LSE e -
ol LR S B T
CTRTH G T VLl A W e T
3 4 5 6
ik geal ) B
4 5 6 7
4
Analog se calculeazi D4 si giisim D4=6! !7!Ds etc. »*x
4
D= % 11. Generalizarea determinantului prece-

[(n—1)1]*
(2rn—1)!(2n—2)!
Dand lui 7 succesiv valorile #, n—1, n—2,...,8,2 si inmul-
VR s (n—1)!]*
112! 8!....2n—1)1
12. Insemnand determinantul cu Dn, observim ci dacd sci-
dem fiecare coloani din precedenta, ultima rimanind ne-

dent, proceddnd analog giisim: D,= Dn—1.

tind relatiile obtinute, gisim: D,=

schimbat, si tinem seami de relatiile generale Ch=Ch—1+-Ch}

si Casai obtinem desvoltdnd dupd elementele primei linii:

Du=Dn1 X (—1)*L. In acelas fel avem: Dnp—1=Dn—2X(—1)*2 etec.
k(k—1)

Inmultind aceste relatii gisim: Dp=(—1) 2 . 13. Insem-

— 207 —




(X1, 14-—16). ALGEBRA

nand determinantul cu A, 1, observim ci scizdnd fiecare co-

loani din urmitoarea si dind in factor in determinantul re-

zultat dupi desvoltare factorul egal cu rangul liniei, avem:
A, . =n!Al,, unde:

1 1 i 1
9 3 A e n+1
Ana=—12.8 =" 8.4 H.5 5o (n+1)(n+2)
2.m. Sl forbl) 5, Gy () B 1)

In acelag fel giisim: An2=(n—1)! 4,3 ete.
Deci 4,,,=1!2!3!...n!. 14, Dim pe linii respectiv fac-
torii 1,! 2!,...n!, iar pe coloane, incepAnd cu a doua, pe

t 1 m!
11 2L (e—1)! §i cum Cn= 7T =3

1; Ci bty
1 ¢'CE €1 ote
—[1‘2' 72——1)']2"! ........... —

s avem:

17 Cafa 0835...Cn1

[1! 2!...(n—1)1]2n! (G M. XLI p. 535). 15. Generalizarea
problemei precedente. Procedind la ifel, ,
Da=1!21 3!..... (n—1) (k41)! (4+2)..... (k+n) X

1 Ck+2 Ck+3 Ck+n

1 Ciys  Chas.. Chinp

P e e e e o bl =
11 Chinp Chint2... Cigznt

1! 2! 3. .(n—1)! (1) (k42)!... (k+n)! pentruci valoarea

determinantului din membrul IT este 1. Pentru £=0, avem
problema precedenté’. (G. M. XLI. p. 537). 16. Observand

o e e bablel 001 g

. (n—l)' ” ﬂ; (” 2) (n—l)‘ n—1y.s- (n—k)'
k! :

n—k41)! Co TR f , giisim cit
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RXSPUNSURI $I INDICATII (X, 17—18),

1 1 T |
112!....(k—1)! Cr Ca1...Crokpr
Db 5 nl(n—1)..(n—k+1)! R i TG
g o S

17. Se aduni primei coloane elementele ultimelor doui co-
loane gi punind (a-5)® factor comun, avem:

11-2ab.: - b
(a2 1 a® 2ab|=(at+b2[(a>+0*)2Fa2b2—2ab (@®+-b%)]=
Lib® 1soca?

=(a+0b) (a®—ab+b2)2=(a*+1%2 18. Adunind elemen-
tele primei coloane, cu elementele celorlalte coloane §i sco-
tand factor comun,

1 ab b2 1 ab b*
(a*tab+0%) (1 a® ab|=(a+ab+b?)|0 ala—b) bla—b) |=

1 B a 0 bb—a) a®—b?
(a—b)?(a4-ab+b?) _ab : _’Iib =(a—b)*(a®4ab+-52)2=(a®—b%)2.

19. Scidem elementele coloanei IT din elementele coloanei I
gi elementele coloanei III din elementele coloanei II, des-
compunem in factori diferentele de patrate si scotdnd factorii
comuni elementelor coloanelor I gi II, avem:

b+c—a 0 a®
b—c—a cta—b b?
0 c—a—b (a+b)?
tele liniei II, elementele celorlalte linii, aflim
b+e—a 0 a® ;
2(atb+e2| —e a —alat+b) |=2abela+ b+
0 ec—a—b (atb)?
Solutia II. Se observi intdi cd determinantul nu se schimba
dacd facem o permutare circularii asupra literelor a, b, ¢; in
al doilea este un polinom omogen de gradul al 6-lea elemen-
tele liniilor fiind toate omogene de gradul al doilea; al treilea
se anuleazi daci facem a=0, san b=0, sau ¢=0, san

a+b+c=0, deci este divizibil cu abeladb-+c). Asa dar

(a-b4-c)?

, scazind din elemen-

— 209 — 14



(XI, 20). : ALGEBRA

A=abela+bte)[A+b2+ )+Blab+ac+be) 4 si B
fiind doi coeficienti numerici, deci aceiagi oricare ar fi valo-
rile lui a, b, c. Daci facem a=-1, b=¢=—2 giisim A=+2;
daci facem a=1, b=c=—1 giisim B=83A—2 deci B=4
e A=2 abe (a+b+ o) (a2 b2+ *+2ab+2ac +2be) sau:
A=32abcla+b+e). 20. Prima solufie. Desvoltind avem:

i e
(c+%)] expresiune care nu se schimb# cAnd permutim cir-

cular a, b, ¢. Putem scrie: 12"A=—(b2+cg) bbj_f + (a+ )

2 .. -
: +c +(a+ a) [(bc +a) — & a]’ apoi succesiv: %A —_—

abe
)5 e S 2
) +c)(1 bc) g \l— +Hlat ) be—a){1 — =
de unde se vede cii A este divizibil cu (be—a) §i ca urmare

2
cu factori obtinuti prin permutiri deci %A (be—a) b;; J

(3-—1)+(e+3 ) (1- -ve—a -2 foak s

b cf.1 1 (ac—-b ac—b
————|i=A=(bc— ol sl s iy
¢ b] 2 he a)(l abc) e ab )
(be—a)(ac—10) (ab—e) 1 3
abe (1—m sau inci: _T
(be—a) (ac—b) (ab—c) (abe —1). Solutia II. Dand alc alb

factori comuni intre elementele celor 3 linii, determmantul devine

2be ble2+1) e(p2+1)
alc®+1) 2ac ¢(a®+1)
a(b*+1) b(a®+1) 2ab

In acest nou determinant A si punem a =b¢, devine
2 41 41
b2c?| 241 2¢2 2241
»+1 b2ert1 252

1
a‘blic®
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RASPUNSURT §I INDICATII (X, 7).

in acest ultim determinant scidem din coloanele II, III
coloana I: ‘

2 2—1 b*—1
b'c*l e’ 1 2—1  pr—1) =12 (b —1) (2 —1)
B+1 2(e2—1)  p2—1
2 s |
¢*+1 1 ¢*| in care adunand coloana IT la III, obtinem
1.8 1
un determinant cu 2 coloane identice. Deci A=0 pentru
a=be, A este divizibil cu a—be i analog se aratd cii este

divizibil cu b—eca, c—ab. Panind in A a=%» se giseste
2bc b(e*+1)  e(v>+1)

b(e1) Qbe 140262 |=
e(B*41) 14p2e2 2be

b317 [8b303+2b0(c2+1)([)‘-’+1)(1+b202)_2b03(b,+1)2_

—26%¢(e*1)*—2be (1402 ¢2)2 = b22c’ (462 2 4(14-b2¢2) (b24-c?)

— e (02412 — 62 (2+1)°] =0. Deci A este divizibil si cu

b e?

a—-bl—c sau cu abc—1. A este deei divizibil cu (@ — be)

(b—eca)(c—ab)(abe—1) $i cum reprezinti un polinom de
gradul 1X, cAtul este o constanti: A=1l(a —be) (b — ca)
(e—ab)(abe— i). Determiniim pe k inlocuind in ambii membri
ai identititii a=0, b=1, ¢=1, se giseste — 2=+, deci
¢ = —2. Valoarea determinantului propus este deci:
+2(be—a)(ca—b)(ab — ¢) (abe—1)

a’b® ¢? \
telor din prima linie respectiv elementele celorlalte linii, ob-
tinem 2(2a2+44?) factor comun in prima linie, deci, deter-
minantul — notat D — se poate scrie:

1 1 1 A
—b? &b a—p? b)*
D=2(2424-1?) Ef;+b)2 sz,,z e E?—Lbzz i

a®—b* (a+b)? (a—b)? a2+p?

21, Aduanim elemen-
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(Xl, 22—2). ALGEBRA

1 0 0 0
(a—b®  2ab  2ab—20% 4ab
2(2a*+0%)| paqge  _—gpe 2ab —2ab | T
a?—b® 2b*4+2ab 2b°—2ab  20°
a a—b 2a
160°(2a2+2)| —b @ —a

atb b—a b
Adunim elementelor primei coloane elementele coloanei III,
scidem elementele coloanei II i avem :

‘ 1 a—b 2a
D=164*(2a®+1?))(2a+0b) | —1 a —a |=
1 b—a b
1 a—b 2a
16 (2a2+ 1) (2a+0) | 0 2a—b a |=
0 b b—a

—165%(2a+b)(2a2+162)(2a2+b2—2ab). (G. M. XLII p. 94).
22, Determinantul, care este un polinom de gradul al 4-lea
in raport cu « se reduce la zero pentru xz=a,;, intrucit are
primele dou# linii identice. Analog pentru z=as, x=as.
Deci valoarea determinantului este divizibili cu (@z—ay)
(z— as) (x—as). Adunand primei coloane elementele celorlalte
coloane, deducem ci# valoarea determinantului este divizibild
cu z+a+astas. Rezultatul este (z—ay)(z—as)(@—as)
(z+ a1+ as+as), coeficientul lui z* fiind 1 in ambele expresiuni.
23. Acest determinant este generalizarea celui precedent, pro-
cedeul este analog, rezultatul: (z — @) (x — a3)...(x — an)
(@+ai+as+...Fan). 24. Scizand elementele fiecirei linii

din elementele liniei urmitoare, avem:

wy x x 2
Ay | T G2 0 0 Saizing
0 z—az as—x 0
0 0 T—as a,—2x
as—x 0 0 @ x ®
T—as as—x 0 |+@—a)| z—a: az—zx 0 |=
0 z—as3 a—= 0 T—as 0,—7x
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RASPUNSURI $I INDICATII (XI, 25—29)

=a;(a3—2)(as—2z) (a,—2) 20— ) [(a5—2) (au—2) + (as—a)
(@i —2)+(as—2) (as — 2) | =w(a) — ) (a3 — ) (a3 — @) (2 — )

4 1 : + : ] 25. Generalizarea deter-

z(a;—z) " ay—2 ' ay—z ' ai—z
minantului precedent. Procedind in acelag fel giisim :

'An=z(an—z)(a:—a:)...(a,.—x)[ - )-l— 1 -+ ; +...

w(a;—z As—x as—x

1 =
+-a r]- 26. Se vor aduna elementelor primei coloane
n e

elementele celorlalte coloane, se va scoate a4b~22 factor
comun, apoi se vor sciidea elementele primei linii din ele-
mentele celorlalte linii. Rezultatul este: (a— b)? (a4 b+ 2 2)
{a4b—22). 27. Se aduni elementelor primei coloane, ele-
mentele celorlalte coloane, se scoate: a+b+4z factor comun,
apoi se scad elementele primei linii din elementele celorlalte
linii. Se giiseste:
a—x 0 0 b—=z
0 a—x b—zx 0
(a+b+4 z) (a—b) YR e A
b—az 0 0 a—=z
Acest determinant de ordinul 4 este de aceiasi formi cu acel
calculat in exercitiul precedent, din care se deduce punind
in loc de @, a—z, in loc de b, b—z si in loc de z, 0. Deci
valoarea sa este (a—z—b+2)? (a—z+b—2)(@—2+b—2z)=
(a—b)*(a+b—2a)®. Determinantul propus are deci valoarea :
(a—bP (a+b+42)(a+b—22)%. 28. Scizand elementele primei

linii din elementele celorlalte linii avem:

1 a+b ab
A=(d—c)(d—b){d—a)| 1 a+tec ac |; repetand acelasi
1 b+e be
lucru pentru noul determinant, avem: A=(d—¢)(d—b)(d—a)
(—D)e—a)| | %|=—0)(d—D) (d—a)—b) (c—a) (—a).

29. Se va descompune intr’o sumi de 8 determinanti din care
6 sunt nuli; rezultatul este 2abc (e —b) (c—a) (b— a).
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(Xi, 30—32). ALGEBRA

30. Fie A valoarea determinantului de calculat, A este un
polinom omogen de gradul al 7-lea in raport cu a, b, ¢ d;
A se reduce la zero cind facem a=b, a=¢, a=d, b=c¢,
b=d, c=d, este deci divizibil cu (a—b) (a—c¢) (a—d) (b—e¢)
(b—d) (c—d), cAtul va fi omogen de gradul I in raport cu
a, b,e,d; A isi schimbi semnul cAnd schimbim pe a cu b,
impirtitorul de mai sus schimb# deasemenea numai semnul,
catul rimanind neschimbat este simetric in raport cu a, b.
Urmeazi ci el este de forma k(a+b-+e+d), k fiind un
cocficient numerie; pentru a determina pe k, considerim iden-
titatea A=rk(a—1b) (e—e) (a—d) (b—e) (b—d) (c—d), unde
facem d=0, simplificim cu abe, apoi ¢=0, simplificim cu
ab..., gisim k=1, 31. Generalizarea chestiunei precedente,
valoarea determinantului este un polinom omogen de gradul

1

-2—n(n—1)+1, ea se reduce la zero cAnd facem ai=ajz, este

deci divizibild cu (@, —as) (u1—as)...(ay—an) (as—as)...(az—an)...
J

(an—1—an), peste tot -2—n(n—-1) factori, vom avea un cét

simetric de gradul I: k(a,+az+...+as). Egalind determi-
nantul cu produsul dintre impirtitor si cAt, obtinem o iden-
titate in care ficind a»=0 si simplificind cu @, as...an—1,

gisim o expresie de aceiasi formd afard de factorul (=1
n(n—1)

din aproape in aproape giisim k=(—1) 2 . 82. Procedeun
analog cu precedentele. Determinantul se divide cu (a—b)
(a—¢) (a—d) (b—e) (b—d) (e—d). Catul impirtirii este un
polinom simetric si omogen de gradul 4: aZat+BEa’b+
vZa?b®+-32a2 be+cabed. Egalim determinantul cu produsul
dintre cit si impirtitor, in identitate facem d=0, simplificim
cu abe, apoi ¢=0 si obtinem abla®+ab-+0b?)=a(a*+b%)+
B(atb+b%a)+ra2b?, de unde 2=0, f=y=1. Pe 2 il de-
terminim inlocuind in identitatea (ce obtinusem inainte de a
face ¢c=0) a=1, b=—1, ¢=2, giisim =2. In fine, punind
in identitatea initiali a=1, b=—1, ¢=2, d=—2, gisim
e=4. Incéat, valoarea determinantului este: (a—b) (a—¢)

=t —



RXSPUNSURI S$I INDICATIT (XI, 33—31).

(a—d)(b—c)(b—ad)(c—ad) (Zatb+Za2b*+22 a2 be+3abed)
(G. M. IV.). 83. Se va divide linia intdia cu %, linia a

doua cu af~%,..linia n-a cu a"* punand bi:ai=c;, avem:

ltdes el wha et
AP TR, e XK hotealae, aletanmsl,
BT e A et
Avem de calculat un determinant Vandermonde de ordinul
n. Rezultatul este af a2 a? (e3—¢,) (cs—ey) ..... (en —e1)
b b
(es — ca).....(en — e3)...(en— en—1) = @71 a1, a1 (—-’———’)
ag ay
bs bl) (bn bn—l)
———] = (@109 — asby) (@ bg — as by)...
(L) () oy — ) e — b

(@1 bn—an by) (as bs—ag bs)...(an—1bn — bn-1a,). 34. Prin des-
compunere in sume de determinanti ajungem la:

a’> b? ¢ a® b 3 a® b® ¢®
182%abc|a b ¢ |+182*[a® 12 2|+122%|a b ¢ |
J AP TR | 2 e (e | 3 L o

Valorile acestor determinanti sunt respectiv: (a—b)(b—e¢)(c—a),
(a—b) (b—rc) (c—a) (ab+be+-ca), (a—b) (b—¢) (c—a) (a-+ b+e).
Deci valoarea determinantului este 62®(a—b)(b—c)(c—a) X

222 (a+b+c)+ 32 (ab + ca-+cb) +3abe]. 85. Din co-

‘ e 1
loana intdi se va sciidea coloana a doua multiplicati cu —;;

. ) Kb 1
din coloana a doua, coloana a treia multiplicatd cu 5, ete., se

giisegte (z*—1)%. 36. Proceden analog; rezultatul este:
n(n—1)

(—=1) ® (@"—1)L (G. M. VI). 37. Se divid liniile res-
pectiv cu sin®a, sin?B, sin®Y, gisim:
1 cotg®*a cotga
sin*a@sin®Bsin®y | 1 cotg?B  cotgf |=
1 cotg®y cotgy
1 cotge colg®o
—sinasin®Bsin®y| 1 cotgB cotg’f |=
! 1 cotgy cotg®y |

i i
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{XI 38— 40). ALGEBRA

—sin2asin® B sin Y [cotg B— cotg %] [cotgy—eotg®][cotgY— cotgBl=
— sin(0—B) sin(a—7) sin(B—y) = sin(a—B)sin(B—r) sin(y—).
38. Se va scidea linia a 3-a din 1-a i a 4-a din a 2-a, apoi
se va aduna coloana 1-a cu a 2-a si a 3-a cu a 4-a; se va
desvolta dupi elementele coloanei 1-a. Se giseste:

[(cos B+ cos) (sin 8+ siny) — (sinf 4 sin®) (cos® + cos7)] X

3 Bemtie- o 5— s
sinp—sino  sin®—siny | _ lailitail By ein (7~ )
cosP—cos% cos8—cosY

e
sin® a_-}—@_%_. 39. Determinantul se mai scrie:
0 sin 40 cos 40 tg40  cotg 40
—sin 40 0 cos b0 igb50  cotg 50
D=|—cos40 —cos50 0 tg60  cotg60

—1g40 —1igb0 —itg60 0 cotg70~
—cotg40 —cotg50 —cotg 60 —cotg70 0

Se stie cd schimband liniile cu coloanele, determinantul nu-gi

schimb# valoarea, deci

0 —sind0 —cosd40 —itg40 —cotg40
sin 40 0 —cos50 —1gb0 —cotg50
D==| cos 40 cos 50 0 —1tg60 —colg60 |,
tg 40 tg 50 tg 60 0 —cotg 70
cotg 40 cotg50  colg 60 cotg 70 0
scotand pe fiecare linie (—1) in factor, obtinem D= — D,
deci D=0. (S. E. G. M. III). 40. Observand ci
utud v+o® wtod
D= . u? v? w?
(1+u?)1+2") A+ | | 1 1
Calculul lui D se reduce la calculul unui determinant Van-
1l 1
dermonde si De=| w* »* w® | Pentru A observim ci

& Y 59 %
tg B tg 9 tg 5

1 1 1
COSX COSY COSX

poate fi scris sub forma: A=sinasiny sinz
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RASPUNSURI §I INDICATII (XI, 41—44).

deci vom pune: ig%‘——-u, tg%=1:, tg%=w si obtinem re-

zultatul: A=16 sinZ sin L sin> sin T=Y gin Y=2 sin 2 =2

2 2 2 2 2 e
(G. M. XXXII p. 114). 4l. Se va adiuga la

con 2TYTE

coloana intdi celelalte 8 coloane; se giseste factorul 10 —z;
in urma determinantul se reduce la unul de ordinul al 3-lea,
a ciirui valoare se obtine adunind la elementele primei linii
pe ale celorlalte, si apoi coloanei 1-a elementele coloanei a
3-a §i este (8—2a?) (2-4a); ridicinile sunt —2, +2V2, 10.
42, Ridicinile sunt 0, 0 si a® b2+  43. Din definitia
numerelor lui Fibonacei putem serie: ag=a;+as, bs=b,+bs,...
ls=1l;+1s, rezulti ei determinantul A se descompune intr'o
sumid de cAte doi determinanti, fiecare nul, avind cate doud
coloane egale. (G. M. XLIL p. 140). 44. Scidem elementele
primei linii din acelea ale liniei a 2-a i a 8-a si punem
factor comun pe (b—a)(e—a); apoi in determinantul rimas
seiidem elementele liniei a 2-a din acelea ale liniei a 8-a si
punem in factor pe (¢—b); repetiim operatiunea pentru co-
loane si avem:
14+a*+a*  ata?b+a®  a?
D=(b—a)*(c—a)®(c—b)?| ata?b+a® 14+(a+b)? atbl.
a? at+b 1
Acum adunind la elementele primei linii pe ale liniei a 3-a

inmultite cu (—a?), si la elementele liniei a 2-a elementele
liniei a 3-a inmultite cu — (@4 b), giisim:

1+a® o a®
D=(b—a)?(c—a)?(c—0b)?| a 1 bta|=
0 0 1

(b—a)*(c—a)? (c—b)®. Daci determinantul D este nul, trebue
neapiirat unul din factori: (a—b), (b—¢) sau (¢—a) si fie nul
deci triunghiul este isoscel; reciproc doui din numerele
a, b, ¢ fiind egale, D este nul. (S. E. G. M. IIL p. 69).

e BT




(X1, 45—47), ALGEBRA

2

kp kp ceee ]cg O e O
1 2 1
45. Fie D'— kogr  dpar . Kot k;L A
1 2 P n
| kn+p—1 ’Cﬂ-{-p—l...l’in-{-p—l sens kn-{-p—-i

Tinand seama de relatia de recurenti se poate inlocui ele-
mentele din coloana primi eu kp—1, kp,..knip—2; apoi scizind
coloana primi din a doua si repetdnd operatia pentru doui
cate doud coloane ce se succed, avem Dh=mn! D’f.*l, cum

Dn=1, rezulti Di=(n!)"L, S& notim

k3 k3 b lin0n i nd s 0
g B k3 o) e A 0
1'421+1 ki+1 .......... fent1

In determinantul D,—1, adiugind la elementele primei coloane,
elementele coloanei a doua multiplicate cu 2 gi in general la
elementele coloanei de rang ¢, elementele coloanei urmitoare
inmultite cu 71,

ki+2k: K} - PR T BRSO Al E 0

2 K2R K3ASES EY . . .. ... 0
Drna=

2k BSE . T a—D T Tt
si tinAdnd seama de relatia de recurentd, rezulti ci
Di1=48,—nd,_1 sau 8,=nd,—1+(n—1)! din care A,=n!

(t+5+5+ -+t

-y +;z—) 46. Desvoltarea determi-

nantului este un polinom de gradul patru in 7, deci de forma
A *+B34+C2+Di+E. Inlocuind in determinant pe 7 prin
—4 gi schimbind liniile cu coloanele, observiim ci determi-
nantul nu-gi schimbi valoarea. Deci A#*+BB+CR2+Di+HE=
Ai*—B*4-Ci2—Di+E sau 2¢(B2+D)=0 .". D—B=0.
Desvoltarea determinantului se poate deci scrie :

Ait4-C2+E+Di(241). Si cum 2+1=0, A#*+C2+E,
care continAnd numai puteri pare ale lui 4, deoarece #*= —1,

este independenta de 7. (S. E. G. M. ITL. p. 68). 47. Se va
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RXSPUNSURJ $I INDICATIL (X, 48—50)

multiplica, in cel de al doilea determinant, coloana a 2-a cu
Y%, a treia cu zz, a patra cu Y, se vor scoate apoi factorii
comuni si se giiseste primul determinant; tot in cel de al
doilea determinant adunand la elementele coloanei intdia ele-
mentele celorlalte coloane, ete.,, avem succesiv:

1oy 2
Sk z Yy—z z—y
A=(z4y4z) i Do =—(@tytz)|a—x y 21—z |=
Yyoo b T—y y—x =%
1 0 z2—y
—(x+y+x)(x—'y+z)(—x+y-|—;) 01 z—2|=
T . 1 z
1 0 z—y
—(@ty+)e—y+D)(—zty+0)| 0 1 21—z |=
0 0 aty—x

-($+y+x)(z—y+x)(—m-l-y-l—z)(:u-{-y—z). 48, In de-

terminantul din membrul I se aduc fractiile la acelag numitor,

se scoate factor comun Ik apoi factorii comuni pe co-

loane si se desvoltd determinantul. ete. (8. E. G. M. I. p. 39).
49, Se scad elementele primei coloane din elementele coloanei
II. Identitatea se deduce desvoltand determinantul dupi re-
gula lui Sarrus i seriind cii valoarea ei este zero. (S. E. G.

M. L p. 56). 90. Tinand seamd de relatia datd, determi-
nantul D poate fi scris:

1 st il ei g Bl
x ate Y e sl AL
D= 1 dig=—=a —x 1 —x% | =
z zta z+a
ke 38 ool I IR s
y y+o| | y+b
l’%c ——1 z wx;c —1 "z
ate  z x+e
B e g M. ). Rt e e
z+a z zta
—xy y‘ y—-l—ll; —xY Yy Z—Z




Xl, §1—82).

ALGEBRA
Xee 1 x—C
oo but oy el R,
o Y B z—a _,
x+a Y z+a :
y—>b y—b
Y Uyt y+b
Desvoltind acest ultim determinant dupd regula lui Sarrus
| b i _x—a.y—b_
gi tinind seami de conditii, gisim: D po 4 ——y o
x—ec¢,x—a,y—>b, x—e 4 (zyx—abc)
=0.
x+c+x+a+y+b+z+c (z+a) (y+b) (x+e)

1)2
51, Avem F(m)=(a:2— m—,) , flo)= (1:— —) deci F(z)=f(2?).
(G. M. XL p. 116). 52. Determinantul dat fiind 4, sciidem
linia I din a III gi a II din a IV, apare (a,—as)® factor
comun si vedem ci determinantul rimas se anuleazi pentru
a;=as, deci se divide cu a;—as. In adevir scizind linia a
doua din a treia, elementele liniei a treia au pe a;—as factor
comun. In fine, in determinantul rimas scizdnd linia a 3-a
multiplicati cu 2 din linia 4-a, apare din nou a;—as factor.
Deci determinantul dat se divide cu (a;—as)*. Ficénd per-
n
mutiri circulare se vede ci A se divide cu Hl(ae-—ak)". In
i, k=
raport cu a;, desvoltarea determinantului reprezinti un po-
linom de gradal (2n—1)+2n—8)=4n—4=4(n—1); iar
n

produsul .H (ai—aw)* continind pe a; in factorii (ay

— ay)

1 =
(al-—ag)...(al
raport cu aj.

an) este un polinom de gradul 4(n—1) i
Deci catul impértirii lui A prm produsul
1311 (ai—ar) este o constanti @ Punind A——az II (ai—ar)t,
¢, k=

dacii in aceasti identitate punem a;=0 gi desvoltim pe 4,
obtinem :

1 ay . a3
a3aj...al 0 1 2a 3
0 1 2an



RASPUNSURI $I INDICATII (Xl, 53—54)

iar in membrul II @a} ag...a:‘ E_z (@i—ax)*. Simplificand si

repetdnd operatia precedentd, giisim %=1, Observind deter-
minantul dat, elementele din liniile de rang par sunt deriva-
tele elementelor din liniile precedente, deci generalizarea va
rezulta ludnd p—1 linii deduse din elementele primei linii
prin deriviri succesive, apoi p—1 linii deduse prin deriviiri
succesive din linia p-+1, etc., adici

5 TR LT ap—t
0" 2. .- . (np—1) apr—2
Dis= el Dl 4 [ g KD (np—1) (np—2) ajp—*
DA P o T (np—1) (np—2)...(np—p+1) ay

elementele liniei I,
respectiv la elementele liniei a 2-a, a 8-a,...an® obtinem un
determinant in care elementele de o parte a diagonalei prin-
cipale sunt zero; gisim pentru valoarea determinantului:
22n—2(n !)n

pl1l 2. (n—1)1 ]2
di p=2""1n. [G. M. XVIII]. 54. Prin ipotezi linia de
rang p este: (1) pk ph+1 ph+2...ph+n—1. Vom dis-
tinge doud cazuri: a) h si » primi intre ei. Numerele din
sirul (1) divizate cu n ne dau in acest caz » resturi distincte
r, r=+1,...; iar valorile lui » corespunzitoare la diferite va-
lori ale lui p vor fi asemenea distincte; va exista deci o va-
loare a lui p pentru eare resturile sunt 0,1, 2... (n—1); alta
in care resturile sunt 2—1,0,1...n—2; alta pentru care
avem resturile n—2, n—1, 0, 1...(n—3), ete. Schimbind
convenabil liniile intre ele, avem:

2"1CL C2 C3...Cl, care egalati cu

0 1 - RS W n—1

n—1 0 (ML n—2

A== n—2 n—t 0. o0k n—3
1 2 Sl 0




(X1, 55—57). ALGEBRA

Adunind elementele primei linii cu elementele celorlalte linii,
n(n—1) R .
avem pe (—2— in factor; scizind apoi prima coloani din
toate celelalte, se obtine un determinant de ordinul n—1 in
care scizidnd elementele ultimei linii din celelalte, determi-
nantul rezultat de ordin n—2, are toate elementele diago-
nalei —n, iar elementele deoparte a diagonalei nule, deci

A= + %n(n —1)n"2,

b) h si » au un divizor comun d>1. Fin n:d=p, h:d=gq;
ph=gq, iar (1) devine gn g#-+1...gn+n—1 care urmeazi
a fi inlocuite respectiv cu numerele 0,1...(n—1) care re-
produce linia I, deci A=0. (G. M. XVIII). 55. Daci notiim
4, determinantul dat, avem A,=a, 4,_1+4, 2 Dar a, A,_1,
A, 2 nu pot avea termeni asemenea, deci daci N, este nu-
miirul termenilor lui 4,, vom avea N,=N,—1-+N,—2. Cum
avem N;=1, N;=2 urmeazi ci N, este al n-lea termen
din sirul lui Fibonacei. 96. Fie A=|ai; ais...ain|, unde
s’a notat astfel determinantul

i, @8 IR oW Ay n
s AEY 2o ba orsy vt e Aon
. iy (7 T R N Ain
any S el ianre urilh s » Aun

si A2=|ai 42 aisFA..aint+r|. Avem imediat A=A}
'laig @ig .. «Qin I + | @iy A aig ... Ain H——Ha.l Aig..Ain—1 A ' =
A+A23; (28 fiind suma tuturor minorilor de primul ordin).
Rezultd propozitia enuntului. 97. In general, dacit variabi-
lele pozitive xy, @s...xn satisfac relatiunile :

Aaf eyt A ot alo . A %o Dnt gt = A
Byay @ ...ain+ Byalntt. . gl + B, abe-1nt1. glm=B

Lyzhal...an+ Loz, zjm ...+ L gl glw=T,
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RASPUNSURI $I INDICATII (XI, §7).

p+aq+..Fs=n, atunci prod'usul P==ai af.. ol
este maxim, cind avem :
Ay ap... xin =A2x‘{"+l...z:m g A, zi—nt1, glpn
A, A, 5;
Bizial..an  Byapeti..alm _ B alu—nti, gl
811 4tz e, Aptq
Lyzf..ap  Logpt..azm _ Lafe-tnt1, gl
An—-s-{-l An—s-{-2 W A;A
unde Ai oarecare (1 <1,2...n) se obtine din :
ay Wnda Uk i)y Us—1)n1
Ae| @ Ong2.. ... ls—1m+2 0
An dzn lsn

inlocuind elementele coloanei de rang i prin my, ms...mn.
Toate citimile @y, @s...xn sunt presupuse constante. Aceasti
teoremi este demonstrati de D-1 V. Alaci in Revista Mate-
maticd din Timisoara, anul IV, pag. 99.

Maximul gisit pentru P, in aceasti teoremi este:

max P= A\/( .—A_)A'+"'+A” (_ L \,Aﬂ's-i-l +.+A4n
L —y AT %

Va5 e B ()T

In cazul problemei noastre:

a a as dag m ay as as a m as Qag
A== b b; b; b3 ,A1= n bl bz ba ,A,_ b n bs bs b

cC ¢ C C3 P & c2 c¢3 C P ¢ cC3
d dy dy ds q di dy ds d q dy ds

a a m Qas a a a m

Aa— b b| n bs 1 A‘= b b1 b: n

cC & p cCs cC & ¢ P

d d, q ds d d, dﬁ q




(X, 1—4). ALGEBRA

iar maximul lui P, va fi:

- ‘V( A )A.+A. B A,+A.(_AL A.(Ag_ 5 5)‘\,(51)&\.
hE AI+A2 (A3+A4) A;) Az) (B[ Bg

(G. M. XXXIIL p. 105).

3 A+B+C A'+B'+C’
XIL 1. | 24+y+2 AatBy+Czx A'z+By+Cx |
g+y+2 Az+By+Cx AZ4By4Cx
dacii facem inmultirea pe linii, sau
1+Az+AY 1+B2z4Ba 1+CaxtCo
14+Ay+AY 1+By+BY 1+Cy+Cy
1+A2+A%Y 14Bz+B2 14-Cz2+C%’

DG N,
dacd inmul{im pe coloane. 2.|Z X Y/ in care:
b A Aing S

X=zz'+yy'+x2, Y=ay'tys'+tzra, Z=a2xFya+2y.
3. Iumultind pe linii, ob{inem ecunatiile care determini can-
tititile cerute. aa—+bby=4, atas=5, bbs=2, b-+as=4,
abs=2, ata;=3, cb;="6, aas+cb=12, ¢+bs=4, aas;=6,
b+b,=38, cay=3, ¢+ b:=5, bay=3, bas+cby=6. Din
ecuatiile de gradul I obtinem valori pentru ai, as, as, b, b2,bs,
pe care substituindu-le in ecuatiile rimase cu membrul I
monom, aflim: bb—be=2, 4a—ac=2, 3c—be=6, 4a—ab=06,
3c—ac=3, 5b—ab=3. Eliminind produsul ac se giseste
3e—1

4a—38¢=—1.". a=—— care substituitd in 3¢—ac=3,

4

di 3¢2—13¢+12=0, de unde ¢=3, c=-:4;- Pentrn prima

valoare avem a=2, b=1, a,=1, a:=3, as=3, bhi=2, by=2,
h - .

bs=1, care satisfac ecuatiilor rimase. Pentru c=§ se obtine

pentru a, b, etc., valori care nu satisfac ecuatiile riimase.

(G, M. XXXII. pag. 187). 4. Produsul este:

ar %40 B ay %+ by P

, pe de altd parte S
as% by By as s+ by By

as bg
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RASPUNSURI $I INDICATII (Xll, 5—8).

a®+b>4-c+ a2, % g‘ ll =a"4 b2+ 2+ d? iar determi-
2

nantul care

%y

reprezintd produsul pe linii al celor doi deter-

minanti, desvoltat, di partea a doua a egalititii de dovedit.
5. Se inmultese cei doi determinanti pe linii, se fac inlo-
cuirile §i obtinem:

_olig A
0 9¢ 2b
s by S T
5 0 54 i b? 2,
1, basin I
2b i 0
So S; S
6.| 8; S S; |, Si=aitbi+¢
Se S; S4 :
So Sx Sg s olie s Sn—l
5 RBP4 .
7. 18 8 Se. ... Sn41 , Si= E at.

¢ L

8. Si considerim pentru simplificarea secrisului un deter-
minant de ordinul 4, calculul fiind acelag pentru un deter-
minant de ordinul 2n.

@ as asz a4 dy ay as a4
b| bg bs b4 X bl ?)g bs b4 IR
€t € (€3 c4 €Ci €3 C3 cC4
d; ds ds d4 dy dg ds da
a ay ag a4 at —as ag —m,
by b bs b4 X b4 '—ba ba —b1 I
Ci C3 C3 c4 c4d —C3 €y  — €

d; dz ds da d4 —ds dg —d1
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(X, 9—10).

ALGEBRA

a3 by—as b3+a3 be—ayby

bl a;—'bz a3+b3 ag—b. a

€1 A—Cy azcs as—Cy Oy
dya,—dsagtdsas—d,a

¢1by—es byte3 ba—cy by
dyby—ds bs-Fdsby—d. by

(25} d4—ag ds+a3 dﬂ —Qy dl

@y cy—az Cstas ca—as
by Cl—bzcs‘*‘bs ca— by ¢4

0

d1 c4 "-dg 63+d3 ces—d4cy
care este un determinant de forma:

0

p g 9
& ’ oLyt , deci simetric sting.
e e 0 wu
—r —t —u 0

9. Produsul A.B se poate scrie:

by es— bs es+bs ca—Dbur
cyds—cs ds"" czdes—c4 dy

0

0

m- e FO.K 0N
by b2 0 0 O
AB=—[0 0 p1 n my
0 0 pe mg my
0 0 Ps mng mg
sau schimb4nd ordinea coloanelor :
ay 0 0 0 Qas
bi 07 G 07D
AB=—|0 m nm pm 0
0 ms mny po O
0 mg MNg Ps 0

Ficand produsul acestor doi determinanti, dupd regula obis-
nuitd, obtinem identitatea cerutd. (G. M. XL. p. 272). 10. Ri-
dicand la patrat tabloul, gisim determinantul A:

cos? o+sin? o cos % cosB+sin®sin  cos%cosy+sinsiny
A—|cos%cosBtsinasind cos?B+sin®f cosB cosY+sinBsiny
cosYcoso+sinysin® cosp cosy+sinBsinY cos®y+sin®y
A ge poate descompune intr'o sum# de opt determinanti nuli,
deoarece fiecare are elementele a dous coloane proportionale,

=836 —



RASPUNSURI $I INDICATIT (XM, 11—14).

apoi observiim c# A se poate scrie sub forma determinantului
din enunt. 11. Se va proceda ca in exercitiul precedent.
12, Ridicand tabloul la patrat, obtinem :
a*+bv 4t +d?  ad b +ed+dd
aa'+bb"Fec+dd' o b2 @
(a* b2+ +ad2) (a2 17 +c?4-d'Y)—(aa'+ b+ e+ dd)?.
Descompunand determinantul in sume de determinanti, gru-
pind convenabil si egaland cu valoarea precedenti, se obtine
identitatea enuntului, care este o generalizare la 8 cantititi a
identititii Lagrange dati in partea 1. Cap. Il pentru 6 can-
titati. 13. Dac# notim Si=a'+b'+-..41% patratul tabloului este

1 '8y 8
S: 8 8
S: Ss 8,

14. Observim ci determinantul se anuleazi cind facem pe
rind ¢=a, ¢=b, b=a i ¢'=d, =V, b'=d, deci el este
divizibil cu produsele produselor (¢c—a)(c—5) (b—a) si (¢—a’)
(¢—b") ('—a’) care sunt desvoltirile determinantilor Vander-
monde |1 a a®|si |14’ 42| Determinantul dat fiind in
raport cu a,b,¢, @, b’, ¢ un polinom omogen de gradul al
6-lea, iar produsul |1 @ a2 EX Tl d a?| deasemenea de
gradul al 6-lea, avem egalitatea :

(a—a')? (a—b)? (a—c) a® a 1 a? o 1
(b—a’)? (b—b)2 (b—c) |=k| b2 » 1 X| b2 b 1],
(e—a? (e—b)? (c—c)? e e 1 €? ¢ 1

k fiind o constantd, ce urmeazi a fi determinati, Ficand in
egalitatea identici de mai sus a=a'=0, avem:
0% 52 ¢'?
kbeb'c' (¢—b) (e—b)=]| b2 b—=b2 (b—()2 |=
A (=2 (c—¢)

0 % ¢ 0—1 ¢
be'| 82 20—b 2p—¢ =2bc'(c'—b)| B 1 2p—c | =
e 2¢—b 2e¢—¢ 2o, 1 2p—¢f
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(XL, 15—17). ALGEBRA

0—1 0
o' (c—b)| B2 1 2b |=2b¢ (¢—b)bedb—c)
2 inii2e
#*x k=—2. Inmultind deci elementele unei coloane a unuia

din cei doi determinanti Vandermonde, avem o descompunere
ceruti. 19. AplicaAnd regula lui Laplace avem:

a b a® —ab? a b —b* —b*
a blx —a?b b |1 1 X| —atp w2 T
a b —b* —bt a b at
1 1|X' —ab2'+ lx\ b
a b a at 3 IR | a* at
LS X a® —ab? + 1 1|X —b* —b* |

Primul si ultimul termen sunt nuli. Ceilalti dau:
aiblof bt 1 11 1411 ]_
i | X[b —a? b =ga e —a? b2 —a2 b?
(a—b) (a2+1?) (b*+-ab*+atb+a®) =(a—b) (a*+5?) [b* (a+-0)+
a*{a+-b)]=(a—b)(a+b)(a>4+-b%)(a*+b*)=a*—b%.(S.E.G. M. 11 p.47).
16. Devoltand determinantul dupi regula lui Laplace obtinem:

+ab* +a*b

0 . 4? 0: 1 A
l \X a* ‘] a® a® 0
Olla"a‘IO Lo a1l b ] bt 2
+’1 at|”’ |0 a? +\1 a“xa” 0‘—|1 at XIO a’
Lo 1
+l1 Zcxie | F4a°=at—2a°—at+2a" o=

a*(1—2a2—a* 420 +a8)=a* [(1 —2a*+a®) —2a% (1 —a')+
atl=a*[1—a*)?—2a*(1 —a*)Fa‘l=a*(1 —a®—a*)

17. Fie @,, %s,.. %, ridicinile ccuatiei (1) a"-%:O si

9 (@%)=a; +as %+as 4. Fan ! Daci notsim cu A deter-
minantul dat si cu & determinantul Vandermonde
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RASPUNSURI $I INDICATII (X1, 18).

1o apaad | | pagEl
1 @ af ... -1 -
, avem dac#i tinem seama

2 n—1
1 @ a ...,

de ecuatia: “"—%=0, cil:

?(2) T P ()
Lo@ = Lo L o (@)
o 1 % ) a e 5 s e o o,
1 1 1
A= a—iv(al) ;gcp(ag) ...... 2¢(an) =
1 1 1
1) i) .. 1% (%)
R i) ) SRR alt?
Neiot 4 y B o PR o S n—2
9(“])-?(“’)--?(“71)' n—1' n—1 ”_.1, o i iy
al “2 an S0 TR el e e v
| 1 1 1
n (n—1)
=(=1) * 9(a@)9(%)..9(%) 2y as...%pn 8, Dara,a,. . a,=

(n—1) (n4-2)
(—1)"(—110)=<- )"-11, decid=(—1) 2  g(o)p(as)..

9 (). p" L (Jurnal Matematlc II) 18. Determinantul poate fi
seris subt forma :

0 c0S Y. tgo cotg
—cos 0 tgB cotg B
—tgax  —igf 0 cotgy

—colge —cotgp —colgY 0
i desvoltandu-1 dupi regula lui Laplace avem:

0 cos o I o tg Y l €080 X
— coso. —colgyY —tge  —igB
tgB cotg ' 0 COS% % ' tgf cotg 1
| —colgy —cotg® —cotg cotgy

B




(Xi, 19). ALGEBRA

—os% X‘ cotg®| | —cosa 0
—igoe  — tgﬁ — cotg'r 0 —cotge —cotgf
tgo cotga| | | —tge —igP ‘ tgo cotge| _
0 cotgy| ' | — cotgx —cotg tgB cotg

cos® & cotg® Y—2 cos & cotgy (tg % cotg B — cotg % tg B)+(tg % cotg B—
cotg e tg B)2 = (cos % cotg Y — g @ cotg B+ cotg % tg B). (S. E. G.
M. IIL p. 68). 19. Vom distinge doua cazuri: p=2Fk si
p=2k—1. @) p=2k. Determinantul se poate serie:

1 1 i

’ - i (n—1)1""" (n—k+1)! 4
0L 0 1
S 0 R e L
D2k+1= ....................
1 1
T § 0 Ll Gt oy ey
1 1
I Gl e T ziFon °

Liniile de rang par se lasi neschimbate, iar la elementele
primei linii se aduni elementele liniei a doua, la elementele
liniei a treia, acelea ale liniei a patra, etc., pAnd la urmi, la
elementele liniei 2k —1 se aduni elementele liniei 2%, Ultima
linie se lasi neschimbata.

Biuroe 1Ll 1 1 1
n! n! 7 (n—kF1)! (n—k+1)! (e—k)!
L4 0 1 0 1
n! (n—k+1)! (n—k)!
1 1
D1t BN i, 5 o A e M e 5T 1 :
R AR AT A
(n—k+1)! T (n—2k+2)! (n—2%+1)!
R Pl Lo iy
(n—K)! (n—2k-41)!

Apoi facem schimbirile urmitoare: linia int4ia se lasi pe loc,
linia a treia se schimbi cu a doua, linia a cincea cu a treia

80—



RASPUNSURI §I INDICATII (i, 18).

[

...linia 2k—1 cu linia . In total facem kl—

) schimbiri de

semn. Determinantul se scrie:

n! n! " (n—k41)! (n—k4-1)! (n—k)!
1 1 .
ey 1 e TS RGN
) 1 ......... : .1- :
(——1)"(’;- : (n—k4+1)! (n—k41)! * ~er e )
1 1
o, S T i i T
AR, 3 e e 5 Sl i gy TR
1
: oy T et R T e K 0

Facem aceleasi schimbiiri cu coloanele, ducind insi si ultima
coloani adici de rangul 241 in locul coloanei de rangul

k41. In total mai facem k(k;-l) schimbiiri de semn. Deci
k1) o bk41) k(k—1)+k k
(—1) 2 § =(-—1) =(—1). Determinantul devine:
& vt amihoy 1
n!  (a—10"""(n—k)! m! " (n—k+1)!
1
SO USRS IECE ST SR
1 1 1 1
Deita=(-1)" (n—24-1)!""" (n—2k+1)! (n—k+1)!""" (n—24+2)1|.
2 1 0 0
n! (§ Ty - | SERSHRR s PP % s
1 1
e TRy Wy et Bl 0
1 1
Ot - 0 =B a2k




(X, 20). ALGEBRA

Desvoltind determinantul dup# regula lui Laplace si anume
dup# primele k41 coloane se vede cii determinantul are va-
loarea zero, deoarece determinantii ce intrd in desvoltare au
sau doui linii identice sau elementele unei linii sunt toate
nule. Deci cAnd p=2Fk determinantul are valoarea zero.
b) Daci p=2k—1, cu acelas rationament gisim:

g 1 " 1
n!  (n—1)! "7 (a—k+1)! 7 e (n—%4-1)!
1 1 1 1 1
(n—1)! (n=2)! " (n—k)! (==Y (n—Fk)!
12 o it 1 1 1 1
2= e D)! (=) (=22 (n—k41)!" " (n-2k4-2)! |
L Mg ’ 0 0
n! (m—1"""(e—k1) 7" " °
1 1 1 0 0
(n—k+1)! (n—k)!""(n—28+2)! " ° " 7
Desvoltat dupi aceiasi reguli ne di:
o A L ST
n! el Y et (n—k-+1)!
1 1 1
Dap=|| (n—1)! (—2)1" " ° ° ° (n—Fk)!
1 g 1
| (e—k41)! (n—K)!" ~ ° ° 7 (n—2k+2)!
Dar acest determinant a fost ealculat [X. 16]. Rezultatul este
[ “2!"—'4(’”'—2)!—-]2: (G. M. XLIL p. 98). 20. 8
n!(n—1)!...(n—k+1)! T R 5l

noaste (Eléments de la théorie des déterminants, par G. Dostor,
II ed. p. 82) teorema: Dacii elementele unui determinant de
ordinul 7 sunt functiuni de aceiasi variabild @, derivata de-
terminantului in raport cu aceastd variabili este egaldi cu
suma a n determinanti ce se obtin inlocuind elementele fie-
cirei coloane prin derivatele respective ale acestor elemente
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RASPUNSURI $I INDICATII (xn, 21).

sau inlocuind elementele fieciirei linii prin derivatele res-
pective. Avem deci:

0 0 0 1 1 1
=11 fl flna)|+|0 F (@) nf e |+
1 gl@) gna) 1 g(@) g(na)
1 1 1
1 fla) fna)|=f(2)lgna)—1]—nf (na)[g(x)—1]
0 g¢'(x) ng(na)
— ¢ @) [f(nz) —1]4+ng' (nz) [f(2)—1]. 21. Si considerim
determinantul mai general (G. M. XL. pag. 151):

(a:o—ao)" (a:o—al)" o lu; Ig (a:o—an)"
A" = | T @—a)" ... (@—aa)
n+41

(mn—ao)" (wn—a.)" il (a:,.—an)”
Procedand ca la exercitiul (14), a ciirui generalizare este, si
insemnand Va1 (%, &, ... %) valoarea determinantului Van-
dermonde al numerelor %, %, .. %, avem: A:+1=kn Va1
(a0, @1, . . « @n) Vota (2o, @1, ... 20). In adeviir, An41 este un
polinom omogen in a; si i de grad n(n-1). Pe de altii parte
A} 41 se anuleazi dacit facem XL ==a; 8au @s=ay, prin urmare el
contine factori de forma zx— @i si as— ar si cum produsul tuturor
factorilor de aceastd form# di un polinom de grad n(n-1),
rezultd cd factorul k. este o constanti independenti de a
sau ar. Putem giisi valoarea constantei observand ci, scriind

desvoltate elementele determinantului A%41, avem evident:

z b l 1 —Clas +Cﬁa§...(—1)”0za3
gt P S | X T —Catn +Char.i.(=1C3al .
e
P A | ‘ 15 CChan 00T . =DM0Ras

n(n41) 5
Cum valoarea ultimului determinant este (—1) 2 Cn C....

n—1 £ 2 VkE U (n )1
Cn Vn+1(ao,a1.. .an) **% In=CnChr-..Cn ‘—[1 121.. .(n—l)‘]z
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(X, 22—23). ALGEBRA

n(n41)
— Daci# schimbim semnuele catimilor a;, avem: Dy +1=(—1) ?
kn Va1 (@oy...an) Vaga (@o,...2s). Dac facem in acest ultim
determinat xi==a;, ai=1, n==r, avem determinantul problemei
si cum V,41(0,1,..7)=r!(r—1)!..1!, valoarea determinantului
y r(r ‘-l—l) (7‘ |)r
problemei este: (—1) 2 {ren..—1!

(G.M.XLILp.370). 22. Daci f(@)=aoz"taa" ... +an=

Z an—p x¥, determinantul dat este produsul determinantilor:
p"—"

Vo+1 (o, au, . . . ).

ay ay 09 s csdwn an

0 nay (n— 1)(11 ...... an—1 ;ﬂ 12”_1 ..... :
.0 . '0 . 'tz(7.l—tl)ao....2.1aﬂ_1 , 5 it .:.1 /
0.9 0.y oidh s n! (19 (a1 1

n! n! nl o
(n—1)! m—2)1""11 % >
al doilea este un determinant Vandermonde cu valoarea

n(n+41)
(=1) 2 nl(n=1)!...2!1% Deci valoarea determinantului
nnt1)
problemei este (—1) 2 (n!)"t g%, 23, Si notim D ()
valoarea determinantului. Dup# regula de derivare a deter-
minantilor (vezi ex. 20).

Primul determinant are valoarea

F'l (m) Flg (a:) ceapih F’n (1?) F1 (33) Fg (a:) ..... Fn (1:) .
File) Fe@)...Fal@)| |[File) Fa@)....Fal2)
D'(x)= F'i(@) Fs@)...Fal2) - F'i(@) Fa(@)....Fala) - 130

F-0(z) F0(@).F00a)| | FOD(z) FED(a). Fe-O(a)

Fi(x) Fela)........ Fa(a)
Fll (a:) F'g (x) ........ F’n (ﬂD)

A e el AR e i :
Fl(”-2) (x) Fg("-z)(m) ..... Fn(”'2)(m)
F1 () (Z) Fg(") (Z) ...... Fn(n) (:c)

Dar primii (2—1) determinanti sunt nuli avand fiecare dous
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RASPUNSURI §I INDICATII (X, 24—31) .

linii egale, iar ultimul determinant este nul elementele ultimei
linii fiind zero. Deci D’(2)=0, de unde rezulti D= constant.

(G. M. XLIL p. 253). 24. a=1,5; y=2; 1=25 25, g=13,

64
S 80 190, e s s L i
L T f e i S
1 a a® 1 a a?
s ! 0 |
1 Gy By 3 I ) Lol )
27. .E= = _—1+:+az’
1 a a a a?
a a® 1 (1+atad)| 1 o 1
e v ) i Fon R
e T p NS R
5 N ;I |
g 1 a A 'ta 1
y= = i o =
1 a @ 1. 1. a®
i i (1+a+a®)|a 1 1
ad 1 a a 1 a

i
analog x—m—aT (8. E. G. M. II. p. 84). 28. Numi-

ritorii gi numitorii ridicinilor sunt determinanti Vander-

—b=9(c—a) _ (c—%)(a—2)
monde; se giseste: x= rerueTrn o Bk ook i i)
_a—9)(—2)

= . 29, li hestiunei :
x (a—e)(b=0) Generalizarea ¢ estiunei precedente

(@—a,) (e—ay) ... (2—ar—1) (a—apy1) ... (2—ay) :
(@ — a1)(ar—ay) ... (ar— ar—1) (ak — air44) ... (ar — an)
k=1,2,...n. 30, m=gﬂ#; y=a+ﬁb-§ﬂ; ete
31. Primele trei ecuatii fiind omogene in raport cu z, Y, %
pentru ca ele sd admiti si solutii nu toate nule, care nu ar ve-

=
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X, 32—33). ALGEBRA

rifica ultima ecuatie, trebue 2 8—s 1 |=0

#*x (s2—3) (s—6)=0, care di s, =86, ss=1V3, ss=— V3.

s fiind determinat sistemul celor 3 ecunatii se reduce la

primele doud. Avem: (1 —s)— -|—2 ———3 2= +(3——s)j —1,
AR | e AN BN £, 1 Lol
£ ot z S—dgeq Vg [ Pkl geey 3s—17
v _ - y? " "
s P (33—-7 (s-l--&'))2 (s2—4s—1)?
1 de unde
Bs—7)2+(s+5)2+(s2—4s5s—1) ihe i
e .ete. 32. Primele
+V3s—7 24 (s+5) 4 (s2—4s—1)°
trei ecuatii se mai seriu 7+7+%=—1, ar—':-l-b%-'-
¢ §=—d, azzt: +b2%+02§-=—d2 si daed notdm :
) e A iy | B By ¢ ) ST U
Av=il'p et % d e By— e e d ], By = la b g |,
I e @&
4 oilved
A;=|a b ¢ | rezolvAnd sistemul precedent, obtinem:
Gl e
N IR e N QUL ] IR ! !
TR AR e PRy -|-A2-|—A2—|—A2 » de unde rezulti
a b ¢
z, 9, %, t. 33. Determinantul sistemuluieste D=| b ¢ a |=
c a b

(a+b+c) (ab-+betca—a2—b2—c? ——-(a-l—b-l—a) [(a—b)2+
(0—c)2+(c—a)?]. a). D540, sistemul este compatibil ; 4). Cand

— D



RASPUNSURI $I INDICATII (X, 34—35

a+b+e=0, D=0. Si presupunem cel putin un minor diferit

de zero, de exemplu Z 3 , determinantul caracteristic este
0 ARE g 1
I s | =—§[(a—b)’-l—(b—c)‘—l-(c—a)z]#o ciici
|

ac—0b*40, nu putem avea a==b=c¢, deci sistemul este in-
compatibil. ¢). Dac# toti minorii sunt nuli, adici ae— b*>=
be—a*=ab—c*=0, rezulti a*=0p*=c% deci 1) a=b=c¢;
2) b==¢ta, c=¢%a; 3) b==¢2q, ¢=¢ta (g € fiind cele doui
riadicini cubice imaginare ale unititii), determinantul principal
este un element oarecare al determinantului sistemului, de
ex. primul element al primei linii. Determinantul caracteristic

este

a 1 : : ke
&1 =a—>b. In cazul 1) toti determinantii caracte-
ristici sunt nuli deci sistemul este compatibil, nedeterminarea
fiind de ordinul IT; in cazul 2) sau 3) determinantii caracte-
ristici sunt diferiti de zero, deci sistemul este incompatibil.

a—s b ¢
34. Conditia este: a® b:—s é? =(; eca sistemul
a® b® e*—s

sd fie compatibil pentru s=0, trebue abe (@ —b) (b—¢)
(e—a)=0. 35. a). Pentru ca sistemul si fie incompatibil
este necesar ca determinantul sistemului si fie nul,

48 1
deci |1 5 —8 |=0, de unde 13 —142=34, apoi consi-
a B —2

derind unul din minorii sii diferit de zero, determinantul
caracteristic corespunziitor trebue si fie diferit de zero. Fie
4.3 .55
minorul considerat,| 1 5 4 |5%0, deci
« B oaff
20488540, Deci conditiile de incompatibilitate sunt
13 —142=384 si 2a-+3p40. b). Sistemul este nedeter-

4 3
15
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(X, 36). ALGEBRA

minat dacd determinantul sistemului este nul, iar determi-
nantul caracteristic este nul, deci 13f—142=34, 22-+}+35=0,

de unde 05=—%’ f=1. 36. Determinantul sistemului

sin 1 cosH

D=| 1 cos® sinb =(1+§in9+cose) (cos B+ sinb +

cos® sin® 1
sin0 cos 0 —2)= % (14570 04 cos 0) [14-2 sin 0 cos 0+ 2(sin 64

cos ) — 5] = % [14sinB-4cos 8] [(sinb4-cosB)24-2(sin04-cosB)—5),

se anuleazi pentru valorile: sin04-cosf=—1 (1) si sin04-cosf=
—1+Y6 (II). Prima ecuatie poate fi serisi sub forma:

2sin§ cos ('9 — E) =-—1; sau inci cos (9 —g) = — V?E din

care deducem solutiunile 6 — -z =(2k+1)% ig SoV=Q2r+1)7
si 0"=(2x+41)n+ g A doua ecuatie transformati devine:
2singcos (9 — g) =—1+4 V6 (a doua solutiune fiind inliitu-
rati deoarece |sin0|-4|cos0|<<2, iar | —1—V6|>38). Sau

—1+4V6
dhes i ppal 0l E)= Ta Y e ;
.inci: 009( 1 Vo Dar nici aceasti ecuatie nu di
valori reale pentru (9 —g)’ cici observim ci — 1,_VG fiind

pozitiv, putem compara pitratul ei cu 1 si avem:
7—2Y6 . _5-—2V6_ 25—24 o L
2 2 2(5+2V6) Ve '

Pentru valorile 9=2k'ﬂ7+3§n si 0=(2/'+1) © determinantul

1

>0, deci

sistemului este nul, minorii sii insi nu sunt nuli, cum se
verifici indatd, iar determinantii earacteristici formati cu ori
care din acesti minori sunt deasemenea diferiti de zero.
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RXSPUNSURI $I INDICATII (X1, 37).

Sistemul este deci incompatibil. Pentru celelalte valori ale
lui 0 sistemul este compatibil. Solutiile sunt

sin — cos? 0
1+4-sin8+4-cosB) (cos O+-sin b cos0+-sind—cos? 0 —sin20—1)’
2 cos — sin*0
S (14-sin84-cos9) (cosO+sinBcos0-+-sinb — cos?0—sin20—1)’

sinfcosh —1

(1+4-sin0-+4-cos9) (cosB 4530 cos 0+ sinb— cos*0— sin20—1)

(8. E. G. M. IL p. 86). 37. Determinantul sistemului are
valoarea (a-+b)*(a—b). Este nul cand a+b=0, a—b=0,
adici pentru coordonatele punctelor situate pe cele doui
bisectoare ale axelor. Deci sistemul este compatibil si deter-
minat pentru toate punctele planului nesituate pe bisectoarele
axelor. In ipoteza a=4b=0 sau a—b=0 si considerim
ultimele doud ecuatiuni drept ecuatiuni principale si pe y, %
e ¢
1 atb
este nul, daci presupunem A5£0 pentru a-+b==0. Determi-

a —* 2
nantul caracteristic este | 1 a+b A |=—(a+b)A2+324
b ARG |
a*—b*—b(a+b). Cind acest determinant este nul, sistemul
este nedeterminat. Deci sistemul este nedeterminat pentru
solutiile sistemulni a—b=0, —(a+b) 22431242 — 52—
blatb)=0 .". a=b=}—22 + YA*J-6X). Sistemul a-5=0,
—(at+b)22432+a2—b2—bla+b) =0 se transformi in
a+b=0, A=0, imposibil pentruci am presupus A5%0 in
acest caz gi ca urmare, sistemul este incompatibil pentru
coordonatele punctelor celor 2 bisectoare ale axelor, afari de

(—lzi\'m’ — J_r\/l*—l-—sl)
2 2

$='(

x=

necunoscute principale intrucit determinantul nu

punctele pentru care este

Sk
nedeterminat. Aceste puncte nu existd cAnd -—\/ <A2<0.
In fine, s studiem cazul a+b=0, A=0. Determinantul
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(X1, 38—40). ALGEBRA

a b’
1 |
a+b a+d 3

1 1 0 |=8(a—b)540. Deci, pentru coordonatele
b a 2

punctelor situate pe bisectoarea a-+b=0, sistemul este
incompatibil si cand A=0. 38. Sistemul se mai scrie

z Yo Pl g ey dee B0 A4 o n@ 4 nlY
at+bt+ct d’at+bt+ct d',at—l-b t+

principal este

! R o
N >
Il

a
, determinantul caracteristie, | 1
b

c"—:—=—d" si rezolvat dupii regula lni Cramer di:
x RV ! LP 2 = +t
d b e a‘tds e ai g a b ¢
d bV ¢ |—|d d ¢ a b d|—|d bV ¢
d" " " a" d" ¢ a” b d" |a" 8" "
39. Intre laturile i unghiurile unui triunghiu existd relatiile:
: a —beos C—ccosB=0
(1) { —acosC+b —ccos A=0
—acosB—beos A+e¢ =1
Determinantul necunoscutelor a, b, ¢, este:
I 1 —cosC —cosB
D=|—cosC 1 —cos A |=1—2cos A cos BeosC—cos®*A

—cosB —cosA 1

—c0s®B—c0s*C si observand ci 1— cos*A— cos?B=(1—cos*A)
(1 —cos*B)—cos®A cos’ B=cos (A + B)cos (A — B) si cil 2cos A
cosB==cos(A—+B)-+}cos (A —B), avem cii D=—[cos (A —B)-+
cos Cl{[cos (A+B) =+ cosC]=0, deoarece cos (A-+B) =—cosC
deci sistemul (1) linear si omogen, avind determinantul nul
admite o infinitate de solutii, toate proportionale. 40. De-
oarece determinantii de ordinul II ce se pot forma din tabloul
coeficientilor necunoseutelor sunt nuli, sii consideriim ca determi-
nant principal coeficientul unei necunoscute, de ex. coeficientul
lui z din prima ecuatie. Avem 2 determinanti caracteristici

=—3al) =



RASPUNSURI $I INDICATII (X, 41—d4),

1

1
‘ . 3 (: l Pentruca sistemul si fie compatibil

2 p |
trebue ca ambii determinanti si fie nuli, deci h=2a, ¢c=3a.
41. Se noteazi valoarea comunid a rapoartelor cu y, se obtin
3 ecuatiuni cu necunoscutcle z, Y, ¥, le rezolvim cu regula
lui Cramer, apoi egalim produsul valorilor lui 2 siy cu
valoarea obtinuti pentru zy. Rezultatul este:

a, b[ Cy b1 Cy dl ¢y d] a dl (251 bl
az by e | X by 3 dy |= 2 dy ay | X|ds as bs|.
as bg C3 bs cs  ds cs dy as ds a bs
- b & esa a b
42. Fie Al = bt et ’ A2= c? a? |’ A3= al b? '

desvoltind fiecare determinant ce compune sistemul, acesta

se scrie &z+Ay+A2=0, dztAy4-A2=0, Azx+

4, 4 A
89+ 4;2=0. Rezultatul eliminarii este: 4 4 4B (=
4 4 4

— (B4, +4y) (A3 44343 —A, A, — 4, A, — Ay A,) =0, Si
cum A=A4,48,44;, se vede imediat ci D se divide cu A.
43. Sciizand douii cite doui ecuatiile date si simplificand,
obtinem sistemul: (a-—1 Ja+(b—1)y —(a+b)z =0, (a—1)z—
(ate)y+(e—1)2=0, — b+eda+b—1)y+(c—1)z=0.
Rezultatul eliminirii este a4b-+¢—1=0. Solufia II. Ecua-
tiile pot fi scrise sub forma echivalenti:

@’ (y—z2)=a(@—y) (z—=z) (y—=)

=¥ (@—2x)=blz—y) (z—2) (y—2)

e—y)=cle—y)(@—2)(y—2);
In acest caz, observind ci 2*(y —x)— 9 (z—2)+22(z—y)=
(—y)(x—2) (y—=z), pentru a elimina pe @, ¥, % este suficient
s adunim aceste trei ecuatii. SimplificAnd, rezultatul elimi-
nirii este a+b+c=1. 44. Multiplicond ecuatiile §i extri-
gind ridicina patratd, obtinem: zyx=VYabe (24y) (y+2) (x+2),
egalitate care impirtitdi pe rind cu celelalte ecuafii di sis-

be be o ac ‘E a
temul V: xy-l-vg- xx—yx=0, Vb zy zx-l—vb yx=0,
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(Xll, 45— 48). ALGEBRA

—zy+ Vgc—b Tz +\/‘lcé y2=0, din care eliminind necunos-

cutele 2y, xz, yz obtinem a+bd+c+2Vabe —1=0.

Solutia IT. Inmultind cele 8 ecuatii date intre ele avem re-
latia: zyx=¢Vabe (z+7) (@+2) (y+=x) e=x1). De alti
parte amplificind ecuatiile respectiv cu (y=+2); (z+2); (aty)
si adunindu-le avem: 2y+20F+@t2)F2@+ty)=
(a+b+0) (aty) (+2) (y+2) sau inci: (z+y) (@+2) (y+2)—
2 zyx=(atb+o) (aty) (y+=2) (@+2); (@+y) @t+2) (42—
2¢Vabe (z+v) (@+ 2) (y+2)=(a + b4-e)(aty) (@+x) (y+2)
deci simplificind: 1—26W=a+b+c. 45, Observim c4,
pentru a obtine ce devine prima ecuatiune din sistemul
(@, y, 2), inmultim ecuatiunile sistemului al doilea respectiv
cu a,b,c si insumim, prin urmare coeficientii lui # %, v din
sistemul rezultant se obfin inmultind elementele primei linii

AT VLAt
din determinantul | @ b ¢ | respectiv cu elementele
" b’l "
« B v
primei coloane din determinantul | @ §° Y' | si insuméand,
al’ p’l YII

apoi cu elementele celei de a doua coloane si insuménd;
apei cu elementele celei de a treia coloane; deci deter-
minantul coeficieniilor necunoscutelor sistemului rezultat este
produsul determinantilor celor doud sisteme date:

ar b e ARy
a’ b" C’ X a' ﬁl ‘rr
a" b” B” G” BII Y"

46. Procedeu analog. Numitorul comun este:

Q1,1 A1;8 s s o s  Biyn Oy yy Oy, « s o0 Ogym

A1 A2 + « .« Q2n X Rgyy Qg9 . . .. Kgup
3

Any1 Qg2 « « . . Qngm Xnyy Xpyg oo oo Gmyn



RASPUNSURI §I INDICATII (X, 47— 48).

47. Insemniim cu A; determinantul lui Vandermonde relatiy
la k& numere a, as,...ar, prin urmare determinantul sistemului
celor 7 ecuatiuni date este A,; insemnim apoi determinantii

8n—1(@itt,...,an,...,ai—1), din care lipsegte prin urmare litera
a, cu A, 4. Avem, rezolvind sistemul format din primele
(n—1) ecuatiuni omogene in @y, 3,... @i—1, Ti, Tit1,...Tn, sis-
temul de solutiuni:

& =t g ol e &Ti s e Tn
AL AT B A B e
care este inci egal tinAnd seamii de ultima relatiune cu

G ot a et ta et et g
Py 1+a.,—1A2_1+ T
¥ = (z—l, 2,...,n). Acum, adunind cele =

n
ecuatiuni date, avem: i§1(1 +taitai+. . . Fa a=1

a}—1_, 4, _4

sau incd inlocuind pe i cu valoarea gisiti: 21 . 1X A,
—1ai—

care este identitatea cerutd. 48. Pentru ca sistemul dat si

aibd solutiuni nu toate nule, trebue ca A si fie o ridicini

=1,

11_l 12 ¢ « ¢« « v « Qan
= asy azg—)\. « o Qen L
a ecuafiel: : i i == (),
am asrisy s o o A= A

Aceasti ecuatiune de gradul » in A este cunoscutii subt numele
de ecuatia seculari si are toate riidicinile sale reale. Fie A’ o
ridicind a sa g§i 1, @9,...0.., Tn solutiunile sistemului nu

toate nule corespunzitoare; z;, s,...., Zn con]ugatele lor

Multiplicind ecuatiile sistemului dat respectiv cu @y, s, ..., Tn

si adundndu-le, avem: 3 ar,: Tk xk+k§lakl (e 21+ a1 2 =
k=1 %

n ad —
NZzize Sumele Zzrzi si S awaezr sunt reale, asemenea
1
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(xim, -1—9). - ALGEBRA

‘ n ool LLe - .
(k'i K (zrzi+ i 2:) este reald. [Dacd axr=a-+bi; m=c+

di «* + sem+mar= (a4 bi) (c — di)+ (@ —b3) ¢+ di)=
=9 (ae+bd) —i(ad—be—ad +be)=2(ac+bd)]: deci ¥
trebue si fie real, fiind cétul a doud cAtimi reale.

XIII. In cele ce urmeazi vom fnsemna o notatia (a,b,¢..)
1 347

valoarea fractiunei continue a -|-———1-— 1. 194 =2+
b-l-—-——'
—2+ =24 —2+———2+
124 124 ’ +2_5 g + - 1
99 3+gé
25 25
etc. Se giseste (2, 1, 8, 1, 24). 2. Avem:
e, i e » deei (0, 7,
3117]24512‘3117 92693 424|149 126 23]11‘1
2693 | 424 | 149|126| 23| 11| 1
141 592
1, 6,2 1,5, 2, 11). 3. Se mai scrie 3+1000000’ restul

ca mai sus. (3, 7, 15,1, 84, 6, 2). 4. Y2 are partea intreagi
egali cu 1. Deci V——l—’r' v(a:>0) Pentru a determina pe
2 ridicim in ambii membri la patrat; gisim: 1 =;+;§ sau

#*—22—1=0, 2=1+Y2 si cum valoarea lui @ trebue
si fie pozitivﬁ, considerﬁm numai & =1+ Y2 Deci

1
=14 —=14+ —=1+
T 241 241
14 V2
s ete. Incht rezultatul este (1, 2, 2, 2...) 5. Pro-
1
2+-——
2+—

cedeu analog, giisim (1,1, 2,1,2...). 6. (2, 1,1, 1 41.1.1,4.)
7. (3;8,6;3,6;.). 8 (3;1,1,1,1,6;...). . (479,°1,8:1,
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RASPUNSURI §I INDICATII (n, 10--16). .,

2,8:21,81,2,8;.). 10.(5;1,1,8,5,8,1,1,10;.). 11, (10;
20, 20, 20,...). - 12, (14;7,28;7,28;). 13. Va2+1=a+—

T Va1 R
S a*+1—a a“—l—l—a V+1-|-a

avem: Ya:H1= gy -}~

si  inlocuind

a+Va”+1—a+2 +_
1 1
at+ 1 =a+—*1: ete, calculul se con-
2a+ —F—— 2a
+a+Va2+1 +2a+l
. -

tinud la fel nesfarsit. Rezultatul este (a, 20 20 12a,.5.)
14, Va’—|-2=a+£, a?+42= ’-}- +—,,2z —2az—1=0,

z=a+‘;2+—2 si inlocuind, Vaz-|—2=a+—11_=
sEsla"4e
1 1 1
a+ =a+ e
R | 1 s e 1
gtalety) ati. et

a-l-;l» ete. Rezultatul este (a; a, 2a; @, 2a;..).
a+t+ 1

2a+;

15. a—1; 1,2a—2; 1, 2a—2;...) 16, Va'—2 =

141 o eitVe =2 o14Vai2 .
wiga W2t a*--2—(a—1)2 2a—3

Va2— _a—l+T+V_aj2 a—l—l——H——_:
2a—3
7 1+2a—3
a——1+—-1* a—1-+ . =
a1 T 1 ol
+(za—3)w e L R
~aF Va2
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(Xim, 17—20). ALGEBRA

1
1 S 14—
+(2a,—3)(2.-a_va2—2) a—2+4+-Va?—2
—2(2a—38) 2
1
a—1-+ : 1 =q—1-+ 1 =
a—2 | Va*—2 e r (a:+l)
2 + 2 (6-2)+ 2\ =z
] |
a—1-+ : 1 =a—1+4 1 =
1+ 1 1+ 1
e P LT e il
1+=2 9—a+ Ya2—2
a—1+ 1 7 R 1 3 —
1+ 1 1+
5 +2(2—a—Va2—2) a—2 Va2 2
—2(2a¢—38) 2a—3  2a—3
a—1-+4 ! 1 =a—1+ : i =
1+ 1 1+ 1
a—2-+ 1 a—2+ 1
(2a—3)x a—1+Va'—2
a—1-+ 1 1 = etc....
1+ 1
a—2+4+ :
1 —I————l
2a—2+—
x
17. (a; 2, 2a; 2, 2a;...). 18. (2a; 4, 4a' 4, 4a;...). 19. (a,b,
2a,b,2a). 20. Fie Rm—1=P”_1’ R»=—"doui reduse succesive.
Qn—'l Qn

Se gtie cid existi relatia Pn Qu-1—Qn Pn—1=(—1)" care
exprimi ci Pn—i, Pn sunt primi intre ei, intrucit dacid ar
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RASPUNSURI §I INDICATII (X, 21—25).

admite un divizor comun, acesta ar fi divizor al intreg mem-
brului I, ceeace nu se poate membrul I fiind +1 sau —1.
Analog rationament pentru Qn—1, Qa. 21, Avem pnt1 gn—pn
g1 =(—1)"", poio gni1—Put1 gnpe=(—1)"*2% Adunénd,
(Prt2—pn) gnt1+(gn—gn+2) prty1==0, de unde (pr—pn+2) gnp1=
(gn—gn+2) Pn+1. Cand n==1, avem relatia enuntului. 22. Con-
siderdm relatia stabiliti in exercitiul precedent: (put2—pn)
@n+1=(gnt2— gn) Pn41 sau fiicAnd pe n egal cu n—1 (pnt1r
—Pn—1) gn=(gnt1—qn—1) pn. Multiplicim cele doui egalititi
i impértim ambii membri cu px gn Pr41 guy1. Avem:

(nt2—pn) (Prtt—pu—1) _(gnt2—gn) (gnt1—gn—1)

Pn Pni1 qn Qgn41
i (pn+2 1) (1— pn—1) (Qn-|-2 ) (1— Qn—l)
Pn Prtt qn qn+1

23. Reluim relatia pn gn—1—gn pn—1=(—1)". Aceasta se mai
serie pn gn—1=(—1)"4+gn pn—1 sau impirtind cu gn-1 g,
o (AP pus Si egalim succesiv # cu 2, 3,... n si
gn  Qgn—1 (n gn—1
sd aduniim, obtinem dupid reduceri

0 U G SN =)

gn @ g2 Q2 Qs qn—1 Gn
24. Intre numiiritorii a trei reduse consecutive existi relatia de re-
curentdi : Pnt2=pn+1 Ant2-+ DPn, Prb3=DPn+2 ants+put1, dease-
menea intre numitori: gn+e=gn+1@n+2+gn, @rd3=qn4-2an+-3-+qgnt1.
Inlocuind in relatia dat#, reducénd si grupand, gisim (Pat1gn—
gnt1 Pn) (a,.+2 +1)=— an+3 (pn+2 Gndl — Qn42 Dni1) si cum
Prt1gn— @ui1pn=(—1)"*L, iar putagnt1 — gniopatr=(—1)"12,
rezulti: ants=ant2+1. Deci un cit incomplet se deduce
din precedentul adiugind+1. (G. M. XII). 25. Se stie din
studiul fractiunilor continui periodice (a se vedea de ex. Cours
d'algébre de B. Niewenglowski. ed. 10. pag. 334) ci avind
&= (ay,as,...an; a1,03,...@n;....) o fractiune continui pe-

Aok P» : Y
riodicid in care — este redusa de ordinul », z este ridicina
n

pozitivi a ecuatiunii Qua®—+ (Qu—1— Pn) 2 — Pn—1=0, iar
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(X, 26 —21). ALGEBRA

A ; . 1 ’
ridicina negativii reprezinti — W2 unde z'==(an, an—1,....01;
@ny@n—1,...@ ;...). Deci, pentru problema prezents, produsul
e R Pal 1
riidicinilor ecuatiei de gr. II este — — 1=w(-— —,)= —1,
Qn z

deci Pn_1=Qu este relatia ceruti. 26. a) Daci pu—1-+Apa
si gn—1+Ag, ar avea un divizor comun d, observind c#
Pn—1 §i gn—1 sunt numere prime, numerele gn—1 (pn—1-+2pn) si
Prn—1 (gn—1+*qu) ar avea asemenea divizorul comun d, dar in
acest caz d ar divide diferenta acestora: gn—1 (pn— +
A Pu) — Pn—1 (Qn—1+)\ q'z) =X (pn qn—1 — Pn—1 Qn)= (—' 1)” )‘,
adicii pe A, insi in acest caz, din primele numere rezulti ci
el trebue si dividd pe pn—1 si gn—1; deci d=1, de unde
rezulti proprietatea enuntatii. ). Fie %=/(ant1, ani2,..., Gnir).

P
Redusa de ordinul (n7r): Rn+r=w’ are evident pe
Qn—1+arq’l

% mai putin simplu de cAt oricare din wvalorile lui A din
fractiunile convergente intermediare. ¢). Fie A"<<A" doui va-
lori ale lui A; diferenta fractiunilor convergente corespunzi-
toare, di succesiv, tinind seam# de proprietitile reduselor:

Pn—1 + l’p'n i Pn—1 + )‘"pn . ()‘, . l") (pn(]n—l — Pa1 Qn) oK
gn—1 -+ an gn—1 + l"qn 5 ((I‘n—l + X Qn) ((In -1 + A" Qn)
S 12 "

(qn—1£|-:'13n)(?q;3 _})_ ). deci daci n este par fractiunile
convergente intermediare merg necontenit crescind, iar daci
n este impar ele merg necontenit descrescind. 27. Fie o, o
o solutie a ecuatiunii, adici 92¢—11yy=38, deci 3(x— ) =
11(y—y,). Va trebui ca & —ux, si se dividdi cu 11, deci si
fie de forma z—ay =11¢ deducem inlocuind, ¥y — yo=91.

Lol 8
Si determinim pe o, yo. Considerim fractia TR reducem

H= : 2= 1 1=‘- y 1 - Redusele
1+=- 14+- 1+—
9 2 4+1
2 2

in fractie continui.
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RASPUNSURI SI INDICATII (X, 28—32).

suntp’—O,&=lsI—’§=—l——=—%—,&=g$iavemp4q'3¥
' 2 1 qs 1_‘_1 b g il :
4

P3qe=(—1)* sau 9.5 —4.11=1; multiplicAnd cu 8 ambii
membri, 9. 40 —11. 32=8. Deci se vede ci z, = 40,
% ==32. Solutiile generale sunt astfel: z =40 +411¢,
y =32+ 9¢sau inck a=7-11.3}+11¢, y=5-+9. 3+9¢.".
2=T7+11(+3), y=5+9(+3). .a=7+114, y=5-+9u.
28. Procedeu analog. @, 4o fiind o solutie particulars, se

deduce z=ua,+10t, y=y9,—71, apoi l=__1_.__,
10 1
: b o 3
D
+3
2 7
e TR gi din psqs —qups, deducem 7. 3. 297 —

g 3 q 10

10. 2. 297 =297, Deci x, =891, y,= — 594, inlocuind,
z=1-+10(¢+89), y =29 —7(t+89), deci 2=1-4 104,
¥ —29—T7u. (u intreg). 29. Procedeu analog, dupi ce scriem
ecuatia astfel 22—3y=1-—>52, z fiind oarecare, deducem
z=a,+8t, y=y,+2¢ =, yo fiind solutii particulare ale

ecuatiei.g=—l—, deci 21—3.1=—1 sau 2(—1)(1—52)—

3 ! +l

2
3(—1)(1—6#)=1—5x. Deducem ro=—145z, yo=—1+5z
si z=—1-+5x2+3¢, y=—1+52+2¢ » si ¢ intregi oare-
care. 30. Inmultind prima ecuatie cu 5 si adundnd, eliminim
pe z. Obtinem 132-+23y=9, de unde cu metoda aratati,
obtinem z=6+423u, y=—38—13u, valori_care introduse
in prima ecuatiune, dau x=—4—19%. 3l. Eliminand pe 2
obtinem 5y+62=>50, de unde y=—50+6¢ 2=-50—5¢.".
y=104+6u, 2=—5u (t—10=w). Inlocuind in ecuatia a doua,
82="T(1—u). Deci trebue 1 —u=3v .. 2=7v, y=16—18 »,
#=—5+15v (v intreg). 32. Procedind ca la problema 27,
gisim succesiv #=xo+19¢ y =y, —13¢ (¢ intreg), cum
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(Xt 33—36). ALGEBRA '
1Bt o
19 !
2+
y=—13(180+1) si punand 180+i¢=wu, 2=90+ 19,
y=—13u. Pentru a avea solutii pozitive, punem 90-+194>0,

s 2y=38510, yo=—2340, deci =90-+19(180+1),

deci u>— 4% si «<X0. Adic# vom lua pentru = valorile

0, —1, —2, —3, —4. 33. Eliminind pe 2z, se giseste

7x+8y=160, pentru care z=1-8u, y=51—7u, valori

care introduse in prima ecuatiune, dau z==63-13u (u intreg).
1

Pentru ca z, ¥, z si fie pozitivi, trebue «>— 3 u<+-,7’

u>—$§' Vom lua +-5?1>u>—%’ deci u=0, +1, +2,

+3, +4, +5, +6, +7. 34. Rezolvand in raport cu @,

avem = ;%;;'_41?)/ Punénd y=x—1 =* a:-—l-l—

0, unde

trebue ca x si fie un divizor al lui 10, de forma: x—3t—— J
Gisim: a=—1; +2; +5; —10 si ca urmare sistemele de
solutiuni (z,y)=(-2,—2); (43, +1); (2, +4); (41,—11).

35. S# notim determinantul D, Desvoltdnd dupi elementele
ultimei linii avem: Dn=an Dn—1-}+ Dn—a. Dacid notim a" re-
dusa de ordin » a fractiei continuni, observim c¢i Py=a;=D;,
Pe=a; ae+1—Dz, dar Ps= Paas""'Pl—'Dzas"l‘Dl—Ds,
P.=P; a,.+Py=D; a,+Ds=D,, ete.,, in general Py=anPn—1-}
Pro2=an Dn—1+Dn—2=D,. Si notim D’. minorul lui a; in
D»n, D'»—1 minorul lui @; in D ete. D's=as. Avem
D'z =an D'n—1+D'n—2 gi Qi=1, Ql=a2=D'h Qs=as as+1 =D'3,
Qi=Qsas "I“ Q3=D'3 as +D'2=D'., etec. Qn=Qun—1an+Qun—2=

r r - . g . . . .
D'n—t1an+D'n—2=D’ Decl ultima redusi a fractiunei continui,

egald cuinsigi fractia este + Determinantul D» se numeste un

D n
continuant.36. Ciutim solutii intregi pentru ecuatiunea az+by=c.
Rezultd ci @ si b sunt primi intre ei, pentruci altfel ar admite
un divizor comun, care ar trebui si dividi si pe ¢, deci intreaga
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RASPUNSURI §I INDICATII (Xin, 37—40).

ecuatie s’ar putea simplifica. Fie S=a*-}y?, y=c__—_:_m’ deci

8=l 2 —2ace+etl =2 [(a*+ 19— acl. Dec

== ge E bc - 2 2 . .
z a’—I—bz’ Y prR T Intre a si a®-4b® nu poate fi un di-

vizor comnn d, deoarece d ar divide si pe b, deci d=1.
La fel se dovedeste cii b este prim cu a®-b% Conditia ceruti
este deci e=wu(a*+b?),  fiind un numir intreg. 37. Fie A
numirul ciutat, B cAtul primei impirtiri, C caAtul celeilalte
impértiri. Avem: A=28B-+21, A=19C-+17, deci de solu-
tionat in numere intregi ecuatia 19 C—28B=4; 19 fiind
prim cu 4 trebue neapirat C si fie multiplu de 4, adici
C=4D. Rezolvind ecuatiunea 19D —7B=-1, gdsim .
B=8-+19¢, C=12-}28¢. Introducind valoarea lui B in
prima egalitate care di pe A, aflim A=245+4532¢. 38. Fie
N numirul céiutat, avem: N+ 1=2k=38k,=4ky="5k;="6k,,
Deci N+1 este cel mai mic multiplu comun al nume-

relor 2, 3, 4, 5, 6, este 60. N=59. 39. g—y=2 , deci

2
x= yy_ =¥ y_ij-‘t +2+ e ¥ 2 trebue si fle un
divizor al lui 4, deci —1, —|—1,—2,+2,——4,+4. Deducem :
¥y=1; 3; 0; 4;—2; 6, deci respectiv: =—1;9;0;8:—1;9.
40. Suma tuturor cifrelor cu care se face permutirile este 36.
Considerdnd permutirile in care suma primelor patru cifre
este egaldi cu suma ultimelor patru si notind cu z, ¥, z, ¢,
primele patru cifre, trebue si avem z-+y-+x-+7=18. Re-
zolvind in numere intregi aceasti ecual;ie aflim 8 solutii:
1,2,7,8), (1,8,6,8), (1, 4,5,8), (2, 8,5,8), (1, 4, 6, 7),
(2,8,6,7), (2,4,5,7), (3,4,5,6). Si luam una din solutii.
Cu cele 4 cifre ale sale se pot face 4! permutiiri, cu cele
4 cifre rimase se pot face deasemenea 4! permutiri. Aldturind
una din aceste 4! permutiri cu fiecare din primele 4! per-
mutéri, ob{inem 4! numere in conditiile problemei, in total (41)2
numere se obtin plecAnd dela una din cele 8 solutii ale ecuatiei,
Considerindu-le pe toate, giisim 8.(4!)2=9 X 8%=4608.
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€, 41—43). ALGEBRA

(G. M. VII). 4l. 2,9, fiind -numirul birbatilor, - femeilor,
copiilor, 'avem de solutionat in numere intregi sistemul:
z+y+2=100, 8z+ 2y +0,52=100, sau reducénd pe z,
52+3y=100, care conduce la z=—100+3¢, y=200—5¢,

(¢ intreg); x, y, x trebue si fie pozitivi, deducem %Q<—t<‘40

si 2+ y<<100 deci ¢=234, 35, 36, 37, 38, 39, de unde z=2;
5;8;11;14;17; y=230; 25; 20; 15; 10; 5; si x=68; 70;
72; 74; 76; 78; deci sistemele de solutiuni: (2, 30, 68);
(5, 25, 70); (8,20, 72); (11, 15, 74); (14, 10, 76); (17, 5, 78).
42, Si notiim x,y,x numirnl luecriitorilor din categoria I, IT,
III. Dacd 100¢ este salariul zilnic al unui luerdtor din cate-
goria III, 120¢ si 160¢ sunt salariile zilnice ale lucritorilor
din categoriile II si I. Deoarece s'a plitit intr’o zi cate 200
lei fiecirei categorii, avem 160¢x =120¢{y =100%2 = 200, de
unde z=i4g,x=%. Deducem ci y trebue si se dividd
cn 4 si 5, deci eu 20. Avem solutiile y=20, 40; =15, 30;

o
2—24, 48, t_l_‘z, ﬁ
pentru primele solutii: 13, 33; 10; 8, 33 — pentru solutiile IT
6,66; 5; 4,16. Deci: 30 din categoria intdia a 6, 66 lei pe
zi; 40 din categoria a doua a b lei pe zi si 48 din categoria
a 3-a a 4,16 lei pe zi. 43. Fie 2 numirul laturilor unui po-
ligon, ¥ numiirul poligoanelor ce se unesc in jurul unui varf.
Suma unghiurilor poligonului este 2 (x—2) unghiuri drepte,

; salariul zilnic al categoriilor I, IT, III

un unghiu al poligonului are unghiuri drepte. Deci

suma unghiurilor celor ¥ poligoane ce se unesc in jurul unui

varf este y unghiuri drepte. Dar suma unghiurilor din
, e 20x—2 .

jurul nnui punct este 4 unghiuri drepte, deci (@ )y=4 85
4 . = 8 8 3 :
y=2+z_2- @ — 2 trebue si fie un divizor pozitiv al lui

4, rezultd w53, 4,6; y=6,4,3.
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RXSPUNSURI $I INDICATII (XWV, 1-—5).

Ll o o
IV l.Avem.n(n+1)— AEE ficaind n=1,2,3, ...

n

si insumind relatiunile avem, insemnind cu S, suma primilor »

termeni, ci Su=1—_1—, deci lim S,=1. 2. Avem
71+1 n=3p00

1 1[1 1 .
nn+2) [n—n+2]' Fécind pe n=1,2,. ., n si ob-

servind c# suma relatiunilor i$i grupeazi termenii in dou#
giruri ca in exercitiul precedent (unul pentru # par, celilalt

: AT e 1
pentru 7 impar), avem: Sn—2[1+2 b n+2]' #x
5. Ay 1 w0 g W
S__,”l-z;noo M= a 3. Avénd n(n+3) =g 3 (n n+3)

si ficAnd n=1, 2, 3,..., n, observim ci insumind dife-
rentele se grapeazi in trei sgiruri, in fiecare suma redu-

cindu-se la primul gi ultimul termen, deci S,= [ + +=
1 1 1 ] e iy
PR Y T T ] Ul < 18 e
: =1 oH1 pi ;2
cedeu analog; gisim: S, - [1 +2 +..+ =1
1 1 1 1
n+1 n42 u—l—p—l] e S_nlf-;noo S"_p—l
1 1 1 o
[1— + 2 +....+ m] 5. Termenul general wun ==

1 : i 1y
nnF1) (n 2 poate fi pus subt formau,.—n--{-n_.‘_1 +

%. Pentru determinarea lni A multiplicdim relatia cu »
n

1 5
gi facem apoi n =0, gisim A=§; asemenea gisim B=—1,
1 y 0 Ty 2 1
C=§; deci avem: wua =5 [;—m-}-T] Ficand

n=1,23,...., nsi insumind avem: Sn—— [ +“———
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(X, 6—8). ALGEBRA

-+

1 1 2 1
o7 n+2] **x S—”lir)noo Sn— . 4 doua metodd. Fac
1

1
torii numitorului fiind consecutivi, avem: u, =
n (nF1)

WD (nF2) (n+2)]' fdcand n=1, 2, 3, ..., n gi insuménd gisim:

s=t s~ eroeTal +tc S S—d

6. Avem: u"=%+;§-—2+n-cl'4—%[%—ni2+7ﬁ]’
deot 82 (1241 24l
niS_nil+ni4—niA***s=ﬂ%ﬁ" & #
doua metodd. Avem: un=1— [n(n1+2)—(n —|—2)1(n & 4)];

faicand n=1, 2, ..., n, insumind si agezdnd diferentele pe
doud giruri, réméne in fiecare gir numai primul gi ultimul termen,

RO £ 7 e L Gl vl
deci : Sn—4 [1.3"‘2.4 (n+1) (n+38) (n+2) (n+4)]

: 150 1 11
%* -, J — — —_— — P—
e S-—”lzm bn—4 [3 +8]——96. Ao Un—

A B
-qr+5¥i+

A e s L
n+3—n+1+n—i—2+n+3' S"_ “m¥2) (n+3) "

J 5
lim Sn=€. A doua metodd. Observind ci factorii numi-

4
torului sunt co tivi, . e Lol JIENS B
n consecutivi avem Un (n I 2) (n ‘ 3)

e b TR L e
wF1) I o) Punind deci: Sp1 Zf(n—l—l) mty &

(
U 1
Dlitenai i v B * —_— LI
Sie = L (nF-2) (- 3)’ deci S, =4 S, 2—S,1. Procedand

-

cala(1), avem lim S, —l, izm Snl R % S=lim .Sn=—
n=—3-00 3 2 N=—3p-00

8. Procedeu analog; termenul general poate fi descompus
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RXSPUNSURI SI INDICATII (Xiv, 93
vorie? ey’ 4 B C
intr'o sum# de fractiuni un—n-'r3+n+4+n+5+

D E : Loy
- 6+m; se determini A, B, C, D, E ca in exercitiile

precedente si se giiseste S—nh_>m°° 8n= 16 (G. M. I). 4 doua

(n—5) (n—4) (n—3)
(n—2) (n—1) n(n+1) (n+2)
vom avea termenii seriei date d4dnd lni » valori de la 6 la
(n=+8). Descompunem pe #'» in sumi de termeni de forma

A . . . | 15
pr s 2 prin procedeul de mai sus. Avem: S, = 1 Sn1+ 1

5o 135 SRR dond il il
Sn,2— 2 Sn,3 + 4 Sn,4. unde Spi= . (n__2) (n_l), Sn,ﬂ-—
n 1 n+3 n+43 5

. ___..1 . B —
J sy U e e my LRl e

metodd. Insemnind cu u'n =

Avem apoi: lim Sn,1='1"; lim Sup =l; lim Sp3=—;
n=Pp-00 -+ n—y-00 5

iigoosn,4=% e S=lim Sn=+116. In acelag fel se gi-
seste suma seriei: un=(n +;p()n (:—-}z:)‘i(pn)+2(:)-l—7p) A treia
Un (n+2)2
un—1 (n—1) (=+7)
(n—1) (n+7) un=(n—2) (n+6) un=1+16 wun—1. Ficand
succesiv in relatia de recurenti pe n egal cu n, n—1,..., 3,
2 si insumind, gdsim: 16 Spn=n2+6n+9) un, dar” ﬁmoo

*Fx

metodd. Observim ci avem:

oo R b ) -t 1 8 Bl By it s Ol
=00 16

in primul rdnd cd lim wu.=0, deci conditia necesard
n=—p00

s Bl e . Un
pentru convergenta seriei indeplinitd. Avem apoi, ” =

n—1
(n+m—1)*
(n—1) (m+2m+1)

* ¥ % (n—-I) (n+2m+1) un=(n—'2)
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(XIv, 10—11). ALGEBRA

(n+2m) un—1+(m—41)? un—1. Fiicand in aceastdi relatie de
recurentii succesiv pe n egal cu n, (n—1),(n—2),..., 2 si
F T : VT | ey 2

insumAnd relatiunile obtinute gisim: S, m 12 X[n2+

2mn—+m?) un]; dar lz’m [(R2+2mn—+m?) un]=1, deci
w

S=nlj;n°o Sp= (1+ D (S» avand o limitd finitd, seria este

convergenti). 10. Pundnd %=Y si %=b, termenul general

T+n :
YPH (b4-n) (bFHn+1)... (b4ntp)
Pentru convergenti trebue si avem p»=2. Apoi pentrn
insumare in cazul convergentei observim ci avem:

poate fi scris subt forma: u,==

¥4-n P . 1
(b+n) (b+nt+1)...0+n+p) »p @+n).. b+n+P—~1)
p+b—y 1 . g —_ k-8B
p  (FnF1) . (oFatp) IS Py
1 Bl 1
CFDOFD ... 6Fp) 1 6T G Fr—T)

. i 8. =3 ;
(6¥Fn)...@0FnFp—1) * O 7 Um Bvem:

Punind v, =

(b+n) (btndp—2)  (b4+nt1)...(04ntp—1))
ete. (G. M. XLII p. 533). 11. Avem

2
C -
fom o Stk e L Qs i LAV NN
n=—00 Un—1 n=yp-0C 2 Cn—l oo 2 n—2 2

deci seria este convergenti. Pentru insumare observim ci:

” 2 n 2_ n 1_
Cr=Cia+ Crt, deci: Sp= 23 —(237" =%§: g:_li l ) g:_i

1"‘1Cn 1751 Ch
=3 —=J=-3 Z2=-8§,_ e =
=99 Ty S o= S 1-|- Sn 1. Dar hm Sn—1 riz*ngo
s ¢ g ans 1 1_i n—l e
S»=38; iar 8'n—1 (1_1)’[2 2n] ==z glﬂ&mm e
2
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RXSPUNSURI §I INDICATII (X, 12—15)

l. j— . . . ’ =
Bt 0 (Hospital), deci 'iz;;iosn 1

T s ete
213

2 2
) ) 1
12. Procedeu analog; Fie Sh= EC—,?= CLI%_E"_—1=
» @ ? a
18081, 1900 1296, 192¢7: 1 ey
=X Z. =-X=J -3 g b
apria®™r " a, a2 " g% a"+ap v s as +aS ¥

o*s (a—1) =801 apoi analog (a—1) Sn—l'—Sn—g; ete.
Un . 2n

13, : - S el
A B s o o= deed

n
seria este convergentii. Pentru insumare, punem Vn=(n_?_*2)’

**% (n+2)Va=2V, 1, sau: nVa42V,=2V,—1. Ficand
in aceastd relaie de recurentd pe n egal cu n,(n—1), n—2,..
2,1 si insumind obtinem : V,+2V,+3V;+...+ (n—-l)
Vi1+nV,+42V,=2V,=1; dar nVp="Un; deci Sp=

=U1+ Ug+. A Un=1-2V, x* +S=lim Si=1-2 lim Vi—1 M
n=)-00 P00

i / s
cicxv creste peste orice limitd cu n. 14, Avem: wu,=
n

1.3.. (2n—1)= 1 St care
2.4..2n 1 1 1
(14+) [+
un < = * Deci lim un=0. Totug seria
e e o

a1 2041 n . Untl
>n+1 adici

- u
este divergent#, pentruci R T £

este mai mare decAt raportul termenilor corespunzitori din
seria armonicd. Z v, este convergents, fiind alternati, cu ter-
meni descresciitori in valoare absoluti si termenul general
tinde la zero cind rangul lui cre$te nemﬁrginit (G. M. XLIII.

—b5n+1

p. 660). 15, Observiim ci seria ? w1 este o serie cu

Un

— 6P 17

G I R ————

—



(Xwv, 18—21). ALGEBRA

termeni pozitivi si ci i_n‘ - 5n+1____5n’ ki1 =
s R n®+1 n?(n®-+1)
5t (n id, %) +1
n*(n®+1)
gi tinde la zero pentru m—>0. Deci plecand dela rangul
n=>2, toti termenii seriei date sunt mai mici de cit termenii

> 0 pentru toate valorile finite ale luin>1

W 1 Hae %
corespunzitori ai seriei convergente: vn =73 deci seria dati,
w—n .
n*+n41
1
>0 pentru n >>1; de altiparte un << vn= g pentru

este convergentii. 16. Asemenea observim ci un =

n(n—1)

niFnt1
n finit si mai mare ca 1; deci seria Zu, este convergenti.
17. Fie p si g gradele lui f(») i F(n). Din cauza conditiunii
puse asupra lui F(n) toti termenii seriei sunt finiti, apoi se
poate alege un rang N astfel ca pentru »>>N toti termenii au
un semn constant. Pentru convergentii comparind (in valoarea
absolutii) termenii seriei date cu seria cu termenul general

1 & ; : :
VUn =;21,;, seriile vor fi de aceeasi naturi daci p+a=q. Seria

3y, fiind convergentid cAnd ®>>1, seria intdia va fi dease-
menea convergentd cind ¢ —p>1 gi cum p si ¢ sunt nu-

mere intregi rezulti ¢=>p-+2. 18. Avem: lim Un —
n—ypooUUn—1

»
2 lim (1——— %\’ =92 >1, deci seria este divergenti. 19. Avem:

w—)oo
+ot A B
(log2")’J n”(log2)” * AR 10g2)?

log(2"‘1+1)”
non -1
X

1 n?

. deci seria este divergenti. 20, Lzm \/Un— lim L— 0,
w—-yoolo

Un

deci seria este convergenti. 2l. Avem lUim
n=Ppoo Un—1
2n—1)2

lim ———— e ¢ 3 2
ey eo2n (204 1) X x?=g*; deci seria este conver
genti pentru | # | <1, divergenti pentru |&| >1. Pentru
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RASPUNSURI $I INDICATII (X, 22—24).

# =11 teorema raportului nu di rezultat. Dar in acest
1 8n—1

caz avem —-= deci punand &= ——0—~
Un—1 1+*8"—1ﬁ e i AP
4n*—an+1

§i observind ci 7%, rimane tot timpul superior numirului 2,
avind la limits ”l_z;n (n2;) =2, deducem aplicAnd criteriul
{o o]

lui Raabe- Duhamel, ci seria dati este convergenld pentru
a=-1. A fortiori seria este convergentd pentru z=—1.

22, Punind x=Fky, termenul general al seriei devine: un= 5,
kn(l—k"-i-l) P k#"l"‘l . t e
{ +k")(1 + k"+1) 1 + ) resupunem , tofl termenii

seriei fiind nuli; asemenea presupunem k%—1 toti termenii
fiind infiniti in acest caz. Observind in fine ci: (1—%)2y?

“S e T iFen T ew t 0 AR S

L | - 1 . 1
e oy e e e c Qs i
11 11+k"+2+211+k"+l deci S ”%S

! 1

, Joe s T (PR ey
(1-—k)’y’[_§+1+k]_2(l_ks)y.—2(yz__x,)(G.M.XLII
AT 0 Anew S‘=;l‘[%+%+"'+%](4); seria S;+

S+ ....4+8i+....are termenii mai mari ca ai seriei armo-
nice, deci este divergentd. Pentru a doua serie observim c#
1

L logi si c& lim S;< lim “’$= lim ~=0, deci seria
x =00 >0 1 i=»ool

cu termenii alternativ pozitivi si negativi este convergenti.

b

i
112 1

24. Grupul de termeni de rangul k este Uk=mm+

1 1
G-Netate " Fe=DproFr=
1

- kit
UV R s ol S o B aducind la acelag
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(XIv, 25—28), ALGEBRA

numitor, numitorul in raport cu k este de gradul (p-+g), iar
numiiritorul de gradul (p+¢—1); coeficientul primului termen
al numiriitorului este: p(p-+q)—qlp+q)=p*—¢?; deci daci
p5%q dupd (17) seria este divergenti. Ea este convergenti

1
pentru p=g¢. 295. Avem: tgz=cotgm—2cotg2z;§tg§=

At ot Y et ® TR B
2cog2 COUY ... 53519 50 = gu €O g — gn—1 €0 G-+ T
z
1 ! 2 1
Sn gn cotg on W iz)m Sn_ » Xnﬁ’)"zo % — -

tgg,;

26. Arcele fiind primele determinatiuni (de ex.) ale arctan-

. 1 1 1 .
gentelor, avem: arclg 2_n2. =qarclg o —1 — arcly on + 1 * %

1 : : T
Sn=arctg1—arctg2n—+1-s deci S=; f;?o S"=Z' 27. Deoarece
siv o
Sin=—
”&n;o = n=1, se poate alege un rang N,astfel ca pentru
Vn
LT
stn—

3
n ; T
n> N si avem: ﬂ:—ﬂ—>1, deci n® aznr >n?, sau incd

i n
Vn
=
Un<n 2, deci plecand dela rangul N, termenii seriei fiind mai

mici ca termenii unei serii convergente, este ea insiigi convergenta.

4 Un+4-1 e
28. Avem lim —t =1, dar cum z este o valoare fixi ar-

n=y»c0 Un
5 &
Sin (_‘)
x n x

bitrar daté, observim ci avem: un=—+——— = —; deci seria.

cu termeni pozitivi %, avind acegti termeni inferiori terme-
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RASPUNSURI $I INDICATII (X, 29—33)

nilor unei serii convergente, este ea insdgi convergenti.
. n .
29. Se observii ci termenul general u, = sin e este pozitiv

gi descreste cu n. Dealti parte, seria nu indeplineste a doua
conditie necesarit de convergenti (Abel), avind 'ii»m (nuy)=m.
(o]

.
sin—
lim =n£(), deci seria este divergents. 30. Avem:
N=P00
n
2" 141z
un = -

P W T Ficand pe n egal cu 1,2,...,7 si
x+1~m2"+l

r—1 g"—1

insuménd obtinem: 8,= **% pentru z>1,

2z
z—1 z—1
Pentru =+ 1 termenii seriei sunt infiniti. 31, AplicaAnd
criteriul de convergentii al lui I’ Alembert sau acela al lui
Cauchy gasim pentra convergentd c# trebue si avem

lim R,=8= ; lar pentru #<<l1, lim S,=S=
NP0 n=—P-00

-1 <:ﬁ<+l, deci: 2 <<—1, sau 2>0. Pentru z=1

seria se reduce la primul siu termen. 382. Pentru conver-
gentdl trebue ca s avem |x|<{1. Pentru insumare observim

o0 (s}
in primul r4nd eci: E(n+1)’m"=§n2 24 apoi cii:

oo o0 o0 oo (o0 o0
S=§nzm”+2 %‘an”+§w”=a:§n’ " 142 ?- na:”-l-}‘-:'a: =

o0 o0 o0
xS+221:nz"+§:c"; dar pentru |z|<<1 avem: %mﬂ=liz'

1 2 1+
. . s el YRE =4 g :
iar derivata functiunii di: (_l—a:)z : nx" 7, deci S ‘( 1—2p
33. Pentru convergentd, aplicAind teorema raportului, deducem
ci trebue si avem |z|<C1. Insumarea conduce la caleulul

oo
unor sume de forma: Zn? 2", care pot fi calculate folosind
1

derivarea functiunilor legate de seria Zz" =

} sau pe
i p
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(XIv, 34—36). ALGEBRA

altd cale observand ci n?= [(n—1)+1]”=(n—1)”+0;(n—1 ) ¥

o0 [oe]
Cpn—1)24 ... 41 i ci ?(n—l)”x"=x§n" "« *x (1—x)
SP=C:, Sp—1+C§ Sp—2-+... care ne di suma cdutatd in func-

tiune de sume analoage. (G. M. XVII si XXIII). 34. Ter-
menul general se descompune intr'o diferenti de doi termeni:

xzn—l xz"—1
AFA0+A..0F2) 0F)a+2). 0+
n41
2—1
T 0T A a Fetnd tn aceasts rfi:tie pe n egal
2—1

cu 1,2,..,7 si insuméind, gisim S,=1— (1+x)(1+x2)...(1+12");

n+1
z2 Gl 1— x2i-1
tnsi (14+2)(1+23)...0+ 2")— e Sp= PRy
n+1 n+1
Daci 2<<1, lim 2> 1= lim 2% =0, deci S=lim S,=-+1;
N=Pp-00 N=Pp-00 il N300
11—z2H
daci 2>1, avem S,= —n-l-l* *+8 = — 3. Observiim ci
21—x—2
avem: a = — L
“(ueF1)... (wnt1) (uo+1)...(un—1+1) (uo+1)... (unt+1)
in care ficond n=1,2, ..., n si insuméind, avem:
1 1

Sa=1— gt CEe e
(uet1) (s 41).... (wnt1) 1 +§i‘.un +...

S= ,iz)m S.=1; deci seria este convergent i are ca sumi pe 1.
o0

36. Observim ci presupunand b>>0, termenii seriei sunt toti po-
zitivi; pentru ca termenul general al seriei si tindd ciitre zero,
trebue ca a<1 Termenul general poate fi scris subt forma:

! 1
Un = —— X 1—a Seria cu termenul general vn= ——
n
b1
n
este convergentd daci ®<<0, iar numerele B,= formeazi

b=

e . o



RASPUNSURI SI INDICATII (v, 37—39).

; i o 1
un sir crescitor avind ca limitd pe 3 cind n creste nemdr-

ginit; deci dupii corolarul Regulei lui Abel, seria cu termenul
general un==0, v, este asemenea convergenti pentru ¢<0 In

cazul cAnd b este negativ, b=—1%, avem: (1 +b 1)
.

= Aceleasi concluziuni. 37. Termenii seriei cu termenul

general v"=#l+l’ pentru 7>2, sunt mai mari decit ai

e 1 5 g R
seriei cu termenul general u, = ———, iar termenii seriei 2 uy
2n+1 1

sunt termenii de rang impar ai seriei armonice pentru n>1,

00 o0
deci seria Zu, fiind divergenti, seria = v este deasemenea
1 1

n
divergenti. Pentru a doua parte, avem: 8’ — S, =7£3 (on —un),

sl n—1 ___1[1_ 3 ][1_ 1 ]
iar va "n_(2n+1) @2n*+1) 4 2 n+1 2n241

B s - 1
—+ ¢i observind ci seria cu termenul general — este con-
n n

, TR PR A
vergentd, si cd numerele “n—-(l 2n+l) (1 2ng+1)

sunt crescitoare cu » si au o limitd egald cu 1, urmeazi
dupd corolarul Regulei lui Abel ci seria cu termenul general

2
(vn — un) este convergenti. 38. Observind cit 2 +n+3
(n+1)
3 3 (p—l-l 1
1+ +1) 1+n i p+2+p***

EP=§[ 2+n+3]_(p+1)2 : g

n(n+1) » Tt gt

lim E,=1. 39. Avem pentru >0, sin a>>—2 .,

S 1T T 3 NEo L e n TN

sin —>————— x*4 X gin —=wIL-—— ls, cind n creste
p  p 6p 3 P 3p 63p

peste orice limitd, prima parte a diferenfei creste peste
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(Xv, 40). ALGEBRA

orice limiti (seria armonicii), a doua parte fiind suma unei
n

T
serii convergente are o limitdi S, deci § sin ; creste

peste orice limiti cu ». Pentru prima sum#i observim ci

] T T T SRR :
avem: sin — = fg— cos — <tg — deci Z tg—>2Z sin— deci
p p p s P 8 p

si S. creste peste orice limitdi cu n. Convergenta seriei

; T Jo e @

g — [ 8tn—

; n R T n 1 P 2p b1

—_ = —_ 2 =L ——== ],
Sin— Sa §2tgp sin 5p §2 = = | se deduce
p 2p
. n ’
: .. 2w T

din convergenfa seriei 231 ol Observim ci %= for-

2p

meazi un gir crescitor cu limita 7; deci seria cu termenul general
13 . -
Up == %y un( unde wup= E) este convergentdi; apoi observim
ci Pu fiind un sir continuu deserescitor si ci lim Bn=1,
N=Pp-00
deducem ci seria cu termenul general v',=8, v» este deasemenea

n T a n
convergenti. Pentru sumele mai generale S,= X (tg ") =2

p=81\ "D p=3
(4 ¢ L e
tg;, ne g % sin— B! o $i
L 'pa$1 "—p=3 : . e se deduce ca ele sunt
p P
convergente pentru @>>1. Pentru diferenta S, — S, se observi
7 @
NN
cid ea poate fi scrisi subt forma: S,—S,= 23 e
p=3| T
p
1 —cos“E . el L
OAn__ sinOBnAn,

1
D. pate. - ete. 40. Avem: = o e
¥ | " sinOAnBn

el
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RXSPUNSURI $1 INDICATII (XIV, 41—44).

acest raport fiind totdeauna finit si diferit de zero. Cand
mnCOy
nCOz

e by
In cazurile particulare considerate, cand OA,= sin = cele

An tinde ciitre O raportul precedent tinde cﬁtre

e T
doud serii sunt divergente (29); iar cind OA, = sin®—,

cele dou# serii sunt convergente, convergenta seriei cu ter-
2

om
sin—
L T .
menul general u,= sin Wb rezultind din con-
n
A 1
vergenta seriei cu termenul general ’l/'n=72§"
4 : A 1
« Considerand seria cu termenul general wu,= 5 Avem

. Untl . (_ 1 )= . Unpd
nl—z;nOO Un "1_2;7200 (n-l—l) nﬁ;noo | n+1 il Un

3
avind o limitd determinati cAnd n— o0, Iim \/un=

N=Pp-00
= Un$1 1 3 2
lim =1; deci lim ——==——==1+* lim n—=1.
n=»co Un oov— lim v— Y n—)OOJ;
N=Pp-00

42. Considerim seria cu termenul general w,=n! Avem:

. unt__(n41)!
im —=——

u
» = =n-+1; deci raportul "—'H creste peste
n

orice limitd cu n. +*x lim \/— !=o00, 43. Considerim seria

NP 00

ek Un+1__ logn .
cu termenul general u,= l—ogn Avem g a1 ¥4
lim il lim ﬁ— lim n—+—1—1* *x lim 1 =1.
n=p-00 Un n—)oo log(n+1) >0 n n—poo ™ logn

deci h'm Vlogn=1. 44, Avemu, =S, — S.._1=—1:+

2Vn — 2Vn care mai poate fi scris subt forma urmitoare:
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(XIV, 45. XV, 1—18). ALGEBRA

S ;deci |un |= 11 1
ARE 5 [2 Vn(n—1)4 +2n——1] %[2 P ;+2-;]

3 deci seria Zu este convergenti,
n3[1+v1— ] "e

Dar Sn = Sl (Sn = Sn—l) + (S n—1 —Sn —2) + . .+ (Sg—sl)=

n

n
Dy, deci im Spn=8,+lim 2 wun, adici S» tinde citre
1 n=P-00 n—yoco 1

o limiti finitd cAnd n creste peste orice limiti. 49. Consi-
deriim seriile cu termenii generali un=174-27 4...Fn? si
Un — Un—1

vn=n"t Avem relatia: lim " — lim care di
n=»o0 Un n=P»oo Un — Un—1
o 1ror 4 n? ; n? M
o P e o o S
nP
Cpi1n? — Cplanf p_l p+1
4 2_ o8] © 8 z 4 2
o b v 2, ¢ (1--327— . e%.e% 4, eatn)
XY. 1 P 2. ¢*(1--32 m) e e el
1
[2 (@+=) sinz+cosz]. 5. 1+La. 6. - 1. —
V1 +a: zV1—22.
o e 9 1 10 ) ab "

sin2ax  cosx 1 . Kl
a2cos’§x—b’sm’;x

V2 cosx z*
) i<l SRS | ) 13. ===
(—aWitat  — etbessal " (—a9Vitat

e—e " nbx (z\"* x
14, pu 15, (a¥ba") LiaFoa 16. n(;) [1+L;]-
1
17 z%[1—Lz]

= - 18. Punand tgz=wu, prima functiune devine:
1 1
u == u ‘== u
= Vit gisim: ¢'v=|—— 1+ | — ——
(V1+u’) gl (Vl-l-u’) | [ A+t

WLy
)+ Vl-ll-u2 (vlj—uﬁ)”“’ 1] TERY

decx y lgz=—

L(Vl-T-u2
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RASPUNSURI §I INDICATII (XV, 19—23).

2
I cos’z : 3
(sinx)*” cos® @ [ wing —SineL (sin a:)]- In acelagi fel punand
x
x==(cos 2)"™"*, gisim cu aceleagi transformiri 'y ,= (cosz)""*

3
sin®z .
cos® @ [cos:c L (cos z)— pias ] 19. Avem succesiv: y'=ae??,

y"=a%"" §i observand ci daci punem yYP=a”¢** avem de-
rivind: y7tV=qqa? ro=qrtlens ¥, yW=gn ez 20, Avem
succesiv: y'=(az+1)e**; y"'=(a2z+4a)e*; ¥ "=(alz+3a?)e"?;
presupunind cii am verificat ci y ? =(a?z}par—1)e®® si deri-
vind giisim y" T =[a?H g4 (p11)a?] o2 4%, y"=(a" z4+na"t)e=,
21, Avem succesiv: y=[P+Ple*; y"'=[P+2P'+P"] ¢ gl
prin procedeul de mai sus, giisim y"=[P+Cr P+ C: | i
+C PO+ 4 P™]¢%  In cazul cAnd % este mai mic
decat gradul polinomului, toti termenii parantezei rimén; in
cazul cdnd 7 este mai mare decit gradul », ultimul termen
al desvoltirii din parantezi este acela care contine pe
0 P(m)(a:). care este o constanti, termenii urmitori fiind zero.
22, Giisim: y™=(—1)1 (n—1)!z™. 23. Punem e*=u.
Avem: y=e"f'u; y'=¢* fu+2627f",, iar derivata a n°® este o
expresiune, de aceeasi formi contindnd 7 termeni: y™=¢ ', L

% et + % e [ 4 % " f% (I) coeficientii as,

@3y..., @n rezultind din operatia deriviirii succesive si fiind inde-
pendenti de expresiunea functiunii f(u), deci ei pot fi determi-
nati lufind o functiune f(«) de forma cea mai simpli. J.uand
de exemplu f(u)+u*, unde x este un numir intreg pozitiv.
Identitatea (I) devine in cazul acestei functiuni: A" F =z "%

%x(z—l)e”‘-{-g—'!x (x—1)(2—2) e”‘—l—....-l—%x(z-—l)...
x—m+1)e® ... &« * « x”=x+%x(z—1)+§—?z(z—l)(z—
0+ 4+2x (z=1).. G—mt D4+ 2 2 1)...

(x—n-1). Fécond in aceastd relatiune succesiv pe z=2,
3ye.cymy...glisim: aa=2"—Cj1"; as=38"— (12"} (2 1%
a,=4"—C}.3"+C}.2"—C!.1" &i in general daci presu-
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(X, 24—28). ALGEBRA

punem ci pAnd la am coeficientii sunt dati de o relatie care
generalizeazi pe precedentele, putem ariita, plecand dela relatla
an+1= (m4-1)" —Cntr1am—Cotiam1a—.. —Cht1as—Coapt

Cm+1 (IT), c& am+1 este dat de o relatie de acelagi fel.
Plecﬁnd dela relatia (II) si tindnd seami de identititi dintre
numerele combinirilor gisim: ant1= (m+1)"—C}n+1m"+C?..+1
(m—1)"4.... £ C:Ii 9" F Cm+1 17, Relatia fiind adeviirati
pentru m=4, ea este adevirati din aproape in aproape péinia

B fadiofs ' . B Abehre D RN L e
tgx n—>-0
—cosx
. 1—sinz ) 1
lim ———=—1x%*% limE==. 25. Avem:
z—>0 1 z—>0 e
cos® x
&
i
L(g_g 2_3 p)
LE= — % * % im LE= lim =+4=%*x
coty Tz z—>a I el o
2 2a
2
i sin %a
lim E=e¢™, 26 Avem: E=¢" X E, = * « imE=Ulme* X
Z—>q z—>0 z—>0
T
lim Ey = lim E, = lim l-l-*e:-i-_m; = Iim -me——lh—ez—= —.
2—>0 z—>0 z—>0 3(e"—1) 230 _Ge‘ 6
27. Avem: lim LE=lim M=lim X lim l__ gi"i]
z—>1 Z—> (_1_ z—>1 z—>1 —1
Lz

?..,L:z:.l
lim | —— ZLl=0; tim E=1. 28. Avem: lim LE=
1

T
z—> z—>1 G

2
g coST—SINE
. Li(stnx—+tcosz) . cosztsinzx )
lim (——— =lim ——————=-F1+*x lim E=-c.
n cosSx n —SInx 3
? 2—)5 -'5"'>§'
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RASPUNSURI $I INDICATII (XV, 29—36).

1
29, Avem: lim LE=— 5 lim (cosﬂ):—% «*x lim E=e 2,

z—>0 2 z—>0 z—> 0
T VL RN L S TRl o
ks by osin2bz 2b2 A T costazcos2ba
5 tg—'
2 0 2
=— = o*x lim E=¢ 2% 31, lim LE=—_ lim 3,
2b x—0 —>00 2w—>oo (—)
x
2 1 2
L e ! =% %, lim E=¢ 2 32 lim LE=ax
2 z—>00 cos:ﬂ 2 —>00 n—-00
«*% lim E=¢**. 33. Si punem z—a=1wu;y—b=v expresiunea
n—>00

(v4-0)2sinut-(uta)sine  (ud-a)®. sinu

) u
it T (v+b) tgu+ (u+a) tgv (u+a)>< thuXE"
(v-l—b 2+(w) (v-l-b)_l_smv v v
i uta sinul _ u-ta v sinu u
unde Iy ’U+b t(]_’ll (v+b)+MLl7_ Y ur-
uta ' tgu uta v tgu u
meazi ci este suficient si gisim limita lui %’ cind v si w
tind citre zero; dar 'l‘zitog——'l‘zlzovu uli’f)( %; =
v—>0 v—>0 v—>0
it 1+ 2a lim E = 2(h® — a®) + b2 — a?
1+2b* *,‘_w 202 —a?)+b—a
r—>0
202 +2ab+2a>+ 254 2a ;
9o+ 2at1 - (R. M. T. IV).

e 1
34. lim E=1lim Va—1 = lim d"La=1La. 35. In acelasi
n—>00 n—>-00 (l) n—>oo

\

fel gisim lim E =L (%) 86. Avem lim L(E)= lim

. n—=>00 n—>00 n—>00
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v, 31—41). ALGEBRA

05 1
aLa+b"Lb 1

1 i ZLab—L(Vab) +*% lim E=Yab.
a;_’_ bn n—>00
37. Generalizarea chestiunii precedente; gisim lim E=
n—>00

1
I{/a,.a,...ap. 38. Avem: lim E-——Xlzm [1+ ]X

n—>00 Za ‘n-—)OO na--{-bn
2‘ i Ebl . \ i z( )‘
f,‘l",of," g (na;-l—bz g, [(Ea l_l:;no nai+b;

22a; 2b; lim 3 b, 2 Za;
+22a nz_;noo (na; +b )2+( b),,ﬁ’ﬁ’,o (na‘+b)] i

1
Z—. 39. Putem arita ci E este de-acelasi ordin de mi-

rime cu z Considerim seria cu termenul general w,=

y Un +1 :
3 ) n == [ = s i i — A |
1) (n(+J2r : Avem,,f;:o,‘/; ,,_‘1’;’0 ™) T g
il |
@nt1) @nto) X fim (1+ ) it ok d

V( +1) (n42)...22 =00, 40. Considerand seriile cu termenii

i Il Un — Un—
generali: u, = \/n! A el

Y il v Un .
§1 Un=mn avem: lim — =lim
n—>00 Un n—>00 Un—Un—1

i n—1 n
= lim Wt — \/(n—])' , dar lim —= lim \/(n—-l)'=
n—>00 n—(n—1) n—>00 " usoc \/n""
'n ! (n—l
lim = = y; = li =
nr00 Un usee (nFD)" et M G +1)"
1 ; .
G =-1-. Asemeneca, avind: lim = lim
lim (1-}——) g n>00¥n  n00
n —-00
ﬂ— ﬂ—-p ST e
ta =ty _ i, V!Nl —pht_1 4, [Vt —
vn—vﬂ—p n—>00 n_(n"—p) p n—>-00
"_V(n—p)!] **x lim Ey=p. l 4l. Avem: lim E=p

n—>00 n—>00

=30 —



RASPUNSURI $I INDICATIL (XV, 42—45).

logn)?—1 . lo
lim (—g—)—-=....=p! lim 2% =0, 42. Considerand
n->00 n n—>00
L it i 5
seriile cu termenii generali u,.=(n’;i__)1 si vn=m, avem
(n+1)" nn——l
—_— Up— -1 = —2
lim 2 =lim =y, 0" ! ) ST
n—>00 U nso00 Vn—Un—1 . o0 n—(n—1) :

lim X% =lim (1+l) =¢ «* lim E=e. (G. M. XLIL p. 69).
n n=P-00

n—>00 Vn a 00
43. Aplicand regula lui Hopital si tinAnd seam# de condi-

tiunile puse asupra limitelor gisim: m=n=—38, p=—2,
: ol : 3 e : i
iar ca limite respectiv: —37 37 % 44, Pentru prima expresie,

avem lim E= lim

0=
L-”’_l) e= lim (1+%)mx
m

m—>00 m—3>00 m—>00
1 1 1 1
———+1L (1 e —) e
lim m—+1 - ml_, X lim _;_(m—}-l) 1m (m+41)_
m—>»00 £ -5 Gl m—>00 e
m? m?

1 : —md - e ) 3
5 e X hmm Ty k> O cale mai ugoari pentru ajun-

gerea la rezultat, mai cu seamd pentru ultimele douid relatiuni,
se obtine folosind desvoltirile in serii la un rang suficient,

plocdndd: dlier Qlsstaliaress il lod (1+%) . [G. M. XLIT p. 35).

2 __ ==
45. Gisim y'=(z—(z:_:_(l$2l i avem urmitorul tablou al

variatiunii :
z|—o0 —1 +1 +2 +
Yz — 0 + 0 — 0 +
y | descreste | m | creste | M | deser. | m cregte
+ oo DO | = DO | = DO | = _|_ oo.
‘ [ = %
no ) )
| - +
& & ¥

|
Do
-
[
I

i

|

b
¥




(XV, 45—49). ALGEBRA

2 (p—
46. Gisim y'= (w*:}_—im—m, cand z creste dela — oo

la o0 trecand prin 0, 41, 42, functiunea y creste tre-

cind prin maximul y(41)= 3 —g L 2—% si apoi descreste
trecAnd prin minimul y(42)=3 — g L5 — % arctg 2, dela cave

creste la 400, Curba reprezentativdi prezinti un punct de
inflexiune in origina axelor de coordonate, un altul pentru
0<z<1 gi un al treilea pentru 1<<x<<2. 47. Pentru ca
functiunea y si fie reald, trebue si facem sii varieze z dela

1 la o0, Avem y'=5(§-(l;22!:)_z22)_(:53); y cregte dela

—o° la maximul y(42)= l—l—LVS-i-8 Lg—garctgl, apoi

descreste pand la minimul y(+8)=1-4LYV13+ -g L% —

3 3
—2‘arctg o’ ca si creasci apoi la + <. 48. Avem

2 @—1)(z—2) g
Yy = @1 ; Y creste dela — o la maximul

y(+1)=-+3; apoi descreste pani la minimul y(+2)=6—
3L 5—arctg 2, de unde creste la -+ co. Curba reprezen-
tativd a variatiunii are punctele de inflexiune pentru aceleasi
valori ale lui « ca la (46), derivatele prime ale celor dous
functiuni diferind printr'un factor constant. 49. Avem

ot ?;la):flx)‘z—l)’ y descreste dela +c© la un minim

y(—1)=10— g—a;ctg V13, apoi cregte pind la maximul

V3

1 2
y(z) ———+L —I—v_arctg V_v de unde descre$te péni la

un al doilea minim y(41)=—— + L3 —I— Vs arctg V3 $1

— 212 —



RAXSPUNSURI §I INDICATII (X¥, 50—53).

(z+3) (z—2) (z—3) ;

(@*1)2 0
cdnd & creste dela —oo la 400, y descreste dela - oo
panii l]a un minim y(—38)=LY10 —8 arctg3— g +C; apoi

creste pAni la un maxim y(+2)=LY548arctg2+5-+ €.
apoi descreste din nou atingdnd un minim y(438)=LY10-+

8arctg3+%+ C, de unde creste la -+ oo, Se vede ci,

pentru ca maximul si fie cel cerut, trebue si luim C=—8§
arctg2. 51, Functiunea este reali pentru toate valorile lui z
cuprinse in intervalele (— oo, —1—e¢); (414-¢, +o0). Avem:

y'=2 &_‘;22)#» cénd z tinde citre + oo, ¢ tinde ciitre 42 ;

creste pand la 4-oo, 50. Gisim: y'=

cind 2> —1 sau z—>-+1, ¥ tinde ciitre —oo, In primul
interval = crescAnd dela — oo la(—1—¢), ¢ creste pAni
la un maximum y(—2)=—3L3, dela care descreste apoi
la —oo. In al doilea interval, cind z cregte dela +1+4-=
la + 0, y descreste dela |+ pani la un minim y(H2)=
8-+3L3 de la care apoi creste la 400, Pentru z>1 func-
tiunea y are tot timpul valoare pozitivi mai mare sau cel
pufin egald cu valoarea minimului 8+8L3, deci z—2>

3 z—1 . :
) L3 [a: 55 1] pentru >>1 de unde rezulti inegalitatea ceruti.

(G. M. XLII pag. 37). 52. Inegalitatea ceruti poate fi pusi

subt forma echivalenti: L [(m_—n-I- 111] >0. Considerim
m (m—n)" :

3 n
functiunea: y= L(a7 n+:—1p « luAnd valori de la n la oo,
z(xz—n)
Studiind variatia ei vedem ci  in acest interval este o functiune

—n(n—1)
x(a:—n)(z—n+1)<0
pentru #>1 si &>n; dar y(n) =-4o© jar y(4 ) =0, deci
y este pozitivd pentru >n>>1, de unde rezulti inegalitatea

1
ceruti. (G. M. XXXIX pag. 118). 93. Avem y=¢" L(I_EE)

: g Filat
continuu descrescitoare, de oarece y'=

e BT 18

el
‘

iy s



(Xv. 54). ALGEBRA

in care L(l—i\, este real in intervalele (— oo, —e); (41,
+40); deci y este real si pozitiv in intervalele (— o0, —e);
(+1,40o0). Punénd v=2 L (l—i)s observim ci avem:
B I La+e\_ . ( 1 )_
e R DA

limy =-1-; limwv =lim(L(1—e)) lim (_1)———1 * ¥ %
sp—00 € xptoo PO\ € =¥

IpEat o
T Ls+1 e T+

€
lzmy =1 si y(4+1)=0. De alti parte, avem y=y

(E_'—E

:v——l
[z—l +L = ] si observiim ci functiunea u—x +1L5 3

avand u=m deci %' >>0 in intervalul (—oo, —¢) si

w'<<0 in intervalul (41-¢, 4 0), este crescitoare in primul
interval si descresciitoare in al doilea gi cum u(t %)=0,
urmeazi ci >0 in ambele intervale, deci ¥'>>0 in ambele
intervale. Agadar functiunea y cregte in primul interval dela

% la 41 si asemenea creste in al doilea interval dela 0 la el.

Rezulti de aci pentra n>1 ci (1—%) <%~ (G. M. XLIII
p. 663). 54. Avem: 2'=x (y—2z) L(ab?® sau 2'=z(c—2z)L(ab?),
unde #>0. Daci ab®>1, pentru w<% avem 2’ >0 si 2'<<0
pentru a:>~§—, deci z este maximum pentru m=%; daca
ab®<1 avem x'<<0 pentru m<% si 2>>0 pentru a:>%’

3 i c ;
deci x minim pentru = oY Cand ab®>=1, 2’==0 oricare ar

fi « si y, deci x este o constantii ceeace se vede direct seriind
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RXSPUNSURI $1 INDICATII (XV, 55—61).

pe z sub forma: x=5"" (ab)® (G. M. III). 55. Avem:

(n+1) 1
Unt1= (n +1)' — care este termenul general al seriei lui e.
2 00 2
88, Avem s un xR W e 3 g,

m=(n—1) (n—2)! " (n—1)! n!

Nz
A doua metodd: Considerim seria: e"z=27, al doilea mem-~
bru derivat de doui ori, di pentru 2=0 tocmai seria consi-

deratd, deci suma ei S= (¢ e’)f’ =[(e"+1) et*] =2e.

z=0

5 ¥ 1 3 1
57. e S *
e (n—3)!+(n—2)!+(n—1)! o i
S=0>5e. A doua metodd. Plecind dela seria considerati in al
doilea caz gi luind a treia derivati avem: S=(ee‘”)(3)_0=

[ "”+2>e’+“+(e”+1)ee+z]—5e 58. Avem: Z_‘=_"’ L

1 6 7 1 L
(—4)'Jr 3)'+( 2)!+( Tt SR

70 =

A doua metodd. Suma seriei este [ee”]z=o=[(e‘+3)ee“+3-'v+3
(e*+2)ec™+224 (¢ +1) ee%+2] ,mo=15¢. 59. Suma seriei este

egald cu (e?) (p)o= ﬁ —, unde ay=p"—Cy(p—1)"+Cy(p—2)"..(23).

il (=]
60. Avem: §(n_1)=2n 3Z—+32__2_=e

n! 1 n! 1 n!

1 n! 1 n!
[Mathesis XLJ. 61. Termenii seriei sunt descrescitori si
avem lim un= lim lim —1——=-}X0=O, deci

n—>0C N—>0OC n+1n—>00(1+ 1)

prima conditiune necesard de convergenti indeplinitd. Insi

a doua conditiune necesari (Abel) de convergenti la se-

rille cu termeni pozitivi nu este indepliniti: lim (n un) ==
n—>00

1
lim X lim
m—>oo +1 n—>oo(1 +l)
n

1 33 4
~=—5%0. Seria este divergenti.
e

D

T e



(XV, 62—85). ; ALGERBRA

‘ ' . Unt1 ; 1 A >
82. Avem: lim =g lim ———= ; deci seria este

n—>00 Un n—>00 (1+%Y

convergentd pentru #<e si divergentd pentru z>e. Pentru

u;+1=_eF| si se vede studiind functiunea
n (1 +__)
n

Y= (1 +i) in intervalul (0,-420) cii e>(1 +—:;) tot timpul,

deci seria este divergenti si in cazul z=e. 63. Punénd:

o
e

r=¢, avem:

1 R | S g (S R | T |
zln=;z7; vn avem lim HE = iy dar lim

n—>00 Un O, oo on n—>00 Un

lim _n_ix lim (1+712) =e¢ ¥ lim “ﬁ——z Seria

n-—>0¢(n+1)+‘_11 n—>00 n—00 Un

Vo1

este convergenti daci a>e si divergenti daci a<e. In
cazul a=e, gisim, aplicAnd ecriteriul lui Raabe-Duhamel, ci
seria este divergentd. (G. M. XL p. 274). 64. Studiind va-

riatiun.ea functiunii reale y=(1 —I—i)z in intervalul (0, + o),
deducem inegalitateé ( 1+ i)m< (1 + :7):”< e pentru <<z
**x un >0, deci Sn=%‘«m>0. Insi sumele S, formeazi un
sir de numere pozitive crescitor, iar S,=— (1+%)2+
[(1+%)’— (3 ]+ 1+ %1)2"'—1- (1455 ]+

2n/
(1 ;g )2ﬂ+1, cum %,= [(1 -+ )2n—1__ (1 + %ﬂ)%]<0
AWl rhs.

<e, deci S, fiind limitat superior

2n+1 2n—1

)Zn 1
2n4-1

admite o limit, iar seria dati este convergenti avind o limiti

inferioars lui e. (G. M. XLIL, 102). 65, Avem lim [’ﬂ] &

n—>00 | n+m
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RXSPUNSURI $I' INDICATII (XV, 66-=67).

n_-{-m 2m ” m 1 \2m
j lim |1— 3 ' X lim [1— o r:(i) ;
n+m e

n—>-00 s OG n+m

2m

b n
deci seria 2 : +::] este divergentd deoarece lim u,% 0;

n—-00 «

’ n—m|" o
dar seria 2 [n +::] este convergenti cdci lim \up =

n—-00
X s e 2m
l"Zo [:+:: = (% <1 pentru m>0. 66, Punind
n—y A
® T
-l
u—L[tg 74——-27] ——T
2n,
! 1
gisim lim u=—27 lim n—n=—2n’ de unde deducem
n—>00 n—>00 e e
am( n)
T
l—sin;; g Sl
lim | ————| =lim [fg (———)] =¢727, Seria cu ter- |
#—>00 1+S‘iﬂf n—>-00 4 2n _
s .
. T |
l—szn7—2 1
menul general w,= |, ‘eate divergentd, deoarece :
1+sin;l

n
lim un=e¢"2"70; deci vn= 2 u, cregte peste orice limitx
n—>00 n=2

cu 7 gi ca urmare seria cu termenul general wp=12" este di-

v 2
- a a
vergentd. 67. Avem succesiv, w=7 uo+ 10 @=gr e+

i b a a®—1 b
(a+ 1);; us=§uo+ — Adml@&nd relatm pentru
a? a® —1 b grtt
indicile p, u,,—p— uo+ g2 deducem Upp1= D!
u+a”+‘—a+a+1 b 53, artt ¥ a't'—1 p
2 a—1 4+ e+ a—1 (p+1)

== T —



(XV, 68—89). ALGEBRA

cum ea este verificati pentru p==3, ea este adevirati din

n n aﬂ
aproape in aproape pentru 7. x*sx S,,=Zu,;= (E —) o+

b ond altod
LIS e i e, 5G|
a—1 [1 n! 1 n!] i "lznoos" 4 u.,+ —1 fetiro)
Observand ci lim ea—:—lzm C=¢ s*x S=q¢(uy—1).

—1 1 a=1
a—>1@ a—>1 by

68. Avem dup§ formula lui Mac Laurin desvoltarea :
’”—1—';- +2'-|- + + +1 e, (0<6<1). Daci n
este impar, restul (cand ne oprim cu desvoltarea la termenul

7

;) este pozitiv oricare ar fi « real si nu este nul decit

pentrn =0, deci e”>1+ + + +—’ egalitatea avind

loc numai pentru z==0. (G. M. XXXII p. 181). 69. Fie
az®+bx+e,=0, a>0, o ecuatiune de gradul al doilea cu
coeficienti intregi. Pentru ca e s poatd fi ridicina unei astfel
de ecuatiuni, trebue s avem: ae-cce 14-b=0 unde: ¢;=tc
¢>0 iar € are valoarea +1 sau —1. IntroduciAnd in locul

lui e si e desvoltirile respective, avem: a (1+ + +

1
+(ac + ac—l—l)'+"')+EC[I—I+5—§+'"

’H

ax ic)] T .. -]+b=0 sau amplificAnd cu (a¢)! si inlocuind suma

—
~

5 ® - - . 1;
intregilor obtinuti cu N avem: N-+a (ac +1 +

1 . 1 1 el
Py ) ' c(ac-l—l —@eFD@eeta --)—

! 1 1 1 i
o ac+1+(ac+1) (act2) +"'<ac—|—1 +(ac+1)2 A

o 1 s i g o - )
2k iah deci prima parantezi poate fi inlocuitd

AR ac+1
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RXSPUNSURI $I INDICATH (KV, 70—T1. XVI, 1—3).

cu -~ unde 9 este un numir cuprins intre 0 si 1. In acelas

fel, avem:

1 1 1
ac+1_(ac+1)(ac+2)+°"<m+
(s +1)1(ac +2)+"'<a_1c' deci a doua parantezii poate

el
deasemenea si fie inlocuiti cu - unde 9’ este un numir cu-

’

, 0 0
prins intre 0 si 1. Agsadar, trebue si avem: N~ ;—l—e’ -=0,
ceeace nu poate avea loc. T0. Calculand derivatele partiale,
avem: [ oy (@, y)— f'z(z, y) 'y (@, y) =a*¥ ey R e
(i"":;) @*? y**.  Tl. Scriind conditiunile enuntului gisim
r \n r n
e : (1+%)
b ——t——=a(l+%) e b=2C _7:—
g I
n n

¥ lim r [(1 + %)‘] 3
Giisim imediat lim (7") = 2200 = -
n—>0C lim [(1_{_!_)7] L €
n—>00
W , € [e—1—7]
Punénd A= avem z2,= T e—1p >0, deci eind r

descreste, x descreste deasemenea si avem: lim x=
r—>0

lim
130

’r X lim e'=lz'm—1,—=1.
e—1 r—>0 r—>0 €
XVI. 1. Modulele coeficientilor fiind 1, 3, 1, 2,2 avem
1 Y
M=3, deci G—L-/I—_'_—s-—m 0,00033. 2. Este suficient
sé luim €=0,00011. 3. Observim ca |A,|=1 i cd modu-

lurile caturilor celorlalti coeficienti ciitre Ao sunt: 8, 5,2, 6,1,
B it 5
deci M=6; avem: |z|> \/200 000=10 \/§§i |x|>M—j——a=

— QRO

&



(I, 4—9), : ALGEBRA -

?)—5—13 ludind ®=0,5, deci putem lua |@|>13. 4. Este
suticient ca punctul % si rimand in afara cercului cu centrul
in origing i cu raza egald cu 12,2. 9. AplicAnd desvoltarea

Taylor dupi puterile lui &, avem: P(zo+ k) — P (x)= Ao

5 3 2 PO(z)
k> Ay h*+As k4 As h*+Aq kb unde: Ao=——-5'—— .
__P® PO (x,) P®(x,)
= 4(‘x0) 3 X03 Ai SSZO =70 23—8; A3= 4(!10 =
gt (zo)

7028 —242,+1; A= =3528 —24 22 +220—2. Daci

1
A este cel mai mare din modulele coeficientilor Az trebue

0,0001
X P ar s Rebr o dod R A0S ) p— 2 — %
si luim |2 A+ 00001 Cand zp=1, giisim A=62; cind

x0=2-14, avem: A=YV3152+746% 6. Inlocuind in relatia
identici dati pe x prin —a avem: P(—a2)=kP(+2) si
inmultindu-le obtinem P (2)=k*P(42) «+*+x k=%1. 7. In
identitatea: 2"+p 2" '+ ps " 2. F o1 2t o=(z—x1)
(z—as)...(x—ay) ficAnd a=1, avem egalitatea particulari:
" i(1—pet+ps— pot+..) (o1 —ps +ps — pr F.. )| =(—1)"
(2 —7) (@o—1)...(xn —4) observind eci " 2=¢":2=—q".
"h=g":jt=--¢",... Asemenea ficind pe z=1, avem relatia
analoagd si facﬁnd produsul lor avem ({inind seamd ci
" (= i= (=1 (2 t=(—1)?"D=-1, si ci paran-
tezele sunt conjugate) relatia ceruti. 8. Ficind in relatia
dati pe z egal cu 2+a, 2+2a, 2+ 3a,... succesiv deducem
cil oricare ar fi n intreg pozitiv, avem si relatia f(z+na)=f(x).
Deci, daci z, este o riididcini a polinomului, adiex f(z)=0,
avem si f(zo+na)=0; deci in acest caz polinomul admitand
un numir de riddicini mai mare decit gradul siu, s’ar reduce
identic la zero. Asadar, relatiunea dati nu poate avea loc
decét in cazul cAnd s’ar reduce la o constanti. 9. Procedind

ca in problema precedents, avem relafiunea: v Al

9(ztna) 9@
sau incd succesiv %%’;—3 k= cp((x; kE(k540);
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RASPUNSURI $I INDICATII (Xvi, 10—12),

f(:c+na)—k?(z-l—na)_f(z)—kc?(z) (1). s :
Slatvwa) g = e 3 presupunem
acum cd existi o valoare z, a lui @ pentru care polinomul
f(@)—ke(z) fiind nul, nici unul din polinoamele 7(z) si ¢(z)
nu se anuleazi. In acest caz, dacii 9(z) nu este identic nul,
cu exceptia unui numir mai mic decat gradul lui ¢ (),
existd un gir nelimitat de valori pentru #, astfel ci P (xo-+na)£0,
Pentru toate aceste wvalori ale lui » trebue si avem:
f(@o+na)— ¢ (xo+na)=0, deci polinomul flz) — k() este
identic nul % fiind arbitrar, deci f(z) si ¢(x) sont iden-
tici nuli. Agadar presupunerea noastri n’are lo¢ decat in
cazul cind fractiunea datd nu existi. Acum daci orice ridi-
cind a ecuatiunei /() —k®(x)=0, este ridicini si ecuatiunei
9 (x)=0, ea este ridicini gi ecuatiunii f(z)=0. Cum insi %
este o constantd arbitrard, trebue ca ¢(z) si admiti un sir
nelimitat de radicini si deci f(z) asemenea. Asadar, relatiunea

() —ko(z)
8@
? ()

reduce la o constantdi, de unde rezulti proprietatea ceruti.
10. Secriind polinomul sub forma : fl@)=(z+a)az"1+
ay 2" 4a3 2" 2+ Fa,, urmeazi ci asezand in prima coloani
elementele (z+ay), as, as,...an—1, an rimane si forméim tabloul
dreptunghiular cu » linii gi (2 —1) coloane, din care forménd
determinantii cu (n—1) linii ¢i (n—1) coloane s& avem z"—1
(—1) a2, (=123, (=122, (—1)"~L Rezultatul este:

otz —1 0 0...0 0
as —1 0...0 0
0
1

(1) nu poate avea loc deeat in cazul cénd

x
as 0 x —1...

| e W

n—1 0 0 0...0 —
an 0 0 Q!

11. In raport cu z, determinantul A este un polinom de
gradul 7 si se anuleazi pentru a;=a{; Qs;...; aa; deci el nu
poate diferi de un alt polinom cu aceleasi . ridicini, decat
printr'an alt factor constant. 12. In raport cu 2 -determi-,

fla)=
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nantul A este un polinom de gradul n—1 si ia aceeasi
valoare constanti A, (ai, as,...an) — determinantul lui Van-
dermonde al cétimilor ay, as,...an — pentru n valori ale lui
x, deci el se reduce la acea constanti. 13. In raport cu
doterminantul A este un polinom de gradul cel mult (n—1)
si este nul pentru n valori ale lui @, deci el este identic nul.
14. S# insemniim cu % valoarea independents de  a fractiunii
date si si presupunem de exemplu ci gradul m al nuniritorului
este mai mare ca gradul 7 al numitorului. Avem, seriind condi-
tiunea dati: B(Ao$m+A1 ﬁb‘m—1+...+Am—n—1w"+1)+(Am—nB—
ABo)a:”-l- Am—n-l—lB_'ABl)m"“l""-..+(AmB—ABn)EO; dur
pentru ca un polinom si fie identic nul trebue ca toti coeficientii
lui si fie nuli; deci in primul rond B fiind %0, s& avem
Ao=A,=...=An—n-1=0, adici polincamele si fie de acelas

. Am—n__ Am— A A N o ARIER
grad ; apoi: —]"3’—01'=-—'"B1"+1= = B_:=T3’ adic# coeficientii
termenilor de acelag grad trebue si fie proportionali. 15, In-
semnim ca mai sus cu % valoarea fractiei independentd de
x si y. Ordonind numiritorii dupd puterile lui @, avem

m, m—1
Po(y)z"+Py(y)a"+.... 4 Puly) A Presupunfind ci am

Q@+ u@a ... +Ql) B

fixat o valoare arbitrari pentru ¥, oricare ar fi ea, suntem in
g ; B P
cazul problemei precedente, deci m=n §1—°—(y—)——l(y—)—

Qo(y)-Q,l (y)

Pm_(y)=§’ de unde rezultd ci coeficientii termenilor asemenea
Qn(y) B

din numiritorul si numitorul fractiunii date, trebue si fie
P2y, xo,. .., Tn—1, %n) ;
Q(Zl,zg,...,mn- 1, zn)
procedand identic reducem la conditiunea ca fractiunile:
32:: ::::;::11)) si aibd valorile lor egale cu % indepen-
denti de @, 23,..., Tn—1; si din aproape in aproape la con-
cluzia de mai sus. 16. P(z) fiind polinomul de gradul m,

respectiv proportionali. In cazul fractiunii
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a ciirni valoare vrem s’0 caleulim pentru =g, si Q () fiind
un polinom de gradul n<m, care are ca ridicini pe i,
prin impirtire putem stablh totdeauna relatiunea identici
P(2)=Q(a) q(z) +R(z); R(z) fiind restul impirtirii, deci
un polinom cel mult de gradul (n—1), iar ¢(z) catul impiirtirii.
Deoarece am presupus ci Q(z;)=0, avem din relatia identic#:

P(@)=R(z). Proprietatea are aplicatiuni intinse; intre altele
calculul valorii maximului sau minimului, formarea girului lui
Rolle, ete. In cazul P(a)=a*—82*+62°— 222+ 2 —1 si
2 =142, luim Q;(2)=(z—1)?—2=22—27—1 si avem:
P(14+V2)=20(1+V2)+6; cind ze=1+4i luim Q(z)=
?—22+2 +* R(z)=5x—9, deci P (x;))=R(141)= —4-1.57.
Caleulul poate fi ordonat observand ci z=2x;-+1. Avem
P (@)=} (a1 +7)—22} + 21— 1=2} (2! + 721 —2)4- 21 —1=
zi (52 —3)+m—1=a [623 -3z +1]-1=m,[T2,4-6]—1=Ta3+
621 —1=202,+6=20(14Y2)+6. Asemenea si in al doilea caz.
uP'y(u,v)

lgx

P'o(sina, siny) =uP'y; asemenea Py (sinz, siny)=P',cos y=
v P’
gy
sin y=v. Dar P(«, v) fiind omogen i de gradul 7 in raport cu %, »,
avem relatia lni Buler: u Pyt v Py =mP(u, v) +*« tgx P’y (sinz,
siny)+tgy. Py(sina, siny)=mP (sinz, sin ¥). In cazul po-
linomului omogen: P(cos @, cosy) de gradul m, avem relatiunea:
cotg & Pz (cos, cosy) + cotgy. P'y(cos, cosy) = — mP (cos a,
cosy). Asemenea, in cazul polinomului omogen: Pltga, tgy),
de gradul m, avem relatiunea: sin 2z P'x(lga, tgy) +sin2y
Py (tgz, tgy)=2m P (tgx, lgy). Chestiunea poate fi generalizati
pentru polinoame P (sina,, sinay,..., sin@,) omogene de gradul
m i analoagele. 18. Avem: " '4a" 24 .. +z41=

— 2km
s 11 , deci daci 2= cos‘% -+ 4 sin =, cste o ridicind a

17. Avem: P'; (sin z, siny) =Py cos z = **x lgu

**x tgy P’y (sinw, siny) =vP', unde am pus sinz=uy,

ecuat,mml binoame 2" — 1=0, deducem: z" 14 z"2+4.. 4
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(xvi, 18). ALGEBRA

n—1

z+1 =kI_11(a:—a:k). FiicAnd in aceastd relatie z=1, obtinem:

n—1
MDr=1I [(1_0032_];:_:)_2-3,”%]‘_] dar: (l—cosg:—) =

/[
san—l— =2 sin KR (sznk—n —1 cosy—c) =2 sin— [cos k_ﬂ_£)+
n n n n n

2
km w kﬂ[cosn b 3] n] .k
rsin|——=]|=2sin —* - =9 sin —.
n 2 n n

%, . T
cos— +isin =
2 .

COS_‘+2 sin —

2n 2n

. IntroducAnd in relatiunea (I), gisim:

T
cos-—— sin —
[ T ]
() . 275 i —1)w !
sin—. sin — .sm(n ) = n_l. 19. Inlocuind pe z cu
n n n 2n
1 on n

% in ecuatiunea dati, avem: z2° +p, z °+p,, =0. Dacii n =
5m, ecuatiunea ceruti este: (22"t paz™—+p2.)>=0. Daci n

2n
este prim cu 5, avand #° =—pnx°—p2n, calculim succesiv
3n  4n 5n 2'n
pe 2%; %%, 2% inlocuind la fiecare dati x° prm valoarea lui.

Giisim astfel: 2" = (-l— Pt —8pip,,+ pg,,) x3+ P, P, (P?. =

2n
21’21;) (@). Ridicand pe (@) la patrat, inlocuind pe 2®, obtinem

3 on 9 7 5 2 58

a doua relatiune: x = (—'p_n +8p, po,—21p, ps,+20p, s,
"3 gL 8 6 2 4.3 redg

_5pn p?.n) x° +(_pn p2n+7pn p2n_15pn p2n+10pn Doy —

5 ud :
pgn\) (). Coeficientul lui x® din (B) este divizibil cu coefi-

cientul lui 2° din relatia (%), deci amplificAnd relatia () cu

cétul lor ¢i adundnd cu (B) avem ecuatiunea ceruti:
2n 5 3 2 n 5
% + (pn_ 10pnp2n+5pa p?n)z’ + p2n= 0 (A)

= S



RXSPUNSURI ‘§1 INDICATIT  (KVI, 20, XVII, 1—8).

Pentru ca ecuatiunea (A) si aibd ridicini multiple, trebue sii.

aibi divizor comun cu derivata ei, deci daci p,, 7 0, obtinem
§.5 3 22 5
conditiunea : (pn— 10p,p,,+5p, Pzn) —4p,,= 0. In cazul

cind 7= 5m, ecuatiunea 2" 4 pax"Fpoa=10 are ridicini
multiple daci: p. —4p,, =0 (G. M. XVIII). 20. Punind
f'(w)=z 1

fle)" a—z
si inlocuind pe @ cu — a, avem relatia ceruti.

fle)=(z—z) (@—a,)...(x—as), avem relatia:

XVII. 1. Ficand substitutia x=y-+h, membrul I al ecua-
tiunii devine ¥°+3(h—2) y*+(8h2—12h+5) y+h3—6h24+5h—1.
Determinim pe %, cu conditia ca termenul in %® al polino-
mului obfinut si dispard, cu alte cuvinte coeficientul siu si
fie nul. A—2=0, /=2 Inlocuind pe % gu 2, ecuatia trans-
formatid este y?—7y—7=0, iar relatia intre riidicinile ecua-
tiei date i transformate, z=y=+2. 2. Procedeu analog.

956 34— 864y — 1440 y— 563 =0, y=x-—ji4’- 3 - Procsity

analog. y°—159°+37¢?—35y+11=0, y=z+1. 4. La fel
se gliseste y™—C2 . 2% 24-2C3 . 2%y 2 —8CL 24yt ...
F(—1) (1—2) Ci 2iy™i4-...=0, y=x+2.}Facem trans-

formarea z = %, gisim y*— 29> +15y—9=0. 6, Facem trans-

formarea a:=% .yt —50y +375=0. 7. Facem transfor-

_?_/ % . 4 —_— Q= =_.y_' m___
marea =74 .". ¥ 3y*+8y—8=0. 8.z Y

5my™2+ 6 m"2y—9mm1=0. 9, Panem z=ay-+b.
Giisim 323y 4 (95 —2)a?¢y24- (982 —4B+6)ay+3p3—2p2 1

68—1=0. Pentru a face si dispari termenul in %2, luim

98 —2=0, (3=g; inlocnind in ecuatiune, avem 9% a3 y3-}

9
9.8.50xy+65=0, luand a=%, ecuatia devine y*+150y -+
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(XViF, 10—14). ALGEBRA

65=0, iar relatia este a:=%+%v sau y=92—2. 10. Facem

substitutia 2=ay-+B, obtinem ao®®y*+(3a,f+a;)o?y®+
(8ao B2+ 2a, B+ as) 2y + a0 *+a, B>+ a2 -+ a3 =0. Pentru
ay
300 r
Inlocuind aceasti valoare, avem 27a} a3y*+9a,(8asas —a?)

ca termenul in 42 si dispari trebue 3aof+a;=0, f=—

1
ay -+ 27ak as—9 apa; as + 2a=0. Dacit “=§—' riméne

Ao
v*+3(8asas—a}) y+27ad as—9 ag a1 as+2a} =0. Relatia
intre rddédcinile celor douZ ecuatii este 2= Y__ 2L ean

300 3ao

y=3aoz—+a;. 1l. Procedeu analog, punem y=aaz-+B, se
giiseste 2 aty~- (8 B4-1)ady3 4 (12 B24-8B)a2a2 4 (8 8%+
32 —1)axt2p*4p3—B—1=0 .". =—% pentru ca ter-
menul in %* si nu existe. Inlocuind pe B, riimane 8%a*y*—
6.8%2%y>—31.82ay —1795=0 .". a=%- Eecuatia transfor-
matii este y*—6y*—248y—1795=0, iar relatia intre ridi-
cini, z=% C.y=8z+1. 12. Se lucreazi la fel ca in
exercitiul precedent: x=0y-f3. Ecuatia transformati este
y*+2(8a0as—8a})y*+8(al —4agar as+8af as)y — 3at+
16aoa} a;—64 a} a;a3+256 a3 a,=0, iar relatia intre riidi-
cinile celor dou# ecuatiuni, 2= g

4ay, 4ag
Cénd ap=2; a;==1, etc., avem problema precedenti. 13. Ob-

S y=da,zta.

1730 . 1
servim ci 2 fiind ridicing, daci punem z=y-+ o' avem con-

4m—>

ditiunea n= 16 si obtinem: y*4 (m—g) y =0 +*« y=0,

3 1 3 1
=i — * —, RS + SO A7 =0
y= + V2 m ¥ = 5 ridicing dubli, a:——__v2 m+2

14. 1) Se face transformarea a;=§ 8y —2¢2-y—1=0;
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RXSPUNSURI SI INDICATIL (xvi, 15—22).

2) a=y* .. y*—9y*+2¢4*—83=0. 15. Procedeu analog pro-
blemei precedente: ry*+qy’+py*+1=0; y*+py'*+qy*+r=0.
16. Analog any”+am—1y" 4. Fary+ac=0; ay*"+
a "2+ Fam-192+an=0. 17. Inlocuim z*=vy .".
Ecuatia se scrie 2® (z—6)+22—1=0, y(a —6)+22—1=0 .".

z= 6:_:_21 i ridicAnd in ambii membri la patrat, inlocuind pe

#* cu y, ete., obtinem §*—3829*—8y—1=0. 18. Acelas pro-
cedeu ca in exercitiul precedent. =22 Ecuatia se scrie y>—2y-+
z—38=0, x=8+2y—y?, a®=(3+2y—y?)? .". y‘—4y’—
2y +11y+9=0. 19. y=2?, z(a*+p)+¢=0, m=—Tp

Y2y +p*y—¢=0. 20. 2*=y; z(z*+pa*+q)—r=0

i y—g_,_—;m S v 2oy Hp29)y H2pey*+ety—r=0

21. Ordonind dupi puterile crescinde ale lui & si inlocuind
pe z? cn ¥, obfinem (Am+Am~2y+Am—4y2+...)—m(Am—1+
An—sy+Am-sy'+... " (AmtAn—2yFAn—a?+...):
(Am—1+Am—3y+Am—5y + JEF=y; .... Amn—(Am—21—2
An Am—2) Y + Am—~2 + 2AnAn—a—2An— Am—(‘l)_'/2 - (A?’"—3 +
2Am—1Ans5—2AnAn-6—2 An—2An—a) y*+ ...=0. Coefici-
entul termenului general este : Am—it2 Am—it2 Amngt2 Am—iga
Am—i—aF...— 2An-1 Am—2i41 —2 Am—2 Am—244+3— ... sau
2A mAm—21+2 Am—2Am—2nt2t... — Am—h—2 Am—1 Am—2ht1—...
dup# cum % e cu sot sau firi sot. 22. &y, zs, a3 fiind ridicinile
ecuatiei d(x)=0, avem relatiile @4z z3=a1 +ass+ass,
o ot @ @@ x5=A 11 +Ass+ Ass, @ @ 2z3=d. Apoi, obser-
vind ci D este reciprocul lui d (determinantul ce se obfine
inlocuind in d fiecare element prin minorul corespunzitor)
si cum reciprocul unui determinat este egal cu valoarea de-
terminantului ridicatd la o putere cu 1 mai micd decit
ordinul determinantului, [D=d? si deasemenea din teoria
determinantilor reciproci, minorul corespunzitor elementului
Aij este egal cu cu aijd. In acest fel putem secrie D(z)=
@ — (A1 Ass+ Ags) 2® + (@11 + 22 +ass) de— D=0. Dar,

= Q87 —
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(xvi, 1—3). ALGEBRA

avind in vedere relatiile scrise, A;1+ Ayt Ass=m12:+
&1 X3 +$2 X3, (au+azs+ass)d=(l‘1+$s +K¢s) xy @2 5= (a1 ).
(2 @)+ (@s 23). (@5 1) + (25 21). (@, @2) i D=d?=2lalal=
(@1 @2) (29 @) (@3 1) ; relatii care ne arati cii @ xs, @2 25, T3 21
sunt radicinile ecuatiei D (z)==0.

XVIIL 1. Avand Zz,=0, ecuatiunea ceruti are riidicinile
Es=omt 2 =—us, Tr=astom=—2, 21=wrF@;=—14,
se obtine din ecuatiunea dati prin transformarea z=—X,
adiei X®+pX—g=0. 2. Insemnand cu X, X, X5 ridi-
cinile ecuatiunii cerute, avem: X;= 3+ 23= — P — &,
Xo=—p1—x3, Xg=—p,—a3, deci ecuhtiunea cerutii poate fi
obtinutid ficand in ecuatiunea dati transformarea: a=—p;—X,
3e X X %
insit f—p—X)= f(— pl) 1' (_Pl)+ —2—|‘f (—Pl)_’3—‘
(—=p) .. X34-2p, X2+ (p2 + po)) X + (py pe— ps) = 0.
3. Notim @, xs, @3, x, ridicinile ecuatiei date. Avem
xF s+ as+2,=0. Ridicinile ecuatiei ce trebue formati
sunt x;+xz, :L'1+933, zy + x4, s + s, mg+a:4, xs+$4,
deci ecuatia este de gradul VI. Din conditia ; + x: +
@3+ 2,=0 rezulti ci sunt doui cate doui egale si de
semne contrare; si le notim «, —a, B, —B, 71, — 7.
=oFa, =2+ a5, Y=2 + ). Ecuatia este
(2—2) (2+2) (2—B) (@+8) (@—7) (@+7)=0 sau (2> —2?)
(@*—B?) (2* —7»)=0 sau punind 2?=y, avem o ecuatic de
gradul III in ¥ ale cirei ridicini sunt a2, B2, v2 Si formim
aceastii ecuatie: 1). a4 f2-}y2=3 42 +a: +23 2242
(@et oyt a) =2t + 2 +at + 2l =(a: + o F s+, —2
(@222 25+ @1 20 F 22 @5 F 2o 200 F 232 ) = —2p. 2). Te2fe=
(@1Fa2)? (2123 (@1 2s)? (@12 @+ 20)? (@ 2:)2=
(@} + @ 2ot 21 25+ @3 @0)* + (23 21 2 21 25+ 25200 )2 (22 +
@@t w) = [ (@2 tas) Fwews 2 (21 (@25 F-20)
sz (@ (21 et @)+ @e 2P = (@0 25— 2125 s — 21 22+
(wys— a1 2) =2z} 2] — 6 2 232y (1). Si caleulim Zazizl.
Lz 2e)? =2z} 2} 42y 223 2} w2 F @iy 23 70 22 2025+
@1 @5 @t a0 Ts 25 X+ 20 @3 2o F w22 2w 2h @t w2 2 F



RASPUNSURI §I INDICATII (v, 4—8).

@, @3 @t 23 @4 a0 0 w2 0 2141 29 2 2 )= 1?2
21 @3 24 (@1 F@s a5t ) F 1 25 24 (@ F-20F 25+ 20)F 20 75 2,
($1+¢:+ Es+=v4)+931 @3 4 (2, +$z +Z'4)] T 239: E: +221 T2 Ty
(—as)=22] 4! —22 225 2,. Deci = x; @y =p>+2r, si in-
locuind in (1), Zo2f2=p249y — Gr=1p*—4,. In fine
3). @By =(aita ) (wHws)? (214202 = (w34 2 (watarsF)+
@ @y T3t @ @2 2t @1 25 20t @ 2y 2P = (—g)?= ¢%. Deci
ecuatia in y este y°+2py*+(p2—4r)y—q2=0 .. x4 2p a4
(p*—4r)a®—q?=0. 4. 8% insemnim cu: 1=y T3, Yo=2 T
Ys==&1 Ly, Ys=0s T3, Y5=2aCs @y, Ys=x3x, Tadicinile ecuatiei
cerute, care deci este de gradul al 6-lea. Pentru caleulul coe-
ficientilor observiim ‘ci avem: Xy =g gy =0: 2 Y1Yys =
1 @y @3 (@1t @t as+ 2)F @ @ 24 (20 F 2 + 25+ 2) +
@ xy o Zan + 23 @ wu (o F- 25+ 2) = — 2y 29 205 1= +1:
Z Y1 ys Ys=21 T2 7524 (@1+zst@sta,)+-X 2! & Ty =(2 2, @3 @3)*—
T, Ty T3 X4 z y @5 ; dar: b zy 23 23=0, b @1 23=0 %+ 2 Y1 Y2 ys=0;

1 . 1 1
ViYeYsYs= Y2 YsYs Y5 Ys U s ( ) Ay e cacl
1

YiY2Ys Yo Ys Yo=2ai 23 @3 2} =—1. Dar punénd: y'i=7
L
avem de caleulat coeficientul 2y, y’s pentru ecuatiunea

: /
corespunzitoare lui f 3y =0, care in cazul nostru este tot

z'—1=0; deci 2y, ysys ys=—1. Avem deci ecuatiunea:
ot —a2—1=0,

5. Avem 21+ 2+ 25=0, de unde @] = —, 2 — 21 23, deci:

2] — @22y =— (m @225+ 2 @)= —p. Analog se arats

T} — @y =) — 2 2= —(r1 291 25 +zoas)=—p. Ecuatia
cerutd avind cele trei ridicini egale cu —p, este: (z-p)* =0.
6. Avand ¢<<0, a>0 +*+ 2, 2y 23>0, 22, <0, deci oricare
ar fi semnul lui b, sunt dousi ridicini negative si una pozitivi.
(I1) e<0, a<<O **x 2y 23 23>0, 22,>0. Daci presupunem ci
ar fi in acest caz doui ridicini negative, insemnindu-le cu
—a, —B,7, avem: Y>a-+B. Observind insi ci: a4-B>

aa—fﬁ’ cicl (a-|-(22p—aﬁ=a’—|;{i§-aﬁ>o, deducem ci de-

~ 2T 19




(i, 7—9), - ALGEBRA

oarece Y>> %, a fortiori, Y > ﬁ_ﬁ—ﬁv deci b=ap—7(2+}B)<0.

Dacii insid cele trei riddidcini sunt toate pozitive, avem tot-
deauna b>0. In rezumat: daci ¢<<0, a<<0,b>0 trei ridicini
pozitive; daci ¢<0,2<<0, b<<0 sunt doud ridicini negative
si una pozitivi. (IIT) >0, a>0 «*x @@ <0, T2y <0
Dacii presupunem o singurid ridicind negativi si doui pozitive,
insemnidndu-le cu—+ @, 4B, —1 +*+ Y>>0+ B; dealtiparte: b=

ap—1(at$) =(“—“_f—5——r) (a+P) i cum;%<“+ﬁ

o
Y> o 77 _ﬁ B deci totdeauna in acest caz b<<0. Dacé presupunem

toate ridicinile negative, insemnindu-le eu —&, — B, —1
avem: b=-af+ay+By>0. In rezumat, daci ¢<<0,a>0,
b<<0 o ridicini negativi si doud pozitive; ¢<<0,a>0,5>0
trei ridicini negative. (IV) ¢>>0, a <0 »* 2 22 25<0, 22, >0.
Dacii toate trei riiddcinile ar fi negative, suma lorar fi nega-
tivii, contrar ipotezei; deci oricare ar fi semnul lvi b, ecuafiunea
are in acest caz o rdddcind negativa si doud rdddeini poxitive.
7. Fie a—B, &, @B trei numere in progresie aritmetica. Si
vedem daci putem determina pe % si B astfel incat ele si
reprezinte ridicina ecuatiei. Scriind prima relatie intre rida-
cini si coeficienti, 3a=—27p, deci *=—9p. Din a doua
relatie, @=V243p2—q- Aceste valori introduse in ultima re-
latie dintre ridicini si coeficienti, o verifici. 8. Insemnim
cu «—36, a—B, a-4B, «+3p riddcinile. Relatiile intre rd-
15

dicini §i coeficienti ne dau: 42=10aq, a=%; [32=za’;

b=125a%; c=—"24—a‘- 9. Fie m=2—0f, m=0, zy,=0a+1f

i £, =8a cele patru ridicini ale ecuatiei propuse. Tinind
seama de forma acestor ridicini, relatiile dintre coeficienti si
ridicini devin: 6a=—p, 122 —3>=47, 1003 —4af?=72,
3a2 (2 —fB?)=gq. Din relatia a doua scoatem pe [ si intro-
ducand in a treia, gisim 1923 —942¢+4-86=0 sau 192°—76
a—18¢436=0; 19« (2*—4) —18 (—2)=0. Deci (x—2)
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RXSPUNSURI SI INDICATII (Xviil, 10—13;.

(19a2+38¢—18)=0; =2 a=-—1 i\/f—;» gi pentru [’3 se

extrag valori din f?*=12a?—47. Introducénd aceste valori in
relatiunile de mai sus avem valorile lui P si g i asemenea
ridicinile. (G. M. XLIT p. 423). 10, Se noteazi ridicinile
a—28, a—B, o a4 a428 B>0. Relatiile intre ridicini
si coeficienti ne dau succesiv: =1, f=+4Y2. Ecuatia este
(@—1) [(z—1)2—2] [(z—1)*— 8]=0. Ficand operatiile in
membrul I, gisim a=20, b=—09, ¢=—7, (G. M. XXXII
p. 423). 11, Se noteazi ridicinile ca in exercifiul precedent.
Gisim utiliznd relatiile intre ridicini si coeficienti 2= 0,
§s=0, ¢g=0, 4p*—25r=0. 12. Si facem substitutia
z=y-+h. Obtinem: y°+ (544 p1) v+ (102244 p, -+
Pn)y2+(10 k3+6plhz+3p2h+ Ps) y2+(5k‘+ 4pxk’+
8pa I*+2ps ht-p)y+13py hi+ps h*+ps 2 -Fpoht-ps=0 sau

1 e 1 n
3/"+(5il+px)y‘+§f (k)y’+§f Ry £ (B) y+-f(m)=0.
Punénd k=--% dispare termenul in y* iar ecuatia devine

B2
Suntem deci in cazul exercitiului precedent. Conditiile cerute
sunt f(—%)=0, f'(—”—5‘)=0 si [f"'(—% ]2— 225

Vil —%) =0. 13. Fie  prima ridicini, P ratia progresiunei;
primele doud relatii intre rddicini si coeficienti dau:
natgn(n—1) b=—pi, 'S (x+78) -+ £B)= ps. Pentru a
calcula membrul I al ultimei egalititi, observim ci
;g;(a—l—jﬁ) (@+kB)=Ao2+Bal4CB2 Sk determinim pe
A,B,C. Dacd =0, cum in membrul I al identititii sunt
n(n—1) nol

—A. Daci a=0, C=% jp=1

C. termeni, avem =
Jok=1 2
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(il 14—18). ALGEBRA

n——l n—1

z.]1+2+ Ai—14i414 +n)——>3 1LY el
"51 Ak Mo, [’(n——l)’ (n—l)n(2n—1)}=n(n —1)
2

wlr-*

o
v e 1 6 24

=1 k=1 J=1

[87n2— 7n+2]=—n(n—1)(n—2)(3n—1) Daci a=5§.

A+B+C=—;_ 131:1(7'-{—1) (k+1)=2.14+3 142+ 4(1+2+3)+..

+n@42+...+n—1) Avem 1) 1+2 4+ ...+ =

i(i+1) . Dedi, A+B-|—C=— P z(z+1)’—‘—nil( 34 24%.4-4)=

2 i=1

(n——l 2, (n—1)n(2n—1) (n—l)n] % 9
2 [ R 3 5 e
(n4+1)(87n+2). De unde, inlocuind pe A, C prin valorile gi-

=

site, aflim B=£(—nii)—-- Deci a doua relatie dintre riddcini
si coeficienti este: ( + (a= 1) B-I-;Zn(n—l)
(n—2)(Bn—1) Bz=pz (1). Extrigénd valoarea Ini § din

L : e 2p+2na | " 4,
prima relatie, B= Teead) si inlocuind pe P in (1),

obtinem o relatie pe care o satisface %; aceastd relatie ne
arati ci o este ridicina ecuatiei de gradul II a problemei.
Notind @ ultima riddcind a ecuatiei datd si a—fB, a—28,.
celelalte ridicini, se repetd rationamentul precedent pentru a
ariita ci si ultimul termen al progresiei este radicind a ecuatiei
de gradul II. 14, Daci m=2 p+1, si reprezentim ridicinile

@ &
stfel: —» =—r .5 & &f,..., 23771 afB?, Ficand produsul ridi-
a Bp ﬁp_l E' B Bp ﬁ P

s
cinilor gisim 2"=—an (@m fiind ultimul termen); &= \/—am.

as as -

15. Fie zyze=1. Din zy@szs=——> @&s=— — Deci a1}

(1) Qo
3a, __as—3a; .

""’+“"__a—o’ di o o= ; iar @y (@t2) + @ 2=
0

Sas as—8a) __8as 3as—a

LETRENE - aei ] S TR gs=———2. 16. Avem

Qo ao ) 03—301

.



RASPUNSURI $I INDICATII (Xvin, 17—20).

o totasta,=0, (@4 ) (@5+2) + 2204 2520 =3,
(@1 +23) @3 @+ (s +2) @ 2 =2, @1 12 23 2= 81 11 F2,=1.
Rezulti o3 +a2,=—1, Ty @y + 2y =4, a3 2. — 2. =2. Din
aceste ultime doui relatii, xs2, =3, z,2:=1. Ecuatia care di
pe 1, xy este *—ax+1=0, iar ecuatia care di pe s, a,
este 2'+2+8=0; in fine p= (2, 25) (@sz.)=3. 17. Avem
o tomtasta=—p, (&1 +x) @t o)+ oz a5 =2,
(@ +25) 2y 2+ (2 + ) 2128 = — 10, 2105252, = —8 si @
w3=4. Rezulti msz,=—2 si (@14a) (s +2,)=0, 2 (zs+

20) — (21 +23)= —5. Daci o+ 2:=0, z3+m.=—g.Ecuatia

care di i, este 2°+4=0, ecuatia care di pe w3, @ @+
gz—2=0 sip=—(zFa+ a5 +w.)=g- Daci 23+ 2,=0,
&1 +x3=H ecuatia ce di &y, @y : 22—5 24 4=0), ecuatia ce di s, x,:
2*—2=0, iar p=— (& +a:tas+2)=—5. 18. Fie
21 =2, relatiile intre ridicini si coeficienti dau: (1) 3z,
zsta=0, (2 72} —as2,=6, (3) 22} — Ty xzmy =1,
223 2y 2 =a; din (2) si (3) deducem 52} —6zs+1=0 sau
(2s—1) (522 +52:—1)=0, de unde deducem pe @s; @5 §i @,
sunt dati de (1) si (2), iar a =22} (T2} —6). 19. Fie 2+

az’+ba'+ea+d=0 ecuatia dati. Trebue si avem %=

) e ! 14 4 L 3
—4 == —-+—. Deoarece avem dati o relatie intre inversele
T Tz Ty Xy X

ridicinilor, si facem transformarea z= %’; dy*+cy*+by*+

ay+1=0. Intre ridicinile acestei ecuatii avem relatia
i tyvp=ys+y.=p. Si notim deasemenea Y1 Y2 =gq

o =—i, 2=é, =._£
YsYa=r; rezulti p g ITrt+o 7 Prtoeg .
1 2
gre=s=p Din relatia a doua q+r=§-—%a iar din a
2a b c? 2a
1 —_ 1 —_—— N, Jp— 2
treia, ¢+ r= ; deci PR 4bde—c*=8ad>

20. Ridicim la patrat relatia @+ a:+ay=—p i tinem
seama de @i @staswst a3z =¢ si al=zi}t22 Gisim
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(Xvin, 21--23). ALGEBRA

2 _
== \/p 22q_ @y si x5 sunt dati de ecuatia y:*+(p+=)

y— a1:=0' Relatia de conditie se deduce din & 2=g2-}xi, care
1

2r
se mai scrie @ =(zy+as)*— 2z s sau m1=(p+z|)2+-a;

=
si inlocuind pe @z, p (p*—2¢) £ pzvp 2 2 +2r=0. «*x

(p*—2pg+2r)2—p*(p® —2¢)=0. 2l. Relatiile intre ridi-
cini si coeficienti sunt 23 423+ 25 =0, @122+ 22 25+ @321 =D,
@ @ @3 =— q, iar conditia, 2} =23 23. RidicAnd prima ega-
litate la cub, @+ ad+ad+3 (@t xs) (@t 2s) (@5 +2:) =0

sau @ + a2+ ai—8z, xe 25=0 pentruci @ +z3=—a3 etec. san
1T X T @

3 2
223 +3¢=0, zl=\/—%. Deoarece @2+ a3 =—a1, Ta2s=

-—wl; Zs si @3 sunt dati de ecuatia y2+x1y—ml=0. Relatia
1

1
de conditie intre coeficienti rezulti din @ (s~ @s)tzems=
p in care facAnd inlocuirile gisim: ¢*-12p*=0 sau ¢=0.
22. Din relatiile 2142+ 25=0, az+bastecxs=0 se scoate
.
b—c c—a a—=b
telor; si extragem valorile lui i, @sy 3 si s& le introducem
in mmas=—q. Avem: A (b—¢)(c—a)(a—Db)=—q =*=
3 q syeikBfs gfbrp)?
e -\/(b—c) T Y b || e
etc. Relatia de conditie se deduce din @1 —+as 25+ 321 =D,
inlocuind pe 1, zs, @s: ¢° [ab+be+ca—a’—b*—c2P=p® (b-¢)*
(c—a)® (a—06)2. 23. Relatiile intre riidicini si coeficienti se
pot scrie astfel: (zyF+astas) Fo=—p, z(zit2st2s)+a
oyt ot ae =0, maewstas (@astamastasm)=—gq,
(@1 xsas)@s=r. Tinind seama de conditii, prima si ultima

S# notiim A valoarea comunii a rapoar-

w
relatie dau ""‘=_%’ a:;=\/r; deci p*—167=0; iar a doua

. . . L niat 9 . i3
si a treia relatie, @ zs F@szsF a0 =—2] §i ai—ai= —q.
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RXSPUNSURI SI INDICATII (xvin, 24—25).

4
Rezulti ¢=0, iar ecuatia este z*-+pz’+ lp—6=0, avand rada-

cina @y =—§- Celelalte riiddcini sunt date de ecuatia @’
4

2
@4 = si scriind relatiile intre ridicini i coeficienti se gisesc
ecuatiile la care trebue sii satisfaci a: a®t2pat-4-(p*—4r)
@*—g*=0, ma*+2n2®+m(p—2n) a4+ mqg=0 intre care eli-
minénd pe %, pundnd %*=, obtinem (1) B3+ 2pB% -+ (p*— 47)8—
¢*=0, mxB+2nB +m(p—2n)a+mqg=0. Din ultima ecuatie,
___2nB+mgq
m(E+p—2n)
m*B3 42 [m?(p —2n) — 22| B34 [m(p—2n)*— 4 mng] B—m2q2=0.
m(n*m—mnp—ng+trm) _
n(m?+4n) i
ms

oy o (s=n*m — mnp —nq+rm). Substituind valoarea

2 3
x’—%x—l—%=0. 24, Punand ot2v=0, z2i=u, 3

a= , unde ridicAnd la patrat gi inlocuind avem:

Din aceasta si din (1) aflim f=

lui B in (1) avem relatia ceruti. m3s® 42 m2np (m? -+ n) s* 4 mn?
(P —4r) (M2 +n)s—n*q® (m*+nP=0 (G. M. XXXIIL p.71).
25. a) A,B,C fiind unghiurile triunghiului, avem #g(A-+B)=
—1gC deoarece A+B-+C=7 sau tg A+ 1gB=(1—1g A g B)
(—#C) «*« tgA+tgB+1gC=1g A tgB1gC, adici p=r;
70 pentruca altfel ecuatia s’ar reduce la 2*+pa?=0, adici
ar avea doud riddcini nule, ceia ce nu se poate. b)) Avem

A B
o 19‘2"“1‘9 B)

A B C e n A _B
tg(§+§)—cotg 5’ o ét B ,9 ; lg 5 tg2+
0 C Rl EN) e B RO
tg;tgg-l- tg5t9g=1.". g=1. ¢ Din 4+4 i

t"%"'thB l_wg & ot B g ©
deducem = Cotg—Ftg- Y g+

. C 4 4 4

l—lgztgz 1+tgz
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(Xvin, 26—21). ALGEBRA

A_ B B, C e ¢ At BT T,
fgztgz'l‘tg Zigz-i‘tgzigz =1+tnggzloz ’

g—p=1—r. 26. Deoarece——l— + + (é—1+%2)=
=ik AJ i‘) > A_ = Al As

tg (2 -+ 5 ) rezulti 2 ig ~ i Sig— 5 tg tg 2 =p;.
92) cos(ﬁ+A—’)=—cos(ﬁ+A ) ; nos% cos-——l—cos A?eosA?—

sin % sin ——I— sin % sin —3- Ridicénd la patrat si inlocuind

1 3 kg - S0y 7L Ag
patratele cosinusurilor prin sinusuri, deducem: 2 sin Lan=

2 2
A; A, A, A, A, As A&
tio B4 b3 a1 et A 28
sin ) sin 9 — 2+ 2gin? 5 =2 cos 9 cos ) cos ) cos — 5
A o Ayr)? o Ay A
o 2 9 1 (2 'l) 2 1 - 2 2
Insd Zsin ) = |2sin = 2 sin 5 sin o =pi—2ps

si membral 1 devine 2p,— 2 + p2 —2p:. Pentru cal-

: A
culul membrului II, ridicim la patrat si avem cos® =1

2
As As A ( ) Al) ( . A,)
8 58 2 — 2 an
cos ) cos - cos® 5 1 sin ) 1 sin )

s A&)=( A)(_-A_ﬂ)
(1 sin 2)(1 sm2 1— sm2 1 sin g ) X

(1 sin ) (14 sin 2. = (it et tpd (1 -t

ps—ps+p.). Relatia ciutatd este (2p,—2+4pi—2p,)*=4
[(A4peFp)2—(pi+ps)?). (G. M. X. p.88). 27. Dacit radi-
cinile ecunatiei sunt reale, punctele corespunzitoare nu pot
forma un triunghiu echilateral decAt daci se confunds,
in acest caz p=q=0, cele trei riddicini sunt in origini;
daci ecuatia are o ridicind reald g¢i doud imaginare:
@, a-+bi, a—bi, relatiile intre ridicini si coeficienti daua
a+2a=0. Fie A, B, C punctele ce reprezinti in plan numerele
®, a+bi, a—bi. B, C sunt simetrice fati cu a'a. Fie D

; A
intersectia dreptelor z @, BC. Deoarece gw=—i5 5
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RASPUNSURI §I INDICATII (Xvin, 28—31).

Triunghiul ABC fiind echilateral, cum BC=2, rezulti AB=
=
2b, deci din triunghiul dreptunghiu ABD, b=odT3. Deci ri-

dicinile ecuatiei sunt 2, “(— %_+ZV?3), o (— %— zV?sJ, adici
riddcinile cubice ale unitiitii multiplicate cu . Ecuatia este
deci de forma z®—a3=0.".p=0,=—a3, 28, Relatiile intre
riidicini si coeficienti sunt @y +ay + a5+ 2, =0, 2, zstasaz+
(@1 F2) (s +20)=0, @123 (@5 + ) F 2324 (21 +25) = — 0, 2
@323 @, = ab. Rezultd 21 +xe=—(z3+a2,), deci 212+ 252, =

(2s+4)* i (1 23— 5 24) (25+2:) =—a. Din aceasta, (23 + z,)?=
2

- o Egaland valorile expresiunii (23 ,)?, giisim :
12—y Ty

(@1 22— @,)* (1 @3+ s 2,)=a?. Limita ciutatii este -1 sau
—1.(G.M.XI). 29.Suma din membrul I al relatiei de demons-

9 j z
trat se mai poate scrie S=—l+£++a—:‘+ﬁ+a—:§+
F e Tn Z, T2

+24 2+ A B ot o) (L4144 1),

i Tn
Dar cum A;=0, ay+2+...+2.=0, deci S=0; daci
An—1
Zz Tn—1 A] :t Ao Aan A 1
Al#(), S=EZ|L=__. i 1 An—1
T1Xs...Tn Ao T & AO e
A¢
o (@i T2 i Diae Ti
In general avem: 2 ( REP Tis Tia.. Ti,
=1\ @ Xe... Tk @y Ty... Ti1 Tht1
&y Tiz ...I{k 1
)=(z$i1xiz...wik). T MRS B
Tn—k+1 Tn—ik42 ... Tn T1s ... Tk

Caizs...ar) Ty a3... 20-1) — Ak Ani

30. ;
1 T3 ... Tn R A Rezulti din

Za,ay...ai=Ai . 81, Facem transformarea z*=y. Obtinem
0 ecuatiune numai cu ridicini pozitive ai ecirei coeficienti
dati de (XVII, 21), dupi exercitiul precedent trebuese si fie
pozitivi. Scriind conditiile obtinem inegalititile enuntului.
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(Xvin, 32—33. XX, 1—4). ALGEBRA

m ﬂ
32. Avem 2 xl—zn+2m Deci 2 :m-—Al—l-Za:; Analog,

= =1 1.=m+1 1.—m+1
n
Ex1x]_zxzwj+(zzt) (‘-‘ z,) szﬁj Sau Zx:x] Ai—
t,j=1 i ]— i=1 ]—m+1 i J—m+1 i j-—
Ay -Ja:z-l-zahm, Deci Zx;a:]——zah 'r]+A1 Z(Ez—Az, ete.

i=1 i, j=m+1 i, j=m+1 t,=1
33. Se consideri ecuatiunea X" 4z, X" + 2y X¢ 15
+ 2n—1 X+ 2,=0, care admite ridicinile ai, as,...an Rezultd
Xy =-—2a;, T2=2a Qy, Ty=—2a 03 A3...®n=(—1)"a1 a3...0n.

XIX. 1. Dacii reprezentiim ecuatiunea generali de gradul
al patrulea prin a*-p 2®+ ps z*+ psx+ p.=0 si scriem
relatiunile care leagi pe Si, S, Ss, Sy, S, observind cid in
cazul ecuatiunei date: p1=0, pe=p, ps=1, ps=1, ele devin:
S;=0, Se=—2p, S3=—38, §,=2p*—4, cu care deducem
ci Sg=—2p*} 6p+3. Pentru ca si avem Sg=7, trebue
ca: (p—1) (p+2)=0, deci p=1, 1, —2. 2. Relatiile intre
riidiicini si coeficienti fiind (1) «+B+y=0, (2) «f+By+
ya=p, (3) aBy=—gq, din (1) si (2) deducem (4) 2>+~
TP=—2p, din (1) si (3) @®*+p'+7r°=—3 @+F) B+7)
(y+o)=8afy=—3¢. Din (4), a*+B*+v'=4p*—2 (*f*4-
B2y2+71%e?) si cum @?fi+-Piy24yPat=p?—2afy (a1
B41)=p? a*+4Bt+r1+=2p% S multiplicim relatiile **4p*+
y2=—2p, @+ B+ y'=—8q Obtinem a°®+p*+ '+
@2 §2 (a+B)+ B2y B+y)+ 12 e (y+o)=6pg .". &*+ B4+ 1° —
a2fry—f2yia—yra?f=6pg ... a®+ Bty —afy(af+
Br+y%)=6pg. Sau 2+ B°+7°=>5pq. Relatia enuntului se
verifici imediat. 3. 2, y, # sunt rddicinile ecuatiunii
wW+putq=0. Avem inci ay+yr+za=u, zyx=—q.
Ca in exercitiul precedent avem ety +12=—2p, 2°+

y*423=—38¢q, 2*+y*-+2*=2p% MultiplicAnd ultimele doud
egalititi, @'+ y"+ 27+ 3¢ x+y)+y 23 (y+2)+2ia®

(x4a2)=—6p%q; 2" +y"+ 2" —2PyPr—yP2Px—23ly=
—6p2q .. &'y 2 —ayx (@ Yty 2 2%a?) = — 6 pia.
Dar 2?92+ 9222+ x*a?=p® (ex. precedent); deci 2"y '
xT=-—Tp® q. Si relatia de stabilit rezulti imediat. 4. Fo-
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RXSPUNSURI SI INDICATII (XIX, 5—10).

losind relatiunea generali Za? of =S8, Sg— Sats avem:
Zriy=8,8;— S5, dar p;=0, pe=—>5, ps=-F+1 «*«
8,=0, 8,=10, S3=—38, S;=—25 si in consecmti.
le w’—'—30+25 _5 5 Avem X_Z 2 1’ 7
x; a:,a;,:c,
Lo} xzy; dealtdi parte py=0, Pe=p, P3=q x*x S;=0;
Se=—2p, Ss=—3g¢, Ss=5pq **x 2z} xa=ssss—so rq,
deci: X—TI——%- 6. Insemnand cu X functiunea simetrici,
avem: X =2z, aexs+ &) 2y 23+ 31 223 L1+ 221 @5 @5
Emlx272x1m2+zzl wa——2ps+p,+3papx—2psm+

(8182—83)+ ( — 8. Dar: S;=—p,; Sy=p! —2p,;
Sy=—pi+ prp.—3p3; Se=pi—4pip:+4dp ps+2p2,

iR . '
81 8y —8s=—pi ps+8ps si 3 (S:—8)=p:—2pipy; deci

X=(ps—ps)®*— p1 (ps—ps)+ ps. T. Insemnand cu X funec-
{iunea simetricd si en X, termenii relativi la z;, avem suec-
cesiv: Xy =(z1+as) (@ +23) (1 —p1) =2° F—=pi—a) a1+
G By Ts— Py FL—P1 @y Be=—2p1 &} —P1 Pa—DPs **x X =
—2p18;—3p1 pe—3ps=—2p, +p ps—3 ps. Altd metoda.
Form#im ecuatiunea care are riidicinile: Ys=w+x0,yh =29+ a5,
Y2=x3+ 1, folosind calculele din exercitiul precedent gisim
imediat ecuatiunea y*+2p, y>+(pi+ps) y+p P2—ps=0 si
avem de calculat X=2y} y,=8', §,—8'y, dar: S, =—2 D1,
S’g=2pf—2p,, S's=—-2p:-|-3plpg+3p3, deci: X———2p,+
El'aws(ah-l-fts) (fcx-l-fta)

IB, ms a's
1;1; Zzy @y (21 + @0)? (@ + 252, dar (@ + 29)? (@1 + 25)? =
8
[} +pel’=21+2ps @i +p; +* ps X=—ps Zai+2p; peps+p?.

P1pe—3ps. 8. Avem succesiv: X==

Inlocuind pe S; prin valoarea giisiti la (4) gisim: X=l,

8
[p:—pips(P2—pi) +3p3l. 9. Avem X=22Zgz, 2,=2p,.
10. Avem #;+ 23+ 25=0, deci un termen al functiunii
simetrice, de exemplu X;=u{— s zs=ai— (2,4 as)(2,+2:)=
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(XIX, 11—15), ALGEBRA

— Iy ae=—p «*+ X=(—1)"p" X 3. 11. Observand ci
2y 3=ps— 21 (Bet+@3)=pr— @1 (— 1 — @)= ptpatal
X=2(— Pe— D1 2P =— E(p’,’ w?+3pfpz a:i+3px Ds w1+p82)=
—(p1 Ss+3pips 3-8 pivo+3pd)=pi+9pi pi+3p] ps—6pipa—37L.
12. Tnsemnéind un termen cu X; avem succesiv: X,=a>a3+
wizi— 21019521'3 —22931“2 2P1Pa~—2plps+s —8,, dar
din exercitiul (4) avem pe S, si S, inlocuind giisim: X=
2p3—6p;ps. 13. Daci insemnim cu X; termenul functiunii
simetrice avem: X:=2a}+p 2+ aas)? =142t} 4ps2} +
plx, 4p3x1—2p1ps+x2zs ¥, X= 4S4+4pnss+plsz'—
2pips+Zaiad; dar 2m§x§=%(8§——84)=p§—2p,p3, deci X =

—6p§pg+9p§. 14, Observim ci u, este o parte a func-
tiunii simetrice Zzjz.; insemnénd cealalti parte cu ws, avem
imediat u fus =22} a:g= S;8; —S3=38ps —p1ps. Dealti-

+3x2xs+3]——psumx — p}

z(zl‘) ~+8p2. Dar, considerind ecuatiunea dati si ecuatiu-
1

arte: w;u
Lt e Ps[ &y X'y

1
nea transformati in (;), avem: 2z} =83=—p} 4+ 3p,p. —8ps

si p} Z( ) = —p3+8p1peps —8p2 +*x wyus=p3+pips—

Gp;p3p3+9p3. Asa dar u; i us sunt ridicinile ecuatiunii:
w? 4 (p1 p2 —8ps) u+ (p3 + pps — 6p1peps +9p3)=0. 15.8x

g & T Ty T3 . & r Tz r X3 ’
Insemnam —==2;, —T3Xg, — — A8 §l —==2y1 — — X, — A3
X3 x, T3 Ty xs &y

si fie ecuatiunile 234 A 22+ Asx+As=0si 2°+A22+A',
2+ A's=0 la care satisfac respectiv (x1,%s,%s) si (21, 2s,2s).
Avem, tinind seami de problema precedentii: A;=—2z,=

U . Uz . Ug
+= s Av=—2x1=4—; apoi Ay=2z;0=2x"\=——
Ds Ps Ds
3 Uy .
si Ay=2z"2"y=2z,=— ;; in fine As=—— 2,232 ——1
3
si A's=—1"12"32"s=—1; deci ecuatiunea la care satisfac cele

— 800 —



RASPUNSURI §I INDICATII (XIX, 16—17).

sase riiddcini zy,29,23,27,1", 25 se reduce la ecuatiunile: 234
:—; zz—:—;x—l =0 si z’—l-;—g z’—:—;x— 1=0 unde u; si us
sunt ridicinile ecuatiunii giisitd in problema (14). 16. Avem:
P=(m1+2a) (0, +22) (01 +225) (0 +22)=pt +2p? 2y +-
497 22 20+ 8p, Say 20 w5 16 225 225 2, = —pi +4pips—
871 ps+16 p,. Pentru caleulul lui @) se formeazi ecuatiunea care
admite ca riidicini pe 23, 3, @3 22 si se aplici rezultatul prece-
dent obtinut pentru P; sau se observi cif avem: Q=(Sg—2w§)
(Se —2a3) (8, —222) (S:—2a3)=S3—2 S;+483 243 22--88,

L2z} 23+16p? i calculim apoi functiunile simetrice :
1 - 3\ 1 J
Lo} a;§=§ (83 —8,) si 2,02 22 x§=§ [85—88:8,428,].

17. Observim ci expresiunea datd ia sase valori distincte
cind se permuti indicii 1, 2, 3,4 in toate modurile posibile
si anume: =@+ o — a5 — 2, =2 (21} 23); us =12+ 25—
s—a1=2@m+tm); n=aiFas—a—a, =2 (5 + ) ;
w=zst e —n—as=2 (2s+2); us=2,+a — 25— ;=2
(@eta1); ue=um + o —as — a2 =2(zsF2,); deci ecuztiunea
care trebue formati este de gradul al 6-lea. Cum insi Ug=—1u,
Us==—1us, Us==—ug, coeficientii termenilor de grad impar
sunt nuli §i ca urmare ecuatiunea are forma: y*+ Asyt+
A,y*+ A;=0. Pentru calcalal coeficientilor 4s, 4y, 4g, trebue
sil caleuldim pentru ecuatia datd pe S, Ss, Sy, Sy, S §i avem
tinind seami ci py=0, valorile: S;==0, S;=—2p,, Ss=—23ps,
8:=2p; —4pi, Ss=—2p3+6pp.+8p2. Apoi, avem:

As :I‘Iu, uy=— (ui+uj+ u3)=—2[(x,Fas)*+ (21 F25) 2+
(@1 + 2.+ (22 F 250+ (@2 F 22 + (s +2)] = — 68, —

427,29 =8ps; A,=2u uzuau4=“i“g+”f”§+“g “§=
8 [2 (21 + @s) (@s + @) (e + @s) (@1 F ) +2 (@1 + @) (25 + )
(21 @s) (22 20) +2 (@2 + 25) (1 F @) (@1 F 25) (22 F 2)] =

89— (21 @t a5 ) — (22 25+ 22 ) — (25 25 + a3 )2 =
8P —Zaial—6p,=2p3 —8ps; Ae=u; us us u; us
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XIX, 18—21). ALGEBRA

us = [(&y + @) (@5 + 2. (&2 + @) (22 + 2], [(21 + )
(@2 + 25)] = [p2 — (01 22 + 5 2)] [ps — (@125 + @2 2] [p2 —
(@2 2sta1 2)|=pe Z 01 23 2% — [P adal +p,Ss| =4ps ps — 813

187 Aveltt da’ calonlat Godin 3 (& — z,)? (a—z§)==[—(tﬁ

1 1 &) = [ e —=fl=) (=)
E(“—fl»‘t) ‘ darz(“_wl)z— [f(ﬂ’a‘)]wmr[ [f (a)]? L=a,

deci valoarea functiunii simetrice date este: [[f' () ]2 —
fla)r” (“)] +[[r ®r—r@) B =—[r@r" @+r@) @)
=4p*—6 (x*+B4)= B?pz_ '19. Formand piitratul determinan-

tului gi desvoltandu-1 giisim: A2=(S,—8%)S,+ S (8; Ss—S83)+
S5 (S; S;—83) si inlocuind pe S;=—p;, Se=pi—2ps, Ss=
—pi+8p1ps—38ps, Si=pt —4pipst+4pips+2p3, gisim
ficaAnd reducerile cuvenite: A2=—4p3 ps+p2 pi-+18p; ps ps—
4p3 —27p3i. 20. Formand pitratul determinantului A si obser-
vand c#, in cazul ecuatiunii date, avem S;=S;=8;=0;
Sg= ——31)3 ; Sy=—4p,; Se=-+38p}, giisim ci A>=256 p} —
27p4. 21, Forméind pitratul determinantului 3, avem :

n S B § kot k Dasa
Sl Ss Ss ----S”

A2= , apoi observim ci S;=8;=...

Sn—l Sn Sn+1 G San—2
=8, 2=0; Su-1=— (n—1) pu—1; Su=—npn; Sat1=

Shte=...=8Son3=0; Sop-2="+ (n—1) pi_p Minorii
celor doui elemente distincte de zero din prima coloand
0 0 0 .... 0 —(m—1)psa
0 0 0 —(n—1)pr—1 —npn !
................ : §
—(=1)Pue1 —BPr e (n— 1)p3—1
0 0 0 —(n—1)pn—a
0 0T — (n p— 1) Pn—1 — NPn
—(—1)pu-1 —npn..... 0 0
—npn 05 el 0 (n— 1)]73—-1




RASPUNSURI $I INDICATII (XIX, 22—28).

(ultimul desvoltat dupi elementele ultimei linii) gi inmultiti cu

o n « n—1
elementele corespunziitoare dau termeni de forma pn—1 si pn
deci A?=A p:_l-f-B pn—1- Pentru determinarea coeficientului A,

facem pn=—1, p,—1=0 i avem desvoltind determinantul ob-
05 {1 ! el § R 7
Y O a0 .. w0 ot (D)
tinut: (—1) A =n| - = . -» o . =n.nn—1(__1) 2
0 im0, 0 0
n Y00 0-T0
n (n—1)

#*x A=n"(—1) 2 ; pentru determinarea coeficientului B, facem
n 0 0. 0 n—1
0 0 0...—1 O

pn=0,pp—1=—1giavem:(—1)".B=| *~ * ° * ° ° * * *|=

n 0 0 0 n-1 1 0r-0 0 n—1
000 —1"0 O 00 g1 "0
(n—l) - - . . . - . . - =(7l_1) . - - - - - - . . P
0 n—10 0. #0 O|n—1 0... 0 0
3 N | I} T 00 0 0... 0 1
0 0.0, n—1
(n—2) (n—3)
e ¢ fgaindnd b 2. dolia ol v es et R
N DO A g o |[S-D-1r (1)
S i | RS 0
(n—1) (n—2) n(n—1)
**x B=(n—1)"1. (—1) 4 **xA2=(—1) 2 n"P:_l‘["

(n—1) (n—2)
(—=1) % (n—1)""'ps—1. 22, Observim cii avind S;=0,
putem scrie: P=2(z;+zs)=—2 (zs+=.)* *» 2 9®=4[8,+27],

dar S;=—2p,; deci f=i<P2+pz(A=i’ B=0, C=p,).

23. Punénd z—a=y, deci a=a-t+y ecuatiunea devine des-
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(XIX, 24—26). ALGEBRA

(n—1) n—2)
voltAnd-o dupi puterile lui : ?/"+ - —1)! n_1+( 2 ) U
+f"—1‘,l) y+7(a)=0, apoi facem transformata ecuatiunii ob-

tinute punind y=l gi calculim sumele de puteri ale riddi-

cinilor ecuatiunii: ”+f a) T 211 ff(fza)) n_2+§ f(ti))

f(n 1) m)
R + ““ +— (“) —-O. Avem imediat: X;=
4 .4 f (a) LT el o f,(”') fl(a
Sl"—'_'pl— f( ) ) =S, p‘ 2p’ [f(a)] 22'f( )
‘ (a*[ a;l])zf L Xy=8s=—p;+3p1 ps— 3ps= [;((a))] o
3@ 1) 3 f"(a)_ 1[fa)lf"(a)-3f"(a)f (a)flal2[ (a)]*

fla) 2if(a) 3! fla) 2 [f(a)]’
ete. 24. Avem imediat fED= .' f((';‘;‘l) fiind deri-

vata intdia a lui fg?,; deci facem pe z egal succesiv cu radi-

1 _mpen_
j Qi—%; i ai)

cinile %j si insumiim. Obfinem \—2 o Z

(n_—y;o!———l) Sn-t—1+ P1% Su—k—2-4..., si prin urmare
calculul se reduce la acela al functiunilor simetrice Sp—i—1,
Sn—i—2, (G. M. XIV). 25. AplicAnd relatiile care leagi su-
mele de puteri ale riddcinilor S; de coeficientii ecuatiunii
date, avem: 8§, =8;=...= 8, 2=0; Sp—1=—(n —1) pra=
+ (n—1) si Sr——npn ~+n. Pentru sumele Si in care
k>n avem relatia: Sptitpa-1.Sit1Fpn .S =0, sau: Suti=
Si+1+Sk si obtinem: Spt1=S8no=...= S2n3=0, Sep2=
Spr1=n—1 % S2n—1=Sn+Sn—1=2n e 1; S2n =Sn+1+Sn= n,
S2nt1==0, ete. Rezultatele pot fi concentrate in urmitoarea
relatie: Sk=Cnn—Cmn—1 unde m este catul lui % prin (n—1),
iar 7 restul acestei impirtiri. (G. M. XI). 26. Avand

Z % ;=8 8;—Sq,5 ¢i observind ci S, unde p nu este
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RASPUNSURIT $1 INDICATII (XIX, 27—28).

multiplu de n este nul, iar Sin=n, deducem ci: 1°. a B
si (248) nu sunt de forma kn, stunci Ezi‘arg=0; 2° @i
nu sunt de forma kn, dar 2-43=rhn, atunci Sz :vg=—n;

3% @ 5i B sunt ambii de forma kn, atunci 2% zf=n(n—1)
ctnd 7 5i Bt af=2 n(n—1) cind f=a. 2T. Desvoltind

dupid formula binomului lui Newton gl insumAand, avem relatia :
2@+ @) Sap4 CL Zap Loyt .t 2 Zap g ..
+CnZg7, deci caleulul revine la calculul functiunilor sime-
trice de forma 2w°1‘:=§=S¢Sg—Sa+g si Zalas= %(s,f—sza}
Dar sumele S, unde m nu este Mn sunt nule, iar

Sn=—npr=-14n; Son=— p" 8u=+S,=n, si in general
Sin=-tn. Daci punem deci m=~hn=+r, h catal lai m prin
n, iar r restul, avem: 1° dacii r5%0, Sey5=8n=0, si unul
cel putin din S, Sz asemenea nul, deci Z(avl-l—a:g)"‘=0;
2°. dacii r==0, sar m fdard sof, rimén din desvoltare numai
termenii in care p (si deci m —p) este multiplu de % si ca

urmare avem: Z(z+zs)"=n(n—1) [14C"+4C2 Cird-.1;

daci r=0 gi m cu sof, avem: Z(z+z)"=n(n—1)

28. Presupunem 2, o, .. ., %p mai mici ca n, cici daci %=
An+o't, unde @ <n, avem z%=(a")*, a¥* =% Avind pi=py=.=
Pn—1=0, pp=—1, deducem ciS; =8;=...=8,_1=0, S, =0;
Snitr=0 (r=50) si Swi=n. Plecand dela functiunea simetrici
0  ata ?én
(-—l)n a4 az=n.
Inmultind aceasti functiune Zz;“ ;™ cu Sa, avem relatiunea;
2, 2y 3™ 4 B, v+ gy @ - D, @ £, = (), deci inlocuind
sumele de dimensiunea 2, avem: Zg® 1™ gy™ = (—1)2.
0 artartasE Mn

(_1)1 In atota=Mn
lagi fel, avem: 2™ x™ xs™ 2, 2o, ¥t gy @ gy @42, @

Zz,“’ @™ =S Se — Sm+m =y Sa:-l—az e [

2 San+ag+a;=[ . Procedind in ace-
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(KK, 29—32), P

msaz-i-cu P + lem 2% wstg«l-cu = O, deci zmlm 2™ @™ 2™ =
(—1)%3.2 Sutawet st = [(_1), 31 n dupi cum %-o,F-os4

o, nu este sau este multiplu lui n#. Dacd presupunem cid am
ajuns din aproape in aproape si ardtim ci avem relatia:
2D 2@ xs®... @™ = (—1)""1(p—1)! Sas4e+...+ap, proce-
dand ca in primele cazuri avem: Za;® @p®....a4p™ 2pp1 T 4
Zw‘{1+“p+1 mtm---w:p"".... + 2z, 2™ m;P+"P+1= 0 =*x

apt1
2" o™ 2p™ 74;11 = (—1)".p.(p —1)! Sut @ t..deptayq,

+1

care este egali cu xero sau cu (—1)*p!n, dupd cumpf- %; nu
este sau este Mn. 29. Observind cit piS: are aceeagi coefi-
cienti ca S; si ci a aduna un coeficient k al unui termen
rezultant este tot una cu a aduna suma coeficientilor terme-
nilor asemeni ce i-au dat nastere, este de ajuns a scrie rela-
tiunile succesive care leagi sumele de puteri Se pentru a
obtine din aproape in aproape proprietatea enuntati. 30. Ob-
servim ci termenii 2(zi-—=s)¥ sunt suma valorilor pe care le
ia functiunea Z(z—a)* cAnd facem Z=a; Z2;...2n; de alti
parte desvoltind puterea binomului lui Newfton avem :
S(z—az)2=2¥—Cl% S, 2714 C% Sea?2—..... in care
ficand deci pe x egal succesiv cu @i, 3, ¥3,...., @n §i insu-
ménd obtinem: 2z, — x9)? =n S — C'% S; Syp—1 +C%, S,
Sp—2—.... In total ins& desvoltarea are (2p-+1) termeni, iar
termenii echidistanti de extremi sunt egali i un singur termen
la mijloe: #*+ Z(a;—xe)? =2n83—2C" 8, Soy—1+2C%,8;:
Sgp—g—... ¥ (P3,8%. 31, Adunfnd la elementele primei
coloane elementele celorlalte coloane inmultite respectiv cu
D1y P2y-.. Dn valoarea A a determinantului considerat nu se
schimbi; dar Stk D1 Smti—1+ s Smtr—2+ .. 4+ Pn Smti—n=
0 (k=0,1,2,...,n), deci determinantul obtinut are o coloana
de elemente nule, adici A=0. 32. In locul determinantului
considerat si luim determinantul general: 4 =

Sm Sim—r Sm—2r..... Sm—nr I
Smi-l-l Sm—r41 Sm—2rti... Sm—nri1

Sm‘-l-n Sm—r4n Sm—arin... Sminr—n
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RASPUNSURI §I INDICATII (XIX; 33—34).

Adanind, la elementele ultimei linii, elementele liniilor ce
o preced inmultite respectiv cu P, P2 ...., pn obtinem
un determinant cu aceeasi valoare, dar elementele ul-
timii linii fiind toate nule «*« A=(Q, 33. @y, T, 23 sunt
trei functiuni, depinzind fiecare de variabilele independente
4, b, ¢, i legate intre ele prin relatiunile: 2 + st as=—aq;
2 vyt oot oy =b; @ 20 =—c, Derivand aceste trei
relatiuni succesiv in raport cu a, b, ¢ avem:

902 dm _ oy
;o et z(z:‘l"zs)w—(), - Ew:wsTa—=0
0x 0 0
00 et =41 aa tt=0
“azl > 021 01'1
e . d — = . Z — D w—
Xe 0; (s + ) B e 0; &3 X3 e 1,

relatiuni care ne conduc si form#m, pentru “calculul lui A,
produsul lui prin determinantul :

1 1 1
D= .’l‘g+a:s o x.—l—a:. . Gésim: A.‘D=+1 ™ ’
Zg I3 &3 &y Ty T2

1 1

1
A=—= ==
D

T2 — I T3 — XT3

@3 (22 —a1) @y (25 —13)
Chestiunea poate fi generalizati pentru o ecuatie de grad mai
inalt. 34, Punem pentru simplificarea calculului 2 x; = A;
Zzrai=B, Zxi=a; deci 2otz — T . YO R
@n=a —2x. Avem prin definitie f(a,, as,..., an) =Za}j—
Zar ai; dar Za=Z(a—2a)=na’—4a 3 zi+4 2 2P=(n—4)
a*+4A si Zara=3(a—2x1) (a—2a)=C2a*—2q it
4Zmm=Cla’—2a (n—1) Zax+4 B=C2a*—2(n—1) a2+

(21 —as) (s — 1) (25 —20).

4B= % (n—1)(n—4)a?4+-4 B «*« f(ay, as,...,an)= —-%(n—S)(n—li)az

+4(A—B). Pentrn determinarea lui 7 avem: (n—4) [A—B+é
(n—8) a*]=0, care di singura solutie n=4. (G. M.XL.p. 457).
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(XX, 35—37), : ALGEBRA

35. Fie X3+ ps X +ps =0, ecuatiunea pe care o determind
cele trei numere date, ps si ps coeficienti arbitrari diferiti de
zero. S determiniim pe k astfel ca si avem: k S Sy S, S; =817.
Calculénd sumele de puteri ale rddicinilor ecuatiunii de mai
sus gisim: S;=0; S;=—2p;; Sy=—3ps; S¢=2p§;
S5 ="5 ps ps, S7=—"Tp2ps. Introducind in relatiune aceste va-

lori gisim k= ég, iar relatiunea ia forma din enunt. 36. Avem.

1
X—Z(w1+x2\, —}]a=1+372+2 2Zx1zs+202= g

€Ty &g

(S, S3—Ss)+2C3; dar Ss— p1—2ps, Se=p}—4pipetdp st
2p%; Ss=pl—6pipet 62 ps+ 90 P —12p: pas— 203+

1
3p3 +*x X=15 [(p2 — 2ps) (3 —2p1 ps)+2C3 — 8. At
3

. Ty Ze s 4} )
metodd. Punind: — =2y, — =29, — =23, — =X, — = 2,
&2 &3 T x3 1

?=xo, cum am vizut la (13) numerele x; sunt ridicinile
2

’ ? Uy us | U U
ecuatiunii : P e ML sty 25+ (— Bcku e ’) 2. =0
Ps3 D3 p3
unde % §i us sunt ridécinile ecuatiunii gésite Ja (12); rezultd ci

1
X=2242Ci=P!— 2P, 12 C§=;§[(u1+u,+p.)2— Pi—

1
2u; us] +2 C3 =;. [p3 (0} —2ps) —2p1ps (p}—2ps)+2C3—38,
24} 1
“4202 == Zaf 23
ai 3 3 .
.zi_1+2C2 dar X;—xlzxz% :cﬁ_1=w§-(w§ 3. x)

3L —prat (31— &) =pi(shet—1) o X1 2ot

etc. 37. Avem succesiv: X=2

22 =818, —n+2C2 = [(;:1) 2’”"‘2] (22 —2m]+ 2

_ (1 —2ps) (o7 —2p2p0)

C2 —
n pﬁ

+ 02— 2n.
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RASPUNSURI §I INDICATII (XX, 1—3).

XX. L. Multiplicim primul polinom cu by, apoi il impirtim
1a al doilea. Restul impirtirii este (by a, —a, by)z-tas bo—ag bs.
Deoarece divizorul comun al deimpiirtitului i impértitorului
este i divizor al restului si cum restul aflat este de gradul
I, adicd este unicul divizor al restului, el trebue si fie divi-
a0 by —as by
a; bo — Ay bl
pe oricare dintre polinoamele date. S& inlecuim in primul po-
1inom; avem: dagp (ao b'—ag bo)2+a| (ao bg—ag b.) (a, bo—ao bl) +
as (ax by —ash)*=0 .". ao (@0 by — as bo)? + (a1 bo — ao by)
(al ay b, — @i Qs bo +a, ay bo - Qg Ay b1)=0 $i cum ao?éO,
a0 bs — a3 bo)*—(aq by —ay bo) (ay by —ay b1)=0, reprezinti con-
ditia cerutd. 2. Proceden analog: Impirtim primul polinom
multiplicat cu 3 la al doilea; obtinem restul (6 a, as—2al)z+
9aoas —a,as. Acesta trebue si fie divizorul comun cerat,
a a,-9a. as
6agas—2a2’
polinomul trebue si se anuleze. Obtinem conditia: ai a4+
18 as a1y a3 a3 — 27 a5 a3 —4dlay — 4 ay a3 3. Presupunind
m>n fie g eatul diviziunii lor, » restul, adici m=nq-+r
Avem identitatea: a"1t" —gh@—Dtr L nG—4r__ 0@ —2Atre
+a"t"—a' -+’ —1=2™—1 sau inci: @"—1 =(a"—1)
{areHr a2 a’] +a" —1; ¥ —1=R(x). Con-
chidem cé restul impirtirii a doux binoame de forma z™—1,
2"—1 este un binom de aceiasi formii a"—1. Daci r=0),
restul este nul, deei 2™ —1 divizibil cu 2"—1. Pentru a gitsi
cel mai mare divizor comun al polinoamelor date, le impir-
tim apoi presupunind ci impirtirea nu s’a ficut exact,
impirtim 2" — 1 la restul aflat a7 — 1. Presupunand
n=rq +nr obfinem un rest " — 1 apoi impértim 2"—1
cu z"—1, ete. Fie 27— 1 restul impartirii polinoamelor
a7—2—1, a’»-1—1, aflate ca mai sus. Daci a'»—1—1 este
divizibil cu @'»—1, a’»—1 reprezintd cel mai mare divizor
<comun cerut. Dar aceasta are loc dacd 7p41 este nul,
<ind p este cel mai mare divizor al lui m §i n. In rezumat,

zorul comun cerut. Deci z= trebue si anuleze

deci inlocuind in polinomul impértitor pe 2 cu
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(XX, 4—8). . ALGEBRA -

cel mai mare divizor comun al binoamelor z™—1, z"—1 este
2?—1, unde p este cel mai mare divizor comun al numerelor

m, n. 4. Ficand substitutia: a:=y’(/—l;, cele doui binoame,
5 m
2"—a si a*—0b, devin: y"—ab " s Yy*—1; sau incd:

m
y’"—l-{-(l—ab_;) si " —1. Dup#d exercitiul precedent,
dacii p este cel mai mare divizor comun al numerelor m si
n, binoamele y”—1 si y"—1 au pe y?—1 drept cel mai
mare divizor comun, deci pentru ca binoamele date si aibi

un divizor comun trebue ca 1—b "a=0 sau: a"—b"=0.
Dacd m si n sunt prime intre ele, p==1. Pentru binoamele
&' —a si x*—b rezultd cdi au un divizor comun de gradul
intdin (p==1), daci a*—b''=0, ceeace se obfine si direct.
9. Aflim cel mai mare divizor comun al polinoamelor din
membrul I. Se giseste a®—6a*+122 —8=(2—2)*. Deci
=2 este riddcini comuni tripli. 6. Insemnind cu
2*+pa-+q divizorul comun de gradul al doilea, cu 2*+ @z-4p
si o*+ao'z4p respectiv céturile polinoamelor date prin di-
vizorul lor comun obtinem prin identificare relatiunile :
(D) etp=—2; ¢+ B+ap=-438; fptag=-+2; ¢f=y s
(I1) & +p=—38; ¢+ f+ap=14; Fpt+oqg=+8; ¢f’=x
W d'=a—1; f'=84p+1; ¢g=p*+p—1. Impirtind primut
polinom la divizorul comun z*- paz-+ p*+p—1, gisim
conditiunile: p*+2p2—8p=0: y—(p+4) (p*+p—1)=0.
Avem deci: p=0 x*x ¢g=—1; y=—4; f=-4; '=5;
x=—2>5, p=1 x*x q=1; y=5b; p=5; f'=7; 2=T7;
p=—38 x*x ¢q=5b; y=05; p=1; f=—1; 2=—5.
7. Facem transformata in — & a ecuatiei a doua. Ecuatia
obtinutd, #°-+82° —102—24=0, are o ridicini comuni cu
2'—T72*+36=0. Vom c#uta deci divizorul comun al poli-
noamelor din membrul I. Acesta este a?— z—6. Ridicinile
comune fiind — 2,3, riidicinile primei ecuatii a problemei
sunt— 2, 3,6 ; iar ale ecuatiei a doua, 2,—3,4. 8. Dacii vom
micsora-de 3 ori ridicinile primei ecuatii, aceasta va avea o
riadicind comuni cu a doua riddcind a problemei. Deci facemr
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RASPUNSURI §I INDICATII (XK, 8—11).

T .
transformarea y= 3 inlocuind pe @ cu 3y sau, pentru a péstra

variabila, cu 3. Obtinem 82°-~72244=0 ce are o riidicini
comuni cu z°—32* —102+24=0. Aceastdi ridicini este 2.
Deci riiddcina primei ecuatii a problemei este 6, 9. Solutia 1.
Trebue si avem x;=2gs. Dacii facem transformata =2y,
obtinem o ecuatie ce are o ridicini egali cu zs. Acea ecuatie, in
care am inlocuit variabila y cu z este 16z*—24 22} 6x+a=0
si trebue si aibi o ridicind comuni cu z*—6a2+3z+a=0.
Dar daci aceste ecuatiuni au o ridicini comuni, ecuatiunile
care dau inversele ridicinilor lor: az*+62°*—24424+16=0
§i az*+32°—62*+1=0 trebue si aibii o ridicink comuni,
care trebue si fie una din ridicinile ecuatiei obtinuti ficand
diferenta lor: 2*—62?+5=(z—1) (2> —52—5)=0. Giisim
—3+Vs
2
ale lui @ urmitoare: a=—33,64 F 52,68Y5. 10. Fie « ri-

dicina dublid comuni. 2*+pz+qa+1=(z—a)? (x*4Bz+7).
IdentifieAnd, giisim p= é —3a2 g=2 (0!-3 — %) Analog se

a=2; 2,=2; ;=1; a5, x,= si valorile irationale

y el g ' P : KL
giisegte p =§—3a2, q =2(¢‘—;), deci cele douii ecuatiuni

sunt identice. Solufia a doua. Polinoamele celor doui ecua-
fiuni admitind un divizor comun de gradul al doilea, acel
divizor trebue si dividi si diferenta lor, adici pe: (p—p") x>+
(g—¢)@; dar =0 nu este ridicini a nici uneia din ecua-
tiunile date, deci daci p%p’ si ¢4 polinoamele nu pot
avea un divizor comun de cat cel mult de gradul intsiu
contrar ipotezei. Asa dar, p=p’, g=¢’, adici cele doui
polinoame sunt identic egale. Aceeagi concluzie daci am
presupune c# ecuatiunile date an doudi ridicini comune,
distincte. 11, 2 —8ax+2B8= (z—u)? (z++). Din identi-
ficare rezultds u=+ Vo, v=+ 2Ya & conditia «®— 2=,
Ecuatia a doua are doui ridicini egale cu Y& sau —Va. Im-
pirtind al doilea polinom cu 2® F 2V« z-+% si seriind
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(XX, 12—14), ALGEBRA

ci impirtitorul este divizor, gisim relatiunile de conditie :
3a24qa—c=0 si b+ 2(a+29) Va=0; celelalte doui ridi-
cini ale ecuatiei a doua fiind date de catul exact: z* + Ve o+
(a+3a)==0 12, Punind 22" '=y, avem y -—y+1—0

T U
Y= cos§ taising 3’ ecuatia P»=0 are ca ridicini pe cos 3 —2';1_)1
-4
+is mgng,‘l_)?, k=0, 1, 2...,n—1. Doui din aceste valori nu pot

coincide pentru dou# valori deosebite ale lui n si deci ecuatiile

respective n’au riddcini comune. In adevir si considerim n=p si

cos(6k+1)® . . (6k4-1)m
g.get FiMgppi

Egalitatea ar aduce dup# sine

n~p'.Si aritim ci nu putem avea:

cos (6" +1)w (6k+ )w
—ggrd T iUM gort -
@ElE CEEDE_oprm . (ohin2r e
8.2'+t7—1 S presupunem p >p. Impirtind cu 2777, giisim
(6k41) 2?7 — 61’ —1=3.2", ori membrul I este un numér
impar, al doilea un numir par, deci egalitatea nu poate exista.
La fel se cerceteazi cazul ciAnd pentru n=p luim-—inaintea
sinusului, iar pentru #=p’ luim--inaintea sinusului. In acest
caz intre cei doi termeni ai membrului I ai relatiei (1), am
avea +. 13. Ridicinile ecuatiei 2+ x-+1=0, nu pot anula
pe a"+a"—1; cci dack * este o riddcini a lui a*+a-1,
a8=1, iar @™ poate avea una din valorile 1, @, 2* gi ar trebui
si avem o¢+1—1=0, ata®—1=0 sau @®4+1—1=0
pentruca % si fie ridicini si pentru z”-+a"—1, ceiace nu

se poate. 14. Numiritorul primei fractii se poate scrie “:Z:_ll,
Pq__ i
iar numltorul il 11 Deci prima fractie se mai scrie ((*:P-—I;)(:—i;'

La fel se scrie si fractia a doua. Dar 2™—1 este divizibil

cu 2’—1 si cu a/—1 i cum &” —1 si 2’ —1 au numai pe
B =1 :

x—1 divizor comun,;—: si #7— 1 sunt prime intre ele, deci

a?—1 divizibil cu produsul lor; deaceia X este un polinom.
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RASPUNSURI §I INDICATII (X, 15—17).

15, Si presupunem cid impirtind polinomul P () cu coefi-
cienti rationali prin 2*—¢ am giisit un rest care este diferit
de zero. Avem in acest caz egalitatea identici: P(z)=(a*—a)
Q(2)+a2*+pxz+g, presupundnd cx am impiirtit cu coefi-
cientul lui 2 FicAnd pe a;='g</;, rezulti ci trebue si avem:
:/;’-+p3/¢1—+q=0, P si g fiind rationali, Daci inmultim
aceastii conditiune pe rind cu 3\7(; §i 2/;—’ gi i adunim egaliti-
. . 8= (8r5 4 8 L :
tile obtinute, avem: va (\,a -I-\ﬁ-l-l) p+g+1)=0 si

3 p ’ -
cum \/;1_, unde a este rafional, nu poate fi egal cu o ridicini

a ecuatiei z®+azt+1=0 .*. pt+aq+1=0, deci p=—

Va?—1

?\,/— x == % contrar ipotezei. Dacii restul ar fi fost
a—

presupus de gradul intdin z-+ 7, numiral rational » urma si
indeplineasci conditiunea: r+%= 0, adiest r=—'°;/;, ete;
de unde rezulti proprietatea enuntati. 16. Ficand impiirtirile
pentru aflarea celui mai mare comun divizor al polinoamelor
fl@) si ¢(z), avem identititile: f(2)=9¢(2) Q ()+R (a);
?(@)=R(2) Qi(2)+Ri(2); R(2)=Ri(2) Qs(2) +Rs (@):....:
Rp-z(z)ERp—1(x)Qp(x)+Rp. Daci R (z) nu este identic nul,
nici unul din resturile urmitoare nu poate fi nul, efici in cazul
contrar ar urma ci ¢ (z) se divide cu nu polinom cu coefi-
cienti rationali de grad inferior, contrar ipotezei; agadar im-
pirtirile se continui pAnd cand ajungem la un rest constant
Rp. Restul R, trebue insi s fie neapirat nul. In adevir, daci
zr este ridicina comuni ecuatiunilor f(z)=10 si 9(2)=0,
avind 9(zx)=0, f(zx)=0, avem din aproape in aproape
R(zt)=Ri(zr) =....=Rp—2(ms) =Rp—1(xr) =0 s*« R, =0.
Urmeazi ci in conditiunile problemii egalitatea fle)=9¢(z)
Q(z) + R(x) este posibili numai daci R(z)=o0.

17. Polinomul P(z) cu coeficienti rationali, care se anuleazi

pentru z=Y2-4 V3, are o rﬁdicigz‘i comund cu polinomul :
?2)=@2—V2—V3)(z—V2+V3) @+ V2 — V) @+ V2 +

V§)=m‘—-10z’+1, deci, dupid problema precedenti P(z)
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(XX, 18—-21). ALGEBRA

fiind divizibil cu polinomul ¢(z), ireductibil in domeniul Ta-
tional, admite toate ridicinile acestuia. 18. Ecuatia admite
riadicinile V§+V§+ %, VE+V§ —1, —V§+V§+z, —V_2_+
V38 —i, V2—V3+4, V2—V8—4 —V2—V8+i, —V2—
V3 —i. Este deci de forma @ (z). (w—ﬁ—v3tz’) (a:_—v2+
V38 +i)z—V2—V3+i) (@—V2+V3—4) (@+V2— V38 —)X
@+ V2+V3+0) @+ V2— V341 e+ Y2+ V8 —)=0 .".
o(z). (22 —22V2—2:V3) (a*—22V242iV8) (2 +22 )2 —
92:V3) (@422 V242iV3) =0 .". 9(x). (a*~42*V2+82*+12)
(242 V24822 +12)=0 .. 9(a) (2*—162"4-88a*+1922* -
144)=0, 9(z) fiind un polinom arbitrar cu coeficienti int_regi.t
19. Catul dintre f(z) si /' (2) fiind de gradul intdiu, trebue
si avem: f(z)=(az+b)f (x). Insemnand cu n gradul poli-
nomalui f(z), deducem prin deriviri succesive relatiunile:
(1-a)f' (@)=(az+b /" (2); (1—2a) f'(@=(az+b) " @;..;
(1-pa) f® (x)=(az+Db) *)(2);..; [1-(n—1)a] oD (@)=(az+b)
/™ (z); inmulfind toate aceste relatiuni gi punind: A=
f(x): 1—a) 1 —2a)....[1 —(r—1)a] avem : flz) = A,
(az-+Db)", care este forma generald a polinoamelor cerute.
20. Fie f(z) polinomul de gradul n ciutat si ¢(x) divizorul
comun, al polinoamelor f(xz) si f'(z), de gradul (n—2). Punem
deci fl@)=9¢(@) (@—2) (@—B). +* [ (@) =9(2)(2z—e—P)+
@' () (@ —2) (2—B). Polinomul %(z) divizand suma f*(x) si pe
unul din cei doi termeni ailui trebue sd dividd si pe celilalt,
adicit pe ¢ (z) (z—a) (z—p). Dacii ¢ («) divide pe 9(x), atunci
catul lor trebue si dividi produsul (@z—@)(@—f), deci dupi

problema precedentd trebue si avem: CP(a;_)‘EA(z"—“)"_{

deci f(2)=A (e— )" (z—p). Daci ¢ (z) nu divide pe ¢(z)
atunci trebue neapiirat ca 9(x) si ¢ («) si admiti un divizor
¢, (z) de gradul (n—4), adicii trebue si avem: 9(z)=%(z)
@—a)(2—B) «* ¢ @)= (2) 2z—2—P)+91(z—2)(2—f)
si rationamentul de mai sus se repetd. In toate ipotezele se
giseste ci f(@)= A (z—a)’ (z—B)?, unde p si ¢ sunt numere
pozitive, astfel ca p+g=n. 21, Se imparte ca a®tabz*+a*
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la az®+ba+t-c, obtinem restul abat—beata2— 2. Tmpiir-
tind apoi impirtitorul primei impértiri multiplicat cu b, la
rest se giisegte restul bea®+(0+c?—a?)z+be. Acesta este
divizorul comun. Pentru determinarea conditiunii, punem
a®—ph2— ¢?
be
a’—c* Cu metoda coeficientilor nedeterminati aflim catul
abz®4+-Aabz+a*—c? gi conditiile: a(a®—b*—c*?= be?(a—c?4-ab),
b*r=(b*+c*—a? (*—a2®+ab). Dar prima relatie nu este
decit a doua multiplicatd cu atb. Conditia ceruti este
deci b* ¢®= (62 4 ¢® — a?) (¢ — a*+ ab). Ea este unick
deoarece polinoamele date au riddcinile lor inverse una
alteia, deci dacii au o ridicini comuni xi, au implicit riddcina

=2X; a®—Az+1 trebue si dividi pe aba*—beat

1 y L £18
comuni;, cu alte cuvinte, daci au un divizor comun de

gradul I, au un divizor comun de gradul IT. 22. Generali-
bw—a)
ar—Db

4 : b
este omogen in raport cu (bz—a) si (az—b), deci a:=;

zarea chestiunei precedente. Polinomul (az— b)™ f (

chiar de ar fi riddcina lui /(2)=0 nu poate fi ridicini co-
mund, deci dacd @ este o ridicind comuni, avem £(&)=0 si

ba—a . . br—a
f(aa—b)=0’ i Y
23. Din relatiile care ar da pe cel mai mare divizor comun
intre F si £, adicii: F=Qf+R,, f=QRi+Rs.. Rus=Q»
Rn + Rut1, deducem : Ri=F—Qf, Re=f—Q:(F—Qf)=
(1—Q)f— Qi F=«f+BF, unde i B sunt polinoame de
grad mai mic decat } si £. Din aproape, in aproape, se gi-
seste Rot1=FF,+ff, F; si fi fiind polinoame de grad mai
mic decit 7 gi m. Dar cum F i f sunt prime intre ele, Rut1
este constantd, deci putem lua pe Fy si f; astfel ca sk avem
relatia ceruti. 24. Fie a ridicina comuni derivatelor in

este deasemenea riidicind comuni.

chestiune. Avem dupa formula lui Zaylor: ]’(.1!:)=f(a)--l-%z

O+ ot A g i
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(XX, 25, XX, 1—3). ALGEBRA

£@D(q) 4 (z—a)* Ao si cum trebue si avem f"P(a) =
= fortD(g) = ... = fOD (g) =0, f(@)= Ao(z— )"+
@(x), () fiind un polinom arbitrar de gradul n—p—1 ..
AI=_CflI Ao, A3=Cf. Ao,..-, Ap——"‘i C::Ao 25. Observim
¢ derivAnd in raport cu ¢ ecuatia P(z,7)==0, obtinem (1)
Ps+P; =0, unde z': este un polinom in {, diferit de zero.
Daci D(z,1) este cel mai mare divizor comun al polinoamelor
P, Py, P,=D,,, P;=D;, sau inlocuind pe P; extras din (1),
Ps=—Dp:2:. Se vede ci polinoamele Py, Ps in afard de
factorul comun I), mai pot ‘avea factori comuni, divizorii co-
muni ai polinoamelor pi, '+ care sunt polinoame in {, pentru
cii at este polinom in £ Deci cel mai mare divizor comun

al polinoamelor P;, P; este D multiplicat cu un polinom
in . (G. M. XI).

XXI. 1. Riddcinile de ordin = ale unui polinom sunt ri-
diicini de ordin n—1 in derivati. Derivata membrului I este

G- 1o =0 J. o
322—1, ridicinile sale * — Dintre acestea —VE verifici

V3

: ; 1 :
si ecuatia propusi. Aceasta are deci pe ——= ridicind dubli.

V3

2. Ecuatia datd si derivata sa: 22°—9a*+102=0 trebue
si aibi o ridicini comuni. Ridicinile derivatei sunt: =0,
5
=73 x=2. &) Daci =0 este riddicina dubli a ecuatiei,
a=0 iar celelalte riidicini sunt date de a2®—6z-+10=0.
125
128
ridicinile simple, relatiile intre ridicini gi coeficienti ne dau

8) Daci x=% este ridicina dubli, a= Notind @3, .

23t a+5=6, si s, a;‘=—-ji—, deci a3, x: sunt date de

1+Ve
2

ridicina dubli, a=1, zst @ =2, zs xy=—2, deci @3, z.=

1+V3. 3. Trebue si avem z*—4aa’+ 6ba>—8zr+1=

ecuatia 42°—42—5=0, x5, .= - 7) Daci =2 este
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RASPUNSURL §I INDICATIT (XK, 4—5).

(z*4az+4B)2 Desvoltind membrul II si identificAnd, avem:
a=—4, f=1, a=2, b=3, ridicinile sunt date de
2*—4a+1=0, 2=2+V3 sau a=4, f=—1, a=—2,

b=z- Ridicinile sunt date de 2>+42—1=0, z=—2+ Vg

4. Fle in general P,(x)=z'+Az'+Ba*+ Cz+D=0 si
Qs (z)=2*+a, a:-l—b;, Rs(@)=a+asx+bs. Dupi enunt, avem:
Pi(2)=Q: [R: (@) = 2*+2as2* (a3 +2 b5} a,) 22+ (2as bs+
ayag) z+b5+a, be+by. Fgaland coeficientii celor dous ex-
primiri ale lui P (z), obtinem pentru determinarea necunos-
AZ

cutelor aj, as, by, by relatiile: 2as=A, 2by+ a;=B— T

2
2byta,= IC: b3+ay bs+b=D. Se vede ci unul din coe-

ficientii @ as, by, by poate fi luat in mod arbitrar, iar din a
doua si a treia relatic reiese conditia de compatibilitate
A*—4 AB+8C=0. Se rezolvi Q:(y)=0, fie » si »" ridi-
cinile. Riidicinile ecuatiei Py(2)=0 sunt date de Rs(z) =1,
Rs(z)=1". Aceste ecuatiuni nu pot avea o ridicini comuni
decat daci »’==r", dar in acest caz ambele ridicini sunt
comune si P,(2)=0 are dousi ridiicini duble. Daci una din
ecuatiile Rs(@)=7', Ro(x)=+" are riidiicinile egale, riidicina
dubld a ecuatiei P(z)=0 este —%a\ iar suma celorlalte
dou# ri#dicini este —as deci ridicina dubli este media
aritmetici a celorlalte doud. In cazul particular din
enant, luand b, =0, gisim ridicinile —5, —3, 4, 6. (G. M.
XL.p.38). 9. Si notim f(z, y) =2°—5a*a®y? + 5bay* + cy®
polinomul obtinut omogenizdnd membrul I al ecuatiei date.
fz(x,1) si fy(x,1) au o rddicini comuni in cazul cand
f(z, 1) are o rddicind dublid. In cazul problemei, ele au doui
raddcini comune. Deci vom c#uta conditia pentru ca poli-
noamele f'z(z,1)=a*—8a*2>+b, fy(x,1)=—10a2’}
20bz+5¢ si aibd un cel mai mare divizor comun de gradul
IL. Conditiile sunt: a*be=c(2b—3a'? a’c2=4b(2b—3a*)
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(K, 6—9). ALGEBRA

(4b—5a), iar cel mai mare divizor comun: (4b—6a*) 22+
cz+2a%b. Putem presupune ¢=0 si ¢5%0. Fie: 1) c=0—
din relatia II putem avea: a) b==0, atunci =0 este ridi-
cini tripld celelalte riiddcini sunt z=1 a V5. b) 2b—3a‘=

Ecuatia se serie w(z —batz*+ 15;) 0. Sunt dou# ridi-
cini duble numai cAnd a==0, ecuatia reducindu-se la z°=0.

?) 4b—5a*=0, avem z=0 ridicini simpld §i *a vg
riddcini duble. Fie 2) ¢5%0. Prima relatie de conditie di
412 —13a*h+9a%=0 .". b'=a?, b"= -2— a*; introducénd aceste

valori in a doua relatie, avem pentru prima c¢=+* 24® riadi-
cinile duble sunt date de ecuatia a® Faz—a?=0, iar ridicina

simplid este F2a; pentru b=%a‘ corespunde c¢=* 3a°Y6.

Observim ci in acest caz polinomul (4b—6a*)2®+cz+2a%b
care reprezinti cel mai mare divizor comun al polinoamelor

4 =
f(@) si f'(z) devine ?%(2w’i 2aY6z+34%), care avind o

ridiicing dubld, f(x) are o ridicind tripld, ceeace nu convine
problemei. 6. Polinomul din membrul I si derivata sa trebue
si aib# o radidcind comund. Cu metoda folositd in capitolul
precedent, aflim conditia 3125a°=1. 7. Polinomul dat si
derivata sa, na" t— mpa™ ! trebue sd admitd un cel mai
mare divizor comun de gradul I. Imp#rtind polinomul la de-

rivati aflim restul —p(n—m) 2™+ ng. Ridicina acestui

m
polinom, z== ¢__nq__ trebue si fie gi rid#cind a derivatei
p(n—m)

polinomului considerat. Tnlocuind si rationalizénd, aflim con-
n n-m

ditia (%:) : m’”=(ni7-n) - 8. Polinomul dat se anuleazi pentru

z=1,‘iar derivata sa nu se anuleazi, deci =1 nu poate fi

riddicind dubli. 9. 22421 are ca ridicini pe @ si a® ri-

dicinile cubice complexe ale unititii. Avem =1 gi a*La41=0.

Inlocuind pe & in polinomul dat si tindnd seam# de conditii
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RASPUNSURI §I. INDICATII (X1, 10-—11).

(A A gt = () —ara—1 = (a2
a-+1)=0, deé\semehéa i.nlocuilid pe @, (a2f-1)8ntHl__ (a2)fntl
—1=(—a)"(—a) —ara?—1 =—(a?+a-41)=0, deci po-
linomul dat se divide cu (z—2) (z—a2) =g+ 2-+1. Deri-
vata polinomului este (6n41) [(z-41)""— 257] si se vede
imediat ¢ admite ca riidiicini deasemenea pe @, @2, Deci @, o2
sunt radideini _duble ale polinomului dat, adici el se divide
cu (z*+2+1)2 10, Daci b=¢=0, ridicina tripld este 0,
altd riddicind —4a. Daci b5#0 si notim f(2,y) polinomul
din membrul I omogenizat. f(2,y) =a*+-4az®y+6 bay®+cyt.
Polinoamele f“z(x, 1)=122*+24az, "sy(z,1)= 1240221189,

elx, 1) =86bz+12¢ au ca ridicini comuni, o riadicind

tripld a polinomului f(z). Dar f"p(z, 1)=0 di a:=—3—cb-

Aceasta trebue si verifice si ecuatiile f"2(2,1)=0, f"z(2,1)=0.
Deci ¢*—6abe=0 si 2ac*+27b*=0. ¢=0 satisface con-
ditiile daci b=0, caz cercetat initial. ¢540, conditiile se
seriu ¢ —6ab=0, 2ac®+270%=0 sau 3b=—8a?, c=—16a".
Cum z=——§c—b este ridicina comund a polinoamelor 1
f ey, [, este ridicini tripli in 7(z) si inlocuind pe ¢ si b,
riiddcina tripld “este —2a. Prima- relatie intre ridicini si
coeficienti ne di a 4a riidicini a ecuatiei, #=2a. 11. Obser-
vim cd a si b nu pot fi simultan nuli, pentruci ecuatiunea
ar dispare. Dacéd rdd#cina tripli ar fi nuld, conditiile necesare
si suficiente sunt a—b+ab=0, a+b+ab=0 care duc la
a=b=0, deci ecuatia nu existi. In general, pentru o ecuatie
de forma maz'*+na*+paitr=0, ecuatia derivati este
z(4ma*+3nz+2p)=0 si aceasta are o riidicini dubli
diferitd de zero, daci prima are o riddcind tripli dife-
riti de zero. Dar ecuatia 4ma®+3naz=42p=0 are ridi-
cini dubli daci 97*—32mp==0, riddcina fiind x=—§7:
§i cum aceasta trebue si verifice gi ecuatia initiali, avem in-
locuind gi tinAnd seama de conditia initiald p>+12mr=0,
Deci conditiile ca ecuatia dati in enunt s aibi radicini tripli
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(XXI, 12—17). ALGEBRA

sunt 972 —382mp=0, p*+12mr=0 unde m=a-+b— ab,
n=b—a-+ab, p=a—b+ab, r=a-+4b+ab, iar ridicinile ecua-

8n = (G. M. XLIL p. 424).

fiunil, 21,28 =+ = @, = Sm

8m
12. OmogenizAnd membrul I al ecuatiei date, gisim: f(z, y) =
&+ pa®y*+qa?y* +ry®. Ridicina .triplk a ecuatiei f(z,1)=0
este ridicini comuni in ecuatiile /"2 (2,1) =202°+-6pz+2 =0,
f oz, 1)=6pat+6q2=0, "p(z, 1)=2pa*+ 6 g2>+20 r=0.

Din a doua, rezulti ci# ridicina tripli poate fi 0 sau —-;-

In primul caz, din celelalte ecuatiuni deducem ¢g=r=0; in
al doilea caz, ¢(5¢*+p%)=0 si ¢*+5p*r=0. 13. Sd notim
f(z) membrul I al ecuatiunii. Trebue ca f(z), /'(z), " (2),
f"“(x) s& aibd un divizor comun de gradul I si cum
f"(2) =60 az® + 24 bx, acest divizor poate fi z sau

60axz+24bz. In primul caz, deducem conditiile e=d=e=0.

In al doilea caz, x=—-§—z este ridicina de ordinul IV si
0 B i RS i Sl AEBD® Ses L L
C=—or @ d——125a3’ ¢=—3io54t Relatiile intre ridi-

: s 58 3
cini si coeficienti dau a 5-a ridicini: — 14. Cel mai mare

ba

divizor comun intre polinomul dat si derivata sa este 2*—2z4-1.
Deci =1 este riddicini tripli a polinomului dat. Avem
{(—1) (@2+=x+3). 15. Cel mai mare divizor comun intre
polinomul dat si derivata sa este 2 —3az-+2, care observim
ci se divide cu 2—1 si +2. Deci 2°—3z+2=(z—1)
(2+2). Rezulti cd polinomul dat se divide cu (z—1)¥z+2)2;
ficAnd impirtirea, gisim catul 2—8. Rezultatul este (x—1)*
(z+2)? (—3). 16. Procedeu analog. Rezultatul este (z—a)?
(x—0b)® (x+2). 17. Insemnind cu z jumitatea bazei triun-
ghiului, ecuatia problemei este z*—2araz-+a*=0; ca si
admitd o singurd riddcind reald, ea trebue si fie dubli; se
giseste conditia 16a*—277* =0, riddcina dubli este

2a?

3r

= =+%TV§, celelalte doui sunt date de ecuatia
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42'+4V'_Jra:+ g*=0. 18. F(a)=0; F' (2) =% [F’ ()4
£ @+ 30 ) —f =3 (-0 "+ L [0~ )]

deci F'(e)=0; ¥"(2)=3 /" (@ + 1 (— a)f"(2)— 3 )=
;—(a:—a) (@), F"(a)=0. Daci f(@) este de gradul IIT, F(z)
este deasemenea de gradul III §i cum F(a)=F'(q)=F" (a)=0,
a este ridicind tripld, iar polinomul cub perfect. Daci f(x)
este de gradul al doilea, se arati direct ci expresia este
identic nuli. 19, Reprezentind en atnr, a4 (n—1)r,...
a7, & termenii progresiei, ecuatia formati poate fi scrisi
efl@)traf (@)=0 si (z—a)"! fiind factor in f (z), este
factor pentru intreg membrul I. 20. Daci a este o ridicini
dubli a ecuatiei U(z) — AV (2)=0, distingem patru cazuri:
1) a ridicini dubli pentrn U (2)=0, V (z)=0, deci radicink
simpli pentru U’ (z)==0, V' (z)=0 §i ca urmare ridicini tripli
ventra U(z) V'(2)—V(z) U'(2)=0, 2) a ridicini simpli pentru
U(@)=0, V(z)=0, deci U'(a)5%£0, V’ ()40 si cum a este rii-
diicind a ecuatiei U'(z) —AV'(2) =0, U’ (a)—A V'(a) =0,

A =g—,((:—))a iar ecuatia U (z)—AV (z)>=0 devine U () V' (a)—

V(z) U'la) =0; dar a este ridicini a ecuatiilor U (z)=0
V (x)=0; rezulti Ula) V' (a)—V (a) U'(a)=0, deci a este si
ridicind a ecuatiei Ulz) V'(2)—V (2) U'(z)=0. 3) U (a)540,
V(a)70 si U'(a)=0, V'()=0; din U(2)—AV(2)=0 care
admite pe a ridicind deducem A= 3—8—;, apoi rationamentul
se desfigoard dupd modelul celui precedent. 4) U(a)5£0
V(a)70, U'(a)5%0, V'(a)540. Din ipotezi avem U (a)—A
r - r U,
V(a)=0, U'la)—A V' (2)=0; rezulti A= I\;((Z)) =———V,((Z)),
deci Ula) V' (a)—V(a) U'(@)=0 ceiace inseamni ci a este
ridicina ecuatiei U(z) V' (@)—V(z) U’'(z)=0. Concluzia; a
este in ipotezele problemei riidiicina ecuatiei serisi precedent.
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21. A2+ B2=(A-}Bi) (A —Bi); ridicina dubli a membrului
1, nu poate fi radicini simpld in A-+B¢ si A—B4, deoarece
ar urma ci A si B o admit ca riddcind, deci nu sunt prime
intre ele. Rezulti cii ridicina dubli a polinomului A%~ B?
este ridicini dubli in A-+Bi¢=0 sau in A—B7=0, deci
ridicind simpli in A’} B’4=0 sau in A'—B%7=0 si cum
A24B2=(A'+B'4)(A'—B'), ecuatia A"?+B?=0 este ve-
rificati deasemenea. 22. Fie a ridddcina dubli a ecuatiei
f2— pfo+q9*=0. Dacii a este ridicini a polinomului ¢(x),
trebue sit fie ridicini gi a polinomului f(z) ceeace nu se poate
deoarece @(z) si f(x) sunt date prime intre ele; rezulti cd
putem descompune astfel f2—pfo+g92=(f—A9)(f— 1), A
si b fiind ridicinile ecuatiei y:*—py-+q¢=0. a nu poate fi
ridiicind simpli in f—A@ si f—p¢ pentrucd ar fi ridicind
simplid a diferentei lor, deci a polinomului ¢, imposibil dupa
cele ariitate la inceput. Deci a este ridicini dubld in f—Ag

-san in f— 9, adiei riddcind simpld in f—XA¢ sauin f—py’

deci si in ecuatia /2 —pf'¢'+q9*=0 deoarece 2—pfe'+
q9?=(f—2¢) (f'—p¢). 23. Generalizarea ultimelor doud
chestiuni. F (f, @) fiind omogeni se poate scrie, dupd un ra-
tionament analog celui precedent astfel: A(f —N9) (f—As 9)..
(f— 2w @), cantitiitile A fiind ridicinile ecuatiei F(y, 1)=0.
a fiind ridicina de ordin @ a polinomului F(f, ¢), intrucit /
si ¢ sunt prime intre ele, este riddcini de ordin ¢ in unul
din factorii f—Ai®, (i==1,...m), deci rid#cini de ordin &—1
in F—X9 si cum F(F, ¢)=A(f'—2M9)...(f'—2n @), riidi-
cini de ordin @—1 in F (7', ¢'). 24. Fie A(z)=(z—a)" 7 ¢(),
B@)=(@—a)"?%(z). Avem A(z)—Bla)=2a"7(A,—B,)+
271 (Apt1—Bpt1) a7 (Ap p—Bptr) F oA — Be=
(x—a)"? [p(x)—¥(2)]. Rezulti cii 9(z)—%(x) este o cons-
tanti @ ceeace arati ci polinoamele ?(x) si (x) au coefi-
cientii tuturor termenilor egali, afari de termenii de gradul
zero in 2. Dar termenul de gradul »—p—F% in membrul al
doilea este C%_, a*a. Deci Cf_,a" @=Apti— By+:=0. Con-
chidem ci @=0, adici polinoamele ¥(z), ¥ (z) sunt identice,
deci A (z) >B(z). (G. M. XXXV. p. 225).
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XXIIL 1. Cazurile limits =0, a=1, A=0 se pot studia
direct gi se vede cii satisfac enuntul. Notim f(2) membrul I
al ecuatiunii. (0). f(1)=a(1 — 2) A+a) A—a—1); dar
primii trei factori sunt pozitivi. Daci 1°) A—a—1<,
£(0).7/(1)<<0, deci ecuatia admite o ridicini intre zero si

unu. 2°) A—a—1>>0, £(0).f(1)>0 si cum 0<%<1, iar

A—2ad—1)2
f . =—(m‘“1)<0, ambele ridicini sunt cuprinse
2 422
intre zero si uﬁu. 3°) A—a—1=0), 2'=1, :v"=;__l_-_: §i avem:

0<a'<1l (G M. XL. p. 513). 2. S¥ notiim f(@) membrul
I al ecuatiei. Avem: f0)=A—1)(x—q), f)=@x+1)
(A—a+1), deci £(0)./(1)=(*A—1) A+1) A—a) A —a+1).
1% 0<A<1, a<<0, deci £(0).7(1)<0, adici f(x) se anuleazi
intre 0 gi 1. 2°. 0<A<{1, a>>1 avem doui cazuri: @) a<SA-1,
rezulti 7(0).7(1)>=0. Dar 70)>0, f(1)>=0 si fla—A)=
{a—2)(a—2—1)<0 .". f(z) se anuleazi de doui ori in in-
tervalul 0, 1; B) a>A+41, £(0).7/(1)<0 si prin urmare avem
o radicind intre zero si unu. 3°% Cazuri lLimitd. a) A=1,
ecuafia se scrie z[8x—(2a-—1)]=0, admite totdeauna ri-
-dicina zero, cea de a doua putdnd fi exterioari sau interi-
oard intervalului 0, 1, dup valorile pe care le ia a. B) A=0.
Ecuatia propusi se scrie: 3a*—2(a+1)a+a=0. Se vede
imediat ci £(0).7(1)<C0, egalitatea corespunzind ecazurilor

limitd =0, a=1, cand ecuatia admite respectiv ridicinile :
0, g; 3 % (G. M. XLI. p. 161). 3. Presupunem p> 0,

Fie z=2(p —2? —q. Avem tabloul

» p
of e Yy oo
F TV ARE T Wy T e g L TR A
o —20Vp 2p Vp W
v+ 3V3 373
' A2 —.va;_ +2pV;_ Lt
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Pentru ca z si aibd trei rddicini reale trebue % (\/:E;)>0,

deci 4p*—27¢*>0 in care intrd implicit p>>0. Daci p<<0»
functiunea y, deci gi %' pHstreazi un semn constant, deci z nu
poate avea trei ridicini reale. 4. Indepiirtind numitorii se
obtine o ecuatiune de gradul IL 8i notim f(z)=a(z—q)+
v@—p)—cle—p)@—q), pFq. Avem f(p)=2a®(p—aq),
flg)=b*(g—p). Deci f(p).flg) <O, ecuatiunea admite o ri-
diicinii reali intre p si g. Cealaltd ridicind nu poate fi ima-
ginar, pentruci o ecuatiume cu coeficienti reali, nu poate
avea decAt un numir par de ridicini imaginare. 9. Inde-
pirtdnd numitorii se obtine o ecuatiune de grad n. Si presu-
punem Py <py<ps<..<pn si fl@)=2ai (&—p1) (@—ps)..
(¢ —pi—1) (@—pit1)...(& — pn) — b (2 — p1) (@ — ps)...(@ — py).
f(p1)=a} (p1—ps) (p1—ps)...(11r—pn), f(D2)=0a3 (P2—p:)D2—ps)--
(ps—pn) si cum (p1—pi) (pe—pi) >0, (p1— ps) (P2 —p1) <O,
f(p1).f(ps) <0. Analog se giiseste ciiin general, /(pi).f(pi+1)<<0.
Deci in fiecare interval (py, ps), (s, ps)...(Pr—1, pn) se afli chte
o riddcind reald. In total n—1 ridicini reale i cum o ecua-
tiune cu coeficienti reali nu poate avea o singuri riddcina
imaginars, ecuatiunea datd trebue si aibd toate ridicinile
egale. 6. Notiim f(z) membrul I al ecunatiunii: f{—c0)=—00,
fl—(a+b)l=abla+0)>0, f(0)=—(a+1b)(*+b*) <0,
f(4-o0)=-o0. Deci ecuatiunea are trei riidicini reale cu-
prinse in intervalele [— oo, — (a-+b)], [—(a=D), 0], [0,--o<].
(G. M. VIII). 7. Daci a<b<e, avem f(—o0)=—o0,

(@=—Bl@a—b—Cla—a>0, f(+e)=—Ac—a)—
B(e—b)<<0, f(4+ 00)=-4 0, deci trei ridicini reale in in-
tervalele (—oo, a); (a,¢); (¢, + ). 8. Notand cu f ()
primul membru al ecuatiunii, avem imediat: f(% )= —
(P—ad)heoste §i flda)=h(P—aj)sin? e «*x f(L1).
f(Fag)=—h2(2—ai)?cos® 2 sin®* % <<0; deci avem doud ri-
dicini reale si cum ecuatiunea dati este de gradul al treilea
si cu coeficienti reali, a treia ridiicind trebue si fie reali.
Asadar, trei ridicini reale in intervalele determinate de —I,
41, 2, si +o0 sau —oo. 9. Notim cu f(z) membrul intai
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al ecuatiunii. S& presupunem 5>0 de exemplu si si punem:
91 (@)=(@—a)(@—as)...0—asn1) si s(2)=(2—as) (v—a,)..
(z—asn). Observiim ci in general @, (asp) are semnul lui
(—1)*, iar 95(a2p+1) semnul lui (=1)7; si cum f(asp)=9i(asy)
si f(azp—1)=b Py (azp—1) =* flas,) f (a2p—1)<<0. Ecuatiunea
admite deci » ridicini reale. In acelag fel demonstrim pro-
prietatea in cazul 5<<0. 10. Observind ci: cos2o =4

cos”2—;—3cosz?“ gi cos2¢=2cos"t{6-—1=2az—1 avem :

fl@)=42—8x—24a2+1=0. Formim tabloul variatiunii in
care introducem in intervalul valorilor lui @ pe —1 & 1.
Tabloul variatiunii este

1 1
— o 7k TG +§ b + o

&
Y v ¥ 0 — — S B
y‘ —o0  —2 2(1—a') —2¢® 2(1—a?) +oo

— M>0 m<<0 -}

ridicinile sunt reale si cAte una in fiecare interval (—1,

— %), (—%’ +-;—), (—{—%, e 1)- Semnul rid#cinei aflats in in-

tervalul —%»-l—% depinde de semnul expresiunei £(0)=1—2q".
Ecuatia are o ridicini dubli, cAnd aceasta este ridicini sia
derivatei, dar riddcinile derivatei fiind —%, - %» una din
ele verifici f(z)=0, daci 1—a*=0, deci a=+1. 11, Ecuatia
este f(z)=a—8az*—3z+a =0, f(z) are un maximum
egal cu 2(1+4a?) (V1 + a*—a)>0, pentru z=a— a2 +1

si un minim; —2(1+a’)(V1+a’+1)<0 pentru z=a--Ya?+1;
cum f(—o0)=—o00, f(4 00)= o, existi cate o ridicing reali
in fiecare interval [— o0, a—Y1-+}4a?], l[a—V1+a?, a4+V1Fa?,
[a4+V1+a2 + ). Pentru existenta ridicinii duble ar trebui

ca maximul sau minimul lui f(z) si fie nul, ceeace nu se

— 325 —



(X, -12+—13).) 777" T .ALGEBRA

poate: pentra valonle reale ‘ale lui a. 12. Din identitatea lui
Molvrp (008 = + i 8n ;)5.— cos %+isin, rezultd ecuayriunear
f(a:)_—:: 16 2°— 20:1:3-1-5:1: —a=0; ridicinile care anuleazi de-
nvata f'(m)‘:”5(16?c"—12w2+1 = sunt date de m—+1

2
\'/ 3+Y5 - (Vgil
, 4

); maximele funecgiunii sunt:

1 ):l—a gl f[l—ll(vgf 1)] =1—a, iar minimele:

T o 1 e 1)
|~ 05 —0]=—ta st r[+505+0] = +a;
deci, |a| fiind mai mic ca 1, mazimele functiunii sunt poxi-
tive iar minimele negative. Cum incd, mai avem si f(—1)=
—(1+a), f(+1)—1—a urmeazi c& sirul de valori ale
functiunii: £(—1), fz), Flas), flas), 1@y, fH—l prezinti

cinei varlagu dé semn pentru functiunea continui f(z); de
unde rezultx proprietatea enuntati. 13. Avem (a+Vb)"—
@t Cka Vb4 Chat—2b+Chad* 20 Vb .= (a* + Cra*2b+.)
+ Vo (Cha '+ Chat=2b+..)=P(a,b)+Vb Qi (a, b); P (a, b)
si Qr(a, b) fiind polinoame rationale in @ i b. Analog, gasun
a-—\/b b=Py (a, b) V_Qk(a b), observind c# termenii cam

¢ontin pe Vo provin din ridicarea lui la puteri impare si cii

(Vpprit= -H’b)?PVb s (VB = (VB (Y B)=(+VoP.
(—-Vb). Fie f(w)Ek_Eo Ar =0 ecuatia cu coeficienti ratio-
nali ce admite pe a+Yb ca ridicini. Avem fla+ VZ)E§

Ak(a+v'3)'°=">_3 (4 P (0, 5) 4 A:V2 Qs (@, =P (a, ) + Vb

P(a,b)
Q(a,b)=0, dar cum prin definitie nu putem avea Yt Qb
rezulti ci: P(a,5)=0 si Q(a, b)=0. Insi in acest caz:

f(a—VZ)—:‘éoA,e(a—jV—) =P(a,0)—Vb Q (a, ) =0, decisi
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a— Vb este ridicini a ecuatiei f(2)=0. 14. Dupi problema
precedenti z=1—\"§ este deasemenea riidicind; deci poli-
nomul se divide cu (z—1—Y2) (@—14V2)=(2—1)?—2=
2*—22x—1. Calculand catul intre f(z) si (2 —22—1),
avem: &' —T72*+2242=(2? —22—1) (2?22 —2). Ridi-
cinile factorului al doilea sunt: —1+V3. 15, Ecuatia admite
si ridddcina 3—i V2. Deci o'+ a2 — 2522} 412+ 66 =
(@—38—iV2)(z—3+i V2) Q@)= (a*— 62+ 11) Qla) = *
Qle)=a*+72+6, cu ridicinile —1 si —6. 16. Ecuatia
admite si ridicinile Vz—z, -—V§+z', — Y2 —3.  Procediin
ca in problemele precedente si giisim celelalte rdddcini: —2,
+3. 17, Ecuatia admite si solutia conjugatii a—ib\@, deci
membraul I trebue si fie divizibil cu (z—a—ib V§)(w-—a+z’bV§)=
#* —2ax~+a*+ 242 unde a si b sunt intregi. Deci 615 trebue
si se dividd cu a®420% si cum 615=3 X5 X 41, trebue si
rezolvim in numere intregi ecuatiile

a®+20*= 3% 2b%°= 8—a? cusolutiile a=%+ 1, b=+1
a®+202= 41 ¥* 2b%= 41—qa?, > > a=+ 3, b=+4

. 4 a=Eih" h=tt7
a®+2b2=123 +*+ 2b*=123—q?, » > {a=j'.11, b1

si a4+ 22 =1, 5, 15, 205, 615 — firi solutii intregi.
Dintre solutiile a + ibVz astfel gisite numai 1+ :V2
si 314 V2 couvin. Deci membrul 1 al ecuatiei se divide
cu produsul trinoamelor a® — 2z -+ 3, 22— 6 2+ 41.

Catal este 2°+8z-+5, el di celelalte ridiicini ale ecuatiei :
—a+Vil. (G. M. XLIL p. 154). 18. Ecuatia care admite
riidicina 14V244, admite si ridicinile 1—Y2+4, 14+V2— 7,
1—Y2—i. Deci ecuatia de grad cel mai mic admitind pe
14-V24i ca ridicind este de gradul 4: (z—1—Y2 —%)
(@—14V2—0) (z—1—V2+0) (@—1+V2Hi)=0 +* [(e—1)*—
V249 (@ —12— (V2 —iP] =0 «*s (a®>—22 —2i)2)
(a:2—2m+2iV§)=0 5 (a2 —22)2+8=0 x*x zt—4 %4
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42°+8=0. 19. Ecuatia admite si ridicina dubld «—BYV5;
membrul I trebue si fie deei identic ecu (z— o — §V5)’
(z—a+B V5 =[(z—a)*—5 2 =o' — 4 aa® +22(622—108%)
+2(—42°+202p2)fat —10 2232 425 B4 IdentificAnd coe-
ficientii, gisim: =1, f==1, A=4, p=4. 20. Vom pune
ecuatiunea subt forma particulari a ei urmitoare f —-(a: e
a*z—1) (x—a—1)—a*(z—1)=0 si vom insemna, cele dous
ridicini reale si de semne contrare ale ecuatiunii: ¢ ()=
2 —a’z—1=0, cu & <z;. Observand ci: ¢(+1)=—a2<<0,
rezultd cii (1) este cuprins in intervalul (z1, a3); deci avem
pentru sirul valorilor, particulare ale lui f(z), tabloul:

| —oo @ ., s + o0
f@| —c0  —a(m—1) Fa® —alws—1) +oo

a>0| — + il = +
a<<0| — et — — -
Deci, oricum ar fi a5%40, avem trei riidicini reale cuprinse
in intervalele aritate in tabloul de mai sus. In cazul a<<0,
avand incd £(0)>0, intervalul (2, 1) poate fi restrins si inlo-
cuit prin (0,}+1). Dacii a=0, ecuatiunea devine: f(z)=(z—1)
(z+1)=0. (G. M. XXXVIIL p. 277). 21. Fie f(z)=(z—a))
fle) 1 1 1 |
fle) xz—a; ' z—as +"'+a;—an’ po

f@) f" (@) — " (x) 1
() s [(x—a;)’+

o ] o )__z(f(””))<0. Deci

\r—ai

(m—an).--(a: o an);

vind aceasti relat‘ie,

(:c—az)2

¢(z) nu se anuleazﬁ pentru nici o valoare reald a lni 2.
22, Dacii ecuatia (Ao+Bo#)a™+ (A +Byd)a™ ..+ (An+
Bni)=0, ar avea toate radacinile reale, ecuatiile Ao 2™+A 2™ ..
+An=0, Bya”+ B,a"'+...+Bn=0, care au aceleasi ri-
dicini cu ecuatia datd, ar avea toate ridicinile egale, deci
coeficientii proportionali, deci coeficientii ecuatiei date nu ar

fi primi intre ei (G. M. V..
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RASPUNSURI $I INDICATII (X, 1-9).

XXIII. 1. a>0 (<0) zero sau douii ridicini pozitive
(negative), 1 negativii (pozitivd). 2. p>0, ¢>0 (< 0) zero
ridicini pozitive (negative), 1 negativi (pozitivit), in orice caz
2 ridicini imaginare; p<<0, ¢>0 (<0), zero sau 2 ridicini
pozitive (negative), 1 negativd (pozitiva). 3. q=>0, p>0
(<0) zero ridicini poritive (negative), zero sau 2 rideini
negative (pozitive); ¢<<0, 1 ridicini pozitivd, una negativi.
4. a>0(<0), 5>>0(<0), zero ridicini pozitive (negative),
1 sau 3 negative (pozitive); a>0 (<<0), b<<0 (>0) 1 pozi-
tivii (negativii), zero sau 2 negative (pozitive); in toate ca-
zurile cel putin 2 ridicini imaginare. 9. m $i 7 impari, con-
cluzii analoage ca la ex. 2; m par n impar, concluzii ca la
3; m impar, % par, p>0(<0), ¢>0(<0) zero ridicini
pozitive (negative), 1 negativi (pozitivi); p>0(<0),¢<<0
(>0), una pozitivi (negativii), zero sau 2 negative (pozitive);
m gi n pari, p>0, ¢>0 zero ridicini reale, p>0, ¢<<0, 1
pozitivd, 1 negativii, p<<0, ¢=>0, zero sau 2 pozitive si zero
sau douf negative. p<<0, ¢g<<0 1 negativid si 1 pozitivi.
6. Termenii Ap—y g™t 1Ay amr4 Apt1 2™ P71 day, in
ecuatie si in transformata in —z, dou# variatii mai putin
cAind Ap=0 decit cAnd A,540, deci numiirul total al varia-
tiunilor lui f(z) si f(—a) nu poate fi egal cu gradul ecuatiei.
7. Daci ecuatia ar fi fost complets, intre termenii P(z)=
Ap—1a™PHLL A g +App " P A 2™ P2 gi aceia
ai lui 9(—2) am fi avut peste tot 3 variatiuni, ete. 8. Daci
(z—a) f(®)=0 are ridicini imaginare, evident are ridi-
cini imaginare si /(2)=0. Daci (z—a) f(©)=0 are numai
ridédcini reale, v si v* fiind variatiile ecuatiei gi ale transfor-
matei in —z, iar m-+1 gradul, avem v+v'=m+1, ecuatia
flz)=0 gi transformata in —az au cel mult v+ —2<m
variatii, deci admite §i ridicini imaginare. 9. Fie v+n s
v numdérul variatiilor lui f() si (z+a)f(z), p numirol rids-
cinilor pozitive, acelas pentru ambele polinoame. O ecuatiune
poate avea numdrul rddacinilor pozitive cel mult egal cu nu-
mirul variatiunilor; diferenta intre numirul variatiunilor si al
raddcinilor pozitive reprezinti numir de riidicini imaginare.
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(Xxuh, 10—14). ALGEBRA

Deci ecuatia (z-+a) f(@)=0 are v—p ridicini imaginare, iar
flz)=0, v+n—p, adici n ridicini imaginare mai mult decit
prima in cazul cind n este par; dacd n este impar, problema
este imposibild, deoarece v—p=2L, v+n—p=2I. 10. Fie
ecuatia flo)=a"+a2" 4 ......+ai it aipa e T
aive 2" 24...+a,=0, unde a;, ai+1, a2 sunt in progresie
geometricii de ratie g. Ecuatia (z—¢) f(2)=0 are acelag numir
de ridicini imaginare ca si ecnatia datd. Dar (z—q)f(2)=
2 (0 —q) 2" .. - (aip1—ai g 2" (aite—airr Q)" 4.
—anq=0 §i cum aip1=aig, ai+2=ait1q, acestei ecuatii ii
lipsese doi termeni consecutivi, deci dupd ex. 7, are ridicini
imaginare; acelas numir de ridicini imaginare se afli in
fl@)=0. 11. Fie ecuatia f(z)=a"+a: 2. Faia i+
aip1 2" dige a2 aigs 2T L an=0, @i aity,
aits, aits sunt in progresie aritmetici; (@—1)f ()=a"t ...
+ (aiy1—ai) @ F(aire—airt) &~ (aips —ait2) 2.
—a,=0. Daci 7 este ratia progresiei aritmetice, (¢—1)/ ()=
et rgt il g R — =0« * s
(2—1)2 fl@)=a"tF..F (r—) 2"~ (r—r) 2"~ .t an=0,
deci, dupi (7), (z—1)* f(@)=0 are ridicini imaginare, adica
si f(z)=0 are ridicini imaginare. 12. f(z)=0 nu are lacune.
Fie flo)=av+aiz+ a:x®+ asz®+...+ana”
rf'le)= a z+2a; 22+ 3asx® +...Fnana”
21 (@)= Qasx®+6asz®*+... Fn(n—1)a.x" Deci
o(2)=a,ta:a*+4asa®+...4+(n—1)ana"=0.

In 9(z) avem o lacuni, deci cel putin 2 ridd#cini imaginare.

—a
13. Se va face transformarea y=xb—a:; cind z variazi dela

a la b, y variazd dela 0 la + o0, astfel cii este suficient a
cunoaste natura riadicinilor pozitive ale ecuatiei in .
14, 7(s).f(—s)=
A2}-B24B"?—s* AB-+FA'B4+BB” AB"+BB+A"B”
AB+A'B'4BB” A+B*H4B?2—s? BB"+A'B+A"B |,
AB"+BB'+A"B"4 B'B"+A'B+A"B A™+B24B"?—s?
deci 7(s).f(—s)==0 are forma s*—Ls*+Ms*~N=0, L, M, N
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RXSPUNSURI §I INDICATII (XKIll, 15—16),

pozitivi .". s* are numai valori pozitive care verificik ecuatia,
deci f(s)./(—s)=0 nu are ridicini de forma Bi si implicit
f(s)=0 nu are astfel de ridicini. Inlocuind pe A, A", A"
prin A+a, A+ a. A”4a ge conchide analog ci ecuatla nu
poate avea ridicini de forma «-4ps. 15, JInsemnénd cu x
raza cercului, cu 2, 28, 27 unghiurile sub care se vid din
centru cele trei coarde, avem 20424 2y=x _°,

sin(x4B)=cosv; desvoltdnd membrul I si avAnd in vedere

a?

ci sma——a-, etc., deducem: — 1—_+23V e

2x 4 z?

= |1— . 162°—8 (a2 52 +c?) ot + (a2 b2 2)2 0=

a?b2e?.". .:c[4a:*— (@4 b2+¢?)] = + abe, semnul — nu con-
vine pentruci 42®>a*+b*-}¢2 In adevir, notand d lungimea
coardei care uneste capetele coardelor a, b, 4a?=d?+c2>
a2+, pentruca unghml coardelor a si b fund obtus, in

——-a”—{-b’ 2abcos (a, b) ultimul termen este pozitiv, deci
d*> a4 b2 Rimane astfel numai 4 2°— (a2 z—abe=0
care admite o riidicind pozitivi. Daci a=0b=¢, ridicina ce
convine este #=ua, patrulaterul corespunzind unei jumititi
de exagon. 16. Vol. sferei — vol. cilindrului — 2 vol. calotei
=2m vol. calotei si notdnd z jumiitate din iniltimea cilin-
drului, vol. calotei= vol. sect. sferic — vol. con. cu varful in

. Lo j
centrul sferei si avind la bazi, baza cilindrului = 27:—76("'_—'1) =
T(r2—a?a
3
Smria+2mr*=0. Daci 0sSxm<2, ecuafia are o singuri
radidcind pozitivi, care convine problemei pentrucii f (0)=2mr3’
iar f(r)=—2#3% deci ridicina este mai mici decat 7. Daci
m>2, sunt 2 ridicini pozitive, din care una nu convine;
cazul zero ridicini pozitive se exclude pentruci £(0)>>0,

f(r)<0; aratd existenta cel putin a unei ridicini pozitive.

Ecuatia probiemei" este f(x) = (m — 2) 2®—
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XXIV. L. a*—1=(z*+1)(a*—1)=(z+1) (@2—2z2+1)
(—1) (@®+ax+1). Deci ridicinile sunt £1, + -;—:t-;- Vs 4.
2—1=(@—1) (e*+2*+22+2+1)=0 .". 2==1 si ecuatia
reciprocii z*+ 2*+ 22+ 2+1=0 san (x2+ i;)-{—(a:—l—i)-l—

1=0. Punem z+i==y. m’+a—t§=y2—2 Sty —1=0,

—1+Vs _ —1+Vs+iY10+2V5
RS | 4
dinaintea lui V5 corespunzindu-se. 2. % fiind o riddicini a
ecuatiei diferiti de 1, @* este deasemenea ridicinii; se va
forma ecuatia care are ca ridicini pe yy= a3t att adital,
ya=o02tas 4o’} st al; aceastd ecuatie este y>+y-+3=0,
apoi @, 3, ot o @° sunt ridicinile ecuatiei &’—y;z*— z’+
22— (y1+1)z—1=0, iar o2, af a’ a8 a® ridicinile ecuatiei
obtinutii din precedenta inlocuind y; prin ys. 8. % fiind o
ridiicind complexi a ecuatiei, se formeazi ecuatia care admite
ridicinile yy=a-t+a*+attattal0tai2 gy, =a2+4attatt
a’ast-all: y,+ye=—1, y; ya=—3, deci ecuatia este
9*+y—8=0. Formim apoi ecuatia eu ridicinile x;=a4a’4a°
zg=oat4-al0 a2 x, dx, =y, 2 2e=2—y;, deci2:—y12+
2 —y,==0, in fine se formeazi ecuatia cu ridicinile %, & a®:
atoadtat=yz aadtaattadlad=zx,=y,—z,, aada’®=1.",
u? —21 ut - (y1—x) u—1=0; pentru *, &' a!% ecuatia este
u?—zxsu?+ (y1— 29) u—1=0. Analog, folosind pe ¥s, se
obtin celelalte rddicini. (G. M. X). 4. Fie @ o riidicini
complexa a ecuatiei. Celelalte ridicini complexe sunt 22 3. a8,
Form#m ecuatia de gradul II care admite ridicinile y,=2-
a3+“8+“10+a1!+ a13+ ““+°‘15+ 18, Yy =20 —}—a" + as.‘_
attal4ad 4 atlf-at® 4@l *, y?+y45=0. Notim
X “2+‘ aa_}_ ot yo= as+ o012 + 018 g = 10 _|_ 13 + als
ZI: -__“_l_ a7—|—- ol x"= a"—l— as+ al, x"= as_l_“w_l_ o7 $i
form#m ecuatiile ce admit ca ridicini pe 2y, %s, 23 si X1, X5, % 8
Aceste ecuatii sunt: 23—y 22 4(y1—1) 2+(1—9y) =0 si

de unde y= semnele
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RASPUNSURI §I INDICATII (XKW, 5—9)

23—y 224 ( —1) '+ (1 — 41)=0. In fine, & este dat de
ecuatia ce admite riidicinile &, &7 &' ., 43—3') 4o u—1=0.
b Ecuatia se poate scrie (2%)®—1=0. Punand a®=y, avem
y*—1=0, care se desface astfel: (y*-+1) (y*—1)=0 .".

a) y*+2y7+1—292=0, (*+1P—2¢*=0, (u*+V2y+1)
(y*—V2y+1)=0, y=-v—22(:t 1+4); b) y*—1=0, (s> +1)
(y*-1)=0, y=*1, y=+1. Apoi considerim ecuatia z°—y=0,
unde y se inlocueste cu una din cele 8 valori aflate. S& notim

e
= \/ Y% si ecuatia devine 2°—1=0, ale cirei ridicini aun

fost aflate in ex. 1. Deci z=v;x unde pentru fiecare din
cele opt valori aflate pentru y punem fiecare din cele cinei
valori aflate pentru z. 6. Ecuatia se scrie (21°)*—1=0.
Notiim z'°=y, deci y*—1=0. Rédicinile acestei ecuatii sunt
date de ex. 1. Considerim ecuatia 2'°—y=0 unde Y se in-

10—
locuegte cu valorile aflate si notim a= \/y %, ecuatia devine

210 —1=0 sau (2*41)(2°—1)=0 . . x54+1=0, b —1=0
10—
Solutiile ecuatiei problemei sunt date de formula a= \/yx,

pundnd pentru fiecare din cele 6 valori aflate pentru g, fie-

care din cele 10 valori aflate pentru 2. 7. 2=1 nu este

] g e, d 1
solutie a ecunatiunii. Deeci vom putea nota x=cos

(cos 0414 sin )" 4 (cos 0 —i sin0)"= 0, ridicand la puterea m
dupi formula lui Moivre si reducind, gisim cosm 0=0),

PO ©. e Vi
2m

e’ avem

—s =0,...m —1, care di cele m ridicini ale

0 0\ m

0 cos §+isin 3

ecuatiei in z. 8. Fie a:=tg§- Avem QY R =qa-}-bz
COSE —18in 3 :

sau cos m 0+4isinm 8=a-bi, de unde cosm 9=a, sinmb=5p,

Problema este posibild dacd a si b sunt cupringi intre —1

si +1. 9. Rezolvarea algebrici a ecuatiei 2°—1=0 a dat
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(XXIV, 10). ALGEBRA

1% V5 N10£ VB (1=- i
1+Vs + .VIO + 2y Rezolvand  trigonome-

p=1 gi = 1 ) n

5~ 5
tric g#sim rz:=\/1=\fcos2lu‘rl:—l-zsm2l.‘ft—cos-2——-—|—zs>a.n~2§C
(k=0, 1, 2, 3, 4). Cand k=1, avem :zz:—eos——’{-zsn%E 2?

fiind arc in primul cadran cei doi termeni sunt pozitivi, deei

-1+V5 , . Y1042V5
A
_Vio+eVs  ex_ —1+15

p e S

aceast valoare corespunde lui =

de unde sm 5 4 e 5 - CAnd k=2,
x—cos%—l— z.<>'m4—5-1t %ﬁ fiind arc in cadranul 2, sinusul

este pozitiv, iar cosinul negativ, deci corespunde wvalorii

= V10—2V5 4n_ V10 —2V5

4 v 3 Rezultd sin 5 1
cos%m=—%l5-- ) Ridicinile algebrice ale ecuatiei
28 —1=0 au fost gisite in ex. 5. m—ﬁ +1+3) a=+1

x=*1, Rezolvarea trigonometrici di: w=\/cos2kﬂ+isin2kﬂ—

cos2—k—‘r—c ia'n2k (k=0,1...7). k=1, .c—-cos——'l-zsmn 5
8 4 4
fiind in cadranul I, corespunde valorii x=—2(1+z) Deci

2

T 2 T 2
‘”"Z=g’ COSZ=§' k=2, x=cosg+z’sing=z’. k=3,

3® , . . 3% 3w
Rp == gl 7 5 + i sin ST este in cadranul II, deci corespunde

144), 205 3T Y2 .3n_YVo

R smT——? ete. 10, Sx

notim factorii produsului: py, ps, ps, Py, Ps. Fiicand produsele

P1 pa, apoi (1 ps) ps, (1 Ps Ps) Psy (D1 P2 ps p.) ps si tindnd
seama de relatiile dintre rddicini si coeficienti giisim:

lui a:—-—(
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RASPUNSURI SI INDICATII (XKIV, 11—14).

=2’y + 2+ 0+ s°—5 [(ys+ 20 2* +(@x+ts)y* +
(@s+yt) x* - (@y+x8) 3+ (xt4+-yx) s%45 (42 tHy 222821 125) 2>
(254 282 4-a5?) 2+ (ts2 +ot2) 2+ ys? 2] — 5z y x £s. (G. M.

XXXIX. p. 64). 11. Cu formula lui Moivre, a:=cos2]m+

7
isin 27ﬂ (k=0,1...6). Dacii @==rcos 2-77—n+z'sin ?71‘7, corespunde

L SN -
lui k=1, evident G”:cos-?—l-z s2m —~ este ridicind deoarece

i
corespunde lui £=2, dac# 06=cos47n +i sin 47n, corespunde
8n , . . 8w .
lui k=2, a2=cos7+zszn7 corespunde lui k=4, ete. Ob-

servind apoi ci 3, 3% 3%,...3° divizate cu 7 dau resturi di-
ferite, rezultd cd sirul al doilea se reduce la primul. Aceiasi
observare pentru al treilea gir. 12. Se dau lui k valori intregi
prime cu numirul 15, altfel valoarea lui & si 15 se simplifick
gi nu se mai obtin cele 15 ridicini ale ecuatiunii. 13. Patem

serie 22" —(z+a)"=0 .". (i_i;a) =9 <z : a:%

{cos L isin gﬂ]=a L L SE I - N, e, L va-
n n a—1

loarea lui A sedizind elementele penultimei linii din elementele
ultimei, elementele antepenultimei din ale ultimei, ete., apoi
scotdnd pe x—1 factor comun in ultimele n linii:

1 x z.... 1 "
n—1
1 z x2 a1 — Xy
e
n—1
A=(g—1)"| @ z? ik _'lez
=
n—1 !
! —Zg4 1 o Vg et
=

se scad apoi elementele penultimei linii multiplicate cu z din
elementele ultimei linii, elementele antepenultimei linii multi-
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(XXIV, 15—18). ALGEBRA

plicate cu 2 din elementele penultimei, ete., elementele liniei
a doua multiplicate cu « din elementele liniei a treia, in fine
elementele primei linii din elementele liniei a doua; determi-
nantul obtinut desvoltdnd dupd elementele primei coloane are
elementele situate la stAnga diagonalei neprincipale nule, iar

n
elementele acelei diagonale — X a’. Deci ecuatia este
i=1

s +isin L3y

(grti—1)r=0 .. g"t*—1=0 .". x=cos et

n+1 n+1
(G. M. VI) 15 Ridicinile complexe ale ecuatiei sunt date
de z= cos— +z sinm (k=1,2...n—1); ;—0032“t

. 2km . 2kw : A
isin = — Deci x-l— - y==2 cos g 3 Deci numerele din
sirul dat sunt riidicini ale ecuatiei F (y)=0. Pentru a arita

cii ele reprezinti toate ridicinile, va trebui si aratim ci sunt

Sl : 9APT oNITC
diferite. Ori daci am avea cos 5 == £0s ,,’ Ar urma

AP 4+ X9=1p, ceiace nu se poate. 1B. Considerim cazul cAnd »

este fird sot: n=2m-+1. F(y)= (a;"‘—}-x—lm)—!—( i B m—l)

1 .
- (m-l— i) +1; dar z+ ol notand o+ ;;:Vm, avem
relatia de recurenti V=V; Viu—1—Vu—2 Giisim din aproape
in aproape V=2 (—l)prn-m_; Al y"""“’, p variind dela 0 la

m m—
& sau

2 2

1,2p

1 . W
- Apoi Fly) = Eo( )

Analog
cazul n=2m. 17. Avem ¢ (a)? (;):plql-}—pgq,a-{-pgqlaz-{—..

1 1
+pn o4 p (E) +p2 gt P (@)Y (E) =01 1 +Ppe 1 %F

+psqiat+..., ete. Insumind si observand ci a4 a2-...
T o" =0, rezulti egalitatea ceruti. 18. Putem presupune ci
ecuatia nu are ridicini multiple, altfel am descompune-o; fie
cos B+ i sinB; una din riidicini, trebue s& avem, dac# ecuatia
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RASPUNSURI §I INPICATII  (XKIV, 19, XXV, 1—3),

este o™ A, 2" 14-A, "2 A Am—22*+ Ay a4+ Aw==0,
An—15in 0+ A _25in 20,4 +A, sin (m—1) 04 sinm0,=0
(k=1, 2,...m). Considerand pe Ai necunoscute, avem ua sistem
de m ecuatiuni cu m—1 necunoscute care admite solutii di-
ferite de zero, deci determinantul format din sinusuri trebue
si fie nul, ceeace se intdmpld dacd sin 0:=0, deci cos0.=1.

19, A=(an—a1)(an—a,)...(an—an—1)(an—1—a1)(an—1—lls)---
nn—1) ,
(an—1—an—s)...(as—a) san A2=(—I)T_El(ai—a,)(ai—ag)...

(a.'—as_l)(ai—ai+1)...(ai—an). Dar (ai—a))(ai—as)...(ai—ai—1)
(ai—ai+1)...(ai~an)=a§'— Zay.a" 14 2 gy a, o' Pti.at=
Eal: al+---+ai-1+ ai+1+... +a,.=— ai, Xal as = —q;

n(n—1)
(a1 4.+ aia+ ai+1+...4an)=d ete. Deci A2_(_1) 2 pn

(G. M. XLVIL p. 20).

’

XXYV. 1. Sirul lui Rolle prezintd trei variaiuni de semne,
deci ecuatiunea are trei ridicini reale cuprinse in intervalele

(—o2,0); (0, %), (%)’ +°°)’ care pot fi restrinse la (—%, O);

(, %)» (%)’ 5)- 2, Formand‘ sirul lui Rolle, se vede cj
daci: “<—£, ecuatiunea are o riddcini realx cuprinsi in

intervalul (3, 4-o0); pentru — %—g< e<<-49, trei ridicini

reale cuprinse in intervalele: (-— oo, %), (%, 3); (+38, +0);

pentru @>>9 o ridicind reald cuprinsi in intervalul (— oo, %)
Daci ¢=—£ ea are radicina dubli +%, iar daci a=--9
ea are ridicina dubli +3. 3. Insemnand cu a, $i zy ridi-
cinile ecuatiunii derivate, z; <xs, avem pentru fiecare satis-
ficutd relatiunea: 3a2°=2-1, deci in calculul valorilor f(z;)
si f(as) din girul lui Rolle, avem intr’un prim caleal: 9 fla)=
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(Xxv, 4-—1). ALGEBRA

3a;(6a:2—-3a:—6)+9¢=3m(—-:v—4)+9¢=—3zz—12a:+
9u—=—1354+94—1 x*s b4 fle)=54a—19+13V13 g

54 f(xs)= 54o—19—13Y13. Asadar, daci insemnim cu %
§i g riidicinile ecuatiunii 27a*—19 a—17=0, o, <o, avem
sirul TuilRolle: f(—00)<0; fla)=(x—a); flas)=(0—2s);
f(4-20)>0. Urmeazi de aci ci, daci <<%, ecuatiunea are
o ridicing real¥ in intervalul (2s, +o0); dacd o <ax<%
ecuatiunea are trei riiddcini reale cuprinse in intervalele:
(—oo, a); (@, %); (@g, +o0); dack &>2; ecuatiunea are
o singurd ridicind reald cuprinsd in intervalul (—oo, ).
Pentru %==0, §i #=0, ecuatiunea admite o ridicind a deri-
vatei ca ridicini dubli. 4. Avem sirul lui Rolle: f(—o0) =40,
f(—2)=a—16, f(—1)=a+13, f(+1)=2—19, -+ o0)="o0;
deci ecuatia are: pentru ®<<—13 doud rédicini reale in in-
tervalele (—oo, —2); (41, +0); pentru —13 <x<<16
patru rididcini reale in intervalele (—oo0, —2); (—2, —1);
(—1, +1); (1, +); pentru 16<<2<<19 doui ridicini
reale in intervalele: (—1, +1); (1, 4-°); pentru 2>19
patru ridicini imaginare. 9. Sirul lui Rolle este in acest
caz: f(—oo)=4o0, f(0)=a, f(4 0°)=-0; deci, daci
2 <0 ecuatiunea are doud ridicini reale, una pozitivi §i una
negativii; daci >0 are patfu ridicini imaginare. 6. Avem
siral lui Rolle: f(—o0)=—o00, f(—2)=a—16, f(—1)=
a—38, f(+1)=2+38, f(+2)=2+116, f(4-00)=-00; deci,
daci %<<—38 o ridicini reald in intervalul (42, + );
pentru —38<<a<< —16 trei ridicini reale in intervalele:
(—1, +1); (41, +2); (+2, +°0); pentru —16<a<-+16
o ridiicink reald in intervalul (—1, 41); pentru +16<<2<<{38
trei ridicini reale in intervalele (—oo, —2); (—2, —1);
(—1, +1); pentru @>-38 o riddicind reald in intervalul
(— oo, —2). Pentru valorile a=—38, a=—16, a=-+416,
/=38 ecuatiunea are o ridscini dubl#, deci trei radicini reale.
7. @ <oy fiind ridicinile ecuatiunei ®*>-—-1462—>5000=0
si a1 <@, 5i 0 cele trei ridicini ale lui f (2)=2(@x*—22—1)=0,
avem sirul lui Rolle urmitor: f(— o0)=—o00, fla) =0—a,
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=2, f(m)=a—a, f(4o)=+c0. Dacx % <oy, ecua-
tiunea are o ridddcini reali in intervalul (@5, 4 0); pentru
% <a<<(, trei ridicini reale in intervalele (=, 21); (24,0);
(s, ~+0); pentru 0<a<<a, trei ridicini reale in interva-
lele (— o0, 2); (0, x3); (s, + x); pentru &>, o ridicing
reald in intervalul (— oo, 2,). Pentru a=a, §i x=a3 ecua-
tiunea avand o ridicing dubli are trei riddcini reale; pentru
@==(), ecuatiunea are o ridicini tripld =0 si in total cinci
ridicini reale. 8. Sirul lui Rolle fiind : f(—o0) =40, £(0)=c,
f1)=a+2, f(+2)=a—16, f(4 )=+, deducem ci
dacd & <<—2 sunt doud riddcini reale in intervalele (— oo, 0):
(+2, +©); daci —2<<a<<0 sunt patru ridicini reale in
intervalele (—oo, 0), (0, +1), (41, +2), (+2, + ); daci
0<2<<16 sunt doud ridicini reale in intervalele (-1, +2),
(42, + ); dack 2>16 toate radicinile imaginare. Pentru
*=—2 §i =16 ecuatiunea are o ridiicini dublj avind
respectiv patru gi doud rddicini reale. Daci %=(), sunt sase
riidicini reale, o ridicind fiind cuadrupli. 9. Formim girul
lui Rolle observand cx fl@)=7(2z+1)(3 22 +3z+1)

)|
(@*+2+1) are numai ridicina reals e gi ci f(z) este
\ |
de gradul al geaselea: f(—oo)=--o00; f(— %} = a -} o’
f(4 ). Rezulti ci, daci a>— % toate rédicinile sunt ima-

1 o ;
ginare; dac# d<—§ sunt doud riddcini reale si anume:

daci a<<—1 ele sunt cuprinse in intervalele (— oo, —1);

(0, + ) deci una pozitivi si alta negativii; daci —1 <04<-2l,3

ele sunt cuprinse in intervalele (——1, -—%); (— %, O)’ deci

ambele negative. 10, Observim ¢i parametrul @ avand 0
valoare finitd ecuatiunea: fla)=2*—62>+ agpt+924=0 lnu

h ; 2 flz
are ridicina 2=0. Fie functiunea ?(x)= T | ¢4 se anu-
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leazi pentru aceleagi valori ca f(z) si este discontinud pentrn
z=0. Formand sirul lui Rolle in cele doui intervale de con-
tinuitate ale lui ¢(z), avem: @(—o0)=—o0, ¢(—2)=a—8,
¢(—8)=—00; p(+2) =00, ¢(+2)=2+8, 9(+o0)=-0c0,
unde € este numir pozitiv vecin lui zero. Daci 2<<—8
ecuatiunea datii are doud ridicini reale in intervalele (4-¢,-2);
(42, +o0) deci ambele pozitive; daci —8<<x< 48 nici o
riddiicing reali; daci ®>-+8 sunt doud rddicini reale cu-
prinse in intervalele (—oo, —2); (—2, —¢), deci ambele
negative. Pentrn %= —8 si «=-}-8 ecuatiunea are o ridi-
cini dubli. 11, Observiim ci pentru orice valoare finiti a

parametrului @ avem f (—;—) 50, urmeazi ci functiunea

3 (g —
:;(i) e a:2(:_12) -+ 2 se anuleazi numai pentru va-

lorile care anuleazi pe /() si reciproc. Functiunea ¢(x) fiind

QP(a:)=2

discontinui pentru z= -12-1 formim sirul lui Rolle pentru cele
dou#i intervale de continuitate (— o, +%— e) si (% +e,+oo)
si avem: ¢(— o)=—0o0, 9(0)=2a, ¢ (é—s)=+ o0

o(L+e)=—co, v(+1)=a—1, 9 eo)=-+co. Remits

ci ecuatiunea dati pentru @<<0 are doud ridicini reale po-
zitive; pentru 0<<a<{1 gi @>-1 are doud ridicini reale
una pozitivd si upa negativii. Pentru valorile =0 si a=1
¢(x) se anuleazi ca si derivata ei, i anulindu-se schimbi
semnul, deci ecuatiunea datii are patru rddicini reale, una fiind
tripld. 12. Daci p>>0, sirul lui Rolle este: f(—o0)=}o0,
f(0)=gq, f(4o0)=+Fo0; eind ¢>0 ridicinile imaginare;
cind ¢<0 ecuatiunea are doud ridicini reale (una pozitivi,
una negativi). Daci p<<O0 sirul lui Rolle este: f(—o0)=oq,

i N T

f(Foo)=4, deci cand ¢<<0 sunt doui ridicini reale;
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2
cind ¢>0 si q—% >0 patru ridicini imaginare; ¢>0

2
si q—%<0 sunt patru riidicini reale. 13. Punand 9(z)=

fl@) _ a*+42pat T e
e s ~+7, observand ci @=—7 nu este o ri-

dicind a ecuatiei f(z)=0 daci p£0, problema revine la
discutiunea asupra numirului riidicinilor reale ale functiunii
?(@)=0 in cele doui intervale de continuitate ale functiunei

?(z), anume (—oo, —%—-6); (_§+e’ - oo) Daci p>0,
girul lui Rolle este: 9(—oo)= — 0o, 9(— p)=p*+r,
¢(—§—€)=+°°;¢(—§+6)=—oo, ?0)=r, 9(+o0)

= oo, deci oricare ar fi semnele lui » si p*+r ecuatiunea
are doud riddcini reale in acest caz; daci p<<0, sirul lui

Rolle este: ¢(—o0)=—o0, 2(0)=r, CP(—§—€)=+oo,

cp(__g-[-s) =—00, ¢(—p)=p*+7, 9(+ )=, deci ori-

care ar fi semnele lui » gi p*-7r ecuatiunea are dous ridi-
cini reale. Pentru valorile particulare: r=0 gi r=— pt
ecuafiunea are patru ridicini reale, una fiind ridicini tripls.
Daci p=0 ecuatiunea are doud ridicini reale z'=0,

e e
x"=\/—2r. 14. Observiim cii numirul radicinilor reale ale

ecuatiunii date este acelasi ca pentru ecuatiunea ¢(z)=g°
1

f(;) =32°—252°+602+2=0. Formand sirul lui Rolle
pentru 9(x)=0, avem: 9(—o0)=—oco, ¢(—2)=a—16,
¢ (—1)=2—38, 9(+1)=2+38, ¢(+2)=2+416, ¢(+00)=-oo;
deci rezultid cid: daci @<<—38 ecuatiunea dati are o ridi-
cind reald; daci —38<<a<{—16 sunt trei ridicini reale;
daci —16<<a<<+16 este o singuri ridicini rveald; dack
+16<<a <438 sunt trei riddcini reale; daci a>-+38 o
singurd ridddcind reald. In cazurile particulare o= — 38,
a=—16, a=-4-16, 2=-1-38 ecuatiunea are trei riidicini
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reale, una fiind rédicind dubli. 15. Formand sirul lui Rolle
8
pentru p >0 si p<0 deducem ci, daci ¢ (q+é2%)>0 ecua-

3
tiunea are o riddicini reali; daci g (q+%;-)<0 ea are trei

ridicini reale. 16. Formand girul lui Rolle in cazurile p=>0

si p<<0, se deduce concentrind rezultatele obtinute ci:
2 3

daci (—%) +(%\’ >0 este o singuri ri#ddcind reali, daci

q

2 3
(§) + (%) <0 sunt trei riiddicini reale. Pentru cazul parti-

2 3
cular in care (—g—) + (g) =) este o riddcini dubli, deci trei

radiicini reale. 17. Socotind in primul r4nd m par, i for-

ménd girul lui Rolle, deducem ci# sunt doudi ridicini reale
m—1 m

daci (L) % (%) <0 si nici o ridécini reali dacd

m—1

q m—1 P m
(——) e (——) > 0. In cazul m ¢mpar, formand sirul lui
m—1 m

Rolle pentrn p=>0 si p<0 si concentrfnd rezultatele gisim

q m—1 P m
cd ecuatiunea are fref ridicini reale daci (m— l) +(;n—) <0

m—1 m

y & V] & & q p

i st (4 (B0

si numai o ridicind reali dacH (m—l -+ = >0

18. Si presupunem p>>0 si si observim ci f(zVp)=p*Vp
2+ \pat+q=p\p [w5+x3+ 2qv_]; deducem cii ridi-

p°Yp
cinile reale ale ecuatiunii date corespund ridicinilor reale ale

ecuatiunii 9(z)=2o'+2*+a2=0, a= Ve si reciproe. Sirul
2 P ip
lui Rolle al ecuatiunii @(x)=0 este §(—o0)=—o0, ¢(0)=2,
¢ (4 co)=-4c0, deci totdeauna o ridicini reald; deci. pentru
ca ecuatiunea f(x)=0 si aibi mai mult decit o ridicini

reald este necesar ca p<<0. Presupunind deci p<<0, consi-
derim ecuatiunea ¢(a)=z"—g+a=0, CPET TH PRI
P»*Y—p

— 342 —



RASPUNSURI §I INDICATII (XXv, 19),

corespunde in acest caz ecuatiunii date. Formand sirul lui
Rolle corespunzitor giisim c# ecuatiunea poate avea cel mult
trei réddcini reale in cazul cAnd avem conditiunile a<<0 gi

+‘25 5 >0 care transformate sunt: %5 -}— —p >0
si 2<<0; sau daci >0 5i =— —V <0, care transfor-

matedau% 5 pV =%

echivalente in parte cu condltlunea urmitoare + g >0,

sau tindnd seami ci p®<<O0, 108p°+5° ) X Dacﬁ 108p°+
5°¢*=0, este o ridicini reald dubli si una simpli, deci trei
radédcini reale. Agadar conditiunea necesari ca ecuatiunea si
aibi maximul de riidicini reale, in cazul cAnd ¢F~0, este:
108 p°+5°¢*<0; ea este si suficientd. Daci ¢=0, p<<0
ecuatiunea are cinei riiddcini reale; daci ¢=0, p>0 o ridi-

cind tripli. 19. Observim ci punind b= —p2?, a=21;
2
%=m>0, discutiunea ridicinilor ecuatiunii date se re-

=), q>0 ambele grupe fiind

duce la a riddcinilor ecuatiunii: ¢(z)=z*+ 42°—2ma?
+m?=0, depinzand de un parametru m > 0. Ridicinile

3+V9+4m

derivatei in acest caz fiind: z =0, 5 >0,
" P T 9

gi @' = g v2 +4m<0, avem in toate cazurile urmi-

torul sir al lui Rolle: ¢(— oco)=-4oc0; ¢(x —[— (2m4+-3)—

O+4m)V9+4m]; 2(0)=m?; 9@") =— [—9(2m—+3)+
(9+4m)V9+4m] o(Fo0)=+Fcc. Se observa cid 9(z")<0

deoarece m > 0. Pentru semnul lui ¢(z") vom studia diferenta
pitratelor celor dou# pirti (rationald si irationali) si avem:
81 (8+2m)*—(9-+ 4 m)P=—4m*27+ 8 m), care, abstractie

ficand de factorul pozitiv %, reprezinti produsul 9(z") ¢ (z").
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Se deduce ¢ in eazul b=—p2<<0, avind P=9a2—45>0,
daci Q=27a*—16b >0, sunt doud ridicini reale; daci
Q=27a>—16b6=0 sunt patru riddcini reale (una dubli),
daci Q=27a®>—1656<<0 sunt patru ridicini reale distincte.
In cazul b—-l-}'-z, ecuatiunea asupra céreia revine discutiunea

punind m= p >0 este (z)=a'+423+2matmi=

iar rezultatul discutiunii este urmitorul: Daci P=94%—45<0:
nici o rddicind reald; daci P=94®—45=0 sunt dou# ri-
diicini reale; daci P=9a*>—4b>0 si Q=274>—160>0
sunt doud riddicini reale; daci P>0, Q=0 este o ridicini
dubli; P>0, Q<0 nici o riddicini reali. Figurind deci in
planul aOb parabolele P=0 si Q=0 se poate scrie pe
fiecare regiune precum gi pe aceste parabole numirul ridi-
cinilor reale ale ecuatiunii date. (G. M. V.. 20. Avand
flax)=a‘*z*—4a*a®+4 a* 22+ b=0 discutarea naturei ridi-
cinilor ecuatiunii date se reduce la discutarea naturei ridici-

nilor ecuatiunii: ¢(z)=a*—42°+422+m=0, uade m=§-

Siral lui Rolle in acest caz este: 9(—oo)=- oo, 9(0)=m,
?(1)=14m, 9(2)=m, ¢(+ o). Rezulti ci: daci m<<0 si
14+m>0 patru riddcini reale; m=—1 o ridicini dubli
reald; m <<—1 doui riiddcini reale; daci m >0 +*+ 1+m>0
deci ecuatiunea are numai ridicini imaglnare Rezultatul ob-
tinut se poate reprezenta pe o axi mm’. Dela (— o) pani
la (—1) ecuatiunea datii are doui ridicini reale, in punctul
m==—1, o riddcind dubli reali; —1<<m<{0 patru ridicini
reale; in punctul m=0, doui ridicini duble reale; in punctele
m >0 patru ridicini imaginare. Dacil totusi vrem si reprezen-

tdm rezultatul discutiunii in planul axelor (Oa, Ob), parabola
generalizati b+a*=0 si cu axa b=0 determini trei regiuni :
(I) deasupra axei a’a; {II) intre axa a’a si b+a*=0; (I1I) in-
terioari parabolei generalizate si vom serie: in (I) 4 ridicini
imaginare; in (II) 4 ridiecini reale; in (III) 2 ridicini reale;
pe parabola generalizati 4 radicini reale (una dubli); pe axa
a’a 2 ridicini duble reale distincte cu exceptia originei O
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unde avem o rdaddcind cuadrupld nuld, 21, Punand m=a—b2

problema revine la discutarea riiddcinilor ecuatiunii:
cP(av‘:)=62:‘—8a:3~—3:::‘“-}--6:&:—1)1=0. Sirul lui Rolle este:

P(—o0)=+4 o0, w(—%)=——(m+%)’ ¢(+%)=%3— m,

e(H1)=1—m, (4 o0)=-0, Rezultatul discutiunii repre-

zentat pe axa m'm arati: pentru m<—1~89 patru rid#cini

ety 19 2l

Imaginare; pentru — 3 <m<1, dous ridicini reale; pentru
13 :

]<m<§, patru riadicini reale; m > %, dousi ri#dicini

reale. Pentru m=—%' o ridddcini dubli ar:'=:z:"=—i si

2
7i2l 2 .« . r "
Xg,q = T‘F s m=-1 patra rédicini reale: =gz =1,

—2+ 110
6

13 2k srati,
Z34= ————; pentru m=§—1 patru ridicini reale:

a;' = x“ = m'"=

1
) z¢=—8~ Pentru reprezentarea in planul

axelor Oa, Ob, observim ci regiunile planului sunt separate
de parabolele: a?—b=0; 13a*—8b=0 si 1942+ 856=0 pe

DO | =

b
care le obtinem inlocuind in sirul lui Rolle pe m prin et ete.
22, Se reduce la discutia ridicinilor ecuatiunii: @(z)=162°—

b
2023+ 5z—m= 0, unde m= (%) - Réddicinile derivatei sunt

= i‘%Vﬁ +V20=+ %(Vgi 1); deci siral lui Rolle este

urmitorul: ¢ (—oo)=— oo, ¢ (@)=1—m, ?l@)=—(14m),
‘P(ws)=1—'n, iP(a:;)=—(l+m), cP(‘f‘00)=-f-oo, iar rezu-
matul discatiunii este:

r

m

[ m
una rid. reali —1 cineci rid. reale -+1 3 rid. reale

ra
dubli

rad.
dubli
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5
Pentru reprezentarea in planul pOg inlocuim 7 prin (%) .

23. Pundnd m= 1% —1, problema revine la discutiunea ecua-

tiunii ¢(2) =32*+42°—12 2+ m=0. Daci m<<0, doui
ridiicini reale; daci 0<<m <5, patru ridicini reale; dac#
5<m <32, doui ridicini reale; daci m>>32 nici o ridi-
cink reals. Dacd m=0, patru riid#cini reale (o rddicini dubli);
daci m==D5, patru ridicini reale (o rddicini dubli); dac#
m=2382, doui rddicini reale’ egale. Pentru reprezentarea re-
zultatului in planul p0g, inlocuim pe m in girul lui Rolle
prin valoarea lui, ete. 24. Daca p=0 ecuatia se reduce la
o ecuatie binoam# de grad impar, deci o singurd ridicini
reald. Daci presupunem p<<0, punind m=—p;%i—;— ecuatiu-
nea se aduce la urmitoarea: 9(z)=2%~+ 5a®+ 5zt m=0
pentru care girul lui Rolle este: §(— oo)==—oc0, P(4-00)=+-o0,

deci 0 singurd ridicind reali. Daci p=>0, punind m=

o S
p*Vp

chestiunea revine la discutiunea ecuatiunii ¢lx)=a*—ba*+

52 m=0, pentru care sirul lui Rolle este: ¢(—o0)=—0x,

o(@)=m+2, @(z:)=m—2, 9(@s)=m+2, 9(@)=m—2,

+ Ve
¢ (4 00)=-1 o0, unde: xi=i\/3———'2k= o4 %(Vgi'-l) agezate

in sir cresciitor. Dacd m <—2 sau m>-+2, ecuatiunea are o
singurd rddicind reald; dacd —2<m <-+2, ecuatiunea are
cinei ridicini reale; daci m®—4=0 ecuatiunea are cinci
ridscini reale (doui rddicini fiind duble). Din condifiunea
p>0; m+2<<0 rezulti g+ Vp<0 +*« 'q—p2V;<0 *F
¢*—p®>0; p>0 asemenea p>0; m—2>0 devine ¢*—p*>0,
p>0; deci, daci p >0, ¢*—p®>0 o singurd ridicini reald;
asemenea din p >0, —2<m<<-+2 deducem, ci daci
p>0 si ¢*—p*<0 ecuatiunea are cinci ridicini reale.
25, Insemnind cu z distanta dela centrul cercului la coarda
paraleli cu tangenta fix#, ecuatiunea problemei este :
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f@)=R~+2) (R—a)—k*=0. Formand sirul lui Rolle :

f(=R)=-7, f(—%)=%R‘—k‘, f(+R)=—1Fk*; deci pro-

blema are doux solutiuni in cazul cand 27 R*—16k*>0,
care se contopesc in una egald cu — % cind 27R*—16%*=0;

§i nici o solutiune daci 27 R*—1644<<0. 26. Conditia revine
a scrie cd ecuatiunea derivati, adicii o ecuatiune de forma
2 +pi2®+pea+ps=0, are o singuri ridicini real, dar
ridicinile acestei ecuatiuni sunt reale in acelagi timp cu ale
transformatei obtinute prin transformarea x=y—%, adic# a
unei ecuatiuni de forma 9(y)=y*+py-+ ¢=0. Conditiunea
pentru ca aceasta si aibi o singurd riddcini reali este:

3 2
;7_7_,_% >0. Inlocuind pe p $i g cu valorile lor, se obtine

conditiunea ceruti. (G. M.IV.). 27, Avem f (@) =A (2—a)"+9(z),
unde () este de gradul n—p+1 (G. M. XXI). s*y [P (g)=
Aon(n—1)....n—p+1) (@ —a) 2, deci f® 2 (z)=0 are o
singurd ridicind reald +*+ "7 (z)=0 are cel mult doud
ridécini reale;...; fOP—+7+D) ()=0 are cel mult (n—p) ri-
diicini reale, deci f(z)=0 are cel mult (n—p-+1) ridicini
reale, deci cel putin n—(n—p-+1)=p—1 ridscini imagi-
nare dacid p este impar, si cel putin p ridicini imaginare
dacd p este par. 28. Fie flz)=Ana"+Ansa™14+... ..
FApps T Ap 2P Ay 2P +Ap—22"2 4+ @ 3(2)=0 (1)
?p—3(@) fiind un polinom de gradul (p—38). Derivand suc-
cesiv ecuatiunea de (p—2) ori, impartind cu (r—2)! i

1
ficand transformata in o avem insemnind %n—p—i1(2) poli-

nomul de gradul (n —p—1): ¢(2)=2 Ap—2 g P2

2(p —DAp1 2" 7+ p(p—1) Ap & 7+ 4y () =0 ().
Derivind iarisi succesiv de (n— p) ori si simplificand cu
(n —p)!, avem ecuatiunea: ¥ (z)= (n— p+2)(n—p+1)
Ap—2 $2+2(p'—1) (n-—p+ 1) Ap z+p(l7 —1) Ap,=0 (3).
Dacd ecuatiunea dela care am plecat are toate ridicinile
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reale, toate derivatele sale succesive au toate ridicinile lor
IR L &
reale, deci gi transformatele lor in - §i ca urmare toate de-

rivatele succesive ale lor au toate ridicinile reale. Forménd

realizantul ecuatiunii (3) avem: R=(p—12(n--p-+1)

Ap1—(p—1)pln—p+2)(n—p-+1) Ay Ap—2, sau supriménd
factorii pozitivi, avem:

sulbian VIREIREE R

e P =

Daca coeficientii celor trei termeni consecutivi Ap, Ap—1, Ap—2

p

satisfac relatiunii: Ap—1— pr Ap Ay—2<<0, (5) oricare ar fi

1 Ap Ap—2 (4).

AT 1
n, avem: Ri= Ap_l_p%l Ay Ap2— m—l Ay Ap—2<0,

deoarece din cauza conditiunii puse (4), si Ay Ap—1>0. Agadar,
subt aceastd condifiune ecuatiunea (8) are ri#dscinile sale
imaginare, prin urmare sirurile lui Rolle ale derivatelor suc-
cesive, considerate in ordine inversdi, sunt incomplecte si

asemenea al functiunii @(x), deci ®¥(z)=0 nu poate avea
toate rididcinile reale; si ca urmare nici transformata ei in

2 poate avea toate riiddcinile reale. Asadar, una din de-

rivatele lui f(x), avind ridicini imaginare, ea nu poate avea
toate ridicinile reale. In cazul particular p=2, relatiunea
devine relatiunea datd in enunt: A} —2A,A:<0 (5), iar

n : .
realizantul Ri=A3%— 3ot 2 Ag As. Aceeasi expresiune are

realizantul Ry cAnd p=n, deci proprietatea enuntati pentru
ultimii trei coeficienti se transpune pentru primii trei, ceeace

rezulti din transformarea f (i) 29, Ecuatiunea f(x)==0

avand toate riidicinile reale, ecuatiunea ¢;(x)=zf(z)=0 are
aceeasi proprietate, deci dupi teorema lui Rolle, ecuatiunea
¢ (@)=f(@)t+ 2/ (@)=0 are toate ridicinile reale; ecua-
tiunea 9:(x)=2a® f()=0 avand toate ridicinile reale, toate
derivatele ei au ridicinile reale, deci in particular ¢ (z)=
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2 f(@)+4zf (2)+22f (@)=0 are toate ridicinile reale; ecua-
tiunea 93(x)=2a?f(2)=0, avand toate riidicinile reale, deri-
vata a treia a ei 9"3(x)= 6/(x)+ 18 zf(z)+ 922" (@) +
@*f" (@) =0 are aceeasi proprietate, ete. 30, Fie / si L doua
numere, care limiteazi intervalul in care sunt cuprinse cele
7 riddcini reale ale ecuatiunii /(z)=0 de gradul 7. Ecua-
tiunea ¢(z)=e¢" f(2)=0, are aceleagi ridicini toate reale in
intervalul (7, ); deei 9(z) fiind o functiune continui in acest
interval, ecuatiunea derivati a ei are deasemenea toate ri-
dicinile reale, avand (n—1) din aceste ridicini dupi teorema
lui Rolle in intervalele determinate de riddcinile reale ale
ecuatiei 9(x)=0, dar ¢ nu se anuleazi, deci ecuatiunea
f'(@)+af@)=0 de gradul n avind (n—1) riidiicini reale,
are $i pe a n, ridicini asemenea reals. dltd solulie. Fie
P1(@)=af(x)+ 1 (x)=0. Se observi ci avind fla)=0 2 *«
b1 (@) =af(@)+1 (@)=F (@); deci gsirul lui Rolle al ecua-
tiunii ¢1(2)=0 este urmiitorul: P;(—oo), @), flx),....,
f (@n), ?1(Fo0)=-4c0. Dar fle)=(z— @) (@ —as)...(x — ),
iar riddcinile lni /'(2)=0, dupi teorema lui Rolle, fiind toate
reale girul f*(z1), ' (ws),.../" (z4) prezinti (n—1) variatiuni de
semne. Si presupunem acum: #=2p. In acest caz

#1(—o0)=-+Fo0; iar f(xn)=($1“ﬂ?:)($1—w3)---(wl—'wn)<01
deci girul lui Rolle al ecuatiunii ¢, ()==0, prezentand n va-
riatiuni de semne, are n riidicini reale, adici toate ridicinile
reale. Dacd n=2p41, ¢, (— c0)=—o0, iar f (@) =(2, — 25)...
(@1 —a4)>0, deci acelag rezultat. In cazul ednd a <0, se mutx
ridicina a n” in intervalul (2a, +o0). 31. S insemnim ridici-
nile reale ale ecuatiunii a doua cu: —a;, —ay, —Qg,...—0n §i
sil considerim ecuatiunile urmiitoare: ¢;(@)=f(2)%a, f(2)=0;
93(z) = 1(2) + ay ¢1(2)=0; 93(2)= CPf:(122)-l-(l3cl"'2(-1’¢)=0;...;
Op(@)=Fp1(@)+a, 9" p1 (@) ; Ppt1(2)= Ppl)+apt197p();... Pulz)=
Pn—1(a) +an ¢'»-1(x) =0. Calculdnd avem: 95 (2)= f(x)+

3
Lot @ am=0; w@= e+ a6 un e
1

@ aza3=0; admitind forma ecuatiunii adevirati pentru
9y(x) =0, deducem ci ea este adevirati §i pentru Ppt1(x)=0,
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deci din aproape in aproape deducem ci# ecuatiunea consi-
deratii este tocmai ecuatiunea ®n(z)=0. Avand deci in vedere
problema precedentd, rezulti din aproape in aproape ci
®n(2)=0 are toate ridicinile reale. 32. Fie f(z)=Ac2"+
A 1A 22 A 2 Aner? A1z AR=0
cu ridicinile reale ;540 si de acelasi semn. Si presupunem
i >0, de exemplu. Calculand pe ¢(x)=/(z)—af (@)4+a* " (x)=0,
avem ecuatiunea: 9(@)=(n—12A¢a"+(n — 2P A, 2" +4...
+(n—p—1P A, 2" ?+...+ An—-2a?+ An=0, deci prezinti
o lacund intre doi termeni de acelagi semn (An-2 si Ay sunt
de acelagi semn avind in vedere relatiunile lui Newtfon, sau
consecinta teoremii Jui Descarfes) si ca urmare 9(x)==0 are
cel putin dou# ridicini imaginare. Ecuatiunea 9, (z)=zf (z)—
f(®)=0 are (n—1) ridicini reale cuprinse in intervalele
(@1, 22); (@2, @3);...; (@n—1, @n); cici siral ['(21), F/(2a),..., (@)
prezintdnd (n—1) variatii de semne, iar £ (z;)=Ao(z:—s)...
(@ —an) avind semnul lui (—1)" * A,, semnele sirului @ (@),
91 (@s), ..., P1 (1) sunt date de semnele sirului: (—1)""1A,,
(—1)" Ayyenry (—1)H2 A, (=122 A care prezinti (n—1)
variatiuni, deci @; (#)=0, are n—1 ridicini reale &'s, «’s,...,
&'n si ultima riddcind 2’y deci tot reald. Insi @ (0) 9 (x)=
+ Ao An>0, deci 2y este negativd. Fie acum 9(z)=z9 (z)—
¢ (2)=0. Avaind: 9(@)=a91(2") si cum sirul ¢,(z"y),...
9’y (a'n) prezinti (n—1) variatiuni de semne, deci sirul @(z),
?(z's),...¢(x'n) din cauzi ci &'y <0 are numai (2 —2) varia-
tiuni de semne, etc. 33. Polinomul dat avénd riidicinile 0
gi 1 multiple de ordinul 7, prima derivati are ridicinile 0
si 1 multiple de ordinul (z—1), deci (222—2) riidicini reale,
a(2n—1)* riddcind reald, %, cuprinsi intre riddcinile 0 si 1
ale polinomului dat; derivata a doua are ridicinile 0 si 1 ale
precedentei multiple de ordinul (n—2) si incd doud ridicini
reale cuprinse intre rididcinile precedentei 0< @'s < @y si
o, <@’y < 1, deciin total 2(n—2)+2=2n—2 ridicini reale,
adicd toate ridicinile reale. Daci am aritat ci derivata de
ordinul p, are riiddcinile 0 si I multiple de ordinul (n—p) si
celelalte ridicini %1, %p2,...,% cuprinse in intervalele deter-
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minate intre 0 si I determinate de riidicinile precedentei, re-
zultid prin procedeul de mai sus cX derivata de ordinul p+1
are in primul rind ridicinile 0 si 7 multiple de ordinul
(n—p—1), iar celelalte (p+1) ridicini reale cuprinse in
intervalele (0, %,1); (%1, %p2)...(%, p—1, %pp), (%pp 1); rezulti
de aci proprietatea enuntati. Pentru a doua ecuatiune pro-
e |

cedeu analog. 34. Ficand transformarea z= -
tiunea dati devine: (y—1)"+(C:)ty (y — 1)1+ (C3) 4
(=1 (Ol —1r = =Ty — 17I=0,

problema revine la cea precedenti. 395. Observim ci luind

* ecua-

e s
functiunea @ (@) =e * ¢(2) avem: ¢, (2) =¢ ¢ [¢' (2)—

%?(x)]=—%f(z) ¢ °, ete. 36. Intr’un interval finit nu-

mirul ridécinilor reale ale ecuatiunii Fa(x)=0 este acelas ca
al ecuatiunii @ (2)= ™ F»(2)=0; dar ¢’ (z)=["™ Fa(a))'=
ma"e™; deei girul lui Rolle nu poate prezenta decit cel
mult dou#l variatiuni de semn. 37. Observand ci ecuatiunea
et 72"=0 are toate riidicinile sale reale §i cd prin urmare
ecuatiunea obtinutd din aceasta derivind succesiv de % ori,
adicit [¢?2"]™'=0, are toate ridicinile reale, rezulti cd ecua-
tiunea a"-+ Cn Anz" 14 C Anaz™ 4. 4CrAP=0 (1) are
toate ridicinile sale reale. Considerind acum ecuatiunea cu
ritdiicini reale f(@)=0 si ecuatiunea (1) si aplicand proprie-
tatea demonstrati la (31), rezulti proprietatea enuntati.
38. Functiunea f(z)=sin®z- cos®x—a fiind periodici de
perioadd 27, este de ajuns si discutim ecuatiunea dati in
intervalul (0, 27). Sirul lui Rolle pentru acest interval este

V2

armistoral; £(0)=(1—a), f(£)=(?—a)’ r(3)=t—a
s 9 )=~ )

—(14a), f(alt)=—a, f(2n)=1—a, de unde rezulti ci
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—

g sau v—2<a<1;

F P
doud radicini reale daci —— <a <0 sau O0<a < ; mniel

avem patru ridicini reale daci —1<a<—

o riddcini reald daci a<—-1 sau a>+1. 39. Dﬁnd in
factor in primul membru pe A2—17%40 si punand A=y,
avem si studiem natura ridicinilor ecuatiunii: flo)=p22*—
ta?—2x41=0, unde | este un numir pozitiv mai mic ca unu.
Formand sirul lui Rolle, avem: f(—oo)=—oc0; f —%L)
27P+1>0 f( )—l —E<O, f(do) =40 deci ecua-

tiunea admite trei riddcini reale. Observind in plus ci:

1

f(”ﬁ)=1_?lt<°; FO=1; f(+D=pE—1<0;

! (%)=1+%>0, rezulti cii rddicinile reale se gisesc in

intervalele restrinse: (— %’ ———) (0, +1); (;11 %) Pentru

a obtine ecuatiunea trigonometricii este suficient si facem in
ecuatiunea dati x=sin?0 ca s’o cipitim; deci riiddcinile
ecuatiei trigonometrice sunt date de sin?0=qa, unde a este
ridicina pozitivd cuprinsi in intervalul (0, +1): ete

XXV 1. Polinoamele lui Sturm sunt: X=a’—322—3a4-o;
X, =22—2z—1; Xg=4z—at+1; Xs=—a2+10a+47.
Daci 0‘<5—4V§ sau 06>5—|—4V§ ecuatiunea are o singuri
ridicini reald; daci 5—4V2<a<5+4V2 ecuatiunea are
trei rid#cini reale. In cazul cind 06=5-—4V§ sau “=5+4V§
ecuatiunea are o radicini dubli. 2. Polinoamele lui Sturm
formeazi sirul X=g*—2a®*+22—5; X;=2a°—az+1;
X,=a*>—38x+10, X; pistrond constant semnul plus. Cand
trecem dela —o° la 4+, sirul pierde doudi variatiuni, deci
numai doudi rddicini reale gi cum trecind dela — la 0
pierde o variafiune, ecuatiunea are o riddédcind negativd si
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una pozitivd. 3. Sirul polinoamelor lui Sturm este urmétorul :
X=2"-52°+1022—2; Xi=a*-3a*+4a; Xy=a'—-8a211;
Xs=—222—2+1; Xi=—-3z+1; Xs=4. Cind trecem
dela — o la oo, sirul pierde #rei variatiuni si cum cénd
trecem dela — la 0-}-¢ sirul pierde doud variatiuni ecua-
{innea are dous ridicini negative, cealalti fiind pozitivi in
intervalele (—7, —1); (—1, 0); (0, +1). 4. Sirul polinoa-
melor lui Sturm este urmitorul: X=2a"43z*— 42| 6221
122 —18; Xi=a"+22°—22%+ 22+ 2; Xo=—az*+22% 4,2
—102+18; Xs=—a}1022—19; X =842>—92—170;
X =22672—2402; Xs=-1> care prezinti pentru z= oo
patru variatiuni, pentru 2=0 trei variatiuni gi pentru g=--c
doud variatiuni; deci ecuatiunea are doudi ridicini reale:
una negativd si una poxitivé. 9. Sirul polinoamelor lui Sturm
este urmitorul: XEm5+5m‘—20x2~19w—2; X, =5+
202°—402—19; X:=202°+6022+362—9; X3=964a2 4
187267; X,=436512-+ 54571; X;=I?, care prezinti
pentru @==-—o0 cinci variatiuni, pentru =0 o variatiune i
pentru &=-c numai permanente, deci ecuatiunea are cinei
riddcini reale dintre care patru negative §i una pozitivi.
6. Sirul polinoamelor lui Stwrm fiind: X=a+pa+q;
9 8
Xi=92+p; Xe=—8pz—9¢; X;=— [(g) +(§) ] de-
ducem ci, dacik p>0 sirul pierde o variatie cAnd trecem dela
g=--o la x=-}Fo deci o ridicini reali; daci p<0 si
X3<0 asemenea o ridicini reali; daci <0 si X3>0 trei
raddcini reale; in rezumat, dacdi X3<0 o ridicini reali;
dacd X35>0 trei riddcini reale. 7. Sirul polinoamelor lui,
Sturm fiind: X= 2*"'+pa+tq; Xi=Q2n+1)a*"+p’

Xs=—2npz—2n+1)q; st—[(2nil)2n+l+ (2_)27;};

urmeazi c#, dacd X3 <0 ecuatia are o singuri ridicini reald;
dacd X3>0, ecuatiunea are trei radicini reale. 8. Sirul po-
linoamelor lui Sturm fiind: X =gz*+pat+tq; X,=3 x> 2px;
X:=2p’2—9¢; Xs=—[4p%9+27¢%], deducem eci, daci
X3<0 ecuafia are o singurd rididcinid reals, daci X;>0
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ecuatia are trei ridicini reale. 9. Sirul lui Sturm fiind:
X=z5— bpa’+b5pta+2¢; Xi=a'*— 3pa*+p*; Xo=pa’
—2p2a—q; Xa=piz—qa—p% X,=pP—¢?)z; Xs=+p’
si p>0, deducem ci ecuatia are cinei ridicini reale daci
p?—¢*>0 si numai o riidicind reald dacd p3—q*<0. Ea are
ridicini multiple pentru p5—¢®—0. 10. Daci presupunem
0<a<1, sirul polinoamelor lui Sturm este limitat la poli-
noamele: X=a*—22°+20z— a; X, =22'— 3z} 2;
X, =2'—2ag+2>0; cind trecem dela g=—° laz=+>
el pierde doui variatiuni deci ecuatiunea are doud riadicini
reale. In cazul cind &< 0 sau @>1, sirul polinoamelor lui
Sturm este urmitorul: X=z*—2z%+20r—a; X,=2a’—
3a2ta; Xo=a®—2az+2; X;=—2z+1; Xy=—1; el
pierde cAnd trecem dela 2=— la a=-+ doud variatiuni,
deci ecuatiunea are doud riidicini reale i in acest caz. Daci
a=0 sau #=1, ecuatiunea are riddcini multiple. 11. Sirul
polinoamelor lul Sturm este urmitorul: X=xz5+aa*+ b;
X, =52+ 4az?; Xo=4a’2’—522b; Xs= —b(5a+4a);
X,=3125b+256a5 Daci bX,<0 girul pierde 3 variatiuni
cand trecem dela @=— la #=-, deci ecuatiunea are
trei raddcini reale in acest caz; daci bX,>0 sirul pierde o
singuri variatiune cénd trecem dela z=-—c la z=-+F,
deci ecuatiunea are o singuri riidécind reald. In rezumat ecua-
tiunea are una sau trei riddcini reale, dupd cum: b(8125 b+
256a5)20. 2°. Siral lui Rolle este: f(—=e); F(0)=b

f(— j4ga)=256a5--|--3125b; f(4 ) pentru a <0, sau /(—°),

f (— 4—;—), £(0), f(4-) pentru a >0. Se regiiseste rezultatul

obtinut cu ajutorul sirului lui Sturm. 12, Sirul polinoamelor
lui Sturm este urmitorul: XEm4—6va2+ Bsg? — 40P —
3(@245Y); X, =a'—3Vr+B2—108; Xo=Vor+B*a*+
10Ba+(o2482); Xo=|(2+B) Vo2 +5—256%a; X, =—
(a24B2). Daci (a5+£32)\{ai+{32—25[33>0 sirul este limitat

la primele trei polinoame si cénd trecem dela z=— la
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0, el pierde doux variatiuni, deeci ecuatia are doud ridi-
cini reale; daci (22-}-(2) V¢9+B’—2552<0, deasemenea girul
complect pierde doui variafiuni eAnd trecem dela z=— oo la
#=-40; deci si in acest caz ecuatia are riddcini multiple.
13. Polinoamele lui Sturm fiind : X=a*—62'—4Pz+3
(@+38); X, =2'—-82—8; X,= *+f x—-(a24 3);
Xs=—(a®+[2) 2B (e244); X, =ast3as_gas B—pi—168°,
Curba X,=0 este simetrici in raport cu ambele axe de
coordonate; orice paraleld la una din axe o taie numai in
doudi puncte reale simetrice in raport cu cealalti axi; ea se
compune din doui ramuri parabolice tangente in origing, cu
tangenta dubli B=0. Pentru un punct interior uneia din ra-
murile parabolei [de aceeasi parte de exemplu cu punectul
(0, 1)] polinomul X, este negativ; pentru un punct in regiunea
(II) cuprinsi intre ramurile parabolice [de aceeasi parte, de
exemplu, cu punectul (1, 0)] polinomul X, este pozitiv. Cand
trecem dela 2=—o |, 2=+ pentru un punct din re-
giunea (II) sirul pierde patru variatii, deci ecuatiunea are in
acest caz patru ridicini reale: pentru un punct din regiunea
I (X,<0) sirul pierde 2 variatiuni, deci ecuatiunea are doud
radicini reale. Daci punctul este luat pe curba X¢=0, ecua-
tiunea are ridicini multiple. 14. Luind ca necunoscute tan-
gentele jumititilor unghiurilor triunghiului si folosind relatia

N A B el o B G
Zig 5l 5 1, deducem din a r'cotg2 +cotg2’|... adu-

i N O h ks s bonsen vt ngiied

nindu-le relatia: tg2 ig 9 tg 2 o apol inmultindu-le B
2 :

(L:) Ztgg—% dar abe=4pRr, deci Etgg=4R+’ si ca

urmare ecuatiunea problemii este: pz*~(4R+7) &+ pa—r—0.
Aceastd ecuatiune trebue si aibii toate ridicinile reale pozi-
tive. Formand siral polinoamelor lui Sturm, avemX = pa3—
UR+7) 24 pz—r; Xi=3p2*—~24R+r)z+p; Xo=[(4R+r)?
—3pla—2p(R—2+); XsE—[p‘—2(2R2+10Rr—r2)p"+
7(4R+7)%). Acest sir trebue si piardi trei variatiuni eAnd
trecem dela 2=0 la g=-+o0; deci pentru =0 trebue sji
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prezinte trei variatiuni, ceeace se intAmpld daci R>2r si
X3 >0, iar pentru =-0° trebue si aibd numai permanente,
ceeace are loc daci (4R+7r)2—8p2>0 si X3>0. Dacd
R>2r ecuatiunea Xs=0 in p* are ridicini reale distincte

s g o T (4R+-17)* . ,
ambele pozitive: p} <p3, iar valoarea Vel A este in afard
de intervalul ridicinilor, deci este de ajuns s luaim pi<p*<pi,
pentru ca problema si fie posibili. 15. Punand X=(z+9"+
(—2)™ +*: X, = (z+i)" 1+ (x—1i)" % Insemnim in general
X, =(z+i)" 7+ (@—i)" 7. Avem identitatea: X=2zX;,—
(@2+1) Xayor, Xpr1 =22 X, — (2> + 1) Xp-1.. Sirul polinoa-
melor X, X1, Xayeeey Xptls Xy Kp—Lyeeey Xm S€ bucurd de pro-
prietdtile polinoamelor sirului lui Sturm: 1° Ultimul polinom
X, fiind o constanti diferitdi de zero, pistreazd un semn
constant; 2°. Dou# functiuni consecutive Xp+1, X, nu se pot
anula pentru aceeasi valoare de , ciici in caz contrar proce-
dand din aproape in aproape ar urma si avem Xn==0, contrar
primei proprietiti; 3% Dacd X se anuleazi pentru o valoare
de @, avem neapirat Xp+1 §i Xp—1 de semne contrare;
49, In cazul de fatd X; fiind chiar derivata lui X, a patra
conditiune este indepliniti. Pentru 2 =—0o0 sirul de mai sus
prezinti numai variatiuni, iar pentru z=-} o0 numai perma-
nente, deci ecuatiunea X =0, are toate ridicinile reale.
16. Insemnénd cu X_:_—(a:-}—v?-_—_l—)”‘-F(w—VxT—_l)"‘ si de-
rivand succesiv de doui ori aceastd identitate obtinem rela-
tiunea de recurenti: m:X=zX"+(22—1)X", X', X" fiind
prima si a doua derivatd a lui X in raport cu . Insemnind
cu X® derivata de ordinul p a lui X in raport cu , avem
mai general relatiunea de recurentid prin procedeul inductiei
complecti: (m?—p?) XP==(2 pF+ 1)z X?H (a2 —1)X@+2) (R).
Sirul lui X, X, X",..., X®, X+ Xt+2) X se bucurd
de proprietiitile polinoamelor lui Sturm pentru —1<a<i41.
19) X,» fiind derivata unui polinom de gradul m cu primul
termen pozitiv, este o constanta pozitivi; 2°) Doud polinoame
X@#+) ¢ X@+2 consecutive nu se pot anula pentru aceeasi
valoare de z, ciici in cazul contrar ar urma si avem Xn=0,
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contrar primei proprietiti; 8°) Dack X®* se anuleazi pentru
o valoare de =1, cuprinsi intre —1 si +1, polinoamele
X7 gi X+ a4y semne contrare pentru z=uax,; 4°) X’ fiind
derivata polinomului X, a patra conditiune este indepliniti.
Observim apoi ci girul considerat, pentru z=—1 di X®
(m2—p2)E—(2p+1)X(”+l), deci el prezinti numai varia-
tiuni, dar pentru z=-1, prezinti numai permanente. Agadar,
cind trecem dela 2=—1 la r=-1 girul pierde m variatiuni
si in consecinti ecuatia X =0, are m ridicini reale in inter-
valul (—1, +1). 17. Insemnim cu X, primul membru al
ecuatiunii date. Intre polinoamele X, avem relatia de recu-

renti: XnE2nn_l (2+1) Xt _n-;l

noamele X, se bucuri de proprietitile polinoamelor Iui Sturm .
1°% Xo=-+1540; 2° Doui polinoame consecutive nu se anu-
leazi pentru o valoare de a, ciici in caz contrar din aproape
in aproape ar urma ci X, si fie nul; 3°. Daci Xy se anu-
leazi pentru o valoare de z, Xp+1 i Xp—1 sunt de semne
contrarii pentru acea valoare; 4° Avand relatiunea:

Xn+(x_1)Xn—IE27_lxX'n si observind c# daci X, se anu-
leazii pentru &=, a, nu este pozitiv, deducem ci Xn—18i X'n
sunt de acelasi semn pentru orice valoare care anuleaxd pe X,
Dar sirul polinoamelor: X,, Xn—1, Xn—g,..;X;, Xo pentru
Z==—00 prezintd numai variatiuni, iar pentru x=- o0 numai
permanente, deci ecuatiunea are toate radicinile reale. 18, Ob-
servind ci b este cuprins in intervalul (—2, +2), deci ex
—(5*—4)>0, sirul polinoamelor lui Sturm este urmitorul :
X=y"—T7y’+14y*—Ty—b; Xi=y*—5y*4-6942—1;
X;=2y*—8y*+6y+b; Xy=2y'"6y>+by--2; X =293+
by*—4dy—b; Xs=y>—1; Xs=y; X;=-41. Pentru y=—2
sirul prezintd numai variatiuni; pentru y=-+2 sirul prezinti
numai permanente, deci ecunatiunea in y avand toate ridici-
nile reale si cuprinse intre —2, -+2, ecuatia in z are toate
radicinile reale cuprinse in intervalul (—1, 4+1). Daci b=—2
sau b=+42 ecuatia are radicini multiple. 19, In conditiu-

(z '—1)2 Xn—2. PO“-
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nile puse, sirul Pi, Pit1,...,Pn se bucurd de toate proprietitile
sirului lui Sturm al ecuatiunii Pi=0, deci il putem substitui
siralui lui Sturm §i cum ecuatiunea Pi=0 are 2k ridécini
imaginare, acest sir pierde cAnd trecem dela z=—o° la
2=-F cu 2k variatiuni mai putin decAt numirul interva-
lelor, deci sirul lui Sturm corespunzitor ecuatiunii P=0
cind trecem dela z=—o° la =- 0 pierde un numir de
variatiuni mai mic decit m cu cel putin 2. 20. Punand
y=e ¥ si Pu(x)=¢"y™, observim ci avind y=—2zy;
y'=—2xy—2y; si din aproape in aproape daci Yy =
_sz(])—l)_g(p_l)y(?—-‘?) ¥ y(p+1)=_2my(p)_2py(p—1)’ deci
relatia fiind adeviiratd pentru n=2, este adeviirati pentru n;
y(kn) =il 2:3?]("_1) FEe 2ny(n—2) sau et y(n)= — 9 et y(n—l)_
2net?y™?) ceace e tot una cu Py (2)=—22Py1(z)—2nPa(x)
(I). Din relatiunea (I) deducem ci sirul polinoamelor : Pul(z);
—Pu-1(2); Pu-2(2); —Pa—s(a);...; ¥ Pi(z); £ Py se bucurd
de proprietitile polinoamelor lui Siwrm corespunzitoare
ecuatiunii: Pa(x)=0, 1° Po=-+1540; 2°. Daci Pi(z) se
anuleazi pentru o valoare de z, polinoamele din girul de mai
sus care il cuprind sunt de semne contrare; 3° Doudl poli-
noame consecutive ale sirului nu pot fi nule pentru aceeasi
valoare de z, cdci ar urma ca Py si fie nul, contrar Iui 17
In fine pentru a patra proprietate (esentiald) observim ci
avand: yM=¢"ZPu(z) +*+ ¥t (x)=¢"" [P'a(z)—22 Pa()]
deci din @y V= ¢’y (—22)—2ne”.y" D sau Pul(a)—
92 Pn(z)= —2z Pu(@) —2n Pr—1(z), deci pentru o valoare de
@ pentru care se anuleazii Pu(z), P'a(2) si [—Pu-1(a)] sant
de acelagi semn. Fie ci n este par sau impar pentru a==—o°
sirul are numai variatiuni, iar pentru xz=-}0c0 pumai per-
manente. 21, Polinoamele Py (a), Po-1(@),..., Py (), Po=-+1
formeazi un sir care se bucurii de proprietitile polinoamelor
lui Sturm. 1% Avem Po=-+15%0; 2° Doui polinoame con-
secutive Pi(z), Prt1(x) nu pot si se anuleze pentru aceeasi
valoare a lui @, cici relatia de recurenti arati din aproape
in aproape ci in caz contrar toate polinoamele panid la
P,=-+1 s# se anuleze pentru acea valoare; 3° Dacd unul
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din polinoame Pi(z) se anuleazi pentru o valoare a lui z,
polinoamele intre care este cuprins: Pryi(z) si Pr-1(x) sunt
de semne contrare pentrn acea valoare. Pentru a demonstra
cd polinoamele date se bucurii de a patra proprietate (esen-
tiald) a polinoamelor lui Sturm; cu ajutorul primelor poli-
noame determinim o relatie de forma: (1—a*) P (z)+nzPn(z)
—n Pn—1(2)=0 si eriitim ci ea este generald aritind ci fiind
adeviratd pani la polinomul de indice %, ea este adevirati
si cdnd schimbim pe » in (n41). Dar aceastdi din urmi
relatie arati cii, daci P.(z) se anuleazi pentru o valoare cu-
prinsd intre —1 si +1, Pa-a(z) si P'u(2) au acelag semn
pentru acea valoare. Dealtd parte, din aceeasi relatie rezulti
cid pentru x=-—1 douil polinoame consecutive sunt de semne
contrarii; pe cind, pentru 2=-F1, ele sunt de acelag semn.
Deci pentru z=—1 sirul care inlocueste sirul lui Sturm
prezintd numai variatiuni, pe cAnd pentru z=-}+1, numai
permanente, deci siral fiind complect toate ridicinile lui
Pu(z)=0 sunt reale cuprinse in acest interval (—1, +1).
22. Avem P,=1; P;(2)=uz: Py (z)=a2—2; Ps(z)=2"—3a;
1

Pile)=2'— 42°+2 $i in general punind: y”_l+yl,_1=

Pu1(z): deducem inmultind cu y- %:x relatia de recurenti:

Py (2) — @ Pu—t(x) + Pa—2(2) = 0 (I). Polinoamele P, (2);
Pni(x); Pu—2(x);..., Py (@); Py se bucurd de toate proprie-
titile polinoamelor lui Sturm, care le permit a inlocui sirul’
lui Stwrm: 1°. Avem Po=-41540; 2° Doui polinoame con-
secutive nu se pot anula pentru aceeagi valoare a lui z, ciici
contrar relatia (I) atrage ci toate polinoamele succesive pAni
la Py trebue si fie nule pentru aceeasi valoare, o imposibi-
litate; 8% Dacéi Pi(a) se anuleazi pentru o valoare a lui z,
polinoamele Piyi(x) si Pr—1(z) care-l cuprind sunt de semne
contrarii pentru acea valoare. Pentru a arita ci $i a patra
proprietate este adeviratd, stabilim, potrivit metodei din cazul
precedent, ci avem relatia:

(4—2*) P'a(2)+na P (@) —2n Prilz) =0 (I1) :
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deci, pentru o valoare de  cuprinsi in intervalul (—2, +2)
care ‘anuleazi pe Pn(z), polinoamele Pn—1 si P'n sunt de
acelasi semn. Pentru x=-}2, doud polinoame consecutive
sunt de acelagi semn; pentru z=—2 ele sunt de semne
contrare, etec.

XXVIL 1. Se va scrie a°(z—>5)+2*(82*— 62—200)+
(22> —152—100)=0. Valorile cele mai mici intregi ale lui
x care fac parantezele pozitive sunt respectiv: 6, 10, 12,
Deci limita superioari a ridicinilor pozitive este 12. Daca
insi gruparea se face astfel: a®(2z*—52®—200)+ 2(3z*—
62°—15)+ (22*—100) se giiseste la fel limita superioarid 8.
2. Limita superioari a ridicinilor pozitive este 3. Aflim li-
mita inferioari a ridicinilor pozitive, ciutind limita superi-

£Lye o 4 1
oari a radicinilor pozitive in transformata ecuatiei in =
adicii in 2? —322—2a2+1=0; aceasti limiti este 4. Deci

limita inferioaria a riad#cinilor pozitive este 1 Aflim limita in-
ferioard a ridicinilor negative, ciutdnd limita superioari a ri-
dicinilor pozitive pentru transformata in —z: 2*-+ 22—
3x—1=0; aceastii limitd este 2, deci limita inferioari a
ridicinilor negative, pentru ecuatia dati este —2. In fine,

5 1 . . :
cu transformarea lui # in —— obtinem o ecuatie a cirei
x

limitd superioari a riddicinilor pozitive este 1, deci limita
superioari a ridicinilor negative pentru ecuatia datid este —1.

Ihtervalele cerute sunt: (i’ 3); (—1, —9). 3. N(z)>0

pentru =0, " (2)>0 si f"(2)>0 pentru =1, f'(x)>0
pentru =2, iar f(x)>0 pentrun 2=3. Aceasta este limita
ciutati. 4. Cu metoda lui Newfon gisim FVP(z)>0 pentru
z=1, Y (@)>0 si fYV(@)>0 pentru =2, /" (2)>0 cind
z=3, " (x)>0, f'(2)>0 respectiv pentru =4, =5 si
f(2)>0 pentru z=6. Deci limita superioari a rdd&cinilor
pozitive este =0, mai scidzutd decit aceia aflatd in primul
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exemplu. Cu metoda lui Laguerre, trebue si formim poli-
noamele: fo(z)=1, fi(2)=gz—5, fale)=a*—5z-13. fslz)=
z*—522+3z—6, file)=a*—52°+ 32— 62— 200, fs(x)=
2’ —5z*+32°—6 22 —200 2+ 2, fol@)=2°—52°+ 3¢ —
62°—2002°+22—15 si fi(2)=f(a) si si cHutim valorile
cele mai miei, intregi ale lui @ care fac polinoamele fila)
pozitive. f1(x)>>0 pentrn 2=6. Vom cerceta dack =6 di
valori pozitive si in celelalte polinoame, ceeace se intampli.
Conchidem =26 este limita superioarii a ridicinilor pozitive.
5. Metoda lui Newton di 16 ca limiti superioari a ridici-
nilor pozitive, iar metoda lui Laguerre di 20. 6. Dupi teo-
rema lui Descartes, ecuatia nu are rididcini negative. Cu me-
toda lui Newton gisim limita superioari a ridicinilor pozitive
5. Ridicinile intregi trebuind si fie divizori ai ultimului
termen, 24 pot fi 1, 2, 3, 4. Verificarea aratd cii toate sunt
riddcini. 7. Metodi analoagii; se cautdi insi si limita infe-
rioard a riiddcinilor negative. Ridicinile sunt —6, —3, —2,
2, 1. 8. Ridicinile rationale sunt —8, —2, 2, 4; ridicinile
irationale sunt date de ecuatia z*—a-+1=0. 9. Ridicinile
intregi sunt 2, 3. Impirtind membrul T al ecuatiei la (z—2)
(r—8)=2a*—52+6, gisim 62— 13246, ale cirui ridicini

2 .
sunt 3 sl g 10. Riidicini intregi nu sunt. Pentru a obtine

o Yoo 2o . y
rididcinile fractionare facem transformarea T=5 pentru a

obtine o ecuatiune cu coeficientul primului termen 1;
y'—41y° 1945y —10584 y+ 37044=0, ale cirei ridicini
intregi sunt: 6 si 14. Ridicinile fractionare ale ecuatii pro-

6 14 3 2
L) .. 18 2 6 S 11, Ridzein: Al
puse sunt - si 91 S 75l g 11, Ridicinile sunt: —1

3 _%, g % 12. (2—2) Bz +1) (z— V2) (2 +V2). 18. —q,

%v tai.  14. Primul membru se serie z(@*+82?—4)+a
(2*+4z+4)=2z(z+2) (z—1)+a(z42P=(242)*(2>— +a).
15. a+1, %(aiVaz—tia). 16. q, a, -;—(—2uiv4a2—6).
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17. Observiim ci ultimul termen se descompune in factori
astfel: (@+b) (a+02) (b2 +b—a). Ridicinile intregi trebuesc
ciutate printre acesti factori sau produsul lor. Ridicinile
sunt: —(a+0b), —(a+b?), b>+b—a. 18. Prin procedeul

ridicinii intregi se gisesc ridicinile 2a, * ¢ si ridicinile

duble + vl—;i (G. M. II). 19. Se desvoltd si se giiseste —a,

—b si ecuatia @'+ (a+b)azta*+ab+02=0. (G. M. L).
20. Eliminand numitorul si punand zY3=1y, obiinem ecuatia
y®—8y—2=0, cu ridacinile —1, —1, 2. Ridicinile ecuatiei date

1 1 9 9 23—3 724 7412
sunt; ——= ——= — 21, Se va scrie —)

Y3 Vs Vs (-5
deci 2® —832'—4 2+ 12=0. Ridicinile sunt —2, 2, 3.

22, Aflim rididcinile intregi si fractionare ale membrului I,

=1

y

1
apoi descompunem in factori astfel: (z-+2) (m-—g)(z—l)‘
(#2+1)>0. a) Produzul primilor doi factori este pozitiv daci
2<<—2 sau w>% Factorul al treilea trebue sid fie dease-

menea pozitiv, deci z>1. Valorile lui  care satisfac toate
conditiile sunt #>>1. b) Produsul primilor doi factori este

! g0 .
negativ dacia —2 <<z <4 iar factorul al treilea care dease-

3

menea trebue sd fie negativ di: << 1. Inecuaiia propusi
i) i . 1 ;

este deci satisficutd i pentru ——2<-1:<§- 23, x=—1i

este riddcind a ecuatiei daci i<<xn—+1. In adevir avem:

1_1'_}_1?(7,'——1) t—1)G— )+ e 1)”_'_12(1 L n)

1 21 3! (n+1)!

Ci—Ci+Ci+... 4 (— 1)L Crtt; dacd i=n-+1, aceastd
expresie reprezinti suma coeficientilor desvoltiirii lui (z—1)"11,
deci este nulid; daci ¢<<n-+1, suma primilor i-+1 termeni
este nuli fiind suma coeficientilor desvoltirii lui (z—1), iar
ceilalti termeni ce urmeazi sunt nuli. Deci ecuafia admite
riddcinile —1, —2,... —(n-+1); acestea sunt toate ridici-
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nile, gradul ecuatiei fiind n41. 24. Se va pune z=yYq.
Rezolvarea se reduce la rezolvarea ecuatiei gy*+py-+1=0.
Analog se poate face transformarea si pentru ecuatia:

Ao 22m+1+ Az Z‘gm_l"l"A; £2"Z—3+...+A2m m+vm=0~
25. z reprezentind baza necunoscutd, trebue si avem:
3x3+4z’+5z+2=824. Trebue si aflim ridicina intreagi
si pozitivi a acestei ecuatii. Gisim o=6. 26. Numerele sunt
z si +4. Ecuatia este: (z*+42) (224+4)=1386. O ridi-
cind este =7, alte raddcini imaginare. 27. g reprezentind
timpul in ore, pe care Var pune prima fintin# si ample

L A R S ; Teapbyd) | 1

singurd bazinul, intr'o ori g’ar umple a:+ §+“‘ 3—{-
5

o din bazin. Deci ecuatia problemei este 2[—1— —5—-|-

z+6 : i z  bat6

p - 3 +ﬁ] =1.2=6. 28. Fie ABC triunghiul, % indltimea

varfului A, B’ C’ paralela dusi la distanta 2 de BC, D si E proec-
tiile punctelor B', C’ pe BC. Avem: 2z2[BD+EC+3DE]=h2 BC

sau 22 [BC+2DE]=72 BC. Dardin asemiinarea triunghiurilor
AB'C’, ABC conchidem: DE=BC =2 -, 429 —6ha?+-hP=0

este ecuatia problemei ,°. a:=gv x=h(1 i; Vi) 29. Dacii
ecuatia ar avea o riddcini intreagi a, ar trebui si avem .
fla)=(z—a) Q(z), deci 7(0)=—aQ(0), f)=01—a)Q(1).
Q(0) si Q(1) sunt numere intregi; rezulti ci unul din nu-
merele f(0), f(1) este sigur par. 80. In identitatea flz)=
(z—a) Q(z) se inlocueste @ succesiv cu b, b+1,...b+a—1
si se va observa ci unul din numerele b—a, b—a-1,
b—a+2,...b—1 este divizibil cu a fiind @ numere intregi
consecutive. 31, Presupunind z> 1, primul membru al ecua-
tiei, E, este mai mare decét " P(As+A, +...A,) —N(gmr1
+am 724 41), deci decat " P (Aot A+...A,)—N,

JA—D ___ Mm=p
ﬁ. Remlth, E>2"?(Avtdrt..+4;)—§ £
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Luind Ao+A:+.....+A,— >0, avem E>0; dar

TR e
Aot+Ai+.+Ay
32. Se noteazii cu u expresia datd, se ridici la cub gi se
afli u3—6u—40=0 .’. Expresiunea dati fiind rdddcini
reald a ecuatiei, rezulti u=4.

aceasta se intAmpli dac# presupunem z>>1-

XXVIIL 1. Ecuatia are o singuri riddicini reals, cuprinsd
intre 1,32 si 1,33. Aplicind metodele de aproximatie gisim
1,32474. 2. Ridiicina este cuprinsd fintre 4,3 si 44;
£(4,3)=—0,093 si 7(4,4)=4,384 ceiace arati cd ridicina
este mai aproape de 4,3; substituind 4,31 giisim -+0,342991;
aplicAnd metodele de aproximatie giisim 4,30213. 3. Ridicina
pozitivii este cuprinsi intre 24 si 25; 7(2,4)=—1176;
£(2,5)=0,125, £(2,49)=—0,011751, gisim z; =2,4908; ri-
dicinile negative sunt cuprinse in intervalele (—1,0), (-2, gy
giisim xs=—0,64; apoi din ot 2+ 2s=0, ay=—1385.
4, 28330. 5. 2,6458. 6. 2,8888; —2,7639; —0,1251.
7. 1,76030. 8.1,5185. 9. Ecuatia devine 4z°— 9c*z—4¢*=0
ridicina este cuprinsi intre 1,68 si 1,69. 10. Ecuatia este
o +3r2z—2r=0 .. 2=05960. 1l. Ecuatiunea este
x*—2Rz*+R*=0. O ridicini este =R, avem apoi ecuatia
2 —Ra?—Rz—R3=0 .. 2=1,8393. 12. Ecuatia probleme
este z(@—1)*=1 .". ®=17548. 13. Limita inferioari a
ridicinei negative este 0, deci nu avem ridicini negative;
pentru ridicinile pozitive putem scrie (z—1) (12 2*+5 252’4
62+6)—2994=0, ceeace arati ci avem o singurd ridicini
mai mare ca 1; 3,141544. 14. In identitatea sin 3a=3sina
—4sinda, se face sina=sinb0°=zx, sin 3a=sin 150"—%;
ecuatia este 3a:—4a:’=%; se giseste &= s:n50°=0,766.
19 A_B=2VR’—:02, —(-)6=& Avem 2VR2—m2+%2=a

sau 2z VR2Z—2? =az—R? .. 42* -+ (a2 —4R?)2*—2aR%2- R*=0
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este ecuafia problemei. Cénd a=R, ecuatia devine 4z*—
3R?*2*—2R%*z +R*=0 si admite rﬁdﬁcina z=R. Cand
a=2R, ecuatia este 4z*—4R*z+R‘=0, — R = (,254.
16. Notim r raza sferei si « distanta dintre cele doui plane.
281t (r—z) m0?—2a)s_®r®
3 3 3
obtinem ecuatia %*—8y-+1=0. Avem o ridicini cuprinsi
intre 0 §i 1 §i o ridicind mai mare decit 1 care nu convine
problemei .". y==0,3472. 17. Cu ajutorul teoremei lui Rolle,
gasim cd ecuatia are o singurd riddcini reald, pozitivi. Aceasti

Daci notiim y-—E

Avem:

radicind este cuprinsd intre 2 si 3, deci de forma 2+?1/

Inlocuim aceasti valoare in ecuatie si ficAnd operatiile,
avem ecuatia care di valoarea intreagd gi pozitivdi a lui y:
y*—10y*—6y—1=0. Ridiicina pozitivi a acestei ecuatii

este cuprinsd intre 10 si 11, deci de forma 10+%—- Inlocuind,

ob{inem ecuatia care di pe 2: 612°—-942?—20x—1=0.
Ridicina pozitivd a acestei ecuatii este ‘cuprinsid intre 1 sl

2, deci de forma 1+z—1t u este dat de 54«3+ 254 — 89u

2919344 o e
—61=0,... Redusele sunt; 110 1r 21 Se continui caleulul

péAn# se obtin doud reduse consecutive a ciror diferents este mai

mic# decat 0,0001. 18.(1,1,8,2,1). 19. Ecuatia are o singuri

riaddcind pozitivd, cum se vede cu teorema lui Rolle. Se repeti
1 1 5

cele aritate in exercitiul precedent. Redusele sunt — 1979

161, ete. 20. Ridicinile derivatei sunt +V%v sirul lui Rolle:

rimoa1<0, f{=\Z)>0, /(Y2 <o, fick-o0)>0. Bousi

. s .22 7 1
are o riaddcind pozitivi mai mic# decit v;: anume cuprinsi
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intre 1 si /—g si o riddidcind pozitivd cuprinsi intre v§ g1 2.

Deci ambele ridd#cini pozitive sunt cuprinse intre 1 e A
‘Deoarece 7(1,5) <0, ridicinile sunt cuprinse intre 1 si
1,5; 1,5 si 2 sau (%r g) sl (g’ %} Facem substitutia w=%
41 obtinem ecuatia y*—28y+56=0 avind doui riidicini
pozitive cuprinse in intervalele (2, 8) si (3,4). Pentru deter-
minarea acestora se procedeazi ca in exercitiile precedente.

21, Avem: 2°=0,0111-40,004797 22+ 0,000826 z; neglijand
ultimii doi termeni obtinem a'= i/0,0l 11=0,4065, valoare

prea micé; inlocuind in membrul al doilea pe z cu valoarea
5
-apropiatd gisitd, obtinem x=\/0,012228=0,41445, apoi

e

& =0,4147... Calculele se fac cu ajutorul logaritmilor.

XXIX. 1. Se stie c# pentru sirul wo, i, UL S LU
A ug=1n — Cp, vn—1+Cn ttn—s—... 4 (=1)" tto="_(--1)". Deci
A% g = (u —1)® =94 — 6.65 +15.48 — 20.85 +15.23 —

6.8+2=23 2. A‘m”=(w+4)”—4(a;+3)7'—|-6(m+2)”—
4(z+1)"+2a”; pentru p=4, Atz*=24 pentru p=5, Atgi—
120 2+240. 3. Fiind dat sirul de diferente u,, Aduy, A2uy,,..
Ao, un=uo+ Cn Ao+ C3 A2y +... 4 Ar g, gisim sirul :

1,412,382, 4, A‘y:sin(x+lz)—sinx=2singsin(—g-l-z—l-%)

h T h T h R\*
7A2 o S . fxit pude =l oy 4 —| = 29, —
y=2sin 2[szn(2+x+b+2) sm(2+x—|—2)] (2sm2)

T h . h)" A n
= —1 A? gy — — — 3
sin (2 2+a:+2 2) ete. A"y (2 sing| sin [w—l— 5 (m4- k)]

5, gy (@t nh) lat(n— 0% [+ (n—4) W%...
lz+(n—1) h]C;I [z+(n—3) ’l]C’S’ [+ (n—5) k]CZ. s

6. Notim y=2a>—T72-+7. Daci & este cresterea datd lui o
“(in cazul problemei A=0,1), Ay=(Ba>— 7 h+ 3z +1*,
Ay =642+ 615, A3 y=63 Observim ci A3y este constant
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egal cu 0,006 pentru orice valoare dati lui @ Pentru z=1
avem y(1)=1, Ay(1)=—0,369, A%4(1)=0,066, A3y(1)=0,006.
Dar cum A"t y(z)=A"y(x4-7)~Ary(a), rezulti A" y(zth)=
A"+1y(x)+A"y(m) deci se poate calcula diferenta de ordinul
7 a polinomului y pentru valoarea z-+h, adunind diferentele
de ordinul n+1 si » ale lui y pentru valoarea x; deoarece
cunoagtem, in cazul nostru, diferentele pentru valoarea »=1,
deducem diferentele pentrn valoarea z=1,1, apoi din acestea
diferentele pentru z=1,2, ete. Obtinem tabloul

#f 1 |11 |12 |18 |14 |15 |16 [17 |18 |19
_y| 1 | 0631 0.328 0,097-0,056-0.125-0,104/0,015(0,2820,559

.

= (0o |

441-0,3691-0,303/-0.281/-0.153-0,069|0,021| 0,117/0,219/0.327 0,441
A%y 0,066 0.072 0078 0,084/ 0,09 | 0,096 0,1020,108/0.114

A%| 0,006/ 0,006/ 0,006/ 0,006/ 0,006 0,006/ 0,006,006

7. Se foloseste urmitoarea formuli a lui Newton fx)=fla)+

r—a Tz —afr—a A2£(a) z—afe—a
h Afla)t h ( h _1) 1.2 el o\ & 1)

§ kL, An 5
(T 7 a_n_}_l)%'(a) unde a este primul termen al unei

progresii aritmetice cu ratia % si se cunoagte f(a), f(a-h)
f(a+2h), ete. In cazul problemei a=0, k=1, deci flo)=a+
zle—1), 2lz—1)(@—2) , 2(z—1)(2—2) (. —3)
1.2 + 153 i 1234 +e
8. 700=1, f(1)=—1, f(—1)=13. Fie ¢(a) si ¥(2) divi-
zorii de gradul II. Avem f(z)=¢(2). ¢(2). Rezulti ci ¢(0)
9 (1), ®(—1) sunt respectiv divizori ai numerelor 7(0),

(1), 7(=1) 5i eum 9(2)=9(0).(1—o9+ 5 9(1).(a o)+ 1

¢(—1). (@®— ), rezulti: a) pentru 9(0)=1, ?(1)=—1
¢(=1)=1, --2>—2-+1 dar acesta nu divide pe 7(z); b) pentru
?(0=1, 9(1)=—1, o(—1)=—1, —22*+1, dar nu di un
cit cu coeficienti intregi. ¢) pentru 9(0)=1, cp(1)=_1,
©(—1)=13, 5a®>—T7x-+1 care nu satisface problemei deoarece
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imp#rtind pe f(z) cu 52®—7z+1 nu se obtine un ecit cu
cocficienti intregi, ete. - 9. Proceden analog. Se giseste:
fl@)=Q2a®—ax+1) (2*+2—3). 10. 7’ (z) care este polinom
de gradul 6, fiind divizibil cu (@—1)* si (@41)* este de

7
forma a(z*—1)P=a(2®*—32*+32>—1); deci f(a:)=a(m7——

—w)+b. Dar 7(1)+1=0, f(—1)—1=0, de unde

rezulti a= ?6’ b=0. 11. F(2)=/f(x)+ (22 —1)* ¥(2),¥(2) fiind

un polinom arbitrar, iar f(z) polinomul din exercitiul pre-
cedent. 12, Daci pentru 2=ay, as...@m+1 polinomul ia res-
pectiv valorile A, As,... Amt1 si daci se noteazi @(z)=(z—a,)

k—-m+1 Az
(@ —as)...(z—am41), formula lui Lagrange este fla)= 2
=1 9lar)
¢(z) il L .
o, Formula lui Newton este aceia folositii in problema 7,
—ak

pentru prezenta punind a=a; si presupunind ci ca=a;+%,
as=as+h, etc., fl@)=A,, fla+h)=A,, etc. Cele doui po-
linoame de gradul m, astfel definite au valori egale pentrn
cele m—1 valori @y, @s...am+1 ale lui @, deci sunt identice.
13. Se va lua pentru numiritor polinomul dat de formula
lui Lagrange care ia valorile wo, #;...us, iar pentru numitor
un polinom in care ug, %y,... un au valoarea particulard 1.
14. Se va considera expresiunea u;=(z+1)™ ciireia i se va
lua diferenta de ordinul m: A™u=m! k™, apoi se aplici
formula A™uo=wum— Cnttm—1~4 Cntm—2... inlocuind, gisim
identitatea. 19. Fie up=(a-+pb)" 1 .". A" uy=(at+mb)"1—
Cila+(m—1)b]"'+..=0, m fiind mai mare ca p. Tinind
seama de acest rezultat, partea a doua a egalititii date se
anuleazi pentru x=a; la fel cele m —1 derivate succesive.
16. Se vor considera functiunile f(z)=1(22)* s o (z)=
(2417t ciirora li se vor lua diferentele de ordinul  ca
in exercitiile precedente. (G. M. X.). 17. Prima rezulti din
definitia derivatei. 42¢(x)=9(z+2%) —29(z+%)+ 9 (z). Dar
¢l@+2h) —9@t+h =19+ n+a 9+ h)—9(@@)=
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he'@ta . A2 g (@)= h[e (2t ) — ' (@) + & — o'

80@) ¢ (a+n)—¢ (z) , a—a” .. Q%)
%N 7 + 72 Deci iz_r)no P ek ().

etc. Cind % este foarte mic A?¢(x) este sensibil egal cu

”oP(g), 18. In formula f(x)=uo+x-hx° Ayt m_}; =

[z;z"-l-lJA’uo-l-... se va face up={(a), zy=a, apoi se va

tine seama de egalititile Af(a) =Af(a—h)+ 4% fla —n),
8% fla)=A f(a—h)+A%f(a—p)..., A fla—n)=Af(a—2h)+
A”7'((1-—212)..., etc., de ande rezulti formula ceruti. 19, Un
polinom oarecare se poate pune sub forma fle)=bz(z -1)...
(z—m-l—l)+b1a:(a:—-1)...(x—m+2)+...+bm_1:c+bm. Deci

insemnénd cu 4," diferenta de ordin 7 pentru =0, avem:

b
A (m_p'—1)= p
9 (m—p)!

temul celor m—p-1 diferente impreuns cu f(z), avem prin
rezolvarea unui sistem de ecuatii lineare, b; fiind necunoscutele :

NL 1 |t W
o e USOUE CERE DR

« In cazul particular f(z)=2z" forménd sis-

bp=

..............

Ny N NOSLLN

m—3°**"* Ym—p

XXX. 1. Si scriem ecuatiunea sub forma: sin w-—gm=0

! X . L 5
si reprezentind grafic curbele: y=sinx siy= 2% observim

ci dreapta y=§x este cuprinsd ic unghiul dintre tangenta

in origind la curbd §i axa Oy, deci ecuatiunea n’are alti
solutiune reali in afari de solutiunea evidenti z=0,

2. Seriind ecuatiunea sub forma sma:—-§=0 i construind

curbele y=sinz si y=§a observim ci# ordonatele dreptei

a 988 — 24
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b T
pentru =7 si x=27T sunt respectiv y=z<1 si

y={® >1; deci dreapta taie curba in afari de origind
in douid puncte reale simetrice in raport cu origina,

T
de abscise @, si — @ cuprinse in intervalele (?» ‘E) si

T
(— T, ——5) Ecuatiunea admite in total trei solutiuni reale.
3. Generalizarea chestiunilor precedente. Scriem ecuatiunea
: a :
sub forma: sinz— mx=0, unde m= 3 Construind curbele

y=sinx §i y = ma, insemnim cv Xy, X1, Xs,... abscisele
punctelor, pentru care tangenta la sinusoidi trece prin ori-
gind, de ordonate pozitive. Observim cd @o, 1, &s,... sunt
solutiunile reale ale ecuatiei: {gz—ax==0 cuprinse respectiv

in intervalele (27\3, 2ﬂ+7—2t); (475, 41r—|—g); (67t, Gn—l—-g),--.

ete. Dacii m>1, ecuatia n’are alti solutiune reald in afard
de #=0; daci 1>m>cosz, ecuatiunea dati in afard de
solutiunea evidentd =0, are inci doud solutiuni reale cu-
prinse in intervalele (0, @) si (—=, 0); daci avem

cos ) >m > cos®x, ecuatiunea datd are in afard de =0, incil

« . . . . T
sase ridicini reale cuprinse in intervalele (E, ﬂ): (2m, 3x);

si simetricele lor in raport cu origina, ete. 4. Scriind ecua-
tiunea sub forma: z —cosecz=0 si construind curbele y=z
si y=cosecr, deducem: c# ecuatiunea datd are o infinitate
de riidicini reale; ci la o solutie aflati avem totdeauna o
solutiune simetrici in raport cu origina; ridicinile reale po-

T
zitive fiind cuprinse in intervalele: (2/575, 2k7t+§) si

(Qkﬂ—l—g: (2k+1) 'n:), k intreg pozitiv. 9. Punem ecuatinnea

sub forma: z— cotgx=0, procedeu analog ca in cazurile pre-
cedente. Ecuatiunea are o infinitate de solutiuni simetrice in
raport cu origina dou# cite doudi, cele pozitive cuprinse in
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b
intervalele (k‘ﬂ?, kn- E)’ k intreg pozitiv. Cea mai micd ri-

. .. - . n .
diicini pozitivii este cuprinsi intre 0 §i g Folosind tablele

care dau arcele si valorile naturale ale liniilor trigonometrice
exprimate in pirti zecimale de ale razei, se giseste intre 49°
§i 50°% ciici pentru aceste valori z— colgz trece dela — la
+ . Caleulati cu patru zecimale exacte ridicina este 0,8603,
sau in grade 49°17°'80”, 6. Se vor construi curbele y=g™
i y=cosmz distingdnd patru cazuri dupé paritatea gi semnul
lui m. (G. M. IX). 7. Construind curbele Y=cosx—2sinz
$i ¥y =3, observiim ci ele se taie intr’un singur punet, deci
ecuatiunea dati are o singuri ridicini cuprinsd intre 0 si

n Cu ajutorul tablelor se gidseste cil aceasti riidicini este

cuprinsi intre 0,192 si 0,209. 8. Sx punem y=gagx-+b si
=sin2zx—tga=lgx.cos2x. A doua fiind o functiune perio-
dicd, de perioadi egali cu 7, observim cid studiatd in unul

b4 T
din intervalele de continuitate (— 5-}—8, +§ — E) este cu-

noscutd in tot domeniul de existentd. In fiecare din inter-
valele de continuitate ea are un minimum si un maximum
simetrice in raport cu punctul de ordonati nuld, trecAnd dela
ordonata -+ o la — ©0; deci dreapta y=az+b taie pe una
oarecare din ramuri in cel putin un punct. Asadar, ecuatiunea

datid are in fiecare din intervalele (kﬁ—g—ks, k‘ft-l—g—e)

cel putin o ridicind reald, iar in total o infinitate de ridi-
cini reale. 9. Construind curbele Y=sinz gi y=2x—6 se

vede ci dreapta taie curba sinusului intran singur punet,

deci ecuatiunea dati are o singuri ridicini reala cuprinsi
intre 7—; $i 7. Punand f(z)=sinz—2z-}86, avem, folosind
tabelele in care giisim arcele si valorile naturale ale liniilor
trigonometrice, ci f(175°)5f(180°—5°)56,26081—6,28318<0
si f(174°)Ef(180°—6°)56,31367—6,28318>0, deci riadi-
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cina e cuprinsi intre 174° gi 175° sau, in pirti zecimale de
razd, intre 3,03706 si 3,05443. Intrebuintind metodele de
aproximare putem obtine o valoare mai apropiati a ridécinii.
10. Punem f(z)=¢*+e¢2— 2. Dacil z este negativ, f(z) >0,
deci ecuatiunea f(2)=0 n’are ridicini negative. Intre 0 si
~+o0, flz) este continui, iar derivata ei se anuleazii pentru
=L (1+V2). Sirul lui Rolle di £(0)>0; f[L(1+V2)]=2
[Ve—L(14V2)]>0, f(+o0), deci nici o ridicini reals.
Asgadar, ecuatiunea datii r’are ridicini reale. 11. Functiunea
y=¢e"—ax—Db continui dela — oo la - 00, Daci a<<0, sirul
lui Rolle prezintd o singurd variatiune, deci o singurd ridi-
cind reali pozitivd pentru b>1, nuli pentru b=1 si nega-
tivi pentru b<<1; dacii a>0 sirul lui Rolle prezinti dou#
variatiuni sau nici una dupii cum y(La)§O; deci doud rdadd-
cini reale pentru b=>a(1—La) si niei una pentru b<a(1— La).
12, Punem ecuatiunea subt forma: z—logaz — 2,40993=0.
Construind curbele y==a— 2,40993 si y=1logax gisim c#
ecuatiunea are doui ridicini cuprinse in intervalele (0,1), (2,3),
care calculate cu patru zecimale sunt 0,0039 si 2,8674.
13. Avem din ecuatiunea dati (%) =g 7908 **x ecuatiunea
log (x+5)— = logg — log —g=0; construind curbele date prin

; 5 .
y=log (+5) si y=xlogg+log§v gisim cid aceste doui

curbe se taie in dou# puncte de abscise cuprinse intre: (9,10)
gi (—8, —4); giisim pentru valorile aproximative ale riida-
cinilor: 2,=9,728 si 2;=—3,734. 14. Construind curbele

zﬂ

]
y=10" i y=x giisim ci ecuatiunea are doui riidicini reale,
care calculate cu patru zecimale exacte sunt: 0,1002 si 4,0029.
15. Din ecuatiunea dati, deducem rezolvind-o in raport cu

T
€® urmitoarele doui ecuatiuni: e¢*-1g (Z_i_:) =0 (1) s

T
€* -+ cotg (Z—§)=O (2). Se observi imediat ci daci —xp
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este o rddicind a uneia din cele doui ecuatiuni, atunci ay
este riddcina aceleasi ecuatiuni; deci ridicinile sunt dou#
cAte doui numere contrarii. Ecuatiile (1) si (2) au o infini-
tate de solutiuni fiecare. Observim apoi ¢d ¢ fiind o func-
tiune cu valori pozitive, ecnatiunea (1) are ridicini numai in

3 3 ® @ & -
intervalele in care #g (2—5) este negativil; asemenea ecuatia

b
(2) are riddcini numai in intervalele unde cotg (Z—g) este
vegativid. Pentru caleulul celei mai mici ridicini pozitive, este
mai comod a desvolta in serii pe (¢*+¢—%) si cosw, gi gisim
intrebuintind metoda aproximatiilor succesive z=28751....

st b
16. Funetiunea u poate si fie scrisi: u= co::; —14Lig (——f)-

Ficind z=2k7"+ =z, avem u(2kn—+g)= smzxo L B
cos®xy

T
Lig (z—%)) =u(z,); deci daci @, este o solutie a ecuatiei date

u(2)=0, toate valorile z=2kn+z, (i intreg) sunt solutiuni.
Este de ajuns sii determinim intr’un interval de lungime 27
solutiunile ecuatiei date pentru a le avea pe toate. Functiunea

sinx A ;
v(@)==————1 fiind reald, pentru a avea in un interval o
cos®x
§ ey X s
solutiune, trebue w=Lig (‘—1—5) s fie reald in acel interval.

Gisim ci functiunea w este reald in toate intervalele eon-

gruente cu intervalul (—gw -l—g) fatd cu perioada 27. Func-

T
fiunea u la capetele intervalului (—— b —I—g) este infiniti

T b1 y r Qsin’z
_—— = OO —_— == o0 — 51
7] ( 2) , U (-I— 2) + y 1ar Uz coev% pastreazi

un semn constant in tot acest interval, deci existi o rads-
cind in acest interval si cum %(0)=—1 ea se gésegte intre

0 si —f—g 17. Seriind ecuatia subt forma: zlogzr—1=0,
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se observi cd functiunea u=galogz—1 pentru toate valorile
loi << 1 este negativd, iar derivata se anuleazi pentru
x=0,1 trecind dela valori negative la valori pozitive, deci
pentru 2>>1 este continuu cresciitoare. Ecuatiunea are deci
o singuri riddcind cuprinsd intre (42, +3), care calculati
cu patru zecimale exacte este #=2,5062. 18. Construind

4
curbele y=4-——;w‘ §i y=1lgwx, se vede cid ecuatiunea dati

are o infinitate de ridicini; dacd av este o ridicina a ecua-
tiei, —ao este deasemenea o riadicind a ecuatiei; radicinile
pozitive sunt in regiunile in care fgx este negativd, deci

3 " u 3m
cuprinse in intervalele: (o) T|;

57T )
B) 2127‘:),(2’3W ol [ 3
sind la o parte ridicina =0, primele doui ridicini pozi-
tive calculate cu patru zecimale exacte sunt 2,5633 si 6,0597.

(Aceastd ecuatiune se intalneste in teoria vibratiunilor corpu-
rilor elastice, solutia datd de Poisson Mém. Acad. Scien. t.

e2x+e—2z e4x _I_l

VIII). 19. Avem ecuatiunea esz_’;_2=O ikt i

. L3

—2=0 5% '*=3 % z==r 20. Observim ci y este
discontinufi in origind, cdci cAnd z=—¢ (¢>>0) tinde citre
zero, y tinde citre 0, iar cAnd z=-}¢ tinde ciitre zero, ¥

creste la -+ o0; apoi Iiz)rz ogg=—~00, lim °g=+0° Derivata %’

se anuleazi pentru z=-}1 trecAnd dela valori negative la

valori pozitive, deci y este minim pentru z=1 si avem
1

ym=-e. Tdind curba reprezentativd a functiunii y==ze”, cu
1

dreapta y=a, deducem c# ecuatiunea ze®—a=0, cind a<0,
are o singurid riadicinid reali negativii; ecind 0 <<a<e, nici
o riadicind reald; iar, cAnd a>>e, are doui ridicini reale po-

zitive. 2l. Seriind pe y subt forma: y=z-+ %Ltg G—%}

’ 1 T T
* =1 —=— 5in i _— = -
Fe gy =1 T Se deduce ci in intervalul ( 5 2) fune
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tiunea y are un minim negativ si un mazim pozitiv, deci
curba reprezentativi a variatiunii taie axa 'z in trei
puncte (adici y se anuleazi pentru trei valori reale ale lui

z) deoarece y (— g) =400, y (g) = — 09, Curba trecénd prin

e - : § z_et—e "
origini, una din valori este =0. Ecuatiunea tg§=m

2z
04T — x
te sd fi isdi subt formele succesive: ———— ={g -~
poate si fie ser u m ucces PN R Rl Ay

1—tg
2
AR |

Lty =

+ 193 )

de unde rezulti proprietatea enuntati. 22. Studiind varia-

tiunea functiunii y=arctga:—-rxm2, vedem c# derivata

fiind constant pozitivi, Yy este continuu crescitoare; avind

T

y(—°°)=arclg(—°°)=§+€ si y(+ )=arctg(+ c0) =
T

+2

curba corespunziitoare este cuprinsi intre dreptele paralele

A o Y > T k...
y=—3 sy + 5 Asadar, daci m<< 5 sau m>-+ )

¢, deducem ci reprezentnd variatiunea functiunii,

n T
ecuatiunea dati n’are ridicini reale; daci — §< m<< g ecua-

fiunea are o raddcind reali. 23. Observiim in primul rand
cd dacd in ecuatiune schimbim pe x in —a, ecuatiunea nu
se schimbi, deci daci z, este o ridicini, —z, este dease=
menea o rididcinid; este suficient deeci si ciutim numai radi-
cinile pozitive. Calculand derivata functivnii y=arctge—mae,

-+ Laaslk

P m 4 . 3 2
avem y = —m 122 Dacd m este in afara intervalului

(0, +1), derivata nu se anuleazii, pentru valori reale ale 1u1w
deci y n’are nici mazim, nici minim, deci in afari de radacma
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evidentd =0, nu are in acest caz nici o alti ridicini reals
daci 0<<m <1, in intervalul (0, +o0) derivata se anuleazi;
pentru a:=V'(1—- m):m trecind dela valori pozitive, la valori
negative, deci y trece printr'un maxim pentru aceasti valoare

. n .
si cum y(+00)=§—€—°°=—°°, ecuatiunea pe lingi

riiddcina =0 mai are o ridiicind pozitivi @o> V(1 —m): m.
sin(z—a)
sintx
servim in primul rind ci y este o functiune periodici de
perioadd 27; vom studia deci variatiunea lui 4 in intervalul
(0,2m); functiunea devine infinitd la capetele intervalului si
pentru z == §i anume vy (0)=— oo; y(27m)=—o gi
y(+7)=-+o dack sina>0 si y(0)=- o0, y(+27)=—o,

y(m)=—o0 daci sin®<<0. Calculand derivata, observim ci

3+ Y9—16 tg*«
21g o

24, Studiem variatiunea functiunii y=

(2>0). Ob-

y'==0 pentru tgaz= » deci cAnd g% este cu-

: B 3
prinsd intre —3 H +Z Dac#d tgo are o valoare in afara

¥ . 3 3 :
intervalului (— & +Z)’ derivata piistreazi un semn constant

in cele douii semiintervale de continuitate (0, %) gi (7, 2%), deci
ecuatiunea considerati oricare ar fi valoarea lui m are céte
o ridicind reald in fiecare din semiintervalele de mai sus.
puey Sl 3 3 :
Dacii g% este cuprinsi in intervalul (—— 7 +Z)’ tgx deci z
are cite doud valori reale in fiecare din cele dousi semiin-
tervale (0,7%) si (%, 27), deci in fiecare functiunea admite cite
un mazxim ym, §i un minim Ym. Dacd m este cuprins intre
%1 §i ¥y ecuatiunea datd are in acel semiinterval trei ridicini
reale; dacd este in afard de intervalul (yi, ys) ecuatiunea are
o singuri riddcini reald. 25, Observim in primul rind ci
. ool .
functiunea y=ge 2 ?/ este discontinud pentru x=0 si
anume daci €>0, avem y(-—&)=0 si y(+<e)=+ cand
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€>0; apoi y(— o)=—o0 g y(4)=0. Calculsnd deri-
vata observim ci ea se anuleazi pentru douii valori

o o & _w
:n|=tg§<a:g = colg 3 ciei 0<§<Z- Tdind curba repre-
zentativii a variatiei lui y cu dreapta y=m (m>0) deducem

o
ci: dacd m > cotg§ €% o singuri riddcini reali in intervalul
o o o
(O, tg—2-) ; dac# tg§e+°°"°‘ <m<cotg§e"°""“ avem trei ridi-
cini reale cuprinse in intervalele (0 tg ) (tg—, coty 2)
(cotg 00) daca m<tg e°°”‘ avem o singuri radicini

reali mai mare ca catgﬁ- 26. Studiind variatia functiunii
esz’—l
z+V22—1

interval de realitate si creste dela +1 la 4o in al doilea
interval de realitate; deci daci m este in afari de intervalul
(—1, +1) avem o singurd ridicind reald totdeauna; daci
—1<m<1 nici o riidicind reali. 27. Insemnénd cu @
unghiul la centru corespunzitor arcului MD ecuatia problemei

Y= vedem ci y descreste dela 0 la — 1 in primul

este P+ sinp= T—2t «*x log sin 9= log (:—; — <p) ; se giseste

$==0,83171 sau 9=48°4018". 28. Insemnind cu 2% arcul
MN, ecuatiunea care di pe @ este 2[§+%sin(ﬂ—¢)]=?—;’
sau <P+sinq>=g- Se giseste 9= 0,5362 sau 30°43’33".

29. Tnsemnind cu ¢ arcul sectorului, ecuatia care determini
pe ¢ este: 9=2sin® care di ¢=1,89549 sau in grade
108°36"13"”. 30. Observiim ci punind y=agz— —f(x), avem
yz=a—f (), deci in conditiunile problemii ecuatiunea de-
rivati n’are nici o riddcind reali.
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XXXIL L. AmplificAnd ecuatiunile respectiv cu by si —as
si adunind; apoi cu —by si ao si adunind avem:
(ao bz_azbo)l'"‘(ax by —as b1)=0
(a0 by —ay bo) x+ (a0 by —as bo) =0

intre care eliminind pe z avem:

aobz—ﬂzbo albz—(lgbl
aocby —ay by agbs — as b
sau incd: (ao by — ay bo)2— (a0 by — @1 o) (@1 bs — as by)= 0.
2. Din sistemul dat deducem: (p — p)z+ (g — ¢)=0

(@—q@a*+(pqd—p g =0; deci eliminantul: (p — p')?
(pg—p'9)—(g—q"). 3. Prin acelas procedeu se ajunge la
eliminarea lui @ intre ecuatiunile urmiitoare: (a, bs — as bo)
@*+(a1bs—asby)z+-(asbs— asbe)=0; (aghy— as bo) x>+ (aoby—

as bo) x+(aq bs — az by) =0 si se aplicd rezaltatul de mai sus-
aﬂ m

ac
4. Punem: a"=—, 2"="T st —=1_ deci: any""_fn—0;

T T
ecuatiunile devin: “+p[3+q7—0 atp Btqg'r=0 x*«

o

=0

pq'——p’q=q q'=p'l » deci eliminantul este: (pg'—p’q)"
(' —p)""—(g—q)"=0. 5. Se observi cizy=—1; elimi-
nantul este (12—y)(1—y+y*—...—y"'+¢*)=0; iar in
cazul general: (m—1—y) (g)—;;—l—ty:l—_..é;' y"'“2)+ bg ((;rt BM.
VL). 6. Avem: 2= til_:;i M P ETH. *ie 2 1+t"
asemenea avﬁnd% i+§z # % a2+z22 li2t" deci elimi-
nantul este: (a*+8%)?—¢®(a> —4?)=0. 7. Din ecuatiile

[ g\2
date, deducem: L—‘:—) =(u+a)(v+ a);....... ; apoi sistemul:

2
uv+a(u+v)—(§)s+a2=0;...; deci eliminantul este:

2

o (e
2

1. —(§)3+b2 =0;
2

1 ¢ —(% et
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sau inci (b— )( )s—l-(c—a)( )%-]—a b)( )§+(a—b)

(b—¢)(e—a)=0. 8. Punind z=ru, y=rv, sistemul devine:
u(1420%) =0, ¢(1+2u2)=8, w2+v'=1 (unde ¢=:av B=—b);

v
sau incdi: u(u®+3v¥)=2, v(3u2+02)=P; w*+12=1. Adu-
nind si sciizind primele douii ecuatiuni ob;mem utov=
(=4 B), u—v=(a—B)%. Eliminantul este: (a-+b)i+(a —b)?
=2/t 9, Din sistemul dat se deduce imediat sistemul echi-
valent: 2(2*+3y*—6y—1)=0; 3a2(y —1)+(y—1)(y* —
2y —3)=0; care conduce la ecuatiunea in y: 8(y 1)%(y2—2y)
(y*—2y— 3)—0 Admite sistemele de solutii: (—2,1); (—1,0);
(—1,2); (0, —1); (0, +1); (0, +3); (+1,0); (+1, ) CE2, £1).
10. Punind @+y=u, 2—y=v sistemul devine: uv=1;
w?+v2—4u+2=0, care conduce la ecuatiunea: u —4u3+
2u®+1=0, sau (u—1) (u® —3u?—u—1)=0. Pentrn u=1
avem =1, y=0. Forménd sirul lui Sturm pentru al doilea
factor: X=u*—3u’—u—1; X,=3uw*—6u—1; X,=2u-+}1:
X3=—11; giisim ci ecuatia u*—3u*—u—1=0 are o sin-
gurd rididcind reald cuprinsi in intervalul (43, 4+4), etc.

11. Punem a=%‘: y=tx, avem: x+13=0; ta?+ofzt+ala=0

% x=—1% y=—1t* deci pentru ca z si fie real, trebue ¢

si fie real i t*—at—a2=0 (1). Ecuafiunea derivati

3 o
41®—a=0 are o singuri ridicini reali tl=\/z si 4f(t)=

ety —4at, —4ol=—3al, —4a=_3a (trl-%)- Pentru
>0, t,>0 «*s+ 47(t)<0; pentru 2<<0, #;<<0, deci
4/(t)<0. Agadar, avem totdeauna doui ridicini reale pentru
ecuatiunea in 7, deci pe ldngd solutiunea banali, doud sisteme
de solutiuni reale comune pentru sistemul de ecuatiuni dat.
12. Aplicand teorema lui Rolle se vede ci ecuatiunea dati
n’are ridicini reale; punand deci 2=a+iy, unde = siy
sunt numere reale, géisim pentru determinarea lui @ si y sis-

e A e
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temul de ecuatiuni a*—@a?y?ty*—a+1=0; 42°—
42y*—1=0 si eliminind pe y giisim: 642°—162>—1=0.
Punind inci 42’=u, avem: ¢(u)=u®—4u—1=0. Cu ajutorul
polinoamelor lui Sturm gisim cd ¢(u)=0, are o singurd ri-
ddcind pozitivi cuprinsii intre 2 gi 3. AplicAnd metoda de
aproximatie a lui Newton, gisim: u=2,1149, deci z=+0,7271,
iar riddcinile imaginare sunt: -+ 0,7271 + 0,4888 ¢;

—0,7271+ 0,9624¢. 13. Formand polinoamele lui Sturm se
vede cil ecuatiunea n’are ridiicini reale; deci punind x=az+1iy
deducem ca z §i y reali: sunt determinati de sistemul:
at—6zty’tyt—22+3=0; 22°—22y*—1=0 =*=«

p=2T =g — L 9le)=16a"—124*—1=0. Pu-

nand 2?=u, avem f(u)=16u*—12u—1=0. Formand sirul
lui Rolle, se vede ci f(u)=0 are o singuri ridicind pozitivd
cuprinsi intre 0 gi 1; deei putem pune: z*==cos® **x

cos 30 = % ¥ 22=00530°10'=0,905 »*+ = +0,951 =%

y1=+*0616 si y:=1,195. (G. M. XIIL). 14. Punind

ti
x—y="1 si folosind a doua ecuatiune, deducem: x= 24;; )
24 — 2 X . 24 —4t—82 _ . )
y=—g; - apoi din ultima = S T Prima ecuatiune a

sistemului devine: %+ 61*-+ 24 —15204241152¢-+3456=0,
care se descompune in t—2=0 si f(t)=t*+8*+40¢*—
1440¢—1728=0. Ecuatiunea f({)=0 are o ridicini pozi-
tivd cuprinsi in intervalul (8;9) si una negativi cuprinsi in
intervalul (—2, —1). Calculate cu dous zecimale exacte aceste
ridicini sunt: #3=8,76 si f3=-—1,17. Sistemul dat are in
total cinci sisteme de solutiuni finite. (G. M. XXXIL p. 175),
15. Dacid presupunem z=0 sau =0 suntem condugi la
solutiunile: z=y=0, x=00; g=x=0, y=00; y=2=0
=00, Dacii 540, 2540, sistemul poate fi seris sub forma:
(xx—y) x—2)=0; (x—9)(z+y—1)=0; ax*+t2y—1=0
1% 2=z, 2=y; a2?F2y—1=0 * z=y=z; 2+ —1=0,
Siral lui Rolle prezinti o singurd variatie pentru ecuatia

=G —
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¢ () =2+ —1=0; are o riidicini reali pozitivii cuprinsi
intre % $i§ sau (0,75; 080). 2% 2z=2; y+a—1=0;
2 +ay—1=0 «*« y=1—z si ecuatia 2°—22+2—1=0
% (2—1)(2°+1)=0 deci: a=x=1, y=0 si a=2=+34,
y=1Fi 3" 2=y +* y(z—1)=0; dar 2540 +* y540

deci z=1 gi 2’+2—1=0, care dau: z=1, y=x=%
(—1+V5). 40, zx—y=0; z2+y=1; z2?tay—1=0 +*
el taytar—y—1=0 +* 222 Fa=y+1 w=?2;+i»

y=1—x; 2®—22+831—1=0. Sirul lui Rolle arati ci
ecuatiunea are o singurd ridécini reald pozitivii; ea este cu-
prinsi intre% si %» adicd in intervalul (0,4; 05). (G. M.
XXXV. p. 266). 16. Ridicand prima ecuatiune la pitrat si
la cub si tinind seamii de ecuatiunile celelalte obtinem :
Zry=14; 78+322%(7T—2)+62yx=343 +*+ zyx=38, deci
Z,y, # sunt rididcinile ecuatinnii: *—7#24+14{—8=0 sau
(t—1) (t—2)(t—4)=0. Cele sase sisteme de solutiuni co-
mune se obtin ficAnd toate permutirile cu ridicinile 1, 2, 4.
(G. M. XLL p. 310). 17. Procedeu analog ca la precedenta;
x, Y, %, w sunt radacinile ecuatiunii: *—10#°4-35¢2—507+24=0,
care admite ridicinile intregi 1, 2, 8, 4; sistemele de solu-
tiuni se obtin permutidnd in toate modurile posibile aceste
ridicini. 18. Insemnand cu y si 2 catetele, cu « ipotenuza
i u iniil{imea corespunzitoare, avem ecuatiunile: u?z=05%;
ytr=a; y’+2*=2; uz=yzx * W2z=>5" si 2*2zu=a?,
de unde deducem ecuatiunea in % urmitoare: (u)=a2u*—
2% u?—b°=0. Forméand sirul lui Rolle, deducem ci ©(u)=0
are numai doud radicini reale: una negativd i una poxitivd,
singura care convine problemii. CunoscAnd aceastii ridicin,
determinarea lui  este imediatd gi deci a sistemului care di
pe ¥ si 2. In cazul b=a, observim cii ¢(u,a) este omogen;
deci punind: u=aw, avem ecuafiunea in » urmitoare:
¢ (v)=v*—20°*—1=0, care are ridicina pozitivid cuprinsi
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e
intre 2,105 si 2,110, ete. 19. Ecuatiunile care dau szn§=a:

si sing=w sunt: 42°—3z+a=0 si 162°—202°+52—a=0.
Pentru ca si aibii o riddcind comun#, trebue ca si avem:
a*(8a*—8a’+1)=0 +* a=0; a=i%\/m 20. Punem
lge=y si cotg2% =g, pentru a obfine ecuatiunea care di pe

Sy—y®

z, avem si eliminim pe g intre ecuatiunile 1—3y°

a si
1—y?
2y
6az+(1—a?)=0. Cand punem fg22=g rezultatul se deduce

=g; eliminantul calculat este: 2az®—3(1—a%)a®—

1
din precedentul ficind transformata in = Acum punénd in

o e a W) >
aceste ecuatiuni ; =0, ecuatiunile devin: ba*—32*-3bx
a

1_
+1=0, 2®*—3ba?—32z+b=0. Ele au riidiicini comune, daci

o
b=+1,san a=+1+V2 21, Ecuatiunile la care satisfac cos -

3
sl cosg sunt 42°—3x—a=0 si 162°—202°+52—a=0. Con-
ditiunile ca si aibd riddicind comund, dau: a=0; a=—1;

)2 V2 r
a=-+1; a—+Tz; a=—?~ Pentrun a=0, ridiicina comuni

este =0, celelalte fiind date respectiv de: 4a2*—3=0 si
16 2* —2022+5=0; pentru a=-+1, avem: (z—1)

(42 +4z+1)=0 si (—1)(4a*+22—-1)?=0; ete. 22. Fie
ecuatiile: f(z)=a*+pia®+p.2®+psz+p.=0 si (@) =2+
@ 2*+ga*+gsx+ g =0. Daci p,54q.5%0 si ecuatiunile
f(@)=0, 9(x)=0 au trei ridicini comune, acele ridicini

satisfac gi ecuatiunile: flx)—9(z)=0 si [g./(x) —p. CP(z)]£=O

adicid ecuatiunile: (p; — q)a® + (p. — q2) 2+ (ps — gs)z -+
Pi—q=0 si (ga—pi)2®+(p1g:— peq1)2* +(p2qi—pi g2) -+
(78 gs—p4qs)=0 trebue sii aibi toate ridicinile comune, iar
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DHrh | D¢ g
Ge—Ps DP1Qa—DPih
Ps—Qs —_ Pi—4q

1). Reciproe, daci 0 si
P2 qi— D mm—mm() i P70 5

avem conditiunile (1), ecuatiunile: f(2)—9(z)=0 si
94 /(@) —pi 9(2) =0, avand trei riidicini comune, avem aceeasi
proprietate pentru ecuatiunile: f(z)=0 si ¢(z)=0. 2°. Dacs
Pe=q, 540, presupunénd ci i, s, 23 sunt ridicinile comune,
Ps =
Iy &s Il's_zl T T3
f(@)=0 si 9(2)=0 in acest caz au toate patru ridicinile co-
mune si trebue si fie identice ciici po=go=1. 8°. Daci
P70, ¢.=0; ecuatiunile f(z)=0 sl _t%x)=0 trebue si aibi
drept cel mai mare divizor comun al polinoamelor f(z) si
9(a) P2— Qs

— chiar pe M: de unde se deduc coditiunile: =—= =
x x Q1

pentru asta trebue si avem:

" - - .
deducem ci ', = =a 4, deci ecuatiunile

z%=%‘—=pl—ql. Reciproc aceste conditiuni spun ci
2 3
ecuatiunile f(z)=0 si 9(2)=0 au trei riddcini comune date

de ecuatiunea q%x)=0. 4° pi=q,=0. In acest caz ecuafiu-
nile f(z)=0 si ¢(2)=0 au ridicina comuni x=0, deci
pentru ca ele sd aibd inci doudd ridicini comune, presupunind
P1—q P2—qy P3—aqs

0 trebue ca = —= ete.
allte Os—Ps Dr1Gs—DPsq1  DP2ds—Psqs
Pentru generalizare, procedind in acelagi fel, giisim conditiu-
nile ca douii ecuatiuni de gradul n si aibd (2—1) ridicini

comune. 23. Formim ecuatiunile f'z(a;y)5+2—|—
Bt (£+!/_)
B g
Y Y

_y_____m_.= . = — % —_———— =
x2+y2 a’ Oy f‘y('??, Z/)— 2‘,33 yz $2+‘y2 b2 0.
(Gt

Wi a

Forméand ecuatiunile: z /-y =0 si D*yf.—alzfy =0,

o P =
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b2 y2+a2z2 bt — gt
2+ o T atht

care poate fi inlocult prin urmétorul: ax=acos¥; y=bsin P

b:y2+aiwz bt —at Fa LAl =
P e 7Y 2zy=0; a cirui rezolvare se reduce prin

avem sistemul: —+y —1=0, zy=0,

urmare punind: g9==1%, la rezolvarea ecuatiunii: ab®t*—
(bt —a*)t*+ abla*+b*) 12— a®(b* —a*) i+ a®b=0. Insem-
nind acum cu @y, Ps, Ps, P« valorile lui @ corespunzitoare
celor patru ridicini, observiim ci avem: 1— 245115 t5t,=0
deci: tg (911 92+ Ps+9) =0, sau inci ¢+ P2+ 95+

P=kn-} g 24. Avénd relatiunea identici: =" f(x)=¢(x)-

Qi(z)+Ri(z), i=1,2, 3,...p, deducem ci daci existit o valoare
de = care anuleazii ambele polinoame f(z) si ¢(z), anuleazi
deasemenea pe Ri(z) (i=1, 2, 3,...,p); deci polinoamele Ri(x),
R:(z), Rs(@),..., Rp(x) au o ridicini comuni cand f(z)=0,
¢(2)=0 au o ridicini comuni, de unde rezulti proprietatea
enuntati. 20, Avem: f(,y) = (z—ai) Qi (2, v, )+ Ri(as, v)
unde R, (@i, v:)=7(ai, y:)=0, deoarece (xi, y;) este un sistem de
solutiuni; apoi impirtind pe Ri(zi, ) la (y — ) avem: Ry (zi, y)=
(y— y) Qe (v, @i, ¥:) + Re (@i, :); dar Rs(xi, 9)=0, cici
R, (@i, yi)=0. Asadar, avem pentru f(z, y) identitatea: f(z, y) =
(z—a) Qi (2, y, @) + (y—yi) Qa2 (2, 2, yi). In acelas fel, plecand
dela impartirea lui 7 (x, y) prin (y—w2) gasim relatiunea iden-
ticd: £z, ¥)=(y—v) Qs (2, ¥, ) + (&— ) Qs (@, zi, v) pe

care adunindu-o cu prima §i punind: a:i(z, y)El[Ql(m, ¥, Ti)+

Q (wymi’ ?/t)] $1 b,(a:, ) [Q (371 Y, y;) +' Qs (w, Ti, Yi ] avem

relatia cerutd. Daci derlvam aceastd relatie in raport cu
gi facem apoi z=uai, y=1yi obtinem: a: (i, vi)= 'z (i, ¥:).
Analog obtinem: &(ai, yi)=/"y (i, ¥i). Daci acum (zk, yi) este
un sistem de solutiuni diferit de (&, y:), avem: ailwx, ).
(@r— @:)+bilwr, yi). (ye—y:) =0, Ailar, yi). (@ — xd+ Bilar, yi)
(yr— y)=10 care nu poate aven loc decat dacii a:lax, y)
Bi(ax, yi) — bi(zk, yi) Ailzr, y0)=0. 26. Prima conditiune
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n—1
dati putem s’ scriem subt forma Zlf(p)+f(n)=‘{’(7?) §i
p:

tindnd seami de prima relatie f(p)=F (p-+ 1) —F(p) s*«
F(n)+f(n)—F(1)=9(n) oricare ar fi n, deci avem intre
coeficientii celor trei polinoame relatiile: co="hg, c;=b;-}qi—1
[i=1,2,..., (m+1)]; an=by+b;+...+bm. Tinand seami de
aceste relatiuni dintre coeficientii celor trei polinoame fla),
F(z), 9(x) avem identitatea: ?(@) =[F (2) — bmta] +[f (@) —am);
din care rezulti imediat proprietatea enuntati.

XXXII. 1, Ecuatie reciproci de gradul IV. Impértind cu
2% obtinem 2 (zz-l-zlz) =5 (m-l—i) +6 =0, apoi facem

substitutia z+i=y #* 29 —by—+-2=0, y'= %, g =g

Rédicinile ecuatiei date sunt 1, 1, i(l +1iV15). 2. Ecuatie re-

ciprocd de gradul 7. Se scrie astfel: (2"41)—24? (*+1)+
z* (z+1)=0 . . (z+1) (@ —2°— 2*+ 20—z — g} 1)=0.
Observiim ci polinomul de gradul VI este divizibil prin
z—1 si x+1, giisim (z+1) @*—1)(@* —2*+2—1)=0 sau
(@+1) (2*-1) (@—1) (z*41)=0 .- (24+1)* (2—1)2 (a?—2+1)=0.
3. (@*+1)(z"—1)=0 .. (@+1)(@—1)(z* —z*+22—2+1)
(@' +2*+a*+2+1)=0. 4 (+1)[a—1)z*+(da+1)25
(6a—1)2*+(4a+1)24(a—1)]=0. 2==—1 este o ridicing,
celelalte 4 riiddcini se obtin ca in exercitiul 1. 5. Impirtim

cu a*si notim f =Y. Avem ecuatia y'+4y°+2y2+4yJ-1=0.
1

Se urmeazi ca in primul exercitiu noténd y+;= %. Avem

2=0, —4 . y=134, —2+V8 | o=+ qi, 2=(—2+V3)a.

6. Notim ridicinile 7%: %: uv, uv®. Ultima relatie intre ri-

dicini si coeficienti di w=a, penultima %-I—uz-l—%-}-

uv=—gqa .. —pa=—qa .. P==q si ecuatia se rezolvi ca
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1
gi precedenta. 7 (A Ecuatia se scrie (x”-}-xl,) —3 (z’-{-?)
Ta iblael gl o grigiiispil
+m=0. Daci notim x+w—y, z —I—m2 y>—2, x +z’

1
=y*—8y .. ¥*—8y*—3y-+6-+m:=0. Din ecuatia m+;=y
deducem ci 2 este real daci y>2, y<<—2. 8. Deoarece

1 1
. =—— ' y=—— Se elimind =z
otz tas= w_l_w’ s Y o,
p 15
intre 2*+pz+qg=0 si e RO qy*—py:—1=0.
2 2
RS ey T y=—x— se elimind z intre aceasta si
T2 T3 q q

ecuatia dati .". ¢’y —2pgy*+p*y+q¢=0. 10. yy=ua +
xsthas=az+ 2+ 25+ (k—1)23=(k—1)z5. Eliminim pe z
intre ecuatiile 2*-+pxz-+q¢=0 si y =(k —1)z, obtinem:

= 2
3+(k-1)2py+(k—1)=q=o. 11, gy = (2 ) =2

Zy—ws) ai—dawaxs
8
+ 7 - Se va elimina z intre ecuatia dati si y= Pdq

12 Se elimind « intre ecuatia datd si y=2° Ecuatia ceruti
este ¥°12py’+p*y—g®=0. Conditiile sunt obtinute cu
\3 3
teorema lui Rolle: (%) + (%) <0 sau ¢==0. Explicatia este
urmitoarea: sd presupunem c# ecuatia dati admite rididcina
imaginari « -8 4. Ecuatia transformati admite riidicina
a? —B2+-2aB4; aceasta fiind presupusi reali trebue B=0
deci @+B7 este realf sau =0 si ecuatia dati avind riadi-
cinile + P74, deoarece Bi—fi+ta3=0, z3=0, deci ¢=0,
13. Tinand seami de relatiile dintre ridicinile si coeficientii

X e &
ecuatiei date, fg(x-f) e P ete., deci yy=tg(a+p)

—4q L RS i :
o — .
ig (@+7) lgo—gigattpe Eliminim pe z intre ecuatia

ot a . plp—1) y 7*(3—2p)
et i e JLX8 o g +(1—p—q’)’
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RXSPUNSURI $I INDICATII (XXX, 14—19).

N gl _ tget1gf _
Y= T 0 (G M. VII. M. g, S

—3arlgy—aotg®y
ao tgY+as
ao &*+3a &+ ao 2y~+asy=0. Rezultatul este: (a3+3a0as—
3aias—ad)y*+3(asas+8aias —2a0 4, — 2asa5)y>+-3(ay a5+
3ai —acas—3a})ytasas—9a,a=0. 15. Notdnd =, s
@3, @y ridicinile ecuatiei date, se formeazi intai ecuatia de,
grad III care admite riidicinile y,=x,zs+zs2, Y= T3+x2 Xy,
Ys =21 & +x2x5. Cu ajutorul relatiilor dintre ridicini si coe-
ficienti avem: Zy,=b, Ly, ys=ac—4d, y,ysys=a?d+c*—4bd,

* Se elimind deci z intre ecuatia dati i

A b—y 3708
TR ) P ! i,
Observand apoi e& z;=tg(x+0)tg(v+ )—1 Fd y’ elimi

N ap 8L TEENET g 2
nim pe y intre ecuatiile z TE iy > —by*+(ac —44d)

y+4bd—c*—a*d=0. Se giiseste: [(d-4+1)2(d —b +1)4+
(ac—4d)(d+1)+4bd—a*d—c*] 23— [2b(d+1) (d—b+1)+
2d+b+-2)(ac—4d)+3(4bd—a2d—c?)]| 2 +[b2 (d—b 1)+
(d+2b+1)(ac—4d)+3(4bd—a2d—02)]z—(abc—a2d—cz)=0.
(G. M. XLL p. 153). 16. Trebue eliminat si x3 intre
ecuatiile z{+pai+ gzt r=0, zi+padtgatr=0,
y=a1+a,;. Punind 2, 2y==zx, adunind $i scdzind primele
doui relatii obtinem 2x?—2(p+2y)x+y*+py24qy+2-=0
si ¥°—22y+py-+g=0. Intre acestea eliminim pe z. Avem:
y*+2py*+(p*—4r)y*— ¢>=0. 17, Insemnand cu % cea de
a treia ridicind, ecuatiile u*—5u—4¢=0 i '+ utg=0
(obtinutd din relatia de conditie) trebue si aibi o ridicing
comuni. Rezulti g=—2, ¢=—12. 18. Se va forma ecuatia
ale cirei ridicini sunt zf, 3... aceasti ecuatie este y2"--

: = n—1 = % Hh ¥ y_”
(p?—2p)y*"14...=0, avem y’-l-...-!- yn+y1 -I-...-l—y”_l

=(pi—2ps)*—2n.

Lo Zy? ys.. .y,.=Eyl Y2.Yn—12Y1 —27 Yy Ys...Yn
Y1Yz.-Yn Yr1Y2...Yn

5 . 1—x i g
19. Din relatia T T = i rezultd céi schimband pe z in o

y se schimbd in —y, deci ecuatia dati admitind ridicinile
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(XXXI, 20—25. XXX, 1—3). ALGEBRA

Sl : . . I :
@y §i - ecuatia transformati va admite ridicinile y; si —,
w1

adici polinomul din membrul I are factori de forma y*—y3.
: : 1 1—=z s %= 2

] = a1 _— b1 3 > 20.

Din 2z x-l— il y=3 = rezulti ey Avem

F[(:t:ii) ] 0 si punﬁnd( 2+m1_—11-) =u, F(u,1)=0

apoi se va verifica daci si ridicinile polinomului 2®>— -1
sunt riddicini ale ecuatiei. 2l. Presupunind c# am inliturat
ridicina =1, in cazul cind ar exista, ceeace nu particulari-

4
zeazi problema, avem:F[( +1) 1]=0; punind (;%) =y,

—1
rezulti F(u, 1)=0. 22, Ecuatiile f(x)=0 si f(—z)=0 auo
riddcind comuni pe care o putem calcula, deci gradul se
reduce cunoscind cel putin o riddcind a ecuatiunii date.

au o rédﬁcma comuni. 24. Ecuatiile f(x)=0 si f [¢(x)]=0

au o ridd#cind comuni. In cazul particular ridicina comuni
este 1 si ecuatia devine 2®—5z-+6=0. 25. Insemnérd cu
%1 $i Yo valorile lui y corespunzitoare lui a:l si @, intre ele

avem relatia a“2+2b°‘7+07’)y1 Y2+ (....) (1 Fvs)+af
2bB8+e22=0. Luind - $ig egali [cu ridicinile ecuatiei
ar?+2bxz+c=0, y:+y;==0 si ecuatia in y va avea ridi-
cinile doui cAte dou# egale in valoare absolutd si de semne
contrarii.

XXXIII. 1. Ridicinile calculate sunt: 4; —2 ii'\’§
2. Ficand substitutia: z=(a—-€1;)y si punind: az+;15=

ecuatiunea devine: (b—2)y*+8y— (b+1)=0, sau inci:
(y—1[(6—2) 92+ (6—2)y+(b+1)]=0. 3. Fiicand succesiv

: : 6 : !
transformirile evidente a=ay; y= ~ ecuatia devine: 2*—6x
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RXSPUNSURI $I INDICATII (XXXIll, 4-—10)-

B s
—6=0 «* 2= \/ 2+\/Z, ete. 4. Ficand succesiv tansfor-

miirile a:=% $i y=242 obtinem ecuatiunea: x*—12z—34=0

— 2
T x=§/2+§/§. 5. Panand (%2) =y obtinem ecuatiu-

nea: ¥*+3y>—5y+1=0 sau inci: (y—1)(y>+4y—1)=0,
ete. 6. Punind pentru prescurtare: btetd=A, e+d=B,
d=C si ata+b+tctd=Vy,se gisegte imediat ecuatiunea
de gradul al 3-lea la care satisface y. (G.M.II). 7. Punand
pe a factor comun intre termenii care il contin si observand
ceilalti termeni in z suntem condusi la substitutia: x(x’—3)=2y
§i ecuatiunea revine la rezolvarea ecuatiunilor: 2*—32—2y=0

3 — 3 e
si 49 42ay+6=0 +*+ o=Vy+Vy—1+Vy— Vi—1.

7 e 7 =t
8. Punem: a4 \/x=u, —\/ﬁ+\/z=v Joagsa cd utv=y,
u'4v"=a—p. Ridicand prima ecuatie la puterea 7, u"}47}-
Tuv (WS4 v°) + 21 0202 (u® 4 %) + 35 3 (utv)=7" sau
Tuv[(@®+20°) + 8 uv (ud+ v*)+ 5y wtet]= Y"— (2 —B). Insi
w0° =¥ —5uv(ut+0%) — 1022 0* T; u® +od=v*—3vuy,
deci punfind uz=z, z este dat de ecuatia 7yx(y?—2)?=y7—

i L 7"— (2—B) o P
oy Bkl v B B ), Bk VRS
(2—B). Punand T2—2 % si T avem ¥y 5

y+%=0 etc. u §i v sunt dati de ecuatiunea X2—yX+4=

(uv);=0, unde (uv),, (uv)y, (uv)s sunt cele 8 valori ale lui
2. (G. M. IX. p. 63). 9. Deducem din relatia datd a=(a—by):
(y—1); inlocuind in ecuatiunea datd pe x §i secriind ci ter-
menii in ¥ §i ¥* sunt nuli, gisim ci @ si b sunt determinati

3q . :
de sistemul de ecuatiuni: ab=—-§y a+b=—§» iar ecuatia
devine: y*—9(—a):9(—b)=0, unde am pus: ¢ (2)=a*+pa+tq

10. Avem: C(§)=%(ef._e‘§) w*x 408 (§)=%(ea_e—a)_
o

g(eg—e_g)= C(a)—-3C(§); de altd parte punind: ¢(z)=
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(XXXH, 11—14). ALGEBRA

sty s o)

o 2 /E[ (@) (3)] _?_p\/é 4
0(3) q 3\3 10 (g)+8C(g) | —a=T Y 30@——
—'—33ppq—q=0. 11, Scriind y subt forma: y=(z—1)*(z+41)°
si aplicAnd formula derivirii de ordinul 9, termenii lai
grupati sunt produse intre puterile lui (@*—1) si factori de
forma (z—1)? 4 (2+1)?, deci ¥ este un polinom de gradul
al 9-lea si nu contine decit puterile impare ale lui , deci
punind in evidentd rddicina =0 si apoi 2=z in ecuatia
rimasi, reducem la rezolvarea unei ecuatii de gradul al 4-lea.
12. Introducind in ecuatiune z=wuv(u -+ v), putem scrie

©)

ecuatia subt forma: («2)® [u4v%|4-q+3uv (u+v) [’u3 v3+§] =0;

luAnd deci #® vs=—§ * % u"+113=3—pqv de unde deducem

valorile lui « si v, pe care insemnindu-le respectiv cu %, €u,
ey, si v, €v, €0 (¢ fiind o riddicind cubicd a unititii com-
plexii), cele noui valori ale expresiunii z=u?v+uv® sunt
egale trei cAte trei. 13. Rezultatul eliminiirii se obtine eli-
minind pe ¥ intre ecuatiunile: by*—4ay—z=0 si ay®—
zy+b=0 si este: a*—8abax—(a*+b%)=0, ale ciirei ridi-
cini sunt: a+b, (ae+be?), (ac®+be), unde € este ridicina
cubici complexi a unititii; ecuatiunea datd coincide cu cea
de mai sus daci luim pe a® si b® egali cu ridicinile

3
ecuatiei: a2tgx— % = (. 14, Plecand dela y*—1=0,

z=ay+by?+cy?, se obtine rezultatul eliminirii lui y, ob-
servind ci aceasta revine la eliminarea lui y intre ecuatiile
ey’ +by*tay—a=0, by*tay’—ay+e=0, ay®—ay®+
cy+b=0, —zy*+cy*+by+a=0, i anume: z*—2(6*+
2 ac) 22— 4b(a>+ ®) a+b% (b2 —4 ac) — (a>—c?)*=0. Observind
cii: b2 (b2 —4 ac)—(a2—)*=(a+b+¢) (b—a—c)[—b4(a—c)i]
[—6—(a—Odil=m s es @ si ci Za;=0; Ty ;e=—2
(62+2ae); Dz a3 2s=4b(a®+ ¢?), deducem ci# ridicinile
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RASPUNSURI §I INDICATIT (KXIH, 15—18).

ecuatianii in  sunt tocmai: @ =a-+b+c; ze=b—aq—e:
es=—b+(a—c)i; m=—b —(a—c¢)i. IdentificAnd acum
ecuatiunea in & cu ecuatiunea dat#, obtinem: a2+ c2=— Zq;;
ac= —i-(p+2b2); b® (b®—4ac)—(a®—c?)*=r, care conduce

prin eliminarea lui (a2 ¢2?) §i ac la o ecuatiune de gradul al
treilea in a2 15, Ecuatia admitAnd ridicina z1=a+vz, admite
si riaddcina w,=a—VZ, deci avand Zz;=0 +* z342a=0
sau x3=—2a, de unde rezults proprietatea enuntata.

16. Ficand in ecuatiune substitutia indicati, avem gru-
pind convenabil : (Z02)? 4 2Zyp . [22 424 pl+4Zu2 24

Buvw+qlZu+pEur+r=0. Lutnd: Eu”=—%$i

1 2
uvw=—3 ., Ny vi== (IL — r) ; deei 2, v2, 2? sunt rids-
8 4\4
cinile ecuatiei: #*- 212-{-1 (&2 — r) t— L =(), care se trans-
: 2 4\4 64 :

form# punand t=% in urmitoarea: 2°4 2 pa®+(p*—4r)x—¢2=0.

17. Pentru calculul lui A se va aplica metoda generali de
calcul a functiunii simetrice care reprezintd produsul pritra-
telor diferentelor ridicinilor unei ecuatiuni date. In cazul

problemei u? v% %? sunt ridicinile ecuatiunii: t‘“l—gt’-l—

2
-I-%(g-—r)t—‘% =0. In ipotezele problemii daci 22 si v?

ar fi imaginari conjugati si #® real, ar urma ci A<0 con-
trar ipotezei, deci u? 0% w?® fiind reali, dupii teorema lui
Descartes ei sunt §i pozitivi, etc. 18. Desvoltind determi-
nantul 3 si identificAnd cu polinomul ecuatiei date avem :

P A 3 o iy o
U= — Iy u’+1:3=—-q, deci #® si v® sunt ridscinile ecuatiei;

3 —
3 2 3
z’+t1x——(£3)) =0, de unde: u=\/——g+qu+(§n) si
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(XK, 19—22, XXXV, 1—3). ALGRERE

3
v= \/————v— (g) ; de alti parte observim ci avem:

A=(z—u—2) |22+ (u+2) 2z + w2+ v —uv].

19. Insemnind cu «; ridicinile ecuatiunii de gradul al 6-lea,
3

observiim intdi ci Zwu;=0 (cdci Z2;=0); apoi seriind c#
1

Zwjup=0, giisim ci a si b trebue si satisfaci relatiunilor
at+b=—1 si ab=-1, care verifici celelalte conditiuni;
asadar a si b trebue si fie cele doud riiddcini cubice com-
plexe ale unititii. 20. Desvoltand a doua ecuatiune si iden-
e : a’

tificind-o cu prima se giseste: 2b - a®=0, ARt v

a® . ™ s
q=?a deci transformarea este posibili daci p*-+8¢°=0.

21. Din relatia (@i, 2t)=—9(xr, 2)) deducem 9(as, 2:)=0,
deci ¢ este divizibil cu (zi—ar), deci el este divizibil ecu 4,
iar raportul (9:4), riménAnd invariabil cind schimbim doud
litere oarecare intre ele, este o functiune simetrici. 22. Fie
ecuatia a:z—pw+q=0, pentru care sd presupunem cid avem
@1 =9(p, ¢) ¢ fiind o expresiune rationali in raport cu p si
q; deci @ =9 (x: +xs, 21 xs), identitate imposibildi daci ri-
d#cinile z; si @3 nu sunt egale, cici partea doua rimine in-
variabild cAnd schimbim pe @; cu s, pe cind partea intdia
se schimbi.

2L o halh Vgl
- - ) . 2 2 3 6
XXXIYV. 1. Gisim: x+1+ 2+.’z:—-1+.7:+2
8, | Gisims oSy T ol 1 LG e poata
- r—2 (2—2P " (@—2)* " (@—2)*

intrebuinta procedeul general, sau se pot determina cu aju-
torul deriviirii polinoamele corespunzitoare lui (2—1)3 (2+2)2
reducind astfel descompunerea la exercitiul precedent. Re-

1 5 i il il L8
9 54 108 oy 185
zultatul este: (2_1)3+(x_1)2+ +(x+2 +w+2+

N =



RASPUNSURI §I INDICATII (XXXIV, 4—11),

1
20 1 T 1 x
= by e 5‘\}_‘“""’“’
1 z+V2 2
(1--|—:1;2)‘—}_2(1-{--:::2 1+w2)+8 8z’+zv2+1+
1 5
2—\2 s 105,189 g6ty

A—oVetl e e—2 @t 3

71[1_1]_1 1 E[ x—VE_w-I—VE]-
"8la—1 at+1| 4221 22—z \2+1  2i+z)2+
A

x—a x—b z—ec

1)1
ficientul termenului general, gdsim: A= — (=1)

(k—1)! (n—k)!

deci : 3 S 1 g 10. Punand: 12 S
=t k— D (n—k)! 2k R Eana (x*+1)2
Aa-+B Cz-+D Az+B
; 35 it
@+aV2 417 22+2V24+1 " (2—aVat1)
C'z+D' x ! ;
— v~ o observim cii daci schimbiim pe z in —z prima
=211

parte nu se schimbi, deci diferenta pirtilor din dreapta trebwe
sd fie nuli oricare ar fi @, deci A'=—A, B=B, C'=—0

D'=D; inmultind apoi egalitatea identici cu (z*4zV2-41)2

y = L4 o 2
si ficAnd apoi a;2=—a:v2 —1, avem prin identificare A= V—:

8
B=~;—: apoi determindm pe C'si D i giisim: C—g-‘8/—2 D=g.
z2m o A2+B A1 $+B1
11, Punand i ’+1)2"‘_(x’+1)2m+(32+1)2'"—1+
Arz+B: Azm—1z~+Bom— 1 ;
+( = +1)2m_k+ e @+ » observiim in primul

rind cd toti Ax sunt nuli. Determinarea lui Bi se face din
aproape in aproape, ciutind limita unei expresiuni de forma:

[o" (1) H-1)? CL ) (1) 1 P~ 1 P it
o (w+1)?
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(XXXIV, 12—13). ALGEBRA

2m-1(—1) Ck
cénd u tinde ciitre —1. GHisim rezultatul: (—1)" 2 (@12
1 A Akx+Bk '
1 : = b3 » gisi
12, Punénd: T a:—1+ BT o2k e gasim
= % 2n41
—1 1

imediat ci A—lzm a:2"+1 1 2n—|—1; apoi deasemenea:

[z2—2xcos2ik_:l -I-l]
Ak a:—l—Bk—lzm Z—1 ; incd

&*—2% co cos 5 +1+1—0
2w
Akm+Bk=l2w—2cos2n+l] j e
(2n+1) 22" z’=2zwszn’f:1—1 2n+1
-3 2kt
gt g
g2ntl 22=21 cos 22"1“:{_’!1—1 _2 n + 1
9 2km 2kw 2( : 2km _1)
Tont1 Pont1 Vet
1 2n+1
3 1 fiia 1 1
o Rezultatul este deci: peor ) _2n+1[fc—l+
xcos L —1
2 1
2% n+2k'rc + Pentru a doua expresiune avem:
el # ¥l 4 ARNER
x 210032 11 +1
2km
1 a:cosT——l 1
i b g k variind dela zero la §(n—1) sau
—2xcos— +1
n
;—n dupi cum 7 este fari sof sau cu sot. 13. Punénd
A= cos % si P'=0082k“’ avem dup# exercitiul precedent:

1 =12 Ar—1 : 1 12 przx—1
=1 p @—2kzt1 P g—1 g z2—2pzxf1

*

*
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RASPUNSURI $I INDICATII (XXXIV, 14—18).

1 e 3 Az—1 e O

(@ —1)(a?—1) pg'~ 2*—2Az+1" 2’—2Az+1  pg
DI ()‘x—l)(l"z—l)

2w (@ —22z+1)(2*—2pa 1) Descompunénd fractia de

; . Az—1)(pz—1) __Az+B
subt sumii, punem: (wz—2lz'+l)(z2—2pz+l)_a;2—-2la:+1
+ Cm+D

. - 1
s Se vede in primul rand schimband pe A cup

9 i lux“’-—(l+u)x+1]
ci Cz+D=Axz+4B; apoi ci: A:H—B—[ a>—2pz+1 | ®
92 p.—l— Ap—1

-
20—p) T2k *
(21A+B)m—A=2)\zp—l—p’ _lp—l x*¥x A= Ap—1

2*—222+1=0; sau incii: Az?+Bgy=

20—p) T 20—p) 20—p)’
=%, ete. Daci A=[ avem sii descompunem termenul ge-
I tn forma. =D L Ard-B 4-Cz+D
neral in Iorma: (z2_2lz+1)2 ( 2-212—{—1)2 x2~2l$+1
(rAz—1)
gl se giiseste procedind in modul obisnuit: (‘m

AM—tlpt(1—N), 2
@—2tat1p Ta—aigtr M f@=ke—a)

’ 1 1 1 1
15. Observim ci (arctgz)=1+ 2=E[z—i—w+i] * %
drti (arctga:) ar ( 1 ) (—1)"n [ i o el ]‘
de"tt dz*\14a? 27  Ue—itt (@)t

etc. 16. Avand f((x))_z Ae —— xy fiind rddicinile simple
Tk
zf(x)

ale Ini F(z), deducem egalitatea identici: Flo) =

Z At

Arar SR 428 : 8 imi
Em : ; Cele douil functiuni fiind identic egale, limitele lor
—Zk

pentru aceeagi valoare de z sunt evident egale; in particular,

=J A, Dacﬁ gradul 1u1 f(z) este cu dou# unititi mai mic
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(NI 17—20), ALGEBRA

decat gradul lui F(z), avem ZA;=0; dack gradul lui 7(z)
este numai cu o unitate mai mic ca gradul lui F(a), avem:

ZA;;=—%—; unde B, C sunt coeficientii termenilor de gradul

cel mai inalt in f(z) si F(z). 17. Vom aplica rezultatul din

exercifiul precedent luind: f(z)=a? si F(2)=(z—a)(z—a—7r)..

(x—a—nr). Cum p<<n #* (n+1)—p>2; deci descompu-
f(z)

nind fractia rationali F@) in fractii simple si scriind ci

ZAr=0, avem simplificAnd cu —11; relatia ceruti 18. Avem

prin ipotezi [(x)=(x—a)(@—as)...(z —2»); deci forménd

fl_ 1 7 1

fle)  z—ay x—a:,+'"

p1 ., 2@7@_ (w):E<P(w)—¢P(a>a)+

derivata logaritmici avem identitatea:

T—2Tn (x) T o—am T—x;
fo;),—Q (2)+— iy 30 o L5 ch(z,)+
3 1__
z

Za;9(a:)+... care avand loc pentru valorile lui &> a;, este
verificati. Rezulti deci ca 29 (i) este egald cu coeficientul

lui 3 din desvoltarea restului obtinut din impirtirea lui

l
¢ (@) 7 (2) prin f(z). 19. Din egalitatea Pu(a) =3 %,
flz) T—Tk
f(z) r ey h n—
‘Ph(w)=zzc2.x_—“—za-iuk, punind uk:x’:(—xa);k=al'kx e

%y, 2" 2. %, i; deci i(xi) este dat cu ajutorul functiu-
nilor uy, %s,...,un care pot fi calculate prin diviziune. Deter-
minantul functiunilor ¢ este de forma A.A% unde A este de-
terminantul lui Vandermonde relativ la radicinile zi, xs,...,2n.

f(@) Ax @ a—akr)]
20. Punand Fz) zar-a—kr, avem: Ak—[ Flo) ]x=a+kr
@)+ (x).(@—a—Fkr) FHRE 5 o g B = ¥
[ () ]z=a+kr—- Flatin (@tir)’ deci obtinem
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RASPUNSURI §$I INDICATII (XKXIV, 22),

desvoltind in fractiuni simple, identitatea: fo) ___fla)

’ F(a:)—(x—a)F'(a)+

fla+7) g flatnr)
(z—a—r) F'(atr) (x—a—nr)F (a+nr)
succesiv pe  egal cu a+(n+1)r; a+(n+42)r;.. . si adun4nd
se obtine relatiunea ceruti. (G. M.III). Fie f(z)= A, (z—a;)
(x—as)...(x—x1)...(x —2). Punand in evidentd in descompu-

in care ficaAnd

nere partea corespnnzitoare lui (z—a;), avem :

*1_ ——3
" (@?—1) [fla)?

Cx k ol (—2p -4
(x—xr)? ' a—axi VER ¥, Cig= if-rzk [(a: —1)[7(a)]? ] zi—1
[ lim z) ] = : . g ; apoi:
=z}, T—Tk 27:—1 [f'(Q?k)]z Ct i

1_ i ;|
@ —1) z_fé%w (@k — 1) [f (ax)]?
e e AR e
gy
lim [—W] = lim *— =
=z} 3 1. =z, 2
(@ 1)[1:—:“] (z*~1) [x—a:k
f(z) " f@) ] (@) (z—az1)— f(x)
Ui L:—a: ] a'-1).2 [z—zk] i (z—zr)?
oy [ Flz) ) H
‘ | 2

dar lz'm[ fla) } ) si lim f(a) (= —zk)z fla) —f'(:c;,),
o VERD, Ty (z—ax)
doci; Dy=22l @'+ (@t — 1) " @)f () _

(2x—1)2[f (az)]*
21 f () + (@i —1) 7 ()

@i — 1P @)’ Asgadar, pentru ca descompunerea si

aibid forma ceruti trebue ca si avem: 2af’ (@r)+(2i—1)F"( a:k)—O
adicii [(2*—1)f'(2)]=0 si aibi aceleasi ridicini ca fle)=

. Caz—Cma®. 1 e el
22, Avind: a= 1—C,?.a:2+Crﬁz‘-.. #*x [(1+ig)"—(1—iz)"]--
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(XXXIv, 23. XXXV, 1—2). ALGEBRA

ai[(1+iz)"+ (1 —iz)"] =0, din care, avem:
(1+izm —(1__”;)
A+iz)"+1—iz)™ si punAnd

.ol ym_l s 1 i
L y"F1 12 —y’" 11 deci ficind descompunerea in

ar=

1
el * ¥ %
—ix

raport cu %, se obtine imediat aceea in raport cu z. 23. Si
notim in mod general riidicinile lui Fi cu i1, @i, @ik
deci ci am descompus (teoretic) pe F in factori de gradul
intdi. Avand deci, F=A, Il (x—i,)% (@—12)% ...(x—ai, k)% si

ficAind descompunerea lui s avem punind in evidentd par-

F
p:k'.
: . y M;,1)

tea relativi la (z—z:p), rel :1= [_('1_1’

a relativi la (z—zip), re atlunea F o op=i| (—aip)% &

(NI: g)p (Ml at)p ] p=ki (M l)

DTN, 2eea L L7 < AN s 2 ialp

(13 — @y, a _1+ +1‘—m i +R ) p=1 (z_w. )m +
o (M,,.

z'—ﬁ"l' A+ R(a)=-2 +F“'1+ + +R(a:)

a=1(z—2x
de unde rezulti relatiunea cerutﬁ.

XXXYV. 1. Si notim flz)=z*—42*+162+a (1), flz)=
4(2*— 822 +4)=4(z+1) (—2)?; f(—1)=a—11, f(2)=a+186.
Deci, pentru —o0 <a<<—16, ecuatiunea are dou#i ridicini
reale cuprinse in intervalele (—oo, —1) si (2, 4-0). f(z)=0
defineste pe  ca functiune implicitdi de a si derivind identi-

—1
4(z+1) (2 —2)?
2.>0 pentru prima ridicini, deci ea cregte dela —o° la
—1 si %<0 pentru a doua riidiicin#, deci ea descreste dela
+ o0 la 2. Pentru —16<a<<11 ecuafiunea are doud ridi-
cini reale in intervalele (— o0, —1), crescAnd in interval
cealaltd descrescind dela 2 la —1. Pentru a=—16 ecua-
fiunea are o ridicind tripld egald cu 2 si o ridicind cuprinsi
intre —oo i —1. Lui a=11 ii corespunde o ridicini dubli
egald cu —1. Pentru a>>11, ecuatiunea are ridicini imagi-
nare. 2, Ecuatia este 322° —482*+ 182 —1—a=0, punind

tatea (1) in raport cu a, avem: .= : rezulti ci
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RASPUNSURI $I INDICATII (XXXV, 3—4).

y=a’, fie f(y)=382y°— 484>+ 18y—1—a=0, f'(y)=0,

are rﬁdiicunle% $i% avem f(0)=—1—a<0, cici |a|<1,

f(%)=1—a> 0, fe) =—1-a<0, /(1)=1-a>0, ecuatia
in y are 3 rddicini réale cuprinse in intervalele (O, %),

(%s %): (Zv 1); ecuafia in @ va avea 6 riddcini reale cuprinse
in intervalele (— 1 -_—;-V§),(%V§, 1)- Avem y,=1:96

( —i) (y—%), 1 <y:<ys fiind cele trei riidicini ale ecua-
iei f(y)=0, cind a creste dela —1 la 41, % creste dela
§ $

la i’ Y2 descregte dela % la i» iar ys creste delag Jal; din

variatiunea lui y se deduce imediat variatiunea lui z. 3. No-
tand f(2) membrul T al ecuatiei, f'(a:)—4x( a) (z—0b),

avem #';=1:4a(z—a)(@—5), unde a—-—p —Vs), b=%

p(3+v—). S& presupunem p>>0 si sii formim sirul lui Rolle:

f(=o0), f(0)=—gq, 'f(a)=%(5\/3—11)p‘—q, f(b)=~%

BY5+11)p*—g, £(0). Cind —oo<g< —é (5Y5411)p*

nu avem riadicini reale. Pentru —% (5 Vg +11) p* < ¢<<0

sunt doud ridicini reale in intervalele (a, b), (b, +o0); prima
ridécind descreste in interval pentruci 2';<<0, a doua creste

pentru ci @;,>0, ete. 4. Ridicinile derivatei polinomului din

membrul I, f(«) sunt 0 si 2—7 Sirul lui Rolle: f(— o),

7(0)=a*—9 a1, f(2 )——a —9a3+1——’ f(+ ). Dar

7(0) are douX ridicini reale: a, si @z respectiv in intervalele

= 9 -

———




(XXXY, 5—T1). ALGEBRA

(O, %7)» (%, +oo); f(%?) are deasemenea doui ridicini reale

< (27 :
as, ag intre (—oo, 0) si (Z' + o) In ordine ecrescitoare
avem as, @i, @3, a4. Chnd @ este cuprins intre as sl a; avem

/
doud ridicini reale in intervalele (0,, 227) 81 (%v oo)- Pentra

a1<a<aj, radicini reale in intervalele (— oo, 0) si (%7,-{—00)»
Cand as<a<<ay, 2 ridicini reale in (O, %7) §i(%7, oo)- Stu-
diul variatiunii analog ca in cazurile precedente. B. y'="18
(@*+1) @ —22—1): (@4 32— 2)3, riddcinile sunt —1,
%i%zﬁ, 1+£Y2. 6. Radicinile ecuatiei de gradul # fiind
tg %, tg %s,... 1g %, relatiile intre rdd#cini si coeficienti ne
spun ci Zifga,, Zfgey {gas,... sunt numere reale. Ori

Ztgo —Zigoy tgas tga+
tg(a & see T Oy ) = — ,
g( 1+ s+ + ) l—ztg% tga2+...

valoare reali. 7. Fie ABC triunghiul considerat. Dac scriem
cd aria sa este egald cu suma ariilor triunghiurilor pe care

deci are

le determinii bisectoarea %, avem: 28=a(h-¢)sin i;— (1).

Dueand prin C o paraleli la & care intdlneste pe AB in D,
din triunghiul BCD, (b+ ¢) sin;A—=asz'n (C-l-%—)v deci a

2
2
“=—L‘=§- Analog pentru 48, ¢v. Inlocuind aceste
B—C A
cos
2

valori in ecuatia din enunt, cipitim:
2Apy

2
g x3—(”+!"’+v2)'g—2+1=0 (2). S este riddicind daci
2Apv— R4 p24v3) 4 1=0 (3) sau cos® AgB—l-

B—C C—A A—B B—C C—A
2 2 el i
cos ) -+ cos 5 2 cos ) cos ) cos 3

1,
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RASPUNSURI §I INDICATII (XXKV, 8—11).

relatie adevirati, cici %(A—B) e l(B — Q)+ l(C—A)=0

Impiirtind ecuatia (2) en (z—8) si tinand seama de (3) gisim
citul 2Apva?— Sgp— §2=( (4) Realizantul 148Apy al

ecuatiei (4) este pozitiv pentruci unghiurile %(B—C), ete. fiind

mai mici decat 90°% A, &, ¥ sunt pozitivi. Ecuatia (4) are deci
ridicinile reale de semne contrare, cea mai mare fiind pozi-
tivi. Dacil inlocuim in ecuatia (4) pe @ prin S gisim rezul-
tatul S?(Apv—1)<<0, 8 este deci cuprins intre rddicinile
ecuatiei (4). 8. Fie ABC triunghiul isoscel (AB—AC), AD
$i BE="# iniltimile. Notim AB=g. Insi intr’un triunghiu pro-
dusul a doui laturi este egal cu produsul iniltimii adiacente ecu
diametrul cercului circumscris:ﬁ.B_C =m3.2R, ha=BC. E,
ha BL\ (B20), deducem ecuatia care di pe x:

2’ —4R*a*+4 R*%*=0. Cu siral lui Rolle se giiseste c#

problema admite doui solutii, daci 2:R < SVE Daci h=—g—V§ R,

; % ; T s i :
avem o singurid solutie pozitivii egald cu = R V6, a treia la-

3

turd se deduce din BC=¥- Ecuatia dat# are in acest caz
<k %R V6 ca ridicini duble gi + §V§ Ri. 9. IdentificAnd
@’ +pa’+qatr=(z*+maz+n)*—z*, deducem ¢* + 8r3=+4pgr;
rezolvarea ecnatiei transformate se reduce la rezolvarea a doni
ecuafii de gradul I si IL. In cazul particular, se obtine

z+1=0 si 2+2+1=0. 10. Observim ci: @) _ ikl
($) T—x

Py fle) 1 ] )
N i lioe Rl oM #
oy 0 7 si cd lim [ g ey 0, deducem relatia ce

ruti; daci f(z) este de gradul al treilea avem: 2xy= gyt ;.

k=n
11. Se vor considera expresiunile &— SRS .
fle) a—ax i=2 z—as
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(XXX, 12—13). ALGEBRA

k—u 1
];((:)) Frigremge | gi se va observa ci: lzm [f;((:)) z—_a:l]
()
=zl_z‘;7:zv f(;?m) =é{f;,((:)) 1 12, Dupi formula
1+(x z) [ () P

. ) o 2m o
lui Mozvre : Scc:.-s? i +zsm2 +1) +(cosm ts
z'sz’n2m:_1) =9¢os®, deci f(z)=0 va fi:

2f(x) = (z+i V1 —a?2m (g —i 1—a?)PH — 2a=0 (1).

f'(x) este independent de a, deci putem lua a=1, cosa=1,

e ols s 27 4w
a=2}™; ridicinile ecuatiei (1) sunt 1, cos2m_!’_1v_cos2m_*_1 .
2mm™ (m+1 dmw
2m+1 (2); e 5m1 008 5= 5| (3). Ridicinile din

sirul (2) sunt egale cu cele din (3) luate in ordine inversi.
Deci f(z)=(x—1) P%(z) (4). Din (4) deducem f(z)=P(z).Q ().
f(z) are numai puteri impare ale lui , deci /'(2) va contine
numai puteri pare i rididcinile sunt 2 ciAte 2 egale si de
semne contrare. Fie & o ridicind a lui P(a). /() admite si
ridicina — % care va anula tot pe P(z) sau pe Q (z); in cazul
cand ar anula tot pe P(x), f(x)=0 ar avea 2 ridicini egale
okm ok
27rz+1__cos2m+1’ ds
unde 2(k4%)=2m-+1, imposibil. Deci Q(x)=kP(—z) .’
f'(®)=FkP(x) P(—a). Pentru a determina pe %, facem z=0;
' (0)=kP2(0)=—kf(0). £(0)=1, F(0)=(2m+1)2"=£(2m4-1).

si de semne contrare, deci cos

13' . % 0)—1_ Ty <398 Xy ous

Se va considera functiunea f(8)=1 T e
Tn o L

iy 10 care se anuleazi pentru 0=2A; A, ..... Vit

_ 0—=2)(6—-2%)...(6—2,)
0= 0T a) 0F ay).. 0T q Scotind pe @ gi ficind

111"'">k ) a1+)¥g A +ln)

as— a;) (as—al (an—ax)

b=—aq,, gisim o =(— 1)" (
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RASPUNSURI §I INDICATII (XXXY, 14—20).

14, o fiind ridicina reald, celelalte ridicini sunt
—a+iV3a? vy el
i 23a +4p; modulul este Ya2-+p. (G. M. XIII).

15. Relatia se mai serie [a, 2, 23 +a, (21Fas)+as] 2sta; 2, @t

Aoy a—'ﬂ+“2(ml+zi) +'as
as (@ +a as=0, de unde zz3=— .
(e tad)+ ? ; (o X1 wz+a1(w1+3«'i)+az
Pentruca z; si fie nedeterminat, trebue a,z, @y ta, (2 +as)+
; ay As—0ou
as=0, a0z 3+ a, (214 23)+a3=0. Deci T +xe=— _l%’
aj—apas

ai — a; a;
ai — aoas
riabile fird semnificatia initiali §i sunt date de ecuatia
(af — @ ag) X2 — (ao as — @, az) X +a§ — ay; a3=0. Aceasti
ecuatie avind acelag discriminant cu ecuatia datd rezultd pro-
pozitiile problemei relative la natura ridicinilor. 16. Trebue
ca I sd fie divizibil cu relatia care leagi sinusul cu tangenta,
adic#, si avem: F(sinz, lgx) =(tg* a—sin®z. lg* 2 — sin® z)
Q(sina, tgx). 17. Se exprimi coskz in functie de cosz=y
§i se obtine un polinom de gradul » identic nul, din care se
deduce ay=a;=...=a,=0. 18. Ecuatia derivati admite ri-
dicina pg si fiind de gradul II, a doua ridicini trebue si fie
deasemenea rationali, coeficientii ecuatiunii derivate fiind ra-
tionali. 19. Avem @+ 23+ 2=0, 2, T3+ e X3+ T3 T1=—38¢ ..
—z+V3(4g—2?)
&Xes = 9
deci ¢ >0, |~J:1|<2VE. Dacd a; si «s sunt imaginari, fie
a:1=a+(3i, Ea=“—3i, r3=—2a $l cum 21$z—($1+a‘2)2
+3¢=0, [*=3(a*—g), deci, daci ¢>>0, |2|>Vq 20, Fie
A=pipi+18pipeps—4pd—4pip,— 27p3 diseriminantul
ecuatii date, ecuatia va avea una sau trei riddcini reale dupi
cam A<<O sau AZ>0. Vom distinge urmitoarele cazuri:
19). A0, ecuatia are o singurd riddcini reali ay, care im-
preund cu — o0 si 400, determini doui intervale A(—00,2y)
si D (21, +°); un numir a va fi in primul sau al doilea
interval dupd cum rezultatul substitutii in primul membru al

&y ;= * Acum z; §i 3 sunt considerate drept va-

- Dacd @, @5, &3 sunt reali, 4g—23>0,
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(XXxv, 21), ALGEBRA

ecuatii ne va da un rezultat negativ sau pozitiv. 29), A>0,
ecuatia ave trei ridicini reale i diferite spre ex: o<z <as,
acestea impreuni cu — o si oo, determinii 4 intervale:
A(— 0, z,), B(@, z3), Clas, xs), D (as, o0). Pozitiunea numi-
rului @ in raport cu ridicinile iy, @3, s depinde de semnele
diferentelor @ ~—a, xs—a, as—a (1) gi dacii reprezentim cu
f(z) primul membru al ecuatii date, ecuatia care are ca ri-

dicini diferentele (1) va fi: (2) f(y +a)=y5+%f"(a) y -+

f'(@)y+f(a)=0; semnele ridicinilor acestei ecuatii ne arati
in ce anume interval se giseste numirul a. Concluzii: a este
in A cand (1) sunt pozitive, deci (2) are toate réd#cinile po-
zitive, deci trebue si avem: f(a)<<0, f'(a)>0, fla)<0;
b). a se afli in B cind (2) prezinti 2 variatiuni §i cum
f(@)>0 unul din coeficientii /'(a) sau f"(a) trebue si fie
negativ; ¢). a se afli in C cind f(a)<0, f'(a) (@)>0
sau /'(@)<<0 si f"(a)>0; d). In fine a se afld in D cénd
fla), f'(a) si f'(a) sunt pozitivi. 3°). A=(), ecuatia are cel
putin 2 ridiicini egale, putem avea @1=as sau Ly=xs si
unul din intervalele B sau C se reduce la zero. Criteriile
pentru a recunoaste in ce interval se giiseste numirul @ sunt
aceleasi ea si in cazul precedent. Daci x;=x:=as, primul
membru al ecuatii este un cub perfect (G. M. X). 21, f(z)
fiind un polinom, avem relatia identici f(x)—az=(z—a) ¢ (2)

sau flz)=z+u, decl u e functie de z; f[f(a)]= flatu)=
:c -I-Tf x +-2—!f'(w)+---, flf@] —a=ul1+7 (2] +

-;—uz f"(#)+... Pentruca @ si fie ridicind multipli in /[f(a)]

trebue ca 147 (2)=(z— ) (z) deci f[f(z)] —z=(z— 2)*¢(x)
[ (@) + %f"(x)?(w)]-l---- Dar din f'(z)=(x—a)¥(z)—1, deci

(@)= b@)+@—a) ¥ (@), si ¥ (a:H-% (@) ¢ (@)= ¢(x)+%
Y@ 9@+ L= @Y @=da) |1+ 5700 |+ (e~
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RXSPUNSURI $I INDICATII (XXXY, 22—24).

% (@) ¥’ (@). Dar cum 147'(x)=0, f(@)=—1 sidin f(2)—1=
? (@) +(z—2) ¥ (2), 9(2)=—2, rezulti c& ¢(w)+%f'(x)cp(x)

1—!a (a)+

(m——a)zf"(a)‘l' derivind succesiv relatia dati intre 7, £,
1"y avem (n—1)f'(@)=(z—a) " @)+ b " (&), (n—2)F" (x)=
(@—a) " @+ V(a)+... \. 1"(a)= 7 fla), f"(a)—tf

£ ()= ( )f( ), F ¥ (a)= e LE 2)f'(a),... legea de

se divide cu x—a. 22, Avem f(z)=/(a)

'formatie este evidenti si flax)=F(a) [1 +—‘ (—a)+

2!b
=2 (ot ]+(x—a)f'(a 142t e +
(n—1)(n—3)

512
(@), —bf"(z), —bf"(x)... Se va aplica metoda lui Newlon
pentru gisirea limitelor radﬁcmllor 23. Se verifici imediat
cd teorema este adeviiratdi pentru n=2; pentru a arita ci
este generald s admitem ci este adeviirati pentru o valoare
aloi % §i sd aritim ci este adeviirati pentru valoarea imediat
superioard; avem Upt1= (@ —ani1) Uat bt V= "+1+
Vatrr=(z—ant+1) Va—bn1 Un=—(byFbg+.. b))+
%y, g,... %, fiind ridicinile lni Un,=0, avem V,(— ) de
semnul ll]l (—l)n, Vn(“]).(—l)”>0, Vn (“z).(—l)ﬂ_1>0,....
Vﬂ (an).(—1)>0; apoi Ur.+1 (—— °°).(—1)n+1>0, Un+1 (“1).
(—1)">0,....; din relatia Unt1 V— Va1 Un= (Us+V3)
bnt1>0, deducem ci radicinile lui Va1 sunt cuprinse intre
acelea ale lui Uny1. 24, Si ciutim mai intai forma generali
a polinoamelor care verifici identitatea F(z)=F F(1—a); fie
F (0)=By, avem F(1)=By, F(x)—B, este divizibil cu ' —a,
punind F(z)=B,+(2?—x) F; (z), F,(z) verifici o identitate
de aceiasi form#, putem scrie F, (a;)_Bl—}-(xz—w ) Fe(z) .-
F(2)=Bo+ B: (&*— )+ B; (2> —)*+ Bs (22— 2)* +.... sau

(z—a)‘+...]- Polinoamele lui Sturm sunt f(z),
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(XXXV, 25—29). ALGEBRA

punind in evidentd factorii de forma (2® —a)-1, putem scrie
F(2)=Cola*—a+1)+C; (2> —2) (a®>—a2-+1)' ..., care este
forma generald ciutati. Exprimand apoi ci F(z) verific i
identitatea F(z)=2a" F(1:z), giisim F (z)=A,(z2—z-+1)*"+
A (a2 —2)? (22 —2+1)*"24...; daci un numir oarecare de
coeficienti sunt nuli putem inci avea factorul (22— a—1)?
(22— 2)??. 25, flo)=A, 2™+ A, 21 Ap, "2 ...
~+ Awr; Ao, Ar,.. fiind coeficienti arbitrari, » cel mai mic
numir intreg, asa fel ca a’—1=0. (G. M. XIII). 26. Trebue
si avem el=a; e, azes—tases, exea="bye;+ byes+ byes,
eres=crentesesteses . (a—e)etasestases=0....;
e1, s, e fiind diferiti de zero trebue ca determinantul

a1 ——€ as as
by bs — €4 bs = (.
C1 Ca Cs— €1

Desvoltand, gisim: Ae}-+Be?4Ce,+D=0, ceeace arati ci
e este real sau complex. 27. Daci in ecuatie punem o=y %,

1)n

P1, pe devin pi+nk, pot+(n—1)p ]l_l_(n%_

h..; T1, Toyen
xn se micsoreazii fiecare cu cantitatea h, iar diferentele lor
rdméan neschimbate, deci /(h—Ya, Y1—Ysyere, Yi—Ykyert) =
flay—sy0ney xi—Xn,...)=f[D1Fnh, pg-’r-(n—l)p,h-’rn—(r;——l)
12,..), derivind in raport cu % gisim relatiile ciutate.
28. Ecuatia dati avAnd toate ridicinile reale, ecuatia by f{x)-+
zf'(£)=0 va avea toate ridicinele reale dupi teorema lui
Rolle. Aceasti ecuatie se mai scrie =(by—+1) aiz"=0. Apli-
cind aceastd proprietate succesiv de mai mnulte ori, avem ci
ecuatia dati in enunf are riidicinile toate reale. Dacd pentru
fixarea ideilor se presupune a, >0, trebue b <—n, bs<<—n,..
bi:<—n pentru valorile negative ale lui by, bsy... bn.

29. Presupunem m=>>n, dacii f(a) este prima ecuatie, F(z)=
bo fla)+bi 2 f (@) +b2 2 (@) ... b f™ () =0 are toate radi-
cinile reale cici si ecuatia bot+bizat+bex2a® +..F b 2" =0
are evident toate riidicinile reale, putem scrie F(z)=P(z)+
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RASPUNSURI SI INDICATII (XKXV, 30—31),

+aPi(x)4...42" Pu(x), Pi(z) fiind un polinom de gradul
n—1 in z anume Po(x)=aobo+1! a;b,2+2! a, bex2+....
+n! anbpz". Pe baza realitdtii ridicinilor ecuatiei F(z)=0
gi ficAnd uz de teorema lacunelor se arati ci gitul B, Piii. Py
este un sir al lui Sturm pentrn polinomul P,. Numiral ri-
décinilor reale ale ecuatiei Py=0 este egal cu numarul varia-
tiilor pierdute in girul an bn 2", @nbn-12""2,...as by cénd trecem
dela — oo la -+ oo, care este egal cu n cici bn, by,... by au
acelag semn. Rezulti ci toate ridicinile ecuatiei Py=0, care
e cea dati de enunt, sunt reale. Daci m<<n in locul celei
de a doua ecuatii se consideri (14-cz)" (b, b et bn™)
unde € e un numir pozitiv. Aceasti ecuatie este de gradul m
§i satisface aceleasi conditiuni. Vom aplica cele date mai sus
gi vom face ca € si tindd la zero vom obtine teorema din
enunf. Evident cii restrictiunea ca ecuatia a doua si aibe
radicinile negative a fost pentru comoditatea demonstririi. In
general ea trebue si aibe ridicinile de acelag semn. 80, Se
gtie edl dacil ecuatia A0+A1x+Agw’+...—|—Anx"=0 are
toate riidicinile reale, ecuatia Ao /™ (z) + A; F®V(z)+....
+ Anf(x)=0 are ridicinile reale cénd ecuatia f(z)=0 are

i . : ; A, A,
ridicinile reale; in particular deci ecuatia Ao T -2—‘a:2—|-

A e &
+ﬁm’"=0 va avea ridicini reale. Problema precedentdi ne
da deci cil ecuatia agbyta1 b z+...Farbrz"=0 are toate
radicinile reale. In particular ecuatia 0§ +b2z—+..Fbia"=0
are radicinile reale adici si ecuatia bj+02 x4 07 gm=0.
Cand bi=C}, avem ecuatia’lui Hermite. 381.Firi a restrange
generalitatea problemei, se poate presupune z,=1, rn—2=0,
: 1 i) 14
aga ci e destul a ariita ca f” (§)<O adici wﬂ—1>§ intrucat
in ecuatia fl@)=2z"4a,2" 1+...4 an—12-+}as primul coefi-
cient se poate lua egal cu 1. Avem dupi teorema lui Descartes

a1>>0, a3>>0...a4-5>>0. Avem apoi f(%)—f(1)=( A 1)

2n—1 =
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(XXRV, 32—33). ALGEBRA

(g —1)+ o (e — 1+ s B 1) —a s
f=14ai+...+a,=0. Duck 0,0 evident /' (3)<0
deci teorema e demonstrati. Daci @,<<0 avem f(z)= (w+a )

1

1 1
(w-{-“—’)...(w-{-“”_
pozitive suma lor fiind A. Se poate ariita prin caleul c#
Zo;(A—2—a;)=0 in felul cum s’a pus problema, Acum

f(l)=2f(l).(2 a:‘_"o—l)’ dar f(1)<0. Trebue si ariitim
i A= z(A++2‘)ﬁ<o. In

suma 2o (A—2—a)=0 se vede ci pentru a ajunge la

(A—2—a) oy :
E—mh totdeauna un termen negativ se imparte cu
)

)- (x—1), @y, %....%—1 fiind numere
1

caz

—1>0 sau Bl

un numir mai mare ca un termen (oarecare) pozitiv, ceeace
demonstreazi teorema. 32. Se demonstreazi prin inductie. S
presupunem cii ecuatia cu n—1 termeni 14 2%+ asa®-...
+an-12°=0 are o riidicini in modul mai mici ca 2" 2. Fie
@’ ridicina acestei ecuatii si o o riddcind a celei date, si
punem z=z'-ty ecuatia dati devine anz*+by+tecy®+...
~+ an y*=0 produsul ridicinilor este (—1)*a* deci cel putin
un y satisface |y|<|2'|, dar |z|<<|2' |4yl | =88
rezultii ci |z|<2|a2'|<2"2 Deci dacii ecuatia ca n—1 ter-
meni satisface problema si ecuatia cu n termeni o satisface.
Dar pentru =38 avem |z'|=1 deci |2|<<2, deci teorema
e generali. 33. Pentru fixarea ideilor si presupunem ci
punctele ridicini a;, s sunt asa ca toate celelalte puncte
raddcini sii fie de aceeas parte a dreptei a; @.. Evident este
destul a arita ci si punctele riidicini ale derivatei sunt de
aceeag parte. Si presupunem ci o ridicind @; a derivatei ar
fi de partea opusi. Daci ay, as,...an sunt ridicinile avem

f(@)=f(2)Z

1 1
o in punctul @, f{z;)70. Suma Ez este
1328 i

ai
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RASPUNSURI $I INDICATIT (XXXV, 34—37).

o transformatd prin omografie a rezultantei vectorilor z ay,
&1 @3,...2%1 an care prin faptul ci 2; nu este de aceeag parte
el @y, @y,...an este neapiirat diferiti de zero. Deci [ (21)5%40
ceeace e absurd, adici punctele z;, a;(i= 1, 2,...7n) sunt de
aceeas parte. 34. Ecuatia se presupune tot de forma din
probl. 32. Se demonstreazi la fel prin inductie complets. Se
presupune adevirati pentru k—1 termeni. Ecuatia derivati

1 : : <
se transformi in y= (1—7] %z g1 apoi se aplicd teorema

presupusi adeviirati pentru £—1 termeni, apoi ficAnd uz de
problema precedentdi avem rezultatul dorit. Mai general ecuatia
Ao+Aia®+.... se poate aduce la forma studiatd prin sub-

stitutia a:—( ) y. 39, Inmultind ambii membri al sumei

din enunt cu produsul (n+2)(n+1) avem: (n42)(n-+1)S=
"+2+C+2+ +C"+2 $l cum 1+C"+2+C+2+ .....
+Cii=2" avem (n+2)(n-+1) Bamris 1L

2
Cla—Cifi—Cpfgmgrie_WHTntl - o gy
p. 154). 36. Pentru n=1, u;=a. us este arbitrar. Punand

relatia de recurenti sub forma R Un=uUn—1—u1, dind lui

n valorile 3, 4, 5,...n— 1, n, — maltiplicand egalititile obti-
¢ i 1 1 1.2 1.‘2...(n—4) 1.2...(n—3)
R R S L (n3) S (W

) 123..n—38)(n—2) [ 1
apoi adunind, avem 345 (n—1)n Un =1Us— Uy 1+3

(o
+ + +‘1‘—L_:3] Dar coeficientul lui #; se secrie

1+3+34+45+ +Wn—5 0 +——
_nr—1)
2

97— 1
us—n(n —2)u;. (G. M. XL.
p. 472). 37. Se dovedeste inegalitatea pentru p=2. Consi-

De unde avem un

my

derim fla)="08FMas S5 e (0<a < o) a
m1+mg
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(XXXV, 38). ALGEBRA

variabild, a» constanti pozitivd. f(a;) are un singur minim in
interval, pentru a;=a;. Minimul fiind zero, rezulti inegali-
tatea. Pentru cazul general, se admite pentru p—1 i se
demonstreazi ci este adevirati pentru p. Admitem totdeodati ca
pentrn p—1 inegalitatea devine egalitate dacd a;=as=..=ap—1.
matmeast.tmpay
iy Fmet..4my

mome  Tp

@ 5.as°..ap S ap variind dela 0 la o, iar as, as...ap fiind

Pentru acestea se considerid F(a,)=

ey O
constante pozitive. F'(a;)= %(l—a, S ass..ap 5), (e=ms+
e i Al
ms—+,..Fmp) se anuleazi pentru ay=a,° as°..ap° ="
Functia este minimd pentru a;=Fk ete. (G. M. XL. p. 368).
38. Cu teorema raportului se aratii ci seria este convergentﬁ
pentru |z|<1. Pentru insumare, observiim ca k,=C;, =

Cp+r—1’ deci Sp, m (’E p+m—1 + Cp i Cp+m x + . --+ Cﬁ;};_]_
C,, i BN 22"4... Si considerim desvoltarea : (1—t)7r=1+4
Crti-Crt 4.4 Copt 1"+ Seria de membrul II este

ptn

abaolut si uniform convergenti pentru [¢|<<1. Acelag lucru
constatim gi despre seriile obtinute derivAnd-o termen cu
termen. Inmulfind deci ambii membri cu "*7! si derivand
b (el A W A 1 Ap—1 ymt1

de p—1 ori, [(1-—t)] Al +C£" ALTL PR

1 ptp—1 (p—l)
(:v 1)1em [(1—15)?’] Gty (vt

+Cr Oy, g t"F..., iar seria din membrul IT devine

de unde (1)

pentru =z seria propusi. Sa calculim valoarea exphclta a
primului membru. Deoarece [(1—&)~?]®=p(p+1)..( -l—k 1)

(1—¢77* aplicAnd formula lui Leibnitx avem

(» —1)!t'"
_—tm-l-p—l (p—l) p-—1 Cl"r‘l—l Cm-{-‘——ll it 9
[(1—t)”] T (l—t)P'li deci: (1—a??~1 8y, m(a)=
p-—i

2 O Chpih @ (1=~ L (G. M. XLL pag. 593).
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RAXSPUNSURI SI INDICATII (XXXv, 38—40),

39. Se folosesc relatiile intre ridicini si coeficienti ady+x=1,
zytyrtazr=- 1, zyx=1. Pentru prima relatie trebue si
avem XY+ XZ+YZ=XYZ Dar EXY= 2(22+22+38)
(*+2y+-2)=222*+2 2y (et y)+4 22y + 6222122
+27= Zz2y2+62xy—60:y7.+62x2+12 Z2-+27. Dar din
Zzy=—1, deducem Za’y +2z1x2z=1 sau Szlyl= —

si din Zz=1, Z42+2Zxy=1, Z2?=3. Inlocuim aceste
valori in 2XY, ete. Solufia II. Ecuatia ne di 22=22°—22%-2,

deci X=z’+2m+3=2z“—~z2+1=z[x2—a;(l—x)+%]
si cam zty+a=1, eyr=1, X=z[2?—a(y+2)+ yz]=
—z(z—y)(x—2). Analog Y=—y(y—2)(x—y), Z=—=z

(x — @) (y —2). Verificarea relatiilor este simpld 2 %=

zle—y) z—a)  ayz(z—y) (y—2) G—2)
(G. M. XXXV. p. 396). 40. Ecuatia (1) de gradul p —1=2g4

are doud rezolvante, una de gradul ¢ si una de gradul 2.

w_ 1 Zyx(y—=)

=1 ete.

. 1 !
Acestea se formeazi din (1) punind z-+ ;=y. Avem ecuafia

(2) fly)=0 de gradul ¢, la care aliturim a?—yz+1=0.
(8) Un al doilea sistem de rezolvante de gradul IT si g il
obtinem considerand o riidicind % a ecuatiei (1) si o ridicing
primitivi 7 a num#raloi prim p. Ridicinile ecuatiei (1) vor
fe® et art a??, Sd formdm ecuatia ce are ca ridicini
pe ¥=a'tortb b at Y o e

Avem z'4-z"=—1, 2’ 2"'= 06’2h+"zk+1, sub 2 fiind ¢ ter-
meni. a) ¢ impar, ¢ din termeni sunt egali cu 1, cici expo-
nentul lui ¢ din 2’ fiind de forma »*", iar al unuia din z” de
forma 7>+ care se poate inlocni cu 72"+ avem: ar, a’?h+q=l

deoarece 77=—1 Ceilalti ¢*—q termeni reprezinti pro-
21

duse de cite qzq » cele 2¢ ridicini ale ecuatiei (1) a ciiror

¥ i T I s, 2

sumi este —1, deci 2’ 2'=¢q— PR b) q par, cele ¢
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(XXXY, 41). ALGEBRA

produse din z"z” sunt toate ridicini ale ecuatiei (1), nici unul
nu este egal cu 1 si reproduc cele 2¢ ridicini ale ecuatiei

de——a ori. Ecuatia va fi 22-+x4+a=0. (4) (a intreg). A

doua rezolvantd este o ecuatie in z de gradul ¢ care are ca
riddcini puterile lui @ din grupul ce di pe 2" sau 2”: (5)
P(@)=a'+ A, 2" ...+ A;=0, Ay, As...A, fiind polinoame
intregi in raport cu 2’ sau 2”. Rezolvarea ecuatiei (1) se face
sau prin sistemul (2) si (8) sau prin (4) si (5). Ecuatiile (3)
si (5) au o ridicini comuni gi una singurd, se obtine impiir-

tind 9(z) la 22—yaz+1 .. 2= Ii((m’ ; A i B fiind 2 po-

linoame. Puterile lui 2" mai mari ca 1 se reduc dupi (4) la
forma mz'4n, ciei 2?=—zx"—4q, 28=—2"—qx' =3'+4
a“tax'+.., Deci B(y;, x) este de forma Pi(yi) '+ Q (), iar
Ay, 2') de forma Py (y:) 2"+ Qi (9:). (G. M. XL. p. 454).

41, Fie zy, 2, ridicinile ecuatiei (1), f(z)=0 presupuse dis-
tincte; ele sunt afixele punctelor A gi B, iar numirul A este
afixul punectului L. Punctele A, B, L fiind colineare, raportul

E=l :tl este real gi invers. Mai precis, daci E>0 punctul
—Ts

L este de aceeagi parte a punctelor A si B, iar daci E<<0
L este situat intre aceste puncte. Rimine acum si exprimim
aceastd conditie cu ajutorul coeficientilor ecuatiei (1) si a
numéralui A, In acest scop sii considerim expresia urmétoare,
}‘—971 l—wz

simetricd in raport cu @ si @s, 1= E—l—
22 —2(m+tm)Ataital p*—
= KR » sau inei By =24 ——— f(l

Este evident cd daci E este real si E; este real si deci:

—4q i .
p f(l este real. Prin urmare punctele M si N, de afize

—y )‘—'11

respectiv p*—4q si f(A) sunt colineare cu O. Deci, dacd punc-
tele A, B, L sunt colineare, atunci si punctele O, M, N sunt
colineare. Si cercetim acum reciproca acestni rezultat. Pre-
supunem dar c¢i O, M, N sunt colineare adici E, este real.
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RXSPUNSURI SI INDICATIT (Xxxv, 41).

Sd punem numirul E sub formi trigonometrici E=r¢'? r, 0

fiind modulul gi argumentul lui. Atunci se are E1=re‘9+—re"9.

- 1 e !
E, fiind presupus real, trebue si avem (r—;)sz719=0, si

deci, sau 8=7k% gi in acest caz si I este real gi prin urmare
punctele A, B, L sunt colineare, sau »=1 si prin urmare
avem E= ¢'% aceasta inseamni cii punctul L este agezat pe
perpendiculara ridicati pe mijlocul dreptei AB. In rexumat
dacd E, este real, adica punctele O, M, N sunt colineare doud
cazuri se pot prexenta: 1°. Punciele A, B, L sunt colineare.
2°, Punctul L este situal pe perpendiculara ridicatd pe mij-
locul dreptei AB. In discutie vom distinge 3 cazuri.

p?—
(a) e )
puse colineare, M si N fiind de aceeasi parte a punctului O
si vrem sd dovedim cd in acest cax punctul L este pe dreapta
A B de aceeasi parte a puncitelor A gi B. In adeviir nu putem

q=20039>2.

? > 0. Prin urmare punctele O, M, N sunt presu-

2_.
avea E=¢'? ciici ar urma sii avem E1=2+p f()j
1‘ >2 deducem

(E—1)? ] i . ey
—E—>0, deci E este pozitiv. () —4<< f(7\) 9<0. In

acest cax punctul L este asexat pe perpendiculara ridicald pe
mijlocul dreptei AB In adevir E nu poate fi real, cz‘ici con-

f(l q<0 sau inegalitatea E+ —<2ne

arati ci avem E<O, pe de altd parte 1negahtatea

.
<R f(l) sau inegalitatea —2<E +—-— ne di E>0.

Deci nu putem avea decit E=¢'Y ceeace trebuia dovedit.

Prin urmare E este real si din E-

trar inegalitatea

(e) f(l;iqﬁ 4. Si ardtim ecd punctele L, A, B sunt co-

lineare, punctul L fiind situat intre A si B. In adevir E
nu poate fi imaginar si deci de forma K=¢'Y ciici ar urma
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p*—4gq
)

1
sibil. Deci E este real si negativ ciici avand E+E§—2

si avem E,=2- =2c0s0< —2 ceeace este impo-

rezultdi E<O. Observafii. In discutia cazurilor (b) si () intr

3]

expresia u+4=*— care are o interpretare
f) Q)

v o Y . p s
geometrica lesne de vidzut unde apare semisuma —g A radi-

cinilor ecuatiei (1). Cax particular. Dac p, g, @, a2 sunt reali
pentru ca numirul A si fie in afara ridicinilor, cazul (@) ne di
F(A)>0. Deci cazul (a) este o generalizare acestei din urmi
proprietiti. Iar pentra ca A si fie intre rddicini cazul (¢) ne
di f(A)<<0. Cazul (c) este generalizarea acestei proprietiti.
(G- M.XL.p.500). 42. Presupunem ci toate cantitatile din (1)
si (2) sunt complexe. (2) este o substitutie lineari simetrici, iar
ridicinile ecuatiei (1) punctele duble ale substitutiei. Punem:

r=n+7Z, 2'=n+72, "=x+7", ’11=—§' (1) si (2) devin

B e i
Zz'—m=;_; (1) 2'2"=m (2). Fie r,a; #, &'; #", @ mo-
dulele i argumentele lui z, a’, 2", (1) si (2') dau r2e2% =,
§i arg s Ay $ —
’. "z . " X .
= " f@ta)i e (3) P2=yp' y . %a s I & 9k%. Deci:

1) A" si A" corespunzitoare ridicinilor ecuatiei (1) san (1)
sunt simetrice fatd cu noua origine Q; a axelor; 2) A’ A” este
bisectoarea unghiului M" O; M”. Daci D este intAlnirea bisec-

' "
, o — o

27'r cos
toarei cu M'M", avem O, D=—— =
r+r

<. Deci punctele A’,A” nu pot fi de aceeagi parte

t] OlDé r
&' — o
2

a dreptei M'M". Daci a, b, ¢ sunt reale rezultatul se men-
tine. (G. M. XL. p. 555).
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